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AZ OLVASOHOZ

Ez a jegyzet a Matematika c. jegyzetsorozat VI, kitete., A sorozata
ktvetkezd kbtetekbSl 411:

I. kiftet. A matematika alapjai
H. kdtet.  Egyvéltozss valés fliggvények
IOI. kttet, Linedris algebra
IV. kitet,  Végtelen sorok
V. kotet,  Ttbbviltozés valds fggvények
V1. ktitet.  Differencidlgeometria és vektoranallzis
VII. kitet.  Komplex fuggvények
VIII. kttet.  Differenciilegyenletek

A sorozat a szigorlati Matematika anyagot tartalmazza. A jegyzet
azokhoz a gépészmérndk hallgatokhoz szdl, akik a Matematika c. tirgy el6-
addsait és gyakorlatait ldtogatjdk, Ezért nem tartalmaz hosszadalmas ma-
gyardzatokat, bevezet§ €s lllusztrativ péld4kat stb, , hanem “csupdn” a tu-
lajdonképpeni anyagot lehetSség szerint teljességre és maxim4lis tvmbrség-
re térekedve. (A levelezS§ hallgatck szdmdéra kildn utmutaté csatlakozik a
sorozathoz). A sorozatot 2 Matematika Példatdr kitetel egészitik ki, amelyek-
ben az olvasé nagy szdmu kidolgozott és kidolgozatlan péld4t és feladatot
taldl,

A kitet fejezetekre, a fejezetek pontokra vannak osztva, de a pontok
szdmozisa a fejezetektSl fuggetienul, folyamatosan tortént, Az egyes pon-
tokon beltl kulon-killdn szdmozzuk a definicickat, tételeket (segédtételekert,
kivetkezményeket), példdkat, formuldkat, 111, dbrikat. A péld4k részben a
nehéz fogalmakat, tételeket viligitjik meg, részben "ellenpéldik” &s nagy-
részt az elméletl anyag szerves részét képezik. A hivatkozdsok egy kite-
ten beliil az idézett definicis, tétel stb. szdménak megadisival, m4s kitet
esetében, ezemn kivill a hivatkozott ktet sziménak megad4isival trténik
(mindkét esetben a fejezet megaddsa nélktil). Teh4t pl. az I. Kotetben a
"1, 13.2 Tétel"hivatkoz4is az I. Kttet 13, pont 2. tételét jelent; a I. Kotet-
ben ugyanerre a téteireugy hivatkozunk: "1, I. Kotet, 13.2 Tétel”. A bizo-
nyltdsok végét pont és felkidltdjel jelzl: ,!



Az irodalom jegyzék elsfsorban az anyag irdnt mélyebben érdekl&8d§
olvasénak aj4nlott muvek €s nem az eredmények eredetd forrédsainak cimeit
mrtalmazza. Az {rodalom jegyzékben felsorolt muvekre szigletes zdrdjel-
be tett szdmoklal hivatkozunk,

Budapest, 1971. mdrcius

A szerkesztd
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Elisd fejezet
TERGORBEK

1. Egyparaméteres vektor-skalar figgvények

A kbzbnséges (héromdimmzlds euklideszl) térben elhelyezkedS giir-
bék - rdviden térgtrbék - leirisira az "egyparaméteres vektor-gkaldr fiigg-
vényeket” hasznéljuk. Az r (1), t € D fuggvényt, abol D C R egyparaméte-
res vektor -skaldr fumynek pevezzilk, ha 8 valés szdmegyenes D rénz-
halmaz4t a ktiztnséges tér vektorainak halmazdba képezi le. A kuztnséges
térben lertgzitjuk az O origét, és az egyparaméteres vektor-skaldr fugg-
vény értékkészletének 1 (1) elemeit 4ltaléban az origébd! klinduls helyvek-
toroknak tekintjilk. Alkalmasan megvélasztott - pl. derékazdgy - koordiné-
tarendszerben az r (t) vektort kooxdinitdira bonthatiuk:

I =xMI +yM] +z® k

EbbS) 14thaté, hogy r (t) megaddsa ekvivalens hdrom skalérfuggvény
megadisival Az x {t), ¥ (0, z (t) rendezett fuggvényhirmas & térgtrbe pa~-
raméteres megadésdnak tekinthetS. Ez azt mutatja, hogy az egyvéltozés
fuggvényekre érvényes fogalmak egy része AtoroklSdik r (1) -re.

Ebben a pontban az egyparaméteres vektor - -ska{4r fuggvények legfon-
tosabb fuggvénytani tulajdonségaival, a hatdrérték, a folytonossig, a diffe-
rencislhinyados stb. fogalméval foglalkozunk. Flleg azokat a tulajdonsigo-
kat vizsgiljuk, melyek a koordinitarendszer megvélasztisitol fuggetleneck,
annak eltoldsakor vagy elforgatésaTkor nem viltoznak: "lnvaridns mlajdon-
sdgok”, ‘

1, 1 Definicl6, Az T vektor $ > O sugaru'kbruyezetének nevez-
zikk a2
o9 “zijz-x,[<8]

halmazt,| (Ha a kérnyezet § sugardnak nincs je-
lentﬁségé most is a K jeltlést haszniljuk. )
To



1.2 Definlcis.

Més megfogalmazdsban:

1,2’ Definicié,

Azt mondjuk, hogy az r (t), t € D fuggvény hatar«
ériéke a D értelmezési mrtoméiny t torloddsi
pontjiban az a vektor, jelben: llm () =a,

t —1t

vegyr (t)—»a, t -t ha a minden K kbrnye~

a.t
zetéhez van t_-nak K & -kbrnyezete melyre

té(Kto,J\{tbl)nD:}‘_(t)éKr

o €’

Legyen t, a D halmaz torlsddsi pontja. Azt mond-
juk, hogy lim 1 (t) = a, ha minden € > 0 szdm-
hoz van otyan &) 0, hogy t € D és 0 (|t~ -t [K§=

[r(t)-a](E

Beldthat6, hogy ha az a hatdrérték létezik, akkor 1 {t) koordinitét-
nak is van hatdrértéke, ezek a hatdrértékek éppen a megfelelG koordin4tdl
€s ennek az 4llitdsnak a megforditdsa Is igaz.

1.3 Definfcio.

M4is megfogalmazisban:

1.3’ Deflniie.

Azt mondjuk, hogy az r (t), t €D fuggvény a D
értelmezésl mrtomény T torlsdisi pontj4ban

folytonos, ha
a) létezik a véges lm 1 (t) hatdréreéke, és

t =t
o

b) _r_(t°)= Hm 1 (v).
t -t
(o]

Legyen toe D a D halmaz torlédédsl pontja, Axt
mondjuk, hogy r (t) 8 t helyen folytdnos, ha min-
den £>0 szdmhoz van olyan & >0 szdm, hogy
teEDés

|t-to\<d =:~|£(t)-_r_ (to)lc £.

Itt is beldthats, hogy r (t) folytonossdgibol kivetkezik koordinitdinak

folytonpssdga és viszon .

A vektor -skaldr figgvényeknél is beszélhetilnk jobb- és baloldali ha-
taréreékrsl, i1, foly';onosségrél.



1. 4 Definicié. Azt mondjuk, hogy az r (t), t € D fuggvény HC D
halmazon folytonos, ha r (t) folytonos minden
t € H helyen,

Az egyvéltoz6s skaldr fiiggvényekhez hasonléan itt is bel4thats, hogy
folytonos vektor-skaldr fliggvények Usszege, killonbsége, folytonos skaldr-
fiuggvénnyel val6, valamint skaldris és vektoridlis szorzata is folytonos, .
Tovébb4 ha r (t) folytonos, akkor az|r (t)] skaldrfliggvény is folytonos. Er-~
vényes példéul a kivetkez6
1.1 Tétel. Ha I (t) és z, (t), melyek kbzbs értelmezési tar-

toménya D ( R, folytonos a t & D pontban, akkor
az _1;1(t) X1, (t) vektor -skaldr figgvéry is folytonos

t_-ban.
[¢]

Bizonyités,

|5 O%5, O - 5 (5) Xz, (t )&
glzl (tyxx, (t) -, (@ xiz(to)l +
+| I Oxr, (t)-r)xct) ] =

£\ 1, 0] z00r, €|+ |50z )] |5, €] - .1

Legyen £>0 tetszflegesen adott és M2'> | 52'“0)' - I (t), i1, I, (t) folyto-
nossigabol kvetkezik, hogy t elég kis kornyezetében | I {t)] korldtos,
- —£ - —£
|z, @<M, és [z O - ;)| < — Tl L [z, (- 2, ¢ )] < T,
Igy az (1.1) kifejezés kisebb, mint £, ha 0 < It-tofelég kicsl ést € D, !
1.5 Defincis, Legyen adott az r (1)}, t € D vektor-skaldr fiigg-
vény és t € D. Azt mondjuk, hogy r (t) differen-

cldlhaté a ts helyen, ha az

r©-ze)

T ; téD\{to}



klllonbségl hdnyadosnak t —>t0 esetén van véges
hat 4rértéke, vagylis létezik a

z(t)-z(to)
t -t
o]

lim
t—t
o

véges hatdrérték; ezt a hatdrértéket r (t) differen-
cislhdnyadosédnak (derivéltjinak) nevezzik, Jelolé-
se:

A fenti hatdrérték t - to = At r(t)-1r (to) =

=Or jelslésekkel méga kovetkez6 alakokban is ir-
hat6:

r{+oy-x(t) @ -x) AL

lizn

At—30

1.5’ Definicig.

FaN ¢

= lim = lim
Dt—0 Nt—o

FAN s

Legyen to & D, azt mondjuk, hogy r {t) a to he-

lyen derivélhat6, ha van olyand és £ (At) vektor,
hogy minden elég kicsi [t {-re, melyre
t* At & D, afilggvény megvéltozdsa igy irhato

fel:
£t FAY-xt)=dAtr £ (DY At, (1.2)

ahol lim £ (A =0.
At—o

Beldthat6 (a I, Kotet, 11,1 Tételével analég modon), hogy ha r (t) az
1.5 Definicié é.rtelmében derivélhats, akkor az 1,5  Definici6 értelmében
isaz, ésdazr (to) (A t-t61 fuggetlen) deriviltvektor,

Az (1.2) képlet jobb oldaldn 4116 els§ tag a vektor -skaldr fiiggvény
megvéltozdsinak f6része, melyet a fiiggvény differencidljinak neveziink, és
dr-rel jeltlink. A At = dt jeloléssel:

- 10 -



dr =d At=i(to).dt . (1.3)

A differenci4l dt-nek homogén linedris fuggvénye. (1.2) jobb oldaldnak
mésodik tagia az un, elenyész8 rész, Ennek u.i, mindkét tényezlje O-hoz
tart, | £ (At) ODt]=o0 (At) (kisordé At, erSsebben tart O-hoz, mint At,
ezért kicsiny At esetén elhanyagolhaté),

Ha 1 (t) derlvilhat6, akkor folytonos is, ezen 41litis azonban 4ltaldban
nem fordithaté meg,

Konnyen bizonyithatok, és az ismert derivildsi szabdlyoknak megfe-
lelnek az aldbbi derivildsi szabdlyok (feltéve, hogy a tagok, ill. tényezdk
dexivilhaték:)

[r, @+5, ®) =f © * £, ©, (L.4)
[cx®w] = ci®, (L.5)
[20z@] =2@rw+a®i O, (1.6)
(1, ®. 5, ®]= & O.5, © + 1, ©.5,0, (1.7)
[r; Oxx, ®] = £ Oxz, O+1, OxZ, O, (1.8)
(itt 1ényeges a sorrend),

[r 0= 2:0% o (1.9

(e @] —F - .10

(1.7) Bizonyitdsa. A killonbségi hinyados

I (tHAY. £, HA 0" 1, (1) 5,0 _

At
_ £l(t+ At)_:_:_z(t+ PaN t)-£1(t)£2(t+ At)'*'il(_t) I, (t+At) I, (t)zz(t) ~
- At -
r, t+a4at -r () It At -1, (1)
= S . r (At O——— 2

- 1, M1, +r, L, (9, ha at 0.1

- 11 -




(1.9) Bizonyitdsa, (1.7) felhaszndldsdval:

0] =00 =10z0+z Oi0=210L0.

Har (t) =x ()1 +y (t) i +z (t) k differencidlhats, akkor koordinitii
is differencidlhat6k és

Im=xOI+y I+ z(Dk , (L.11)

ugyanis x (t) =1 .r (1) és figyelembe véve (1.7)-et, valamint azt, hogy 4llan-
do6 vektor deriviltja zérus, X (t) =1 r (t) adédik.

1.2 Tétel. Ha|r (t)| =konstans, r (t) derlvdlhats, akkor
mindent € D helyen I (t) meréleges r (t} -re.
Bizonyitds. Az |r ()= c azonosségh6l [x (1)] 2 - c2 adédik,

Az utébbl azonossdgot derivilva (1.9) szerint azt kap_]uk hogy 2 r (t) £(t)=0,
ahonran a III. Kétet, 2,2 Tétel alapjan 4llitdsunk kévetkezik. !

Természetesen, La az I (t) derivilt vektor -skaldr fiiggvény is differen-
cl4lhat6, akkor beszélhetink az I (t) mésodik deriviltrol, és igy tovibb a
magasabbrendil deriviltakroél.

A differencidlhat6 skaldr filggvényekre vonatkoz6 Lagrange-féle k-
zépértéktétel nem vihetS 4t kizvetleniil vektor-skaldr fiiggvényekre, Ha ul.
az r (t} =x(t) 1+y( j +z (t) k fiiggvény az [x, 2] intervallumban differen-
cldlhat6, akkor a koordindtikra alkalmazott Lagrange-féle kozépértéktétel -
b8l (IL. Ktet, 15.4 Tétel) x(P) - r(x) koordinitdira az ad6dik, hogy

x(f) - x () =5!(T1)((3‘°0: TI‘E(O(,P),

Y(R) -y =y(T)(P-9, Tye(et p)

z (B)-2z () =2(T ) (P-o), Taelet, ),
Itt azonban Tl’ ?2 és 1 3 nem szilkségképpen egyenitk, tehat (T, ),
)'T(’fz), A (’l".'3) 4ltaliban nem az r (t) vektor koordinitii valamely rdgzitett
t értéknél. A Lagrange-féle kozépértéktétel megfelelGje helyett mindjért az

éltaldnosabb II. Kotet, 18.3 Tétel megfelel§jét fogalmazzuk meg vektor -
skaldr fiiggvényekre.

-12 -



1,3 Tétel. (Taylor-formula), Legyen r (t) (ntl)-szer folyto-
nosan differencidlhaté a to pont egy Kt kbrnyeze-
o

tében; ekkor mindent to+h € Kt -

o
-+1
- L ®© ) |h | i
- - 9 <M —
K )~ b <M @
k=0 (1.12)
ahol M = max Ir(n+l)(t)|_
te [to,to-l-h]
Nyllvdnval6, hogy ha (1.12) fennill, akkor az is igaz, hogy
n 9] _
(t +h)- Z i———(i’)— v = o m) (1.13)
=Yo k! =gm )
k=0

ahol l 9(b)‘= o(hn), vagyis 1lim -——-Si——{-hl—= 0.
= h—>o h

Megjegyezziik tovébbd, hogy az n = 0 esetben specidlisan (1.12) a k&~
vetkezd alakot 6lti:

| =€ -xe)]|<M b, (1.14)

ahol M = max|_1':(t)| .
teft ,t +h]
o’ o

Bizonyitds. Legyen e tetszllegesen adott egységvektor (le |= 1), és tekint-
sikazf(t) =ex (t) skalérmggvényt, mely nyilvin (n+l)-szer folytonosan
differenci4lhatc ! K -ban. E fiiggvényre alkahmazhatjuk a [I. Kétet, 18.3 Té-
telt: Y

n

Z f (k) (to) k f (n+1)(t’) n+1
f(e )= oort T

k=0

- 13-



vagyis

0
k +1
Z £( )(t°) k (n )( ) an
+h)= e ——— e ——————-h
er(t; e K S T+ ’
k=0
ahol t' € (to, to+h). Rendezve és az abszolut értékeket véve kapjuk, hogy
&
) o+l
) @+l), , l1hl
E[;_(tom) ——-—————h J‘ er ) =TT (1.15)

Mivel l er (@+l) (t’)lf 1. | I (n+l) (t')] £ M, ésezaz egyenlStlenség

(rogzitett h mellett) minden e egységvektorra fennsll, (1.15)-bGl (1. 12) ad6-
dik. !

1.6 Definicies. Legyen T (t) 2z [o(, ] Intervallumon folytonos; azt
mondjuk, hogy az [, 3] intervallumon differen-
cldlhat6 u (t) vektor-skaldr fuggvény az r (t) figg-
vény primitiv figgvénye, ha

u@®=x@® , tefo,pB].

Az r (t) fuggvény primitiv figgvényeinek halmazit

f r (t) dt -vel

Jeldljuk és x (t) hatirozatlan integrdlj4nak nevez-
zik.

Konnyen beldthaté, hogy ha u- (t} az r (t) fuggvény primitiv fuggvénye, akkor
r (t) hatdrozatlan integrilja
fr (hdt=u(t) + ¢ ,

ahol c tetszéleges 4lland6 vektor. Nylivdnval6 tovébbd, hcgy ha r (t)
-x(t)1+y (t) j +z () k, akkor

fg{t)dt=1fx(t)dx+_1fy ® dt+ X fz(t) dt.

Vektor -skaldr fliggvény adott intervallumra vonatkozé hatdrozott in-
tegrélja 1s értelmezhetd, ezt azonban nem részletezzilk,

-14 -



2. Erint6. Ivhossz

A térgorbékrdl természetesen van bizonyos szemlélet: s elképzelésiink,
Célszerii azonban lehetSleg pontosan korillhatirolni azt, hogy a téxr pontjai-
nak milyen halmazait tekintjilkk még térgorbéknek és milyeneket médr nem.

A kvztnséges térben lerdgzitjuk az O origét és a pontokat helyvektoraikkal
azonositjuk.

2.1 Definicid. A kbzinséges tér pontjalnak ¥ halmazit térgorbé-
nek nevezzilk, ha van I intervallum és I-n folyto-
nos r (t) vektor -skaldr figgvény, melyre

‘(={£:£=_r_(t), tel} ,

és amely még kielégitl a kovetkez8 kivetelménye -
ket is: e fliggvény legyen I minden nyilt részinter -
vallumdnak (ha I nyilt, akkor magénak I-nek) a kt-
ztinséges térhe valé egy-egyértelmii leképezése,
és az Inverz leképezés, mely Y -t I-be képezi
le, legyen szintén folytonos, Ha I ={, 3] (kor-
14tos) zdrt intervallum és r ( )=t (), akkor
z4rt térgbrbérdl beszélink.

2.1 Példa. Azr és It te (-co,c0) egyenletii "térgirbe" az x, pon-
ton ithaladé v # O irdnyvektoru egyenes, Ha az 1, j, k bézishan r, =
=x01 +yol +z0§, 1=v1__1_ + vl +v3_15 , akkor az egyenest leir6 r (t) =
=1, +w vektor-skaldr filggvény koordindtal: x +t VY T, zoﬁvs
(v.8.II1. Kttet, 4.4 Tétel).

2. 2 Definicie. Legyen r,a Y térgdrbén rogzitett pontésr a 14
térgirbe egy tetszbleges x, -t6l killsnbbz6 pontja;
tekintsiik az I, és r pontokon 4thaladé egyenest
(a gorbe szel§jét) ; ha r —r _esetén a szeld

ir4nyvektora a zérusvektortdl killonbtzb v hatdrér-
tékhez tart, akkor azt mondjuk, hogy U -nak -

-ban lé_tezik az érintéje és az az I, ponton 4tha-
ladé v irdnyvektoru egyenes.

- 15 -



2.1 Tétel,

Haa ¥ térgorbét leiro r (t) vektor-skalér filgg-
vény a t pontban differencidlhaté, és r (t )#£0,

akkor T -nak az r (to) pontban van érintSje és

annak irdnyvektora £ (to). Az £ (to) vektort ezért

érint6vektornak nevezzik.

L{th-rit.)
- X P

I{ty-r (to)
Bizonyitis. Az — - t# to’ vek-
o
tor a szell irdnyvektora (1. 2.1 4bra); mi-
vel r (t) to-ban differencidlhats, 1étezik

r(ty-r(t)
f)=lm —————
¢ e %

e
_r‘lt.
o
2.1 4bra
2.2 Tétel,

Bizonyitis., Az T (to-H'n) -r (to) vektorral egylitt

szelS irdnyvektiora (h # O).

0
és a feltevés értelmében nem zérus, !
Az T (t) =O esetben 2z el6bbi tétel

alapjdn nem tudjuk meghatéroznl az érinté-
vektort és ezzel az érintst. Ervényes azon-
ban a

Haa ¥ térgtrbét leiro-r (t) vektor-skalar fligg-
vény a t, pontban (n+l)-szer folytonosan differen-

clélhato )= @)=, o=x @ 1)(t)—0 de

( ) (t ) # O,akkor f -nak a t pontban van érin-

t6 je és annak irdnyvektora (az érintSvektor)
(n)
r (to).

T )t isa

Az (1.13) formula felhaszndldsdval

r @y

n

Loem-z(ens — [——=u"+ 3w |,

h

1
h nl
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ahonnan a h —¥O hatdrédtmenetet elvégezve kapjuk, hogy

£(n) (t )

lim

hoo 1 | =% e o
—0

(x(t_+h) -z () = ——p

Az elébbiekben vektor-skaldr fliggvény derivdltjinak geometriai jelen-
tésével foglalkoztunk, igen fontos azonban e filggvények mechanikal interpre-
ticiéja is. Ha a t viltoz6 az 1d6t jeloli, az r (t) vektor-skaldr fliggvény va-
lamely “pontszeriinek tekinthet§" test mozgasét irja le, E fiiggvény x (t) ér-
téke a mozgé pont térbeli helyzetét jelenti a t idSpillanatban.

Ap= { r:r{y, tg I} halmaz, ahol I valamilyen idSintervallum, a moz-

gids pdlydja (trajektoridja). Miutdn a mozgd pont kiilonbsz8 idSpontokban is
tartézkodhat a tér ugyanazon pontjiban, a p palya nem sziikségképpen tér-
gbrbe a 2.1 Definici6é értelmében, A gyakorlatban el8fordulé pilydk azonban
dltaldban véges sok térgrbe egyesitésel. Lehetséges tovdbbd az, hogy a
mozgést leiré r (t), t € R vektor-skaldr fiiggvény periodikus ésa T > O
szdm a periodusa, vagyis r (t+ T ) =r (t), t € R. Ha mostan az r (t) fligg-
vény leszlikitése pl. a [ O, T] intervallumra térgdrbét hatiroz meg, vagyis

¥={r:xr (), t €[0,T]} zért térgbrbe, akkor ¥ egyben a mozgis
pilydja is, melyet a mozgé pont végtelen sokszor befut.
Ha a mozgdst leiré r (1) vektor-skaldr fliggvény differencldlhats, akkor
a deriv4ltnak fontos mechanikai jelentése van. r (1) - (t } a pont elmozdu-~

ldsa a [ to, t] id8intervallumban, vagyis | t- tol id6 alatt. Az

r® -x(t)

t-t
o]

killonbségl hinyados az 1d8egység alatti elmozdulds, vagy az dtlagos sebes-
ség. Ennek hatirértéke t -t esetén I (to), at id8pontbell (pillanatnyi)

sebességvektor. Ha a mozgds sebessége, mint az 1d§ fliggvénye, vagyls az
I (t) vektor-skaldr filggvény is differencidlhats, akkor

r(t)-z (to)

t-t
o

a pillanatnyi sebesség idSegység alatti megvéltozdsa, vagyls az 4tlagos gyor-

-17 -



sulis, Ennek hatirértéke t— to esetén, :]::_(to) a 1:0 idSpontbeli (pillanat-

nyi) gyorsuldsvektor.

Legyen A és B a tér két tetszbleges pontja és ¥ egy Gket sszekotd
“irdnyitott” térgdrbe (ezen azt értjiik, hogy Y -n ki van jeldlve a haladédsi
irdny, éspedig A-bol B-be). Vegytnk fel ¥ -n a haladdsi irdnynak megfele-
16 sorrendben n+i szdmu pontot: P =A, P, P, ... ,P =B.A PP ,P.P,,

0 1’ "2 n ol'"1 2
cer s Pn-l Pn szakaszok egyesitését egy ¥ -ba irt poligonnak neve:zuk.

A Pk-lPk szakasz hosszit Pk-lPk - val jelslve e poligon hossza

. k=1
Pk-lPk' A térgdrbe "hosszdt" a ¥ -ba irt poligonok hossza segitségével
értelmezzik,
2. 3 Definicls, Azt mondjuk, hogy a tér A és B pontjit Ssszekttd

¥ térgvrbe rektifikdlhato (kiegyenesithet6), ha a

T -ba irt poligonok hosszdnak 1étezik a hatdrérté-
ke, mikor a poligonok maximadlis hosszusdgu sza-
kaszdnak hossza zérushoz tart, (") felosztdsa
minden hatiron tul finomodik"), vagyis, ha van
s £ O szédm, melyre minden £> O-hoz van §>0, hogy

lskén k-1 'k
esetén
n
- TP I<E
s Z Pk-lpk 1
k=1

ahol PoPI' .. Pn Y -ba irt poligon. Ekkor az

n
8= lim Z PP
maxP__ P, =0 k-1 k
k=1

szfmota térgiirbe ivhosszdnak nevezziik.
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2.3 Tétel, Haa ¥ = {_r: r(), tEf, ﬁ]} térgrbét leirs

r (t) vektor-skaldr fliggvény kétszer folytonosan
derivilhat6, akkor Y rektifikdlhaté és ivhossza

A
5= f|i(t)| dt . @.1

ol

Megijegyezzlik, hogy e tétel mar lényegesen gyengébb feltételek mel-
lett is igaz; elegendd annyit feltenni, hogy r (t) differencidlhats, és
| T (t) | korldtos és integrélhats.

Bizonyitis. Felhaszndljuk a Taylor formuldt (1.3 Tétel) a kivetkez§ alak-

ban:

Mh2
21’

|z e+n) -z - mh< (2.2)

ahol M = max l 5 (t)l . Bebizonyitjuk, hogy a ¥ -ba irt poligonok hosszénak
tefa A

és a (2.1) Integral integril-kizelit§ osszegének eltérése zérushoz tart, ha

a gorbe felosztisa minden hatiron tul finomodik,

Mivel a gorbe és az ( o , (> ) intervallum kozstt megfeleltetés egy-egy

értelmii, ¥ minden A = Po’ P, P2 y ees Pn = B felosztdisdhoz tartozlk

[o( R p] egyo(=to < t1 < t2 <o <tn = [bfelosztésa, aholz(tk) =
= (_ﬁ)k . A poligonhossz és az integril -kizellt§ dsszeg eltérése

n n
Z Iy -z )| - Z 1O tk'tk-lt <
k= k=1
n
é};ﬁ CORES SCUY R UMY | G " (=
n
QZ| £(g)-x ) 1l ) et )| 2.3)

k=1
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mivel minden a és b vektorra |l al - |_1_3_||é|g - 13’ .Legyen £ > 0
tetszlegesen adott, ésd él}(aé:% (tk-tk-l) < &, ahol § értékét késsbb rogzitjiik.
(2. 2) felhaszndldsaval (2. 3) kisebb vagy egyenls, mint

n 2 n n
M (-t ) MEe t ) M§
7 < 2 = L )
k=1 k=1 k=1 )
M&
= 2 (ﬁ’-‘x)< E— y

2
6(7 M(p-=)

tetszbleges, M= O esetén.

M# O esetén

A Y -bairt poligonok hossza tehdt a (2. 1) integrilhoz tart, ha az
[ /j] intervallum felosztdsa minden hatdron tul finomodik, A ¥ gorbe
és az [o( , p] intervallum felosztdsa azonban "egyszerre finomodik min-
den hatiron tul”, mivel a 2, 1 Definicié szerint nemecsak I (t), hanem az 4l-
tala létesitett leképzés inverze is folytonos. |

2.2 Példa, A 2.1 Péld4dban szerepls r=x +yvt egyenletii egyenes r (< ) =

T, tYX ésx (B) =x_+v (3 pontjai kozbtti szakaszénak hossza (mivel
I=v)
A
°= j!il dt= [y |(B-)=[z(B) -z
=4

amint ez minden integrilds nélkiil is nyilvdnvale.

Ha a 2, 3 Tétel feltételei mellett r=x@®i +y (@ J +z )k, ak-
kor (1.11) figyelembe vételével
£

1
s = (:::2 (t)+§r2(t)+£2(t)) 2 dt ., ' (2.4)

Ha a gtrbe specidlisan xy sikbell sikgorbe, akkor z (t) = z (t) = O és (2. 4)-
-b6l a II. Kotet, (31.4) (ott definidl6) formuldjst kapjuk. Ha az xy sikbeli
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gbrbe egyenlete y = f (x}, x €[, /3] , vagyis a gorbe az f: [on » B3] 2R
egyviltozos valés filggvény grafikonja, akkor elillithats példdul az

£(X)=x1_+f(x)i+0§_ (2.5)

vektor -skaldr fliggvény segitségével. Mivel ekkor _1_'_ x) =1+ £ (x) j, exért
az ivhossz (v.o. II. Kotet, (31, 5))

& L |
s = ](1+f’2(x)) 2dx. (2.6)

o4

Ha adotta § = {_1_':_:: ), te[o ,f.’)]} térgorbe, az X'< T £ f’
intervallumban szigoruan monoton t (‘T') folytonos filggvény és pl.
k=t (=), (3=t(@), akkor nyilvin ¥ ={r:z @ (T), Te [«', &), vagy-
is az 1 (t(T')) vektor-skaldr filggvény ugyanazt a téxgbrbét 4llitja els,

r (t(T)) - ekkor a ¥ térgorbe egy mésik paraméterezésének, a t paramé-
terrfl a T paraméterre vonatkozé 4ttérést paramétertranszformécionak
nevezzilk,

Abban a tSrekvésiinkben, hogy a gbrbe invaridns tulajdonsigait vegylik
vizsgdlat ald, legcélszeriibb olyan paraméterre valé 4ttérés, amelynek segit-
ségével 4llitdsaink csak magédra a gorbére, nem pedig annak paraméterezé-
sére vonatkoznak, Olyan paramétert akarunk vélasztani, amely a girbe geo-
metriai tulajdonségdt tikrozi. Erre a célra az "elGjeles ivhossz" mutatko-
zik legalkalmasabbnak. Ha a ¥ térgdrbét leird r (t) filggvény kielégitl a
2.3 Tétel feltételeit és (1) # 0, akkor |I(t)| >0, és igy rogzite': t ¢ ety fra

ay térgbrbe T (to) €s r (t) pontjal kbzotti darabjdnak elSjeles ivhossza (po-

zitiv, ha t ) t,» megativ ha t{ to)

t
t

0

r (| du (2.7)

a felsS hatdr szlgoruan monoton néveked§, derivilhaté fliggvénye, -gTS- =

=| _{ (t)| # O, tehdt van inverz filggvénye, t (s}\. Ekkor 4ttérhetiink a J tér-
grbe un. természetes paraméterezésére : r (t (s)), ahol az s pe raméter
a gorbe valamely pontj4t6l mért ivhosszat jelentl. Az r (t(s)) vektor-ska-
lar filggvény derivélt vektora az Usszetett filggvény és az inverz flivgvény
differencidldsi szabdlydt alkalmazva :
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dr dr dt

I - & & Tk =T (2.8)

A természetes paraméter (az ivhossz) szerintl derividldst a kovetkezfkben
vesszdvel jeldljuk. Igy azt kapjuk, hogy

=] = |

i
[

(2.9)

Ha tehdt a ¥ térgtrbe természetes paraméterezésben van adva, akkor az
6t leiré vektor-skaldr fliggvény derivilt vektora minden pontban egységvek-
tor. Megmutatjuk, hogy (2. 9) a természetes paraméterezés jellemz8 tulaj-
donséga, vagylshaa ¥ térgorbét leiré (kétszer folytonosan differencidl-
hat6) x (t) vektor-skaldr fggvény deriviltvektora egységvektor, | £ (t)| =1,
akkor t a természetes paraméter, (vagy attol legfeljebb egy 4lland6 tagban
kulsnbdzik), Valéban, akkor a gbrbe r (to) pontjit 6t mért el§jeles ivhossz;

t t

s = jl _i_(u)ldu= f du=t—t0,
t t
o o

vagylst =5+ to.

Legyen { rektifikilhat6, irdnyitott gérbe {ezen 4ltaldban azt értjik,
hogy lertgzitettilk a grbe valamely pontjdbol mért el§jeles ivhossz nive~
kedésének irdnydt a grbén), és az Gt lelré vektor-skaldr fligavény kétszer
folytonosan differencidlhaté. A gtrbe tetsz6leges pontjiban az érint§ egy-
ségvektort, melynek irdnya megfelel az ivhossz-nivekedés irdnyinak, t-vel
jelsljik. (2.9)-b6} nyllvdnvals, hogy ha a grbe természetes paraméterezés-
ben adott, akkor

t=1'(s). (2.10)

2.3 Példa, Tekintsiink egy ABC derékszogli hiromszoget, melynek A csucs-
pontjindl levs hegyesszige o{, és B-nél levd sztige a deréksziig, Ha a de-
réksziglt hiromszbtget papirbdl kivdgjuk és rdcsavarjuk egy R sugaru egye-
nes kbrhenger paldstjira ugy, hogy az AB befogd mer6leges legyen a henger
alkotdira, akkor az AC 4tfogd a hengeren egy csavarvonal egy szakaszit
jelsli ki, Ha most a hengert ugy helyezzilk el az x y z derékszigil Descar-
tes-féle koordindtarendszerben, hogy tengelye a z tengely legyen és az A
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pont az (R, O, O) pontba essék, akkor a megfeleld teljes csavarvonal egy
paraméteres elfdllitdsa (ldsd 2.2, 4bra)

2,2 4bra

r(t) =Rcosti +Rsintj+Rttgo( k, t€ (-o9,00), (2.11)
r{)=-Rsinti + Rcos t] + R tgoX k ., (2.12)

A csavarvonal r (0) és x (t) pontja ktzottl szakaszdnak elSjeles ivhossza az
m = R tgeX  jeltlés bevezetésével
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t t 1 1
=f| jr_(u)i du = f ®RE4m?) 2 du=(R2+m2)2 t
[¢] 8]

Innen

o

(R2+m2)

és a csavarvonal természetes paraméterezése

£ (s) =R cos — i+Rstn —>— § + T k.
2 22 2. 22 2 22
(R"4+m") (R4m™) (R"+m"™) 2.13)
3. Frenet-képletek
3.1 Segédtétel . Tekintsilk az u (t}, t € D vektor-skaldr figgvényt,

és jeloljik Ao -valaz u (t) ésu (t + At) vekto-
rok 4ltal bezdrt szoget. Ha u (t) derivdlhat6 és
u (t) # 0, akkor

| u (t) xu (t)l
(u (t))

3.1)

4y A (3.1) formula teh4t megadja a "flggvényér-
Uy tékek irdnydnak vdltozisi sebességét,”

Bizonyitds., A Au =u (t+ At) - u(t) jelslés
bevezetésével (lasd 3.1 4bra) és a- vektoridlis
szorzat elemi tulajdonsdgainak felhaszndldsa-

Llteg ¢t} val

3.1 4bra

| Aok sin Ax | Aok |u(0x [u (t+Auj|
“isinAX . At = sl AX | Bt Ju ) uit) + Au]

|A<><
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AU
 aw JuOxuomoxay PO%F A

T sinax At u @lu® +Au] |ut)] ut)+du| sindA

Ha At— 0, akkor Act{—>0 és a II. Kitet 4.3 Példa eredménye alapjin
(3. 1) adédik. !

3.1 Definicié. AY ={r:r=x (), tE I}térgorbét, ahol I
valamilyen intervallum, reguldrisnak nevezziik,
ha az x (t) fiiggvény hiromszor folytonosan diffe-
rencidlhaté és £ () #0, t € L.

A kovetkezbkben kizdrdélag reguldris térgirbékkel foglalkozunk,

3.2 Definicis. Legyen ¥ reguldris térgorbe és jeloljik a gtrbe
I (t) ésx (t+ At) érintSvektora 4ltal bezdrt szo-
get Ao ~val, az r (t) és T (t+ At) pontok koztl
girbeszakasz ivhosszit A s-sel (I4sd 3.2 dbra),
a

A X

X = lim ~ 5

As—0

hatdrértéket a grbe r (t) pontbeli gorbiiletének
nevezziik,

Dex
As
nek dtlagos irdnyvéltozdsi sebes-
ségét, mikdzben a gérbén As
hosszusdgu szakaszon elmozdu-
lunk, E hinyados hatdrértéke, a
gorbtilet a gbrbe (ivhosszra vonat-
koztatott) irdnyvaltozdsi sebessé-
ge, vagyis azt mutatja, hogy a
gorbe mennyire tér el az egyenes-
t8l, mekkora a "gorbilitsége”,
Nyilvdnvalé6 a definicicbdél, hogy
ha a gbrbiilet 1étezik, akkor az
nem -negativ szdm, ill. a gbrbli-
let, mint a paraméter fuggvénye,

nem negativ filggvény: 2C (1) > 0..

megadja a gorbe érintié-

3.2 4bra
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3.2 Tétel. A reguléris Y térgorbe gorbillete létezik és

|z ® x £ O

= o’

Bizonyitds, Felhaszniljuk a 3.1 Segédtételt u(t) =I(1),(u(t)=X(t))vilasztdss-
val. (2.7) figyelembevételével

xm =

(3.2)

x-tim A um BeC AR oum |-RS|. um (20
As—+0O As 0 ! [ As—=0 As—0
|Zx I| L |zxE|
= = = !
2 T 3
| x| EITY

Ha a gvrbe speclélisan xy sikbell sikgbrbe, melynek egyenlete
y=£f ), x € [\, /3], vagyis a girbe az f: [, 3] — R egyviltozos valss
filggvény grafikonja, akkor el§4llithat6 példdul a (2, 5) vektor -skaldr filgg-
vény segitségével. Ekkor (v.9. II, Kotet (18.7) r@=1+f ® ]} r®-=
=f"(x)jés

X = __J_f_|____ (3.3)
2 3/2
1+

Ha t a természetes paraméter, akkor (2.9)-bSl és az 1.2 Tételbl
ktvetkezik, hoyy r'lir" és

x = £ = - @.9
Az érintSre merdfleges irdnyok az un. normdlisok, Az elébbiek sze-

rint " szintén mexéleges az érintbre. Ha r" # 0, akkor r” egységvektorit
fénormiélis egységvektornak nevezzik és n-el jeldljik, vagyls

I

tl
= = —— 3.5
=7 x @-5)
Ebbfi

t'= )X n. (3.6)
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3.3 Tétel. A reguldris }/.térgﬁrbe akkor és csak akkor egye-
nes, ha gorbillete azonosan zérus.
Bizonyitds. a)Ha Y egyenes, akkor egyenlete r= I, +vs alakban irhaté

(s a természetes paraméter), Igy r’= v ; 1 O és (3.4) alapjin ¥} =0,
b)Ha »x= O, akkor (3. 4) alapjé.u r" =0, Az 1.6 Definlcié utdn
mondottakbél ktvetkezik, hogy r’ =v 4llandé és I=ys+r., vagyls a tér-
gorbe egyenes. |
3. 3 Definicié. Legyen a ¥ reguldris térgérbe r (t ) pontjdbana
gorbiilet zérustol kilonbdzs, XC (to) # O; ekkor az
3 (t ) ponton 4thaladé, a t érint§ egységvektor és

n f6normélls egységvektor 4ltal kifeszitett sikot,
a gbrbe T (t ) pontbeli simulésikjdnak nevezzik,

Megmutatjuk, hogy a 3.3 Definicicban leirt feltételek mellett az r(t )
vektor pirhuzamos a simulésikkal, (2,8) alapjén

dr dr ds ds

L= & T 4 a = Ta @.7)

Az utébbi azonossigot t szerint differencidlva

" d2y ds \2 a2 s
r = —p— =1" +.r’ ,
- dtz dt ) - dtz
vagy (3. 6) felhaszndldsdval
o dzs ds 2
r= t+ {5 n , (3.8)
- dt2 - dt -

amib6l 4llitdsunk adedik, Mivel az I érintvektor természetszerilleg parhu-
zamos a simulésikkal, és mivel } (t ) # O-bél, (3.2) miatt ktvetkezik,

hogy r nem pirhuzamos r r-tal, az_ r b 4 r vektor a simulésik normdlvektora
(bdrmilyen paraméterezésben van is adva a reguldris térgorbe). Specidli-
san a simulésiknak normdlvektora a

b=t xn (3.9)
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egységvektor is. A (3.9)-cel értelmezett b vektort a térgsrbe adott pontja-
beli binorm4élis egységvektorinak nevezziik, '

A reguléris térgbrbén, melynek rog-
zitett r (to) pontjdban a girbiilet, )(,(to)

nem zérus, v_egyijnk fel fnég két pontot
I (tl)-et ésr (tz)-t. E hdrom ponton 4tha-

ladé sik normélvektora legyen m és e sik
" egvenlete

(x - £(to))2=0. {3.10)

Ha t ést ——)i:o (vagy ami ugyanaz,

2
T (tl) —r (to) ést (tz)-—);_ (to)) esetén

e sik hatdrhelyzethez tart, vagyis e sik
m normélvektora az Eo # O vektorhoz

3.3 4bra

tart, akkor e hatdrhelyzet nem més mint az r (toj pontbeli simulésik, Ezt

az 4llitdsunkat a kiovetkezSképpen bizonyitjuk be. Mivel a (3. 10) egyenletil
sik 4thalad az r (to), I (tl) ésr (tz) pontokon, ezért

@) -z )m=0, Et)rE)m=0,

@(t) -r(t)) m=0.

Vezesstk be a kovetkez§ skaldrfuggvényt:
fO=C@®-r)m.

Enmnek a fuggvénynek az értéke a to 4 és ty helyeken zérus, az f fliggvény
[to, t] -ben és [ tl,tz] - ben derivilhat6, tehdt alkalmazhaté rd Rolle té-
tele, mely szerint van olyan tE [to’ tl] ést 4 & [tl, tz] , hogy

f(t3) =0, f(t4)=0, t, # t

A[ t3, t 4] intervallumban az f fliggvényre ismét alkalmazhaté Rolle tétele;
van olyan t, E[tS. t4] , hogy £(t) =0, vagyis
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f(t) =1 () m = 0, f(t)=¥ (t)m=0.

t,—t ést
o

1 ——>to-b61 kovetkezik, hogy t,, t, ést_is to-]ioz tart, ezért

2 3 4 5

I(). m =0ésx(t)m=0. (3.11)

A hatdrhelyzet sik m, normélvektora (3. 11) szerint merdleges az r (t ) és
" ~Yo
r (to) vektorokra, tehdt a simulésik normdlvektora. |

Egy reguldris térgorbe adott pontjdhoz tartozs érint6, f6normiélis és
. binormdlis egységvektorok, t, n ésb pdronként egymésra merSlegesek és
(3.'9) szerint az adott sorrendben jobbrendszert alkotmak. E rendezett vek-
torhdrmast (mely a térgbrbe minden olyan pontjiban értelmezve van, ahol

a gbrbiilet nem zérus) kisér6 triédernek nevezzilk. A t és n vektorok sik-
ja a simul6sik., n_és b sikjit normdlsiknak, t és b sikat rektifikdlé siknak
nevezzilk, -

Ha a ¥ Teguléris gorbe sikgorbe (vagyls van olyan sik, mely minden
pontjét tartalmazza) és gorbillete nem zérus, akkor érintSvektora minden
pontban pirhuzamos a gorbe sikjéval. Igyha r (s) & gorbe természetes pa-
raméterezése, akkor :

1’ (stAs) -1 (s)
AHs :
is pérhuzames a gvrbe sikjéval, teh4t hatdrértéke " és az n fnormdlis
is pdrhuzamos a gbrbe sikjival. Ezek szerintab =t xn binermélis egy-
ségvektor 4lland6, tehédta simulésik 2 gtrbe minden pontjiban egybeesik
a gbrbe sikjival.

A binormAlis egységvektor, a simulésik pormélvektora irdnydnak
valtozési sebességével mérhetjik a simulésik 4llisa megviltozdsinak se-
bességét, vagy més szavakkal azt, hogy a gbrbe mennyire tér el a sikgdr-
bétdl. - '

3. 4 Definicié. ' Legyen a reguldris térgbrbe girbiilete
zérustol klilonbozd, jeloljika b(t) és b (t+ At)
binormilis egységvektorok &ltal Dbe-
zdrt szoget A3-val, az ¢ (t) ésr (t+ Ab
pontok kozodttl gorbeszakasz tvhosszit
A s-sel; a
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7= i R
As—0
hatdrértéket a grbe torziéja abszolut értékének
nevezziik,

3.4 Tétel, Ha a reguldris ¥ térgérbe gorbillete nem zérus,
akkor torzidja l1étezik és

H:
-t

:
R (3.12)

Bizonyitds. Felhasznéljuk a 3.1 Segédtételt u = rx r vélasztdssal, A= =83
jelbléssel és (2.7)-et, majd a kife jtési tételt (I, Kotet, (2. 17)a=1x r ,
b=r, c= T vélasztissal:

mm Ll oy LB Ad lAﬁhimlAt'

As=0 25 ag—o0 |4H as po 0| At

G xHxExF+ExE] | I x Bx(E x B

Ly,
Tr-
-
15,

i

T
|r{rrr) - @Efi) 1 | £ £ E] |z |z £ £
. = = |
| £ x| 2 | £] |£xx |7} 1] |& x i}

A térgbrbe T (" el6jeles”) torzisjit a 3.4 Tétel feltételel fenndllisa
esetén a ktvetkezbképpen értelmezzik:

EEE
’E=—————2-. (3.13)
i x il

Természetes paraméterezés esetén (3. 6) és (3. 9) figyelembevételével
a torziora a kovetkez§ kifejezést kapjuk:

(-:E’ xz“ ) . Elu (_t- x IE)E‘“ ‘(,

ler
I

%

e xxn] ?
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vagyls

b . r "3
Tz — =
' . (3.14)
3.5 Térel. (Frenet-féle formuldk). Legyen a reguldris ¥ tér- '
gorbe gbrblilete zérustol kiilonbszs; ekkor fenndll-
nak a
r= xn ’ (3.15)
n’=-xt +Tb, (3.16)
b= -Tn . (3.17)

formuldk, ahol a vessz6 az ivhossz szerintl deri-
vildst jeldli,

Bizonyitds, (3.15) azonos a (3. 6) formuldval, tehdt mdr bizonyitottuk,
(3.16) bizonyitdsa. Legyen a kiséré triéder 4ltal alkotott bdzisban

n=ot+ pn+db, (3.18)
ahol £, /2, 8 egyelSre ismeretlenek. (3.18) mindkét oldalit n-pel, ill.

t -vel skaldrisan szorozva és figyelembe véve, hogy |n| = 1 miattn n'=
=0 (1.2 Tétel), a .

amibfl t'n_ + X =0, vagyls X = -t'n adédik. Tehét (3. 15) felhaszn4ldsa-
val

o =-Xni=-%. (3.19)

Ha viszont (3. 18) mindkét oldalét b-vel szorozzuk skaldrisan, az n’'b= )
eredményt kapjuk, (3, 5)-6t differenciflva

] 1 ’ " (11 1 ? 1 1
o= (g) eIt = YAty L
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(3. 14) felbasznélésdval

§=n’b = zbr'=T. (3.20)
(3.19)-et, {3 =0 - t és (3.20)-at (3. 18)-ba helyettesitve (3. 16)-ot kapjuk.

(3.17) bizonyitdsa. Derlvéljuk a (3.9) azonossdg mindkét oldalat és
hasznéljuk fel a mir bebizonyitott (3. 15) és (3. 16) formulékat .

b’ =t xn+txn’ = xn xn+tx(-Xt+Th) =

I‘-‘1

xb=-Tn!

A Frenet-formuldk alkalmazisaként megmutatjuk, hogy érvényes a
kiovetkez6 :

3.6 Tétel, A reguliris ¥ térgbrbe, melynek gorbiilete sehol
sem zérus, akkor és csak akkor sikgtrbe, ha torzi-
6ja T azonosan zérus,

Bizonyitds. Ha ¥ sikgtrbe, akkor simulésikja minden pontban ugyanaz a
sik, és ennek normélisa, a binormilis egységvektor 4lland6, tehdt (3.17)
alapjén T = - b’n = 0. Megforditva, ha T = O, akkor (3.17) formula
szerintb’ = O, b E—bo’ dllands, tehdt tb =1’ Po = 0. De akkor (x (s) p_o)" =

=1’ ()b 4+ 1xr (s) b’=0, tehdtr (s) b =r b 4llands. Rendezve, az
= o ='"-0 =" = oo

(x(s) - X, ) 90 = O azonosségot kapjuk, Ez azt jelenti, hogy ¥ minden pont-

ja kieléglt az (r - I, ) }30 = O egyenletet, vagyis ¥ e sikban van.!

3. 5 Definici6. Legyen a reguldris ¥ goxbe gorbilete az r(t )
pontban zérustél kitlénbbzs, 76(:0) #0; azta
kort, mely az z(to) pontbell simulésikban van,
melynek kiézéppontja az r (to),+ 716 n (to) pont és
sugara S = i, a ¥ gorbe r (to) pontbeli simulé

korének {gorbileti kbrének), e kor § sugarét gor-
biiletl sugdrnak, a simulé kir kozéppontjit gorbi-
leti kbzéppontnak nevezzik, :

- 32 -



A regulédris ¥ térgorbe legyen természetes pa.améterezésben megad-
va és tételezzilk fel, hogy a rogzitett r (so) pontban a gorbillet, 3C (so) nem

zérus. Vegylink fel ¥ -n még két pontot I -(sl)-et és 5(52) -t. E hérom pon-
ton 4thaladé kor kozéppontja legyen c és sugara legyen R, vagyis a kor pont-
jal elégitsék ki az ,

(r-¢) -r*=0

egyenletet, Ha sl—> S, és 32* s0 (vagy ami ugyanaz r (sl\ —>-£(so) és
T (sz)+_1‘_ (So) esetén a hirom pont 4ltal meghatsrozott sik hatdrhelyzethez

(és ekkor szlikségképpen a simul6 sikhoz) tart, és a hirom pont 4ltal meg-
hatdrozott kor ugyancsak egy hatdrksrhoz tart, mely szilkségképpen a si-
muld sikban van és melynek kozéppontja, ill. sugarac , il Ro’ akkor e

hatdrktt nem mds, mint a simulé kor. Ezt az dllitdsunkat a kvetkez8kép-
pen bizonyitjuk be. A feltevésekbdl kbvetkezik, hogy

ts) -9 -R*=0, @s)-o? -’ =0,

(_g(sz) -0 2_-R2=O.
Vezesslk be a kivetkez$ skaldrfilggvényt:

£ =@@©-9° -’

Ennek a ﬂiggvénynek az értéke az o' §1 és s, helyekem zérus, az f filgg-
vény [So' s l] ~ben és [s 1 52]—ben folytonosan derivdlhat6, tehit alkal-
mazhat6 rd Rolle tétele, mely szerint van olyan 53 E[so, Sl] és
346[31,52] » hogy

f’ (s3)=0, f {s4)=0, 83#34.

Az [ss, s 4] intervallumban az f* fuggvényre ismét alkalmazhaté Rolle té-
tétele; van olyan Sg € [53, 54] , hogy f (SS) = 0, vagyls

£ (s) = 2(6,)-0r (5)=0,
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£ (s = 2[x' (59 | 2+ 2alsg) -9 x"(sg) = O

$;—s, és S8 -b6l kovetkezlk, hogy Sq) S, és Sg is so-hoz tart,
ezért
‘s (x(s)-c)xr'(s)=0 (3.21)

(2 )] + s )-e)x"(,) = 0. (3.22)

Mivel a hatdrktr is annak <, ktzéppontja a simulé sikban van, az r (s )-c

vektor pdrhuzamcs a slmulé sikkal és (3.21) szerint meréleges t-re, tehdt
pérhuzamos n-nel, (3.22)-b6l az els§ Frenet-formula felhaszndidsdval az

1
(r(S)-c yn

egyenlGséget kapjuk. Tmen egyrészt az adédik, hogy a hatdrkor sugara
=lz ) -cl=5=3

mésrészt azt, hogy az r (so) -, vektor n-nel ellentétes 4lldsu (mivel ska-

l4ris szorzatuk negativ), vagyis

c -r(s)=—1 n

=5 = 2wt =’
c =r(s)+———--—1 |
o TEWT 2

A Frenet-féle formuldknak alapvet§ jelentGségilk van a térgorbék el-
méletében, Segitségiikkel bizonyithat6 be a gorbeelmélet alaptétele (a bizo-
nyitdsra nézve lisd [ 4]

3,7 Tétel, Ha 3¢ (8) > O és T (s) adott, folytonosan deri-
v4lhato filggvények, akkor - merevtest-szerld moz-
gatdsoktol eltekintve - egy és csak egy olyan gor-
be van, melynek valamely pontj4t6l mért ivhossza
s, gorbiiletz, ill. torziéja, mint az ivhossz fi'zg-
vénye X(s)-7el, ill. ‘T (s)-sel egyenld,
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3.1 Példa. Meghatirozzuk a 2. 3 Példdban megadott csavarvonal gorbiiletét
és torzi6jat, A csavarvonal egyenlete (2,11):

r=Rcosti + Rsin tj+mtk ,

r=-Rsinti+ R costj +m k,

r= -Rcost i-Rsint j,
T=R sint i - R cos t j,
T =i (mR sint) - j (m R cos t)-!-_}ERz,

|| l/R+m Ijx§|=R‘/R2+m2; @ri) = m R,
R l/R2+m2 _ R

@2 +m?) %2 ) 2im?

')C:
R +m

rﬂR2 m
't=222=22.- (3.23)
R°R“mm”) R'4m

Ezek szerint a csavarvonal girbiilete 1s, torziéja is 4llande.

3.2 Példa. Gyorsuldsvektor felbontdsa, Ha r =r () egy "pontszeriinek te-
kinthet§" test mozgdsit irja le az 1d§ fiiggvényeben, akkor a megtett ut is
az 1d6 fuggvénye: s = s (t) (lisd 2.7) képletet), s = | r{t) I = v a pélya-
mentl sebesség , s =v = a a pdlyamenti gyorsulds. A sebességvektor
(3.7) alapjin

r@®=tv

A gyorsuldsvektor (3.8) alapjdn
2

r(M=at + n, (3.24)

v
b1
ahol ¢ a pédlya gorbiileti sugara, A gyorsuldsvektor felbontdsdra kapott

(3. 24) képlet azt fejezi ki, hogy a gyorsuldsvektor benne van a simulésik-
ban, érintSirdnyu komponense a pilyamenti gyorsulds, normdlisirdnyukom-
ponense pedig a centripetdlis gyorsulds, Ezek szerint ennek az 4ltaldnos
pontmozgéisnak a centripetilis gyorsulisa minden rogzitett t0 pillanatban
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megegyezik egy olyan test centripetilis gyorsuldséval, mely a pélya r (t )
pontjihoz tartozd simulé kéron egyenletes v (t ) sebességgel kering,

4. Evolens és evoluta

Fogaskerék dttétellel torténd erSitvitelnél a fogaskerékrendszer helyes
mukodésének alapvetd feltétele a kivetkezs: a hajté és a meghajtott fogaske -
rék éppen érintkezésben levS fogainak profilja a fogprofilok egymdson vals
legordillése sordn, minden pillanatban ugy érintkezzék, hogy az érintkezési
pontban a fogprofil érintSje a hajté és a meghajtott kerék kizgs érint§ié-
re (ldsd 4.1 4dbra) merdleges legyen

4,1 4dbra

Az 4tvitt ex$ ugyanis a két kerék kizis érintSje mentén hat, és ha ennek az
erdnek a fogprofil érintSje irdnydba esd komponense nem zérus, akkor a
fogprofilok csusznak egyméson. A 4.1 dbrdbol lithats, hogy ez az alapvetd
feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha a fogprofilt jellemz8 gorbe a fogas-
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kerék érintit minden pontjiban merSlegesen metszi, vagyls ha e gtirbe a
kor ériniSinek "ortogondlis trajektoridja’.

Térgorbék valamiiven halmazit gorbeseregnek nevezziik. :a péld4ul
I egy intervallum, minden ¢ € I-re Ic ig Intervallum és minden rogzitett

c-re (c& 1)

bfc ={£:£=£c(t)', télc}

reguldris térgorbe, akkor a I—':[YC cE I} gorbehalmazt egypa.raméteres
gb‘rbeseregg'ek nevezzik. Példdul az

I, (ty=acostl +a stn tj, ae(0,co)

vektor -skaldr fuggvény 4ltal leirt gorbe xy sikbell origé kiozéppontu "a"
sugaru kvr, E kortk halmaza, a € (O, o= ), egyparaméteres gtrkesereg.

Legyen a reguldris gorbékb6l 4116 | gorbesereg olyan, hogy a tér
minden pontjdn a [ gorbeseregnek legfeljebb egy egyede halad keresztiil,
Ha a greguldris térgorbe olyan, hogy minden pontjdban mer6legesen met-
szl _r'valamely'lk egyedét, akkor g - ta I—' gurbesereg egy ortogonilis
trajektoridjinak nevezzik, : .

4,1 Deflnicié. Legyen ¥ reguldris térgdrbe, melynek gorbulete sehol
sem zérus; Y érintSinek tetszbleges ortogonslis trajek-
torldjit ¥ egy evolvensének nevezzitk. Az evolvenst
szirmaztat6 Y gorbe neve: evoluta, '

4,1 Tétel, Legyen "o’ evolvense g, ’Pl és P2 al gbrbe tetszble-

' ges két kilonbbz6 pontja, a P, ill. a P, pontiel: érints-
nek g-vel valé metszéspontia Ql’ iil, Q2 s exkora {
gorbe P, €s P2 kozottl szakaszdnak ivhossza egyenls
a P1 Q1 ésa PZ Q2 szakaszok killonbségével,

Ezt a tételt szemléletesen a kovetkezoké pen fogalmazhatjuk meg: a
 térgbrbe evolvense az a gorbe, melyet "a ?fp'gtirbéhez gbrbitett fondl egy

megadott pontja leir, ha a fonalat 4llandéan ¥ érintfinek irdnysban kifeszit-
ve, onnan lefejtjuk”. - ,
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Bizonyitds. Legyen a Y térgorbe természetes paraméterezésben az r (s)
vektor-skaldr flgpvénnyel megadva, Ha a Y gorbe T (s) pontjihoz tartozé
érintének a g evolvenssel val6é metszéspontja p (s), akkor

P (s)=x(s) -u(s) t(s),

pvolvens =

evolutq

4,2 4bra

ahol u (s) az x (s) és p (s) pont kozotd
tévolsdg: u (s) =|p (s) - r (s)] . Ap(s)
vektor -skaldr fiiggvény leirja a g evol-
venst (azonban s az evolvensen nem ter-

mészetes paraméter, 'az evolvens az evo-
Iuta ivhossza szerint van parametrizdiva™).

g érint§-vektora a p (s) pontban az els6
Frenet-formula, (3.15) felhaszndldsdval:

p(s)=r’(s)-u’ (s)t(s) -wu (s)t’ (s) =

=[1-u'(s)] t (s)-u (s)X(5) n (s) .

4,3 4bra
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A 4.1 Definicié szerint p mer6leges az evoluta t érintévektordra, tehit
E t =0, Az eldzd azonosségot t-vel skaldrisan megszorozva kapjuk, hogy
1-u’ = Ovagyis u' = 1, tehdtu = 8 + ¢, ahol c tetszfleges 4lland6. Ha P

P, Ql' i1, Q2 helyvektora £(sl), 5(32). E(sl). in. E(sz), akkor aze16b-
biekbél a PZQZ €s 3?3‘Q1 szakasz kulonbségére

P2Q2 -PQ =|p(s) - (s))| - [pis) -x(s)|

= u{s,) -u(s)=1s -s
2d6dik, | 2 o2

A 4,1 Tétel blzonyitdsdbdl 14thats, hogy az evolvens egyenlete

r=x(s) -(s +cjt(s), 4. 1)

ahol c tetszfleges 4lland6, Innen az is l4tszik, hogy egy evolutinak végte-
len sok evolvense van,

{4. 1) annak a feladatnak a megolddsa, hogy hogyan kapjuk meg az
evoluta I = r (s) egyenletébdl az evolvens r = p (s) egyenletét. Legyen most
ennek forditottja a feladatunk: hogyan kapjuk meg az evolvensbdl az evolutét.
Ezt a problémét csak sikban tdrgyaljuk.

4,2 Tétel. Ha az evoluta sikgtrbe, akkor minden evelvense is sik-
gbrbe, és az evoluta az evolvens gorbiileti kézéppontiai -
nak mértani helye.

Megjegyezzilk, hogy sziikség van a tétel ilyen "Gvatos" megfogalma -
zdsdra, ugyanis egyrészt abbol, hogy az evolvens sikgorbe, nem kivetke-
zik az, hogy az evoluta is sikgtrbe (l4sd e pont végén a 4.2 Példit), més-
részt nem sikgirbékre 4ltaldban a tétel 4llitdsa nem igaz.

Bizonyitds, A tétel els§ része nem szorul killynosebb bizonyitdsra, mert a
sikgorbének egyetlen simulésikja van, &s ebben az egész gorbe, az dsszes
érint6, tehit az evolvens is benne van, A tétel mésodik részének bizonyita-
séhoz felhasznédljuk az evolvens (4, 1) el84llitisdt, Legyen tehdt az evolutit
leir6 vektor-skaldr filggvény természetes paraméterezésben r (s), az evol-
venset leiré fliggvény pedig p_ (s) =1 (s) - (stc) t (s), az evoluta kisér§ trié-
derének vektorai t, m, 1ll. b, az evoluta gorbulete x.
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p=r’-t - (st t = - (ston,
'E'=*)Cg-(s+c)7c'5 -(stc))xn’

ahonnan a ;ndsodik Frenet-formula, (3.16) felhasznildsdval, figyelembe
véve, hogy az evoluta sikgorbe 1évén, torzidja, T=0:

i_)'_ - X n - (stc) X' nt(stc) jc2 t=

S +s e 1+ (s+o) o k.

PXp=- (s+c)2 )ta_rlx_t_ = (s:r+_c)2 )63 b.
Az evolvens K gorbtilete

|Bx ﬁi_ sl
T =
IEI o (S+C)3)C3 S+c

Ha az evolvens fénormilis egységvektordt V -vel jeldljilk, a 3, 5 Definici6
szerint az evolvens gérbiileti ktzéppontja :

RO - T X @ =X (@) - (402 () +

(pxp) xp
+(ste) ——————— <
|pxpijp|

3 4
=1 (s) - (s+c) t (s} + (stc) “(stc) X b x L

s+ 52 sro) %

=1 (s) - (stc) t(s) +(stc)t=1 (s}.!
4,1 Példa. Az xy sikbeli, origé kozéppontu "a" sugaru kor egy elS4llitdsa

r=a cos¥i +a singj , o< <2T.

A f paraméter és az s lvhossz paraméter kozotti osszefiggés nyilvdn
s =a <P , vagyis a kir egyenlete természetes paraméterezésben
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- s 5 .
r=a cos —i+asin— j.

'8
A kbrevolvens egyenletét 4llitjuk el§. Mivel t (s} =1’ (s) = - sin Y i+
+ cos —z- j, ezért egy evolvenst leir6 vektor-skaldr fuggvény ((4.1)-ben

c=0 vilasztdssal)

s - s
p(s)=r {s) - st (s) =a cos a1+asm a_l+ssin = 1

- s cos—— i
cos—},
vagyis a {f paraméterre visszatérve a ktrevolvens egyenlete
r=a{cosf + Ysin f )i+a(sin (P-4 cosd)j . (4.2)
4,2 Példa, Az

£=acosq7_i_+asinq’l+mq’_l§ 4.3)

egyenletil csavarvonal természetes paraméterezése (2. 13) szerint
£ (6) = & cos gt +2 sin g 4 =TT
Va + m Ua +m “ a’+m

, 1 ( . s s ) .
et = m————— -asm——-——l+acos—]+mk),
va + m v a” +m Va-i—m

a csavarvonal egy evolvensét leirg vektor-skaldr fliggvény ((4.1)-ben ¢=0
valasztissal) :

p(s) =r (s)-st(s)=
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s . s .
-————2—(-as1 ———-—§——_i+acos =i+ mk).
a“+ m a“+m a”+m

Vagyls a C(f paraméterre visszatérve az evolvens egyenlete

r=a(cos P + Psin f)i+a (sinf-Lfcos ¢l

ami ugyanaz, mint (4. 2). A (4.2) egyenletii sikgbrbének tehit nemcsak az
ugyanazon sikbeli, origé kozéppontu "a" sugaru kor, hanem minden (4. 3)
egyenletli csavarvonal {-o0 £ m <o) is evolutdja. A kirevolvens girbiile-
ti ktzéppontjainak mértani helye az 6 evoluta-kére, az evoluta-csavarvona-
lak azonban nyilvédn nem mértani helyei a kdrevolvens gorbiileti kézéppontja -
inak,
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Mdsodik fejezet
FELULETEK

5. Kétparaméteres vektor-skalar fiiggvények

A kiztnséges térben elhelyezked$ felilletek leirasdra 4ltaldban "két-
paraméteres (kétv4ltoz6s) vektor-skaldr figgvényeket"haszndlunk. Az r (u p uz)
fliggvény kétparaméteres vektor-skaldr figgvénynek nevezzilk, ha

D értelmezési tartomédnya a valés szdmok halmaza onmagéval vett direkt
2
szorzatdnak részhalmaza, D(C R , ésa fliggvény minder (ul, u2) & D-

hez egy vektort rendel filggvényértékként, Az R2 halmazt paramétersiknak
nevezzik és elemeit, az (ul, u2) rendezett szdmpdrokat a kbzonséges sik

pontjaival szemléltetjilk ugy, hogy u, és u, a sik megfelel§ pontjdnak Des-

cartes-féle derékszoglt koordindtdi. Ha a kioztdnséges térben lerdgzitettuk
az i, j, k bazist, akkorazzr (ul, uz) filggvény értéke az értelmezési tar-

tomény minden (ul, u2) & Dhelyén az
£ (uliuz) = X(ul'uz) l+ Y (ul' uz)l—l-z(ul’ uz) _}E (5' 1)

alakban adhaté meg. Az r (ul, uz) fuggvény x (ul,uz), ¥y (ul,uz) és z(ul,uz)

koordinitdi kétviltoz6s skaldr filggvények, melyek kozos értelmezési tar-
tomdnya D. Rogzitett bzisban tehdt a kétparaméteres vektor-skaldr fugg-
vény megaddsa ekvivalens hdrom kétvéltozos skalar figgvény rogzitett sor-
rendben valé megaddsdval,

5.1 Példa, A III, Kotet, 4,3 Tételben megadtuk az r helyvektoru ponton 4t-

haladé az a és b nem pirhuzamos vektorokkal pérhuzamos sik paraméteres

vektoregyenletét A 111, Kotet, (4.7) formuldban szerepl$ r +u1 a-+ u, b b

kifejezés egy kétparaméteres vektor-skaldr fiiggvényt hatdéroz meg. Ha
£o=x0£+y01+zoli, g_=all+azj_+a35 és_]:l=bll+b j +b3_ , akkor

e vektor -skaldr filggvény megadédsa ekvivalens kétviltozds skaldr fiiggvé-
nyek kovetkezd rendezett hdrmasénak megaddsdval:
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X +a_ u_+b.u +a
(%, v +a

1Yy u) +b

9 uz, z0+a u +b3u2), ahol

2 371

2
(ul, u2)€ R,

A kétparaméteres vektor -skaldr filggvények elmélete ugy viszonylik az egy-
paraméteres vektor -skaldr filggvények elméletéhez, mint a kétviltozés
(skaldr) filggvényeké az egyviltozésakéhoz, Az olvaséra bizzuk e filggvények
hatdrértékének, folytonossdginak stb. formdlis definicigjit, mely analégia
alapj4n konnyen elvégezhet§, tovdbbd a hatdrétékkel és folytonossiggal kap-
.csolatos alapvet6 tételek kimond4sat és bizonyitdsdt, A deriv4lt helyébe a
parcidlis derivéltak 1épnek.

5.1 Definicié. Az x (ul,uz) filggvény (ul,uz) £ D pontbeli up ilk. u,
' ' szerintl parcidlis derivdltjinak nevezzilk és (a szokdsos
jeloléseken kiviil) I (ul, uz) - vel, ill. , (ul,uz)-vel

jeloljlik a kovetkezd hatdrértékeket (ha 1éteznek):

3

u

I u)=r ]

(wy, uy)=

£ (u].-Hll’ uz) - E_ (u]., u2 )

= Hm = ,
' » h—0O 1 )
lletve
I, (uy, uy) =£u2 (), uy) =
r (ul,u2+h2) - I(u),u,)
=1im h
h2~—,~0 2

Ha a parcidlis derivilt fiiggvények parcidlis derivaltjai léteznek, akkor
ezeket r (ul, u2) miasodrendil parciélis derivéltjainak nevezziik és haszndl-

juk az L i = r; s {=1,2; j=1,2), jeloléseket. HasonlGan beszélink a
' e Pl
magagabbrendii parcidlis derivdltakrél is. :
A tobbviltozés skaldr fliggvények totdlis differencidlhat6sdgdhoz ha-
sonlé méion értelmezzilk kétparaméteres vektor -skaldr fiiggvények totélis
differencidlhat6sdgit (v. 6. V.Kdtet, 5,2 Definicid).

- 44 -



5. 2 Definicld, Azt mondjuk, hogy az ¢ (ul, u2) fliggvény az

(uf, u;) pontban totdlisan differencldlbats, ha

o o o 0 P
T (ul+hl, u2+h2) r (ul, uz) megvaltozdsa, mint
(hl’hz) figgvénye a ktvetkez§ alakban dllithaté el6:

o o} C O
_r_(u1+hl, u2+112)—£ (ul ,u2) =

=,£lh1 +r_2h2 _é lhl+ _f; 'Zh2 , (5.2)

ahol I és I, 4llandos, (hl’ h2)-t61 fiiggetlen vek-
torok és _5_1——)(_3,
ha (hl' hz) —{0,0), 1=1,2,

Ktnnyen bel4thats, hogy ha a fuggvény totilisan differencidlhat6, ak-
kor folytonos, 1éteznek a parcidlis deriviltjal, ésaz (5.2) formuldban sze-
replé I iil, I, nem mis mint r (ul,uz) up ill. u, szerinti parcidlis de-

rivaltja az (u(l), ug) pontban, Kénnyen igazolhaté az 1s, hogy ha a filggvény

parcilis deriv4ltjal folytonosak, akkor a filggvény totdlisan difierecnidlhatd.
Az alapvet6 "derivildsi szabdlyok" értelemszerilen érvényesek és pl. ‘
az egyparaméteres vektor -skaldr fuggvényekre vonatkoz6 megfelelS szabi-
lyokbsl konnyen levezethetfk. Igy ezeknek a kimonddsat is elhagyjuk, csu-
pé4n kettdt irunk fel (bizonyitds nélkiil).
Legyen a vektor-skalér filggvény (5. 1) szerint koordindtd.val adott;
I (ul, u2) parciflis derivéltjai akkor és csak akkor létezmek, h - koordindta

fiilggvényel parcidlisan differencidlhatsk és
(=X L4y gz ok, 1=12 ' (5. 3)

r=x, 1 k
i i i

Ha £(u1,u2) folytonosan differencislhaté (a parcilis derivaltak létez-
nek és folytonosak), az uy (t), L (t) fitggvények is folytonosan differencidl-
haték, és képezhet§ az'r (ul (v, u, (t)) bsszetett (egyparaméteres vektor-

skalér) filggvény, akkor ez utébbi is folytonosan differencidlhat6 és érvé-
nyes a léncszabily:
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dr

o4 - .
=T @ THY LY, .4

ahol a pont a t viltoz$ szerinti derivilést jelsli,

5.1 Tétel. (Taylor formula, "n = 2") Legyen r (ul,uz) harom-

szor folytonosan differencidlhaté az (ucl), ug) pont

egy K (u(;,ug) kidrnyezetében; ekkor minden

[s]

0
(ul +h1, u2

+h)€EK, 0 o -re
2 (ul,uz)

[} 0 0 O
I(u Hh,u ) - [5 (), u,) +

2
)
+ E _1_:{(ul, uz) ‘nl +
i=1

2
1 o _o
+5 y EyGluhhl=g@h), 6.5

I,j=1
ahol
|9®y By
oy 2.2 O
(hl.hz)—i-(0,0) hl + h2

2.2
vagyls |‘i (hlhz)l =0 (hl-ihz).

Bizonyltds. A tételt ahhoz hasonl6an vezetjuk vissza az 1,3 Tételre, aho-
gyan a V, Kotet, 9.3 Tételt a Ii. Kotet, 15.4 Tételre visszavezettilk, Legyen

az (u(l), ug) és az (ucl)-l-hl, ug-rhz) pontokat 8sszekotd egyenes egyenlete a ko-

vetkezd mddon adva:

h h
o 1 0
u, =u +t ——— u. =u_+t

1 N 5 ' 2 12
\/ h12.+h2

2

2 2
Vhl +h2
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h h
g(t)=£u§+t ——-———L————,ug+t S
Vhl + h2 V hl +h2

t € [O,V hf + h; ] bsszetett (egyparaméteres vektor-skaldr) fiuggvény hi-
romszor folytonosan differencldlhats, tehdt

2.2 . ) R 2
E_(u;)'ihl,u;-l-hz) = 2( hl-t»hz): p(©O)+ p (O) hl-lh2 + - P (O)(h1 +hg]+

(" 2 2

+

| q h1+h2) }
2 2

q

_(Vhl+h2)

=0 (hf +h§ ). Mivel (5. 4) szerint
. h h
pO)=r (uo.uo) -—1——+r (uo, ™ -2
—1l2"2+h2 =21 2h+h
hl 2 1 2
h2

- _ o o
PO =1, @pvy) 53— *

ahol

és

—

by + by
2
h.h h
o o 12 o o 2
T2, @) S Ly W U
by +h> by +by

behelyettesités, egyszerlisités és rendezésutin (5.5)-8t kapjuk, !

6. Feliiletek megadasa. Erintésik

A ktzbnséges térben elhelyezked§ felilletekr§l természetesen van
szemléletes fogalmunk, azonban ahhoz, hogy e felilletek elméletét matema-
tikal mé6dszerekkel tdrgyalni tudjuk, szabatos definiciéra van sziikségiink.
A definiciénak elég tdgnak kell lennie ahhoz, hogy a sikon kivill példul az
elliptikus paraboloidot (III. Kitet, 19, 4 4bra), a gtmbtt, a hengert, s6t
esetleg ezeknél valamivel még bonyolultabb alakzatokat is felilletnek tekint-
hesstink. Ugyanakkor a definiciénak eléggé sziiknek is kell lennie ahhoz,
hogy tul bonyclult alakzatok fellépése ne nehezitse tulsigosan a tdrgyaldst,
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Ilyen definicighoz csak tobb 1épésben tudunk eljutni, A térben lertgzitink
egy O pontot, az origét, és a tér pontjalt helyvektoralkkal azonositjuk.

6.1 Definiclé, A kozonséges tér pontjalnak F halmazit egyszeri
feltletdarabnak nevezzilk, ha van (ul, uz) kétpa -

raméteres vektor-skaldr fuggvény, melynek

D C R2 értelmezési tartomdnya nyilt és osszefilg-
g6, (ul,uz) folytonos D-ben, az 4ltala 1étesitett

leképzés D-nek a kozionséges térbe val6 egy-egyér -
telmii leképzése, az inverz leképezés is folytonos
és

F={r:r= _r_(ul,uz), (ul,uz)e D}_
6.2 Definiclg. Ha F egyszerii felliletdarab, az F-et leiré r (u1 ,uz)

fuggvény hdromszor folytonosan differencidlhatg,
és :

r, (u, uw)xzr, @,u) # 0, @, u)eD, {6.1)

akkor F-et reguldris feliletdarabnak nevezziik.

Ha a reguléris F felilletdarabot leir6 r (ul,uz) filggvényben az egyik

véltoz6t lervgzitjuk, pl. u, = ug,

teres vektor -skaldr fliggvény reguldris térgérbét ir le (ldsd 3.1 Definicig;

dllands, akkor az r_ (ul, ug ) egyparamé-

érintévektora, I (ul,u; ) sehol sem zérus a (6, 1) feltétel miatt), Ez a

térgtrbe az F felilleten halad és e gérbe mentén csak az u, paraméter v4l-
tozik (e gbrbe F azon pontjainak mértani helye, melyekhez tartozs u, érték
41landé u;). Ezért ezt a gorbét egy uy paramétervonalnak (u1 -yonalnak}) -

nevezzilk, Hasonléan értelmezziik F-en az u2 paramétervonalakat, melyek

érintS vektora Iy Vildgos, hogy F minden pontjén pontosan egy u; - és egy

u, - vonal halad 4t és e két gorbe 4ltal bezirt szog O-ndl na.g:yobb és T -nél

kisebb (érint§ vektoraik (6. 1) miatt nem pé];huzamosak). Az u - ill. az

uz-vonalak “egyrétilen beh4l6zz4k™ F-et és igy F-nek egy "koordindtdzdsit”
alkotjdk,
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6.1 Példa. Az origé kbzéppontu, a > O sugaru gdmb (azon pontok mértani
helye, melyeknek az origétél mért tdvolsdga "a") majdnem teljesen” elG-
4liithat6 reguldris felifletdarabként a kovetkez6képpen. Vezessik be a tér-
be az |, j, k bdzist és legyen

r{(hP)=a sin 3 cos Ci+a sin +} sin ¥ j+a cos‘ﬁlc,

0029, 029c27.

r

6.1 4bra

Konnyen 14that6, hogy (6. 2) a paramétersik Q = {( *}.<P). 0<% <T

o< < 2 77.'} nyilt téglalapjdnak az "a™ sugaru gbmbfeliiletbe vals egy-
egyértelmil leképezése. A gtmbfelilletbl azonban kimaradta (0,0,a)
"északl sarkot" a (0,0, -a} "déll sarkkal" Gsszektts és az "egyenlit§"

(@, O,0) pontjin 4thalad6 "délksr" (ami val6jiban, természetesen egy fél-
kor, 14sd 6.1 4bra). A gomb (6.2) el§4llit4s4ban a A} -vonalak a "dé&lkbrik"
a ¢ -vonalak pedig a "széleségi korsk".. Tudjuk, hogy az északi és a déli
sark kivételével a gbmb minden pontj4n 4t pontosan egy délksr és egy széles-
ségl kor halad 4t,
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r, =1 -acom}cosq’1+&cosa951n¢?j—asm13k

5 =Is
x, _r’q,= - a gin 2} sin({’_i_+asin'\9'coscﬁ_j_.
I xr, = azsmzm} cos ¢ _i-iazsinz'l}sin o i+
+a® smbeos Dk . | 6.3)
|r XTI, | =azsin'z§"750, Ozt 200, _ 6.4)

Ha a Q téglalaphoz hozzdvessziik annak {(r&, ¢):0c P T, = O'J olda-
14t, akkor ugyan r (< ¢f) értelmezési tartoménya méir nem lesz nyilt, de
a leképezés még mindig egy-egyértelmii, és a (6.1) feltétel is teljestil. Ek-
kor mér csak az északi és a déli sark maradt ki a gombfeliileth6l, Ha vi-
szont megengedjilk a =0, 1ll a F =T értéket is, akkor a leképezés mér
nem egy-egyértelmli, hiszen pl. a2 Q téglalap {( 5, Q) : s =0, 0<p< 2&7}
oldala 8sszes pontjdnak a képe egyetlen pont, az északi sark. E pontekban

a (6.1) feltétel sem teljesll, hiszen

r. ©, P)xr. (0, )| =alsin 0=0, 0c¥22T,
I I
|1:_1 (flT,cF)xEQ(’JT,cP)|= azsinﬁ=0, Oéqaz_zﬂ',

Visszatérve az egyszerl feluletdarab regularitdsdnak (6. 1) feltételé-
hez megmutatjuk, hogy e feltételnek igen szemléletes és fontos geometrial
jelentése van, Legyen F egyszerl reguldris feliletdarab és § e feluleten
halad6 reguldris térgtrbe, ¢ CF, ekkor 7 -t feluleti gdrbének nevezzik.
Ha az F fellletet leiré fliggvény r(ul, u,), akkor ¥ megadhat6 az (u ),

u2(t)), t € I, rendezett fliggvénypdr segitségével, ahol I valamilyen inter-

vallum abban az értelemben, hogy az r (u L ®), u, {t)) osszetett figgvény

leirja a 9 gorbét, (Hyen feluleti gérbék példdul a paramétervonalak),

6, 1 Tétel. ‘ Legyen F ={_r:_r_=£ (uluz), (ul,uz) € D} regu-
l4rig feliiletdarab és 3_ (u(;,-ug) a f—elillet egy pont-
ja; minden az r (ug,u;) ponton 4thaladé reguld-
ris felileti porbe érintGvektora merfleges az

o o o 0
I (ul, uz) xz, (ul, u2) vektorra,
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4 = . o= o 0
Bizonyits. Legyen B’-—{_r_ rr=r (uI , u, (t)),ot £ I} az _r_(ul,uz)
ponton dthaladé feltlleti gorbe, Van to & I, hogy u = u, (to), u; =u 2(to).
Képezzitk ¥ érintévektorit az T (u‘l}, ug) pontban, Az (5.4) lancszabdly sze-

rint

Loy () uy () =1, (], up ) Uy () +I, @], u) 8, (). (6.5)

Tehat £ az I, és L vektorok linedris kombindci6ja, ami 4llitdsunkat igazol-

ja.1l

Az el6bbi tétel szerint tehdt reguldris feliilet egy pontjin 4thalads
Usszes felilleti gbrbe e pontbell érintGje egy sikban, éspedig az adott pon-
ton 4thaladé6 I XL, normdlvektoru sikban van. I XL valéban meghaté -

2

rozza e sik 4ll4sdt, mivel (6. 1) szerint nem zérusvektor.

6. 3 Definlclé,

Legyen F = {E’ r=r (ul, uy), (@), u) € D}
reguldris felliletdarab; az

o] 0, 4] [+ o 0
m @, u)=1, U, u;x T,(u,u,)

vektort F r (u;), u;) pontbell norm4lvektordnak, az

ol _LTH

(6.6)
* L)

E]
|

I

vektort normél egységvektornak, az r (ucl), u;)

ponton 4thaladé m (u(;, u;) normdlvektoru sikot

F e pontbell érimésikjinak nevezzilkk, (Normil-
vektornak nevezilnk minden m - mel pirhuzamos
nem zérus vektort is.)

Egy reguldris F feltlletdarab természetesen 4ltaléban tobbféleképpen
is el6éllithat6 kétparaméteres vektor -skaldr filggvények segitségével, Lehet-

séges, hogy

F= {_1_-_: r=p (ul,uz),(ul,uz) € Du} =

{r:iz=q@pv), ev)en],
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ahola p (ul, uz) ésaq (vl, .v2) fiuggvényck kielégitik a 6. 2 Definicié felté-

teleit. Ilyenkor azt mondjuk, hogy F kétféle paraméterezésben van megad-
va. Minket F-nek azok a tulajdonsdgai érdekelnek, melyek a paramétere -
zéstdl fuggetlenek. Az egylk, (u u )parameterezésr(ﬂa miéasik, (v 2)

paraméterezésre valé sttérést (parametertranszfomaciot étparaméterezést)
megengedetinek tekintjik, ha D egy-egyértelmi médon leképezhets D -ra,
a leképezést létesits

) =4, (7v,,7,), Uy Uy (v, Vo) - (6.7)

transzform4ciss formulékban szerepld u (v ) u, (v v )fﬁggvények

héromszor folytonosan differenci4lhatok és e fuggvényrendszer Jacobi-deter-
mindnsa (l4sd V. Kdtet, (11.6)) nem zérus

3(‘11 * uz)

—5(1’—1;_727- 'r‘ 0, (Vl, YZ) (= DV . (6.8)

Ha a reguldris F feliiletdarabot el64llit6 p (u » U ) filggvény kielégiti

a 6.2 Defincié felételeit és végrehajtjuk a (6.7) megengedett paraméter-
transzformiéciot. akkor az F-et eldillit

q (Vl. vz) sp_(u1 (vl,vz), uz(vl,vz))

filggvény is kielégitl a 6. 2 Definici6 feltételeit, Ugyanis, a q (v1 ,vz) vssze-
tett fliggyény nyllvdn hdromszor folytonosan differenci4lhats és

au 2u
s _-P. 1 +p’ 2
9""1 b O T SCAS
9-:1 =p’ ke +p’ __9“2
2 "'ul 9?2 "‘uz 3v2
' xq' =p' xp: ,aul ’auz +p| xp) guz aul =
51"1 “qu 'p“1 b SCAS] Wy Uy U 2V 2V,
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o S Y -7?-“2 oy, 2y )
—(—B‘llx 2’2) ( Yy, @Y, aY, vy
’{a(ul, u,)
=& XB")‘)W #0 (6.9)

a (6.8) feltétel miatt. '

Igen fontos speciilis eset az, amikor egy reguldris feltilet valrmely
kétviltozos valés fiiggvény grafikonjaként irhaté le. Legyen D RZ nyilt
és Usszefiiggl tartomdny, és az f: D— R kétviltoz6s valés fiiggvény hirom -
szor folytonosan differenciglhaté, f grafikonja, a G = {(x,y,z) € RS :z =
=iz, v, &Y & D} halmaz a kizonséges tér azon feliiletének tekinthets,;
melyet az '

Iy =xi+yi+iENk, xy)ED

_kétparaméteres vektor-skaldr fiiggvény ir le. A G felilet és a D tartomé&ny
kozott egy-egyértelmii és mindkét irdnyban folytonos megieleltetés 16tesit-
hetG pl. azdltal, hogy G pontjait merSlegesen vetitjilk az x y sikra, Tovébb4

£1 =£X =_i_+f l(.. :
r=r’=j+’ k,
és
= H) 1 = - ¥ i - L] ( .
£1x52 _J:;xx_r|y fx— fy_j+5# 0, {6.10)

vagyls G reguléris feliletdarab. E feltilet r (xo.yo) =X 1 +yo 1+
+f (xo,yo) k, (xo, yo) ¢ D, pontjdhoz tartozé érintielk egyenlete

1 E Y X ) -f; ® 1Y) Gy)+z -z = O,
vagyis
z=z +f;: (xo. yo) (x-onf;' (xo,yo)(y-yo) (6.11)

osszhangban az V. Kétet, (6.5) formuldval,
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Amint ezt a 6.1 Példban littuk, a (6. 2) paraméterezésbsl nem kovet-
kezik, hogy a teljes gémb reguldris felilletdarab. Elvileg ez még nem bizo-
nyitja, hogy a gomb nem ilyen, hiszen elképzelhet§ lenne, hogy lehet "jobb™
paraméterezést taldlni. Bizonyithat6 azonban (tdsd [4] ), hogy a gomb
nem egyszery feluletdarab. Miutén a gombit és a hozzd hasonlé felépitésti
"zirt felileteket"” nem kivinjuk kirekeszteni a tdrgyaldsbsl, a felulet fogal-
mdt ki kell terjeszteniink. Ugyanakkor csak olyan feliletekkel kivdnunk fog-
lalkozni, melyeknek "két oldaluk van", mds széval "irdnylthaték", Egy

e

6.2 &bra

"sima feltiletet” akkor neveziink irényithaténak, ha minden pontjihoz egy-
értelmien hozzédrendelhet§ a normél egységvektora (a normél-vektor 4114-
sén kivtl két lehetséges irdnya kuzil kijelslhetS az egyik minden pontban)
ugy, hogy a normil egységvektor, mint a hely fiiggvénye az egész felile-
ten folytonos legyen. A 6.2 &brén l4that6 az un. Mobius szalag, mely nem
irdnyithaté felillet. Ugyanis, ha e felulet egy tetszfleges P pontjiban tetszg-
legesen kijeloljilk a norm4l egységvektor irdny4t és a normél egységvektort
az dbrén l4that¢ feltletl gbrbe pontjaiban ugy adjuk meg, hogy az folytonosan
véltozzék, a P pontba visszaérve az eredetivel ellenkez§ irdnyu norm4l egy-
ségvektort kapunk. E megfontoldsok alapjdn azokat a legdltaldnosabb felii-
leteket, melyekkel foglalkozni kivdnunk a ktvetkezéképpen értelmezziik,

6.4 Definicls. A kozbtnséges tér F részhalmazéit reguldris feli-
letnek nevezzik, ha megadhats véges szidmu regu-
l4ris feluletdarab,

i, i i i i
Fi={£.£—1_: (ul u2), (u],uz) £ Di},

i=1,2,..., n, n € T, nxl,
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ugy, hogy

n
a) F= U F,

b) az Fi' i=1,2, ..., n feluletdarabok kézil

akdrhdnyat véve, ezek kozos része (ha nem Ures)
reguldris fellletdarab,
¢) Ha az F fellllet egy pontja egyszen'e tsbb F

feluletdarabnak pontja, példdul r (a a )—
r (bl bz), (.'a.1 a, ) € Di' (bl' 2) € Dj’ akkor
(bl' bz) nek van olyan ktrnyezete, melyben az
i Y i i
(ulj, u2)-rol az (ul, u2)-re val6 4ttérés megenge-

dett paramétertranszformécio, és

8, 2)xac @pa)  Epb) X106 b
j ’
]_J_rl(al,az) "52 @ 2, |£1 (by b)) X T5(b;, b,)|

(6.12)

d) tovdbb4 ha F dsszefliggd (lésd V. Kutet, 1.2
Definici6).

A 6.4 Definici6 (6. 12) feltételének teljesiilése biztositja azt, hogy
reguldris feliilet mindig irdnyitott (irdnyithaté) abban az értelemben,
ahogyan err6l a 6.4 Definiciét megel6z6 bekezdésben sz6 esett. A reguldris
feliiletet "lefed8" regulédris feliiletdarabok normilis egységvektorai ugyanis
a lefedd feluletdarabok ktzds részén megegyeznek (lrinyuk (1) megegyezik).
Természetesen minden reguldris felilet pontosan kétféleképpen irédnyithatd.
Az irdnyitds a paraméterezéstll filgg, pontosabban attél, hogy melyik para-
métert tekintjilk "els§ viltoz6nak” és melyiket "mésodik véltozonak”, még

més széval attél, hogy az I, xr, vektor, vagy az I, XI; =-I XI, vek-

tor régziti a normélis irdnyit. A Mobius szalag is elf4ilithats két reguldris
feltiletdarab, példdul két "papirbél kivdgott, hosszu, simin meghajlitott
téglalap" egyesitéseként, azonban a 6,4 Definicis c) feltétele nem teljesiil.
A reguléris F felilletet egyszerii zrt felilemek nevezziik, ha a teret
két részre Vl -re és Vz-re bontja ugy, hogy a.) Vl’ F és V2 egyesitése az

egész tér, b,) Vl és F, F és Vz, ill. '\I1 és V2 kozbs része lires, c.) V1
ésV 9 egyesitése nem Usszefiggs halmaz (l4sd V. Kotet, 1.2 Definicio)
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d.) V1 is és V2 is bsszefliggs, és e.) kozillikk az egylk, pl. Vl korl4tos.

6.2 Példa. Megmutatjuk, hogy az origé ktizéppdntu, a > O sugaru 'S gomb

reguléris felilet. A 6.1 Példdban l4ttuk, hogy az
S, =frx=r (V.9 (3.9) € Q]}
halmaz, ahol

Q ={(19‘.‘f) 102 29,0 z.‘-?z_z'JT}
ég

5_1 (‘ﬂ‘; ¢¢)=asintcos ¢ i+a sin13‘sin¢f’_j_+a cos 135.

(>, 4reQ

b2

Y
- T
6.3 dbra
reguldris feluletdarab. (6.3) szexint
r_r 1
_rq}.x_l;‘F =a slnﬁ_{ (., ¢) £0, ('k?'v“f’)é_Ql- (6.13)
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A "majdnem teljes' gombat még a ktvetkezSképpen is paraméterezhetjik:
-hoz hasonlé jelentési T szoget az y-tengely pozitlv irdnydtél és a
CP -hez hasonl6 jelentésit V¥ szdget az x-tengely negativ irdny4t6l mér juk
(ldsd a 6.3 dbr4t). Ekkor az

52_(’U ,P)=-asinT cosYi +acosT j+asinl sin ¥ k
kétparafnéteres vektor -skaldr fuggvény a
Q= {(T.¥):0=T =T, 0=V 2 27}

ﬁyilt téglalapnak a gombfelilletbe valé egy-egyértelmil leképezése ( a gomb-
feldletb6l kimarad az "egyenlitének"” a (O, a, O) és (O, - a,0) pontokat a
(-a, O, Q) ponton 4t osszekitd szakasza).

Mivel
, ;.35:‘: -2 cosT cos¥i-asinTj+acosT sinV¥k,
1 ) . o )
r2= asinT sinY 1+ a sinT cos¥ k ,
52 xgz = -2 sin™T cos‘i’1+azsln"5 cosT j_+a2siuzf sinYk =
T )
=asinT £ (T,¥)#0, (T, ¥)eQ,  (6.19
ezértaz | o
2

Sy ={x: r-r

(T.¥) (T, V1€ Q,}

haﬁnaz reguldris feluletdarab, Ezek utdn az S gbmbbtt, mint az S és S2

regulérls feltiletdarabok egyesitését dllitjuk els: § = S U S Pontrol pont-

ra meg lehet gy6zGdni arrdl, hogy éz az elGillitids klelégiti a 6.4 Definici¢
feltételeit, Ezt nem részletezztik, csupdn azt mutatjuk meg, hogy ha a gomb
egy pontja S - nek és S, -nek is pontja, akkor e pontban (6. 11) fenn4ll.

2
Legyen ugyanis I (’\j‘ ‘~{9 )- r (T, 'l,l) Ys ekkor (6.13) és (6. 14) miatt,
tovibbd figyelembe véve az |(r Eha Cf’ N o= I v ‘V)| = a azonossdgot,

ésazasint?=0, asn T =0 egyenlﬁtlenségeket kapjuk, hogy e pont-
ban
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vagyis mindkét paraméterezésben a normélvektor a gmbfeliilet 4ltal hatd -
rolt térrészbfl "kifelé” mutat, Nyilvdnvalé, hogy a gomb egyben egyszeri

zart feltilet is.

7. Felszin

Ebben a pontban korldtos, reguldris feliiletdarabok mértékét, a fel-

szint értelmezziik,

Y,
i
7 D
o
i AU, 7\
\
\\
N
du, U,
s
7.1 dbra

Legyen D C R korldtos, mérhets teriiletti tartomény (lésd I, Kotet,
24,2 Definicio) és F={r :x =1 (ul, u2), (ul,uz) € D} reguldris felillet-

darab. Készitstik el a D tartomdény 7.1 dbra szerinti - elemi téglalapokra
valé - felosztasit. Ennek az Fieliiletdarabon a megfelel§ paramétervonalak

4ltal torténd "elemi felileti négyszigekre™ vals felosztis felel meg.
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Tekintsilk a paramétersik (ul, uz); W+ A, uz); (@, + Au, u_2+Au2);
és (ul, u, + Auz) pontjal, mint csucspontok dltal meghatdrozott téglalap-
nzk megfelel§, az r (ul, uz); r (ul+ Aul, u2) H £(ul + Aul, u, + Auz);
ésr (ul, u, + Auz) feliileti pontok 4ltal meghatdrozott elemi felilleti négy-

szdg-darabot, Ennek "felszinét" a

7.2 &bra

Al r=rx (ul+Au1, uz)-f_(ul,uz)_
A2 I=x (ul,u2+Au2) -r (ul,uz)

vektorok dltal kifeszitett parallelogramma teriiletével pétoljuk. &15’ ill,
A2£ a Taylor formula (1.3 Tétel) alapjén

Apr=xu+au, u)- ;_(ul,uz)xgl(ul,uz) Aug

Az r=r (ul,u2 +Au2) -x (ul,u2):~<,£2 (ul,uz) Auz.
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Igya para'lle'logranuna,terulete
'Alz)_c Azg_lf,.:,"gl Aul Xz, A.uzl = l I, x- Ez'Aul Auz
Az italakitista feloszt4s minden 5z6bajovl elemi feliletdarabjira elvégez-

ve, az elemi parallelogrammiék teriiletének osszege, mely kozelitGleg a
felilletdarab még definidlandé "felszinét" kell, hogy adja

: i, i i |
E |5 (@, w)xz) @, u) Ay Au,
- Ez az Ysszeg azonban nem m4s, mint egy kett6s integral kozelit6 dsszege.

Eppen ezzel a kettGs Integrdllal definidljuk a felszint,

7.1 Definicis. . Legyen D C R korlitos, mérhetd teriiletii tarto-
‘ ' mény és

F={£:£=£(u1, uz), (ul, u2) = D]

reguliris feltiletdarab; F felszinének a

mesF=Iﬂ£1x52| dul du2 - (7.1
D

integral értékét nevezzilk,

Vezessitk be az r (ul,uz) kétparaméteres vektor-skaldr fuggiény

parciidlis derivéltjaibél képezhet§ un. Gauss-féle els6rendi f6menn§iéége-
ket:

Bjy TI Iy 0 Byp TIpIy 8T8y TIf,-  (.2)

(Szokték ezeket rendre E, G F-fel is jeloln:,)
Ervényes az

2 2
2 8118227812 | 811 8p5 @.3)

891 822

(r,xx



azonossig. (7. 3) beldtdsira képezzik I x Ez-nek onmagéval valé skaladris

szorzatdt. A skaldrls szorzat misodik tényezGjét egyetlen vektornak tekint-
ve vegyes szorzatot kapunk, A vegyes szorzat megengedett "asszociativit4-
sénak” és a kifejtési tételnek (l4sd III. Kotet, (2,17) felhasznildsdval

{ryxry) - () xxy) =1, (@, x(, X0))) =
2.2 2
2

-4 ((—r;)fl (nr)r)=x

2
=818y 8y-!

Megjegyezziik, hogy (7. 3)-b6l és F regularitisibol kovetkezik a

2
det [g, @, u)] =g, (u):0,) 8yp ()5 1)) - g1y (U),U)) > O, (u,,u,)ED

: : (7.4)
egyenlftlenség, Az
7 I X T = - g
[z = 5] = Ve gy, e
kifejezést (7. 1)-be helyettesitve kapjuk, hogy
[ / 2 1
mes F = 2 (gng22 - g12) 2 dult_lu-z. {7.5)

. A (7.1) képlerzel definislt felszinfogalom kielégitl a ponthalmazok mér-
tékével szemben tdmasztot: (a IT. Kdtet, 24, pont végén felsorolt) négy alap-
vetd kovetelményt a kovetkez§ értelemben: '

a) mes F 2 O. Ez nyilvénvalé.

b) Ha D1 C R2 és D2 c R2 korldtos és mérhet§ teriiletil tarto-
ményok, D, N D2 = (D1 -nek és Dz-nek lehet kézbs hatdrols gorbéje),
F| ={:: I=p (, u) &, 1)€< Dl} és

F, = { r:r=gq (ul, u2), (u1 , u2)€_ Dz.} reguléris feliletdarabok,
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F1 U F2 =@ (legfeljebb a két felliletdarab hatirvonala lehet kzos), akkor

az

F=F, U F, ={£: r =£(u1, uz), (ul,uz)é DIU Dz}

feltiletnek, ahol

p_(ul,uz) , ha (ul,uz) & D1 ,

@y uy) =

q @, uy),ha @,e)eD,,

is van felszine, és

mes F = mes F1+mes F2 . (7. 6)

Ez a kettSs integral additlvitds4ibel (14sd V. Kbtet, 13,7 Tétel) azonnal ad6-
dik.

c) Ha az F feliiletdarabot merev testszerilen elmozditjuk a térben,
felszine nem véltozik. Ugyanis el§szor, haaz F = f I:r=x (ul,uz),
(ul,uz) < D} reguldris feluletdarabot eltoljuk a térben, akkor az

= {5_: r=r (ul, uz) +£0 , (ul, 1_1_2) < D) felﬂletdarafot kapjuk, ahol
I, 4llands, Mivel N és r, F-re és F -ra ugyanaz, mes F=mes F, Mdsod-
szor, ha F-et el is forgatjuk, akkor I és I, ugyan megviltozik, de az 41-

taluk kifeszitett parallelogramma teriiletei;l XT, ami (7, 1) integrandu-

AR
sa, véltozatlan marad.

d) Az F = {_1;: £=u1_}_+u2_j , Oéu1 =1, O 4u2 d l}felulet-
darab, az egységnyl oldalu négyzet, felszine mes F = 1. Ez nyilvinvalé.

A b) ktvetelmény teljesiilés miatt reguldris felilletdarabokh6l tsszetett
feliilet felszine is értelmezve van.

Bir a felszin 7.1 Definici6ja a ponthalmazok mértékére vonatkozé ko-
vetelményeket kielégitl, hibdja az, hogy litszélaga parameterezést(ﬂ fligg.
Ervényes azonban a kivetkezd _
7.1 Tétel, Az F ={£: r=p @, ), @,u) Du]regulains

feliiletdarab felszine filggetlen a paraméterezéstdl,
megengedett paramétertranszformiciéval szemben
invaridns.
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Bizonyitds. Tekintsiik a (6.7) megengedett paramétertranszformécist, és
vezessik bea g (v;, V,) = p (,(v,.v,), u, (v}, ¥,)) jelolést. Ekkor F ={_1_::
:r=gq (vl, vz), (vl,vz) <3 Dv} , és fenndll a (6.8) bsszefliggés. Az uj
(vl, v2) paraméterezésben felirt F feltletdarab felszindta (6.9) ésaz V.
Kotet, (16.7) formula alapjdn 4talakitva kapjuk, hogy

jﬂg"l X g_; I dv, dv2=j/lgl'i (ul(vl v2), u, Vv, nx
1 2 1

D, D,

’a(ul,uz)
’a(vl.vz)

=f[| P‘ll x_p{lz\ duldu2 .
D

Abban az esetben, amikor egy reguldris feliletdarab valamely kétvéltoz6s
valés filggvény grafikonjaként irhaté fel, (14sd a (6.10) eldtt mondottakat)
a felszint definidls (7. 1) formula (6. 10) felhasznildsdval a

mes F=ijf’2+f'2+l dx dy . .7
Xy ,
D
v

7.1 Példa. Forgasfeltilet elf4llitdsa és felszine. Vezesstik be a kbzonséges
térben, a szokdsos médon az X,y,z Descartes-féle derékszogli koordinita-
rendszert és legyenx = { (1), z= T, t & (x,3) egy xz sikbeli gorbe
paraméteres el§éllitisa. (Feltételezzilk, hogy ¢ és T hdromszor folyto-
nosan differencidlhatok,

E©#0, EZ@m+ C2M)#0, t € (x,)). Forgassuk meg e gor-
bét a z tengely kbril ; a gérbe pontjai 4ltal végigstport F ponthalmazt for-
gésfeliiletnek nevezzilk. Az F forgdsfelilet egy paraméteres el§éllitdsa,
amint ez a 7.3 dbrirol konnyen leolvashaté:

"2{12 (). V,) 5 Uy, Y,)) H dv,dv

2:

alakot veszi fel.

=g @® cos ¢ i+ L sin? j+ C® k,

ol 2t 4[5 ,0 «Po2T. (7.8)
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A ¢ = 4lland6 t-vonalakat merldidnvonalaknak, a t = 4lland6 <P -vonalakat
parallel -kdroknek nevezziik (ez utébbiak valéban kiirok, az e16bbiek kozé
tartozik maga a megforgatott gérbe is). o

\\ -
=
S U ~
—_— . —— ~
\\
— |
_______ - r | .
oy f[f}smp 7
=" s Y
s - | //
-
< _ ¥ | .
X
7.3 &bra

= g-cos‘f’l-l— E.sinq’_j_+f.:_!5 ,
E,sin‘-f’l + Ecos f § ,

5 =

275"
_g_lxrz--gl; cos"-f’l-ggsin‘f'_1+ 'ggk
2 -2 -2 2 2
g, 5= E + Chgy=x, =55
By~ 8y =51 50
l
(811 8yp ~812) 2 = |1 X1y '|E!(E+ ‘:) 2. 7.9)
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A >felsz'm

22T 1
mes F = fjig(t)l ("E,2+ 'Cz) 2d‘f’dt=
<0 f 1
- 23Tf|§(t)](é,2+§’2) 2 a, (7.10)
=4

(v.6. H. Kotet, (31.9)).

72, Példa, Legyenaz xz sikbeli (a,0,0) kzéppontu és b sugaru (ax0,
O b« a) kor a kivetkez6képpen megadva

X=a+bcost, z=bsin t, Oét423T.

7.4 4bra
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Ha e kort a z tengely kortil megforgatjuk un. toruszfelilletet kapunk (ldsd
7.4 dbra). A 7.1 Példa eredményeit felhaszndlva az F toruszieililetet egy
eldallitdsa

r = (atb cos t} cos q}_i+(a+b cos t) slnq)j_+b sint k,

0<£ t<2W, 0éq0<2ﬁ', (7.11)
és

oy

(gllg22 -gfz) 2 ={a+bcost)b.
A torusz felszine
257
mes F = zﬂTf b (a +b cos t)dt = 4972 ab. (7.12)
3]
8. Feliileti gorbe ivhossza és gorbiilete

Tekintsiik az F = {5: I=1I (ul, uz) , (ul,uz)é D} reguldris feliilet-
darabon levé ¥ ={_1: i o (u1 ), u, ), te I} feliiletl gorbét, ahol 1 va-

lamilyen intervallum, Ennek ivhossza (2.1) szerint (a ponta t viltoz6 sze-

rinti derivdldst jeldli)
t
sw= [ lilaT .
t
o

Az bsszetett filggvény differencidldsi szabédlya és (7.2) felhasznédldsd -

val
. 2 ) L2 2.2
|£_(u1 ), u, (t))l —‘5_1 u L, U, fC=rug o+
.o 2 .2 .2 .. .92
+2r L, u Uy hr, Uy =g, U HIg 0, U, e, U,

Ezt a kifejezést az ivhosszt el§4llit6 integrilba helyettesitve kapjuk, hogy

1
¢ .2 . . 2.2 .
g (t) = f(g11u1+2g12 u}'uz+g22 u2) dv. {8.1)
to
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Az ivhossz differencidlja

du ) 2 du du

1
du 2 =
_ _1 1 2 2 2 g
ds (¢,dt) = gn( x| "B Tw o @ +g22( at )

ennek négyzete az U (t) ésu 9 (1) fuggvények differencidljaira attérve

2 2 2
ds du1 + Zglzduldu2 + gzzdu2 . 8.2)

=8y

A (8.2) formula jobb oldalit, mely dul, du, kvadratikus formdja (az egyiitt-

2
hatck u;,u, fiiggvényei}, a feliilet ivelem -négyzetének (Gauss-féle elsé alap-

formdjinak) nevezzik.
Az ivelem -négyzet pozitiv definit kvadratikus forma (l4sd HI. Kotet,

19. 3 Definici6). Ugyanis a [gik] egylitthaté métrix karakterisztikus poli-
nomja

' 2
g1 7A 8y [FA - Mey g ptdetf g, ] .
€1 872
A Vietd -formuldkbdl (IIl, Kitet, 7.8 Tétel) kbvetkezik, hogy a sajitértékek

Gsszege g, 1+g22, szorzata pedig det | gik] . (7.2)-b8l és (7.4)-b6l az

adé6dik, hogy a sajitértékek dsszege és szorzata is pozitiv, vagyis a sajit-
értékek pozitivak. Igy (8. 2) pozitiv definitdsa a III. Kotet, 19, 3 Tételbbl
kovetkezik, ! '

Az ivelem-négyzet megadja kizelitbleg az r (ul,uz) és _:_:_(ul-l-du1 ,

u2+du2) "kozeli" feliileti pontok felllleten mért tdvolsdgdnak négyzetét,

8.1 Példa. A 6.1 Példa eredményeinek felhaszndldsdval az "a" sugaru gémb-
re

- 2 —_ 2 . - - T - O .
EnTL T2 ¢ 8978y Ty, O
2 2 2
B~ =% sn o
tehdt az "a" sugaru g&mb ivelem-négyzete
ds? =a? @ 3% sin®Pa 9P, @®.3)
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A feliileti gorbék girbiiletének vizsgidlatdhoz bevezetjik a

o o . _ o
Pl TI R Py =k Ly M ésbyy =y, m @®.4)

Gauss -féle méasodrendii fémennyiségeket (szoktik ezeket rendre, L, M,
N-nel is jelolni) ahol

2 2
il 50 Eip "Iy Tme—— .1, = 2’
d r £ 1. ———— ,__22 ,
Du, du)du, 2u ;

és m a feliileti normélis egysegvektor {6.6). A(8.4) formuldk ujabb alakjat
kap_]uk ha az

rm =0, r,m =0 8.9
azonossdgokat L iit, u, szerint parcidlisan derivdljuk. Az m;} =-—a,a;':'—
_— u
ésm’ = ?'n—lo. jeloléssel 1
&, = g Jelolésse
2

—-llm +r1 m =0, _12 m +£l£1—2 -0,»

-0 0 o o
£2lln—'+£zﬂi =0, 1‘222_ +r2m2 =0, 8.6)

ahonnan a Gauss-féle médsodrend f8mennyiségek kivetkezd alakjit kapjuk:

o
byy =Ly My i by by Srmy=-rym,
o] .
b22 =-zr,m, . (8.7)

A tovdbbiak sordn tételezziik fel, hogy (legalabbls egyes izol4lt pontok
kivételével)
b2 + b2 -+ b LO
11 12 : _
Ezzel az altalanossagot nem szukztettuk lényegesen; ervenyes ugyanis a ko-
vetkez§ -
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8.1 Tétel. Ha az F =(_r_: r=ru, uz), (ul,uz) £ D]regula’l-

ris felillet Gauss-féle méisodrendii {finennyiségei
azonosan eltiinnek, akkor & fellilct sik.

Bizonyitds., Az ., és m® vektorok linedrisan fggetlenek., Az 1.2 Tétel

miatt érvényes azE;) _n_1° = O azonossdg. Mivel bik =0; 1,k=1,2, 8.7)-

-b81 E(l) L= 313 5= O adé6dik. Ezek szerint _rgi’ hdrom linedrisan fligget-

len vektorra meréleges, tehdt zérusvektor. Ugyanez érvényes az E; vek-

torra is, amibdl az kivetkezik, hogy Eo (u ze dllandé6 egységvektor.

u
. i'2
Vezessitk most be segédfiiggvényként az

= v
f (ulﬁuz) EE(UI!LQI

fliggvényt. Mivel e a felillet normdlvektora, f parcidlis derivéltjai azonosan
nullik:

2f
— =egr =0,
gul 1 ’z)u2 2

kivetkezésképpen
4llandé.

f(ul, u2)=g £(u1, u

P =1L,

Az utéhbi azonossidgot rendezve az

0

e (5(01. “2)' 50)

azonossédgot kapjuk. Ez azt jelenti, hogyazr =1 (u1 ,uz) feliilet minden pont-
!

-ja kielégiti az e (r - SN } = O sik egyenletét,

8,2 Tétel, Tegyiik fel, hogy az F = {5: r=r (ul,uz),
(ul,f.lz) & D} reguldris feliiletdarabon levé
Y= fE tr=r (ul(t), u, (3) tEI} regularis

feliileti gorbe simulésikja nem esik egybe a feliilet
érintGsikjival, vagyis ¥ fénormélis egységvek-
tora, n nem merdleges az Eo feliileti normAélis
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vektorra; ekkor ¥ gorbllete

-2 2
oy byt pupugb
W= S %) - (8.8)
DM gy ) +2g uu g, U

Bizonyitds. A (3.15) Frenet-féle formula szerintt’ =r" =X n. Ezt _r_n_o -al
skaldrisan szorozva, rendezés utin a

mO
X = —=
n

AN

tsszefliggést kapjuk. A ldncszabily szerint

dt

! = —di = (r u)
p I =L g —1 L% s
S
2
o de 2 - d t
=1 ( ds ) +r 2 [(ruu1+r12 2)u +
ds
a2 - d2:
Hru gy U AT, z’“z*‘z“z]( as ) tr 7

Felhasznilva m mer6legességét I, -Te, r
formulét

I,-re és r ra, tovidbbd a (8. 2)

0 . _ o2 o - o -2 dr | 2
mr —[Elm u1+2_1_'_ m uu +_r_22_n_1 uz](—ds)

el 120 Uy,
-2 .2
-2 2y 1 by Uy +2b, U u 4, )
b u +2b uu +h_u = Ll
121%2"22" )" s 2 Z o nire il
dt 811t T8 YT EyYy

Ebben a fejezetben, a kovetkezGkben feluleten mindig reguliris feliiletda -
rabot, feldletl gbrbén mindig reguldris gorbét kell értenl. A (8.8) formu-
14b6l kiolvashat6, hogy a gorbilet fiigg a gbrbe simul6sikjinak a feltilet érin-

t6slkjéva1 bezdrt szogét6l. Ha a mésodik tényeziben Uy helyében o u 17Ot

u2 helyébe o{uz-ot irunk, a klfejezés értéke nem véltozik., Ez azt jelenti,
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hogy a k&zds irdnyu érintdvel (lésq {6.5)-6t) és f6normdlissal rendelkezd
feliileti gorbék gorbillete azonos, Ervényes tehdta

8.3 Kovetkezmény, Adott feliilet feltiletl gorbéjének goirbiilete csak
érirtdjének és f6normdlisdnak irdnyitol fligg.

A felillet adott pontjin 4thaladé felilleti gérbe simulésikja kimetsz a
felilleth8l egy sikgbrbét, A két gorbe érintdjének és fénormélisdnak parhu-
zamossdga miatt az adott pontban gorbiiletilk egyenld; kimondhaté tehdt a

8.4 Kovetkezmény. Egy felileti gérbe P pontbell gorbillete meg-
egyezik a P ponthoz tartozé simulésikja 4ltal
kimetszett feliileti sikgiirbe P-beli girbilleté-
vel.

Adott feliileten teh4t elegendd a sikmetszetek gorbtiletét vizsgdlni.
A feltlet egy rigzitett x (ugu‘z’) pontjdhoz tartozé érintfsikban az

I (u(l), u;), lz(u(l), ug) vektorok (4ltaliban nem ortogonélis) bizist alkotnak,
Az (0 rr 1'12);5 (0, 0) rendezett szdmpdr megaddsa egy irdnyt r6gzit az érint6-
sikban, melyet az O 15 + 62 I, vektor definfdl, Ilyen értelemben beszéltink
az érintfsikban az (1‘11, 62) irdnyrsl, Rigzitstk az érintSsikban az (1'11, ilz)
frdnyt, tekintsik az r (ucl’, u;) ponton 4t ebben az irdnyban halad6 egyenest
és az ezen egyenesre illeszkeds, az érintfsikra mexfleges sikot. Ennek a
siknak és a feltiletnek a metszésvonaldt az r (u‘l), ug) pontbeli (ﬁl, 1,) irdny-

hoz tartoz6 normélmetszemek nevezzik, és girbiletét | ‘Jc‘nl -kel, f6normi-
lis4t n -el jeldljik. Mivel mO . B = +1, ezért

.2 P .2
b,,u, +2b,, u u +b_ .u :
1141 7412 1% a0t
.k 2 .- 2 8.9
1Y) t281% Y0 Bt o
8.5 Tétel. (Meusnier tétele), Tekintsilk a feltlet (ug,u;)

pontjin 4thalads, az (ﬁl ,1'12) irdnyu egyenesre il-

leszkedS tetszGleges (az érintlsikté] kiilénbozb)
& sikot, legyen 2 & sik 4ltal kimetszett feltile-
tl gorbe gorblilete 7€, az (ul,uz) irdnyhoz tar-

toz6 normilmetszet gbrbilete ]xnl ésa & sik-
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nak a normdlmetszet sikjival bezdrt szige

o (O£2XK jI }, ldsd (8.1 4dbra) ; ekkor
| %, | |
X= osck - | (8.10)

Bizonyitds. Jeluljuk a & sik 4ltal kimetszett felilleti gorbe fSnormdlis egy-
ségvektordt n-nel. (8.8) szerint

2 . .
b, uu
1 %:1 ikik

X =

n mo 2
Z Eix Vi Yk
i, k=1
erintdstk
mo
T erintd
normalsik-
-metszet

8.1 &bra
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(8. 9) felhaszndldsdval

x= —L—|x,]

|2 =]

Azonban az n és az m’ egységvektorok szige vagy oA -val, vagy pedig

5T ar ) , gr
(It - of )-val egyenlf. Mivel O £ X2 2
Meusnier tételének szemléletes jelentést adhatunk, ha a gorbiitet he-

lyett a simulokor sugarit behelyettesitjiik. A

o
, ezért Igm |= cos X . !

1

$n

erintostk

feliilet

jellésekkel (8.10) a

Q= 9n cos oX (8.11)

alakot veszi fel. (8.11) azt jelenti, hogy ha az érint§sikra és a normélmet-
szet sikjira meré&leges sikban a feliilet szébanforgé pontjin és a normélmet-
szet Cn gorbiileti kozéppontjin 4t ¢ n 4tmérdjl kort rajzolunk, akkor a "fer-

de metszetek" C gbrhiileti kbzéppontjal e "Thalesz-kbron" helyezkednek el.
Adott felilleten tehdt elegendd a normalmetszetek gbrbiiletét ismerni,
az Osszes felilett gorbe gorbiilete ezekbdl kiszdmithaté, :
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A kovetkezS8kben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogyan fiigg a felillet
egy rogzitett pontjiban a normélmetszet gorbiilete az (érinté sikbeli) irdny-
t6l. EbbSl a célbol célszerii a normédlmetszetek gorbiiletét "eldjeles mennyi-
ségnek" tekinteni.

8.1 Definicié. Tekintsitk a feliilet régzitett pontjiban a (tl, tz)#
0,0 dezett szdmpa i -
# ( )} rendezett szdmpdr (vagyis a tl£l+t2§2 vek
tor) dltal meghatdrozott érint§-sikbeli irdnyt; a
<2
) Big & %
Y. = i, k=1
n= 7y (8.12)

}: 8%

i, k=1

szdmot a felilet (tl, tz) irdnyu normélgorbiiletének

nevezziik.

Nyilvdnval6, hogy a normalgbrbillet abszolut értéke az adott irdnyhoz
tartoz6 normdlmetszet (8.9) gbrbuletével egyenid. Ha ) #0 és n-nel je-

161jik a normélmetszet fénormdlis egységvektorit, a normélmetszet gorbil-
lete {mely mindig nem negativ szdm)

1
'%‘nl= 0 xn > 0,
n.m

0 o .
ahol n m =+1aszerint,amintn és m egyirdnyu, vagy ellentétes vektorok.

Ezek szerint ha %, nem zérus, akkor azn m° = ] esetben x >0, az
n

p m = -1 esetben pedig % < 0. A normélmetszet |x_|gorbilete termé-
—o0 n n

gzetesen figgetlen a feltilet paraméterezésétdl, kn elgjele, sg K, azonban

figg a paraméterezéstfl. Ugyanis n mindig az adott irdnyu normdlmetszet
"yxonkdv oldaldra’ mutat, a feliileti normil egységvektor, Eo irédnya azon-
ban 4tparaméterezésnél ellentétesre véltozhat, Ilyen esetben minden irdnyu
nornélgtrbilet egyszerre vilt elGjelet. A norm4lgirbtilet tehét filgg a para-
méterezéstsl, azonban az, hogy két killénbtz8 irdnyu normalgsrblilet egyen-
16, vagy ellenkez§ elfjelii-e, a paraméterezéstfl fliggetlen.

Az érintgsik 6L tty I, vektorat kizill elegend§ az egységvektorokat

figyelembe venni az Usszes lehetséges irdny megadasdnal (’K,n nem fligg
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at r +t,r, vektor hosszatdl, csak irdny4tsl). Ha LIt egység

vektor, akkor (7.2) alapjin

_ 2
1= (t 5 +t I, ) % giktitk, (8.13)
i, k=1
vagyis a normdlgérbiilet
2
Xn = E b, tt (8.14)
i .
= B

Most megmutatjuk, hogy ha a felillet egy rogzitett pontjiban megfele-
I8en vilasztott két irdnyban ismerjuk a normdlgdrbiiletet, akkor az dsszes
normalgirbiiletet 1smeriiik, Ervényes ugyanis a

8.6 Tétel, » (Euler tétele). A feliilet rogzitett pontjdban van
két egymdsra merdleges (érint§ sikbeli) un, f6-
irdny, melyekben a normdélgbrbiletet 3¢ 1 -gyel,

it 7['2-ve1 jelvlve, tetszbleges irdnyu )Cn nor -
mélgbrbiiletre

X_= X, cos® f + X, sin’P ,  @.19)

ahol F a }Cn-hez tartoz6 irdny és az els6 fSirdny
4ltal bezdrt szog.
Bizonyitds. A normdélgorbiiletet bArmely irdnyban a (8.14) misodfoku alak
szolgdltatja, feltéve, hogy a ety valtozok kielégitik a (8.13) feltételt. t
és t, az érintd sikbeli vektorok koordinitdl az I

2 2
ban 4ltaldban nem ortonormdlt bizis. Abbél a céibél, hogy a ')Cn-et szol-

bizisban, mely azon-

galtaté mésodfoku alakra a III. Kotet, 19. pont eredményeit alkalmazhas-
suk, kivdlasztunk az érintdsikban egy tetszlleges ortonormdélt bizist, mely-
nek vektorai legyenek

& Ty Lty Ly S Lttty I,
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(Amnak feltétele, hogy gl,' _3: ortonormilt bizis legyen, most a kivetkezs:

2
2 2
Sk = E tikzi = ) gij 1 k=1, 2,
=1 ) 1, j=1
és
~ e _ ) _
& & T U I Ty Iy Lt L) =
2
= t. =0,
8ty Y2 =0
i,j=1
Haat 157t 2 Iy vektor koordinitél az uj e , e2 bézisban t t t2' vagyis
E9} 2 52 1 e. +t2 e2, akkor a III. Kotet (17. 15) formula szerint,
Z= [tik] jelqlésgel
t= Iy, (8. 16)
Y 2

Vezesstik be a B = [blk] jelolést, ezzel (8.14) a kivetkezG alakban irhato
n

= [0 BB Y

(8.16)-ot és a (8.16) mindkét oldaldnak transzpondldsival kapott

EA 1' tz]T

" formul4t ez utdbbi kife jezésbe helyettesitve, az uj b4zisban
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vagya 13:_ =T BT-= [T;ik] jeloléssel

2
X=§ g?t. 8.17)
n = ik'1 'k ,

¥

(Természetesen ('t; , ?2) -nek ki kell elégitenie azt a feltételt, melyet a (8.16)

transzformécios formulinak a (8. 13) feltételbe valé behelyettesitésével
nyeriink. Miutdn most mdr ortonormélt bazishan vagyunk, ez a feltétel nem
més, mint ’Ef + ”f; = 1,) Konnyen bel4thato, hogy mivel a B métrix szim-

~ o~ ~
metrikus, a B madtrix is az, vagyis b12 = b21. A (8. 17) mdsodfoku alak-

raNméi: alkalmazhat6 a f6tengely tétel (III. Kotet, 19.12 Tétel). Jelsljuk
a B szimmetrikus mitrix sajitértékeit ‘)Cl -gyel és xz-vel (legyen pl.

x L = 7C2) ésa xl-hez, ill. a x 2-hbz tartozé egymdsra merdleges
egység-sajitvektorokat 5 -gyel, ill, §_2-vel. AzEl, Ez ortonormélt bazis-

rél az -S-l’ 52 ortonormadlt bazisra ittérve, az El’ 52 bézisban a vektorock

koordindtéit ( T 1 T’z) -vel jeldlve (8.17) _a_ktivetkezéi alakot veszi fel:

2 - 2
x o =xT, +x2_’t2 .

Mivel a (8. 13) feltétel értelmében

NIt The T ET Tz + s,

egységvektor, ezért “( i és U. e vektor irdnykoszinuszal, vagyis e

2
vektornak az s_ 1 vektorral alkotott szégét f -vel jeldlve
‘Fl:l =cos‘P,Tz= sin ¥ . Tehat

w,= ?CI coszCF+ ?fz stCF )
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ar
Mivel a P=0,1ll. a¥ = 5 helyettesitést elvégezve ) - P v ill.

’)Cn = )CZ adsodik, ezért X L i, X 9 valgban az §_1, ill. s, irdnyu nor-

mdl -girbiilet. |

Az §_1 és §2 4ltal meghatdrozott ffirdnyokban a normdélgorbilleteket,

x et és Z-t a felillet széban forgé pontjabeli f6gbrbiileteknek nevezzik.

8.7 Kovetkezmény. A feliilet rigzitett pontjiban az egymasra me-

réleges f6iranyokat adjik meg az 8 és 8,y

egységvektorok, a megfeleld f8gorhiiletek le-
gyenek )Cl és 762, XI é)fz, és jeldljik
az 8§, vektorral (f szoget bezdr6 irdnyban a

normélgorbilletet XX (') - vel, ¥€ {0, TT);
akkor )Cn () a [0, 97; ]Intervallum-

I
ban monoton novekedd, a [T »Ji ] in-
tervallumban monoton csékken§ fuggvény,

K ) =% (T-¢); és

’xl= mln’l{n (), 'K'z = maxﬂ(‘n (q’) .

Bizonyitds. A (8.15) formulébgl

2 2
X (@)= X (A-sin"f p X, sin"f=

2
=X, +()C2-)C1)sin ¢ > X

mivel 2" X 1 = 0. Innen a ')(n (¢ ) fuggvény monotonitdsira és szimmet-
ridjdra vonatkoz6 4llitds is kivetkezik, (8. 15)-ot mésképpen 4talakitva

x, (9 =X, cos2 P + xz(l-COSZCP): '

2, .-
=?(2 -(7C2 -')fl)cos (P=7C2 L
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Az elébbiekb8l most mir az is lithat6, hogy ha a felillet egy pontji-
ban a f6gorbiiletek killonbsz8k, akkor azon a két egymdsra merdleges f6irs-
nyon kiviil, melyek létezését a 8. 6 Tételben bebizonyitottunk, més f6irdny
nincs. (Természetesen a normdélgtrbiilet egy adott irdnyban és az ellenté-
tes irdnyban ugyanaz, vagyis az irdnyokat megad6 vektoroknak csak az 41-

ldsa érdekes). Ha viszont a két f8grbiilet megegyezik, 7C1 = %2, akkor

a normélgtrbiilet minden irdnyban ezzel a kiizés értékkel egyenlS, vagyis
ebben az esetben minden irdny f6irdny. Ez a helyzet 41l fenn az "a" sugaru
gomb minden egyes pontjdban, mivel minden normilmetszet "a" sugaru
"f6kor", ezek fénormdlis egységvektora ugyanaz a gomb kozéppontja felé
mutaté vektor, és igy ha a gombfeliilet normélvektorat is "befelé" irdnyit-
juk, a normdélgorbillet minden irdnyban ——; .

A 8.6 Tétel bizonyitisa sordn haszndlt médszer egyben alkalmasa
fégurbliletek és a fSirdnyok meghatdrozdsdra is, A kovetkezs pontban azon-
ban erre egy gyorsabban célravezetd médszert mutatunk be,

8.2 Példa. Ha egy forgidsfeliilet (l4sd 7.1 Példa) tetsz6leges pontjit kiv4-
lasztjuk, akkor a ponton 4thaladé merididnvonal irdnya f8irdny és igy £6i-
rany a merididnt meréflegesen metsz6 parallel kor irdnya is (a parallel kbr
dltaldban, természetesen nem normdlmetszet!). Ez egyszerlien a szimmet-
ridbol kovetkezik. Az érintsikban ul. (valamilyen forgdsirdnyt pozitivként
lerdgzitve) a merididn irdnydval tetszdleges oX szbget bezdr6 irdnyban a
norméigorbiillet ugyanakkora, mint a merididnnal - o< szidget bez4ré irdny-
ban. Miutdn két egymésra merGleges f8irdny kozétt a normdlgorhiilet mono-
ton véltozik, a merididn irdnya szitkségképpen f8irdny.

9. Feliileti pontok osztalyozasa

Feliilet f6gurbtiletei fontos, meghatirozd szerepet jitszanak a rugal-
massdgtanban, rugalmas lemezekbl alkotott "héjak" szildrdsdgdnak vizs-
gdlatdban. Ebben a pontban el§szdr azt mutatjuk meg, hogyan léhet a f6gtr-
billeteket a feliilet Gauss-féle elsdrendi és mésodrendit fdmennyiségei se-
gitéségével meghatdrozni. Ha ismernénk (a felillet egy pontjdban) a 2¢ i és

’)cz f8gbrbiiletek szorzatit és vsszegét, akkor a Vietd -féle formuldk alap-
jan (I1I. Kotet, 7.8 Tétel) a f8gtrbiiletek a )\2— (7C1 + xz))\+ w 1 7(2 =0
misodfoku egyenlet gytkei.
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9.1 Definicid.

Feliilet régzitett pontjiban a két f6gtrbiilet: SZor -
zatdt, 1ll. osszegét, vagyis a

K=7C x’,ill.aH=7C+')(

szémokat a felillet Gauss-féle szorzatgbrbuletének

ill. osszeggorbiiletének nevezzilk,

Ha a feliilet szorzatgbrbuletet és osszeggorbuletet 1smerjuk akkor az
elSbblek szerint a f6gorbliletek a :

)\2 “HM +K=0 | ©-1)

mésodfoku egyenlet megolddsal. Most megmutatjuk, hogy K és H az els6-
rendii és mésodrendl f6mennyiségek segitségével egyszerlien meghatéroz-

haték.

9.1 Tétel.

Felillet K szorzatgbrbiiletére, 111, H bsszeggbirbii-
letére fennill a

2

by Pyy "Dy det { b, ]
K = = , (9.2)
g1 8yy " & det [g ;] '
11 822 " 812
ill, a .
g.,b,,-28,,b.,+g..b
H 11 P22 ~ “B1a :122 22 °11 ©.3)
811 822 " 812
Baszefliggés.

Bizonyitis. Ha a felillet egy rigzitett pontjdban a normélgbrbiilet (8.12)
kifejezésébll levonjuk az egyik f6gorbiletet, akkor a 8.7 Kovetkezmény
miatt e killonbség értéke minden (tl , t2) # (0,0)-ra vagy nem -negativ,

vagy, nem -pezitiv lesz. A f6girbtleteket C 1 -gyel és ')Cz-vel jelolve

N W
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aszerint, amint }cj a fninimélis, ill. maximdlis f6gtrbillet, Ezt az egyen-
' 2
16tlenséget a E Bk t. t > O kifejezéssel megszorozva €s rendezve

ik
i k=1
azt kapjuk, hogy a

maésodfoku alak pozitiv, vagy negativ semidefinit (14sd III, Kstet, 19.3 De-
finici6)., E mésodfoku alak nem definit, mivel a f6irdnyokban zérus értéket
vesz fel. ‘A IIl. Kotet, 19,13 Tétel alapj4n ebbél az kvetkezik, hogy az-
egylitthaté métrix egyik sajitértéke zérus, Ha azonban a

biy™ Mg mA Big =% 819 =0
byy X8y Pya ™ A8y~ A
karakterisztikus egyenlet egyik gytke zérus, akkor ebben az egyenletben a

"konstans tag' zérus:

=0’

by %8 by - X

12 £12

byy = %8y Byy = X822

vagy kifcjrve

X
Kj ®)1857 312) 2481199928130 91 8oy )+ By Dyp by ) = O,
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Ezek szerint )cl és 7C2 a

2
g b, -2 b, +g b b b -b
Sz Fpartatu oy Cuta iz

E11802 " 812 811822 " 84

egyenlet megolddsai. (Pontosabban, az is ldthatg, hogy '}(j akkor és csak

akkor fGgorbiilet, ha ez utébbi mésodfoku egyenlet megolddsa). Ez ut6bbi
egyenletet (9. 1)-gyel Gsszehasonlitva a (9. 2) és (9. 3) formuldkat kapjuk, !

9.1 Példa, Tételezziik fel, hogy a forgédsfelillet meridiin gorbéjének egyen-
lete az xz sikban x =f (z) alakban adott, z € (X, 3).(L4sd 7.1 Példa, a

t paraméter szerepét most z jitsza). Ekkor a 7.1 Példa eredményei a ki-
vetkezSképpen médosulnak:

r=1(z) cos Pi+f(z)sin ¥ pzk ,

=1 (z) cosPi+f (z) sincp j+k,

=-1(z) sinP § +£(z) cos{j,

L%}
X, = - f (z)cos F i-f (z) sin P j+f (z) £ (z) k,
. ,2 _ _
gll—1+f ,g22—f2, glz—o.
2 $ 2
By By~ Ep =L A

Kiszdmitjuk a médsodrendii fémennyiségeket. Ehhez:

| -1
m®=+r% 2 (cos@i -sindj+f k)

£’ cosPi+f" sin¢j

I -
_1:.22=-fcoscfi-fs1nf-f’i,
£IZ=-f sin<f i+f cos ¢ j,
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1
fr—

b o=r mC®=-f i 2

11 =11
o 2 -1
by =X, ,m° =f(1+f% 2
o]
bip=Lm =0
A szorzatgorbiilet;
" !2 = l
by by _ - (L +) e
811 829 2a+e ?) t a3 2
_ 1 fll
- 1 , 3
£+ f 2) 2 (1+f’2) 2

A 8.2 Példdban l4ttuk, hogy az egyik f6gorbilet a merididnvonal gorbiilete,
Mivel a merididn (elGjeles) gurbilete a (3. 3) formula szerint éppen az
utébbt kifejezés misodik tényezbje, ezért a f6gbrbilletek

-1t U S
x o= T 2, = T (9.4)

a+e'hH 3 ey 2

(9.4) mésodik formuldjinak az a geometrial jelentése, hogy a meridi4n
irdnydra mer6leges f6irdnyban a normilmetszet gérbiileti kzéppontja a
forgdstengelyen van,

Valamely felitlet pontjait abbél a szempontb6l osztilyozzuk, hogy van-
-ca pontnak olyan kérnyczete, melyben a fellilet a pontbell érintdsik 4ltal
meghatdrozott egylk féltérben (az érintSsik egyik oldaldn) helyezkedik el,
vagy a pont bdrmilyen kis kdrnyezetében van-e a felillemek pontja az egyik
féltérben is és a masik féltérben is, Legyen m© a feliilet norm4l egység-
vektora. A 8.1 Definicié utdn mondottakban radmutattunk arra, hogy ha egy
érintd sikbell irdnyban a normdlgorbillet pozitiv, akkor az ehhez az irany-
hoz tartozé normilmetszet m© irdnydban konkdv (" a fellilet az m® ir4ny-
ban gorbil"), ha pedig egy masik irdnyban a normélgsrbilet negatlv, akkor
az utébbi irdnyhoz tartozé normélmetszet az m© -lal ellentétes irdnyban
konkdv (az ut6bbi irdnyban "a fellllet az m' 0-al ellentétes irdnyban gtrbiil"),

Ha )( és %2 a két f8gorbiilet és pl. 7[:1 = ’)cz, akkor minden xn nor -

mélgb'rb{iletre
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Ha tehit 7Cl és 7C2 eldj ele megegyezik, akkor minden normélgbrbiilet elf-

jele mégegyezlk, és a felllet minden érint8sikbeli irdnyban az érintSsik
ugyanazon oldala felé konkdv, Ha 7C 1 és XZ elGjele killonboz8, akkor a

felillet egyes irdnyokban az érintfsik egyik, més irdnyckban az érintSsik
mésik oldala felé konkdv. Az az eset, amikor az egyik f6gorbiilet zérus,
itmenetet képez az el6z8 két eset kvzbtt. Azt megfogalmazni, hogy milyen
b d L és 7C2 egyméshoz viszonyitott elSjele, legegyszerilbben a K = )¢ 1 %2

szorzatgurbtllet segitségével lehet,

9. 2 Definicié, Haafelilletegy pontjiban a K szorzatgidrhiilet pozi-
: ' “tlv, negativ, 111, zérus, akkor azt mondjuk, hogy
‘ez a pont a feliiletnek elliptikus, hiperbolikus, ill.
parabolikus pontja.

Ha 7C1 = 7(2 # 0, akkor a pontot (mely nyllvén elliptikus) szférikus
pontnak nevezgﬁk. Ha € - x 9= O, akkor a pontot (mely nyilvdn parabo-

likus) -.planéris pontnak nevezzilk. Gmb minden pontja szférikus pont (ldsd
a 8.7 Ktvetkezmény utdni megjegyzést). Sik minden pontja plandris pont,
mivel sik minden normélmetszete egyenes, melynek gbrbiilete zérus.

A » .

_ 2 2
. % b, iti t = bt +2D 0t +by, T

i,k=1

mésodfoku alakot a fellilet Gauss-féle mésodik alapformdjdnak nevezzik.

9, 2 Tétel. A felulet valamely pontja elliptikus, hiperbolikus,
ill. parabolikus aszerint, amint ebben a pontban
a mdsodik alapforma definit, indefinit, ill, semi-
definit, o ‘

Bizonyitds. A mésodik alapforma egyiitthat6 métrix4nak karakterisztikus
polinom ja
2

A

- Ay #hyp) +det [by ]
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ik] . A 1L Kotet, 19.13 Tétel alapjin ezek

szerint a m4sodik alapforma akkor és csak akkor definit, indefinit, ill,
semidefinit, ha det _bik} > o0, detl:bik] - 0, ilL, det[blk] =0

(v. 6. mésodrendd gorbék osztilyozdsival, III, Kotet, 19.1 Példa). (9.2)-bbL
azonban 14that6, mivel det [ng] >0, hogy e hdrom eset éppen a K >0,

K< ¢, ill. K=0 eseteknek felel meg, !

A sajitértékek szorzata det [b

4z

hiperbolikus pontok
parabo! ikus Foniok

elli ph'kus pi_:ntok

X .

9.1 4bra

9.2 Példa. A 9.1 dbrdn lathat6 az x = f (z) egyenletl, xz sikbeli gtrbe
megforgatdsa utjin el§4li6 forgdsteliillet. Az dbrdn 14thats esetben f (z) > O,
z & (o, [35). Ezért (9.4) mésodik képlete szexrinta X 2 f6gbrbiliet minden
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pontban negativ. A forgésfeliilet azon pontjai, melyeket az x = f (z) gorbe
alulrél (a z-tengely fel6l) konkdv szakasza stpor végig, elliptikus pontok,
mivel e pontokban f" (z) <O, igy a (9.4) els6 képlete szerint ‘}Cl is negativ

ésK = )Cl X 9 > O. A forgisfelilet azon pontjai, melyeket az x = f (z)

girbe alulrél konvex szakasza sopor végig, hiperbolikus pontok, mivel e
pontokban " (z) > O, 7{1 >0és K= 7(1 )C2 < 0. Végiil annak a pa-

rallel k¥ruek a pontjai, melyet az x = f (z} grbe inflexids pontja sopsr vé-

gig, parabolikus pontok, mivel e pontokban f'" (z) =0, X =0 és K= 7(1 762=O.
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Harmadik fejezet
VEKTORANALIZIS

10. Skalar- vektor fiigggvények

A fizikai (mechanikai} jelenségek térben és idSben jitszédnak le. A je-
lenségeket befolydsols, vagy jellemz§ fizikai mennyiségek 4ltaldban a hely-
nek és az id6nek fiiggvényei. Ebben a fejezetben olyan fiiggvényekkel foglal -
kozunk, melyek id6tdl fiiggetlen (" staclondrius™), csak a helyt5l fligg8 fizi-
kai (mechanikai) mennyiségek leirdsdra alkalmasak. Természetesen ezek
a figgvények felhasznilhaték id6tsl is filges fizikai mennyiségek leirdsdra
is feltéve, hogy a fizikai mennyiség az id6ben elég lassan v4ltozik, és min-
ket csak "pillanatnyi” (igen rovid ideig tarts) viselkedése érdekel, Ebben
a pontban skaldrértékii (valés szdm értéki) filggvényekkel foglalkozunk,
Ilyen fiiggvények irjik le példdul rogzitett idSpontban a hémérséklet, nyo-
mds, vagy a "potencidl” eloszldsdt a tér egy részében. Lerbgzitjiik a kozon-
séges térben az O origét és a pontokat helyvektoraikkal azonositjuk. Legyen
D a kvztnséges tér pontjainak (helyvektorainak) egy részhalmaza ; az u(r),
r € D filggvényt skaldr-vektor fiiggvénynek (skaldr mez6nek, skaldr elosz-
ldsnak) nevezzilk, ha minden r € D vektorhoz pontosan egy u (r} skaldr sz4-
mot rendel hozz4,

Ha a térben az O origé mellett lextgzitiik az i,}, k bdzist és az ezen
alapul6 Descartes-féle derékszogi koordindtarendszert, akkor minden hely-
vektor egyértelmiien elddllithaté az r = xi + yj + zk alakban és a helyvekto-
rok halmaza, ill, a rendezett szdmhgrmasok halmaza kizott egy-egyértel-
mii a megfeleltetés, Ilyenkor az u {r), r & D skaldr-vektor fliggvény azzal
a hdromviltozés { (x,v, z) valss fuggvénnyel reprezentilhat6, amelyet a k-
vetkez§ dsszefiiggés definidl

f@x,y,z)=u(), reD,

ha r =xi =yj+ zk, Azt is mondhatjuk, hogy rdgzitett koordindtarendszer-
ben egy skaldr-vektor fiiggvény megaddsa egy. héromvaltozés filggvény mega -
d&sdval ekvivalens. A skaldr-vektor figgvény és a haromviltozés valds
fiiggvény fogalma kizdtt azonban lényeges elvi kilonbség van, Ha ugyanis

egy helytl fliggl fizikai mennyiséget skaldr-vektor fliggvénnyel adunk meg,
akkor e fiiggvény kizdrolag az adott mennyiség térbeli eloszldsét (és az ori-
g6 megvalasztisit), vagyis a fizikai lényeget tikkrozi, (Az origé megvilasz-
tisa ugyan onkényes, de ez az “vnkény" matematikallag kénnyen felismer-
hetfen €s egyszeriien tikrozddik: az origé megviltoztatisa egy 4llandé vek-
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tornak a fiiggetlen véltoz6 vektorhoz vals hozzdaddsdval torténik). Ezzel
szemben, ha a fizikai mennyiséget koordinitarendszer bevezetése utdn, hé-
_romvéltozés filggvénnyel adjuk meg, akkor e fiuggvény nemecsak a fizikai 16-
nyeget, hanem a koordinitarendszer esetlegességét is tlikrozi. Ugyanazon
skaldr-vektor figgvény kiilonbéz6 koordinitarendszerekben kiilonb6z6 hdrom-
véltozos fiiggvényekkel ekvivalens. Ez az okaannak, hogy bir a kovetkezbkben
felhasznéljuk a skaldr-vektor filggvények hdromvéltozés valés filggvények- '
kel vals elS4llitdsdnak lehetdségét, a skaldr-vektor fiiggvények tulajdonsdga-
it igyeksziink ettdl az eldillitdstol fuggetleniil, direkt médon értelmezni és
vizsgdlni, Ugyanakkor, ha ez nem félreérthetd, akkor az u(r) skaldr-vektor
mggvényt megadé hdromv4ltozés fliggvényt is u(x,y,z)-vel jeloljik.

10,1 Példa. Az

1
| ]

formuldval értelmezett fuggvény skaldr-vektor fliggvény. Ha bevezetjik az
i, j, k bézison alapulo Descartes -féle derékszogli koordinataxendszert

ahol . 1

=xi + yj +zk, akkor|z|= (x +y -Pz ) ésa (10, 1)

u= , r#0 . : (10.1)

fliggvényt az

1

f(x,v,2)= (x, ¥,z) # (0, 0,0)

1 H]
(x2+y2+z2) 2
_hdromviltozods fiiggvény reprezentilja. Ha gbmbi koordindtarendszert veze-
tiink be (ldsd V. Kotet, (11.22)), akkor (10.1) -et a

0L r <o

g(r,

fuggvény reprezentilja. Ha henger koordinitarendszert vezetunk be (lésd '
V. Kotet, (11.24)), akkor (10.1)-et a

h(r-q’:z)=—_—'_];—l_"v OSILDO, -0 {7 L 00,
2 2 =
(r +z) 2 2 2
. r+z >0
fuggvény reprezentilja,
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A kvzbnséges tér helyvektorainak halmaza nyllvdn metrikus tér (lisd
V. Kotet, 1. pont); ennek a térnek és az ezen a téren értelmezett valés ér-
tékll filggvényeknek, a skaldr-vektor fliggvényeknek a tulajdonsigai formai-
lag megegyeznek az V. Kotet, ElsG fejezetében kiztltekkel. Az olyan fogal-
makat, mint pl. a kérnyezet, pontsorozat torléddsi pontja, nyllt és wdrt hal-
mazok, fliggvények hatdrértéke és folytonossdga stb, ismertnek tekintjik,
Ervényben vannak a filggvény hatdrértékére vonatkozs tételek (V. Kotet, 3.
pont) és a folytonos fliggvények alapvets tulajdonsdgai (V. Kotet, 4. pont).
Hangsulyozzuk azonban, hogy mindezekkel a dolgokkal itt a teljes formai
analégla miatt és a helykimélés végett nem foglalkozunk. Elvileg mindezt
ujra kellene tdrgyalni, mivel a koztnséges teret nem a rendezett szdmhdr-
masock, hanem a koordindtarendszert8l fiiggetlen pontok (helyvektorok) hal-
mazdnak tekintjlik. :

A ktivetkezbkben skalédr-vektor filggvény differencidlhatsdgit és de-
rivaltjit, a "gradienst” értelmezzik.

10, 1 Definicié. Az u (x), r € D skaldr-vektor fiiggvényt a D tar-
o tomdany I, € D torlsddsi pontjéban differencidl-

haténak {derivdlhaténak) mondjuk, ha megviltoz4-
sa tetszdleges g:o + A 1) € D-re a kivetkez6 alak-

ban irhaté fel:

u(z, + A£)f‘1-(£o)f dar+ é_(& ) Arx, (10.2)
ahol a d vektor nem fiigg A 1-til és az g_ vektor
a nullavektorhoz tart,

E(arn—0, ha Ar—0,

Ekkor a d vektort az u (1) skaldr-vektor fuggvény
derivdltvektordnak vagy gradiensének nevezzik,
Jelslése:

d
A i

[grad u (r) ]r
%

grad u(go).

A ntvekmény d - A 1 = grad u - A r f6részét u differenciéljénak nevez-
zlik és du-val jeldtljuk.
Bebizonyitjuk, hogy haazu(r), r € D skaldr-vektor filggvény az I

pontban differencidlhats, akkor gradiense egyértelmiien meg van hatdrozva,
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Tegyiik fel ugyanis, hogy
u(r, +AD-u (£ )=d Art £,Ax,
u (£0+A£)-u(£0) =d,Art+ E,01
ahol & 1 0 £ 50, ha Ar— 0. Legyen e tetszSlegesen rogzitett
egységvektor és Axr= Ase,
Ekkox
u(r, +Ase) - u(Eo) =Asd g+As§19_=As d29_+As 5_23 ,
amib8fl A s # O-val val6 osztds és rendezés utdn
0 = @1 '92)9.+(§1'§2)E )
ktvetkezik. Ha most As —O, akkor £, 1 -£, 2 O, teh4t (t_i_1 -gl_'z)s =0,

Mivel e tetszlleges, ezért 51_1 - d_2 csak a nullvektor lehet, vagyis

10,1 Tétel, Ha az i, j, k bézison alapul6 Descartes-féle de-
rékszbgil koordindtarendszerben az I, =% 01 +

v ol + zol_( pontban differencidlhaté u(x) skaldr-vek-

tor fuggvényt az u (x,¥, z) hiromvéltozés fiiggvény
reprezentilja, akkor u (x,y,z) az (xo,yo. Zo) pont-

ban totdlisan differencidlhaté és
grad u (3:_0) =u (xo,yo,zo)_1+
g XY Z)l +

+uZ (xo,yo, zo) k. (10. 3)
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Bizonyitds, Vezesallk be a grad u (Eo) = d1_£__+ dzj_+d31_<,A£= axi+ayj+
+azk, ésaz € =E li— + 62 j+€ 3 k Jeltléseket, Ezekkel a hdromvéltozés
u (x, y, z) flggvény megviltozdsa

+4 +a - ,Z )=
u (x0 XY, v, zo+ Az)-u (xc, Yo zo)
=u (£0+A£) -u(50)=gradu(1:o).A£+E_:. Ar =

=d /_\x+d2Ay+d

1 Azt € Ax+€2Ay+€3Az,

3 1
ahol El—so, ha Ar—0, 1=1,2,3. Ezt az eredményt az V, Kotet
5.2 Definiciéjdval és 5,2 Kovetkezményével ssszevetve 4llitdsunk adadik, |

Az lsmert derivdldsi szabdlyoknak felelnek meg a kivetkezd derivé -
l4si szabdlyok (ul () uy (x), u(x)és x (t) derivilhatsé skaldr-vektor, ill.

vektor -skaldr fugpvények és c illandé):

grad(u1+u2)=grad u1+grad U, (10. 4)
grad (u1 .uz) = uzgrad u, + u, grad U, (10.5)
u u, grad u, -u. gradu
grad —— = —2 L 2,u# O, (10.6)
u, u,
gradc=0; (10.7)
grad (cu) =cgrad u ; (10, 8)
d—“d(fﬁL =gradu. —%& (éncszabdly),  (10.9)

ha u (r) értelmezési tartoménya r (t) értékkészletét tartalmazza,
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A fenti szabdlyok konnyen bizonyithaték. Példdul
(10. 5) bizonyitdsa. LegyenU (z) = u g .'u (), és Aul =u, (_1:0 +AT) -

-y (r )y ué =u, (r + Ax) - u, (r ) . Az U (r) szorzat megvé4ltozdsa

»U(£0+A£_) - U(Eo) =u (£0 +A;_)u2 (£0+ AE)—_ul(Eo)uz(Eo) =
= (ul k{é)‘+Au1)(u2 (Eo)+Au2j— u (_Eo)uz(go) =

=,92 (_ro) /_\.'u1 -+'L¥1 -(_lgo)Au2 + Au] Auz =u, (—{o ) grad UI(EO)A£+
Y EQE Az Ty () eeduyr) Arw) £ Ax
4+ Au] {grad u, (50) + 62) AL,

ahol él,—é'g, 52—> 0, ha Ar—0. Innen

' U(£0+A£) -U (50)=(u2({0) grad u (50)+u1 (50) gad u, (EO»AE-I-
+£Ar_,6-*0, ha Ar -0,

ahonnan a szorzat derivélhat6sdga és (10, 5) kbvetkezik, I.
(10.9) bizonyitdsa. Ha tmegviltozik A t-vel, akkor () megvaltozésa

Ar=r {t+ At) -x(t) és u(x) megvaltozésa
Au = u(r+A1‘) -u(r)-grad uA1'+ £ . Ar .

ahol E — 0, ha Ax —)O Innen az u (r(t)) tisszetett figgvény kﬂlonbségi
hényadosa

Au d Ax EA'I:'
=grad u - + .
T8 At — At

Ha A t—0O, akkor a J;obboldﬁl'-gradu. i-hoz tart, vagyis

= lim £u =gradu.r .l
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10.2 Tétel. (Lagrange-féle kiozépértéktétel). Legyen D a kizin-
séges tér pontjainak (helyvektorainak) egy konvex
részhalmaza, ésu(r) Dminden pontjiban deriv4l-
haté skaldr-vektor fliggvény, Minden r-hez és
Arx-hez, melyre 1, (r +Ar) € Dvan 0 <% < 1
szém hogy

u(r+Ar)-u(r) =[grad u| . ax 1010

I+ War
mésszéval az 1. és r+Ax helyvektoru pontok 41-
tal meghaté.rozott egyenes-szakasznak van olyan
+9A T helyvektoru pontja, amelyben véve a

- gradiens értékét, ennek A r-rel valé skaldris

- szorzata éppen az u(r) fuggvénynek ezen a szaka-
szon tortént megviltoz4sit adja.

A tétel bizonyitisit, - minthogy az megfelel az V.Kotet, 9.1 Tétel bizonyi-
tdsanak, - az olvaséra bizzuk.

A skalédr-vektor fuggvények szemléltetése, "dbrdzoldsa" 4ltalfban
az-un, "szintfeliiletek" segitségével torténik, Megadunk egy c valds szémot
és megkeresstik a térben azokat az T pontokat, amelyekben a filggvény a
c értéket veszi fel. E pontok inértani helye a "szintfellilet”. Gyakran m4r
egy néhény "szintfeltilet" megadisa jdl szémlélteti a skaldr-vektor fllggvényt.

10.2 Definicis. - Azu (1), r e D. skalér-vektor figgvénynek a
¢ € R éri€khez tartozé szintfelilete (nivofelulete)
az

{r u@) =c, r E.D}
. halmaz.

F természetesen lehet az tires hahhaz is, (ha u(x) a ¢ értéket sehol sem

veszl fel). Nyllvénvalo, hogy minden r & D ponton egy és csak egy sziznt-
fzhilet halad keresztlil, vagyis a szlntfeli.tletek egyesitése "egyrétiien lefedi
kitolti)" a D értelmezéSL tartoményt

‘ 10; 3 Tétel. . Leg'yen azu (r), r & D skaldr-vektor fliggvény a
' nyilt és vsszeftiggé D tartomény minden pontjiban
. differencilhaté, Descartes-féle derékszbgil koor-
" dindtarendszerben az u {(r) -nek megfelelS £(x,¥,z)
" héromvé4ltozés fuggvény hiromszor folytonosan
differencié]hato azr € D pontban u(x )- c
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és grad u (1:_0 ) # O ; ekkor az Fc szintfeliiletnek
x, elég kis sugaru kérnyezetébe es6 darabja regu-
l4ris felitletdarab (ldsd 6. 2 Definlclé.)

Blzonyltds. Legyenr =x1+yj+zk'1gyf(x 'Y z)=u(r)=c.
Mivel gradu(r)—f’ (r )1+f’ (r )j+f (r)k#O ezértfharom elsG-

rendit parcidlis derivailtja kbzul legaldbb az egylk nem zérus. Legyen péld4-
ul f (r ) # 0. Az F szintfelulet egyenlete f (x,y,2) = c. Az f flggvény az

(xo,yo, zo) pontban kielégiti az implicit filggvény létezésére és differencidl-

hatésdgdra vonatkozé V. Kotet 11. 3 Tétel feltételeit, vagyis van pontosan
egy <f (x,y) folytonosan differencl4thaté fiiggvény, melynek segitségével az
Fc szintfelllet egyenlete I, esy krnyezetében a z =P (x, y) alakban adhat6

meg. Mivel { hiromszor folytonosan differenciflhaté, az V.Kotet (11, 14)
formuldbél 14thats, hogy <f is hdromszor folytonosan differenci4thaté, Ezek
szerint (14sd a (6. 10) elStt és utdn mondottakat) az

=xl+yj+ P &Nk

megaddsu feluletdarab reguléris, !

Az el6z6 tételbll kivetkezik, hogy ha az egyéb feltételek teljesiilése
mellett grad u sehol sem zérus, azu (r) skaldr-vektor fliggvény birmely
szintfelilete reguldris feltiletdarabok egyesitése Kedvez§ esetben a szint-
feliilet reguldris feltlet (1dsd 6.4 Definicié), Ha grad u nem zérus, akkor
* nemcsak azt tudjuk, hogy a szintfelillet elég kis darabja reguléris felulet-
darab, hanem ismerjilk a szintfeltilet normélvektorst is, Err6l sz6! a ki-
vetkezd

10. 4 Tétel, Ha grad u (-1:0 ) #0, akkor grad u (_1_*0 )az I, ponton
aAthaladé szintfelillet I, -beli norm4lvektora.

Blzonyitds. Legyenazu (r), r € D skalér-vektor fliggvény I, ponton

dtmené szintfelilletének egyenlete u (r) = c. Tekintsiik most ezen a szintfe-
luleten elhelyezked§ azon regulris feliileti gorbéket, melyek az I, ponton

4thaladnak. Legyen ezek egyikének egyenlete r = r(tyésx (t )= I, Miutan

e gorbe minden pontja kielégiti a szintfeliilet egyenletét, ezért u (r(t))— c.
Differencidljuk az utébbi azonossé‘g mindkét oldaldt. A (10.9) formula fel-
hasznildsival
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d
__ug;—ﬂ = grad u (z(t)). £ (1) =0,

vagyisa t =t _helyen grad u ) T (t ) = O. Minthogy r = r (t) akdrmelyik
-x, ponton dthaladé - szintfellleti gtirbe lehet, ezért az utéhbi egyenlSség
azt jelenti, hogy grad u (Eﬂ } merdleges minden r-on dthaladé felitleti gorbére, !

Az eldz6 tétel lehetSséget nyujt "implicit alakban adott felilet" nox-
malvektordnak és érintSsikjdnak egyszert meghatirozdsdra. Azt mondjuk,
hogy az F (x,v,z) = O egyenlet egy feltiletet ad meg implicit alakban, ha
minden (x,y,z) pontban, mely kielégiti az egyenletet, az F hdromvéltozés
fiiggvény hdromszor folytonosan differencidlhaté és legaldbb az egyik elsS-
rendii parcidlis derivdltja nem zérus, Ebben az esetben ugyanis az egyenlet
minden olyan pont bizonyos kdrnyezetében, mely kielégiti, egy kétvidltozés,
hdromszor folytonosan differencidlhats fiiggvényt definidl és e kornyezet-
ben éppen e kétviltozés (implicit megaddsu) fiiggvény grafikonjinak egyenie-
te, (Ldsd a (6. 10) el6tt mondottakat és az V. Kotet, 11.3 Tételt).

10. 5 Kovetkezmény. Legyen egy implicit alakban adott fellilet egyen-
lete

F (x,y,2) =0 (10.11)

és (x o' Vo zo) a feliilet egy pontja (vagyis
F&X,: Y2z J=0%ekkora feltlet (xo, ¥, 2,)-bell
normdlvektora az
[Fx(x(), yO’ Zo) ' Fy(xo' YO, zo)) Fz(xo! YO’ zo)]
(10.12)

vektor' és a fellllet e ponthoz tartozé érintSsik-
jdnak egyenlete

F)’( (x-xu)-l-F;r (y-y0)+F;(z -zo) =0, (10.13)

Bizonyitds. Tekintsitk azt a skaldr-vektor figgvényt, melyet a lerdgzitett
Descartes-féle derékszvgii koordindtarendszerben az F hdromviltozés flgg-
vény reprezentdl. A (10.11) egyenletil feliilet e skaldr-vektor filggvény szint-
feliilete, melynek normélvektora a gradiens, A gradiens azonban a (10, 3)
formula szerint éppen a (10, 12) vektor, ! :
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Legyen D a kizonséges tér pontjainak konvex részhalmaza. A kivet- .
xez6kben az u (x), £ € D skaldr-vektor fiiggvény viltozdsi sebességét vizs-
‘giljuk az értelmezési tartomdny valamelya € D pontjiban, mikézben, a=-b6l
valamely b # a, b &€ D pont irdnydban mozgunk ]elol_]uk Ar-rel azr-a '
vektort, es legyen ) :

s={riz=a+@-2t te ©O1]} (10.14)
az a és b pontokat Isszekotd szakasz. Az

u (5) -u (_a_) u (@ -u@)
- lArl

(10.13)

hényados azu =u (r) skaldr -vektor figgvény 4tlagos véltozési sehessége,

ha a-bél az értelmezési tartomény r pontjiba megyiink. E hényados fuggvény-
nek az & szakaszra vonatkozé leszukitése megadja u 4tlagos viltozdsi sebes-
ségét az s 4ltal meghatdrozott irdnyban,

10. 3 Definicié. Legyen adott az u(r}, r €D skaldr-vektor fliggvény,
' ahol D a koztnséges tér pontjainak konvex rész-
halmaza és a,b € D. A (10.15) hényados (10. 14)-
-re valé lesziikitésének hatdrértékét - mikor
r—a - azu (r) skaldr-vektor figgvény a pontbeli
s irdnyu irdnymenti deriv4ltjdnak nevezziik és

2u
> sel jelbljuk, vagyis

N u(x) - u(a)
= lim ———————— (10.16)
2s r—a lx -2l
res
10, 6 Tétel. Ha az u (x), x€ D fuggvény az a € D pontban dif-

ferencidlhaté és a (10.14)-gyel adott s < D, akkor
1étezik az a pontbell 8 irdnyu irdnymenti derivilt

és
5 ,
5o =gradu (a). e (10.17)
b -2
ahol e = 5 - al' egységvektor.



Bizonyltds, Mivel u (r) differencidlhaté é; -ban, u (r)-u(a) =grad u (g)'. (x-a)
+ £.(z-a), ahol £~0, ha xr—~~a, r €D. Legyen most (10,14) szerint
r-a=(-a)t, t €0, 1; igy

Su (@ ou(a gradu(a). (b-a)t +€ . (b-a)t
- Hm ——— = lim ‘ =
r—-a |jr-z - |b -alt
Tes t—+to
b-a b-a -
= Iim grad u (a) . + £ . )= adufa). e.!
t_,ﬁ( Bz = Te-al /¥

Megjegyezzuk hogy (10.17) megfelel az V.Kbtet (8. 19) irdnymenti
derivélt - képletének (e=cosox 1 +cos ﬂ J+cos ¥ K.

' 10.7 Tétel. ‘ A gradieng vektor abba az irdnyba mutat, amely-

' - ben a skaldr-vektor fliggvény értéke a leggyorsab-
ban nivekszik és a gradiens abszolut értéke egyen
16 a maxim4lis irinymentl derivélttal.

: Bizonﬂtés (10 17) szerint tetszﬁleges & egységvektor 4ltal adott s lxdny-
ba.u :

2 u
28

=grad u.e = Igi'ad ql l-_e_‘coscr = [grarl ul cosdf,

ahoI ¢ agrad u és ¢ 4ltal bezdrt szig. (L{zsd 10. 1 &bra). Ez akkor maxi-
mélis, ha cos CP i, @ =0, vagyis ha e a grad u irdny4ban mutat. !

© A (10, 17) formula alapjn az irﬁnymenti derlvélt szemléletessé tehe-

~ t6. A grad u(a) vektornsk megfelels egyenesszakasz legyen egy gtmb dtmé-

" r6je; agrad u (a)-val hegyessziget bezdré e vektor kijelsli a gmb egylk
a-n dtmend fék8rének a-t6l a gmb belseje felé irdnyitott szel§jét. Thales
tétele alapjén az lrénymenti derivélt nagysiga egyenl$ az a-n 4tmené e
irdnyu hur hosszédval. A grad u és e vektoron 4tfektetett sikban az lrény-
ment{ derivalt a 10, 1 4bra szerint meg is szerkeszthetS, A grad u-val tom-
pasziget bezdro irdnyokban az irdnymenti derivélt negativ, speciélisan, a
grad u-val ellentétes irdnyban minim4lis az irénymenti derivélt. A grad-u-
-ra merfleges lrdnyokban az irdnymentt derivéalt zéxus.
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A skaldr-vektor fiiggvényrdl eddig elmondottak sikvektorokkal kapcso-
latban hasonldan értelmezhetSk. Legyen most D a kétdimenziss euklideszi

10,1 dbra

tér pontjainak (helyvektorainak) egy részhalmaza; azu (r), r € D skaldr-
vektor fiiggvény minden r sikvektorhoz pontosan egy u (r) skaldr szdmot
rendel hozz4, Ha ebben a sikban az O origé mellett lerogzitjik az i, j b4-
zist és az ezen alapulé Descartes-féle derékszogll koordinitarendszert,
akkor a helyvektorok r = xi +yj alakban 4llithaték eld, ésaz u (1), t €D
skaldr -vektor nggvény azzal a kétvéltozés f(x, y) fitggvénnyel reprezentél-
hat6, melyet a kivetkez8 vsszefilggés definidl

fx,y)=uf), r€D,

ha r =xl +y]. Az u = ¢ szintfelilleteknek itt szintvonalak felelnek meg.
A gradiens-vektor (itt sikvektor) ezekre meréleges, és abba az irdnyba
mutat, amelyben a skaldr -vektor fllggvény értéke a leggyorsabban novekszik.
A "szintvonalas" térképek flyen sikbeli skalidr -eloszldst dbrdzolnak
ahol a sik minden pontjdhoz az e pont feletti tereppont tengerszint feletti
magassigdnak értéke van hozzdrendelve, s a szintvonalak az egyenld ten-
gerszint feletti magassigu pontokat kiitik dssze, A gradiens a legmerede-
kebb emelkedés irdnysba mutat.
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A skaldr-vektor fliggvény fogalma specidlisan egydimenziés térre is
lesziikithet§ (pl. vékony egyenes rudban fellép§ h6mérsékleteloszlds) és
rogzitett koordindtarendszerben a megad4dsa egy egyviltozés filggvény mega -
déséval ekvivalens; de ugyanugy KkiterjeszthetS n dimenzigs térre is.

10.2 Példa. A 10,1 Példdban szerepl§ u= —-I-i—l formuldval értelmezett
skaldr -vektor fiiggvény szintfeluletel orlgs kﬁ;épponm koncentrikus gtmb-
felilletek.

3

a
gradu = (x2 +y2 +zz) 2 (-xi -yj-zk)=

(10.18)

10.2 4bra

grad u irdnya tehdt ellentétes r irdnydval, A skaldreloszlds maximélls v4l-
tozdsl sebességének nagysiga az r ponthan [ grad u|= az orig6tdl

]
méxt tdvolsdg négyzetével forditva aradnyos.

10.3 Példa. Meghatdrozzuk az u =a r; (a # O 4lland6 vektor) skaldr-vektor
figgvény szintfeltileteit és gradiensét.

- 99 -



u = c illands, haa.r =c=ar_ , ahol x
: == -0 ]

a]kalmaéan vélasztott vektor,. vagylshaa (xr ~ I, )=0

du
dr a
a szintfelilletek normélvektora, mely ebben az esetben a 10,1 Definicl6
alapj4n kaphat6. Ugyanis minden r pontban minden Ayr megvéltozdsra

Tehﬁ_t a. szintfeliiletek a-ra merﬁ’!eges sikok. A gradines-vektor

wWr+An-u@) =a. ¢+ An -ar=aAr+0AIx.

11. Tenzoralgebra

Az euklideszl teret Snmagéba leképez$ fliggvényeknek egy alapvet§ |
osztily4dval, a linedris operdtorokkal, a tenzorokkal, (a tenzor a rugalmasség-_;
tani alkalmaz4sokbél kélcstnvett kifejezés, tensio = fesziiltség, latin) mir
a 111, Kotet Otodik fejezetében részletesen foglalkoztunk, Ott a tirgyaldst
az n-dimenzids valos E® euklideszi térben végeztik. Most az alkalmazdsok-
ra valé tekintettel a hdromdimenziés kozonséges eulideszl térben fogunk
maradni, Ebben az ET térre kimondott eredmények érvényben maraddsa
mellett még specidlis - csak E3 -ra jellem=z6 és az alkalmazdsokban fontos
szerepet betolt§ - sszefliggések 1épnek fel. A vektorokat jelsls betiiket eb-
ben a kotetben, eddig, kényelmi okokbél csak egyszer huztuk ald. Ebben a
pontban &g helyenként a kés6bbiekben is a vektort kétszer huzzuk ald azért,
hogy az adott bdzisban 8t reprezentils osztlopvektort6l megkiflbnbbztessik.

A tenzorrél szemléletes képet ugy kaphatunk, ha a tér x "tdrgyvekto-
ralnak” halmazghoz hozzérendelt y "képvektorok” halmaz4t vizsgiljuk.

A tenzor homogén linearitisa miatt elegend§ az E3 térben tetszblegesen
rigzitett e, & & ortonorm4lt bizis vektorathoz hozzérendelt képvektorok
vlzsgé.lata. Ugyanis, mint a HI. Kotet 18, pontj4ban littuk, az

-.2k=Agk' k=1,2,3

jeltléssel egy tetszleges x = Z X & vektor y képvektora a lerbgzi-
tett bézisban - k7l - -

3

x=4 Zxk-k Z"k“f Z =t

k=1

Il?'

alakban irhat6 fel. Ha az 2 vektorokat ismerjiik, y-t is ismerjik. Az g:k
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vektorokat ezért - rigzitett bézisban -a tenzor vektorkomponenseinek ne-
vezzik. Ha : :

akkor
l =
Ko
) )
%81
A
B E.
T

11,1 4bra

Mint a [II. K&tetben littuk, rdigzitett bdzishan mindenix, tenzorhoz
egy A métrixot rendelheétiink hozz4. A hozzdrendelés egy-egyértelmﬂ Az A
_ tenzorhoz tartozé A métrix az el6bbi jelslésekkel éppen az A [ a, ] mét-

rix. A oszlopal tehdt éppen az =ak vektoroknak az adott bézisban megfe1e16

oszlopvektorok jelben ha az adott bézlsbanA A és 8= —k k=123,
akkorA— [al, 8y 3] :
: A tenzor tulajdonsdgal a bizls vilasztis4dtol mggetlen tulajdonségok

ugyan, az dlkalmaz4sokban a tenzor mégls leggyakrabban komponenseiben,
111, ‘métrix-alakban jelenik meg. Ezek a komponensek a vélasztott bizistcl
fiiggenek, Szédmunkra a tenzorok bazistél fuggetlen tulajdonsdgal a legfon~

_tosabbak. Ezeknek a-meghatdrozdséra két ut kinilkozik. A tulajdonségokat,
relécickat vagy bizlsmentesen értelmezzik, vagy ha komponensek segitsé-
gével értelmeztilk, akkor meg kell mutatnunk, hogy ez a bézis -vélasztéstol
figgetlen, Az alébbiakban mindkét mddszert hasznﬁlju.k
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11,1 Példa. Egységtenzor. Az E egységtenzor minden x vektorhoz tnma-
gét rendell:

Minden bizisban E E , ahol E a harmadrendi egységmétrix. E szim-
metrlkus, mert -

@ B 5)=( 1= (5 1) =(5, E ;).

{(x;, r,) Jeloll a két vektor skaldrls szorzatdt), E -nek minden vektor sa-
jdtvektora, de csak egy sajitértéke van, A\ =1,

11.2 Példa, Nulltenzor. A O, nulltenzor minden vektorhoz a nullvektort
rendeli: Q r =9 . Minden bézisban Q 20, ahol Q a harmadrendt zérus-
métrix,

ﬁ nulltenzornak minden vektor sajitvektora, de csak egy sajitértéke
van, = 0.

11.3 Példa, Di4d, Legyeneka, b € E3 nem zérusvektorok. a o b-vel je-

jbljuk és diddnak nevezzuk azt a tenzort, mely minden r vektorhoz az

o

a0

el

-1'_=

N

®. 1) (il.1)

vektort rendeli.

Konnyen bel4dthat6, hogy a di4d valéban tenzor. Ugyanis a skaldris

szorzat és a skaldrral vals szorzis tulajdonsigai alapjdn minden I L

vektorra és < c2 szZimra

@ob)leyly +epp) =2k, cyr) +eyry)
=clg=' £1)+ng—=, '.F:Z) =

=2
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A (11.1) formuldbol kiolvashats az is, hogy az a o b di4d minden vek-
tort a irdnyu vektorba visz 4t, tehdt elfajulé. E szerint a az a o b didd sa-
]étve_Etora s ahozzdtartoz6 sajatériék az (a, b) skaldris szar7nt. Ezen-
kivul - mivel a didd a b-re meré6leges vektorokat a nullvektorba viszl 4t -
a b-re meréleges vektorok 1s sajatvektorok O sajdtértékkel. A b-re mers-
1eges sik tehat "sajdtsik”. (2 dimenziés invaridns altér, Ldsd II. Kitet,
18. 4 Definici6.) Ebben a sikban kivélaszthato két egymésra mer6leges sa-
Jitvektor. Harmadik - ezekre merdleges - sajitvektor dltaldban nincs, te-
hét a diid 4ltaldban nem szimmetrikus tenzor. Ha azonban allb, akkor
szimmetrikus is: van hirom egymésra ortogondlis sajitvektora,

Ha az N 32, 33 ortonormdélt bdzisban

R
] [\/IW
e
"
Mo
o
Camie
Ho
\u..
&
o
=1

i=1
3
(iolz)gk=g=,_g_lg=bk?__= Z aibkg!, k= 12,3
1i=1
vagyls
~ T 4
a o g = a, bl alb2 alb3 (11, 2)
a b
a0 2% %P
a3b1 a3b2 a3b3
- pu

(V.s. IIL. Kotet, (3.13)).

11. 4 Példa. a kereszt. Legyenga # O vektor. Azt a tenzort, mely minden
I vektorhoz az . & X I vektort rendelt, a “a keresztmek nevezzilkk, a x valéban
tenzor Ez kovetkezik a vektoridlis szorzat disztributlvitds4bel és a III,
Kttet, (2,10) formuldjdbél: ax (c r + c2 _2) = c1 ax rl + <, axr2 min-

den rl _1;2 vektorra és <) c2 szémra.

a x minden r vektort a-ra merfleges vektorba viszl 4t. Az a-ra me-
rﬁleges vektorok Invaridns alteret képeznek, de ebben egyetlen sajétvektor
sincs. Maga az a vektor sajitvektor A = o sajftértékkel,

Haazeg,, & 3 jobbrendszert alkot6 ortonormi4lt b4zisban
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vagyis
=-a,e,+a.e [ o]
X8 " 88T 5
. a ’
3
=a e, -a,e [-a, |
a%e, "1 5375 3
. 0 y
axe,=-ae, ta g = ay ]
-a .
o
Ezek szerlnt
ax¥® 0 -a, a . ,
= . :3 2 (11.3) .
-a2> a, o

(11, 3)-b6? 14thate; hogy & X méitrixa antlszimmetrikus métrix. a x el-
fajulé tenzor, mitrixa szinguldris.

(11, 3)-bél is 14that6, de kbzvetlentil megmutatjuk hogy az a X tenzor
antiszimmetrikus (14sd III. Kotet, 20.1 Definlci6). Ugyanis minden L és

vektorra a vegyesszorzat III. Kotet (2, 14) tula_jdonséga alapjdn
& gxgz) = r = (_2__1)--(12 ax x,)
Ennek az 4llitisnak a megforditisa is igaz. ﬁrvényes a

11.1 Tétel. ' Legyen Z_ antiszimmet:rikus tenzor, Van egy és
: _ csak egy gvektor hogy minden ¢ ¢ g3 -ra '



vagyls

X,

Z =

I

Bizonyitdis. Legyen az &1 &y 23 (jobbrendszert alkot6) ortonormilt b4-
zisban Z =Z = [zik] . Z_antlszimmetrikus mitrix, vagyis Z =0
i=1,2,3és Zyy = “Fyp 1 # k. Vezessitk be az a, = z32 = - 2:23, 32 = 213=

" Zg o ag =%, = “Zp, jeltléseket, E jelolésekkel a Z miétrix a (11.3)

alakot veszi fel és minden L = T vektorra

~ ~

Il

Zr=axr¥axg, (11.4)

ahola=a Belattuk, hogy a tetszllegesen rbgzitett g

18T 2878y &
k= 1,2, 3 bézisban tallhaté Z - hez a vektor ugy, hogy a (11, 4) azonosséig
fennélljon Be kell bizonyitanunk hogy a vdlasztisa nem filgg a bizist6l.

Legyen , k =1,2,3 egy mésik ortonormélt b4zis és M az el6z6, lil. az

utsbbl bézis kozottl transzformécid ortogondlls métrixa, Legyen tovdbb4 az
uf bdzisban Z = Z ill, a= a Ekkor (ldsd III, Kotet, (17.23), ill. (18.16))

a=M'a, . Z=MZM,

N~

ZT=(M ZM)M' £)=M (Z)=M @xr)=axz ,

ahol ax r = a X T az uj bézlsban, Mivel azonban az uj bdzisban a x =
=axT, azt kapjuk, hogy Z T= a xr ahol 2 —a az uj bizisban, Az egyér-
telmiiség 1s ktnnyen beldthats, Tegyuk fel ugya.nis, hogy Z -hez két vektor
tartozik ugy, hogy fenndll a

Zr=2

=1x__g és Zr=

o
”H

2
azonossig. Kivondssal és rendezéssel azt kapjuk, hogy

-~

o={a, -
=

3 "a)xr

!&ﬂ
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minden r vektorra. Ez csak ugy lehetséges, ha gl - gz = g, teh4t 2,73, .

11,1 Definicié. Legyen Z antiszimmetrikus tenzor €s a az az egy-

’ értelmiien meghatirozott vektor, melyre Z=ax
az a vektor kétszeresét, a w =23 vektort Z vek-
torinvarié.nsé.nak nevezzik, Misszoval a Zz antiszim -
metrikus tenzor vektorinvariinsa az a w vektor,
melyre fennill a

]
—

£=

£
»
I+

{11.5)

b

azonosség.

Tudjuk (Iisd III. Kotet, 20,2 Tétel), hogy minden tenzor egyértelmilen
felbonthat6 egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus tenzor tsszegére.

11, 2 Definicié. Egy tetszf8leges tenzor vektorinvaridnsdnak a ten-
zor antiszimmetrikus részének vektorinvaridnsit
nevezzik.

11,5 Példa, Tekintsik azt az M izometrikus tenzort (14s¢ 111, Kotet, 20,2
Definici6), melynek itrixa axz L1k bidzisban

1
M=z 12 -1 2
1 -2 -2
2 2 -1

Ennek antiszimmetrikus része

1
3 0 -1 0

1 o -2
0 2 0

tehdt vektorinvaridnsinak fele
e =5 (214 k) .

Szdmolédssal meggy8zdhetiink arrél, hogy a egyuttal M sajitvektora is
A=1 sajitértékkel, (M a =3), vagyls mivel M egy merevtest-szeri for-
gatdst jelent, ezért a a forgdstengely irdnyvektora. Ugyancsak meggy6z6d-
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hetink arr¢l is, hogy M az a és { vektorok 4ltal kifeszitet: sikot az 2 és,
2= —é- 2L+ 1+ 2k) 4ltal (il az M ‘e izor elst vektorkomponense) kife-
szitett sikba képez! 1~, EbbS! az elfordulds sztge is :aegéllapithaté. A tdrgy-

sik normdlisa ugyanis n =ax d= 13 -, a képsik normélisa

.\
'_[::s

1 » 8y) 2
n,=axa = 5 (4-2j+20; cosO(=':-—_§;|—= - T3

=
!

11,2 Tétel, Legyen azA tenzor vektorinvaridnsa w; ekkor
minden 2 és b vektorra fenn4ll az

-

2 wh)= @ A D) - (b 4 2) (L6

azonossdg, ahol a baloldalon a hdrom vektor ve-
gyesszorzata 411,

Bizonyitds. Legyen A =S +Z, ahol S szimmetrikus, Z pedig antiszimmet-
rikus tenzor (ldsd IHl, Kotet, 20,2 Tétel).

=
>
=
1
o
[
®
g
1l
l|en
[{|=n
]
&
15}
=]
+
%)
(1]
=
1
o
I

a) .

Felhasznélva a szimmetrikus, ill, az antiszimmetrikus tenzor definicisjit
(III. Kotet, (19.3) ill. (20.1)), tovdbb4 (11, 5)-6t

@ AD -0, A2)=2@ ZD =@ wxb. |

Az alkalmazisokban igen fontos szerep jut tenzor vektor:nvaridnsdnak
és az aldbbiakban defini4l4sra kerill§ skaldrinvaridnsoknak, Valamely ten-
zor sajitértékelit bizist6l fuggetlenil értelmeztik, a sajitértikek (a komp-
lex sajitértékek is) a bézistdl fuggetlen "invaridnsok™ (Idsd III, Kotet, 18.4,
18.5 Tétel és 18, 6 Ktvetkezmény). Ezen azt értijiik, hogy a tenzort kiilénbs-
z§ bdzisokban reprezentdlé mitrixok sajitértékeinek halmaza (multiplicits-
sokkal egylitt) ugyanaz, A tenzor sajitértékeinek halmaza (multiplicitdsok-
kal egylitt) a tenzornak a bizistél fiiggetlen invaridnsa, s ugyancsak invaridns
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a multdplicitdsokkal vett sajitértékek bdrmely szimmetrikus kifejezése is,
Ezek ktzll a legfontosabbakra vonatkozik a ktvetkezd

11. 3 Definicis. Legyenek az A tetszlleges tenzor sajitértékei
)\1, } )\ (ezek kozott egyenlSk, ill, komp-

lexek is 1ehemek); az

i, = Sp _é=>\l+>\2 )\3 1.7

szimot a tenzor els§ skaldrinvaridnsdnak, (az
A tenzor nyomiénak, spurjinak), az

=.)\1)\2+ )\1 Agh A, )\3 (11.8)

szdmot A mdsodik skaldrinvaridnsdnak, az

’111:)‘1)\2 )\3 (11.9)

szdmot A harmadik skaldrinvaridnsdnak nevezzik.

11, 3 Tétel. Jeloljuk az A tenzox A A métrixdnak elemeit
valamely rogzitett ortonormélt bdzisban a - val,

az ezekhez tartozé eljeles aldetermindnsokat
Dik-val, A karakterisztikus egyenletét

(A- A E)=0-val, ennek (A -AE) =0-val ennek
gybkeit A, 3\2, .7\3-ma1; akkor

= )\1+ A2+ >\3= all+a22 +a33 , {11.10)
1-)\ )\+)\ AgtA, Ay =D, 4D, D,

(11.11)

1111=>‘1>‘2>\3 = det A . (11.12)

Bizonyitds. A karakterisztikus egyenlet részletes felirdsa, a determinédns
{els8 sor szerinti) kifejtése, annak A hatvényal szerint val6é rendezése
utdn, a Vieta-formuldk (III. Koétet, 7.8 Tétel) alkalmazdsival az 4llitds ado-
dik, !
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Meglegyezzilk, hogy b4r a tenzor sajitértékel kbzitt komplex szdmok
is lehetnek, mindhdrom skaldrinvaridns valss szdm. Ez (11.10)-(11.12)~
-b8l azonnal kovetkezik, hiszen a tenzor mdatrixa valss elemil., Kovetkezlk
azonban a (11.7)-(11.9) definidlé formuldkbdl is, ha figyelembe vessziik,
hogy vagy mindhdrom sajitérték valds, vagy az egyik valés, a miésik kett§
pedig konjugdlt komplex,

11.4 Kovetkezmény. A tenzor els§ skaldrinvaridnsa megyezik
szimmetrikus részének els8 skaldrinvaridnss-
val,

A tenzor harmadik skaldrinvaridnsdnak szemléletes jelentése van,
Régzitett ortonormdlt bizlsban a bdzisvektorok egy T0 kockit feszitenek

ki, melynek térfogata mes T0 =1, Eztaz A ‘E’A tenzor egy A (To) raralle-

lepipedonxa képezi le (14sd 11.1 4brit) melynek térfogata a tenzor vektor-
komponenseinek vegyesszorzata: mes A (To) = (gl 2, gs) =detA =1 o

A tetszlleges a T a, ggh, < = ¢ nem komplandris vektorok 4ltal kifeszi-

tett T parallelepipedon térfogata
mesT= [@bg) = |det B|, ahol B=[a,b,c].
A képvektorok 4ltal kifeszitett A (T)"képparallelepipedon” térfogata:

mes A (T)=|(Aa, Ab, Ag)|=|det [Aa, Ab, Ac]| =

=] det(ﬁ.lB)I = ldet_z}_det §I=| det_ﬁ_x_lmesT.
Tehat )
mes A (T)
el =l det & | = =

a térfogattorzulds mértéke. (Ha iIII pozitiv, akkor a tenzor jobbrendszer-

tart6, vagyis jobbrendszert alkoté vektorckat jobbrendszerbe viszi 4t; ha
iIII negatly, akkor jobbrendszert alkoté vektorok képel halrendszert alkot-

nak).

11,6 Péida, Antlszimmetrikus tenzor els§, 111. harmadik skaldrinvaridn-
sa nulla, mert a f6diagondlisdban csupa nulla 411, illetve mert a 11.1 Tétel
szerint az antiszimmetrikus tenzor egy rigzitett vektorral vald vektorislis
szorzdsnak felel meg, és igy minden vektort egy sikba visz 4t, elfajuls,
determindnsa nulla,
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11,7 Példa, Forogjon a merev test az origén 4thalado e egyenes kdrtl 4l-
land6 (W) sztgsebességgel. Az e egyenes egység Irdnyvektordt e - t irdnyit-
suk ugy, hogy e -vel szembe nézve a merev test pontjai pozitiv irdnyu for-
gdst végezzenek a tengely kiril. A merev test tetszSleges r helyvektoru
pontjinak (vonalmentl) sebessége az (J sztgsebesség és a tengelytSl mért
tivolsdg (l4sd 11,2 4bra) szorzata, vagyls W]z |sinP ,ahol < azx és
e vektorok 4ltal bezdrt szbg. Az x pont ¥ sebességvektora e és z sikjdra
merGleges és az e, 1, v vektorok Jobbrends zert alkotnak, Az w= we vek-

tort szﬁgsebesség vektornak nevezzik.

11, 2 &bra

Az elfbblek szerint

¥=

e
]

Az () x tenzor tehdt a forgé merey test minden pontjdhoz (a pont helyvek-
tordhoz) hozzérendell a pontbeli sebességvektort.

11,8 Példa, Ebben a péld4bin megmutatjuk, hogyan lehet egy rugalmas test
dllapotit a test tetszbleges pontjdban egy tenzorral az un. "feszilltségtenzor-
ral” megadni. Legyen L2 test egy tetszlleges pontja és S az L, Donton 4t~

halads, kis, mérhetS terilletil siktartomény, melynek egység normélvektora,
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A rugalmas igénybevételnek kitett testnek az a része, mely felé 1 mutat, az
S tartomdény egységnyi teriletil darabjdra P () erfvel hat, Ezta M) erdt
feszilltségnek nevezzik (B(n) 4ltaldban nem parhuzamos n-nel), A teljes

S siklapra hat6 rugalmas er6 mes S . B (n) Vegyiik fel a térben az [N

& 3 ortonormélt bdzist, és legyen S most olyan _5_0 ~on ithaladé hdromsztg-
lap, melynek oldalai pdrhuzamosak a "koordindtasikokkal". Egés=zitsik ki
S-et egy tetraéderré ugy, hogy a tetraéder hdrom S-t6l kiilonbsz6 lapja

rendre pirhuzamos legyen az £ 8y 828, 8 3’ i, az gs, & vektorok sik-

jdval (l4sd 11,3 4bra), A tetraéder "héts6"”, "baloldall”, ill. "als6" lapja
legyen Sl’ SZ' S,. Ezeknek a tetraéderbdl kifelé mutats norm4l egységvek-

3
torai rendre gy &y il &5 A tetraéder 4ltal hatdrolt térrészt jeldl-

juk V-vel, V térfogatit mes, V-vel, A tetraéder Sk lapjira a rugalmas test-

3
nek a tetraéderen kiviili része a - mes Sk gk erdvel hat, ahol gk =p (gk)
aze, normélvektoru sikdarabon a feszilltség. Legyen a test slirisége §,

a testre hat6 itomegerd (nehézségl exd) £ és a tetraéder gyorsuldsa a. Ekkor
a mozgésegyenlet

i g mes3V+mesSg(g)- E mes Skgk = _3_.__9 mesav.

Az Sk hdromszbg az S hdromszdg vetillete az & normilvektoru sikra, ezért

mes S. =mes S cos(xj._, e k=1,2,3.

k =l()’

Ezt az sszefliggést k&s6bb 4ltaldnosabb esetre igazoljuk (ldsd a 14.2 Segéd-
tételt €s az utdna kivetkez§ megjegyzést); ebben a speclédlis esetben az

i

11,3 4bra -
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olvasé maga 1s ktnnyen igazolthatia. Igy a mozgédsegyenlet az

3
(i —g) 8 mes3V+mes S _(g(g) - E 2—1{ COS(E_I_, gk = O
k=1
alakot veszl fel, Osszuk el az utébbi egyenletet mes S-sel és zsugorodjék
az S hiromszég az L, pontra ugy, hogy a hdromsztg oldalainak ardnya v4l-
tozatlan maradjon. Ekkor természetesen a V tetraéder-test is X -ra zsugo-

rodlk és mivel mes V = 1 h mes S, ahol h a tetraéder zérushoz tarté

3 3
magasséga
mes, vV
1im O.
mes S
Azt kapjuk tehit, hogy
P (g) = E B cos (g, gk) . (11.13)
k=1

Vezessik be a ktvetkez§ jeltléseket: E: P

B =

Ii=

3
P& = g & o

3
i=1 k=1

ahol n, = cos (n, ¢, ) az n egységvektor irdnykoszinusza, vagyis
nk = =k =

4 = = T a=
B SR = [Pyf|r k=123 z=1 o
Pox By
p3k ’ n3
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tovidbba
(11.14)

E jelslésekkel az adott bdzisban az n egység normélvektoru sik4ll4s-
hoz tartozé p feszilltség

p=P 1. (11.15)

Az adott bizisban joggal nevezhetjilk a P métrixot fesziiltségm4trix-
nak, mivel minden n egységvektorra Pn az n 4lldsu sikra hat6 feszliltség.
P oszlopvektorai a bézisvektorok 4ltal meghaté_rozott sikdllisokra hat6 fe-
‘szilltségek. Megmutatjuk, hogy P egy olyan tenzor métrixa. amely bézis-
t6l fﬂggetlenul Jellemzi a test adott pontjiban a feszilltségillapotot. Vezes-
sk be az uJ_Ql - __3 ortonormélt bizist, Ebben a bdzisban az elbbi

levezetés 1épésril 1épésre megismételhets. Legyen g 8z gk-hoz tartozs
feszilltség; ekkor a p (n) -et el§4llit6 (11.13)-mal analég sszefiiggés

3

p@ = 1<Z=1 g, cos @, ’ez“k) ) (11.16)

A régirfl az uj bdzisra valg 4ttérés transzformécié métrixa legyen az M
ortogonélis mitrix (14sd III. Kotet, (17.17)). Az yj bézisban n legyen E_P_'

z_x o, 9= _qkésa (11.14) -gyel analogmétrixg [9'1 9-2 513] .
Ekkor (11. 16)-nak (11, 15)-tel anal6g 4tirdsa

-~ o~

=Qn. (11.17)

Azonban a II. Kbotet, (17, 23) transzformdciés formula alapjin

B=M p. T =M a.

Az utébbi kifejezéseket (11, 17)-be helyettesitve

~
Mp=Q Mn,
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vagy M-mel balrol szorozva és Ill. Kbtet, (17.22)-t felhaszndlva

2=M§M’ n.

Vonjuk ki az utébbl egyenldséget (11, 15)-b6l, kapjuk, hogy

®-MQMp=0

minden u egyseyvektor-a, vagyis a zdréjelben 4116 métrix a zérusmdtrix.
Ezek szprht =M Q M’ , vagy balrel M’ -vel és jobbr¢i M -mel szorozva

o~

Q=M EM.

Az utobbi egyenlfséget III. Kotet, (18.16)-tal Usszehasonlitva azt latjuk,
hogy P ill. Q ugyanazon tenzor koordinftamétrixaarégi, ill, az uj bdzis-
ban. Ezek utdn mondhatjuk, hegy & rugalmas test minder pontjiban valéban
1étezik egy bézistdl luggetien, kizdrolag a test fesziiltségl 4llapotitdl fiigpd :
(1. azt meghatdrozd) £ feszilltségtenzor. Minden n egységvektorra a Pn vek- -
tor az n 4ltal adott sikélldshoz tartozé 1esziltség vektor, ’

12. Vektor-vektor fiiggvénvex. A derivalttenzor

A fizikal (mechanikai) jelenségek térbeli lelrdséra alkalmas fliggvé-
nyek kozill az el6z8 pontban a linedris operédtorokai (tenzorokat) vizsgéltuk.
Igen fontosak azonban az euklideszi teret snmagéba leképez§ filggvények
kozil azok is, melyek maguk nem linedrisak ugyan, de linedrisakkal meg-
kozelithetSk. Ebben a pontban a nem homogén linedris vektor -vektor fiigg-
vényekkel, vektormezbkkel foglalkozunk, Ilyen figgvények irjik le pl. rog-
zitett idSponthan a folyadékok, gizok dramlds-viszonyait, az elektromos,
migneses, graviticiés erftereket sth.

A matematikdnak a vektorviltozds fuggvényekkel foglalkozs 4ga, a
vektoranalizis, a matematika és 2 mechanika kapcsolatinak klasszikus te-
rtilete, Problémdirsl - mint az eldbb felsorolt példik is mutatjdk - tobbnyi-
re konnyen felismerlietd a mechanikai szirmazés,

Tovébbl tdrgyaldsaink sorén 4ltaldban lertgzitjikk az origét és a pon-
tokat helyvektoraikkal azonositjuk.

Legyen D a kiztnséges tér pontjainak (helyvektorainak) egy részhal-
maza: a ¥ (1), r € D filggvényr vektor -vektor figgvénynek (vektormezfnek,
vektoreloszl4snak) nevezzlk, ha minden r € D vektorhoz pontosan egy
¥ (z) vektort rendel hozzi.

Ha a térben lexigzitiilkk az O origé mellett az e

, €, ortonorméit

& & &3
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bézist és az ezen alapulé Descartes-féle derékszbgi koordinitarendszert,
akkor az r helyvektor egyértelmtien elf4llithat6 r = xe, t7e, +ze, , ésa
v vektor a

vir) = A (e e +v (r) e2+v3(_) e =
=V, (6 Y Z)e v, (Y, 2) 6y + Y (X, Y, zZ) €, =Y (X.7, 2)

alakban, Az itt szerepls \f @, A (@), A& (r) fuggvény- x a 10. pontbol is-

mert skaldr-vektor figgvények (adott bdzisban). Igy azt is mondhatjuk,

hogy rigzitett koordindtarendszerben egy vektor-vektor fliggvény megadésa
hérom darab hiromv4ltozés (vagy skaldr-vektor) fiiggveny megadéséval
ekvivalens. Itt is hangsulyozzuk azonban hogy a v (1), r < D filggvény meg-
adésa az adott fizikal mennyiség térbeli eloszl4sat (4s az origé megvilasz-
tdsdt) tilkkrozl, ezzel szemben a v (@), v, (x) v, (£) fliggvénvhirmas a koor-

dindtarendszer esetlegességét 13.

A vektor -vektor filggvények szemléltetéséie azok a gbrbék a legalkal-
masabbak, melyek érint§! a tér minden pontjiban pirhuzamosak a girbe-
ponthoz rendelt vektorral, Ezeket a girbéket vektorvonalaknak nevezzik,

A vektorvonalak csupdn a vektormez6 irdny4rel adnak szemléletes képet.

A vektorr 2z6nek nemcsak irdnyirdl, de nagysigirdl is szemléletes képet
adnak ax un, erdvonalak (4ramvonalak), Ezekhez a kivetkezGképpen jutunk
el: a vektorvonalak kozil csak néhdnyat "rajzolunk meg™ olyan médon, hogy
a meyj,maradé vektorvonalak (erSvonalak, dramvcazlek) siiriisége ardnyos
legy.n a vektormez6 nagysdgdval., Ezen azt értjuk, hogy ha az L, ponthoz

rendelt vektor ¥, =Y (3:_0 ), akkor a v, ra merSleges egvségnyl teriiletil fe-
luletdarabon | Y | szému erévonal (4ramvonal) halad 4t.

Nem homogén-linedris vektor-vektor figgvényekkel mir eddig is ta-
ldlkoztunk, Az u (x) derivdlhato skaldr-vektor filggvények derivéltvektora,
a gradiens vektor ugyanis a hely filggvénye, vagyis vektor -vektor flggvény.

12,1 Példa, Av (x)= 3L (V.5. a (10, 18) formuléval) vektor -vektor

r
figgvény az origsban elhel_y-ezett pontszeril, egységnyl pozitiv elektromos
toltés 4ltal keltett erbtér térer6sségét irja le, vagyls v (r) az az er6, mely-
lyel az er6tér az r pontba helyezett pozitiv egységnyl toltést taszitja. Jellem-
z§ és fontos tulajdonséga, hogy a (10, 18) formuldval leirt gradiens-fiigg-

vény (-1)-szerese. Abszolut értéke

l XI= '—2— ' (12. 1)



vagyls az ex$ a tivolsdg négyzetével forditva ardnyos. v|| r miatt a vektor-
vonalak origébél kitndulé félegyenesek. Az er6vonalak stiriisége olyan, hogy
az orig6 kvzéppontu 1 cm sugaru gbmb feltletén 4 IT szdmu erSvonal halad
4t. Nagyon fontos és jellemz8 tulajdonsdga, hogy bdrmilyen R > O-ra az
origé kizéppontu, R sugaru gtmb feliiletén az origéban elhelyezett toltés-
b6l kiindulé 4 T szdmu erfvonal halad 4t, Az erdvonalak szdma ugyanis

[v |szorozva a gomb felszinével, vagyis 12 4R =4 T . Azers-
R
vonalak szdma R ndvekedésével nem szaporodik és nem cstkken.

& X L
12,2 Péida. v{@¥)=c — 5 (12.2)

bz |
rigzitett koordindtarendszerben a z tengely mentén halad6, végtelen hosszu-
nak gondolt vezet§ mégneses texét irja le, ha a vezetében elektromos dram

folylk. Ez a vektormez6 a z-tengelyre merfleges sikokon azonos elogzldst
mutat, ezért elegend8 a =z = 0 sikban vizsgdlni.

-y .e_l txe,

¥y=c '—-—2——2—2— . (12.3)
X +y
= ——LT a z tengelytfl mért tdvolsdggal forditva ardnyos. v L r
(x2 +y2)5

ésv.l &, miatt vektorvonalai "vizszintes™ koncentrikus korok, melyek ko-
zéppontja a z tengelyen van. Az erfvonalak siirisége az origétsl tévolodva
cstkken,

12. 1 Definicio. Legyen az a ponta v (r), r & D vektor-vektor
fuggvény D értelmezési tartomédnyédnak torléddsi
pontja, Azt mondjuk, hogy v hatdrértéke aza
pontban b, szimbolikus jeloléssel

lim K(E) = P_ ’
z—a

ha b minden Kb ktrnyezetéhez van a -nak olyan
K a kdrnye zete-,_ hogy minden

r€E (KE\ {a})ND-re v(DE KE., |
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12, 2 Definicio. Azt mondjuk, hogy a vy (x), r € D fliggvény az
a € D helyen folytonos, ha létezik a lim v (x) ha-
r—»3a

tirérték, ésy (@) =lim v (r).
T»>2a

A hatdrérxtéknek és folytonossdgnak az egyparaméteres vektor-askaldr
fuggvények mintdjdra £-nal és d -val val6é megfogalmazisat, a vektor-vek-
tor figgvények Bsszege, killonbsége, gkaldrral val6, valamint skaldris és
vektoridlis szorzata folytonossdgdnak bizonyitdsit az olvaséra bizzuk,

Mint a vektor-skaldr fiiggvényeknél, itt {s érvényes, hogy ¥ (x) foly-
tonossdgibdl kvetkezik koordindtdinak folytonossédga és vigzont.

12. 3 Definicid, Azt mondjuk, hogyay (x), r € DaHC D hal-
mazon folytonos, ha ¥ (x) folytonos minden r € H
helyen. )

Az elfzfkben targyalt figgvénytipusokndl, azegy~ és tibbviltozés va-
16s fliggvényeknél, a vektor-skaldr és a skaldr-vektor figgvényeknél fontos
kérdés volt az, hogy vajjon egy pont kirnyezetében a fiiggvény kizelithets-
-e linedris fgpvénnyel (a figgvény megvéltozisa homogén linedris filggvény-
nyel), vagyls differenciflhat6-e. A vektor-vektor fliggvények kizitt is ki~
léntsen fontosak azok, melyek linedris vektor-vektor filggvénnyel megkt-
zelithetdk: derivdlhaték,

12, 4 Definicio. Av (1), r € D-vektor-vektor fuggvényt a D tar-
tomény x, € D torléddsi pontjiban differenciiltha~

tonak (derivdlhatongk) mondjuk, ha megvéltozdsa
tetgz8leges (x + & 1) € D-te a kivetkezb alak-
ban irhat6 fel:

A=Y EFrAD -V )= AAL+
+® (onor (12.4)

ahol az A tenzor nem fiigg Ar-t6lés a © tenzor
a zérustenzorhoz tart® (Ar})—>0, haar —o,

Ekkor 4 = A (3:0 }-t a ¥ (1) vektor-vektor figgvény I, -beli derivéltten-

zorinak ﬁevezzuk. Jeltlések:
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A g% szimbélum annak ellenére haszndlatos a derlvilt jeltlésére. = .ov

a A_IE_— -rel val6 osztds nem értelmezhetd.

Meg kell mondanunk, mit értink azon, hogy a Ax vektortdl filggd
_@_ tenzor zérushoz tart, ha A tart zérushoz, Ezen a kovetkezft értjik:
Tinden € >o-hoz van &(&E) > o, hogyha 0 < {Aar |4 (£ ), akkor
minden e egységvektorra [© (Ar)e|<& . Emnek a meghatdrozdsnak
az alapjén a 12.4 Definicidban a (12.4) egyenlfség jobb oldaldnak mésodik
tagjéra tett kikttés a ktvetkezSképpen is megfogalmazhatd. @(ar) Ax

olyan vektoxr, mely |A£ [- rel osztvals zérushoz tart, ha A x tart zérushoz,

A (12.4) formula jobb oldaldnak els6 tagjit, a novekmény férészét,
v differenciéljdnak nevezztik és dv-vel jeloljuk:

v = A Ar,
(vagy a dr = Ax jeltléssel dv = A dr).
Bebizonyitjuk, hogy ha a v (r), r &€ D vektor-vektor fuggvény az I,

pontban derivilhat6, akkor derlvélttenzora egyértelmiien meg van hatiroz-
va, Tegyiik fel ugyanis, hogy

v + A -y )=A, Dr+ (21 Ax és
Y, + AD-Y (@ A, O + Q, Ar

ahol __@__1 —0, @2'—“* 0, ha Ar — 0. Legyen e tetszllegesen rogzitett
egységvektor és Ar= As e, Ekkor v (£o + Ase) - Y-(Eo) =/\s él e+
+ As @1 e= As éz e+As @2 e, amib6l A s # o-val vals osztis

és rendezés utin

o=@ "8 (- Ope

kovetkezik, Ha most A s-- o, akkor @1 -9 2

= g0. Mivel e tetszfleges volt, ezért él - éz csak a zérustenzor lehet,
vagyls A; =A, .! -

-0 tehdt (1_&__1 - Az) €=
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12.1 Tétel, Legyen az 9_1, 9_2, 23 bizisban

M

(= Lo Vi EpXxd e

a v (r) vektor-vektor figgvény az I, %08t
X508y X3 ; pontban akkor és csak akkor diffe-

renciilhaté, ha koordinétafﬁggvényei,l a

vk(xl, Xy x3) fuggvények (k= 1,2,3) az

()v:1 0’ x20, x30) pontban tot4lisan differenciflhatck,
Ekkox
r 7
dv ~y ’a‘i’l le 3"«'1 12.5
T ex Xy 2%

9"2 3‘72 v
2% 2X ax

2

1 2 3
2 V3 9V3 'B"s
9 xl 2 x2 2 1'3

Bizonyitds, Ha v (1) az I, pontban differencidlhats, akkor a 12.4 Definici6
alapjina Ar=4x e, +4x, gy + A xg e, Jelbléssel

("1(50+A 1) - ] (50))31 Hv2(£0+A 3)—v2 (50))52 +
. 3
T gl tAD- o & De, =(Z adx)e +
k=1

3 3
+( a, AOx e, +( Ax)e, +
ké—l 2k “ %22 }glask &’ 23
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3 3
+(Z Py A xd gy +( Z P AX) &y
k=1 k=1

3
-HZ Do A% Es
k=1

ahol a derlvilttenzor koordindtamitrixdnak elemeit [aik ]-val, a Qten-
zor koordindtamétrixdnak elemeit f'J’lk]-val jelsitik, A bal-, i1l a jobbol-
dalon 4116 vektor megfeleld koordindtait 8sszehasonlitva kapjuk, hogy

Vot A% Xy F A Xy Xgpt Ax)-V (K)o Xo Xg) =
= Z 2, A+ Z By B X (12. 6)
k=1 k=1 |

ahol 19‘1k—-> o, ha Axk-u o, (1, k=1, 2, 3). Innen ktvetkezik, hogy av,
filggvény (i = 1, 2, 3) totdlisan differencidlhat6 és
2 v

a, = -a—xk— , 1,k=1,2,3). (12, 7)

Forditva, ha a koordindtafiggvények totdlisan differencidlhatok, vagyls
{12. 6) fenndll (ekkor aik-kat (12.7) szolgéltatja), akkor

3
vz tAaD-v(r e =

1

3
( Z (ay + ﬂf‘lk)Axk)gl.
1 k=1

g™

|
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vagyis

v, (Eo+ Ar)-vl (_3:0) = A Axl +& Axl
vy (£°+A_r)-v2 (_15_0) sz sz
AL (£°+A_{) Vg (50) Ax3 Axs

cahol A = [a ] ésa @ = El?h]métrix zérushoz tart, ha (A:i:1 AX A;s)

— (o0, o, 0). Ha most tekintjilk azt az A , 1H. @tenzort melynek koordi-
nétamétrixa az adott bdzisban A, 11, @ akkor

Y@ +AD -¥@E)=AAr+ C;)A;_,
ahol a C;) tenzor a zérustenzorhoz tart, ha Ar—so.!

Ha 2 v (r), * € D vektor-vektor figgvény D minden pontj4ban diffe-
renclélhat6, akkor minden r € D ponthoz hozz4 van rendelve a derivdltten-
zora. A derivélttenzor tehdt a hely fuggvénye, vagyls egy tenzor-vektor fiigg-
vény (tenzormez8.) Viszonylag kénnyen lehete értelmezni ilyen tenzorme-
z6k folytonosséigit, s6t differencidlhatdsdgst is, ett61 azonban megkimél jiik
az olvasét. Miutdn mégis szitkséglink lesz a "folytonosan differenciilhat6
vektor-vektor filggvény"” fogalméra, ezt a kivetkez6képpen értelmezzik,
Azt mondjuk, hogy a v (r) vektor-vektor fliggvény folytonosan differencifl-

" hat6, ha differencilhaté és rogzitett bizisban derivilttenzora koordingta-
matrix4nak elemei folytonos (hdromviltoz6s) fiiggvények. Konnyen beldt-
hatd, hogy ha egy bazisban a koordindtamétrix elemei folytonosak, akkor
minden més bdzisban is folytonosak,

Néh4ny differencidlédsi szabily (u(zx), ¥ (r), w(), ill. I (t) deriv4l-
hat6 skaldr-vektor, vektor-vektor, ill. ~ vektor-skaldr fuggvények és ¢
¢, éllandok):

2
d : dv dw 0
& (o::1 v £ <y W)= < dar +c2 dr ” (12.8)
d _ dy
= (uv)=vo gradu +u ——d£ , (ldsd 11.3

Példa) ; (12.9)

_dd‘r' . w) =grad(y. 1) =(’—(%—-)W+( g:_v ),I; (12.10)

shol A’ az A tenzor adjungdltjst jeltli (14sd III. Kotet, 19.1 Definici6);
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d d
dy éf ) d‘r—’ df (lincszabaly), (12.11)

ha v (r) értelmezési tartoménya r (t) értékkészletét tartalmazza.
{12, 8) bizonyitdsit az olvaséra bizzuk.

(12.9) bizonyitdsa. Legyen w (x) =u (x) v (), és Au=u {r + Ar) -

-u(), Av=v(r+ Ar)-v(r). A w(r)szorzat megviltozisa
W+ An)-w() =u (+An ¥ @+ Hr)u @) v (@) =
= (u @) +4Au) (@) +AY)- u (v (D) =y DAu +

+u (@AY =¥ @ (gradu @AY +v @) (£ A +
dy
dr

+u (1) A_l_'_+u(_1;)@_Al:,

ahol_E;——#o, @——-—}_Q:, haAr—so0, Innen

d
WEHAT) - W @ =y @ o grad u )+ g ) AT

tE@of +ufn) @ )Ar

"ahonnan a szorzat derivdlhatésdga és (12.9) kovetkezik, |
(12.10) bizonyitisa. Legyenu (r) =¥ (r). w (r) és Av =¥ (r+ A1)~V (1),

w=(r+ Ar) - w (r). Az u (r) szorzat megviltozésa.

ur+AI) -u @)=y @A wE+An -v @) Wi =

v d

r LT E1SL

Azonban 2y -

ahol & — 0, haAr—o, (1 =1,2,). AL Kbtet, 19.1 Definicls sze-
rint '

r , ¥
tv.®, Ar= _Qx_) ’ dw
v.9,4ar A___.k ar w+Ar 911+ Ar, - v+



NS @;X’

ahol a ’ a tenzor adjungdltiit jeloli. Ezek szerint

dX } d_\_v_’
“(E'E'AE)-U(E):[( dr )E +( dr )!]'LS£ *

+((;); W+ @2 ) Ar,

ahol a (@1 W+ @'2 v ) vektor zérushoz tart, ha Ar—so |

(12.11) bizonyitdsa, Ha t megvéltozik A t-vel, akkor r (t) megvéltozdsa

Ar= 1 @AY -1 (=1 At +£ At,

és v (r) megvéltozdsa

dy
dr

Ay =¥ @+AD -¥ @)= Ar+Pnr

ahol& —0, & — 0, Ar—0, ha At—o.

A ¥ (z (1)) vektor -skaldr fuggvény megviltozdsa

Ay = = @ WAt+£E AN+ Q) At+LAy =

E)A t,

—_
’

= 2% _1';(t)A£+(__-§§_-é+C;)£(t)+@-

dv .
ahol a ( d; £ +C;) T+ _@f_) vekier zérushoz tart,

ha At—o.!

12,5 Definicié. A v (1), r € D derivélhat6 vektor-vektor fiiggvény
r pontbeli derivélt-tenzordnak els8 clalérinvari-
4nsit v r-beli divergencidjinak neverzuk és
div v (r)-rel jeloljlik

divy (r), r € D nyilvan skaldr -vektor fuggvény. Rogzitett ortonormélt
bdzishan legyen ¥ (r) = vy (x) & + v, (x) e, + Vg (_15_)9_3 . Ekkor (12, 5)-h6l

és (11, 10)-bS! azonnal adédik, hogy
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v v 2v
e dY 2 3
divy = Sp ar axl + 3x2 + 3x3 . (12.12)

12, 6 Definicid, A v (r),1e D derivdlhatd vektor-vektor fiiggvény r
pontbell derivélttenzordnak vektorinvaridnsit Vv To-
tici6jénak nevezzik és rot v (x) -rel jelsljiik.

rot ¥ (1), reD nyllvén vektor-vektor filggvény. Régzitett ortonormalt
bézigban legyen v = v, e, +wzr2 Vg2 ¢ . Ekkor (12.5)-b6l és a 11.2 Definici-
6b6l ad6dik, hogy &

v 'av2 Qvl 8v3
rotv = - : e, + - e, +
9x2 3x3 1 '313 ?xl =2
v 2v
+ 2 L. (12.13)

2-x1 2 x, =3

12,3 Példa, A 11.7 Példéban szexepld v (r) = w xx vektor-vektor fllggvény
az @ szUgsebességgel forgd merev test sebesség-mez6ie, v (r) derivilt
tenzora az () x tenzor. Ennek vektorinvaridnsa 2w,

rot (L xT) =2 W,

vagyls a rotdci6 a forgdsra jellemz6 szgsebesség vektor kétszerese. Ezin-
dokolja az elnevezést.

A divergencia és a rotdcio fontos flzikal jelentésének térgyaléséra a
14, pontban vigszatériink. .

Skaldr-vektor ﬂiggvény gradiensének, vektor-vektor fiiggvény diver-

_gencifjdnak és roticiéjinsk felirdsit, az ezekkel a mennyiségekkel végzett

szémoldst megktnnyiti az un, "nabla-szimbolika" hasznélata, Azt a "(vek-
tor) differencidl-operitort”, melyet az e &y & ortonormélt bizisban a

+e ’ (12.14)

szimbolum jelsl, nabla-operétomak (Hamilton-féle operitornak) nevezzik.
W/ -nsk az u "skaldrral” (skaldr-vektor fliggvénnyel) val6 szorzata, 1ll. a

¥ = Ve tv,e, PRy "vektorral" {(vektor-vektor ﬂiggvénnyel val6 ska-

laris, 111, vektorélis szorzata definicié szerint:
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- 2u 2u 2u
Vu-—g_l ’Bxl +§_2 ’&XZ+E3 6x3 = grad u, {12.15)

= ! + 9v2 + 9"3 =divy (12.16

XY= g [ eq =1'ot-_1. - (12.17)
2 2 i)
’axl 2%, 9::3
Y1 Ya V3 ’

Az el6z6 bsszefilggésekben V7 valdban "vektorként viselkedik", melynek

2 2 2.
koordindtidi a gxl ’ 2 x2 T x3

szimbolumok. 3 i -nek egy i skal4r flggvénnyel valé szorzata

2 i i , .
5 = v, = —=————_ Ha a fliggvények szorzatéra alkalmazzuk, akkor a
x. kK 2 x
_ YV operétor "differencifloperdtorként viselkedik™" és kiveti a "'szorzat diffe-
rencidlis szabdly4t"”, érvényesek akbvetkezl azonossigok, (ul, U, Y, i1,

¥, w differenciflhat6 skaldr-vektor, ill. vektor-vektor mggvények).
V(u1 u, ) =u, Vu +u, Vu, ,

vagyis

grad (u1 u, ) = u, grad u +u, grad u, {12.18)

Viuy) =v. Vu +uVy,

vagyis

div (uy) = igfad u+udiv v. (12,19)
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V) = (Vo) xy+uVx v =
= - yx putu(vxy),
vagyis
rot (uv) =uroty-vxgradu . (12.20)
A(12.18) - (12.20) azonossdgok ktzvetlentl igazolhaték a bal-, ill. a

jobboldalak (régzitett ortonormdlt bdzisban valé) kiszdmitdsa utjdn.

A N/ szlmbolum "négyzete" (bnmagdval val6 skaldris szorzata) ugyan-
csak fontos differencidloperdtor:

2
= - 3 2 ? 2 _
A=V o= 5ty %, B Bx,

1 3
2 2 2
- 9° , P _Jd (12.21)
2 2 2 .y
Xy 2 3

A (12.21) szimbolumot Laplace -oper&tornak nevezziik. Ha az u (r) skaldr-
vektor fiiggvényt a Descartes-féle derékszogil koordinitarendszerben az
u(xl ,xz,xs) h4romviltozés filggvény reprezentédlja, akkor (12.15)-b6l és

(12.21)-b8l. 14thats, hogy

2 2%y o?
Au=(Vu) = ‘2‘ + 5+ - =dtvgradu () (12.22)
fs] X ? X, 2x

A S7 operédtor vektor-jellege mutatkozlk meg a kovetkez6 fontos azonos-
ségokban (u, 11l. v kétszer folytonosan differencilhaté skaldr-vektor, ill.
vektor-vektor filggvény:)/ természetesen nem vektor és gy a kidvetkez§ e-
képleteket kvets "indokoldsok” nem bizonyitdsok!

Vx{(Vu = 0,

vagyis

rot grad u= 0, {12.23)

-126 -



("u.1l. a Y és a skaldrszor V/ vektor pdrhuzamos, tehét a vektoridlls szor-
zat zérus").

V(Vxy) =0,
vagyls

divrotvz O, (12, 24)
("ui. a vegyesszorzat zérus, ha két tényezfje megegyezik").

vagyls Vx (Vxy) =V (v!)‘vzl:

rotrot y=graddivv - Av, {12.25)

("kifejtési tétel”, 14sd II. Kotet, (2.17)), ahol A a Laplace-operdtor és

Ay =g AN vt e Av2 +g3av3 . A {12.23) és (12.24) formuldkat

- fontossdguk miatt - az aldbbiakban bebizonyitjuk. (12.25) bizonyitisit az
olvaséra bizzuk,

(12.23) bizonyitisa. Legyenu=u(r) kétszer folytonosan derlvdlhat6 skaldr-
vektor filggvény és

Du 2u ﬁﬁ

grad u = ’bxl EI+ ’312 gy *- ,axs €y -

grad u derivilttenzordnak métrixa (12.5) szerint

d (grad u (x) - " " 7]
dr - - u X, X u X, X u X X
- 171 172 173
ultx x u!'x x u"x x
271 272 273
unx . .‘le U"x x
351 T2 %373

A vegyes parcidlis derivéltak egyenlfsége miatt ez a métrix szimmet-
rikus, tehit vektorinvaridnsa zérus. |
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(12.24)bizonyitisa. Legyen v =v (x) kétszer folytonosan deriv4lhaté vektor-

vektor fiiggvény, Derivélttenzordnak mdétrixa

9\’1 9\'1 .9v1
@ %, 2 X, 9x3
?vz 2 v, 9v2
2 X 9x2 ’&"xa
? Vg 2 V3 Y Vs

_'a xl ? x2 2 Xq §

Vs oYy vy 3
Totv= (- ——)e, H—7-—- Ye +
T 9%y 9%l 9% 9% T2
27 2v
+(— xz - ,axl ) e,
1 2
derlvélttenzordnak méitrixa (csak a f64t16 elemeit irjuk ki)
' 22 2 92\'2
droty (@ ~ (505 —_—
dr Qxlaxz 9x1 Bxs
' 2 2
] v 2 2
d x, 2 Xq 2 x, 2 xl
2 2
2 v, 2 vy

9x3 9::1 9x3 ’axz

A vegyes parciélis derivdltak egyenlfsége miatt a f64tlsban levs elemek

tsszege zérus, !
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13. Vonal- és feliileti integral

A vektoranalizis alkalmazdsdban, az erlterek és sebességeloszldsok
vizsgilatdban szdmos olyan jellemz6 mennyiség 1p fel, mely matematikai-
lag vektor -vektor fiiggvény valamilyen - a célnak megfelel6en értelmezett -
integréljval irhat6 le. Ebben a pontban a vektor-vektor figgvények skaldr-
értékii vonalintegriljit és feliiletl integr4ljit tdrgyaljuk részletesebben, mi-
vele két integrélfogalom fizikal jelentése a legfontosabb és legszemlélete -
sebb.

Vektor-vektor filggvény vonalintegrél jdnak a fogalm4t elbbb egy er§-
tér 4ltal végzett munka kiszdmitdssval kizelitjiik meg.

Gondoljunk egy elektromos, mégneses, vagy graviticiés erftérre.

A tér erbsségét tetszbleges pontban egy egységnyinek vett prébarészecské-
vel mérjik le. A probarészecskére a tér minden pontjiban meghatirozott
nagységu és irdnyu, 4italdban pontrél pontra folytonosan v4ltoz6 erd hat.
Az t pontban hat6 erét az £ (r) er6vektor (térerSsség) fejezze ki. A proba-
részecske mozogjon egy adott X irdnyltott gérbedarab ("pdlya") mentén.
Kérdés, mekkora a munkavégzés, mikozben a prébatesta ) gorbe a pont-
jib6l a gorbe mentén a b pontba mozog? Tudjuk, (14sd IIl. Kotet 2.1 Példa),
hogy a munka az er8- &s az elmozdul4svektor skaldris szorzata. Ez az ér-
telmezés azonban csak akkor hasznilhats, ha a mozgéds egyenespélyén tor-
ténik, s az er§ ekizben 41landé, Altalaban a két kovetelmény egylke sem
teljesul Ha azonban a ¥ gorbét igen kis elemi szakaszokra bontjuk, s a
kis szakaszokat a hozzdjuk tartozé hurral helyettesitjiik, ilyen kis szaka-
szon az ut mar egyenes, az eré pedig kozelit6leg 4lland6, A o gb'rbét az
irdnyitdsdnak megfelelS sorrendben az r I, osztépontokkal i=0,1,2...,n)

bontjuk fel kis szakaszokra, Az i-edik gtrbeszakasz hurvektorit Ar -vel,
a hur mentén éllandonak tekintett erft £ (r ) -vel jelolve, az ezena szaka
szon végzett "elemi munka" ktzelit§ értéke L i (r ) Ar Az egész gbr-

bedarab mentén végzett munka kozelits értéke az egyes szak.aszokon vett
munkédk kozelitd értékének bsszege

n
Lr) 1@ Ay

i=1

Miné! finomabb felosztdstkészitlink, annil jobbanmegkozelitl ez az Usszeg

a keresett munka értékét, végill is a munka ezen 6sszeg hatdrértékeként
adédik. (Ha a ¥ gorbén tortén6 mozgds sordn az erdtér sltal végzett munka
tobb, mint az er6tér ellenében végzett munka, akkor L pozitiv, az ellenkez6
esetben negativ), Az el6bbi gondolatmenet iltalidnositdsaként jutunk a vonal-
integrdl fogalmdhoz.
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13. 1 Definicié.

13. 2 Definicid.

Legyen j Irdnyltott, reguldris térglirbe; az fr4-
nyitott, reguldris '31 gbrbedarabok P ={2fl, caes

of }halmazét o egy felosztdsdnak nevezziik, ha

7= U q a’i-nek (i=1,2,...,n) nincs kbzts
i =1
pontja a ttbbi g’k-val, kivéve ‘a’i +1 kezd8pontjat,
mely 9 i végpontjdval azonos €s i1 végpontjat,
mely J; kezdSpontjdval azonos (1 =2,3, ..., n-1),
Jelbljuk % i kezd&pont jat L -gvel, végpontjit
_1_'t-Ve1 (_1_'0 , 111, ra ¥ gbrbe kezd§, ill. végpontja);
r, -t a felosztis i-edik osztSpontjinak, a AP=max

=2

|Ar | szdmot, ahol Ax =r -1, ,, aP felosztds

finomségénak nevezzik. A 7y grbe felosztdsainak
egy Pk’ k=1,23, ..., végtelen sorozatdt minden

hatdron tul finomodénak nevezzik, ha

lim AP_=0, (V... Kstet, 22,1,22,3 és
k> o0 k
22, 4 Definici6).

Legyen v (x),x € D, folytonos vektor-vektor fugg-
vény, P = et Yn } a yC D irényitott,

reguldris térgrbe egy felosztisa és 91 € g{i
=1,2,...,m a

n
6= Y(9PAE

bsszeget a v (r) vektor-vektor fllggvénynek 2 v gor-
be P felosztdshoz tartozd egyik integrélktzelits
tsszegének nevezzik (v.0, II.Kotet, 22. 6 Definici6),
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13.3 Definicié,

Legyen v (r), r € D folytonos vektor-vektor figg-
vény; ¢y C D irdnyitott, reguldris térgdrbe, és

Pk’ k=1,2, ... ay gbrbe egy minden hatdron
tul finomodé felosztdssorozata; aPk felosztdshoz
k=1,2 ...)tartozo 6’k integrilkdzelits Gssze-

gek végtelen gorozatdnak hatdrértékét v (r) 4 -ra
vonatkoz6 vonalinteprdlidnak nevezzilk és a kivet-
kezbképpen jeltljuk

jl {r) dr = Iim 61, . (13.1)

7 AP =~ o k

lim & = {€ R azt jelenti, hogy min-
APk —»0 Pk

den €> 0-hozvan &(E) > 0, melyre
AP, < S(e)-bol |6, - 1| <€ kovetkezik.

k
(V. 6.1, Kdtet, 22, 7 Definicié és 22, 10 Tétel)) .

13.1 4dbra
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A kovetkezd tételben megmutatjuk, hogyan lehet a (13.1) vonalintegr4l ki-
szamitdsit egyiltozos valds fiiggvény hatirozott integrdljdnak kiszdmitdsé-
ra visszavezetni, Egyben bebizonyitjuk, hogy a 13.3 Definiciéban tett kiks-
tések mellett 2 (13, 1) limes 1étezik és fiiggetlen a Pk, k=1,2,... sorozat
megvilasztisitol.

13.1 Tétel. Legyen a v (r), x € D vektormez§ folytonos és
¥={r:x=1x@®, te[x,A]C D]} irdnyitott
reguldris térgbrbe; ekkor

3
f ¥ () = f vEO I @ d 13.2)
7 o
Bizonyitis. A feltételekbSl kivetkezik, hogy a (13. 2} jobb oldalén aile
hatdrozott integril 1étezik. Kimutatjuk, hogy ¥ birmely minden hatdron

tul finomod6 P, k =1, 2, 3, .. felosztissorozatira v (r) megfeleld integ-
rdlkizelit6-6s5szeg sorozata (13.2) jobb oldaldhoz tart. A Pk felosztis osz-

tépontjai legyenek L=r (ti)’ i=0,12,...,n A ‘bﬁgﬁrbe P , feloszt4-
sénak megfelel az {ox, B] intervallum o¢= <t <. <t <<, .<tn=.f‘}
osztdspontokkal adoit felosztdsa Haa Pk felosztds elég finom, akkor az

[Q{_, p] intervallum megfelel§ felosztdsa is elég finom (v. 8. a 2,3 Tétel bi-
zonyitdsa végén mondottakkal),
Legyen

n

6, = Z (DAL
k i=1 -
(l4sd 13. 2 Definicid), ahol gl =r (’L’i), ‘t.'i € [ti-l’ ti] , 1=12 ...,
és legyen £ > 0 tetszdlegesen adott, Megmutatjuk, hogy 6‘1', eltérése

(13. 2) megfelel§ téglinysszegétfl €-ndl kisebb lesz, ha A Pk’ a felosz-

tis finomsdga elég kicsi, A At =t -t jeltléssel

i
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6’Pk- > Vel DI ) Atf=

i=1
n n
= Y@(T NAL- Z z(z(ti_l))i(ti_l)A t, I <
i=1 i=1 '
n n
< YT WAz, - Z Y NAr |+
i=1 i=1
n n
+ Z V(r(tl PArx - E v (@t 1))i(_ti_lmti <
1= i=1 _ :

Iv(r(’Cl))] Iv(r(til))l“Ar | +

i=1

n
Z |i(£(t1-1))H A -z ) Ati' .

i=1

Legyen El > o tetszdlegesen adott, Miutdn a | v (;_(t))] egyvéltozos ska-
14r figgvény az [o( ) ﬁ] intervallumon egyenletesen folytonos,

[l T - [x e ]| < €

mindeni=1,2, ... n-re, ha mir max Ati, vagyls APk elég kicsi, Igy az

els6 bsszeg £ Z !A r | égl mes Y -val becstilhets (mes § : ¥ iv-

1=1
hossza). A mésodik Sgszeg becslésére felhasznéljuk a Taylor-formuldt

(1.3 Tétel) a k¥vetkezs alakban:
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: . 2
IA_J;'{ - i DAL | =i ) )-Ee ) Atllém At

ahol M = max I 1:_ (t)]. Bevezetve az m = maxl v(x (t))l jeldlést, a mdso-
o, B

dik sszeg kisebb mint

n
mM Af 4m Mmax Ay . (B-20<E,
i
(=1

ha max, &t vagyls AP, elég kicst. Osszegezve
i

n

r <
| 6, Z ¥ (el NE@ ) Ot I2E mes § + € <€,
k 1=1
€ _
ha €1 et a kivetkezfképpen vilasztjuk € L < 1% mes '3} és a felosztds

mér ennek az 81 -nek megfelelen elég flnom. !

Vektormez6 vonalintegral ja rendelkezik az IntegrdloktSl megszokott
ktivetkezs tulajdons 4gokkal:

f (v, £hy, () dz= f v, (mdr+ f ¥, (@) dr. (13.3)
¥ ¥ ¥
[ev@iz=c [v@ . (13.4)

7
Ha -’3 jelenti a 91 gbrbedarabot ellenkez6 irdnyban t¥rténé befutdssal,
akkor

f ¥ (x)dc=- f v(dr. (13.5)
-7 7
Ha g =9 1U ' 2 31 végpontja megegyezlk .0 kezdSpontjdval és Xl -nek

ﬂ z-vel més kozds pontja nincs, akkor

j v (r) dr= fy_(z) dr+ f viodr (13.6)
$1V1, (31 P2
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(13. 6) alapjén terjeszthetjik ki a vonalintegral fogalm4t reguldris darabok-
bol toréspontokban tsszeillesztett gorbékre,

Ezen tulajdonsdgok bizonyitisit az olvaséra bizzuk (V. 6. I. Kotet,
23, pont).

Ha ortonormilt b4zisban a v és r vektorokat koordin4tiikkal adjuk
meg,

Y()= Y1 (E)El”f"z(_f_)iz“""3(£)£3:
I=xe, tye,ize, »

dr = dxgl-l-dyg_2 + dz_e_3 ,

akkor a v (r) dr skaldris szorzést elvégezve a vonalintegril mésik szok4-
sos jeltlésére jutunk:

f ¥ (D dr = f (vld.x + vzdy+v3 dz) .
T T
A vektormez6nek valamely ¢ zdrt gbrbén vett integrdljdt cirkuldcis-

nak nevezzik €s az aldbbi médon jeldljitk:

él({) dr.

(4
13. 1 Példa. Meghatdrozzuk a 12. 2 Példdban szerepl§

- . kx
v@= i o i= S

x +y x +vy I

vektormez( (a z tengely mentén elhelyezett, végtelen hosszunak tekintett,
drammal 4tfolyt vezetS mégneses tere) az (X,y) sikban fekv6, origé kozép-
pontu, R sugaru, pozitlv irdnyitisu kdr mentén vett cirkuldciéjét (a fiktiv
pozitiv egységnyi mégneses tomeg mozgatisakor végzett munkit),

A gbrbét leir6 vektor -skaldr fiiggvény

r(=Rcosti+Rsintj, 0Lt £27 ,

r(t)=-Rsint i+Rcos t j,

v@®) = —— (sinti+cos t j)
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2 2 -
-2}
?51(5) dr= fg(_z;;t))_i;(t)t:!t= /(slnzt-l-coszt)dt= [¢] ' = 270
_ )
X o '

0

Léatjuk, hogy a kbrre vonatkozod cirkuldcié a kor sugardtol filggetlen,
13, 2 Példa, Meghatdrozzuk v (ﬁ) =v(xvy,2)= x2 1+ 2xyj sikbell vektormezg

2 2
cirkuldciéist az }2{ + _1L— =] ellipszis mentén. Az ellipszis para-
méteres megadisa
£(t)=ﬁcostl+sint_1, 04t £27,

() =- V—sinti+cos ti,
v{z(t) =2 cos2 ti+2 ﬁcos t sintj.

Minthogy ebben az esetben az integrandus v (x(t)) ¥ (t) = 0, ezért a cirkul4-
cld zérus.
13. 3 Példa. Az origbban elhelyezett tbmeg gravitdcids erfterét ~ az egy-

ségek megfelelsd megvilasztisa esetén - ay (1) = ——-—!'3— T vektor-vek-
B!

tor fuggvény irja le. Szdmitsuk ki ennek cirkuldcidjit-az \x, y) sikban fekvs

C (2, 0) ktzéppontu R = 1 sugaru kérdn .

r(®)=Q+cost)i+sintj 0Lt €27
_'1:_(t)=—sinti+cost_j_,

v ()= ———'1——3— [(2+cos Di+sintj],

(5 + 4 cos t)2

297 27
23int _ 1 -
9§ zd= j E L o
4 0 (5+4 cos t) 2 (5t cost) 2 ] ©
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mert az also és felsd hatdron vett helyettesitési érték megegyezik.
Vektormezd "feliileti integriljit" a kovetkezbképpen definidljuk:

13. 4 Definici6.

Legyen D C R2 korlitos, mérhetd tertiletii tar-
tomény,

F=f{r:r=r 1 U Qg uZ)GD}

irdnyitott reguldris felilletdarab, és v =v (r )
ezen értelmezett folytonos vektor -vektor ngg'vény
A v =¥ (xr) vektormez§ F feliileten vett felileti
integgéljat a kovetkezOképpen definidljuk:

//v (r)dF = /(vr )du du

/]v(r(ul,u » (1' (u u )x£2 (ul,u }) du du
(13.7)

A feluleti integrél 14tsz6lag nemcssak a vektor-vektor fuggvénytsl és az F
felitlettSl fige, hanem a felillet paraméterezésétl is. Ez azonban val6js-
ban nem igy van, érvényes ugyanis a kvetkez6:

13,2 Tétel.

Az F ={_1_':£ =p (ul. u2), (ul,uz) € Du} irdnyitott

reguldris feldletdarabon értelmezett v =¥y (r) foly-
tonos vektormez§ feltileti integrdljdnak értéke fig-
getlen a paraméterezéstsl, pontosabban a felilleti
normdlvektor irdnyitisdt megSrz§ paraméter-transz-
forméici6val szemben invaridns. (A normdlvektor
irdnyitdsét megfordité dtparaméterezésnél a felli-
leti integrél értéke (-1)-szeresére viltozik).

Bizonyitds. Tekintstk a (6.7) megengedett paramétertranszformécidt, és
vezesstik be a q (vl,vz) = p_(u1 (vl,vz),u2 (vl, v2)) jeloiést, Exkor F = {_1:

r=qv,vy) v,

vz) € D‘) és fenndll a (6. 8) Usszefliggés. Az uj (vl, vz)

paraméterezésben felirt feluleti integrél képletét a (6.9) és az V. Kotet,
(16.7) formula alapjin 4talakitva kapjuk, hogy:
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[] saop @ g, e on-
D 1 2

v
// (« ( ) Q(ul.uz)

= vigv,vo ) @ xp’ ) w0 dv,dv,=
! 1727 Zu, "oy 9(v1, v2) 1772

v

=+ / f Y@ u D@, 3R ) duy duy

D
u

20, u)
aszerint +, 111, -, hogy 1 2 pozitiv, 1ll. negatlv. (6.9)-b6l ldthatd,
hogy 2‘; x pl; irdnya az els6 esetben egyenls, a mésodikban pedig ellen-
1 2
tétes g’ x q' Irdnydval.!
E"l Y2

ulry)

13.2 dbra

A feluleti integril fogalmihoz a kivetkezbképpen is el lehet jutni:
Legyen adott az F={ r: r=r (u;,u,), (1,0 )€ D} Irényitott regu-

liris feliletdarab, és az ezem értelmezett v (r} folytonos vektor-vektor
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filggvény. Az F feliiletet felosztjuk kis AFi részekre, mindegyikben kije-

islunk egy 1, pontot. A felulet
ve, a

0
_r_i—beli normil egységvektorit o, -vel jelsl-

AF, =m° mes AFl

E =m (13.8)

vektort a A F1 feliiletdarab felszin-vektordnak nevezzik. A felszinvektor

hossza tehit a kis fellletdarab felszine, 4lldsa pedig jellemzé a felilletdarab
4llésdra (ha e feliiletdarab elég kicsl)., Az 5 pontra lokalizélt ¥ (z) vektort

v (zi) -vel jeltlve képezzikka v (1:;1) AEi skaldris szorzatot, Ezt minden

felilletelemmel elvégezve, az adott felosztishoz tartozs

13.
E v(z) AF (13.9)

i=1

vegzeget képezzlk. Ha F felosztisa minden hatdron tul finomodik, (13.9)
a feluleti integrdlhoz tart:

n
lim E 1(£1)A5=f[x(5)d_13. . (13.10)
: L

i=1
(13.10)-et nem bizonyitjuk, mivel meglehetdsen szemléletes Aliit4s. Vegyik
ugyanis figyelembe, hogyha F -etazr =1 (ul, uz) egyenlet adja meg,
AFpaz g, uy) @y 2y, But QU Uy HOU (uypypt
+Au21) csucspontok 4ltal meghatirozott "grhevonalu négyszig" és L=

+Aun, u
= E(ull , UZI)' akkor v (E-E) =v (_r_(uli. uZl)) és

r xXT

AF o =1 =2 _
" BEEN 5, * I,| Supy Duy
=1 * =2 )
=;u1 (uli’ um) X 5“2 (un. uzi) ya uliAum. (13.11)7
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Tehit
n n

Z ¥z AEWZ (V(xu) ), up DLy ()5 09 JEp (g2 8 )) Ay AUpp

i =1 i=1

ami a (13.7) jobb oldaldn 4116 kett§s integral kozelitd Gsszege.
Vektormez6 felilleti integrilja rendelkezik a kovetkez6 tula jdonségok-

kal:
j J (v, @Hy, @) dE = f f v, @ dE+ f _/ v, @ dE (13.12)
F F '
chz(E) dE=cj]3(£) dF . (13.13)
F F

Ha -F jelenti az F feltiletdarabbdl a fellileti norm4lis irdnyitdsdnak
ellenkez8re valtoztatdsdval keletkez8 irdnyitott felilletet, akkor

f/x_r(r_) d§=-ff1(£) dF, (13.14)
-F F

Ha az F felilletdarabot két részre, Fl -re é3 Fz-re bontjuk F és Fl

valamint F és F2 normélisdnak egyez6 irdnyitdsa esetén
j / v (D)dF= f / ¥ (dF+ f/ v(r)dF. (13.15)
F F F2

Ezek igazol4sét az olvaséra bizzuk, ';
A felitleti integrél (13.7) formuléjit szokds még a kivetkez6 jelolések-

kel is felirni
o
]/y_ d£=f[1_n_l_ dF=[[vmo dF, {13.16)
F E

I, XT,

o -1 7=2

aholm = a feltilet! egység norm4lvektor, dF a “felszinelem"
- 15}) % 5]

ésy o=y m ay vektor vetlilete a feltileti normélison.

- 140 -



Ha Descartes-féle derékszogll koordindtarendszerben az F reguldris
felilletdarab valamely kétvéltozds valds fiiggvény grafikonjaként irhaté fel,
{l4sd a (6. 10) eldtt mondottakat)

x(x,y) =xityjf x,y)k és

Yooy =y, Gy, LIV 06T K

akkor a feliiletl integralt defini4ls (13.7) formula (6. 10) felhasznadldsdval az

j f ¥(r) dF = f f [‘Vl &, 9) £ (X,7)v, (x,y)f; x, yHvy Gy ]dxdy  (13.17)

alakban irhaté fel.

A feltileti integrélnak a fizika kiiltnb6z6 4gaiban kiilénbozd szemléle-
tes jelentése van. Az sramléstanban v(r) az 4ramlé folyadék sebességi vek-
tormez8je, amin azt értjik, hogy a tér 1 T helyvektoru pontjéhoz az ott tar-
t6zkod6 folyadékrészecske v sebességvektorét hozzdrendeljlik. Helyezziink
el a folyadék utjdba egy képzelt felilletdarabot és vizsgéljuk, hogy azon At
1d6 alatt mennyi folyadékmenryliség 16p 4t. (A folyadékmennyiséget a térfo-
gattal mérjiik. Ha a folyadék 6sszenyomhatatlan,. akkor tsmege ardnyos a
térfogatdval), Osszuk fel a feliletdarabot kicsiny AFl részekre. Ha a vek-

tormez6 folytonos, akkor rendeljuk hozzd a A Fi feliiletelem minden pont-
jdhoz a feldletelem I pontjdhoz tartozé v (r, ) sebeSségvektort (A feltilet-

elem tobbi pontjdhoz tartozo sebességvektorok ettfl csak keveset térnek el).
A felilletelemen A t id6 alatt 4thalad6 folyadékrészecskék egy-kozelitfleg
ferde hasdbnak tekinthet§ - térrészt toltenek ki, alaplapja mes AF =

JAF,|, élel v & )| A t méretilek. Az 1, -hez tartoz6 AF, felﬁleti nor-

mélvektor ésa v (r, ) vektor szidgét oA -val Jelblve, ennek a ferde hasdbnak
a térfogata

AFR vir) | cosx At=v(x)AF At.
E| |v& AL et

Ez a mennyiség pozitiv vagy negativ aszerint, hogy a folyadék az elemt
feliileten a norm4lis irdnyban, vagy az ellenkez§ irdnyban 1ép-e 4t. Az
egész felilleten At id6 alatt 4tdramlott folyadékmennyiség elfjeles dsszege
kbzelitﬁleg
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1(3:_1)z1\§_f_?_i At
i=1

Az 1d6egység alatt 4thalade folyadékmennyiség eibjeles értéke kuzelitbleg

n

Z[(&)Ag‘i.

i=1

A (13.10) formuléban sze-
repl§ feluletl Integrél tehét
ebben az esetben azt adja
meg, hogy az F feliiletdara-
bon Id8egység alatt mennyi- ]
vel tbb folyadék halad 4t a
normills irdnydban, mint az

7

ellenkez§ irényban, Ezért
ezt az értéket a vektorelosz-
14s F-re vonatkozo fluxusé-
nak nevezik.

Ha F egyszert, zért
reguliris felllet, akkor az
F-re vonatkoz¢ felileti in-
tegriit a ktvetkezbképpen
Jeloljuk:

S@Sy_ (r) dF . (13.18

F

13.3 dbra
Nyenkor Altaldban F-et ugy ird-
nyitjuk, hogy a normélvektor az F 4ltal hatéroir térrészdsl kifelé mutagsorn.
A (13.18) formula folvadékdramlés esetén azt adiz meg, hogy az ¥
feluiette] bezdr: térrészb6) 1d6egvaég alatt meurvivel tibo folyadék 1&p ki,
mint ameany!{ bs{ép.
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Ha a v(r) vektormez§ er(teret ix le, akkor v (Ei) AE{ a AFI felu~

letelemen a norm4lis Irdny4ban dthalads erdvonalak szdmdt adja meg.
n
E v (_z_:_{) Agl az fejezi ki, hogy a feltletdarabon 1dfegység alatt

it=1
kizelitSleg mennyivel ttbb exSvonal halad 4t a normélls irdnydban, mint az
ellenkez§ irdnyban, A

n
“‘“Z 1<amﬁ=ff1@df
F

i=1

feliiletl integr4lt ilyenkor is fluxusnak nevezzitk. Ha F zirt feltllet, akkor
a (13.18) feluletl integril azt fejezi ki, hogy az F felitlettel bezdrt térrész-
b6l mennylvel tébb erfvonal 1ép ki, mint amennyi belépett.
Sebességeloszlds, ill, er6tér esetében a zirt feliiletre vonatkoxzs felli-
letl integril csak akkor lehet zérustsl killonboz6, ha az 4ramlé folyadéknak,
{11, az erdvonalaknak forrisa (negatlv érték esetén nyelGje) van a z4rt fell-
let belsejében. (Elektromoes er6térben az erGvonalak forrdsa a pozitiv, nye-
16je a negativ wltés.)

13.4 Példa. Az origsban elhelyezett "e" pozitly elektromos toltés erSteré-
ben, az origs ktzéppontu, R sugaru G gtmb feliletén kiszdmitjuk a z4xrt
feliletl integral értékét kifelé mutats normdlissal. Az egységek megfelel6
vélasztisdval az r pontban elhelyezett pozitiv egységnyi prébatestre gyako-
rolt er6

Y@=e —5 .
|zl
Gtmbi koordindtikkal szdmolva, felhasznédlva a 6,1 Példa eredményeit
_1_’19_ Jg’q, = R? (sinz".?‘ cos¥ 1+sln2't} sin‘f’_1+cos‘l.9‘ sin 15‘5)
irdnyltisa megfelelS: az elsS térnyolcadban a k irdnyu komponense pozitiv.

e

y(h, 9P = R2 [shﬂ} cos?P 1+ stn> stntf J + cos 13‘1:_]

(vee( U, L T = sin?,
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25T

//e P //.sm&d&dq-e f[ cos«&] d(_?—
G

2%
= 2e f dep = 47 e, agugdrtol figgetlentl. Az "e" t5ltés tehdt 4 W e
o

szdmu erSvonal "forrdsa’, (V, 8, 12,1 Példa),

A v (1) vektormez§ skaldrértéki vonalintegriljdhoz és feluleti integ-
r4ljdhoz hasonl6an értelmezni szoktik még tbbek kzdtt, az aldbbi Integ-
rilokat.

f v (1) ds (13.19)
¥
vektor-vektor fuggvény o gtrbére vonatkozd (vektor-értékil) "ivhossz sze-

rinti integrdlja"’ »
f u (r) dr ' (13.20)
¥

skaldr-vektor fggvény, y gdrbére vonatkoz6 (vektorértékl) 'vonalintegrsl-

ia.
ﬂu (x) dF : (13.21)
F

skaldr-vektor filggvény F felliletre vonatkoz6 (vektorértékii)'feliileti integ-
rélja. ,
[[u () dF (13.22)
F

skaléd--vektor figgvény F feliletre vonatkozé "felszin szerinti integrélja.”
Az utébbi 1ntegrélfogalomhoz pl. a kivetkez6 maédon 1s eljuthatunk:
Legyen D C R2-korl4tos és mérhetd tertlletl tartomdény,

F-{r'r=r(u su,), () uz)eD}

reguldris felilletdarab és u = u (r) ezen értelmezett folytonos skaldr-vektor
filggvény. Felosztjuk az F feliletet kis A F részekre, mindegyikben kije-

16liink egy r 1, pontot Az u({i) értéket AFi felszinével szorozva €s e szor-

zatokkal bsszeadva a
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n

§ u(1_-i) mes AFi

i=1

"integrélkozelité Usszeget” nyerjuk. Ha F felosztisa minden hatdron tul fi-
nomodik, ezen &sszeg hatirértékét, az

//u (r) dF = lim E u(r) mes AF (13.23)

i=1

szémot az u (r) filggvény F-re vonatkoz6 felszin szerinti integriljénak ne-
vezzik.
Mivel egy "elemi paraméternégyszig” felszine mes AF

Au, , ezérta felsztn sze-

,..Ir (u ¢ Yy )xr (uu,uz)xr (u 1Y )|/.\ui 21

rinti mtegrél kis zémitésa az

jfu (r)dF = //u(z(ul, u2)) l I (ul, u2) xI, (ul, u2) l (:Iu1 du2 (13.24)

formuléval kettSs integrdl kiszdmitdsdra vezethets vissza.

14. Integralatalakito tételek

A vektoranalizis alkalmazdsaiban, a2 mechanikdban, a termodinamik4-
ban, a potencidlelméletben, 4ltaldban a matematikai fizikdban alapvetGen
fontos szerepet jitszanak az un. "integrilitalakits tételek”. Ezek segitsé-
gével vektor-vektor fliggvény zart feliletre, ill, z4rt gtrbére vonatkoz6
Integrédljat dtirhatjuk divergencidjénak, ill, roticiéjénak "térfogati”, (hdr-
mas), ill.feliileti integréljdv4. E tételek bizonyos esetekben megktnnyitik
a szoban forgd integrélok kiszdmit4sdt. Lényegesebb azonban az, hogy ezek-
nek a tételeknek a segitségével fizikai jelenségeket leirs, 4ltaldnos torvé-
nyek vezethet6k le. E tételek alapjdn mutathat6 meg az is, hogy mi a vek-
toreloszlds divergencidjdnak, ill. roticiéjanak szemléletes, fizikai jelen-
tése.

El6szor vektor-vektor fiiggvény zdrt feltiletre vonatkoz6 integrdlja-
nak térfogati integralld vals 4talakitdsdval foglalkozunk, Szitkségiink lesz
két segédtételre, Egy ¥ sikgbrbe €-kdrnyezetének nevezzik a sik azon
pontjainak, K y-¢ halmazit, melyek tdvolsdga % -t6l kisebb, mint
E( £ >0 adott szdm), AK 3.€ "2 € szélességll sdv ' tertiletére vonatkozik a;
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14,1 Segédtétel, Legyen { egyszeril, reguldris, zdrt sikgbrbe,
melynek gorbillete csak véges sok pontban zérus,
jeloljik ¥ hosszdt -lel és a gorbiilet maximumat
M-mel; ekkor minden O < £ < L szémraa
K s4v teriilete M

¥é

!

mes KTES 20E

T

risitnis)

14,1 4dbra

Bizonyitis. Legyen T természetes paraméterezésben az r = r (s) egyen-
lettel adva, ahol 0L s &< £. Jelsljuk ¥ fénormaélis egységvektorit n(s)-sel,
gorbiiletét C(s)-sel. A feltevésekbll kovetkezik, hogy JC(s) folytonos a
[0, l]zért intervallumon és maximuma, M pozitiv szdm. Azokban a pontok-
ban, amelyekben a gorbiilet zérus, n (s) nincs értelmezve. Ertelmezzilk
azonban n (s)-et ezekben a pontokban is példdul ugy, hogy balrél folytonos
legyen. A KY ¢ sévot ("gytrdt”, 14sd 14,1 dbra) kétparaméteres vektor-

skaldr filggvény segitségével, mint (sikbeli) feliiletdarabot 4llitjuk eld:
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Kpe{- izer@riae sz -£<e el

Haa K sdvot, elég sok helyen, tobbek kozbtt azokban a pontokban,

amelyekﬁen Y gorbuilete zérus, ¥ -ra merdleges egyenesekkel, kis dara-
bokra végjuk, akkor az egyes darabok reguldris feliiletdarabok,

14.2 ébra

K,(,‘J ¢ € reguldris feliiletdarabok egyesitése és tertilete (felszine) ezek sze-

rint kisebb, vagy egyenls, mint e reguldris feltiletdarabok felszinének 8sz-
szege. (E feluletdarabok 4dtfedhetik egymdst, 14sd 14. 2 4bra). Bevezetve
az r (s,t) =x (s) +tn (s} jeltlést

¥

= (s)+tn'(s) =t () + t(-7C (s) t (s)=(1-t 2 (s)) t(s),

ahol felhasznédltuk a (3. 16) Frenet-féle formuldt és azt, hogy 'K torzidja,
zérus. 1, =n (s). Igy

]I’ng; |=|(1-t7f,(s))_[:_x_r_1|= |1-t'K(s)|=1-t X{s) > 0,

mivel ha 7(s) # 0, akkor

Itk(s)'(E?C,(sk X(s) £ 1.
(7.1) alapjdn
[ e
mes K 5jf(l-t%(s)) dtdg=21¢.
YA

Megjegyezzik, hogy az elfbbi bizonyitdsban az£<—l:'I feltétel l1ényeges,

E zt biztositja ui. azt, hogy a K sdv r (s) +t n (s) pontjinak a gtrbé-

7.E
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t61 mért|t |tdvolsdga (ami egyben a gorbe x (s) pontjitdl mért tévolsdg)
kisebb, mint a girbe birmely "r (s)-hez kozeli” pontjitcl mért tdvolsig,
vagyls azt, hogy az (s, th—>1 (s)+t n {s) megfeleltetés legaldbbis "lokdlisan”
egy-egyértelmi. Ezt mutatja az is, hogy[ _r; x E;! >0. Természetesen ha

KZ.E nem fedi 4t Snmagdt, akkor mes KB’.E =2 {&, aml az £ magassdgu

2& alapu téglalap teriilete,

Megjegyezzik tovabbi, hogy a 14.1 Segédtétel akkor is érvényben ma-
rad, haa 7} egyszerl, zrt sikgdrbe toréspontokban csatlakozé reguléris
darabokbdl 411, ill, ha egyenesszakaszokat (melyek mentén a gbrbiilet azo-
nosan zérus) istartalmaz.

14. 2 Segédtétel, Legyen D az xy sik zért, osszefliggd, mérhet§ te-
riiletll tartoménya és a ¢: Dr—~R kétviltozds fiigg-
vény folytonosan differencidlhaté, jelsljik a z =
={(x, y) egyenletil F reguldris feliiletdarab "fel-
felé irdnyitott" norm4l egységvektordt m (x, y)-
-nal, m-nek az x, y sik k normélvektor4val be-
zart szdgét o (x, y)-nal: ekkor van (xo,yo) eD

pont {F-nek olyan pontja), hogy D tertilete F felszi-
nének és az e pontbeli . szdig cosinusdnak szorza-
ta:

= F .
mes D = mes cosoc(xo.Yo)

Bizonyitds, (6.10) alapjén F "falfelé irdnyitott” normél egységvektora

Py Ty . 1
m=- 1 i- 1 Jt ll:’
2 2 2
)2 .2) ( .2 ,2) ( .2 ,2>
(1+cpx *q, gy +q, g+
vagyis
cos & = 1 i (14.1)
;2 L2 3
e, +4,)
F felszine 1
2

22 , 2
mes F = j/(1+qx +q?y ) dxdv.
D
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A kettSs integrédlokra vonatkoz6 kozépértéktétel (V, Kotet, 13,10 Té-
tel) szerint van (xo,yo) € D, hogy

1
mes F= (1+ CP'}ZC (xo, yo) +q"2Y (xo, yo)) Effdx dy =

D
1

2 2 2
= (1+CFJ'x (xo’yo)+("0;r (xo,yo)) mes D,

ahonnan (14, 1) alapjan 4llitdsunk kovetkezik, |

Abban a specidlis esetben, amikor F siktartominy, F normil egy-
ségvektora 4lland6 (minden pontban ugyanaz): F sikjdnak a normdlvektora,
Ekkor D nem mds, mint az F siktartomdny vetillete az X,y sikra oK pedig
az F sikjdnak normdélvektora és D sikjinak normélvektora 4ltal bezért (he-
gyes) szbg., Miutin a Descartes-féle derékszogii koordinitarendszer tet-
szllegesen felvehet8, el§z8 eredményiink ebben a speridlis esetben a kivet-
kezGképpen szdl. Az F siktartomény D vetilletének tcrilete egyenlé F te-

rilletének és az

F, ill. D sik 4ltal bez4rt hegyes szbg cosinusdnak szovrza-

tdval.

14, 3 Tétel.

(Gauss-Osztrogradszkij-tétel). Legyen F egyszeril

zArt reguldris felilet, kifelé !rinyitott normilvek-
torral, az F feliilet 41tal hatsrolt V térrész mérhe-
t§ térfogatu és 1étezzék olyan x,y,z Descartes-

- féle derékszigli koordindtarendszer, melyben V
mind az xy, mind az yz mind pedig a zx sikra
norméltartomany (ldsd V. Xotet, 15.2 Definicis),
tételezziik fel tovdbbd azt, hogy a v (r) vektor-vek-
tor fiiggvény a V U/ F halmazon foly' onosan diffe-
rencidlhaté ; ekkor

ﬁgglhff divydv, (14.2)
F v

vagyis a v (x) figgvénynek F-re vonatkozé felulett
integrélja egyenl§ divergencidjdnak V-re vonatkozd
hdrmas integrdljdval.

Bizonyitds. A (14.2) egyenlSség mindkét oldaldn a koordindtarendszer meg-
vilasztdsitol fiiggetlen sz4m 411, Ha tehét egy specidlis koordindtarendszer -
ben felirva (14.2) bal és jobb oldal4t, az egyenlfség fenndll, akkor bdrmi-
lyen més koordindtarendszerben is érvényes. (14.2) bal, ill. jobb cldali-
nak létezéséhez F-rél, ill, V-rél csak annyit kell feltételezni, hogy F egy-
szerii zart reguldris feliilet V pedig mérhetS térfogatu tartomany legyen.
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A bizonyitis sorén F-re, ill, V-re néhdny pétldlagos "regularitisi” feltevést
teszlink, ezek azonban az 4ltaldnos esethez képest nem jelentenek lényeges
megszoritist. Az x,¥,z Descartes-féle derékszigi koordinidtarendszerben
legyen

v =v,&xy2itv, &y.2)i+v; &y k.
Ekkor
3\' v 2V
1 + 2 + 3
?x 2y oz
(14, 2) jobb oldalabél indulunk ki:

"N V2 3"3)
//ﬁivlav-f/(ax vyt o) axdydz. (14.3)
' v

divv =

z=pny)

Ye
14,3 dbra

El8sz6r az integrandus harmadik tagjit integriljuk és ennek sordn V-t az
xy sikra norméltartoményként kezeljik. V-nek az xy sikra vetett vetiiletét
Vz-vel, a Vz siktartomény hatdrolé girbéjét yz-vel jeloljuk, Pétldlagosan

feltesszik, hogy 'Xz reguldris darabokbdl osszetett, egyszeru, zirt sikgdr-

be, A V tartomdnyt felilr6t, ill. alulrél hatdrolé felilet egyenlete legyen
z = yx,y), Il z=¢xy). A Y&,y és ¢x y)kétviltozds fliggvényekrsl
p6tl6lagosan feltesszilk, hogy (nemcsak folytonosak, hanem) folytonosan
differencidlhatok a Vz {nyilt!) tartomédnyon (l4sd 14.3 dbra).
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Az V. Kitet, 14, 6 Tétel alapjin
y(x,v)

9v3(x. ¥.Z) 9v3 (x,y,2)
%z dxdydz = N T dz |dxdy =

v Vz Cf(x,y)
= f/[vsbb Y. I.U (x, Y)) - Vs (%, Y CP(X' y))] dXdy =
v

z
= ] / £ x,v, y (x, v)) dxdy - / j vs(x, ¥, cf(x, yNdxdy . (14. 4)
A v

z z

Legyen £ elég kicsi pozitiv szdm és tekintsik a 7, gbrbe K Yo' € kir-
nyezetét, E16szbr (14. 4) jobb oldalinak els§ tagjat szdmitjuk ki,

/fvs (x, y, Wix, ) dx dy= ,/VS (x,y, y(x,y) dxdy +
A VK ? r £
: z z

Z
+ / / vy (%3, @ (x,y)) dxdy . (14.5)

LA
Mivel vy (x, 7, W (x,y) a VzU 7, ZArt tarcoményon folytonos, ezért kor-

l4tos és igy az V.Kdtet, 13.9 Tétel, illetve a 14. 1 Segédtétel alapjén van
P > 0 sz4m, hogy minden elég kicsi £> 0-ra

! Vg (x, ¥, ¥ (x,y) dxdy { £PE, (14. 6)
VZﬂK 'g
, 7,
Legyen { Dy, D,---s Dn} aV_\Ky ,¢ tartomény tetszbleges fel-
osztésa. (14.5) jobb oldaldnak els§ integrilja a
n
Z vy (v, g (xpy)) mes D,
i=1
integrélkszelits tsszeg (ahol (xi,yi) € Di) hatdrértéke, mikor a felosztis

minden hatdron tul finomodik. Vz N K L€ © felosztdsdnak megfelel az

¥
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F+£—- {(x, v,z z=y (x,y), &) EVZ AN K?‘z,a} felilet egy Fl' cen s Fn

felosztisa. Minden i-re (i =1,2,...,n)alkalmazhaté a 14, 2 Segédtétel,
vagyls van (xi, Yi) € Di' hogy

mes Di=rnes Fi' cos 0(3(x.1, Yi)'

ahol cos oK 3 (xi, YI) az F felillet (xi,yi, 1% (xi,yi)) pontbeli kifelé mutaté

normdlvektorinak harmadik irdnykoszinusza, Az (xi, yi) pontot (14, 7)-ben
ennck megfelelden vdlasztva

n
Z AL (xi, yilf’(xi,yi)) mes Di=
i=1

n_
= E v3(x1,y1, T~P(xi,1,ri)) cos ds(xi,yi)m%s Fi'
i=1
Ha a {Dl, vee s Dn} felosztis minden hatdron tul finomodik, akkor az

{Fl, wee s Fn} felosztis is minden hatiron tul finomodik és az utébbi in-

tegrdlkozelitd dsszeg az

ffvs(x,y,z) cos 0(3(x,y) dF
F+E

felszin szerintl integrilhoz tart, Ezek szerint

ff"s vy, ¥ (x7vy)dxdy= ff"a cos of , dF.

V_\K F
Z 'gzua +€

Jelsljik F+-szal a V térrészt "fellil r61" hatdrols felilletdarabot, vagyis az

F regulédris felillet azon darabjit, ahol a kifelé mutat6 felilleti normadlis a
k egységvektorral hegyes szget z4r be. Ha £ —0, akkor F—!—E—'—) F+ '

az F+ -on vett felszin szerinti integril tart az F+—on vett felszin szerint

&
integrdlhoz ( az integrandus folytonos és F+ reguldris feltilet, bir z =

= ¥ (x,y) nem reguliris elGillitis a "széleken"), (14.5) jobb oldaldnak ma-
sodik tagja pedig (14.6) miatt zérushoz tart. Igy:

- 152 -



[[vs x,v, Y {x, y))dxdy = ffvs cos oc3 dF .
v F
z -+
(14. 4) jobb oldaldnak mdsodik tagjit hasonlé mddon irhatjuk 4t. F -szal

jeloljik az F feliilet azon darabjit, ahol a kifelé mutaté normélvektor a k
egységvektorral tompa szoget z4r be:

- fjv3(x,y, cF(x,y))dxdy = ffvs cos 0(3 dF.
v F_

b4
A jobboldalon 4116, F_ -ra vonatkozé felszin szerinti integrdlban o 3 a ki-

felé mutaté normélvektor k-val bezédrt szége. Mivel F_a V térrészt "alul-
ro6l” hatdrolja, itt a kifelé mutaté normélvektor "'lefelé” mutat, A 14,2
Segédiétel alkalmazdsakor ezért fellép egy (-1)-es szorzé. Az utdbbi két
kifejezést (14. 4)-be helyettesitve

2Vg f
f’bz dx dy dz = Vs costdF+ v, €OS 0(3 dF .
F+ F_

Az F felliletnek vannak pontjai, melyek sem F+-hoz, sem F_ -hoz nem

tartoznak hozz4, t.i. azck a pontok, ahol F normélvektora a k vektorra me-
réleges. E pontokban azonban cos X 3~ Oésigya Va

cos oL 4 fliggvénynek
F ezen darabjira vonatkozé felszin szerintl integrédlja zérus. Irhatjuk tehdt,

Il:gy
V

Analéeg mdédon irhatjuk 4t a (14. 3) jobb oldaldn fellépd integrandus elsd, ill.
midsodik tagiinak integraljit, Az elsGesetben V -t az yz sikra normdltar-
tomédnyként, a masodik esetben a zx sikra norméltartomédnyként kezeljiik,
Az els§ esetben elészor x szerint, a miscdik esetben elfszor y szerint in-
tegrilunk., Természetesen analég, "pétlélagos’ feltevésekkel kell élniink,
Végredményben azt kapjuk, hogy

[//;lw ydv = ﬂ(vlcos o<l+ Yy cos O<2+ v3 cos 0(3) dF ,
v F

ahol cos o< X CcOS o 2 és cos X 3 az F feliilet kifelé mutat6é normélvekto-

rdnak irdnykoszinuszai. Az utébbi felszin szerinti integri! azonban nem
més mint a v (r) vektor-vektor fiiggvény F-re vonatkozé fellileti integréja. !
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A Gauss-Osztrogradszkij-tétel bizonyitisiban bizonyos nem tul lénye-
ges kiegészit§ feltevéseket tettiink, valéjdban azonban a tétel lényegesen gyen-
gébb feltételek mellett is érvényes., A (14.2) formula akkor is igaz, ha F
egyszerii zart felilet, mely " élekben csatlakozé" reguldris feliiletdarabok-
bol 4ll, és az F 4ltal hatdrolt V térrész mérhet§ térfogatu (ldsd [ 67).

A tovébbiakban a Gauss-Osztrogradszkij-tételt ebben az dltaldnos megfogal-
mazdsban hasznaljuk fel.

A (14, 2) formula bal oldal4n 4116 feliileti integril a v (r) vektor-vektor
figgvénynek az F zdrt feliletre vonatkoz6 fluxusa. Ha v (r) valamilyen dram-
16 kbzeg sebességeloszlisa, akkor az F-re vonatkozé fluxus megadja az F
feliileten idSegység alatt 4tdramls kozeg mennyiségét, Ezt az értéket azon-
ban "elfjelesen” kapjuk. A fluxus F azon darabjin, melyen a kifelé mutats
normélvektor v vcl hegyes szoget zar be, pozitiv, azon darabjin pedig,
melyen a kifelé mutaté normélvektor v-vel tompa szbget zar be, negativ.

A kbzeg az elSbbi darabon a V térrészbdl kifelé, az utébbi darabon a V tér-
részbe 4ramlik, (14.2) bal oldala tehdt a V térrészbdl idSegyséyg alatt ki-
4dramlé kozeg-mennyleég (ha negatlv, akkor idfegység alatt V-be tbb kizeg
4dramlik be. miat amemyi kidramlik bel8le). Ha feltételezziik, hogy az
dramlé kozeg "Usszenyomhatatlan" (pl. osszenyomhatatian folyadék), vagyis
a kiozeg egy térfogategysége mindig ugyanakkora ktzeg-mennyiséget képvi-
sel és a V térrészben kozeg nem keletkezik és nem is vész el, akkor a V-
hél kifelé és a V-be id6egység alatt 4ramlé kozeg-mennyiség algebrai dsz-
szege, vagyis az F-re vonatkozd fluxus zérus. Ha az F-re vonatkozd fluxus
pozitiv (negativ), akkor értéke (abszolutértéke) egyenid a V térrészben id6-
egység alatt keletkez§ (elvesz8) kozeg-mennyiséggel, vagyis a V térrész
forrdserSsségével (nyelési erSsségével). E megfontoldsok alapjdn, Gssze-
nyomhatatlan kozeg 4ramlisit szem elStt tartva jogosult a kovetkez§ foga-
lomalkotds.

14.1 Definici6. Legyen F reguldris felilletdarabokbél sszetett,
egyszertl, zdrt feliilet kifel¢ irdnyitott normélvek-
torral, az F 4ital hatdrolt V térrész mérhets tér-
fogatu és a v (r) vektor-vektor fiiggvény folytonos
F-en; ekkor az

1
‘mffxil*‘
F

hényadost a v (1) vektor-vektor fliggvény V-re
vonatkoz6 4t lagos forrdser@sségének nevezzik.
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r
14,1 Példa, Legyen v(r) E— és F az origé kiozéppontu "a" sugaru

|zl r
gomb. F kifelé mutaté normdl egységvektora I;i

a 6.1 Példa szerintl paraméterezésben az stn M'd % d ¢ . Ezek szerint
v (r) - nek F-re vonatkozé fluxusa |r[ = a, figyelembe vételével

, felszine lenne

200 T
T T
/fl@dg: f/—l—r_Ts— -|:! azsin’\ﬂ‘d’lj'dclaz
r
F o0
25 T

]!
- ff sint a Va® =2‘JT[—cos13]0 =4 7.
Lo I ¢]

Litjuk, hogy a fluxus fiiggetlen a gémb "a" sugardt6l. Az F gbmbfeliilet
dltal hatdrolt golyéra vonatkozé 4tlagos forrdserdsség

4 3
—g—-as'ff ' a3

A kovetkezd tétel a divergencia alapvetS§ fontossdgu fizikal jelentésé-
re vildgit rd4 és megmutatja a divergencia kapcsolatit a vektoreloszlas for-
réserfsségével,

14,4 Tétel. Legyen v(r) az I, pont egy Kr kornyezetében
-ﬂ
folytonosan differenciilhaté, Fn , m=1,2,,..)

reguldris felliletdarabokbél Osszetett, egyszerd,
zirt felilleteknek egy végtelen sorozata, melyre
az Fn 4ltal hatirolt Vn térrész mérhet§ térfogatu,

tegylik fel tovdbbd, hogy az Fn, n=1,2,...)
végtelen sorozat "az X, pontra zsugorodik™, vagyis
r eleme minden V_-nek és F_ 4tmérSje zérushoz
-0 n n

tart, ha n tart végtelenhez (ekkor természetesen
lim mes V_=0): e feltevések mellett a v (r)-
n—eo n -

vektor -vektor filiggvény Vn-nek~re vonatkoz6 4tla-

gos forrdser8sségeinek sorozata konvergens és
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i
n—>oa

vdF=divy (Eo) . (14.8)

E tétel indokolja, hogy v (r) divergencijit egy tetszfleges r pontban v(x)
1 -beli forrdserdsség-siriiségének nevezzik.

Bizonyitis. Ha Fn dtmérdje mar elég kicsi, akkor Fn C Kr , VnC Kr
~o -0
és fenndllnak a Gauss-Osztrogradszkij-tétel feltételei, vagyis

f!xgp:l[dw v oav .

A jobboldalon 4116 integrilra alkalmazhatjuk a kdzépértéktételt (az V., Kitet,
13,10 Tétel hdrmas integrdlokra vonatkoz6 analégonjit), mely szerint van
b3 pont Vn-ben, hogy

f/vdF=divv(r )[/]-dv=dlv1(r Jmes V .
- - -n n
F v

Innen a Vn-re vonatkoz6 4tlagos forriserdsség

1 .
mes V_ ff ¥ dE = div v(z ).
F
i

Ha n —poso, akkor F és vele V az r pontra zsugorodik, tehdt E—n — _1_'0 .

ahonnan divv foiytonosséga miatt allitasunk kovetkezik, !
Attérunk vektor -vektor fliggvény zdrt gorbére vonatkozé vonalinteg-
raljanak feluleti integr4lld valo italakitdsidra,

14.5 Tétel. (Stokes-tétel). Legyen i3 reguldris feliiletdarab,
T irdnyitott, egyszerti, reguldris, zdrt felileti
gorbe F-en; F normdlvektorit irdnyitsuk ugy,
hogy annak irdnydbél nézve a ¥ -n kijelolt hala-
dési irdny pozitiv (az éramutat6 jirésédval ellenkezd
(tdsd 14,4 dbra) legyen; F-nek ¥ 4ltal hatdrolt
darabjit F-fel jeloljiik és feltételezziik, hogy F-
-nekvanolyanr =1 (ul, u2) elillitdsa, melyben

F:.{E: £=£(ul-' uz)! (ulv U2) € D}
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Y= {E: _r_=£(ul,u2), (ul,uz) é.g},

ahol D mind az u - mind pedig az u, tengelyre

norméltartomdny (ldsd V.Kotet, 15,1 Definici6)
és a D-t hatdrolé g gorbe egyszeril, reguldris,
zart sikgbrbe; legyen tovdbb4 a v (r) vektor-vek-
tor fliggvény az F U ¥ halmazon folytonosan diffe-
renciflhaté ; e feltevések mellett v (z)-nek ¥ -ra
vonatkoz6 vonalintegrélja (cirkuldcicja)egyenlS v
roticiéjdnak F-re vonatkozo felilleti integraljdval:

ﬁzd_r_=ffrot v dF . (14.9
r F

Bizonyitds. A (14, 9) formuldnak a bal, ill.
a jobb oldala filggetlen a ¥ gbrbe, ill. az
F feliilet paraméterezésétbl {feltéve, hogy
a paraméterezés az irdnyitdst nem viltoz-
tatja meg). Ezért, ha (14.9) valamilyen
paraméterezéshen fenndll, akkor paramé-
terezéstél filggetlentl igaz, (14.9) jobb ol-
daldbdl indulunk ki, A (13,7) formula, a
vegyesszorzat elemi tulajdonsdgai és a

11, 2 Tétel felhaszndldsdval (az L= _1'l’I R

14.4 dbra I, = _1_'1’l jeltlések alkalmazdséval) 1
2

//rot vdF = j(rot v(r (ul, u2)) 5 {2) duldu2 =

F D

- j(r rotzsz) duldu2=
dy
fj(J dr ) --1;2 dr S} )du du

. // . d_!(g(ul, u, ) . dy(xl,.u,) .. du
= e dr hh a2

D
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Azonban az Ysszetett figgvény differencidlisi szabdlya alapjin

dv (r (u,,u, )}
- =112 ___0
ar 5= 2y, Il w) .

v (xlvy.u)) 3
dar L% u, Yl u)) .

Az utébbi kifejezéseket az elfz8 egyenldségbe behelyettesitve

ff rot v dF =ff£2 —3?1_11(’1—.(“1’ u2)) duldu2 -
F D

9 -1 -
— f[ L T3aY (_E(ul,uz)) du1 du2 = Il I2 , (14.10)
2
D
ahol az elsé integrilt I1 -gyel, a mésodikat Iz-vel jeloltik, Az I1 kettés in-
tegril kiszdmitisa sorén D-taz uz-tengelyre norméltartominynak, 12 ki-
szdmitisa sordn D-t az Uy -tengelyre norméltartomdnynak tekintjilkk. Legyen

az elsf esethen

D= {(ul,uz):‘f’l W) <u <Yy (W) 5 X,y< U< [52}
a mésgodik esetben
D= {puy): @ yu)<u, <Y, @) <y < 8L

A D-re és a g-re tett feltevésekbll kovetkezik, hogy a < v g 97 ill.
W 1 ’1} 2 fiiggvények izoldlt pontok kivételével folytonosan differenciflha-

t6k, el§szér szigoruan monoton csdkkendk, majd szigoruan novekedfk, ill,
forditva, grafikonjuk csak annak a pontnak kdrnyezetében tartalmazhat viz-
szintes egyenesszakaszt, ahol minimumukat, ill, maximumukat veszik fel
(ez utobbi lehet8séget azonban az egyszerliség kedvéért kizdrjuk; a tdrgya-
14s konnyen kiterjeszthet§ erre az esetre is). Megjegyezziik, hogy e filgg-
vények derivdltja az értelmezési tartomdény végpontjal kbrnyezetében (és
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egetleg néhdny mds izoldlt pontban) végtelenné vilik, ezérta tovdbbiakban
improprius integrilok is fellépnek.

Ekkor By v (1)
' 2
L= [ I u, (ul,uz) —3—; 1(£(u1’u2))du1J du,,.
%291 )

Most parcidlisan integrdlunk (14sd I Kotet, 29,8 Kiovetkezmény. Az integ-
randus itt két vektor skaldris szorzata, shol a mésodik tényez§ egy up ~-val-

toz6 szerinti derivdlt. Az, hogy a parcidlis integrdlds elve ebben az eset-
ben ugyanugy alkalmazhaté, mint skaldr fliggvények esetében, a skaldris
szorzat (1.7)differencidldsi szabdlya alapjdn ktnnyen beldthat6), Az

I;p = £"u w _1_‘_"u u jeltlés alkalmazésdval
271 172
I, = r, (u,u,)vix@u,,u,) -
1 { I:—z U/ TR 2%
5 CFI (u,)
- 1, (z(ul,uz))dul} du, =
Cf’l (UZ)
Ba
= f v(r (wl(uz) ') I, (\Pl(uz).uz) du, -
X2
Ba ‘
. j Y& (), v, (¢, fuy),uy) du, -
%2
- j:/ I 1(£(u1, uz)) dul du2 . (14.11)
b

Az Gsszetett fuggvény differencidldst szabdlya szerint azonban
d »
-d—u;—-z(wl @ uy) =x, () {uy) u )y, ) +z, (y,@,), u,),
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vagyls
- . - ’
I, (wl(uz),uz)- au, zly, @y uy) 7, (9, (), u )y (uy) .

Analég mddon
Iy(cp, (uy) u,) = au, o L(p ) u)x (P () u,)ep ().

Az utobbi kife jezéseket (14, 11)-be helyettesitve kapjuk, hogy
B
L =j vx(y; ), u ) —— du, r(\pl(u ),u,) du, +

%

+L x(g(Cpl(u ))u )) I (q’l(u ) u )du
2

f
B jz ¥ (@ (y,; () u,) _l;l(lpl(uz),uz)q)'l(uz) du, +
%

B
+/ Y (¢, (uy),u ) 1, (P (uy),u )(f)’l(uz) du,

%
[/ L 1(£(u1, u2))du1du2. (14, 12)

I=x (q)l (u ) u, } a7 térgtrbe azon darabjinak az elG4llitisa, mely
a g sikgbrbe P P 3 szakaszé.nak felel meg (l4sd 14. 5 dbra, ) Mikozben
u, 8z °L2 értékr61 Qz-re n6, a g grbén befutjuk a P1P2P3 ivet. r=
=r (P 1(uz), u2)a 7 térgbrbe azon darabjinak az el64llitdsa, mely a sikgorbe
P3 P 4 Pl szakaszdnak felel meg. Mikdzben u, a f&z értékrfl lecstkken az
X, értékre, a g grbén befutjuk a P3 P4 P1 wet Ekigzben az v, U, sikbeli
g gorbét pozitiv irdnyban jértuk korill. Ennek az irdnyitdsnak a7y gtrbén
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ugyancsak pozitiv irdnyitds felel meg, ha F-et az upsu, paraméterezés 41-
tal meghatdrozott I xr, normélvektor irdnydbel nézzilk, Miutin a feluleti

mtegfél kiszémitéséban éppen ezt 2 normélvektort hasznéltuk, & iranyit4-
sa a tétel kisvetelményeinek eleget tesz. Ezek szerint I1 utdbbi kifejezésé-

ben az els§ két integral dsszege éppen ¥ (r)-nek a megfélelﬁen irdnyitott
T gorbére vonatkozé vonalintegr4lja,

U

14,5 4bra

(14.12) harmadik, 11l. negyedik integr4ljdban végrehajtjiuk az u, =
= 11) 1 (uz), ill. az u, = ¢ 1 (u2) helyettesitést, A 71) 1 (u2) fliggvény inverz
fiiggvénye az (dz, 52) intervailumon a § 2 (ul), u € (0(1’ 81-) fuggvény,
a (52,(52) intervallumon a ]1‘72 (ul), u e (cg],[il) fuggvény (ldsd 14.5

dbra); igy
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‘32
—j 1(;(\})1(112). u) r, (p, (w), uz)\pll (u,) du, =

)
9
) -ojq ¥ (xuys Golup) x; (ay, Ppluy)) duy -
B
- ¥ (xlu;, olu Nx, oy, Wola Ndu,
)

A 9, (uz) fuggvény inverz figgvénye az (of 2 3’2) intervallumon a
P, (ul), u € (ocl, ¥ 1) fuggvény, a (7, ﬁz) intervallumon a V, (ul),
u E(Iall, [51) flggvény; igy
(P
f A e GO ) (G (ug)r u ) Py twgddu, =
ol
2
($1
= j v(z(u,, C[Jz(ul))_l;l(ul,CPZ(ul)) du, +
g
By
+ J v (o Py (w, ) (s Yolu Ddu,
(!

Ezeket az eredményeket (14. 12)-be helyettesitve, ahol szilkséges az integ-
réci6s hatdrokat felcserélve és az azonos integrandusok integriljit bssze-
vonva Il—re a ktvetkez§ kife jezést kapjuk:

33
I = 515 v(x)dzr+ j A CIRVSIUS I 3] () Pyluy)) duy -
4 1
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61
"/ Yxlu, @ylu Nz (gs @ lud)du, -

1
- f/ 5_121(_1_:_(u1, uz)) duldu2 .
D

Az I2 integrélra teljesen hasonlé médon a (14.11) formuldval anal6g

1= f ¥ix(u, ¥, G zl(ul,tpz(ul)) du, -

- J _\1(r_(ul, sz(ul))zl(ul, <;02(u1))du1 -

) ff £y, ¥E(,up) du,du,
D

kifejezést kapjuk, Il és I2 utSbbi kife jezégeit (14. 10)-be helyettesitve az I1

kifejezésben 4116 elsé tagon kivil az §sszes tag kiesik és eredményll a

ffrot 1d§=5£1(£) dr
F ¥
egyenlfség adddik. !

Hasonl6an a Gauss-Oszirogradszkij-tételhez a Stokes-tétel ig érvé-
nyes lényegesen gyengébb feltételek mellett, mint azok, melyek a 14. 5 Tétel
kimondédsdban szerepelnek. Elhagyhaték a D-re és g-re tett megszoritdsok,
és a v(r)vektor-vektor fliggvényre tett feltevések mellett a Stokes-tétel ér-
vényes feltéve, hogy F élekben csatlakozé reguldris feliletdarabokb6l 8sz-

_szetett egyszeril, irdnyitott felilletdarab, melyet egyetlen reguldris gorbék-
b6l Gsszetett egyszexl zdrt y gdrbe hatdrol (ldsd [6] ). A tovébbiakban
a Stokes-tételt ebben az 4ltaldnos megfogalmazdsban hasznéljuk fel.

A (14.9) egyenléség bal oldaldn a v_(r) vektor-eloszlds ¢ -ra vonat-
koz6 cirkuldcidja 411, Ha v (r) valamilyen (tbmegek, elektromos, vagy mdig-
neses toltések 4ltal 16trehozott) erbtér térerbssfg vektor-eloszlisa, akkor
a cirkulédci6 megadja a végzett munk4t, mikdzben a “probarészecske” ¥ -n
kdrbe mozgatva visszatér eredeti helyzetébe. Ha a cirkuldcit elosztjuk
a4 4ltal hatdrolt feliiletdarab felszinével, megkapjuk azt az 4tlagos munkét,
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melyet a probarészecskének adott 4lldsu és egységnyl felszinil feliletdarab
hatérol6 gérbéjén val6 korbe mozgatdsa sordn végezni kell, mikbzben a pré-
barészecske eredeti helyzetébe visszatér (ha a cirkul4cié pozitiv, a mun-
k4t az erbtér végzi, hanegativ, az erbtér ellenében kell végezni). Ezek a
megfontoldsok indokoljdk a kdvetkezd tétel kimond4sé4t, mely szemléletés
fizikal jelentést ad a rot ¥ vektornak.

14,6 Tétel. Legyen vir}az I, pont egy KI k6rnyezetében folyto-
=0

nosan differenciflhats, F az I, ‘ponton 4thalad6 reguld-
ris feltlletdarab, melynek x, pontbeli egység normélvek-
toran, §y k=1, 2, 3,...)F-en lev§ n irdnydb6l nézve

pozitiv ktrilljdrdsu, egyszerd, zért reguldris feltileti
gorbék végtelen sorozata melyre F-nek ¥x altal hata-

rolt Fk darab]a az I pontot tartalmazza; tegyik fel
tovébbd, ‘hogy a Yx k=1, 2,.. .')végtelen gorozat az
I, pontra zsugorodik, vagyis /Xk é_tmérﬁje zérushoz
tart, (ekkor természetesen a gk dltal hatdrolt Fk fe-

luletdarab mes F felszine zérushoz tart); e feltevé-
sek mellett

lim _rﬁe—:_s—F— SIg vdr=rotvy. n (14.13)
k=00 k Vk ’

ik 2 N — ) e s = . . o o = -
Bizogﬂtas. Legyen F—{£.£ I(ul,uz),_(ul,uz)e D}, _g(ul, u2) I Fk

-nak az u;,u, sikban megfelel§ tartomény Dk’ k=1, 2, ...) _r_nf (ul,u2)=
T, XT '
—1 et

|z, X 5

és _nlo(ucl), “;) =n, A Stokes -tétel értelmében

é vy dr= ffrotg_d_lf =f(rot1£l_1;2) du, du, .
¥x Fk Dk -

A kett6s integrilokra vonatkoz6 kizépértéktétel (V.Kotet, 13.10 Tétel) sze-
k k ,
rint van (ul, uz)eDk, hpgy

vdr=(rotyzr T )(ul, u )mes.Dk=

=1 -2
fx
k k o, k k. k k k k
= rot 1(_{(111 ; u2)) .m { v u2). |»£1 (ul, u2) XI, (ul,uz) ‘ .mes Dk’
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ahonnan

(fotx._lz_l_o)(ulfs ug):: - X lk) 7 ¢ ¥ d._ =
ey 3y v |mes D LY
) ] Sﬁ v dr
) mes Fk . v —
Ty kX k : mes F
l(rlxg:_z)(ul, uz)l mes Dk k

Azonban mes Fk~ra alkalmazva a kettfs integrélokra vonatkoz6 kzépérték-

tételt, van (t;( , ti;)€Dk’ hogy

: mes Fk = fjl I, xgz’l dui du2 = , (glxgé) (t];, tg)]mes D

Dk
Ezt az el6bbi egyenldséghe helyettesitve és mes Dk -val egyszeriisitve
) @ ,'tl;)l it ®
(rotv.m )(u ll];) X mes F
|(r 2)(u1.u2 ) k

Ha most k —>oq akkor fbﬂ és Fk az _r_o = r' (ucl), uo) j)dntra zsugorodik

(u , u )——->( ,u ) , (t , tk)-+ (u ,u ) A baloldal a szerepl6 nggvények
folytonosséga mlatt roty (_15o ). E-h,ez tart, a jobboldal els§ tényexzsje pedig
1-hez. Ezért a jobboldal mésodik tényez6je konvergens és
56 ¥ dr
nrotvi(r } = lim —?-l(——-——
= -0 mes F,_ -
k-ooo 'k
Még egy az alkalmazisokban gyakran felhasznélt integrélétalakito té-
telt bizonyitunk.

,.l

14,7 Tétel, ('Szimmetrikus" Green-tétel.) Legyen F egyszerll
zért, reguldris felilet kifel¢ irdnyitott normdlvek-
torral, az F 4ltal hatérolt V térrész mérhet§ tér-
fogatu és 1étezzék olyan x,y,z Descartes-féle de-
rékszogl koordindtarendszer, melyben V a koor -
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dinftasikokra norméltartomdny (ldsd V,Kotet, 15,2
Definici6)., Tételezzik fel tovabb4, hogy az u (x) és
vir) skaldrmez6k a V |J F halmazon kétszer folyto-
nosan derividlhaték, ekkor

ﬁ(u gradv - vgrad u) d§=ff(uAv—vAu) dV. (14,14)
F - v

Bizonyitds, Alkalmazzuk a Gauss-Osgztrogradszkij tételt (14.53 Tétel) az
u(r)grad v (r) ésav (r) gradu (r) vektor-vektor fliggvényekre. Felhagz-
néljuk a (12, 19) formuldt a ktvetkezs alakban: .

Vot

div (u grad v) =grad u. grad v +u div grad v,

1L,
div (v grad u) = grad v, grad u+v div grad u.

Ekkor ;

# u grad v dF= /jfdiv (u grad v} dV =

F v

=[f (grad u grad v+u div grad v) dV,
v

vagyis

#u grad vdF = [f (grad u’ grad v+ ulv) dV (14.15)

F v

(A (14, 15) formulét szokds "aszimetrikus Green-tételnek" is nevezni. )
u és v szerepcseréjével hasonl6képpen kapjuk, hogy

#v gradu dF= /]](grad v.grad u + v Au) dV (14.16)
F v

A (14.15) és a (14, 16) formuldkat egymésbdl kivonva, 41litdsunk adédik, !
A feltiletelem-vektor dF= m® dF, és az irdnymenti derivalt

grad u,ﬂ;_x‘l_,o = -——9——‘16-—, ill. grad v._rp_o = AN p jelslésével (14.14) még
9m 2m
a ktvetkez8 alakban is felirhat6
ff (02X -y 3“0 ydF = ff (uAv-vAwdv, (1417
o
P 2m Jdm v
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ahol a baloldsli integrdl madr skaldr-vektor fliggvény felszin szerinti integ-
rilja, (Ldsd (13.24) formula),

14,2 Példa. Alkalmazzuk a Stokes-tételt (14,5 Tétel) az xy sikban fekvs re-~
guldris gbrbekb{l dsszetett, egyszerl, zart pozitlv irdnyitdsu y gorbére
és az xy siknak azon T mérhetd tartomdnydra, melyet ¢ hatdrol, legyen
tovdbbd v (1) =y (x, y) =V 1 (x, y)i +v2 xvy) ja TUg/ halmazon folytonosan

dexivilhaté gikbeli vektormezs. Ekkor

'sz v

= - 1 b4 =
rotvy =k ( > x 5y ) ; dF=k dxdy

és 95\_/ dr = _[f rot v dF részletesen kiirva a kivetkez§ alakot veszi fel:
F
4

9§(v (x,y)dx+v G, y)dy) = jf( 2 x ) dxdy . (14.18)
avz 2v 1
A (14, 18) formul4t sikbeli Stokes-tételnek, a 3% 3y kifejezést sik-

bell rotdcidnak nevezziik,
14, 3 Példa. Alkalmazzuk a (14.18) formulst w = v, &,y - vy (x,y) } sikbe-

- i vektormez&re, vagyis irjunk (14.18)-ban v

helyere vyTet v helyére
~v2 -r, Rendezéssel kapjuk, hogy

2

(9v1 8v2 )

Sﬁ(vl(x, y) dy - v, (x, y) dx) =ﬂ. 5% + 7y dxdy. (14,193
¥ T

Ha most még definidljuk a dr-re meré6leges, vele egyenlS abszolut értéki,

a T tartoménybol kifelé mutat6 dn =n ds = dyi - dx j "ivelem-normélvek-
tort” (n a 4 sikgrbe normdlis egységvektora) és a
2 vy ? v,
div v = 5% + 5y (14.20)

un, sikbell divergenciit, akkor a (14.19) formula még a kiivetkez8 alakban

is felirhato:
56 vnds =‘/fdiv'1 dT, (14.21)

v T
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ahol ¥ (1) = A i+ v, =y sikbell vektormez8 és a baloldalon éllé
kifejezés a v.n skaldris szorzat "Ivhossz- szerintl lntegralja
A (14, 21) formuldt sikbeli _C_}auss-Osztrogradszkij-tételnek nevezzilk.

15. A potenciélelrﬁélet elemei

15. 1 Definicié. A sik valamely D tartoményit egyszeresen $ssze-
figgdnek nevezzilk, ha minden D-ben haladé zidrt
c gorbével egylitt, a ¢ gorbe 4l1tal hatérolt siktar-
tomény is D részhalmaza

Egyszeresen tsszefiggl példéul egy téglalap, vagy egy korlap Nem
egyszeresen Gsszefilggd egy korgyrll, vagy az a tartom4ny, ami a sikbsl
ugy keletkezlk, hogy a sik egy pontjit elhagyjuk.

15. 2 Definicié. Az egyszerli F felilletdarabot egyszeresen Ussze-
fliggbnek nevezzilk, ha egy egyszeresen bsszefliggl
D siktartominy képe (a 6.1 Definiclé értelmében).

Egyszeresen bsszefilgg feltiletdarab példiul egy félgtmb. Nem egy-
szeresen bsszefliggl egy "lyukas” félgﬁmh

15. 3 Definicié A kbzonséges tér valamely V részhalmaz4t egy-
szeresen Usszefiigg térbell tartom4nynak nevez-
ziik, ha birmely ¥ C V szakaszonként reguldris,
egyszerll,. zirt gorbére illeszthetS egyszeresen
bsszefilggs, reguldris F feltletdarab, mely V-ben
van, vagyls melyre F C V és melynek hatérolo
gbrbéje .

Eszerint pl. két koncentrikus gombfelilet kozottl térrész egyszeresen
vsszefilggl, a torusz (14sd 7.4 dbra) és a hegergyliril (14sd 15, 1 dbra)
"kétszeresen tsszeftiggS''. Ha a hengeren - a tengelyével pirhuzamos ten-

gelyl, kisebb sugaru '(kb'ztis részt nem tarialmazd) hengerekkel két; ill,
hérom furatot készitiink, ez a tartomdnyt "hdrom-, {ll. négyszeresen 6sz-
szefligg6vé” teszl. A ttbbszbrisen Osszefliggh térbell tartoményok a hat4 -
rolé felletre rajzolt z4rt gorbére 1lleszked§ metszSfelliletekkel "felmetszhe-
t0k" egyszeresen Gaszefliggl tartomdnnyd. (14sd 15,1 dbra).

15, 4 Definicis, Azt mondjuk, hogy a v (5_), .r & D folytonos vektor -
' ‘ vektor fliggvény a ktzonséges tér D nyilt tartom4-
ny4ban potencidlos, ha van olyan u () folytonosan
deriv4lhat6 skaldr-vektor filggvény, melyre
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v(xr) = grad u (1), I &ED,

Ezt az u (x) figgvényt v (r) _Ppotenclilfilggvényének
nevezzik,

Mivel az azonosan 4lland6 figgvény
gradiense azonosan zérus, nyllvénvals, \

hogy ha u (r) potencidlfiggvény, akkor tet-
szlleges ¢ 4llandéra u (r} + c s potenci4l-
fuggvény. Késébb l4tni fogjuk, hogy egysze- n
resen Ssszefilggl tartoményban ennek a ]
"megforditdsa” is igaz, vagyis, hogy ha il
¥ (x) potencidlos, akkor potencidlfilggvé- f
nyei dllandé6ban killsnbsznek egym4stol. H

15. 5 Definicié. A v (), reD |1
folytonos vektor- I
vektor fliggvényt e I [~
konzexvativnak - T >
mondjuk a kozon- { P

séges tér egy nyilt, \J el
egyszeresen Ussze-
figgd V C D tar-
tomény4ban, ha
bérmely ¥ C V
szakaszonként regu-
ldris, irdnyltott, z4rt gbrbén vett vonalintegréilja
(cirkuldci6ja) zérus:

55 y{r)dr=0, ycv.
q

15,1 4bra

15,1 Tétel. Ha a v(r), r € D folytonos vektor-vektor figgveény
konzervativ a kozonséges tér egy nyilt, egyszere-
sen Osszefiggl V C D tartomdnyédban, akkor tet-
szlleges a € V és b € V pontok kozotti vonalinteg-
rélja aZ utvonalto! filggetlen, csakis a kezdS és
végponttdl filge és forditva, ha V-ben a vonalinteg-
T4l az utvonaltSl fuggetlen, akkor v (r) konzerva-
tiv,

Bizonyitds. Legyen 31 < v, il 3’2 C V az a pontot b-vel &sszektts irs-

nyitott, reguldris gorbe Az ellenkezSleg (b-b6l a-ba} irdnyitott Yy gorbét
- ¥ 5-vel jeldljiik. Ekkor 4= ’a’l U - '32) z4rt gorbe.



¥ (r) konervativitdsa és a vonalintegrdlnak a (13. 4) és (13, 6) formulé4val le-
irt tulajdonsdgal miatt

b b

f vdr= f vdr
a a

T P!

Forditva, legyen ¥C V tetszbleges, Irényitott, szakaszonként reguléris,
egyszeri, zdrt gbrbe ésa, b & ¥ . aésba T gorbéjét a -bol b-be irs-
nyitott Y | é8 @ b-bla-ba irdnyitott - T, gUrbéKKé osztia. Mivel

a
[ 2
ezért :
b b b a
0= j v dr- f 1d£=j vdr+ 1d£=551 dr .1
a a a b
3 ¥ = = ¥
Tl TZ H..1 B Tz
15, 6 Definicio. A v (), £ & D folytonosan differencidlhaté vek-

tor -vektor fllggvényt roticiémentesnek (6rvény-
mentesnek) nevezzilk a kizonséges tér egy nyilt,
egyszeresen Usszefliggé V C D tartomdnyédban, ha

rotv=0, r & V.
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Bebizonyitjuk, hogy a 15.4, 15.5 és 15, 6 Definiciék ekvivalensek va-
lamely egyszeresen dsszefilggf tartomdnyban, ha ¥ (r) folytonosan deriv4l-
hate.

15,2 Tétel, A v (1), r € D folytonos vektor-vektor figgvény
a ktztnséges tér egy nyilt, egyszeresen tsszefliggs
V C D tartomdnydban akkor és csak akkor poten-
cidlos, ha ott konzervativ,

Bizonyitds. Tegyuk fel elSszbx, hogy v (r) potencidlos V-ben, azaz van u=
u (r) skalirmez8, melyre v (r) = gradu (x). Legyenaz r (1), t € [ PJ4ltal
leirt reguléris, irdnyitott ~ térgrbe kezdGpontja a=r r (o ), végpont_]a
b=x( [.’)) Ekkor a (13.2) és (10, 9) formulék felhasznildsdval

b f>
. du (r (t))
f vz} dr= fgradu(_x;(t)) r{ de= ———dt_dt=

X

= [u (z(t))]f: =u(r(p)-u{z()=u () - u () (15.1)

az utvonaltol fiiggetlentil, vagyis v (x) konzervativ,

Tegyiik fel mésodszor, hogy a v (r) vektormezd konzervatly Vv C D~
-ben, a EVés TC V tetszfleges a kezd6pontu (z végpontu) reguldris
gbrbe. Ekkor a 15.1 Tétel miatt az

r
u(r=fg£rr_V
a

formula egy 7 -t6l fiiggetlen, csak xr-t81 fliggd skaldrmez6t definldl, Bebi-
zonyitjuk, hogy ez a skaldrmez§ potenclalfﬂggveny
Legyen r €V, az 50 pont Kr kOrnyezete V részhalmaza, Kr cV;
-0 -0
és r, tAre K£0 . Az x, pontot az z, + 4 r ponttal 6sszekdtS (irdnyitott)
egyenesszakasz egyenleter=r + Art, 0<t <}, u megvaltozdsa
SN =

r+Ar
I,rar

I,
ug,ton-ug)= x(;)dg-/x(r)dz=

I
| &
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+A4AT 1

r
=0
=f _v(£)_d_1_'_=f1(£0+ﬁl£t)A£dt.
T
0

0

Az integrici6s utat el§szdr nem irtuk ki, mivel az Integrdl figgetlen az ut-
t61; végil az egyenes mentén a (13.2) formula alapjdn irtuk fel a vonalin-
tegrélt. Az utolsé integrilra alkalmazhatjuk az integrdlszdmitds kiozépériék-
tételét (Il Kotet, 26,2 Tétel), tehdt van O <~J < 1, hogy

w( +AD -u ()= v@ At A

Mivel azonban y (r) folytonos, v(x + Pa) _1_-_2)«) =¥ (& )+ £ (AD), ahol
€ (Ar)—>0, ha Ax —0. Ezért

u (_1_'0+A£)—u (50)= y_(;_o)AE +§ (Ax). Arx,

ahol _<_f_ (Ar) -0, ha Ar— 0O, amiazt jelenti, hogy u (r) differencidl-
hat6 és grad u ({O) =1(£0) 1

15.3 Kovetkezmény. Ha a v (r), r € D folytonos vektor-vektor fliggvény
potencidlos az egyenesen tsszefiggd, nyilt V < D
tartoményban, akkor bdrmely két potencidlfliggvénye
dllandéban killonbbzik egymastol.

Bizonyitis. Legyen grad uy (x) = grad u, @=v@,reVésa € V.
Ekkor (15, 1)-bél adédik, hogy minden r € V-re

W@y @, @ e,
vagyls u @ -u, @ T @ -uyfa)=dllande. |

Folytonos vektor -vektor fllggvény potenclélfiggvényeinek halmaza te-
hét az egyviltozos fuggvények hatirozatlan integréljdval analdg tulajdons4-
gokat mutat.
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15,4 Tétel. A v (r), r €D folytonosan derivdlhat6 vektor-vek-
tor filggvény akkor és csak akkor konzervativa
tér egy nyllt, egyszeresen tsszefliggd V C D tar-
tomdnydban, ha rotdclémentes,

Bizonyitds. Tegylik fel el§szér, hogy rot ¥{)=0, r € V. Ekkor a Stokes-
tétel (14,5 Tétel) miatt birmely ¥ C V zdrt, reguldris, irdnyitott térgtr-
bére és az erre - mint hatdrgérbére - illeszked§ F C V reguldris felitlet-

darabra
353 (r) dr = f[rot1d§= o,
i F

Tegyuk fel mdsodszor, hogy bdrmely z4rt, reguldrls, irdnyitott ICY tér-
gorbére ¢ v(r) dr=0. EbbSl rot v = o kivetkezik, mert ha pl. I, € V-ben

rot v (EO)'xzérustél kilonbozd volna, akkor rot v folytonossdga miatt I, -nak
volna olyan kis kbrnyezete, pl. az r, -on dthaladé rot v (£0 }-ra merGleges
kis F 1 siktartomdny, melyet a ¢ zdrt, irdnyitott, reguldris gérbe hatirol,
ahol rot v () #0, r € Fl. Ekkor rot v {r) x rot ¥ (50) = l roty_(_go)lln_o,
ahol m ®az F siktartomdny egység normdlvektora, és rot v (50 IR g_o > 0.

1
A Stokes-tétel alkalmazdsdval

. SS_\_T(_]_:)d{ =Ifmt_y (r) dF =rot v (_1_'0)._1r_n0 . mes F1>0
c F1

a feltevéssel ellentétben. |
A két tételt egybefoglalja a kivetkezd

15,5 Tétel, Az, hogya v (r), r € D folytonosan differenci4l-
haté vektor-vektor filggvény a V C D egyszeresen

Usszefiged, nyilt tartomédnyban potenclilos, kon-
-zervatlv, ill. roticiémentes, ekvivalens 411it4sck.

Most rtviden azzal foglalkozunk, hogy milyen tulajdonsigokkal ren-
delkezik a vektormer§, ha divergencidja zérus,
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15,7 Definicls, Azt mondjuk, hogy a v (r), r € D folytonosan de-
rivdlhat6 vektormez§ divergenciamentes (forrds-
mentes) a V C D nyilt tartoményban,
hadivv(r)=0 zxé&Vv.

A Gauss-OsztrogradszijtételbSl (14.3 Tétel) kbvetkezik, hogy ekkor
 mindenolyanF C Vzdrt feldletre, mely 4ltal hatdrolt térrész V részhalmaza,

ﬂ A4 dF¥= 0, tovdbbid a ¥Ccv zdrt, irdnyitott

F
reguldris gorbére, mint hatdrolé vonalra kifeszitett F C Vés F2 C V-re-
guliris feluleteken szdmitott fluxus egyenld,

Jree-f[ ez

feltéve, hogy az F, U F,, zdrt feluletek 4ltal hatdrolt térrész V részhal-
maza és F1 valamint F2 ( ¥ -nak megfelel§en) egyformdn van irdnyitva.

Ennek bizonyit4s4t (a felillet! Integrilok (13.'14) és (13.15) tulajdonségainak
felhaszn4l4sdval a 15, 1 Tétel bizonyitdsdval analég médon) az olvaséra biz-
zuk.

Hasonléan beldthats, hogy ha Vl (- V2 CV,a V1 tartomdnyt az FI’
a V2 tartomanyt az F2 reguldris zdrt fellilet hatdrolja és az F1 és F2 ko-
zottl térrészben div v(r) =0, r £ (V 9 \Vl)’ akkor

frofee
FI FZ

Killéntsen figyelemre méltéak és fontos szerepet jitszanak azok a
vektormez6k, melyek egyszerre rotdcié- és divergenciamentesek. Ha a két-
szer folytonosan deriv4lhat6 v (r) vektormez6 diveregencia- és roticiémen-
tes egy egyszeresen ﬁsszefuggﬁ nyllt V tartomdnyban, akkor létezik u (1)
potencislftiggvénye és

divy(r) =divgrad u xy=~4u= 0,

vagyls a potencidlfiiggvény kielégiti (Descartes-féle derékszogil koordindtik-
ban) a
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2 2 2
A TECA (15.2)
ox 2y 2=z

Laplapce-féle parcislis differencidlegyenletet,
(V.5. (12, 22) forinuja).

Ha rot v (r) = 0, de div v ()= 9 (x) #0, r €V, akkor ¥ potenciélos,
¥ (x) = grad u (x),
div grad u(x)=Au(r)=3 (x)# O
vagyis u kielégiti a

2 2 2
Ad = o + CA + 28 = g(X.Y:Z) (15.3)
2 2 2
3x 2y 2z

Poisson-féle parcidlis differenciflegyenletet,

A (15,2) és (15. 3) parcidlis differencidlegyenletek bal oldaldnak sikbeli alak-
B

22 12
Au = ~ 4+ — = div grad u, (15. 4)
2 2
Ix oy '
15. 8 Definicio. A Laplace-féle parciélis differencidlegyenietet ki-

elégitd kétszer folytonosan differencidlhaté figgvé-
nyeket harmonikus fiiggvényeknek nevezzik,

15.1 Példa, Sikban az

u, = 1n|£]=1nux2+y2 =% In (:l:2 +y2) . ir}# 0,
térben az 1
1 2 )
uz—l—£—|-- x" +y +2z)  Jrl# 0

fiilggvény harmonikus. Ugyanis

- X Yy
gradul- ) 2_£+ 5 3 d
X +y X +y
I 2 P
divgradu1= ) 23+ 3 3 20
x +7y) x +y)
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grad u, = 3 (xi +yj +zk},

1

div grad u, = 5 li(sz-yz-zz)—i—(Zyz -x2 —zz) +
2

(x2+y2+zz)
+ (2z2 —x2 - yz)] = 0.

15.2 Példa. Meghatdrozzuk az origéban elhelyezett egységnyi tomegl pont
graviticiés mez6jének potencidlfiiggvényét. Az egységek alkalmas megvi-~
lasztdsival

3

v= -1:3=(x2+y2+z2) [-x_i_-y_j_-zﬂ, r#0.
|zl

roty = xv=0, tehdt ¥ potencidlos.

Rugzitett Po (xo, Yy zo) pontt6l - az Integrdlds tartamdra rogzitett,
de ut4na futé pontnak tekintendd P.l (xl,y]zl) pontlg tetszés szerinti utvona-
lon szdmithatjuk a vonallntegrélt, Legegyszeriibb a koordindtatengelyekkel

piarhuzamos ¢ C egyenesszakaszokbol 4116 ¢ tortvonalat vdlasztan!

c
273
(ldsd 15,2 4bra), r # o miatt P0 nem lehet az origs.
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A potencidifilggvény u = + ¢, ahol ¢ tetszdleges dllands. (V.0o.

10.2 és 13.3 Példa). |zl
Most ugyanezen a példdn egy mésik médszert (a "primitiv fiiggvény

keresés mdGdszerét™) mutatunk be a potenciélfiiggvény meghatdrozdséra.

Az u potencidlfiiggvény kielégiti a

3 3
2 2 2 2 2 2 2 2
,'aa—i=-xr(x +y +z°) , ig;= Y+ yHz) .
-3
’%z - -z () (15. 5)

"parcidlis differencidlegyenlet rendszert”, Az els6 egyenletet x szerint
"parcidlisan" integrédljuk, vagyls megkeressiik a jobboldalnak, mint x fiigg-
vényének a primitiv figgvényeit:

1

u= (x2+y2+z2) 2 + cl(y,z),

ahol c, tetsz6leges folytonosan differencidlhaté fiiggvény, kielégiti (15.5)
els6 egyenletét, Ahhoz, hogy u (15.5) mésodik egyenletét is kielégitse, fenn
kell 4llnia a

1

2 2
—o— [6Pwhah)  re o] = v )

feltételnek. Innen

'acl(y.z)

X, = 0,

vagyis ¢, nem fiigg y-tol. Az
1

2
u= (x24Jy2+zz) +cy (z)

fiiggvény, ahol <y tetszbleges (egyviltozds) folytonosan differencialhaté fiigg -

vény, mér kielégiti a (15. 5) rendszer els§ két egyenletét. Ahhoz, hogy u
(15. 5) harmadik egyenletét is kielégitse, fenn kell 4llnia a:
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1

[x+ +z) 2

+c, (zi]= -z (x2+y2+zz)

feltételnek. Innen c =0, vagyls <, illand6. A potencidlfiiggvény

1
u= (x +y +z ) 2 + c,
ahol c tetsz8leges 4llandé.
15.3 Példa. A 13.1 Példdban szerepld
= - y . X .
A I L Ly s ¥ |
x 4y X +y

vektormezd roticiémentes abban a tartomdnyban, amit ugy kapunk, hogy a
térbdl elhagyjuk a z-tengely pontjait, Ez azonban nem egyszeresen ossze-
filggd tartomény.(Ha v(r)-et xy sikbeli vektormez6nek tekintjilkk, akkor az
xy slkbol az origét kell elhagynunk Az ily mddon kilyukasztott sik nem egy-
szeresen Usszefliggf siktartomdny). A 13.1 Példa mutatja, hogy e vektorme-
z§, a szébanforgé tartomdnyban nem konzervativ. Megkisérelhetijiik v(r)
potenciilfiiggvényét meghatdrozni a

Qu  _ y 2 u - X au=0
2% x2 +y2 27 x2 +Y2 2z

egyenletekbfl. A 'primitiv fiiggvény keresés modszerét" alkalmazva (a har -
madik egyenlet szerint u nem fiigg z-t61)

u= arctg——xL + ¢ v,

ahonnan y szerint derivilva

X X
2 2 2 2
X +y X +vy

vagyis c =0, ¢ =c dllandé6. v (1) tehdtaz



filggvény gradiense. E fliggvény azonban csak az x> O (ill. x < O) egyenlft-
lenséggel jellemzett féltérben van értelmezve. Ebben a féltérben (mely méir
egyszeresen Ssszefiggd tartomény) v (r) mdr konzervativ és v (r) = grad u,
Egy vektormez§ potencidlossidgédnak nem elegendd kritériuma az, hogy
egy-két vagy akdr végtelen sok z4rt gérbén vett cirkuldcié értéke zérus.
Minden zdrt gorbén zérusnak kell lennie. Ezt mutatja meg a kovetkezd

15,4 Példa, Tekintsiik a v = Xi + 2y jés Y, =XV, = x2i+ 2xy j (v.6.13.2

Példa) sikbeli vektormez&ket. rot 215 0, rot Y, = 2y, tehit Y potenciilos,

¥, nem. Mégis a 13.2 Példa tanulsdga szerint ) cirkuldcidja az adott ellip-

szisen zérus. De nemcsak ezen az ellipszisen tiinik el a cirkuldcija, hanem
2

2
az Bsszes }; +y = c2 ellipszisen (c tetszéleges dllandd).

2

15. 3 4bra

2

2
Ez a kovetkez8 médon lathato be, ¥ annak az u = ———%——-}- y potencidlfigg--
. ( 2
vénynek a gradiense, melynek szintvonalal az —}—;-—+ y =c ellipszisek;

ezek ortogonilis trajektéridiaz y= cxz paraboldk, melyek Xl-nek ésy 9 nek
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egyarant vektorvonalai. (Ldsd a 12,1 Példa eldtt mondottakat és a 15.3 db-

rdt). Az adott ellipszisek érintdvektora v,re mindentitt merdleges, a vo-

halintggrél: integrandusa tehit Yo dr =0.

16. Ortbgonélis gorbevonala koordinatarendszerek

Az alkalmazisokban gyakran foxdul elf, hogy a megoldandé feladat
gémbszimmetridt, vagy hengerszimmetridt mutat, és a fizikal, mechanikai
stb. jelenség matematikai modellje kiilonbsen egyszeril alakot vesz fel gom-
bi, vagy hengerkoordinidta rendszerben {lisd V. Kétet, 11.3 Példa)., Gyak-
ran el&fordul, hogy a megoldandé feladat az el6bbiekt6l killonbtz8, specid-
lis koordinitarendszer bevezetését koveteli meg. Legyen a térben adott

aZ €, &y &4 ortonormélt bazis és az ezen alapuls X|» X Xg Descartes-fé-
le de_réksztigﬁ koordindtarendszer. Ha megadunk hirom hiromszor folyto-
nosandifferencidlhaté hdromvaltozos fiiggvényt X, (ql,qz,qs), {i=1, 2, 3),

“melyek jacobi-féle filggvénydetermindnsa (lisd V. Kdtet, (11.6)) nem. zérus,

2%y, Xy 3:3)

a( q;, 9y 9g) 7o e

és melyekre ai

X) =% Q5 95:95)

Xy =%y Q4> 95093

Xg =X, (q)» 9y, Q) : - (16.2)
h'ozzérehdel-és az egész térben, vagy legaldbbis annak e:gy részében egy-
egyértelmti, akkor azt mondjuk, hogy gorbevonalu (vagy 4ltaldnos) koordi-

nitarendszert vezettiink be. Miutén a pontokat helyvektoraikkal azonosi-
tottuk, a (16, 2) gorbevonalu koordindtarendszer bevezetése azt jelenti, hogy

3 - -
a pontok r= E X, & helyvektorait megadtuk, mint a ;> 9yr 93 v4l-
: i=1 ' ‘
tozek figgvényeit:
L3 (ql’qz’qS)- = Z X (ql,qz, qs) & - (16. 3)

i
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(E pontban minden szumma 1-t8! 3-ig megy, ezért ezt kiilon nem jeldljik,
csupdn azt, hogy melyik indexre torténik az Ssszegezés). (16. 3)-ban r-et

mint "hdromparaméteres vektor-skaldr fliggvényt” fogjuk fel, Ha a hdrom
valtoz kozill kettft rogzitiink, pl. Uy =y 93 7 I3 akkor

L=1(q; 9% 9, (16.4)

egy un. q, - koordindtavonalnak az egyenlete (e'gorbe mentén csak a 9

koordinata viltozik, q, és 95 allandé6). Hasonlé értelemben beszélink dy»
i1l qs-koordinétavonalakrél. A tér minden pontjin pontosan egy Q. 8y
q," és egy 93 -vonal halad 4t. Ha a hirom viltozé kozil egyet régzitiink, pl.
9, =9 akkor

egy un. q; ~koordinitafelilletnek az egyenlete (e feliilet mentén q, dllands).
Hasonlé értelemben beszéliink 9y - ill. gs-koordinétafelijletekrﬁl. A tér
minden pontjin pontosan egy Q7> €8y 9,° és egy q, -feliilet halad &t.

16.1 Példa. Az V. Kotet, 11.3 Példdban tdrgyalt gombi koordinitarendszer-
ben az r-vonalak az origébol kiinduls félegyenesek, a '\9‘ vonalak azok a fél-
korok, melyck a z-tengely (x3 -tengely) origéra szimmetrikus pontjait kétik

ossze, a ? -vonalak pedig azok ''vizszintes" kUrtk, melyek kozéppontja a
z-tengelyen van, Az r-felilletek az origé kizéppontu gémbik, a Ulp -felille-
tek azok a kupok (valdjdban félkupok), melyek csucspontja az origd, tenge-
lye a pozitiv, vagy negativ z-tengely, a ¢ -feliiletek a z-tengelyre illesz-
kedd (a z-tengely 4ltal hatdrolt) félsikok,

16.2 Példa, Az V, Kotet, 11,4 Péld4jdban tdrgyalt hengerkoordindtarend-
szerben az r-vonalak a z-tengely pontjaibél kiindulé "vizszintes" félegyenec-
sek, a ¥ -vonalak azok a "vizszintes" korok, melyek kozéppontja a z-ten-
gelyen van, a z-vonalak a "fiigg6leges" egyenesek. Az r-felilletek a z-ten-
gelyil korhengerek, a ¥ -feliiletek a z-tengelyre illeszkedS (a z tengely
31tal hatdrolt) félsikok, a z felliletek a "vizszintes" sikok.

A koordinitavonalak 4ltalaban nem egyenesek, éppen ezért nevezzik
a koordindtarendszereket girbevonaluaknak. A (16. 2) fliggvényrendszerre
tett feltevésekb6l, (16.1)-b6l kovetkezik, hogy a koordindtavonalak egymést
O-n4l nagyobb és T -nél kisebb szdgben metszik. Ha a koordindtavonalak

- 182 -



egymdst minden pontbar derékszigben metszik, akkor a gorbevonalu koor-
dindtarendszert ortogondlisnak nevezziik. A tovébbiakban kizdrélag ortogo-
nalis koordindtarendszerekkel foglalkozunk (Konnyi 14tni, hogy 2 gombi

és a hengerkoordindta rendszer ortogondlis. )

Nyilvdnvals, hogy a ql—vonal érintdvektora a —%%—— vektor és
i
H = |—/—— 0,k=1,2,3. 16.5
K 'a qk | > (16.5)

A Hk (ql, 9, q3) mennyiségeket (k = 1, 2, 3) Lamé-féle egylitthatéknak ne-

vezzilk. Az ortogondlis koordinitarendszereket jellemzi, hogy

, _ 2 _
Zq, _i’qk = H Sik. 1,k=1,2,3, (16.6)

ahol J k2 Kronecker-féle szimbolum (14sd III. Kotet, 8.3 Definicid).

Mivel
| Z axj '
= e ., k=1,2,3 16.7)
g _ ’aqk 3
ezért ]
2 ax 2
2 , Ve i L
H = (Eq ) -Z( =3 ) , k=1,2,3, (16.8)
k' L K
i1, !
DX 2X
oL o=y i l-0, hait k (16.9)

4 TGy j oq; 29
Jelblijlik a qk-vonal érint8 egységvektorétgk-val vagyis legyen

r’ =H

z, L & k=1,2,3. (16.10)

Az vektor természetesen a hely,vagyis (_ql dy» q3) figgvénye, de
£, e3 ortonormadlt bizist alkot. Exzt

ugy fejezzitk ki, hogy az ortogonélls, gorbevonalu koordindtarendszer a tér
minden pontjdhoz hozzdrendeli axz e ) ez, e3 lokélis bdzist. A kovetkezdk-

ben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy hogyan transzformdlsdnak valamely

a tér mlnden rogzitett pont]éban ey e,
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‘vektor koordindtél, ha az X xz,x3 Descartes-féle derékszogu koordindta-

rendszerrél a Q19993 ortogonalls gdrbevonalu koordlnétarendszerre té-

riink 4t. Pontosabban arrél van szo hogy valamely vektor ~vektor ftxggvény-
nek az értelmezési tartomény tetszfleges r pontjdban felvett v (1) értékét
az r pontbell lokélis bizisban irjuk fel és meghaté.rozzuk hogyan fejezhetfk
ki az ut6bbi bdzisra vonatkoz6 kooxdinitik az e:€y€ bazisra vonatkozg -

—1’=2'=3
koordinitik segltségével. (16.7)-bSl és (16.10) -b6l kivetkezik, hogy -
~ % 1 ,a'xj | | o
%=/ "H - g Yy v *7hPL (6D

1]
vagyis a bézistranszformécl6 ortogondlis métrixa (dsd III. Kdtet, (17. 17)

'axl

_l_d_ = [mlk] , ahol mlk- Hk. -—"?:1;— (16.12)
Legyen o '
V= Zl v &
illetve

A 1T, Kaitet, (17.23) formula alapjén a "vektor-koordinitdk transzforméci-
6s ttirvenye

1 2 x .
Vi = Z mki . Vi= Z mikvt =Z '—ﬁ:——Té—(i;" Vi. k=1,2,3(16.13)
1 i i - '
(16, 13)-b6l kozvetlenil is kifejezhetdk v,-ka ¥, -ok segitségével. Egysze-

kK
rilbb azonban, ha figyelembe vesszik, hogy MM’ = mm! = E miatt a

vl = M’ vl. .
Va Vo
V3 Vs

transzformaci6s formulébél
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<
m

4
<2

1 1
Vo Yo
Y3 Y3

kovetkezik. Igy

§ —~ Z 1 exj ~
vj = : mjh v, = Vo (16. 14)

h H, 99

j =1,2,3.

Legyen u (r) differencidlhats skaldr-vektor filggvény. Ekkor

2u - Qu 2u

’axl -1 ’ax2 -2 ’ax3 =3

gradu =

grad u koordinétai a lokdlis bézisban, (16.13) alapjén és a lincszabaly al-
kalmazdsdval

- : 1 ? xi 2u 1 D u
e gradus= = 3
% . z Hk ? 9 ) X Hk 2 9

k=1,2,3, !

vagyls ortogonélis gorbevonalu koordinitarenszerben a gradiens:

1 .
gradu = E - ,;Oq“ e - (16. 15)
K K
3

Attériink differencilhats vekt oxr-vektor fiiggvény derivélttenzora
koordinédta - métrixénak felirdsdra lokélis bdzisban, Legyen v (r) =

ZV e = v e differencidlhaté vektor -vektor fiiggvény. Derivalt-

tenzoranak koordineitamétrlxét a Descartes-féle derékszvgil koordinitarend -
szerben D—vel, a lokdlis bazisban D -mal jeloljiik, vagyis az e i=1,2,3
bizisban




az E,k’ k = 1,2, 3 bdzisban pedig

dv  ~

dr D - [guc]'

A (16.11) ortogondlis bizistranszformédciondl tenzor koordinita mdtrixa
a III. Kotet, (18, 16) formula szerint transzformilddik, vagyls

D=M DM
Ezek szerint
~ 2V — 2v
ik Zmij 9x:; €k r,_ m,imtk 3%y -
3t pt

n
et
a
E]
L
"
o
[\
<

A lincszabély alkalmazdsdval az { -re vonatkozé osszegezés elvégezhets
és

P S
ik jHlHk ’aq1

vj helyébe (16. 14)-et helyettesitjiik:

~ — X o9x,
4 = 1 i _° L FR g
ik 2 H ~H 2q,
j b
~ ~r 2
H H_ 2q :
Th Lok
-5 % 2% a(vh)+
o Hy Hp 2q; 2g, aq | Hy

3, 9x 92x_
t) e T e
| hHi He By 4 299y,
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Az els6 szummaéban, rogzitett h mellett, elfszbr a j-re vonatkozé6 Gsszege-
zést végezzik el. (16.8) és (16. 9} figyelembevételével kapjuk, hogy

—~
LJ

~ 1 2 ° h
S e 52 (e
ik HlHk i ih ’aqk Hh

h
'S
HH

o X, ’azx
] i
a% 3%3%

:"‘l

~—~ —~ 2
vl ) vy axj 2 xj
H, HyH H 9q 99,99,

H ’Bq
k j.h
1, k=1, 2, 3. (16.16)

Ha tehit a vektor -vektor filgevény ortogondlis gbrbevonalu koordinitarend-

szerben adott, akkor derivilt-tenzordnak kecordindta -mdtrixa a (16.16) ele-
mekb8l 4116 méitrix,

Meghatdrozzuk (16.16)-bol a v(r) fuggvény divergencidjat és rotdcis-

jét

4
==
~ N o«
=
)
-n-'D B
n

2
v 2
i} 5 9 Ly, ‘n_1 i
- L 949 H 2. 2 ’
i,h 7y
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ahol felhaszniltuk (16.8)-at. Tovdbbi azonos 4talakitisokat végzink:

~ ~

v, Y 2H,
div1=Z 2 (Hl )+§ = h fal =
- 29 i i My 9%,
i i,h
T ST
?qi H

i

Zgi(

vagy a mésodik szummdban is i-vel jelolve az Osszegezd indexet

2
) Zﬁh Bq ~ ln@ HyHY,

h

o~

div v = § 2 Yy +E i 1 QU HyHy)
- 2q H T H H H,_H 2 q; -

L i i 172773

i 1 Z E{HH G ( Vi)+ Yi 'a(HleHs)}
Hleh 1 17273 ’aqi Hi Hl faqi_

- A szogletes zirojelben egy szorzat derivéltja 4ll. Osszevonva, végitil a di-
vergencidra a kovetkez$ formuldt kapjuk:

H OH. v

H v

1 0’ 17273 "4

divy= = g ( ) {16.17)
H1H2H3 1 aqi H,

1

A roticié e16éllltésé}1voz a D mdirix antiszimmetrikus része elemei-

nek kétszeresét, vagyisa dik - ﬁ;, i # k killonbségeket hatdrozzuk meg

elGszor. Az Attekinthet6ség kedvéért az | = 1, k = 2 esetet szdmoljuk vegig
részletesen, Mivel az 1,2, 3 indexek szerepe szimmetrikus, a misik két ele-
met analdgia alapjdn kapjuk meg, (16.16)-bol
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3,0, - 2 (1) s T W
12721 Hy, 29\ H %— HHH 24q 249, 99,
H v, ’; Dx ’02
N ( 2 ) i h ] X
H 29 \ H HH) H ~ 9q, 29,29,

2 2
. y vh af] 2 :»[j ) axj 2 xj -
Z_ HHEH 19249 29,9q 99, 99 29
5h '

Az elsb tagban differencidljuk 2 hdnyadosokat, 2 mésodikban kiirjvk a h-ra
val6 osszegezést:

~ ~
q.4. = X [H °h 3 oy w22 + 3 oMy
12 21 H1 H2 : 1 ’aqz 1 9q2 2 72 9y 2 ’aql

Vl DX, : ’azx ax, ’azx.
. __§ ( i 1. %% ! .
H1 j ’aql aqza 9 ’aqz ’a.ql

v ax. '32 X, DX 'azx
2 E ( j i ] )+
H, j 2q, 3‘1; 249, 29,949,

2 2
+V3Z(°"3 GRS ICAS ’“z)'
Hq 3q; 945949, 99, 99,749,

]
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A szigletes zdréjelben 4116 hirom szummdt killén-kiilon szdmitjuk ki, Ha a
(16.9) azonosséagot (i=1, k =2) 9, szerint differencidljuk, kapjuk, hegy

2 2
2% D X, 2x 2%
O=E ( ’aj s ?J +’aj 2.1)'
q q,dq q
1 297 2 g

vagyis

2 2
) Z o e T s TG

Ennek felhaszndldsdval az els§ kiszdmitandé szumma

~ 2 2
Yy (3"1 % (2n 2y )=
H ~\3q, 72q,2q, 2 aq
i
I~ ~ 2
= —v— 2 Z a x = vl 'a Iaxj =
H, 'aql 94, ’aq1 H  2q, g
j i
~ 2
v BHI . ,: fe] l-I1 .
H, 29, 1 24

A miésodik kiszdmitands szumma az els6bél az 1-es és 2-es indexek felcse-
rélésével és az elGjel megviltoztatisival keletkezik, tehdt

£ X azx /ax 2x
2 E ('aj ] i )z
H, j 2q, ’aqi aqz 24, 24,
’aHZ
=-2v
2 2gq
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A harmadik kiszdmitandé szummadt vektorok skaldris szorzatdnak ktilonb-
ségeként irjuk fel, majd ugyanazt a tagot hozzdadjuk és levonjuk:

£ 2% #x 2% 22x
3§ ( j i ] ] ) _
H3 : ’aq1 ’aq2 ’aq3 9q2 aql’aq3
~
v3 H " Hl (13
= T r’ . r - .x }=
3 9 9% 193
~
A
3 ’ " H] " r [1] L] "
=H(£._5 +1 .Eq-_{.rq-r.g ) =
3 9 TRy T THY 93 9 9 799
2
=== (& .z )V - .1 ) )=o0
H, 9 T9%°% "9 TR q

o~

(16.9) miatt, Kapott eredményeinket d., - d,. legutolsé kifejezésébe
12 721
helyettesitve

~ 1 3V~ oM g %2~
dig "9 = | i, BT "1%q, 2%q, ' +

1 2 2q

+2v, — v
1 2gq, 2 9q,

~ /aH;_ ~ eHz ]

el L A e
2 | 1 99 1 29 2929  293gq

29, G

i [B(Hl Y 2(H, v,) ]
2
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~~ —~
A d23 397 ill. a d31 - d1 3 kiilonbségekre vonatkoz6 kifejezéseket innen »

az indexek megfelel§ cseréjével kapjuk. A 11. 2 Definicié alapjin tehdta
roticiéra vonatkozé formula a kivetkez6:

rotv = 1 -.B(H3’ i - 'B(Hz V?_) ] e+
TTHH, | 29, 75 2
+ e+
HeH, | '3 q; ?q1 K
QYY) MY T
+ 1H 2? - 11 ] e, - (16.18)
L Hy | 9y 29,

Végezetul felirjuk a Laplace -oper:itort ortogondlis gorbevonalu koor-
dinitarendszerben. Legyen u (r) kétszer folytonosan differencidlhat6 skalér- _
vektor fliggvény. (16.15) és (16.17) alapjin

Au= divgrad u =

_ 1 [ 2 (HZHS 2u )+ ? (HSHI Qu \+
H3 \ Hl ] -q]. ’3‘12 H2 ? q2)'

"/ HH
3 172 u ) 16.1
"2, ( H, ’_c')‘q3>j| 46-19)

163. Példa. Felirjuk# Laplace-operatort gombi koordindta -rendszerben
(ldsd 16.1 Példa és V., Kotet, 11.3 Példa). V. Kotet, (11, 22)-b6l differen-
cidldssal kapjuk, hogy

E’r = sin‘\}cdscf _e_1+sln'l} sin ¢ 52+cos 7}23

r’. = r cos U c:os"'fy_e_1+rcos"l§L sin ¢ Ez-rsin'&_e_

‘r‘,‘P = -rsinV sin ¢ gl+rsin'l}cos"f7§2
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ahonnan a2 Lamé-féle egylitthatok:

fu=—st— shﬁ? 2 (;2 ’%‘;)+ 9 (snn}a“)Jr

r2 Sin'l} ‘ar \r a'\ﬁ 9'&
2
1 2
Ty atPLé ] . (16.20)

16.4 Példa. Felirjuk a Laplace-operdtort hengerkoordindta rendszerben
(lasd 16.2 Példa és V. Kotet, 11,4 Példa), V. Kbtet, (11.24)-bS5l differen-
cidldssal kapjuk, hogy

¥’ = cos ‘-f’gl +sln(F32

E_tf,=-r§in(4f’g_1+rcos<-f’92
L =%

ahonnan a Lamé-féle eéyutthatﬁk:

| =r, Hy = || = L

Hy =[] =1 B,y = |£'cf 3

Ezeket (16.19)-be helyettesitve

| 2 2
Au = —L [a (r ou )+ 1 4% +r9“2J.(16.21)

r [ or T B‘Pz Dz

16.5 Példa. Felirjuk a (kétdimenziés) Laplace -operdtort sikbeli poldrkoor-
dindta rendszerben (l4sd V. Kotet, 11,2 Példa). Ha u (r) az e 58 bdzis-

vektorok 4ltal kifeszitett sikon van értelmezve, vagyis a figgetlen viltozo6,
Py ey akkor u (r) gradiense is e 8 sikjival pirhuzamos
vektor. u (r) ebben az esetben egy olyan skalireloszlis leszikitésének te-

r=Xx¢e

kinthet§ az "xy sikra”, mely a Descartes-féle derékszigl koordindtarend-
szer harmadik koordindtd jitsl, z-t6l fuggetlen. Ha az xy sikon bevezetjilk
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2z r, ¢ polérkoordinits rendszert, akkor r, ill, <f egyben a pontok elsé,
ill. masodik hengerkoordinitija, és Au kifejezését a sikbell poldrkoor -
din4ta rendszerben (16, 21)-b6l kapjuk annak figyelembevételével, hogy

u (r) nem figg z-t6l:

2 2
pu ’&121+azu2 1 [a (r’au )+_1_2_u_];

2 x 2y r Cad or T ooyl
vagyis
2 2
Au= 22— %‘:+ L 2. w62
or T /aq?
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