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AZ OLVASOHOZ

Ez a jegyzet a Matematika ¢. jegyzetsorozat VII. kitete. A sorozat .
kovetkezd kotetekhd! atl:

I. kotet. A matematika alapjai

II. kiotet. Egyvdltozos vales fliggvények

Ill. kdtet. Linedris algebra

IV. kbtet. Végtelen sorok

V. kotet. Tobbviltozds valés fuggvények

VI. kitet. Differencldlgeometria és vektoranalizis
VIIL. kotet. Komplex f ggvények
VIII. kitet. Differencié egyenletek

A sorozat a szigorlatl Matematika anyagot tartalmazza. A jegyzet
azokhoz a gépészmérnvk hallgatckhoz sz6l, akik a Matematika c. tdrgy
elfaddsait és gyakorlatalt ldtogatjdk. Ezért nem tartalimaz hosszadalmas
magyardzatokat, bevezet§ és iilusztrativ példékat stb., hanem "csupin”

a tulajdonképpeni anyagot lehetdség szerint teljességre és maximdlis to-
mirségre tirekedve. (A levelez6 hatlgatok szdmdra kulon utmutat6 csat-
lakozik a sorozathoz.) A sorozatot a Matemattka Példatir kotetel egészitik
ki, amelyekben az olvas6 nagy szdmu kidolgozott és kidolozatlan péld4t és
feladatot taldl.

A kotet fejezetekre, a fejezetek pontokra vannak osztva, de a pontok
szdmozdsa a fejezetektSl fuggetien:l, folyamatosan tortént. Az egyes pon-
tokon beltl kulon-kiilén szimozzuk a definicickat, tételeket (segédtételeket,
kovetkezményeket), példdkat, formulédkat, ill. dbrdkat. A példék részben
a nehéz fogalmakat, tételeket vi.4gitJ4k meg, részben "ellenpélddk" és
nagyrészt az etméleti anyag szerves részét képezik. A hivatkozdsok egy
koteten belil az idézett definicls, tétel sth. szdménak megaddsdval, mis
kotet esetében, ezen kiviil a hivatkozott kotet szdménak megaddsdval tor-
téntk (mindkét esethen a fejezet megaddsa nélkil). Tehdt pl. az I. Kotet-
ben a "1. 13.2 Tétel" hivatkozds az I. Kitet 13. pont 2. tételét jelenti;

a II. Kdtetben ugyanerre a tételre ugy hivatkozunk: "1. 1. Koter, 13.2 Té-
tel”. A bizonyitdsok végét pont és felkiditjel jelzi: . |



Az Irodetomjegyzék elsGsorban az anyag irént mélyebben érdekl6ds
olvasénak ajénlott muvek &8 nem sz eredmények eredetl forrésainsk cimeit
tartsimazza. Az irodalomjegyzékben felsorolt mitvekre szbgletes zdrojel-
be tett szémokkal Mvatkozmk.

Bp. 1975. maircius
A szerkeszt] »
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Eld fejezet
HATARERTEK ES FOLYTONOSSAG

1. A komplex szamsik

A II1. Kbret M4sodik fejezetébSl 1smert a komplex szdm fogalma (1Il.
Kotet, (5.19)), itl. a komplex szdmhalmaznak az un. Gauss-féle szdmslk
pontjaira torténS egy-egyértelmu leképezése (1. III. Kotet, 5.1 dbra).

1.1 Definicié. Az M halmazt komplex eleminek nevezziik, ha elemet
komplex szémok, vagylsha Z€M, akkor z=x+1iy,
ahol XER, yE R &8 1 a képzetes egység (1. 1II. Kbte?,
5.18).

Az M komplex elemU halmaznak valés s8zAm is eleme lehet, hiszen
bérmely x vaios szém tekinthet6 egy z = x + 0.1 alaku "elfajult” komp-
lex szémnak. MC Z, vagyls M részhalmaza az Baszes komplex szém Z
halmazénak, (l4ad [Ii. Kttet, 5.1 Definici6). Az M halmaz egyértelmuen
szemléltethetd a Gauss-féle szdmaik egy ponthalmazdval, esetleg az egész
szdmsikkal.

1.2 Definlcls. A komplex elemi 'M haimazt korlétosnak nevezzuk, ha
az elemek abszolut értékeibsSi (I Kutet, 5.4 Definicic)
4116 nemnegativ szémhatmaz feltile6l korldtos.
(Geometriallag: ha az M halmaznak megfelels
ponthalmaz minden pontja lefedhet§ a Gause-1éle szdmalk -
ra helyezett, elég nagy sugaru és orlgo ktzéppontu kir-
lappal. )

1.1 Tétel. Korldtos komplex elemi M halmaz elemelnek valés részébsl
[Re z] . 1. képzetea részébll [Im z] 4116 valée szdmhalma-
zok (ldsd [1I. Kotet, {5.21)) is korlétosak.

Bizopyitds. A [Re 2] & J(Re 212 + Im 22 = {=}, M.

jim 2] 2 V(Re z)” + (Im z)” =| z| egyenl6tlenségekbst kozvetlenul adadtk. |

1.2 Tétel. Ha egy komplex elemté M halmaz elemelnek valos r éBzébBY
és képzetes részébdl 4116 halmazok mindegyike korldtos hal-
maz, akkor M (8 korldtos.
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Bizonyitds. Az |z| & |Re z| +[Im z| egyenlStlenségbdl kiszvetlentil adcdik.!

Az 1.1, {ll. 1.2 Tételek szemléletes geometrial tartalma: minden
koordindtastkbell ponthalmaz, amely lefedhets arigd kiizéppontu korrel,
iefedhetd koordindta tengelyekkel pdrhuzamoa cldatu tégialappal, {lI. for-
ditva, az ilyen téglalappal lefedhets ponthalmaz letakarhaté kisrlappal.

1.3 Definicld. A z, komplex szém ¢ >0 sugaru Kzo gkbngzete

L ]

mindazon z komplexszdmok halmaza, melyeknek z, -tol

vals eltérése (kiflunbs abszolut értékével mérve) ki-

sebb 0 -ndl. K_ o “12€2: [z-zokg}
[+4

Ez geometriailag a komplex szimsik azon pontjainak halmazdt jelen-
ti, ameiyek egy z_ kozéppontu és sugaru kijr belsejében helyezkednek
el. A fent "kbralaku® kérnyezeten kivul szokdsons a Z, =x +1y komp-
lex szdm “téglalap alaku" (speciflisan né talaku) kirnyezetés is értel-
memi: K a{z: Rez-x|<a. Ilmz-y |<b}.alml a>0 és

— zo,a,h 0 o

b> 0, Szemlélet alapjén 18 kfomyen beldthaté, hogy minden kiir alaku kbr-
nyezet tartalmaz megfeleis méretts tégialap alaku ksmyezetet

(a.2 + h2 ' 92), {ll. minden téglalap alaku kiirnyezet tertalmaz kir alaku
ktrnyezetet { ?i min (a,b)).

1.4 Definicid. A z, komplex azimot az' M halmaz torléddsi pontjénak

nevezzikk, ha tetszfleges kicainy e > 0 mellett {8 a
Kz ¢ kidirnyezet az M halmaz végtelen sok elemét tar-
oi

talmazza.

1.1 Példa. A |[z| <! egyenlStienséggel jellemzett halmaznak minden ele-
me torlédési pont, toxicddsi pontjal ezenkivil az |z =1
egyenlSséggel jellemzett pontok is. B példa is muwatja, hogy e

torlédésl pont nem feltétlentl eleme a halmaznak.

1.3 Tétel. Haa zZ, =X + i Y, komplex szém torlddfsi pontja M -nek,
akkor X toridddsi pontja a {Re Z:z €M} »Vagy y  tor-
lodéet pontja az { Imz:zEM }valcs szémhalmamak.

Blzonyitds. Az 1.4 Definicicbol, ill. az azt megel625 megjegyzésbél kisvet-
kezik, tetszSleges kicsiny pozitiv 2 és b érték mellett végtelen sok
olyan z pleme van 2z M halmamak, amely bele esik zZ, tégielap alaim



kérnyezetébe, Kz b—be. Ez azonban azt jelenti, hogy [Re z -x [< a,
)

[a]

vagy ! Imz - yo|< b, végtelen sok ZEM -re

1.4 Tétel. (Weierstrass tétel.) A végtelen sok elemet tartalmazé és kor-
ldtos M halmaznak van legaldbb egy torléddsi pontja.

Bizonyitds. Az 1.1 Tételbfl kovetkezik, hogy az M halmaz elemeinek va-
16s részeit, ill. képzetes részeit tartalmaz6 halmazok (Mx, itl, My) is

korldtosak. E halmazok koziil legaldbb az egyik végtelen sok kijlonbozé ele-
met tartalmaz. A valés szdmhalmazokra bizonyltott analég tételbSl kivet-
kezik, hogy pl. az M_ halmaznak van legaldbb egy torléddsi pontja (xt).

Azaz tetszdleges >0 -hoz létezik az M-nek egy olyan végtelen részhal -
maza M’C M, hogy annak minden z& M’ elemére igaz
X, - 94Rez<xt+ Q-

M’ elemeinek képzetes része is koridtos halmaz (hiszen korldtos halmaz
részhalmaza);, amennyiben ez s végtelen elemt halmaz, ugy az eldbb idé-
zett tétel értelmében van legaldbb egy torlGdési pontja, y, - Hae képzetes

részekbdl 4116 halmaz csak véges sok kiilonbozd y értéket tartalmaz, ak-
kor ezen y értékek koziil legaldbb az egyik az M’ végtelen sok elemének
képzetes része, ezt s jeloljik Ve -vel.

Nyilvéan az igy definidlhaté X + i.yt alaku komplex szdm tetszlleges
oldalu "négyzetalaku", ill. { sugaru "kiir alaxu" kirnyezetébe végtelen

sok eleme esik az eredeti M halmaznak, ami a tétel bizonyitdsdt jelenti. |

1.5 Definici6. Az M komplex elemti halmazt zdrtmak nevezzik, ha tar-
talmazza minden torl6ddsi pontjit.
16 Definicié. z, ~t akkor mondjuk az M halmaz bels§ pontjdnak, ha van

egy olyan koimyezete, amely részhalmaza M -nek - -

(KZC M). Az M halmaz komplementerének (14sd I. K&~
s}

tet, Elsg fejezet) belsé pontjit az M halmaz kiils§ pontj4-
nak nevezzik. A z, szidm hatdrpontja az M halmaz-

nak (fiiggetieniil att6l, hogy 2] eleme-e a halmaznak vagy

sem}, ha tetszélegesen kicsi kbrnyezete tartalmazza mind
az M halmaznak, mind az M komplementesjének elemét.

Az M komplex elemii halmazt nyilmak nevezziik, ha komplementere z4rt.

-0 -



1.7 Definicié. A komplex szdmok nyilt és tsszeftiggd (14sd V. Kotet,
1.2 Definici6t) M halmazit tartoménynak nevezzik.

1.8 Definicié. A tartoményt egyszeresen &sszefliggbnek nevezzlik, ha tar-
talmazza minden benne haladé egyszerii zdrt gorbe dltal
hatdrolt tartoményt is.

1.2 Példa. Az 1 <|z]< 2 egyenlétlenséggel jellemzett korgytirti a komp-
lex sik egy (nem egyszeresen $sszefliggs) tartomédnya. '

1.9 Definici6. Egy fuggvényt (ldsd I. Kétet, Els§ fejezet) akkor mondunk
komplex vdlitozésnak (v. roviden komplexnek), ha mind az
értelmezési tartomédnya, mind az értékkészlete komplex
elemii halmaz. Elfajult a komplex ftiggvény, ha e halma-
zok egyike csak valés szdmokat (elfajult kompltex szdmokat)
tartalmaz. A komplex valtozés fliggvény fiiggetlen véltozé-
jit leggyakrabban z -vel (z = x +1i y) fiiggd vdltozé6jdt
w -vel (w=u +1 v) jeloljuk, a koztik fenndllé explicit
figgvénykapcsolat jele, a val6s anal6gidnak megfelelden
w = f(z), w=g(z) stb.

2

1.3 Példa. Komplex figgvény pl. f(z) = z“, amely bdrmely szdmhoz a

1
négyzetét rendeli fuggvényértékiil, vagy g(z) = p mely minden szdmhoz

a reciprokit rendeli. Az elébbi értelmezési tartomdnya Z, az ut6bbié

Z N {0 +0 i}. Elfajult komplex fliggvényre példa a komplex szdmok ab-
szolut értéke (r = |z|), valés, ill. képzetes része (x = Re z, ill.

y = Im z). Az e példdkban szerepld fliggvények mindegyikének Z volt az
értelmezési tartoménya, mig értékkészletiik az els§ esetben a nemnegativ
val6s szdmok halmaza, a mésodik, ill. harmadik példdndl R. Tovéabbi pél-
daa w=cost+1isint alaku figgvény kapcsolat, ahol t&R. Itt a fiigget-
len véltozok fajulnak el val6ssé, az értékkészlet a komplex szdmsik origé
kozéppontu, egységsugaru korének pontjaival szemléltethetd geometriailag,

2. Komplex tagt sorozatok és sorok

2.1 Definici6. A T—Z fiiggvényt (amely tehdt a természetes szdmok
halmazit a komplex szdmok halmazdba képezi le) végtelen
komplex szdmsorozamak nevezziik.

A végtelen komplex szdmsorozat tehdt egy specidlis esete az elfajult komp-
lex fiiggvénynek; itt az értelmezési tartomény a valés szdmok halmazinak
T részhalmaza. A végtelen komplex sorozat jeislése analég az I. Katet,
Negyedik fejezetében definidlt (valés) végtelen sorozat jelolésével.

-10 -



2.1 Példa. Végtelen komplex szdmsorozatok:

14, a4, ..., ) .., azaz z = ()", n € T. 2.1)

(cos2W+1i sin 2T),..., (cos—z—f- +1 sin 2-1-1]?—-),...,

azaz % =cosg—j§—+lsm~2lt—,n=1,2,3,... . 2.2)
n n n

(cosT +1smmT),... , i—(cosn][+lsinn][: Vyuuns

1
azaz zn=I~1(cos nk +isinnik ), n=1,2,3,... . (2.3)

2.2 Definici6. A végtelen komplex szdmsorozatot akkor nevezzik korléd-
tosnak, ha a tagjainak abszolut értékébél képzett szdmso-
rozat (|zn| , n €T} korldtos. (Lésd 1. Kotet, Negyedik

fejezet).

2.1 Tétel. A z .0 € T végtelen komplex szdmsorozat korldtossdgdnak

sziikséges és elégséges feltétele az, hogy a sorozat tagjainak
val6s részébdl és képzetes részébsl képzett két valés szdmso-
rozat (xn = Re zn, n€ T, . yn = Im zn, n € T) mindegytke

korldtos legyen.
Bizonyitds. A Tétel kizvetlen kbvetkezménye az 1.1 és 1.2 Tételnek. |

Megiegyzés. (2.2) és (2. 3) korldtos sorozatok, mig (2.1) nem korld-
tos.

2.3 Definicié. Azt mondjuk, hogy a Z .1 € T végtelen komplex szdm~

— sorozamak hatirértéke a h komplex szdm ( lim z = h),
- o0
ha h-nak minden £>0 -hoz tartozé kirnyezete (Kh £ }

véges sok kivételes elemtdl eltekintve a sorozat minden
elemét tartalmazza, (A kivételes elemek szdma £ -nak
monoton cstkkend fliggvénye.) Vagyls minden £>0 -hoz
tartozik N € T, hogy minden n 2 N -re |zIl -h| <&

Geometriallag ez a definici6 azt jelentl, hogy a komplex szdmsik akdrmilyen
kis € sugaru és h ktzéppontu korlapja véges szdmu pont kivételével lefe-
di a szdmsorozat tagjalnak megfelel§ pontokat.

-11 -



A komplex végtelen sorozatok hatdrértékére vonatkozé tovdbbi defi-
nici6 az I. Kotet, 15.1 Definici6 analégidjéra fogalmazhat6 meg.
2.4 Definicié. Azt mondjuk, hogy a Z ,0 € T végtelen komplex szdm-

sorozat konvergens, ha van h € Z hatdrértéke. Minden
nem konvergens sorozatot divergens komplex szdmsorozat-
nak nevezlink.
2.2 Tétel. Haa P, s nE€T ésa q .1 & T végtelen komplex szdmsoro-
zatok konvergensek,akkor ssszegik (ktilonbségik) is konvergens

és

Hm (pn + qu) = lim Pt lim
N~ 00 N> o0 - 0O

Bizonyitds. Az L. Kotet, 15.3 Tételének bizonyitdsdval analog!

2.3 Tétel. Haa P+ 0 € T végtelen komplex szdmsorozat konvergens, ——
akkor Cp,» 1 € T is konvergens, ahol c&€ Z, és igaz, hogy

lim (cpn)=c lim 1.
N-00 S

Bizonyitds. Az I. Kotet 15.3 Tétele bizonyitdsdval analdgl

2.4 Tétel. Ha a P 1 €T ésa q 0 € T végtelen komplex szdm soroza-

tok konvergensek, akkor szorzatuk is konvergens és

lim (pn qn)= lim o - lim q,

T-»00 n->oo n-=co
Bizonyitds. Az 1. Kgtet 15.5 Tétele bizonyitdsdval analogl

2.5 Tétel. Haa P, neT ésa q, # 0, n€T végtelen komplex szdm-

sorozatok konvergensek és lim q # 0, akkor hanyadosuk is
£ n-» 00

konvergens és

lim P,

lim LSO o B

n~-»oc qn llm qﬂ
N0
Bizonyitds. Az I. Kytet, 15.6 Tétele bizonyitdsdval analdgl
-12 -



2.5 Definici6. Egy Z =X +i Yo B € T végtelen komplex szdmsorozat

konjugdlt sorozatfnak nevezziik az elemek konjugdltjaibsl
képezett sorozatot:

Z =x ~-1i nE T.
n n Yoo

2.6 Tétel. Haa z,.n € T végtelen komplex szdm sorozat konvergens €s
hatdrértéke h, akkor konjugilt sorozata is konvergens és ha-
tdrértéke az eredeti sorozat hatdrértékének konjugéltja:

lim Z =h
n
n-> oo
Bizonyitds. A Izn - ‘nl = Izn - hl egyenldség kozvetlentil kovetkezik ab-

bél, hogy a konjugdlds és kivonds miivelete felcseréihetd, ill. abbdl, hogy
egy komplex szdmnak és konjugiltjdnak abszolut értéke egyenls.

5 -Tefr =1z -7]= Tl = -

z -R={z - 1zn i |zn b [zn h|
Ez az egyenlGség pedig 1ényegében a tétellel egyenértéki, hiszen feltevé-
stink értelmében tetszéleges € >0 -hoz létezik N € T, hogy minden
n*N -re lzn - hl < £ , ami azt jelenii, hogy iin - hn]<€ .

A tétel és bizonyitds geometriailag kozvetientl is szemléltethets,
A konjugdlt sorozat elfdllitdsa-a megfeleld pontsorozatnak a valés tengely-
re torténf tikrozését jelenti, ha tehdt az eredetl sorozat tagjal (véges szd-
mu kivételtSl eltekintve) lefedhetSk egy h kozéppontu és € sugaru korlap-
pal, ugy a tikdrpontok sorozata (ugyanannyi kivételes pontt6l eltekintve)
lefedhets a koxlap tikorképével.

2.7 Tétel. Egy z =%+ i Vo B €T végtelen komplex szdmsorozat
konvergencidjinak sziikséges és elégséges feltétele a Re zn=5cn,

n€T ésaz Im zZ =¥y, 1 € T valés szdmsorozatok konver-

gencidja, Amennyiben lim zn=h, lim x = k, il
n*oco n->o0

lim y = £, ugy érvényeseka Reh=k, {ll. Im h=?

j e o= e

egyenldségek is.

Bizonyitds. ElGszor a feltétel szilkségességét bizonyitjuk, vagyis azt, hogy
lim z_ =h -bdl kiivetkezik a
N oo

-13 -



lim Re z lim x =Reh=k,
n—-od n n—b—con

i1l.

1}

lim Imz = lim y =Im h=L
n->oco n- oo

Ez pedig azonnal kivetkezik a

z +Z
Rez=x=n 11,
n n 2
ill.
Z -Z
Imz = =2 n
n Yn 21

azonossdgokb6l, valamint a 2.2, 2.3 és 2.6 Tételekb6l.
A feltétel elégségességének bizonyltdsihoz feltételezett

lim x_=k, lmy =t
n n
n»od N0

hatdrértékek 16tezésébbl a 2,2 és a 2.3 Tétel alapjdn kivetkezik a

Um (x +1y)=k+ ie
n->-00

egyenl6ség, aml pedig azonos a bizonyitandé

lim z =h
n
=00

4llitdssal. i

2.8 Tétel. Ha z =x + i Y+ B € T végtelen komplex szdmsorozat

konvergens’és hatdrértéke h, akkor a tagok abszolut ériékei-
b6l képzett nemnegativ valos ‘szémsorozat is konvergens és
hatdrértéke |h|

lim |z |= {n] .
n»~ocd

e 2 .2 )
Bizonyitds. Els6 1épéskénta lm | zﬂ| =|h|" ©vsszeftggést igazoljuk,

N-*-00
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amihez elegend§ az | z |2 =z .2z (. h.h =[ hf 2, azonossigokra és a
2.6 valamint a 2.4 Tételre hivatkozmmk. Tekintettel az y = [[x valés
ftggvény folytonossigdra a | z |E>-[ hi 2 ~bé&l kivetkezik, hogy
= I
lim | znl Ihl !

= CO

A 2.8 Tétel 4ltaldban nem fordithat6 meg, vagyls | z, | »n€T
konvergencidjibo! dltaldban nem kivetkezik a zn , n & T sorozat konver-
gencidja. Ennek beldtdsdhoz elegendd a z =cosn +isinn, n€T soro-

zatra hivatkozmmk. Az els§ mondatban ismételten hangsulyozott "4ltald ~
ban" arra utal, hogy van kivételes eset is; nevezetesen: [ z, |—>—0 -bél ko~

vetkezik a zZ,n € T sorozat zérushoz konvergdldsa. (Ldsd 2.3 Definicig,
h=0 esetre.)
2,6 Definici6. Az olya;n végtelen numerikus sort {(IV. Kitet), amelynek

tagjai komplex szdmok, végtelen komplex szidmsornak ne-
vezzik.

E sorok részletdsszegeit ugyanugy értelmezzik, mint ahogy azt a valés
végtelen szdmsorok esetében tettik. A végtelen szdmsor konvergencidja
komplex tagok esetében is ekvivalens a részletosszegek sorozatdnak kon-
vergencidjdval és a konvergens sor Usszege komplex tagok esetében is
megegyezik a részletsszegek sorozatdnak hatdrértékével., A nem konver-
gens végtelen sort komplex tagok esetében is divergens sornak nevezziik.

o0 [~
2.9. Tétel. A Z z = p (xIl +1 Yn) végtelen komplex szdmsor
n=0 n=o
akkor és csak akkor konvergens, ha a sor tagjainak valés ré-
szébSl, ill. képzetes részébdl elbbllitott két végtelen valds

4 = ill e k s; az bsszeg valos
szamsor : Z x o il Z Y onvergens; o g s
11=0 n=o
ill. képzetes részére érvényesek az aldbbl egyenlfségek:

Re(fzn)= > x , L

n=o n=o

o(F) £

n=90 n=o
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Bizonyitds, Az 4llitds a 2.7 Tétel kozvetlen kivetkezménye, ha figyelembe
vesszilk, hogy birmely részletdsszeg valss, ill. képzetes része a tagok
val6s részeinek, ill. képzetes részeinek az Gsszege. |

2.10 Tétel. A f z végtelen komplex szdmsor konvergencidjinak sziik-
n=0 ,
séges feltétele, hogy a Z n& T sorozat konvergiljon a zé- .
rushoz.

Bizonyitds. Az 4llitds a val6s végtelen numerikus sorokra kimondott analég
tételnek és a 2.9 Tételnek kozvetlen kovetkezménye. |

2.11 Tétel. Legyenek f z és v végtelen komplex szdmsorok
n=o n=o
konvergensek, tovdbbd A és M tetszdleges komplex 4llandék,
ugy a

oo
Z ( Azn +f1wn)

komplex szidmsor is konvergens és tsszegére igaz az aldbbi
egyenldség:

o0 o0
I;;(lzn+}1wn)= ;\lé)zn-[—)urgwn .

Bizonyitds. Az 4llitds a val6s végtelen numerikus sorokra kimondott analeg
tételnek és a 2.9 Tételnek kozvetlen kbvetkezménye. !

o
2.7 Definicié. A Z z, alaku végtelen komplex szdmsort abszolut kon-
n=0
o
vergensnek nevezzik, ha a Z[ an nemnegativ valgs
n=o

szdmsor konvergens.

2.12 Tétel. Minden abszolut konvergens végtelen komplex szdmsor kon-
vergens.

Bizonyitds. Az | z |2 ‘Re zn|=| X |, il | zn[ 2 IIm zni =] v | egvenlsi-

lenségekbdl kozvetleniil kbvetkezik, hogy a 2.9 Tétel kimond4sa kapcsén
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o9 o0
definidlt Z; x . L. nZ' y, sorok abszolut konvergensek, vagyis
n= =
{a 2.12 Tétel val6s sorokra bizonyitott analogonja értelmében) konvergen-
sek. Bz pedig a 2,9 Tétel értelmében az 4llitds bizonyitdsit jelenti. |

A 2,12 Tétel nem fordithaté meg, vagyis f z konvergencidjdbgl
oo n=o
nem kiovetkezik a Z ‘Zn | sor konvergencidja, azaz léteznek olyan kon-
n=0

vergens komplex szdmsorok, amelyek nem abszolut konvergensek. E meg-
jegyzésben megfogalmazott 4llitds igazoldsihoz elegend§ a IV. Kgtetben
definiélt feltételesen konvergens sorokra hivatkozmmk, amelyeket ott ugyan
valés numerikus sorokként definidlitunk, de mint {lyenek tekinthetSk (elfa-
jult) komplex szdmsoroknak is.

. = n 2 n P
2.2Péda. A )z =1l+z+z +....+2z +... alakuvégtelen sor
n=0
("komplex kvéciensti' geometriai sor) konvergens (s6t abszolut konvergens)
ha [z}< 1, divergens ha |z| 1. Az 4llitds els6 fele a 2.12 Tétel kovet-
kezménye, mig a mdsodik része a 2.10 Tételbsl kovetkezik. A

n 1

Z =i—_—z' ha[z|<l

™3

n=

=]

egyenlSség igazoldsa a valés geometriai sor dsszegképletének levezetésé-
nél alkalmazott gondolatmenet megismétiésével adédik (ldsd IV. Kotet,
1.1 Példa).

3. Folytonos fiiggvények
Az f£(z) komplex fiiggvény
i(z) = u(x,y) +1ivi(x,y)
alakjdt kanonikusnak nevezzik. Itt u, ill. v a fliggd vditoz6 valds, ill.
képzetes része x -nek és y -nak a fuggetien vdltozé valés és képzetes ré-
szének (x = Re z, y = Im z) figgvénye. Tehdt minden komplex fliggvény

ekvivalens egy u(x,y); v(x,y) kétviltozés valés figgvé nyekbsl 4116 fugg-
vényrendszerrel.
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3.1 Példa. Az f(z)= z2 komplex ftiggvény kanonikus alakja

2 2
u+iv=(x+1ty) = x2 -y +2i xy, vagyis e fuggvénnyel az aldbbi fliiggvény-~
rendszer ekvivalens:

u=x2-y2, v = 2xy .

3.2 Példa. Az u= sz , v=-_2Y_
Xty X +y

is definidl egy komplex fiiggvényt, melynek kanonikus alakja:

kétviltozos figgvény rendszer

X .
Kz) = = - 157

2
X -ty X +y

Ezt kissé 4talakitva:

f(z):%:—z=i=% (Z¢0)
X +y Iz

3.1 Definici¢. Legyen z, az f: D—z, (DCZ) kompiex fuggvény értel-

mezési tartomdnydnak torléddsi pontja, azt mondjuk, hogy
az f(z) fiiggvény hatdrértéke e z_ helyen a H komplex
szdm, °

lim f(z)=H, (f(z)—#”ﬂ, ha z—— Zo)’

Z—>Z
O

ha bdrmilyen kicsiny pozitiv szdm is & , tartozik hozzé

egy olyan alkalmas @ (€) > 0 szdm, hogy minden olyan

z -re, amelyre z &K z HWND f(z) - H{K
e [zo,gs(a)\{o}) It - ul<e

3.1 Tétel. (Cauchy-féle kritérium.) Legyen E >0 tetszllegesen kicsiny
sz4am, z, pedig a 3.1 Definiciéban megadott tulajdonsiggal

rendelkezd komplex szdm. A lim £(z) (véges) hatdrérték lé-

==
A Z0

tezésének sziikséges és elégséges feltétele, hogy tetszdleges
£ >0 -hoz taldlhat6 egy 0(€) >0 szdm, ugy, hogy minden

z', z" E(KZO, 0 (£) \{zo})ﬂD esetében

|#z") - €z < € .
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Bizonyitds. L. aIl. Kotet, 4.3 Tétel bizonyitdsit. |

1
3.3 Példa. Vizsgdljuk, hogya w= - fliggvénynek van-e hatdrértéke az i

helyen? E helynek van olyan @ sugaru kéimyezete (9 < 1), amelyben a
fliggvény értelmezve van, és azt 4llitjuk, hogy

lim 1

Z = -i. Tetszlleges £ >0 -ra az
Z—=—1i

[;12-(—1)] = [%+1|<6

egyenlftlenségral kell kimutatnunk, hogy az i hely alkalmas kornyezetébe
esd minden z -re teljesiil.

Y )

= X

3.1 dbra
A fenti egyenlGtlenséget dtrendezve adddik, hogy | 1 +1 z|<€{z],

vagyls [ l-y +i x|<£ y x2+y2, vagyls négyzetre emelve x2+(y-1)2< €.2 (x2+y2).
Legyen 0< ¢< min (% . -%—). Ekkor, ha az (x,y) pontaz i pont @ su-
garu Ki kornyezetébe esik, vagyis ha x2+ (y-l)2 < 92, akkor az
origstst vals tdvolsdginak négyzete x2 +y2 > (1 - 9)2 > -‘];—, ahol fel-

1 : £
hasznéltuk azt, hogy 1 - ?) 5 - Mivel 9 < 5 ezért
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&2 2. 2 2

x2+(y—1)2< 924 >y LE xKHY,

ami a bizonyitand6 egyenldtlenséggel ekvivalens.
3.4 Példa. Vizsgiljuk, hogy az f(z)= ;—. fiiggvénynek van-e hatirértéke

a 0 helyen? E helynek minden kornyezetében értelmezve van a fliggvény ki-
véve magit a 0 helyet. Be fogjuk l4tmi, hogy a fliggvénynek nincs hatdr-
értéke a 0 helyen, hiszen

r{cos ¥ +1 sin '¥]
r [cos(-P )+ i sin(-¥ )]

BN

=cos2¥+isin2Vy.

A = konstans, origén 4tmend egyenesek mentén, tehdt a fuggvény édllan-
d6. Minthogy az origé tetszSleges kicsiny kornyezetébe esik pl.

@=0 ésP-= —%E- arcusu pont, igy felveszi a fuggvény az 1, ill. 1 értéke
ez kizdrja a hatdrérték létezését (3.1 Tétel).

3.2 Tétel. Legyen lim f(z)= H és lim g(z)= G, akkor Gsszegiknek,

Z—Z Z-Z
o} o]

szorzatuknak és hdnyadosuknak is van hatdrértéke a z = z,

helyen, feltéve, hogy a legut6bbi esetben a nevezdben éllo figg-
vény a Z hely egy kornyezetében 0 -tél killonbozik és a ha-

térértéke sem 0.
Ervényesek az aldbbi egyenl§ségek:

lim [(f(z)+g(z)] =H+G

Z-~Z
o

lim [f(z).g(z)] = HG

Z—=Z
[¢]

Hz) _H, L.g
D2 . . [
hrrzl 2@ 5 G#{;

¢}

Ty

g(z) # 0, z 2K \{zj, .
o]

G
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Bizonyitis. A bizonyitds gondolatmenete 1ényegében azonos a valds egy-
valtozés fuggvényekre, ill. a (valdés és komplex) sorozatokra kimondott

“analog tételek bizonyitdsdnak gondolatmenetével (ldsd pl. 2.2 - 2.5 Té-
teleket). |

3.3 Tétel, Legyen lim f(z) = H. Akkor az f(z) fliggvény konjugdlitidnak

-z
o

£(z) -nek is van hatdrértéke a z = zZ, helyen is

Um f(z)=H.

Z—Z
(4]

Bizonyitds. Lényegében megegyezik a komplex sorozatokra kimendott ana-
16g tétel a 2.6 Tétel bizonyltdsdval. !

3.4 Tétel. Egy w= f(z) = u(x,y)+1 v(x,y) komplexvéltozés fliggvénynek
a z =X, +1 Y helyen akkor és csak akkor van véges hatdr-

értéke, ha az u= u(x,y) és v=v{x,y) kétviltozés fliggvények-
nek véges hatdrértéke van az (xo, yo) helyen

Hm wx,yy=U lim vix,y)=V,
Lyl . y,) (%, y)>-(x )

és érvényesek az aldbbi egyenidségek:

Re [lim f(z)}]=U

Z—Z

Im [Um f£(z)] =V.

Z>-Z
&)

Bizonyitds. Lényegében megegyezik a komplex sorozatokra megfogalma-
zott és a fentivel sok tekintetben analég 2.7 Tétel bizonyitdsdval.!

3.2 Definicié. Az £(z) komplex fliggvényt egy z, helyen folytonosnak
mondjuk, ha

a) értelmezve van e helyen,
b) van véges hatdrértéke mikor z—z
c) e hatdrérték megegyezik a helyettesitési értékkel.
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Egy tartoményon folytonos a komplex fliggvény, ha a tarto-
mény minden pontjdban folytonos.,
3.5 Tétel. Ha az f(z) és g(z) figgvények folytonosak a z = z helyen,
akkor osszegik [f(z) + g(z)] , szorzatuk [f(z).g(z)] ésa
£(z) -
g(zo) # 0 esetben hdnyadosuk [g (z)] is folytonos a2 z = z,
helyen.
Bizonyitds. Lényegében megegyezik a folytonos valds fliggvényekre meg-
fogalmazott analég tételek (II. Kotet, 6.3, 6.4 és 6.5 tételek) bizonyitdsa -
val. !
3.6 Tétel. Ha az f(z) komplex fiiggvény folytonos egy zZ, helyen, akkor
e fliggvény konjugéltia #(z) is folytonos e Z, helyen.

Bizonyitds. Az 4llitds kozvetlen kivetkezménye a 3.2 Definiciénak és a
3.3 Tételnek. 1

3.7 Tétel. Egy £(z) = u{x,y) +1 v(x,y) komplex fuggvény akkor és csak
akkor folytonos z =% + iyo helyen, ha az u(x,y) és v(x,y)

kétvéltozos fiiggvények folytonosak az (xo,yc) helyen.

Bizonyitds. Az 4llitds kbzvetlen kévetkezménye a 3.2 Definiciénak és a
3.4 Tételnek. |

3.8 Tétel, Ha a h(z) és f(z) komplex fiiggvények olyanok, hogy f ér-
tékkészlete részhalmaza h értelmezési tartominyénak, tovdb-

bd f folytonos a z, helyen, és h folytonos az f(zo) helyen,
akkor a

(h o £)(z) = h[f(z)]
Osszetett fliggvény is folytonos a Zy helyen.
Bizonyitds. A II. Kotet 6.6 Tételének bizonyitdsdval analég médon torténik. |

3.9 Tétel. Ha az f(z) komplex fiiggvény folytonos a z, helyen,akkor az
| f(z)] valesértéku komplex ftiggvény is folytonos a z, helyen.

Bizonyitds. A 3.6 Tételbdl kovetkezik, hogy £(z) is folytonos a z helyen.
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Figyelembe véve az |f(z)] = | f(z).f(z) azonossigot tovdbb4 a 3.8 Tételt,
4llitd sunkat bebizonyitottuk. |

3.10 Tétel. Ha az {(z) Komplex figgvény folytonos a z sik egy korlétos
és z4rt ponthalmazén, akkor e ftiggvény abszolut értéke e hal-
mazon korldtos, s6t felveszi legkisebb és legnagyobb értékét
is.

Bizonyitds. Az [ f(z)|= Vuz(x,y) + vz(x,y) valds kétvdltozos fiiggvény
folytonossdga a 3.9 Tétel kovetkezménye. A korldtos és z4rt halmazon
folytonos tobbvaltozés fiiggvényekre érvényes Welerstrass tételek (V. Ko-
tet, 4.6 és 4.7 Tételek) kisvetkezménye a bizonyitandé 4llités. |

n
3.5 Példa. A p(z) =Z akzk alaku komplex fiiggvény (komplex polinom,
k=0
ahol az ao, SRR an # 0 szdmok tetsz8leges komplex konstansok)

mindeniitt folytonos, hiszen mind a valés, mind a képzetes része valss
egylitthatés kétvéltozés polinom, tehdt folytonos fiiggvény. Legyen R > 0
és tekintstk |p(z)| -t azon z -kre, amelyekre |z| 4R. A 3.10 Tétel ér-
telmében lesz legaldbb egy olyan z, helye a kirlemeznek, amelyre

n
D az
k=0 ©

a minimuma, ill. legaldbb egy olyan z_ helye a ktrlemez-

1

0
k
nek, amelyre Z a %
k=0
| z| £R halmazon.

A minimum helyek halmaza (amely nem iires halmaz) fligg R -t6l.
Konnyen beldthatjuk azonban, hogy ha R elég nagy akkor e halmaz ele-
meinek szdma nem véltozik R novekedésével, vagyis a z ~-sik origé
kdzéppontu és elég nagy R sugaru korlapja lefedi |p(z)] 6sszes minimu-
mait. Ugyanis, mivel

fliggvénynek az

n
; - k
a maximuma a 11(2_0 a z

ip(z)| =

n

Z aka-nl oo,

k=0

n
= |z]

L k
Z akz
k=0

ha |z|—~0c0 ,
ezért [p(z) tetszSleges nagv szdmnél nagyobb értéket vesz fel, az elég

nagy R sugaru koron kivil. Ez azt jelenti, hogy { p(z)| minimum helyei
e kdrlapon vannak.
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n
3.11 Térel. (Az algebra alaptétele). Legyen pn(z) = Z akzk (an # 0)
k=0
pontosan n-edfoku polinom {n & 1), ugy létezik legaldbb egy

n
~ . < k
olyan z, hely (a polinom gyske), amelyre g az = 0.
(E tétel lehetséges dtfogalmazésait és kovetkezményeit a HI. -
Kotet 7. pontja tartalmazza.)

Bizonyitds. Feltételezztik, hogy a 3.11 Tétel nem igaz, majd e feltevés
alapjdn ellentmondésra fogunk juti, ami a feltevésiink helytelenségét, te-
hit a bizonyitand6 tétel helyességét igazolja.

Az indirekt feltevés érteimében pn{O) # 0.

Legyen R >0 olyan pozitiv szdm, hogy | pn(z)l >[ pn(0)| > 0, ha

|z|2 R. A 3.5 Példa végén mondottakbél kivetkezik, hogy ilyen R létezik.
Az lpn(z)l fiiggvényrél tudjuk, hogy van olyan z_ hely ({z_ |<R), ahol

minimumdt felveszi (14sd 3.5 Példa és az azt kovetd megjegyzés) ésez a
minimélis érték indirekt feltételiinknek megfelelen pozitiv szdm. Azaz
mEle pn(z)l = Ipn(zo)l = a >0. Rendezziik 4t a

n n
. _ k . . . _ ik
pn(z) = k2=oak z polinomot z z, hatvédnyai szerint: pn(z) = kE_Obk(z zo).

Koénnyen beldthaté, hogy bn =a #0 és bo = pn(zo). tehdt | b0 j=a>0.
Ha pn(z) -t részletesen kiirjuk, adédik, hogy

_ 1 n-1 5
pn(z)- a (z Zo) +bn~l (z Zo) + ... +bS (z zo) +b0, (3.1)

ahol s az a legkisebb pozitiv egész kitev, amelyhez tartozé (z-zc.)S
hatvény epgyiitthatéja 0-t6l kiildnbbzik (bs #0). Tehdt 1 &5 4n - 1.
(Megjegyzés: az s =n eset ellentmond a feltevésiinknek, mert a

pn(z) = an(z-zo)n + bO alaku komplex polinomnak vannak gyskei, éspedig a

I

z=z, +V - ;1—9 alaku komplex szdmok.)

=1

Feltevésiink értelmében [pn(z) l 2 Ipn(zo)l =| bo |= a > 0. Valasz-

szuk most specidlisan a z fiiggetlen valtozot ugy, hogy a2 z-z szam
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arc bo 4+ T-arch

arcusa: f = legyen. Ezzel elérjiik azt, hogy

s
s
arc bs(z - zo) = arc bs +s{ =arc ho + X, vagyis azt, hogy a (3.1) ala-

ku polinom utols6 két tagjdnak arcusa T -vel kiilénbbzvén tsszegitk abszo-
lut értéke a tagok abszolut értékének megfelel8 sorrendben képzett kiilonb-
ségével egyenls.

Jeloljuk |z - zol -t r -rel, amelyet kicsiny, pozitiv védltozénak ki-

vénunk egyelfre tekinteni.
E jelolések segitségével (3.1) a kivetkezBképpen alakul

pn(z) = anr11 {cosny H sinn \P]+bn_ rn-l [cos(n-l)\.[J-Hsin(n-l) P+

1

s+1 . s -
+...+ bs+1r [cos(s+1)P+isin(s+1)J] +bsr [coss P+isins c{?}+ b0

lpn(z)l ¢ 57 anrn—s_l [cosny Hisin nPJ+ bn_lrn "8-2 [cos(n-1}4 +

+1i En_(—n—l)LP__H. . .bS+1 [cos(s+1) ¢ Hsin(s+H )] +

+| bsrs [cos sy +isin s P+ b, | = rs+1‘ anrn—s_l emk? +

n-s-2 _i(n-1)4 i(s+1)\9‘ i s
+b e +..+b e +|b0| |bS| r, (3.2)

ahol r elég kicsiny ahhoz, hogy | b, |- b lrs > 0 legyen.

Ha r—0 (a rogzitett P mellett),ugy a (3.2) egyenlétlenség jobb
oldaldnak elsé§ tagja erdsebben [ (s+1) -ed rendben] tart 0 -hoz mint

s ;
[ hslr , tehdt van olyan r _, amelyre az

rs+l Ia Fn-s-l eln(.P_l_b Kvn-s-2 ei(n-l)q) +
o] o n-1 Yo

i(s+1)g| 1 §
.4 e ‘P] <3ln S

Legyen most z, =2, + ro[cos ¥ +1sinp], akkor (3.2) értelmében

[oaa)] < 3| w5+l - [b) 75 =[] -3 [ 75 <In -
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vagyis taldltunk zZy helyet ugy, hogy |pn(zl)l kisebb egy az |bol -ndl

is kisebb sz4mndl; ez pedig ellentmond a klindulé feltevésinknek, amely
szerint l pn(z)l 3 |b0‘

Ezzel a kiindul6 feltevés helytelenségét és igy az algebra alaptételét
bebizonyitottuk. |
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Mdsodik fejezet

DIFFERENCIALHATO KOMPLEX FUGGVENYEK

4. Komplex fiiggvény differencialhatésaga

4.1 Definicié.

és differenciélhényadosa

Legyen az f(z) komplex fliggvény a z, hely egy ksrnye-

zetében értelmezve, akkor definidlhaté a /\z fliggetlen
f(zo+Az)-f(zo)

véltozonak g@\z)= Y. komplex fiiggvénye,

amelyet az f(z) fuggvény z, helyhez tartozé kiilonbségi

hdnyadosdnak, vagy differenciahdnyadosdnak nevezink.

A 4.1 Definicicban szerepld g¢/Nz) fuggvény a Az =0 helyen
nincs értelmezve,

4.2 Definicid.

4.3 Definicié,

Akkor mondjuk, hogy az f(z) fliggvénya z = zZ helyen

differencidlhats, ha a 4.1 Definicioban szerepld g(/\z)
fliggvénynek van hatdrértéke, mikor \z—0 -hoz, és ezt
a hatdrértéket nevezzik az f(z) fuggvény differenci4lhé-
nyadosdnak a z, helyen

f(zo +\z) - f(z )

lim gAz)= lim Az =
Z—> 00 Z~>0
_ di(z) _ e
T dz =f (Zo)
Z=2Z
o

Akkor mondjuk, hogy az f(z) fiiggvény a z = zZ, helyen
differencidthat6, ha a Aw = iz, +\z) - f(z) "fuggvény

novekmény"” mint JAY fiiggvénye értelmezve van, ha
Az l elég kicsi, és eldéllithat6 egy linedris fliggvény
(f6rész) és egy "mellékrész" 6sszegeként, pontosabban
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DNw = f(z, -I-Az)-f(za) = ANzt £ (N2). Az

f6rész meliékrész

ahol A egy /\z-t8l fuggetlen komplex sz4m és £ (\z)
egy olyan komplex fliggvény, amelyre igaz, hogy
lim £\z)=0.

Z-»0

Az igy definidit A szdmot nevezzik az f(z) komplex
fuggvény z, helyhez tartozé differencidlhdnyadosdnak:

df
dz
7=
(6}

A=f(z )=

4,1 Tétel. A 4.2 és 4.3 Definicick ekvivalensek, azaz ha az f fuggvény
a 4.2 Definiclé értelmében differencidlhats, akkor a 4.3 De-
finici6 értelmében is differencidlhaté és forditva; a két defini-
cicban értelmezett differencidlhidnyadosok is megegyemek.

Bizonyitds. Megegyezik a II. Kotet, 11,1 Tételének bizonyitdsdval. |

4.1Példa. A w=z* figgvény tetszdleges z, helyen differencidlhaté és

a differencidlhdnyadosa 2zo, mert e fliggvény novekménye
) .
DNw=(z +\z) -z2 =22z + (Az)2 =220z +Az . Nz
0 [} [+ ““r'g fongiall}
A € Qz)
alaku és igy a 4.3 Definici6 alapjdn 4llitdsunk bizonyitott.

4.2 Példa. A w=Z fiiggvény egyetlen z, helyen sem differencidlhaté.

Ennek bizonyitdsa érdekében tekintsik a fiiggvény 4.1-ben definidlt diffe-
renciahdnyadosit

z +0\z-% 2z +Dz -z ZS'
g(Az)= 0 o _o [} Z

Az NN

amelynek a 3.4 Példa szerint Az—0 esetén nincs hatdrértéke,

- 28 ~



Megiegyzés. A w=Z filiggvény mindeniitt folytonos; ez az 4llitds a 3.6 Té-
tel kozvetlen kovetkezménye.

4.2 Tétel. Ha az f fiiggvény a z, helyen differencidlhats, akkor ott
folytonos 1s.

Bizonyitds. Megegyezik a II. Kuotet, 11.2 Tételének bizonyitdsdval, |
Megiegyzés, A 4.2 Tétel megforditisa nem érvényes. Ldsd 4,2 Példa.

A komplex fiiggvények differencidlszdmitdsa sok vonatkozdsban ana-
16g a valds Fliggvények differencidlszdmitdsdval; a II. Kotet 12. pontjdban
kimondott 12.1 ... 12.5 Tételek, ill. a 12.1 ... 12.4 Példdkban megfogal-
mazott 4llitdsok és azok ott megadott bizonyitdsai érvényben maradnak
komplex fuggvényekre is.

4.3 Tétel. A f fliggvény akkor és csak akkor differencidlhaté a z,

helyen, haaz u=Ref, ill. az v=1Im{ kéwvdltoz6s fliggvé-
nyek 2 megfeleld (xo,yo) helyen totdlisan differencidlhatéak

és az « helyhez tartoz6 parcidlis derivdltak kielégitik a

u, - .v’
X y
r

u;r= vy ‘ (4.1)

- egyenldségeket, az un. Cauchy-Riemann féle parcidlis diffe-
rencidiegyenieteket,

Bizonyitds. Bevezetve a kivetkez§ jeltléseket:
f(z) = ulx,y) + L.v{x,y) z, = X, +1i Y, Nz =A}£—FiAy,
A=p+iq, £&l\z)= El(Ax,Ay) +1i 62(Ax,Ay)

a differencidlhat6sdg 4.3 DefiniclGja ugy alakul, hogy igaz az
- i 1=
[u(x0+Ax, yo+Ay}Hv (xo-IAx, yo+Ay)] [u(:v:O P HV(X Y )]

= (pHq) Qe 1y)+ L8 (Dx, Ayt €, D, Ay N IDHAY)  (4.2)
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egyenldség, ahol a p és q szémok fliggetlenek \x- t6l és Ay ~tol
és az EI (gx,AY), ill. EZ(AX,Ay) kétvdltozos figgvények O -hoz tar-

tanak, amikor (Q\x,Qy)—=(0,0) -hoz. A (4.2) egyenlGséghen a bal- &s a
jobb oldal val6s, ill. képzetes részeit egyenl6vé téve kapjuk, hogy

u(x #Ax, y0+Ay)-U(x0. y,) =

= p.Ax- qu + 61 (Ax,Ay)Ax- EZ(ZBX,AY) Ny (4.3)
v(xo-l-Ax, yo+Ay)- v(xo, yo) =

= aloct py + €A APAX + & (D, D)Ly (4.4)

A (4.3) és (4.4) egyenliGségek azt jelentik, hogy az u és v kétvil-
toz6s figgvények totdlisan differencidlhatok és a p, ill. q szamok:

D= W) = Vx5,

fil.

q= ~uy(xo, yo) = vx(xo, yo)

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a tételben kimondott feltételek az f fuggvény
differencidlhat6ségénak szikséges feltételei. Konnyen beldthats, hogy ezen
feltételek elégségesek is. Az u és v fliggvények totdlis differencidlhato-
sdgdbol és a Cauchy-Riemann egyenletekbfl kovetkeznek

u(x0+Ax,y0+Ay)—u(x0 ,yo) = pr-qu—f- Ele-F E,ZAY

v(xo-i[kx, y;-l-Ay)-v(xo,yo) = qAx-i—pAy+ 63Ax+ € 4Ay s

ahol p=1u = Ve d= w=v, és € —=0, ha Ax, Ny)=(0,0),
k=1,2,3,4 . Szorozzuk meg a mésodik egyenletet i -vel és adjuk hozz4
az elséhoz:

f(zo+Az)-f(z°) = (pHQOxHy) +(E 1 63)Ax+ (€,4 € 4)Ay )

Osszuk el az ut6bbi egyenletet Az =Ax+iAy -nal:
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f(z +/\z)-£(z )
—-9———9—=p+iq+( El+i &s)éx—-+( 52-1-1 54) éz
DNz Az Az

Dx OY 121 &s tim (gt €y lim (£,4 €)= 0

z JAV DNzo JAV I,

azt kapjuk, hogy tétezik f derivéltja, ui.

f(z0+Az) - f(z )
lim =p+iq. !

Az=o Az

Mivel £1]

4.4 Kivetkezmény. Ha az f(z)= u(x,yHH v(x,y) fliggvény a z sik egy
ponthalmazén differencidlhat6, akkor a deriviltfiigg~
vénye (a differencidlhdnyadosa, mint z fliggvénye):

£ (2} (x, yHH v (%, yrFu(x, y)-iu;(x,y) =
= V’Y(X: yHi V;(X, Y) = V;r(x: Y)_iu;(x:Y)

A magasabbrendii derivdltakat valamint a (tobbsztr) folytonosan differen-
cidlhat6sdg fogalmdt a valés fiiggvények analég fogalmainak megfelelden
definidljuk. Pl. ha f’(z) derivdlhats, akkor ennek derivdltjit nevezzik
az f fiiggvény mdsodik derivdltjainak és jeloljiik f'- el. Amennyiben az
£ fuggvény folytonos, akkor azt mondjuk hogy f kétszer folytonosan
differencidlhaté.

4.4 Definici6. Egy T tartomdnyon analitikusnak nevezzik az f(z) fligg-
vényt, ha T minden pontjdban differencidlhat6.

4.5 Definicié. Egy kétszer folytonosan differencidlhaté g(x,y) kétvilto-
z6s fuiggvényt harmonikus fliggvénynek neveziink, ha kielé-
glti a g')‘(x + g;ry =0 alaku un. Laplace féle parcidlis dif-

ferencidlegyenletet.

4.5 Tétel. Ha az f(z)= u(x,y) +1i v(x,y) fliggvény a T tartomdnyon leg-
aldbb kétszer folytonosan differencidlhat6, akkor mind a valés,
mind a képzetes része harmonikus fliggvény.

Vagyis




Bizonyitds. A (4.1) Cauchy-Riemann egyenletek ismételt differencidldsa
utdn azt kapjuk, hogy

u'l - v!l , il‘[ V" = 11
XX yX XX yX

u[' - ~V'l vll = ull
¥y Xy ¥y Xy

Ezen egyeniSségek Gsszeaddsa utdn megkapjuk a bizonyitand6 egyenl8sége -
ket, ha figyelembe vessziik, hogy a vegyes misodrendi parcidlis deriv4l-
tak mind az u, mind a v fiiggvény esetében fiiggetlenek a differenciédlds
sorrendjétfl (ldsd V. Kotet, 7.2 Tétel). |

4.6 Definici6. Az u(x,y) és v(x,y) kétviltozés harmonikus fliggvénye-
ket egymds harménikus tdrsainak nevezziik, ha létezik
olyan f(z) analitikus fliggvény, hogy Relf(z})]=u és
Im [f(z)] = v.

4.7 Definicié. Legyen p(x,y)=p,{x,y} + p,(x,y)i az egyszeresen
3./ eliniclo. DX, ¥ = Py, YR+, A

tsszefiggd D tartomdnyon fol ytonosan differencidlhat6
sikbeli vektormezg; az

f(z) = u(x,y) + 1 v{x,y) kétszer folytonosan differencidlhaté
fuggvényt a D tartomdnyon p komplex potencidljénak
nevezzik, ha

grad u(x,y) = p(x,y}, (x,y)€D,

vagyis
u =Py uy=p2, il.
RN P
E—uxi-thuy -

4.% Definicié. A w= W (x,y)l + wz(x,y)i kétdimenzids vektormezgt és
a w= wl(x,y)—l-i.wz(x,y) komplex fiiggvényt egym4ssal
kélcsdnbsen ekvivalensnek nevezzik.

4.6 Tétel. A komplex potenciéllal rendelkezs p kétdimenzios vektorme-

z6 drvény- és forrdsmentes, azaz mind a roticidja, mind a
divergencidja 0.

Bizonyitds. Az Srvénymentesség a rot p=rotgradu=0 azonoss4gbol
kozvetlentil kovetkezik. A forrdsmentesség igazoldsa érdekében tekintsiik
divp -t
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d1v2=divgradu=un+u =0,

mivel a 4.5 Tétel és a 4.7 Definici6 szerint az u(x,y) fuggvény harmo-
nikus. |

4.7 Tétel. Az f(zyuHv komplex potencidllal rendelkez§ px,y) kétdi-
menzi6és vektormezével ekvivalens p(z) komplex ftiggvényt a
kivetkez§ alakokban is felirhatjuk:

p=1£'(z),

{ll. bevezetve a q(x,y) = grad v(x,y) kétdimenziés vektorme -
z8t, illetve az ezzel ekvivalens q(z) komplex fliggvényt

p=- q.

Bizonyitds. A 4.5 Definici6t, a (4.1) Cauchy-Riemann egyenleteket és a
4. 4 Kovetkezményt figyelembe véve adédik, hogy

p=ufx,y) - L vi(x,y)=F(2)

Az 4llitds mésodik részének bizonyitdséhoz vizsgéljuk a grad v -vel ekvi-
valanens q(z) komplex figegvény i -szeresét:

-ig(z) = v}’{(x,y)dv}’((x,y) = u;(x,y)-iv}’{(x,.y) =f'(z)=p.!|

4.8 Tétel. Ha a folytonosan differencidlhaté p kétdimenzidés vektortér
egy egyszeresen sszefliggl tartoményban srvény- és forrds-
mentes, akkor van f(z) komplex potencidlja, azaz a p -vel
ekvivalens p komplex fliggvény el8dllithaté p = £7(z) alak-
ban.

Bizonyitds, Tekintsiik a P=X{X, y)i+Y(x,y)] vektormezét, amelyrdl tud-
. Y __9X . 29X 2Y
juk, hogy - 2Y - 22 0 411, azt, hogy -22+—2F -

B " Tx T Ty 8 T oy
idejuleg az ugyancsak kétszer differencidlhaté q = “Y(x, y)i+X(x,y)] segéd-
vektormez8t. Egyszerti szdmoldssal ellendrizhets, hogy ez is drvény- és
forrdsmentes, hiszen

0. Vizsgéljuk egy-

lrotiiz ‘—%—X;’ +—g—x}-(—l=ldlvg|= g,
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itl.
9Y X

ddi=‘§+a—y=0.

Minthogy p és q is rotdciomentes vektorterek, elddilithatok egy-egy
skalérpotencidl gradienseként,azaz

p=grad u= u;((x,y)i_+ u;(x,y)_j_

q=grad v= v;(x,y)j;+ V;(X,Y)j_

Figyelembe véve az X = u; = v;, ill. az Y= u; = -v;( egyenldségeket, ill.

az azokban szerepld kétvdltozés fiiggvényekre vonatkozé feltételeinket ko-
vetkezik, hogy az f(z) = u{x,y}+1i v(x,y) komplex fliggvény analitikus és
p kéwdimenzi6s vektormezd komplex potencidlja. |

5. Konformis leképezések

Az egyviltozos vales fliggvény szemléltetése a koordindia sikban a
fuggvény grafikonjdnak (I. Kotet, 3.2 Definici6) megfeleld ponthalmaz meg-
addsdval torténik. Ez a ponthalmaz a legfontosabb esetekben sikgirbe.

A komplex flggvény analég médon toriénd "szemliéltetése™ csak négydimen-
zi6s euklideszi térben lenne lehetséges.

Egy komplex fuggvény egy specidlis kétdimenziés vektor -vektor figg-
vénynek tekinthetd, amely a fuggetien viltozé sik {z sik} bizonyos (az
értelmezési tartomdnyba es§ helyvektoraihoz, ill. czek végpontjaihoz hoz-
zérendeli a fliggs vdltoz6 sikjdnak {w siknak} meghatdrozott helyvekto-
rait, ill. ezek végpontjait. Minden komplex fiiggvény ekvivalens egy sikhai-
maznak (a z sikba esd értelmezési tartomanynak) egy mdsik sikban levd
sikhalmazra (a w sikba esd értékkészletre) trténd leképezésével.

Akkor mondjuk, hogy szemléltettik az f(z) fliggvény dltal 1étrehozott le-

képezést, ha a z sikon dbrdzolva megadjuk az értelmezési tartomény bi-
zonyos részhalmazait (pl. gorbéit, gorbeseregeit) és a w sikon azokat az
alakzatokat, amelyeknek a leképezés e részhalmazokat megfelelteti.

5.1 Példa. A w=az+b alaku elsdfoku komplex polinom (a# 0, b tet-

szdleges komplex konstansok) a z sik origd kézéppontu, R sugaru kirei-
_nek seregét dtviszi a w sik b kozéppontu ésjal.R sugaru koreibe.

E fliggvény a z sik tetszdleges egyenesét egyencsbe, tetszleges koreét

pedig kbrbe viszi 4t.
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5.1 dbra

5.2 Példa. A z° filggvény a z sik origs kozéppontu, R sugaru

Imz =y 20 félksrelt a w sik ugyancsak origé6 kszéppontu koreibe viszi
4t ez az 4llitds kozvetieniil beldthat6, ha mind a fiiggetlen, mind a fligg6
viltozot trigonometrikus alakban irjuk fel. Ugvanez a fiiggvény a z sik
origobsl kiindulé, m irdnytangensii {(m # + 1) egyeneseit a w sik ugyan-

csak az oriegobol kiinculs

2 m2 irdnytangenst félegyeneseibe, ill. az
1-m
y=x és y=-x egyenescket a v=1lm w tengely pozitiv, ill. als¢ fetébe
viszi 4t. A 3.2 Példdbol tudjuk ui., hogy a z“ fiiggvény az

22

fiiggvényrendszerrel ckvivalens.
v=2xy
Legyen most y = mx; ennek megfelelSen
u= x2(1 - m2)
v = x2 2m ,
ez pedig val6ban az [u,v] sik megadott irdnytangensii félegyenesének pa-
raméteres egyenletrendszere, A z2 figgvény 4ltal létesitett teképezés

nem egy-egyértelmii, mert a z, és a - z, pontokhoz ugyanazt a képpon-
tot rendeli.
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5.3 Példa. Az —71?- fiiggvény a z sik [r,(.f] poldrkoordindtdju pontjait

{r#0)a w sik E% ,LP] poldrkoordindtéju pontjaiba képezi le; ha egy si-

kon dbrdzoljuk az Ssszetartoz6 pontpdrokat, akkor az origé kozéppontu
egységsugaru kir kertiteti pontjait onmagukba viszi 4t a leképezés. A kor
bels§ pontjai k6rdn kivili pontokba, ill, a kdron kivili pontok a kér belsd
pontjaiba mennek 4t oly médon, hogy az tsszetartozé pontpért (a "tArgy” -
és "képpontokat") vsszekts egyenes dtmegy a kor kozéppontjdn és az 6sz-
szetartoz6 pontok kzépponttsl mért tdvolsdgainak szorzata 1. Az elemi
geometridban az ilyen leképezést az egységkorre torténd invertildsinak
nevezziik. Most a komplex fliggvénytan eszkdzelvel mutatjuk meg, hogy ez
az Inverzi6 kort, kérbe vagy egyenesbe, egyenest pedig szintén korbe vagy
egyenesbe visz 4t. A tovdbbiakban a leképezést ismét a komplex fliggvény-
tanban szokdsos modon, két szdmsikon szemléltetjik. Mivel

x-iy x2+y2
ezért a fliggvényaz u= 2x 5 V= 2Y 5 fliggvényrendszerrel ekviva-
X 4y X +y

1
lens. Minthogy a w= 3 leképezés inverz leképezése =z = :l{{r » a fenti

figgvényrendszer inverz fliggvényrendszere

- =Y ¥
T3 2 Y77
u +v u v

A z sik minden kvrének és egyenesének egyenlete A(x2+y2) +Bx+Cy +
+D =0 alakban irhat6, ahol A,B,C, D valés paraméterek {egyenes ese-
tén A =0). A fenti egyenlettel jellemzett ponthalmaz képét (az inverz
figgvényrendszer figyelembevételével) a

:\ (u2+v2) +Bu+Cv
2 22 2 2
(u™+v") u v

+D =0,
vagyls
2 2
Dlu4+v )+Bu+Cv+A=0
egyenlet jellemzi az [u,v] sikon; ez pedig D # 0 esetben kor, D = 0 eset-

ben egyenes, vagyis ha a tdrgysikon felvett alakzat (kor vagy egyenes) nem
tartalmazza az origét, akkor a képalakzat kir, ha tartalmazza az origét
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(vagyis azt az egyetlen pontot, amely nincs benne az % fiiggvény értelme-

zési tartomdnydban), akkor az alakzat képe egyenes. Ilyenkor azt mondjuk,
hogy a leképezés az origot a “végtelen tivoli pontba” viszi 4t,

p _azib
5.4 Példa. A w==—3

konstansck, amelyek az

alaku komplex fliggvény, (ahol a,b,c és d komplex
b
d

# 0 feltételtdl eltekintve tetszélegesek),

az un. lineéris tortfliggvény 4ltal létesitett leképezés is kirbe vagy egye-
nesbe viszi a tirgysik egyeneseit és koreit. Ez az 4llitds a

w-—-f fuggvényre (a=0, b=A, c=1, d=0) az 5.3 Példdban kozolt

gondolatmenet megismétlésével igazolhats. Az 4ltaldnos esetben pedig az

c z+ =
C

azonossigh6l, az -2 fliggvényre vonatkozo eldbbi megjegyzésbél, valamint

az 5.1 Példdbdl kbvetkezik.

5.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy az f komplex fiiggvény 4ltal létesitett
leképezés az értelmezési tgrtomény z, pontjdban sztg-
tartd, ha az egymdést z, -ban metszg gorbék (érintinek)
irdnyitott hajldsszdgét nem véltoztatja meg.

5.2 Definici6. Az olyan leképezést, nevezziik kicsiben ardnytarté leképe-
zésnek,amelynél igaz a

lim Bo. im LR
=5 T YL
p~R B prapr @R

G-+~R Q>R’
egyenl8ség, ahol R a tdrgysik egy rogzitett, P és Q an-
nak két viltozo6 pontja, R*, P’ és Q' pedig e pontok képei
a képsikon.

5.3 Definici6é. A szigtarté és kicsiben ardnytarté leképezést konformis le-
képezésnek nevezzik.
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5.1 Tétel. Legyen az f(z)} komplex figgvény a z helyen differencidlhats
és f’(zo) # 0, akkor a ftiggvény dltal ~ létesitett leképezés a

Z, helyen konformis.

Bizonyitis. A szogtartds bizonyitisa érdekében, elsdként azt fogjuk igazol-
ni, hogy f a z  ponton 4thalad6 sima sikgorbét, a w sik egy olyan a
v, = f(zo) ponton 4thaladé sima gtrbéjébe viszi 4t, amelynek a v hely-

hez tartozé érint§je a tdrgygorbe megfeleld érintSjéhez képest egy a girbe
megvilasztdsitol fuggetlen ¢ sziggel fordul el. Jelslje z a tdrgygorbe
egy viltoz6 és z, -t6l kiilonboz8 pontjdt, w pedig a képgtrbe megfelels

pontjét. arc(z - zo) jelenti a tArgygorbe egyik szelSjének irdnyszogét,
arc (w-wo) pedig a képgrbe megfeleld szelfjének az irdnyszigét. E két
irdnysziog killonbsége:

W

Z-Z
(o]

arc - -aArci{z-zZ = arc
(w wo) ( 0)

—arc [£(z )] = 4,

ha z—z .
0

Az elfbbiekbdsl kovetkezik, hogy ha a z, pontban két egymdst metszd

differencidlhaté gorbe képeit vizsgiljuk, ugy ezek mindegyikének érintdit
ugyanazon szoggel forgatta el a leképezés, tehit az érintdk hajldsszbge va~
16ban véitozatlan.

Az B

Iw-wl W-w
0—.

IZ = Zol --IZ "Z: _"‘lf',(zo)I ’)‘0:

ha =z osszefliggés pedig igazolja, hogy a leképezés az 5.2 Definicié

értelmében kicsiben ardnytarté. !

6. Elemi fuggvények
6.1 Definicié. A komplex viltoz6s exponencidlis fliggvényt a kovetkezd-
képpen értelmezziik:

: X
e = &Y o exc:OSy +iesiny =
vagyis

e“=e"[cosy+isiny],z€Z.
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6.1 Tétel. Az e’ fuggvény az egész szdmslkon differenciéihats és de-
rivdltja eZ.

Bizonyitds. Az u(x,y)= eX cosy és a vix,y)= eXsin y -az egész sikon
totdlisan differencidlhatéak, és elsrendi parciélis deriviltjaik

(u:’{ =" cos Y. u; = -eXsin Y, v; = e*sin Vs v; = e*cos y) kielégitik a
(4.1) Cauchy-Riemann egyenleteket. Igy a 4.3 Tétel alapjdn bebizonyitot-
tuk, hogy a fliggvény mindeniitt differencidlhat6. A 4.4 Kovetkezményb8l
pedig ad<iik, hogy

(ez)’ = e"cos y+i e*sin y= e? .1

6.2 Tétel. Az e’ komplex vdltozés exponenciélis ftggvény kielégiti az
Tz Zg Z)+2,
e .e =c¢ fliggvényegyenletet.
z x z X

. - . 2
Bizonyitds. A e 1. e 1 [cos ¥; + i sin yd eés e 2 @ [cos Yy +
+1 sin y2] trigonometrikus alakban adott komplex szdmokat §sszeszoroz-

va azt kapjuk, hogy

2 ) .
e .e =e Lcos yq cosy, - siny, sin y, +
+ i (sin ¥; €08 Y, +cosy, sin y2):] =
- A

X +x2 - 11%9
=e [cos(y1+y2) +1i sin (yl+y2)] =e 1

Miutin az e’ komplex fliggvényt értelmeztiik, konnyt a hiperbolikus
ftiggvények értelmezése is a valés eset analogidjdra (ldsd II. Kotet, 19.1
és 19.2 Definici6). Definici6é szerint

el ? eZ4e””
shz=S"%—; chz=2
h 7 ch 3

,ZEZ. (6.1)

A TII. Kotet, 6.2 Definicigjiban szerepid e? = cos¢p +1 sin¢ Osszefig-
gés (Euler-formula) speciélis escte a 6.1 Definiciénak. Szokds e formula
aldbbi dtrendezett alakjait is Euler-féle reldcioknak neveznl:

i ~if
ef +e A

COS(P = 2

=chig (6.2)
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e

Si.l’l(i>=——2—i——‘—' =-lshiy (6.3)

Ezen reldcidk az - coscp + i sinp , illetve e = cos¢p -1 sinep
azonossigokbdl kozvetlentil adédnak.

6.3 Tétel. A komplex véltoz6s exponencidlis fliggvény periodikus, pe-
riodusa 2{1{; azaz

ez+2’Il=ez’ ZE7 .

Bizonyitds. A 6.1 Definici6b6l egyszert behelyettesitéssel kozvetlentit
adodik. |

Az el6z6 tételbdl 14that6, hogy az e’ filggvény 4ltal 1étesitett leké-
pezés nem egy-egyértelmii, inverz leképezés (inverz figgvény) csak bizo-
nyos megszoritdsokkal értelmezhet§,

6.2 Definici6. Az e~ fiiggvény
S={z: -J[(Imzéfl:}

tartoményra vonatkozo leszikitésének inverz fiiggvényét
logaritmus fiiggvénynek nevezzik és In z -vel jelsljtk.

6.4 Tétel. Az In z= In(xHy) = In [r(cos(p+ising )] fliggvény valos része:

u=Inr=1Ih }(2+y;Z

képzetes része;

V=4 = arc tg%

[- ey 7]

. . Inz uHy u iv
Bizonyitds. e =e =e .e
=r [coscf+i sin<p]. Ebbsl e'=1r, ill. u=Inr és v=¢ , ahol
(-T<Kv&e )

=e" [cos v+ sinv] =z=
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cos z= % (eiz-l-e-iz), zE7Z,
ahonnan
cos(xHy)=cosx chy-isinx shy
kiovetkezik (vo. (6.2)).
6.4 Definicié.
sin z = ;lf (eiz_e-iz), zeZ,
ahonnan

sin{xHy)=sinx chy+icosx shy

kovetkezik (vo. (6.3)).
6.5 Tétel. A cos z fiiggvény az egész szdmsikon differenciélhaté és de-
rivdltja sin z.

Bizonyitds. u= Re{cos z)= cosxchy és v= Im{cos z} = ~sinx shy minde-
nlitt totdlisan differencidlhaté filggvények és parcidlis derivéltjaik,
u;=-slnx' chy; u; = cosx shy ; v;{ = -cosx shy; u; = -sinx chy kielégitik

a (4.1) Cauchy-Riemann egyenletcket, igy a 4.3 Tételbdl kbvetkezik, hogy
e fliggvény mindentitt differencidlhaté. A 4.4 Kovetkezménybél pedig adadik,
hogy

{cosz)’ = -sinx chy - i cosx shy =
= - [sinx chy + i cosx shy] = - sin z.1

6.6 Tétel. A sin z fliggvény az egész szdmsikon differencidlhaté és de-
riviltja: cos z.

Bizonyités. A 6.8 Tétel bizonyitdsdval anal6ég médon elvégezhetd. !

6.7 Tétel. A cos z figgvény kielégiti a cos(-z)=cos z fliggvényegyen-
letet.

Bizonyitds. cos(-z) = cos(-x-ly) = cos(-x). ch(-y)-1 sin(-x)sh(-y) =

= ¢0sx chy - 1 sinx shy = cos z.!
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6.8 Tétel. A sin z flggvény kielégiti a sin(-z) = -sin z fuggvényegyen-
letet.

Bizonyitds. sin(-z) = sin(-x-iy) = sin(-x).ch(-y}cos(-x)sh{-y) =
= - [sinx chy +1 cosx sh y] = -sin z. !

7. Komplex fiiggvény vonalintegralja

Az egyvaltozés valss filggvény hatdrozott integriljinak egyik lehet~
séges dltaldnositdsaként értelmezni fogjuk a komplex fiiggvény gorbementi
integraljat. A fogalom sok vonatkozdsban hasonl6 lesz a kétdimenziés
vektor-vektor fiiggvények vonalintegriljdnak fogalmahoz (1dsd VI. Kotet),
st kiszdmitdsdt is vissza tudjuk vezetni két alkalmasan definidlt sikbeli
vektor-vektor fliggvény giorbementi integrdljinak kiszdmitisdra.

7.1 Definici6. A rektifikdlhat6 (mérhetd ivii) és irdnyitott G gorbedarab
legyen benne az f(z) fiiggvény értelmezési tartomdnyédban;
& Zgs Zys Bgs e E gy B pontok (un. osztépontok) legye-
nek a G gbrbén, G irdnyltdsdnak megfeleld sorrendben,
z, =o% és z = } jelentsék a gorbedarab kezd3, ill. vég-
pontjit {ez utébbiak nem feltétleniil kiilonhdznek, a girbe
lehet zart is) A ¢ 1’ ZZ’ e Zk’ cen Zn pontok legye-

nek a gorbe tovdbbi pontjai éspedig oiy moédon ethelyezve,
hogy 7 " (k=1,2,...n) arra a gorberészre illeszkedjék,

amelyeta z és z  osztépontok hatdrolnak. Akkor a

k-1 k
n
2z ) -7 y)
k=0

tsszeget nevezzik az f(z) fuggvénynek az adott G gbrhé-

re vonatkozd és annak a Zys Zgs «e- Zn-l osztépontokkal

jellemzett felosztdsdhoz tartozé egyik integrilkozelit§
gsszegnek. (Ugyanahhoz a fliggvényhez, girbéhez és fel -
osztishoz természetesen végtelen sok méds integrdlkozelits
osszeg is tartozhat, hiszen végtelen sok szabadsigi fokunk
van az eldirt tulajdonsdgu ¢ K szdmok megvalasztdsd-
ban).
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7.2 Definici6. A max ‘ Z - Zk-ll pozitiv szdmot nevezzik egy felosztis
k

finomsdgdnak; az olyan integrilkizelits vsszegekb6l 4ll6

sorozatot, amelynél a felosztds finomsdga zérushoz kon-

vergil, nevezzik az integrélkizelitd osszegek egy minden
hatéron tul finomod6 sorozatdnak.

7.3 Definicié. Ha az integrdlkizelitd tsszegek birmely minden hatdron
tul finomodé sorozata ugyanahhoz a véges komplex szdm-
hoz, A -hoz konvergil, akkor azt mondjuk, hogy az f(z)
fuggvény az adott C giorbén integrilhat6 és ezt a hatér-
értéket nevezziik a fiiggvénynek az adott grbére vonatkoz6
vonalintegriljdnak, jelben

fzdz = A .
({zz

Ha a G gorbe zért, akkor az f(z) fuggvény G -re vonatkoz6 vonalintegril-
jét a kivetkezSképpen jeloljik:

95 f(z)dz .

G

7.1 Tétel. Ha f(z) integrdlhat6é a G gorbén, akkor cf(z) is integrdlhaté
a grbén {c tetszdleges komplex konstans) és igaz, hogy

fcf(z)dz=c /‘f(z)dz.v

G G

Bizonyitds. A II. Kstet 23. 4 Tételének bizonyitdsdval analég médon torté-
nik. |

7.2 Tétel. Haaz £(z) és g(z) figgvények integrilhatck a G gorbén,
akkor az f(z) + g(z) figgvény is integridlhats e gorbén és igaz,

hogy
f [£(z) + g(z)]dz = f f(z)dz + / g(z)z .
G G G

Bizonyitds. A II. Kotet 23.4 Tételének bizonyitdsdval analég modon torté-
nik. |
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7.3 Tétel. Ha -G jel6li az ellenkez8képpen irdnyitott G gorbét, akkor

az f f(z)dz létezésébdl kivetkezik, hogy
G
/ f(z)dz = - / f(z)dz .
-G G

Bizonyitds. A tétel annak a kovetkezménye, hogy a G gorbe birmely fel-
osztdsdhoz tartozé integrilkozelitd osszeg a -G gorbe megfeleld felosz-
t4s4hoz tartoz6 Integrilkizelit§ Gsszegnek (-1) -szeresel

7.4 Tétel. Haa G gorbedarab hossza L, és |f(z)| £M, ha z €G,

akkor igaz, hogy ]
I /}(z)dz
G

Bizonyitds. Elegend§ azt kimutatnunk, hogy LM a tégldnyosszegek abszo-
lut értékének felsd korldtja:

£L.M

. n i
]y Nz -~z Y 4 gl 22 ] €
g?kkkl é;ll ?k”kkl

n
« M Z, -Z <ML .!
Qk k-ll

7.4 Definici6. Hozzérendellink minden f(z) = u(x,y}H v(x,y) komplex
fliggvényhez kett§ kétdimenzids vektor-vektor fliggvényt
az un. segéd-vektormezéket az aldbbi médon:

g(]_:) = u(x, Y)i_' - v(x, Y)l )
Ir) = vix,y)L+ u(x,y)j -
7.5 Tétel, Az f(z) fuggvény akkor és csak akkor integrdlhat6a G gor-

bén, ha segédvektormez&inek 1étezik e grbére vonatkoz6 vonal-
integrdlja, és a 7.4 Definicié jeloléseivel

f(zdz = [R@Mr+i [IrMr.
gzz C{rr+1érr»
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Bizonyitds. Egy adott felosztdshoz tartoz¢ integrilkozelitd 6sszegek a bal -
&s jobb oldalon megegyeznek, figyelembe véve, hogy K= { NG

z -z =DOx #1105 6s 17 )= u(E M) 1V, 0, ), iletve a
Qi = § it d Jeloléssel R(Q )= u(f M L~ V(g .m i,
Q)= V(o M+ u(E m i éSAIk=Axki+Aykj- 1

A 7.5 Tételbdl kovetkezik, hogy folytonos komplex fiiggvénynek 1étezik vo-
nalintegrdlja a rektifikdlhat6 G gtrbe mentén. Folytonos komplex fligg-
vényhez rendelt segédvektormezdk ugyanis szintén folytonosak, igy létezik
a gorbementi vonalintegriljuk,

7.6 Tétel. Legyen a reguldris G gorbe az x=x(t), y=y(t), a¢t£b,
paraméteres egyenletrendszerrel adva; vezessik be a
z{t) = x(t}H y(t) jelolésg ezzel a G gorbe "komplex egyenle-
te": z = z(t), a<t<Db; legyen tovdbbd Z(t) = X(t) +1 y (©);
ha az f(z) komplex fiiggvény G -n folytonos, akkor

b
/’ f(z)dz = / f(()Z(E)dt , (7.1)
G a
ahol a jobb cldal egyszerii hatdrozott integrélokbsl &piil fel a
kovetkez8képpen
b ~ b -
f f(z(t))z(t)dt = / Re [f(z())z(t)]dt +
a a

b
+1 f Im [f(z(t))z(t)] dt.
a

Bizonyitds. A 7.5 Tétel és a VI. Kotet, 13.1 Tétel egyszert kovetkezmé-
nye. |
x2 2
7.1 Példa. Legyen f(z) =% és G gorbe a z sik ——2-+3'—2'= 1 egyenletti
a b
ellipszise, pozitlv forgédsi irdnyban koriljirva. Meghatdrozzuk az ﬂs f(z)dz
G

integralt. Figyelembe véve, hogy f(z)=Z = x-iy, a fliggvényhez hozzd-
rendelt segédvektormez&k (ldsd 7.4 Definicid)
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Rx)=xi+vyj,
o) =-yi+xj,

és a G girbe paraméteres egyenletrendszere Xx=acost, y=b sin t,
ill. r=acosti+bsintj ahol 0£t=£2T .

2T pAn

21
9{3(£)d£= f Rlx(n1i(tyde = f z(t)i(t)dt% [zz(t)] =0
G 3 b 0

ggz(z)d£= f Ifx(®1L(t)de =
G 0

20
= j[-bsint_i_+acosti} [-asinti+bcostj] dt =

0
2
- f ablsin?ttcos> dt.= ab 2T = 2 T lipsals -
4
Tehit
562 dz=2ifab=21i. Teuipszis .

G

7.2 Példa. Legyen f(z)= -Ln » ahol n=0,+1,42,43,... és G legyena
z
z sik orig6 kbzéppontu pozitiv irdnyitdsu R sugaru kore. Meghatdrozzuk

1 P <
az o dz integril értékét. G paraméteres egyenlete
G z

Xx=Rcost, y=Rsint, 0£t<£2 ,

komplex egyenlete
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z=2z{t)=R[cost+1 sin t] =Relt, 0£t<£2% .

i i(l1-n)t
Rn'l . e =

£[z(6)] 2(t) =

ni-l {cos(n-1)t-i sin(n-1}t] =
R

i

= 1 sin(n-1)t + cos(n-1)t dt

Rn-l Rn-l ]
2% i
dz _ 1 sin(n-1)t dt + L cos(n-1)tdt =
Zn Rn—l Rn-l
G 0 0
2%i ha n=1
0 ha n=0,-1,42,+3,H4, ...
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Harmadik fejezet

ANALITIKUS FUGGVENYEK

8. Cauchy tétele

A 4.4 Definicidban értelmeztiik fliggvény analicitdsit egy tartoményon
{nyllt | és Osszeftiggs ponthalmazon). Megjegyezzik, hogy a komplex sik
egy pontjdban analitikusnak nevezziik a fliggvényt, ha van a pontnak olyan
kornyezete, amelyben analitikus. Nevezik az analitlkus fliggvényeket regu-
l4ris figgvényeknek, ill. holomorf fiiggvényeknek 1s. Ebben a fejezetben
az analitikus fuggvények legfontosahbb tulajdonsdgaival foglatkozunk.

8.1 Tétel. (Cauchy-tétel. A komplex filggvénytan f6tétele.) Ha az f(z)
fuggvény a T egyszeresen tsszefiiggl tartoményban analitikus
és G a T belsejében haladé zdrt rektifikdlhaté gorbe, akkor

ggf(z)dm 0.

Bizonyitds. Legyen f(z) = u(x,yHv{x,y). Az aldbbl bizonyitds sorén fel-

tételezziik, hogy az u;, u;, v)’( és v; kétviltozos fiiggvények folytonosan

differencidlhaték a T tartomdnyon. A feltételekbdl kévetkezik, hogy az

f(z) fliggvényhez hozzirendelt segédvektormezdk (14sd 7.4 Definici6) rotd-
cigja zérus,

rof R(x) =(-v} - v k=0

rot (o) =Lu -v. Jk=0,

mert teljesiilnek a Cauchy-Riemann egyenletek. EbbSl viszont kovetkezik
(l4sd VI. Koter, 15.5 Tétel), hogy a segédvektormezdk potencidlosak, illet-
ve az, hogy a segédvektormezdk zdrt gorbe mentén vett integrélja zérus.
Aliitdsunk most mdr a 7.5 Tételbsl kivetkezik. |

Megjegyezzik, hogy a tétel a bizonyitds clején tett kiegészits feltevés
nélkiil is igaz. Eredcti formdjdban azonban bizonyitdsa !ényegesen nchezebb
(lisd T4]).
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8.2 Tétel. Az egyszeresen Gsszefiiggl T tartomdnyban analitikus fligg-
vény T -ben halad6 gorbék menti integrdlja kizdrolag a gorbe
kezd§ és végpontjdtdl fiigg.

Bizonyitds. Legyen Gl és G2 két kilonboz6 és irdnyitott gorbe, amelyek

mindegylke a z sik A pontjéban kezd6dik és B pontjdban végzddik.

A G, és -G, gorbedarabok egyesitése egy a belsejével egytitt a T tar-
tomélyba tart%zo zirt gorbe. Igy a 7.3 és 8.1 Tételekbsl kovetkezik az
allitas. |

8.3 Tétel. Legyen G1 és G2 két egyszerti (Onmagdt nem metsz8) zdrt
gorbe, G‘2 legyen benne a Gl 4ltal hatdrolt tartomédnyban és

a két gbrbén valamint a kizéjiik esS gyiirti-szert tartoményban
legyen f(z) analitikus, akkor igaz, hogy

ggf(z)dz = 525 f(z)}dz ,
G

—1— 2

ha mindkét zdrt gbrbe azonos irdnyitdsu.

8.1 abra
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Bizonyitds. Vegyiink fel egy-egy pontpdrt a Gl’ ill. (-Gz) gorbén

(a P1 és Rl’ i1l. a P2 és R2 pontokat) és kiosstik tssze P1 -et P2
fil. R1 -et R2 -vel a gylirtiszerii tartomanyban haladé rektifikdlhats gor-
békkel. Az Ll: P1P2A2R2R1A1P1' ill, a=z L2: PlBlRleBszP1 zart

gorbékre (l4sd 8.1 4bra) teljestilnek a 8.1 Tétel feltételei, igy igaz, hogy

f(z)dz = f(zydz=0,
g g

1 2

-vel,

és természetesen
ﬁ f(z)Mz + I‘jé‘f(z)dz =0,
Ll 2

Azonban (ldsd 8.1 4bra)

b taxz + ﬂg f(z)dz = 53§ f(z)dz + 52{ f(z)z +

L L, G )

ahol az utolsé négy tag bsszege zérus. Ezek szerint

f(z)z + ¢ f(z@dz=0,
gglzz ﬂgzz

..GZ

ahonnan a 7.3 Tétel alapjdn 4llitdsunk kovetkezik. !
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A most kimondott 8.3 Tétel és bizonyltdsa kozvetleniil kiterjeszthetd
arra az esetre, ha a G egyszerill zrt gorbe belsejében tobb egyszerii zdxt
gorbe G, GZ’ cees G‘n van oly médon, hogy az 4ltaluk hatdrolt zdrt pont-

halmazoknak pdronként nincs ktzts pontja és az f(z) analitikus mindegyik

8.2 4dbra

gorbén és azon a tSbbszbrosen sszefliggd tartomédnyon, amely ugy jon lét-
re, hogy G belsejébdl elhagyjuk a Gk gorbék beisejét (u=1,2,..., n).
Ebben az esetben

- Mz + ...
f f(z)z f flz)dz + f )z + ... + ({ f(z)dz

G Gl G2

feltéve, hogy mindegyik gorbén azonos befutdsi értelemben integrdlunk.

8.1 Definicl6. Ha a T tartoményon analitikus f(z) fliggvényhez taldlha-
t6 egy olyan F(z) ugyanezen a tartomdnyon analitikus
fuggvény, amelyre igaz, hogy

F’(z)=1(z), z€T,

ugy ezt az F(z) fiiggvényt f primitiv fliggvényének ne-
vezziik.
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8.4 Tétel, Az egyszeresen osszefiiggS T tartomdnyon analitikus f(z)
fliggvénynek mindig van primitiv figgvénye.
z

Bizonyitds. Tekintstk az f f(? XY alaku integralt, ahol z, @ T tar-

z
[4]

tomény egy rogzitett, z pedig egy v4ltoz6 pontja. Ez a 8.2 Tétel értelmé-
ben definidl egy F(z) figgvényt, amelyrdl kimutatjuk, hogy minden z €T~
re differencidlhaté és deriviltja £(z}). Allitsuk el6 F differenciahdnyado-

sdnak és a feltételezett differencidlhdnyadosnak a kiflonbségét

z+h
FeEQ - L [ oy oy

innen a 7.5 Tétel felhaszndldsdval

z+h
REITE . g |- by | [ Crcp)-ten ay| <
V4

£ [—:l—l . | h|. max |£(Y)- £(z)]
$elz,z+h]

Kihaszélva, hogy a differencidlhaté i(z) ftiggvény folytonos és ezért
a jobb oldal zérushoz tart, middn h—-0, kapjuk:

F(zth)-F(z)

1im “h

h—o0

= f(z) .1

8.5 Tétel. Legyen f(z) analitikusegy T tartomdny minden z, -t6l kii-
lgnbtz6 pontjdban, és a z, -nak létezzen egy olyan kérmyezete,

amelyben a fiiggvény korldtos; ekkor minden olyan egyszeri,
zart, rektifikdlhato és zo—on 4t nem haladé G gbrbére, amely

belsejével egytitt T -ben fekszik,
56 f(z)dz =0 .
G
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Bizonyitds. A 8.3 Tételbdl kivetkezik, hogy ﬁf(z)dz = é£ f(z)iz, ahol
G r
k. egy z, kozéppontu G belsejébe es6, r sugaru kor. Ez az egyenlGség

r-tél fliggetleniil igaz feltéve, hogy r egy pozitiv korldmél kisebb. Legyen
£ >0 tetszSlegesen adott. A 7.4 Tétel felhaszndldssval

‘ g f(z)d=z j6 f(z)dz

k
T
ha 1 elég kicsi, mert |f(z)] a z, pont korayezetében korl4tos. |

£2r T max |i(z)] <€,

8.6 Tétel. (Cauchy-féle integrdlformula.) Legyen f(z) analitikusa T
tartomdnyban, akkor minden olyan pozitiv értelemben befutott
egyszeril zirt G gorbére, amely belsejével egyiitt benne van
T -ben és amely a z pontot belsejében tartalmazza igaz, hogy

1 e
271 §-zd§
G

f(z) =

Bizonyitis. Igaz, hogy

9§_f_§(%d§ =/ f(%ﬁ)_-fz(z)d§ +/§(f)z a3
G G

G

A jobb oldal elsé tagja a 8.5 Tétel értelmében 0, hiszen g(¥ )=f(§ :fz(z)

a § =z hely kivételével T -ben mindentitt analitikus és e hely kdrnyeze-
tében korldtos, hiszen g(§)——f’(z) ha {2z -hez. Tehdt

G G

Legyen k egy z kozéppontu elég kis sugaru kérvonal. A 8.3 Tételt és a
7.2 Példa eredményét folhasznilva

ax df
g g,

ahonnan 4llit4sunk adadik. |
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9. Komplex hatvanysorok

A valés fuggvénysorozatok és fliggvénysorok analogidjdra definidlha-
t6k a komplex fuggvénysorozatok és fliggvénysorok (vo. IV. Kétet, Mésodik
fejezet), ill. ezek konvergencidjdnak (IV. Kotet, 4.1 Definicié) abszolut
és egyenletes konvergencidjdnak (IV. kotet, 4.2 Definici6) fogalma.

9.1 Tétel. Véges sok egyenletesen konvergens és kbzos konvergenciatar -
toménnyal rendelkez8 komplex fiiggvénysor &sszege is egyen-
letesen konvergens és az §sszegsor dsszegfiiggvénye a meg-
feleld osszegfiiggvények ssszegével egyenl§.

Bizonyitds. A IV. Kotet, 4.2 Tétel bizonyitdsdval analég modon az olva-

séra bizzuk. 1

9.2 Tétel. Folytonos komplex fliggvények egyenletesen konvergens soro-
zatdnak hatdrfliggvénye is folytonos.

Bizonyitds. A 1V. Kotet, 4.3 Tétel bizonyitdsival anal6g modon torténik, |

9.3 Tétel. Folytonos komplex figgvények egyenletesen konvergens sord-
nak dsszegfliggvénye is folytonos.

Bizonyitds. A IV. Kotet, 4.4 Tétel bizonyitdsdval analég modon torténik. !
9.4 Tétel. (Welerstrass-kritérium.) Ha |fn(z)| £c,z€T, ésa

o
E < pozitiv tagu, numerik.1s sor konvergens, akkor a
n=0

o

_ Z fn(z) a T tartomdnyon abszolut és egyenletesen konver-
n=0
gens,

Bizonyitds. A IV. Kotet, 4.5 Tétel bizonyitdsdval analég médon torténik. !

9.5 Tétel. Egyenletesen konvergens és egy tartomdnyon analitikus fiigg-
vénysor tagonkénti integrildsival nyert

™~

Z
f fn(z)dz
a

=
1

Q
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alaku fuggvénysor is egyenletesen konvergens és tsszegfugg -
z

oQ
vénye az eredeti 6sszegfuggvény [ ( E fn(z))dz integrilji-
val egyenld. n=0

Bizonyitds., A IV. Kotet, 5.4 Tétel bizonyitdsdval analég modon torténik,
z

Az analicitdst ki kell kétniink, ahhoz, hogy az / fn(z)dz integrdlok az ut-

tél fiiggetleniil 1étezzenek. 1 a

9.6 Tétel. Ha az fn(z) figgvények analitikusak egy tartomdnyon, a bel-

o
lik képzett Z f () figgvénysor konvergens, és a derivélt-
n=o

[e,0)
jaikbol képzett E f['l(z) fliggvénysor egyenletesen konver-
n=o

gens, ugy az eredetl sor gsszegfiiggvénye is analitikus és de-
s I-l - L2 f,
rivaltja Z n(z).
=0

Bizonyitds. A IV. Kotet, 5.2 Tétel bizonyitdsdval analég mdédon torténik. |

9.1 Definici6é. A f ann alaku fiiggvénysort, ahol <, komplex kons-
n=o -

tans (n=0,1,2,...), komplex hatvdnysornak nevezziik.

=] n . p

A I;O dn(z - zo) alaku fiiggvénysort, ahol dn s z_
komplex konstansok (n=0,1,2,...), tdgabb értelemben
vett komplex hatvdnysornak nevezziik.

9.7 Segédtétel. Ha egy hatvdnysor egy Z, # 0 helyen konvergens, akkor

minden olyan z helyen abszolut konvergens, amelyre
[zl <z, -

Bizonyitds. A IV. Kotet, 6.1 Segédtételének bizonyitdsdval analég médon
torténik. !

9.8 Segédtétel. Ha egy hatvdnysor egy z; helyen divergens, akkor min-
den olyan z helyen divergens, amelyre ]zll >|z| .

Py

Bizonyitds. Az el§z§ Segédiétel egyszerii kvetkezménye. |
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9.9 Tétel. Komplex hatvinysor konvergenciatartominyira a kivetkezd
hirom egymdst kizdr¢6, lehetséges eset egylke érvényes:

a) z= 0 abszolut konvergens, z # 0 esetben divergens; a kon-~
vergenciatartomény egyetlen pont, a z sik orig6ja;

byvan r > 0 szdm, (az un. konvergenciasugir), hogy
|z] <t esetén abszolut konvergens, [z|{> 1 esetén diver-
gens; a konvergenciatartomdny a z sikon az origé kbzép-
pontu r sugaru kérlemez belseje. A hatdrpontok egy rész-
halmaza is hozzdtartozhat a konverganciatartoményhoz

¢) minden z -re abszolut kenvergens; a konvergenciatarto-
mény az egész z sik.

Az a), 1ll. c) esetekben azt mondjuk, hogy a konvergenciasugdr
0, 1. oo

Bizonyitds. A IV. Kétet, 6.3 Tételének bizonyitdsdval analég médon tor -
ténik. |

9.10. Tétel. A z'o dn(z—zo)Il tdgabb értelemben vett komplex hatvdnysor
=0

konvergenciatartomdnya egy z, kézéppontu kdrlemez, mely-
nek sugara az eldbbi értelemben ¢ ill. oo is lehet.

Bizonyitds. A tdgabb értelemben vett hatvdnysor a fiiggetlen véltoz6 sikjin

egy z, sikvektorral torténd eltoldssal szdrmaztathat6 egy komplex hat-
vénysorbél 1

9.11 Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel.) A Z ¢z hatvdnysor konver-
genciasugara

Hm | <, |
Bizonyitds. A IV. Kotet, 6.4 Tételének bizonyitdsdval analég. !

9.12 Téiel. Legyen a hatvinysor konvergencia sugara r > 0, és legyen
0 < ¢ < r, akkor a hatvdnysor az | z| 3% tartomdnyon egyen-
lctesen konvergens.

Bizonyitds. AIV. Kb‘tét, 6.5 Tételének bizonyitdsdval analdg mddon tor-
ténik.!

- 57 -



9.13 Tétel.

Hatvdnysor Gsszegfiiggvénye a konvergenciatartomdny min-

den bels§ pontjdban végtelen sokszor differencidthaté és az

n-edik derivdltat (n= 1,2, ...) a hatvdnysor n-szeres ta-
gonkénti derivdldsdval lehet kiszdmitani.

Bizonyitds, A IV. Kétet, 6.7 Tételének bizonyitdsdval analég modon tor-

ténik. |

9.14 Tétel.

Legyen a hatvinysor konvergenciasugara r > 0, és legyen
0 < o < r, akkor a hatvdnysor az |z l<9 tartoményon tagon-
ként integrilhaté.

Bizonyitds. Az 4llitds kozvetleniil ktvetkezlk a 9.5 és 9.12 Tételbsl. |

9,15 Tétel,

Legyen a hatvénysor konvergencia sugara r > 0 és Gsszeg-
fuggvénye i(z), akkor a hatvdnysor <, egylitthat6ira

{W0)
nl

(n=0,1,2,...) igaz a c = egyeniiség. Analég ossze-

fiiggés érvényes a tdgabb értelemben vett hatvdnysor Gsszeg-
fliggvénye g(z) ésa drl egylitthatok kozott

(n}

4 = 8@)
n

vl (n=0,1,2, ...).

Bizonyitds. Az 4llitds a 9.13 Tétel kozvetlen kivetkezménye. |

9.2 Definicio6.

9.1 Példa. A

[z] <1 kirbn és itt eiédllitja az

Legyen az f(z) fiiggvény a z=0 helyen, (ill. g(z) fiigg-
vény az adott z, helyen) akdrhdnyszor differencidihaté,

{n
akkor a Z E ﬂ z hatvénysort, (illetve a

g(n z )
Z {z-z ) alaku tdgabb értelemben vett hatvdny-

Sort) az f(z) fﬁggveny Taylor-sorédnak (ill. g(z) fiiggvény
tdzabb értelemben vett Taylor-sordnak) nevezzilk,

22 n
Y~ Z konvergens az
Lo
n=o

z f(z) = 1 i fiiggvény Taylor sora

- fliggvényt. Ezen 4llitds helyes-

sége kozvetlenul adsdik a 2.2 PEld4bsl és a §. 15 Tételbdl.
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9.16 Tétel, Legyen i(z) egya z, kozéppontu r > 0 sugaru G kort

a belsejében tartalmazé T tartomdnyon analitikus, akkor
elddliithat6 egy, e kirben konvergens, tdgabb értelemben vett
hatvdnysor &sszegeként.

Bizonyitds. Minden e kordn beltili z -re igaz a 8.6 Tétel értelmében, hogy

_ 1 L)
f(z)———-—-zjtijgf_z dt 9.1)
G
Egyszert 4dtalakitdssal adedik, hogy
() 13) ) 1
t-z t-ziz -z E-z_° 7~7 (9-2)
oo ° . 0

Figyelembe véve, hogy |§ -zol =1 és |; - zol < 1t addadik, hogy

Zz~Z
—,S_—zo <1, 1gy a 9.1 Példa analdgidjdra érvényes az aldbbi sorbafejtés:
o]
2 n
(fy f(f ) (14 Z~z (z-zo) (z-zo)
‘s—z_i-z 1= + - 2+"'+(——§-z)’1+"' (9.3)
o o (% -zo) o

A (9.1) osszefuiggés (9. 3) figyelembevételével ugy médosul, hogy

f(z) =

2
1 i(t) [1 27z, (g N

+ +
271 ) i, z, $-z, (3_20)2

(z-z )"
oot ——+ ... | at (9.4)
(t-z)

(9.4) jobb oldaldt a 9.14 Tétel értelmében tagonként integrilva adédik,
hogy
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1 [xd 1 # )
= 5T jgg-zo a¥ + 557 (T-z) 2t] ez )+
G G

L £(¥) 2
+ [2:1{1 5{( Tz P df] (z-z)) +...
G

& (%2
Vagyis
S k
z)= ) d(z-2z) , ha|z-z]<r,
k=0 -
ahol
T /¢ ST
4% = 2%1 Sg’f-z df =f(z)
G [
és

=1 () " -
dy = 33 515___@(1@ (k=1,2, ...) .1
g (§-2)

9.17 Tétel. (Kltalénositott Cauchy-féle integrdlképlet.) Ha az f(z) fiigg-
vény egy a z, -t tartalmazé T tartomdnyon analitikus (és

L egy a belsejével egylitt a tartomdnyba es§ és z, -t korul -

vevd egyszerii zdrt gorbe), akkor a z, helyen akdrhdnyszor
differencidlhaté és igaz, hogy

&), ,_ K (%)
£ e) =31 §£ e 4
L (‘§-z0)
(k=0,1,2,...)

Bizonyitds. Az 4dllitds kizvetlenil kévetkezik a 8.3, 2 9.13, a9.15és a
9.16 Tételbdl. |
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9.2 Példa. A 6.

pontban definidlt eZ, cos z és sin z fliggvények Taylor

sora, az egész szdmsikon konvergens és elfdllitja minden z helyen a
sort generdls fiiggvényt

2n
Ca) n z
cos z= Z(—l) (—2.1—5—'- ;
n=o :

oo n z2n+1
sin z = g 1) G

10. Szingularis helyek osztilyozéasa

10.1 Definicig.

Laurent-sorok

Ha f(z) a zZ, hely egy kornyezetében Zy kivételével
mindentitt differencidlhaté, akkor ezt a z, -t 1zoldlt szin-

guldris helynek nevezziik. Az izoldlt szinguldris helyekre
az aldbbi hirom egymaést kizdro, lehetséges eset egyike
érvényes: )

a) a szingularitds megsziintethets, azaz a zZ, helyhez ugy

rendelhetd hozzd W, fiiggvényérték {akdr az értelme-
zési tartomdny z, ponttal torténd bdvitése utjdn, akdr
a z ~hoz eredetileg hozzdrendelt fijggvényérték wo-
ra torténd véltoztatdsdval), hogy az igy modositott fugg-
vény a z, helyen analitikus lesz;

b) a szinguldris hely pdlus, ha ott a szingularitds nem
sztintethetd meg, de van pozitiv egész k, hogy a
glz) = (z—z'a)k f(z), z # z fiiggvénynek mir megsziin-
tethetf a szingularitisa, egy alkalmas w, = g(zo) £ 0

fiiggvényérték hozzdrendelésével. A fenti tulajdonsdggal
rendelkezd k pozitiv egész szdmot nevezzik a pélus

rend jének;
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c) minden olyan Z, szinguldris helyet, amely sem az a)

sem a b} osztdlyba nem sorolhatd, lényeges szinguldris
helynek neveziink.

sin =z

z
het§ szakaddsa van, mert az £(0) = 1 hozzdrendeléssel a fuiggvény az
egész szdmsikon anatitikussé lesz,

10.1 Példa. Az f(z)= . z# 0 figgvénynek a 0 helyen megsziintet-

10.2 Példa. Az ! 3 fuggvénynek a z = 1 helyen harmadrendii pélusa
(z-1)

1

10.3 Példa. Az e® fiiggvénynek z = 0 1ényeges szinguldris helye.

van.

10.1 Tétel. Legyen az f(z) fuggvény analitikus a z_ pont koriili
(I k2) korgytirtiben, (k,, k,) = { z:r<|z - z0| < R},
ahol 1 aA—kT kor, R pediga kZ
gyiirti tetszbleges z pontjdra érvényes az

kir sugara, akkor e kir-

alaku un. Laurent-féle sorfejtés, ahol az egyitthatdkat az

_ 1 f(dx
o I jg a8
G (§ zo)

(=0, +1, +2, ...)

integrélképletek szolgdltatjdk; az integrdlképletekben szerep-
16 G a korgyliriiben haladé tetsz8leges egyszerii zdrt gorbe,
amely a z, pontot pozitiv értelemben megkeriili.

Ha a l(1 kor a z, pontra zsugorodik (r = 0), akkor a zZ,

szinguldris hely koriili Laurent sort kapjuk; ezt a specidlis
esetet alkalmazzuk leggyakrabban.

Bizonyitds. Legyen a kl, i1, a k2 ugyancsak z kozéppontu r’, ill. R
sugaru kor olyan, hogy az 4ltaluk jellemzett (k!, ki) gyliriitartomdny
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benne legyen a (kl’ k2) kdrgytiriiben &s ugyancsak tartalmazza 2 z pon-
tot, azaz r < r'< |z - zol< R’ < R. Jeldlje C a(kj, kj) korgytrt fol-

metszése utjdn el8ill6 egyszeresen osszefiiggs tartomdny (ldsd 10. 1 4bra)

10.1 4bra

hatdrol6 gorbéjét, vagyls C a megfelelden irdnyitott ki és ké’i&jrtikbé’l,

valamint a kétféleképpen irdnyitott metszdszakaszbol 411. Mivel az f
figgvény a C 4&ltal hatdrolt tartomanyban és magin C -n is analitikus,
a Cauchy féle integrilformula (8. 6 Tétel) értelmében

__1 () _
f(z)_'Zin 95‘3—2 df B
C
__1 (%) 1 ()
=27 ?gg-zdﬁ IRt §-zdf’ (10.1)
) K
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ahol figyelembe vettik azt is, hogy mint C része a k kor negatlv ir4-
nyitdsu. Vezessiik be az

f
907 § b et

r

és az P
N (1) '
£,(z) = T ﬁ T_zdf (10.2)
K

jeloléseket. Az f (z) ésaz f (z) fuggvényt sorba fejtjuk. Az f (z) fiigg~

vény sorba fejtésénél Ienyegeben megismételhetjiik a 9.16 Tétel bizonyitd -
sdndl alkalmazott médszert, hiszen

ﬂf) £(4) - ﬂf) 1
3- z-(z—z) Y-z zZ -z ’

) o
1 -~
§-2,

ahol ‘z - z| <R’, mert z benne van a (kl, 2) korgytirtiben, és
|- z| = R’, tehdt

- zZ-2z
—{ < 1.
£z,
Vagyls
= n
f2)= ) at@-z), zew, k),
n=g
ahol
R U (€9
a =7 & df . (10.3)

n+l
;2 (t-z)

Ez az a egyiitthaté azonban most nem sziikségszeriien egyenld

f(n)'(Z )

- ~sal, mint a Taylor-sor esetén hiszen a z0 ktzéppomithan most

semmit sem kovetettiink meg a figgvénytél.
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Az f (z) fuggvény sorba fejtése érdekében tekintsik a kiovetkezd
dtalakitdsokat:

#«H__«H _ «D 1
TR R T - Tz, (10. 4)
Z~Z

Ha f a ki kor véltozé keriitetl pontja, z, a kor kbzéppontja és z a
(k?, k:’z) korgylird tetszbleges bels§ pontja, akkor |f -z0| =1'l l z-Z, | s

£ 2%

vagyis < 1, amibél kovetkezik az aldbbl geometrial sorba

fejtés 205
o
RGN e 1 kb e =) (10.5)
t-z z-z - t-z Tzez L . :
o ¢} o p=0 (z zo)
Z-2z

Tekintettel arra, hogy a (10.5) jobb oldaldn lev§, geometriai sor a ki kor

egy elég kis kornyezetében egyenletesen konvergens, a 9.5 Tétel értelmé-
ben igaz, hogy

g AU T R

n= ' z )
k1 k1 ]

Az m=n+l Indexcserével
I SR A5 & O IIVIN _gy™
fl(z)— 2 ﬂg ‘§-zdt —Z a-m(Z zo) i
k, m=1

1
ahol

1 £
K (3-z,) m=1,2, ...

A (10.3) és (10.6) formuldkban az integréljelek alatt 4116 fliggvények a tel-
jes (k!, ké) kdrgytirtben analitikusak és igy az egylitthatok nem véltoznak,
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ha az Integrici6s utat a G gorbére médositjuk. Ezzel az (10.1) és (10. 2)

osszefilggéseket s figyelembe véve, bebizonyitottuk a 10,2 Tételt. |

10.2 Tétel. Az f(z) analitikus fiiggvény z, izol4it szinguldris helye ak-
kor és csak akkor megsziintethet§ szingularitds, ha a z,

hely kériill Laurent sor valamennyi negativ indexii egytitt-
hat6ja zérus.

Bizonyitds. A feltétel elégséges, mert az f(zo) =a_ hozzdrendeléssel a
szingularitds megszint, igy a fliggvény a z, helyen is analitikus. A fel-

tétel szikséges mivel egy z, koriuli elég kis sugaru k kérre

a-m=2;(1 56 « )-m+1 af =0, m=1,2,...)
k (f—zo)

a 8.5 Tétel értelmében. |

10.3 Tétel. Az f(z) analitikus fliggvény z, izol4lt szinguldris helye ak-
kor és csak akkor k -ad rendii pélus, ha a zZ, hely koriili

Laurent sorban ay #0 és a_ = 0, ha m > k.
Bizonyitds. A feltétel elégséges, mert ha

a_k a_.2 a_l =]
et Fto Z an(z-zo)
(z—zo) (z-zo) 0o n=o

f(z) =

alaku, akkor a g{z)= (z-zo)ﬂk f(z), z # z, fliggvénynek a g(zo) =a_

hozzdrendeléssel megszintethet§ a szingularitdsa, és k, a legkisebb ter-

i
mészetes szdm, amelyre ez az 4llitds igaz.

A feltétel sziikséges is, mert ha z, k -ad rendii p6lus, akkor a

Um £(z) (z-zo)k hatdrérték 1étezik és nem zérus. Ha f Laurent-sord-

Z-Z
o]

ban'-ﬁrﬁ‘ , m> k, alaku tagok is eldfordulndnak, akkor e hatdrér-
o

ték nem létezheme. Ha viszont fennélina a_k=0 is, akkor e hatdrérték zé-
rus lenne. |
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10.4 Tétel. Az f(z) analitikus fliggvény z, 1zol4lt szinguldris helye
akkor és csak akkor lényeges szinguldris hely, ha a z, ko~

rili Laurent sornak végtelen sok zérustél kiilsnbsz8 negatly
indexl egyiitthat6ja van.

Bizonyitis. Az 4llit4s kizvetlen kovetkezménye a 10.1 Definicitnak és a
10.3 Tételeknek. |

10.2 Definicié. Legyen f£(z) -nek zZ, izol4lt szinguldris helye. A zZ, k&~

ryli Laurent sor a_, egyitthat6jit (vagyls az

1
-z—il—i— 9§ f(zz integrélt, ahol G egy olyan egyszerd po-
G

zitlv értelemben befutott zdrt gorbe, amely belsejével
egylitt az egyetlen z pontot kivéve hozzditartozik £(z)

analicitdsi tartomdnydhoz) az f(z) fuggvény z -hoz tar-
o
toz6 reziduumdnak nevezzik.

Res(zo) = Res[f({z); zo] =a = -2-% é‘f(z) dz .
G

-10.5 Tétel. (Reziduum-tétel.) Legyen az f(z) fliggvény analitkus a pozi-
tiv irdnyitdsu egyszertl zdxt L gtrbén és belsejében, kivéve -
a véges sok Zs Zyy oo I izol4lt szinguldris pontot; ekkor
igaz, hogy

5;5 f(zMz = 211 [Res(z }tRes(z ) +...+ Res(z )] -

L
Bizonyitds. Vegyik koril a szinguldris helyeket elég kis ko’ kl, vees ks

kérikkel oly médon, hogy e kérik mindegylke L belsejében halad és pi-
ronként nincs k6zs pontjuk. A 8.3 Tételt kiiverf megjegyzéshdl kovetke-
zik, hogy

¢ f(z)dz = % f(zdz + % f(zdz + ... g f(z)dz .
L k k
o 1 s

Tekintettel arra, hogy a k, kir belsejében z az egyetlen 1zoldlt szingu-
liris hely j ]
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ggf(z)dz =27 Res(z),  (=0,1,2,...,5)

k.
i

amivel a reziduum tétett bebizonyitottuk. |

A reziduum tételt eredménnyel zlkalmazhatjuk hatdrozott integrdlok
kiszdmitdsdban, f6ként olyankor amikor egyszerien tudjuk kiszdmitani az
egyes szinguldris helyekhez tartozé reziduumokat. Igy pl. érvényes a

10.6 Tétel. Legyen f(z)=M ahola h és g fliggvények z kbrnye -

glz) '
zetében analitikusak és teljesiil a g{z )=0 és g'(z )# 0
egyenldség; © °
hiz )
. - hz), . _o
Res [f(z); zoj = Res [g(z) ; zo] =7 (ZO)
Bizony_ltés. A o
- o ey Y 1Z) _ h(z) - _h(z)
#2 N = %) ey = %) gree) ~ g@)e(e)
AR A

azorcssdgbol latszik, hogy a - (z) = (z—zo)f(z) fuggvénynek a z helyen

hiz )

megsziintethet§ szingularitdsa vam; a g (Zo) = hozzdrendeléssel

0
]

g'(z,)

a\y figgvény a Z helyen analitikus vagyis igaz, hogy

£ (z,) ¥ (z,)
({’(Z)=({(zo)+ i !0 (Z'Zo)+ _2_-4—9_(2-20)+
Pey
+... T— (z-zo) + ...

Figyelembe véve, hogy f(z) = Z—LL(—:)— , adedik f(z) aldbbi z_ korili
- .0 -t

Laurent sora
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cq(z ) (2 )

f(z) = +q)(z)+ -——-l—o-(z—zo)+...

ﬁF‘n)(z )

oo F (z-z)

ahonnan kdzvetleniil leolvashaté, hogy

h(z )

Res[f(z),z, 1= (z ) = = (z") )
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