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AZ OLVASOHOZ

Ez a jegyzet a Matematika ¢, jegyzetsorozat I, kitete, A sorozat a
k8vetkez§ kiitetekbfl 4l1:

jI, kitet. A matematika alapjat
II, kotet, Egyviltoz6s valss fliggvények
11, kotet. Linc4ris algebra
IV. kotet, Végtelen sorok
V. ktitet, Tobbvéltozds valos fuggvények
VI. kotet, Differencidlgeometria és vektoranalizis
ViI. kotet. Komplex fliggvények
VIII. kotet, Differencidlegyenletek

A sorozat a szigorlati Matematika anyagot tartalmazza. A jegyzet
azokhoz a gépészmérntk hallgatékhoz sz6l, aklk a Matematika c, tdrgy
elfaddsait és gyakorlatalt ldtogatjdk. Ezért nem tartalmaz hosszadalmas
magyardzatokat, bevezet§ és {Itusztrativ példdkat sth,, hanem "csupan” a
tulajdonképpen! anyagot lehetfség szerint teljességre s maximdlis tomor-
ségre torekedve, (A levelezd hallgaték szdméra killon utmutatd csatla-
kozik a sorozathoz.) A sorozatot a Matematika Példatir kitetel egészitik
ki, amelyekben az olvasé nagyszému kldolgozott €s kidolgozatlan példét
és feladatot taldl,

‘A kitet fejezetekre, a fejezetek pontokra vannak osztva, de a pontok
gzdmozdsa a fejezetektfl fliggetlenill, folyamatosan tirtént. Az egyes pon-
tokon belill killon-killén szdmozzuk a definicickat, tételeket (segédtételeket
kévetkezményeket), példdkat, formuldkat, 11, 4brikat. A példdk részben
a nehéz fogalmakat, tételeket vildgitidk meg, részben “ellenpélddk” és
nagyrészt az elméleti anyag szerves részét képezik. A hivatkozdsok egy
koteten belill az idézett definicis, tétel stb, szdmdnak megaddsdval, més
kotet esetében, ezen kivil a hivatkozott kiitet szdménak megaddssval tor-
ténik (mindkét esetben a fejezet megaddsa nélkil), Tehdt pi, az I. Kotet-
ben az "1. 13,2, Tétel’ hivatkozds az 1. Kttet 13. pont 2, tételét jelenti;

a II, Kotetben ugyanerre a tételre ugy hivatkozunk: "1. I, Kotet, 13,2, Té-
tel". A bizonyitdsok végét pont és felkidltojel jelzi: .1



Az Irodalomjegyzék els8sorban az anyag irdnt mélyebben érdekl8d6
olvasénak ajénlott miivek és nem az eredmények eredeti forrdsainak ci-
meit tartalmazza. Az irodalomjegyzékben felsorolt miivekre szigletes zé-
r6jelbe tett szdmokkal hivatkozunk,

Budapest, 1971. mdrclus

A szerkeszté
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Elsd fejezet

HALMAZOK ES FUGGVENYEK

1. Alapfogalmak. Halmazokkal végzett miiveletek

A tapasztalatbél ismerjik a halmaz fogalm4t, melyen bizonyos dol-
gok, fogalmak, matematikal objektumok stb, Yaszességht (gyujteményét,
osztdlyét) értjik. Ha egy x dolog hozzdtartozlk az X halmazhoz, ‘akkor ezt
ugy fejezziik ki, hogy x eleme az X halmaznak. Jelben: x € X. Ha ynem
eleme az X halmaznak, azt igy jelvljtk: y ¢ X. Egy halmazt akkor tekin-
tink adottnak (j61 definifltnak), ha tsszes elemét ismerjik, vagy legalsbbis
pontos utasitégunk {szabdlyunk) van, melynek alkalmazdsédval bdrmirsl el-
‘donthets, hogy eleme-e a halmaznak, vagy pedig nem, Ha az X halmazt
elemel felsoroldséval adtuk meg, és elemei x, y, z sth,, akkor ezt igy

jeloljlle X = {x, Y, Z, ., } . (A halmaz elemelnek felsorol4séban a

sorrendnek nincs jelentfsége, ) Ha a halmazt valamilyen utasitissal adtuk
meg, vagyls X azon x dolgok halmaza, melyek a P tulajdonséggal rendel-

keznek, akkor ezt igy jelsljlik: X = {x : P (x)} .

Az X és Y halmazokat akkor mond fuk egyenlSknek, X =Y, ha ele-
meik kdzbsek, vagyls, ha gbbol, hogy x € X, kovetkezlk x € Y, és
forditva, abbél, hogy y & Y, kovetkezlk, hogyy € X,

Azt a halmazt, . amelyiknek nincs eleme lires halmaznak nevezztk
ég igy jeloliik: @, _

Azt mondjuk, hogy az X halmaz az Y halmaz részhalmaza, ha X min-
den eleme Y-nak is eleme, vagyls, ha abb6l, hogy x € X, k&vetkezlk
x € Y, Azt, hogy X az Y-nak részhalmaza, igy jelsljik: XC Y, vagy
YO X

Miutdn minden halmaz egyenls tumagdval, bdrmely halmaz egyben
dnmagénak részhalmaza is, Ha XC Yés X # Y, akkor X-et Y valsdi
részhalmazénak nevezzik, Vildgos, hogy az iires halmaz minden halmaz-
nak részhalmaza és dnmagén kivil minden m4s halmazak valsdi részhal-
maza, ,

Ha megadjuk az X halmazt és a P tulajdonségot, akkor az egyértel-
milen definidlja X azon elemeinek Y részhalmaz4t, melyek a P tulajdon-
séggal rendelkeznek: ezt igy jeloljik: Y={x & X: P(x)} .

Lehetséges, hogy egy X halmaznak egyetlen eleme van: x, vagyls

X= { X } . Ebben az esetben sem szabad azonban tisszekevern; az x elemet
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azzal az X halmazzal melynek egyetien eleme X, Beszélhetimk pl, az
{ﬁ }halmazrcl, melynek egyetlen eleme van, éspedig az lires halmaz,
A { @ }halmaz nem azonos & P Ures halmazzal, ul. ez utébbinak nincs

elome, az elébbinek pedig van, ti. §.

1.1. Definicis. Az X és Y halmazok egyesitésének (uni6éjinak) ne-
vezzilk és X1JY-nal ielsljik azt a halmazt, amely-
nek x akkor és csak akkor eleme, ha x€X, vagy
xeY. (A "vagy" kotészét itt és ltaldban az un.
megenged6 értelemben hasznéljuk, vagyls az el&bbi
feltétel azt kisveteli, hogy x€X és x€Y kpzil
legaldbb az egyik teljestljbn.)

1.2. Definici6. Az X és Y halmazok metszetének (k6zbs részének)
nevezzllk és XM Y-nal jelsljilk azt a halmazt, mely-
nek x akkor €s csak akkor eleme, hax€X és xc Y,

Ha XY = ¢, vagyls, ha- X-nek ég Y-nak nincs k8ziis eleme, a
két halmazt idegennek (diszjunktnak) nevezzilk, Az egyesités és metszet-
képzés miivelete kiinnyen kiterjeszthet§ tetszfleges szimu halmaz esetére,
Tekintstk az X, halmazok osztdlydt, ahol X tetszfleges A halmazbell

elem, ® -t indexnek, A-t pedig indexhalmaznak nevezziik, "A" szerepét
jatszhatja példéul a természetes szdmok halmaza: T= {0, 1,2,3... J» .

U XO\ jeloll ekkor azt a halmazt, melynek x akkor és csak akkor ele-

ol€A .

me, ha van (legaldbbegy) ot € A, hogy x € X . N X  jelsl
- (5.9 o & Ai 2.9

azt a halmazt, melynek x akkor és csak akkor eleme, ha minden o€ A-ra

X & -Xék'

1, 3. Definici6. Az X és Y halmazok kUlbnbségének nevezzik és
X NY-nal jelsljik azt a halmazt, melynek x akkor és
csak akkor eleme, ha x€ X és x¢ Y.

Legyen XA, ekkor az X = AN X halmazt az X halmaz (A-ra
vonatkoz6) komplementerének (kiegészitd halmazinak) nevezziik,

Az elfbbiekben un, halmazalgebral miiveleteket definidltunk, melyek
segitségével adott halmazokb6l uj halmazok képezhetsk,

A definicickbol azonnal adédnak a kbvetkez8 "mfiivelet] azonossdgok™

XUX =X, XN X=X, (idempotens), {1.1)

Xuy

n

YU X, XN Y=Y X, (kommutativ), {1, 2)
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XUQYU2=FU VWUZ, XYNZ)=EXNNNT,

{asszociativ) (1.3)
XU ¢=X, XNg= ¢ , (1.4)
XN X=¢, X= X. (1.5)
Igazak tovibbé az
XN(YUZ) = XN YHU{XN Z) (disztributiv) (1.6)
XU (YNZ) = (XU NNEXN Z) (L.7)
azonossdgok,

(1.6) Bizonyitdsa. Be kell ldmi, hogy ha x eleme a bal oldalon 4116
halmaznak, akker a jobb oldalon 4116 halmaznak is eleme és forditva,
Legyen x€ XN(YUZ); ez azt jelenti, hogy x€ X és x€Y, vagy x€ Z (az
elsd dllitdsnak feltétlenil, az utobbi kettd kyzill legaldbb az egylknek tel-
jestilnie kell), Ezek szerint x€ X ésx€Y, vagy x€ X és x€ Z, vagyis
xEXNY, vagy x€ XNZ, tehidt x€ XNYIUXNZ). Legyen most
y€ XNY)UXNZ); ez azt jelenti, hogy y€ XNY, vagy y€ XN Z, Birme-
Iyik teljestil i1, y€ X és emellett az y€ Y és y€ Z kizil legaldbb az egyik-
nek teljesifinie kell, tehdt ye XN YU 2).!

(1. 7) hasonl6an bizonyithats,

Ha XC A és Y(C A, akkor érvényesek a de Morgan féle azonos-
ségok:

——.

XUY=xnNy, XAY =X U Y, (1.8)

Bizonyitdsuk (1. 6)~hoz hasonléan torténhet.

2. Fiiggvények

Legyven X és Y két halmaz: az f: X+— Y fliggvény (leképzés) az X
halmazt az Y halmazba képezl le azdltal, hogy X mindenegyes x eleméhexz
hozzérendell Y-nak pontosan egy{egy és csak egy) yelemét, Azf fliggvény
&ltal x< X-hez hozzdrendelt y & Y-t a fiiggvény x-ben felvett értékének nevez-
zitk és f(x)-szel jeloljtik, X-et az f fliggvény értelmezési tartomédnydnak, Y-t
értékhalmazinak nevezzik. A fiiggvényt akkor tekintjiik adottnak, ha adott ér-
telmezési tartomdnya, é4tékhalmaza és a hozzdrendelési méd, melynek segit-
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ségével meg tudjuk mondani, hogy az értelmexzési tartomény tetszfleges ele-
méhez, milyen fliggvényériték tartozik. Speciflisan lehetséges, hogy X = Y.
Ebben az esetben az X halmaznak 8nmagéba valo leképezésér§l beszéllink,

Az f és g fliggvényeket akkor nevezzitk azonosnak, vagy azonosan
egyenl&knek, jelben: f = g, vagy f(x) = g(x), ha kibzs az értelmezésl tar-
toményuk, az értékhalmazuk és az értelmezési tartomény mindenegyes elz-
méhez ugyanazt az értéket rendelik hozzd, vagyis ha f: Xi—Y, g: X+—Y
és minden x € X-xe f(x) = g(x).

AzE = { yE&Y: van x€X, hogy f(x) = y} halmazt az f fliggvény
értékkészletének nevezzik, Ha E = Y, akkor azt mondjuk, hogy £ az X hal-
mazt az Y halmazra képezi le,

Legyen A C—-i; az A halmaz k_égének nevezzik €s f(A)-val jelsljiik az
A elemeihez tartozé fiiggvényértékek halmazst, vagyis

£(A) = {f(x): x € A}.

Nyllvén £f(A)CE és §(X) = E. -1

Legyen B tetsz8leges halmaz; B inverz képének nevezziik és £ ~(B)-
vel Jelbljtk X-nek azt a résziialmazit, melynek elemeihez tartozé fliggvény-
értékek B elemel, vagyis

'@ = {x€x: 0 € BJ.

2.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f: XY fupggvény X-nek Y-ba
tirténd egy-egyértelml leképezése, ha X kUlBnbbzs
elemethez klllénbyz8 filggvényértékek tartoznak, vagy-
is; ha minden x € X, x_€ X-re x, # x_-bél kvetkezik

1 2 1 2

f(xl)# f(xz).

2,2, Definici6. Azt mondjuk, hogy az f : XY figgvény X-nek Y-ra
torténé egy-egyértelmli leképezése (f egy-egyértelmil
megfeleltetést 1étesit X 5’:3 Y kdzdtt), ha

a) minden y¢ Y, -hoz van x € X, hogy f(x) = y,
b) minden xle X, X, € X-re x1 # xz—b(ﬂ kbovetkezik

f(xl) # f(xz).
Nyilvédnvalé, hogy ha az f fiiggvény X-nek egy-egyértelmil leképezése

Y-ba és E az értékkészlete, akkor f egy-egyértelmli megfeleltetést létesit
X és E kyzbtr,
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2.3. Definicls. Legyen az f: X+ Y fiiggvény X-nek Y-ba torténd
eg{-egyértelmil leképezése és E az értékkészlete; az
™% : E~X flggvényt, mely minden y € E-hez azt az
x € X-et rendell hozzd, melynek képe az f leképezés-
nél y, vagyls melyre f(x) = y, axz f fiiggvény inverz
fliggvényének nevezzik. T

A mondott feltevések mellett f-l valgban filggvény, hiszen E tetszé-
leges eleméhez pontosan egy jol meghatdrozott Hggvéayérték tartozik,
Ha ugyanis -1 egy v € E-hez X-nek, mondjuk, két kiilonbz8 elemét,

xl-et és xz—t rendelné, ez azt jelentené, hogy y= f(xl) = f(xz) lenne b4r

Xy # X szemben az f-re tett feltevéssel, Az ihl Inverz fiiggvény értel-
mezési tartoménya E, értékkészlete pedig X. Nyillvanvals tovébb4, hogy

£ ¢ ) = x, minden x € X-re. @2.1)

f"1 az B halmaznak X-re toxténd egy-egyértelmii leképezése, Ui, ha E
két kiilonbtz6 eleméhez £-1 az X halmaz ugyanazon elemét rendelné hozz4,
ez azt jelentené, hogy X ezen eleméher f két éxtéket rendel, vagyis f nem
lenne fiiggvény. Ennek alapjén beszélhetink f~1 inverz fliggvényér6l. Nyil-
vénvals, bogy -1 inverze (f'i}"1 = f, feltéve, hogy f értékhalmazdnak E-t
tekintjiik,

2.4, Definici6. Legyen f: X+—+7Y adott figgvény és DCX; a g:DY
figevényt az { fiiggvény D re valé leszilkitésének ne-
vezziik, ha g{x} = f(x) minden x € D-re {g{x} =£{x) a
D halmazon),

2.5. Definicié. Legyen f ; XY adott filggvény és XCD; a gtD—=Y
figpvényt ax { filggvény D-re vals kiterjesztésének
nevezzilk, ha g(x) = f(x) minden x € X-re,

Vildgos, hogy egy fiiggvény egyértelmiien meghatdrozza egy adott
halmazra vonatkoz6 leszikitését, fiiggvénynek egy adott halmazra valé ki-
terjesztése viszont dltaldban tobbféleképpen végezhets el.

2.1. Példa, Jeltlje T (mint méx ei8bb és a tovdbbiakban is) a ter-
mészetes szdmok halmazét, vagyis T ={ 0,1,2,3,...]1, legyen P 2 nem-
negatlv péros szdmok halmaza, vagyls P={2n: neT}. Jeltlje f: T+—>T
azt a fliggvényt, mely minden lermészetes szdmhoz a kétszeresét rende-

11 hozz4, vagyls {(n’ = 2n minder n € T-re. Ez a filggvény nyilvin T-nek
T-be torténd egy-ezyértelmii leképezése, melynek értékkészlete P (tehdt

az f fliggvény T és P kiozitt egy-egyértelmii megfeleltetést 1étesit). Léte-
zik f Inverz fiiggvénye : f~!: P—>T, mely minden nem-negativ pdros szém-
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hoz a felét rendeli. Jeltlje N a nem- negativ néggyel oszthaté szdmok hal-
mazdt, N={4n: n ET} Beszélhettink £-1-nek N-ra val6 lesziikitésérsl,
melyet g-vel felolink, Y: N—T, g{4n) = f-1(4n) = 2n minden n € T-re.

2. 6. Definicis, Legyen az f és g figgvény olyan, hogy g értelmezé-
st tartomdnya megegyezik f értékhalmazéval, vagyis
f:X—Y, g: Y—Z; a gof: X—~Z filggvényt, ha
(gof) (x) = g (f(x)) minden x€ X-re, az és g figg-
vények bsszetett fuggvényének nevezzik.

A gof dsszetett fliggvény tehdt az X-halmazt Y kézbeiktatdsival
Z-be képezi le, Nyilvdnvals, hogy ha f az X halmaznak Y-ra, gpedig Y-
nak Z-re valo egy-egyértelmii leképezése, akkor a go f Usszetett fiigg-
vény X-nek Z-re valé egy-egyértelmii leképezése, Ebben az esetben létezik
gof inverzfiiggvénye és (gofH l=flog~

3. Direkt szorzat. Grafikon

Tetsz6leges két elembdl x-bbl és y-bsl az (x, y) rendezett part
(rendezett elempért) alkothatjuk azédltal, hogy meghatédrozotl sorrendben
vesszilk (Irjuk fel) Sket; két rendezett part (x, y)-t és (u, v)-t akkor neve-
zimk egyenl&unek, {x, ¥) ={u, v), ha els§ elemeik is és mésodik elemeik is
egyenlfk, vagyis ha x =u és y= v, Megjegyezziik, hogy szemben a rende-
zett pdrokkal, ahol a felirds sorrendjének fontos szerepe van, azx, v,

ill. az u, velemekb8l 4116 halmazok { x,y}, ill, {u, v}akkor is egyenl8k,
lehetnek, ha x #u, y# v. Ugyanis {x,y}={u, v} akkor is, hapl. x=v,

y=u

3.1. Definici6. Legyer X és Y két halmaz: mindazon rendezett pé-
rok halmazét, melyek elsf eleme X-beli elem, m4-
sodik eleme pedig Y-beli elem, e két halmaz direkt
szorzatdnak nevezzilk és Xx Y-nal jelsljtk, vagyis

Xx Y= {y:xeX yev).
Specidlisan, ha X =Y az X2 = X X X halmazt az X halmaz dumagd-

val vett direkt szorzatdnak nevezzik,
Példdul, ha X={0,1,2 } , Y ={0,1} , akkor

X x ¥ = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (2,0, 2,1}
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A direkt szorzat képzés nem felcserélhets (nem kommutativ) "miive-
let”, Példdul,“ha X a piros, Y pedig a pdratlan szdmok halmaza, akkor
X X Y azokhol a rendezett pdrokbél 411, amelyek els6 eleme pdrds, masodik
eleme pdratlan; Y x X azokb6l a rendezett parokbsl, melyek els§ eleme ps-
ratlan, mdsodik eleme péros.

A rendezett pirhoz hasonléan képezhetiink 3,4, ill, n elembsl
(n€T, n2>2) rendezett elemhidrmasokat, rendezett elemnégyeseket, ill,
rendezett elem n - eseteket, Két halmaz direkt szorzatahoz hasonliéan
képezhetjik 3,4, {lI, o halmaz direkt szorzatst,

A direkt szorzat fogalma lehetSséget teremt fliggvényeknek (leképezé-
seknek) a direkt szorzat részhalmazaiként vals "dbrdzoldssra’,

3.2. Definici6é. Legyen f : XY, filggvény és G =.{(x,f(x)) P XE X} H
Az X x Y direkt szorzat G részhalmazit az f fiiggvény

grafikonjinak nevezzk,

E szerint az értelmezési tartomany birmely x elemét tekintjiik is, az
f figgvény G grafikonjdnak pontosan egy olyan rendezett pir eleme van,
melyben az els8 helyen x 411 és ebben a rendezett parban amésodikhelyen az
x-ben felvett f(x) fiiggvényértéket taldljuk, Példsul, a 2.1 . Példdban
szerepld f fiiggvény G grafikonja: G={(n, 2n): n e T }, GCT x P pl
(3,6)€G, de (3,4)¢ G, bdr (3,4) T x P,

4. Szamossig

Ebbhen az pontban halmazok gsszehasontitisdval foglalkozunk abbsl
a szempontbél, melyik "nagyobb"”, melyik tartalmaz tobb elemet. Ha az A
és B halmazok véges sok elemet tartalmaznak, A, 1{ll, B elemeinek szima
meT, dl. n&€ T, ekkor, ha m<n, azt mondjuk, hogy B nagyobb szdmos-
sdgu, mint A, ha m = n, pedig azt, hogy A és B egyenlé szdmossiguak, vagy
ekvivalensek, Nyilvdnvals, hogy az utébbi esetben egy-egyértelmii megfelel-
tetést lehet 1étesiteni A és B kozott . 2,2, Definicis) és forditva, ha az
A és B véges sok elemet tartalmazé halmazok kozbtt egy-egyértelmii meg-
feleltetést lehet Iétesiteni, akkor A és B elemeinek szdma egyenld. Véges
halmazoknak ezt a tulajdonsdgat dltaldnositjuk tetszdleges halmazok ekvi-
valencidjdnak értelmezésére.

4.1, Definici6. Ha az X és Y halmazok kizitt egy-egyértelmi meg-
feleltetés 1étesithet§, akkor azt mondjuk, hogy X és
Y egyenl§ szdmossdguak (ekvivalensek), jelben X ~ ¥,
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4,1, Példa, AzX={a, b, ¢,} és az Y= {1, 2, S}halmazok ekvi-
valensek, mivel példdul az f: XY, f(a) = 3, f(b) = 2, f(c) =1 fiiggvény
egy-egyértelmii megfeleltetést 1étesit kozbttik,

4,2, Példa, Jeltlje P a nem-negativ piros, S pedig a pozitiv pdratlan
szémok halmazat, vagyisP={2m; n€ T}, S=fm+1:n€T}, Pevs,
mivel az £ : P—>S, f(2n) = 2n + 1| minden n € T-re, fliggvény egy-egyértel-
mii megfeleltetést 1étesit kozottik.

Konnyen beléthats, hogy a halmazok kbzotti (~) "ekvivalencia reld-
clé" a kitvetkez§ tulajdonsédgokkal rendelkezik: '

El, barmely X halmaz ekvivalens onmagdval : XX, (reflexivitds);
E2. ha X~Y, akkor YNX, (szimmetria);

E3. ha XY, s Y~7Z, akkor X~Z, (tranzitivitds),

4, 2, Definici6, Ha az X halmaz ekvivalens az Y halmaz egy valédi
részhalmazaval és Y nem ekvivalens X egyetlen
részhalmazdval sem, akkor azt mondjuk, hogy X
szdmossdga kisebb, mint Y szdmossdga (Y szémos-

siga nagyobb, mint X szdmossdga), jelben X <Y,
vagy ¥ = X,

Nyilvénval6an lgaz a kvetkez§

4.1, Tétel, Legyenek X és Y véges (véges sok elemes tartalmaz6)
halmazok;, X—<Y akkor és csak akkor 411 fenn, ha X ele-
meinek szdéma kisebb, mint Y elemeinek szdma,

4, 2. Kévetkezmény: Ha Y véges halmaz és X az Y halmaz valédi
részhalmaza (XCY, X #Y) , akkor X<Y,

Ha X és Y két tetsz8leges halmaz, akkor elvileg a ktivetkezd reldcidk
valamelyikében 4dllhatnak egyméssal:

a) Xvy (4.1, Definicio);
b) X< Y (4.2. Definici6);
cy X>Y (4.2, Definicio);

dy X ekvivalens Y egy valodi részhalmaxzaval és Y ekvivalens
X egy valedl részhalmazdval;

e) X nem ekvivalens Y egy résazhalmazédval sem és Y nem
ekvivalens X egy részhalmazdval sem.

A d) és e) eseteket azonben flgyelmen kivill hagyhatjuk. Egyrészt
érvényes ui, a kiivetkezd
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4.3. Tétel. (Cantor-Bernstein tétele) Ha X ekvivalens Y egy rész-
halmazaval és Y ekvivalens X egy részhalmazdval, ak-
kor X ~Y, :

A bizonyitdsra nézve [.[4] . Ezek szerint d)-b6l a) kovetkezik,
Mdsrészt bizonyithat6 (ugyancsak {. (4] ), hogy az e) eset nem 4llhat fenn.

Konnyen beldthat6, hogy a halmazok kozottl (< ) “rendezési reldcis"
a kivetkez8 tulajdonsdgokkal rendelkezik:

R1) egyetlen X halmazra sem 41l fenn X < X, (irreflexivitds);
R2) ha X< Y, akkor Y+ X nem teljesil, (aszimmetria);

R3) ha }EK Y és Y<{Z, akkor X< Z, (tranzivitds); és végiil az el&b-
biekbfl kiovetkezik, hogy

R4) bérmely két X és Y halmazra az X~VY, X~«Y, X>Y relacisk
kbzill pontosan egy teljestil, (trichotomia).

Az R4} tulajdonsdgbél R1) és R2) kisvetkezik: ez utobblakat csak azért
soroltuk fel kiilén is, hogy vil4gosabb legyen a killonbség a rendezési re-
l4ci6 alapvet§ tulajdonségal és az ekvivalencia reldcis El) és E2) tylajdon-
sdgal kiizitt,

A természetes szdmok T ={ 0,1,2,3 ...} halmazdnak szdmosségét
megszimlélhatéan végtelen (vagy rovidebben megszamldlhats szémossig-
nak nevezziik és A)o-al jeldljitk (&0 : alef, a héber abécé elsd betiije). Ugyan-

ez a szdmossédga természetesen minden T-vel ekvivalens halmaznak, Nyil-
vénvalé, hogy az 1\)0 szémossdg minden véges szdmossdgnal nagyobb (vé-

ges halmazok szémf)sségét elemeik szdmdval jeloljiik, tehdt pl. egy hét-
elemti halmaz szdmosséiga 7), N 0> n minden n € T-re,

4.3, Példa, A 2.1, Példdban a T halmaz és a nem-negativ péros
gzdmok P halmaza kizitt egy-egyértelmii megfeleltetést 1étesitettink,
tehdt T~P, méds széval P szdmosséiga ugyancsak ¥ , vagyls T ekvivalens
egy valodi részhalmazéval, A 4.2. Példébol kitiinik, hogy 2 pozitiv pérat-
lan szdmok S halmazdnak szdmossiga ugyancsak c\)o . Miutén T = PUS,

példdt ldtunk arra, hogy két megszdmldihate szdmossédgu halmaz egyesi-
tése Is megazdmlélhats szdmossigu halmaz, i

A megszdmlélhat6 szémossig az elsS "végtelen szdmossdg”, mely-
lyel taldlkoztunk, A 13. pontban l4tmi fogjuk, hogy ennél kisebb végtelen
szdmossdg nincs, ennél nagyobb viszont van,
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Mdsodik fejezet

MATEMATIKAI LOGIKA

5. A matematika moédszere

A matematika tudomdnya az anyagl vildg tanulmdényozdsa soran az
emberiség szilkségleteként fejlddott tndllé tudomdnnyd. Elsfrendii célia,
més tudoményokhoz hasonléan, a jelenségek lehet8ség szerint pontos lei-
résa, visszatikrozése az ember] tudatban avégett, hogy az ember (a mér-
nok) jol megértse és sajit céljalra felhasznilhassa azokat az objektiv t5r-
vényszeriiségeket, melyek meghatdrozzdk az anyagl vildgban végbemend
jelenségek lefolydsit, A matematikdt a tobbi tudomanyoktsl megkl‘.i{tinh:'dz-
tetl, hogy nem a valéségos vilig egy tobbé kevésbé korillhatirolt jelenségeso-
portjdval foglalkozik {mint a fizika, a kémia, a kbzgazdasdgtudomsny stb,),
hanem az anyagl vildg bizonyos 4ltaldnos Ysszefliggéseibfl (mennyiségl vi-
szonyaib6l, térbeli elhelyezkedéséb6l stb, ) indul ki, elvonatkoztat a jelensé-
gek konkrét (fizikai, kémiai, kbzgazdasigi stb.) tartalméteél, ily mdédon a va-
16s4gos jelenségeknek, sszefliggéseknek csak bizonyos 1ényeges vonésait
tiikkrozé matematikal fogalmakat, 6sszefiiggéseket alkot és ezekre vonatko-
zéan 4llapit meg szigoru logikal uton torvényszeriiségeket. A mal matemati-
kdra kliléntsen jellem=zd a nagyfoku, tishblépcsds absztrakci6, amennyiben
példdul a matematika tdrgy4vé teszl a matematika mar kifejldott fejezeteit
is és bizonyos matematikai fogalmakbo6l ujabb absztrakels, elvonatkoztatds
utjén alkot ujabb, elvontabb, &ltaldnosabb fogalmakat, Eppen a nagyfoku absz
trakci6, mely kétségtelentll tdvolitja a matematikdt a val6sdgos jelenségek
konkrét tartalmétél, teszl alkalmassd a matematikit az anyagl vil4g egyre
pontosabb, nagy hatdsfoku tanulmdnyozisédra, arra, hogy eredményei igen :
sokféle, egymdéstdl tévol esd jelenség leirdséra legyenek felhasznédlhaték, Ter-
mészetesen a matematika 4ltal szolgéltatott eredmények sohasem tekinthetfk
a val6sdgos jelenség teljes és abszolut pontos lelrdsinak, hiszen a val6sig-
ban mindig hatnak olyan tényez6k, melyeket az elvonatkoztatds sordn elha~
nyagoltunk. Annak, hogy a matematikai uton nyert eredmények mennyire pon-
tosan tikrozik a val6éségot, a gyakorlat a prébakéve. A mai matematikéra jel-
lemz8 az axiomatikus médszer széleskiril alkalmazdsa, Ennek lényege abban
411, hogy a sz6ban forgs matematikal elmélet kiindul6 pontjivi lehetlleg
kis szdmu (definidlatlan) primitiv fogalmat és ezek alapvet§ tulajdonsiga-
it, osszefiiggéseit megad6 axiomat (a tapasztalatbdl, logikai bizonyitds
nélkiil nyilvdnvaléan igaznak elfogadott 4llitdst) teszlink, Minden tovabbl
fogalmat pontosan definidlunk kizérélag a primitiv fogalmak (ill, mér
definidlt fogalmak) felhaszméldsdval és minden tovdbbi 4llitdst, tételt a
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logikal torvények szigoru betartdsdval bizonyitunk (vezetiink le) kizdrslag
az axiomadk ({1l. mér bizoayltott tételek) felhaszndldsdval,

Ebben a jegyzetben nem helyezkediink szigoru axiomatikus alapok-
ra. Az el8z8 fejezetben pl. nem soroltuk fel a halmazelmélet alapjdul
szolgdls axlomarendszert, bar ilyen megadhaté, A "halmaz", az "elemé-
nek lenni” fogalmak primitiv fogalmaknak tekinthet8k. {Mi a "hozziren-
delés” fogalmét is valéjdban primitiv fogalomként irtuk korid, bdr axioma-
tikus tdrgyaldsban, kis kerlilfvel, definidlhaté fogalomként adhaté meg. )
Az az 4llitds, hogy az lires halmaz létezik, felvehetd az axlomdk kozé.

Két halmaz egyesitése definidlt fogalom (bdr az, hogy két halmaz egyesité-
se ugyancsak halmaz ujabb axiomdt kivén).

5.1, Példa, A természetes szdm fogalma kifejezi mindazon véges hal-
mazok kozds tulajdonsdgdt, melyek ugyanannyl elemet tartalmaznak. B foga-
lom az emberiségnek a valdsdgos vildg tanulményozédsa alapjdn alkotott
egylk leg8sibb matematlkal absztrakeicja. Ml eddig is szerepeltettiik a ter-
mészetes szdmok halmazat anélkill, hogy azt axiomatikusan definidltuk vol-
na, Példdként megadjuk most a természetes szdmok Peano-{éle axiomarend-
szerét, Primitiv fogalmak a "természetes szdm" és a "zérus"”, A termé-
szetes szdmok rendszere egy T halmaz, melyen egy r: ~ —T fiiggvény van
értelmezve és melyb6l egy 0€ T zéruselem kivélasztva oly médon, hogy
teljesiilnek a kvetkezd axiomék:

T1) az r fliggvény T-nek T-be t0rténd egy-egyértelmii leképzése
(I. 2.1. Definicis)

T2) 0 ¢ 1 {T), vagyls a zérus nem eleme r értékkészletének;
T3) ha VC T, 0 €V és minden n €V-vel egyiitt r(n)<V, akkor V=TT,

Az r filggvényt rikbvetkezési fiiggvénynek nevezzik és, haneT,
akkor r{n) & T-t az n természetes szdmra raktvetkezd szidmnak nevez-
zitkk, A T'l) axioma szerint killonboz8 szdmoknak kiilonbéz6k a rdkovetkezbi
is, T2) szerint 0 nem rikdvetkezbje egyetlen természetes szdmnak sem,
T3) azt mondja, hogy ha T-nek egy részhalmaza tartalmazza 0-t és minden
elemével egylitt annak rakdvetkezfjét is, akkor az nem lehet T valodi rész-
halmaza. Ez ut6bbi axlom4t a matematikal indukcié elvének nevezzik és rd
a 8. pontban még visszatériink. Ha a T halmazban az 6sszeadds és a szor-
zés mitveletét megfelelfen definidljuk, a Peano féle axiom4kbé! a természe-
tes szamok rendszerének 0sszes tulajdonsdga levezethet§ anélkiil, hogy a
természetes szdmoknak a tapasztalatbél ismert bdrmilyen tulajdonsédgit
fel kellene haszndlaunk, Az sszeadds definici6ja pl. a kdvetkez8, Ha m&T
és o € T, akkor m + n € T definici6 szerint: m + n = r{m), ahol

n &2 3

r =r or o...or (1. 2,6, Definici6}. Ezek szerint rim)=m + 1,
meT.
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A matematika tilénidnya tehit axiomakbsl, fogalmakbsl és tételekbbl,
ezek vigzont elemi 4llitdsokbol dllnak, A killonboz8 4llitdsokat elfz6leg
mér igaznak elfogadott 4llitdsokbdl logikai uton kell levezetni, A matema-
tikal logika matematikal médszereket hasznél a gondolkodds formdlis t6r-
vényelnek tanulményozdsdra, Az 4llitisok konkrét tartalmitsl elvonatkoz-
tatunk és azokat csak abbdl a szempontbsl vizsgdljuk, hogy igazak-e vagy
hamisak, Feltételezzik, hogy minden szdmitdsba jov8 4llitdsrol egyértel-
miien eldonthets, hogy igaz-e vagy hamis (egy 4llitds nem lehet egyszexrre
igaz és hamis), Foglalkozunk azzal a kérdéssel,hogyan lehet adott 4llit4sok-
bol uj dllitdsokat képezni oly modon, hogy az ujonnan képezett 4llitds igaz,
vagy harnis legyen feltéve, hogy a klinduls 4llitdsok igazak, vagy hamisak
voltak, fliggetleniil ez utsbbiak tartalmaétsl, Foglalkozunk a kvetkeztetés
szabélyalval.

6. Allitasokkal végzett miiveletek

Legyenek P, Q, ... tetszlleges 4llitdsok, melyeket kizdrolag abbdsl
a szempontbsl vizsgdlunk, hogy mi a logikal értékiik, vagyls hogy igazak-e
vagy hamisak, Egy 4llitds akkor és csak akkor hamis, ha nem igaz.
AP, Q, ... dllitisokra miiveleteket értelmeziink., A miiveletek eredménye
ujbsl 4ilitds, €s a miivelet értelmezésének olyannak kell lennie, hogy a
benne szerepl tsszetevl 4llitdsok logikal értéke egyértelmilen meghatd-
rozza az eredmény logikal értékét,

6.1, Definicis, A P Allitds tagaddsédnak (negiciéjdnak) nevezzik a
"nem P 4llitdst, jelben 1P, melynek logikai értéke
a kivetkezd:

1P igaz, ha P hamis,
TP hamis, ha P igaz,

érvényes a kettds negécls térvénye:

TP= P (6.1)

(Két Allitdsokbol felépitett formuldt akkor mondunk azonosan egyenlének,
=, ha a bennik szereplé P, ... "4llitdsvaltozsk' helyébe tetszbleges 4l-
litdsokat helyettesitve egyenl§ 4llitdsokat kapunk,)

6.2, Definicié. A P és Q 4llitdsok konjunkciGjdnak nevezzifk a P és
Q" 4llitdst, jelben PAQ, melynek logikai éxtéke a
kbvetkezs:
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PAQ ligaz, haP (is) és Q (is) igaz,
PA Q hamis, ha P igaz és Q hamis,

P A Q hamis, ha P hamis és Q igaz,
PAQ hamis, ha P (is) és Q (is) hamis,

P A Q tehdt akkor és csak akkor igaz, ha P is és Q is igaz, Kénnyen
beldthat6, hogy érvényesek a kivetkez8 azonossigok

PAQz QAP (6.2)
(PAQ) AR = PA(QAR), (6.3)
PAP= P, (6. 4)

vagyis a konjunkcié kommutativ, asszociativ és idempotens miivelet,

6.3. Definici6. A P és Q allitdsok diszjunkci6jinak nevezzikk a "'P
vagy Q" 4llitdst, jelben P\/Q, melynek logikai érté-
ke a kivetkezs:

PVQ igaz, ha P {is) és Q (is) igaz,
PV Q igaz, ha P igaz és Q hamis,
PVQ igaz, ha P hamis és Q igaz,

PV Q hamis, ha P (Is) és Q (i) hamis,

PV Q tehét akkor és csak akkor igaz, ha P és Q koziil' légaldbb az
egyik igaz. Konnyen beldthato, hogy érvényesek a kivetkez8 azonossigok:

PVQ= QVP (6.3)
PVQVR= PV (QVR), (6. 6)
PVYP = P, {6.7)

vagyis a diszjunkcié kommutatlv, ssszociativ és Idempotens miivelet,
Igaz tovabbs a

PA(QQ VR = (PAQIV(PAR) (6.8)

azonossig, vagyis a konjunkel6 a’diszjunkci6ra nézve disztributlv miive-
let. Ervényes a
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Pv{(QAR = (PV QA (PVR) (6.9

azonossig. Nyilvdnvale, hogy a P AP konjunkcié azonosan hamis, a
P VP diszjunkci6 pedig azonosan igaz 4llitds, hiszen P és P tagaddsa
egyszerre nem lehet igaz, viszont, P és P tagaddsa kozil az egyik min-
dig igaz.

Lttériink arra a kérdésre, hogyan tagadunk konjunkcist, Hl. disz-
junkciét, A "P és Q" 4llitds tagaddsa nyilvdn akkor és csak akkor igaz,
ha vagy P nem igaz, vagy Q nem igaz, tehét

TEAQ =1PV G (6. 10)

A "P" vagy Q" 4llités tagadésa nyilvén akkor és csak akkor igaz, ha P
sem igaz és Q sem igaz, tehdt

TPVQ =1PATQ. (6.11)

(6. 10)-et s (6, 11)-et de Morgan-féle azonosségoknak nevezzik, Az "4lii-
t4salgebra"miiveleteit v.8. a "halmazalgebra™ miiveleteivel (1. pont).

A matematikéban killontsen fontosak a "ha P, akkor Q" tipusu &lli-
tisok. Hzeket azomban nem lehet kozvetlenil, a P és Q 4llitdsok tartalma-
t6l fiiggetlentl értelmezni, A "ha P, akkor Q" tipusu 4llitdst ugyanis nyil-
vén igaz 4llitdsnak tekintjiik, ha P is és Q is igaz (pl. "ha a dohényzds 4r-
talmas, akkor a tenger vize s6s"), vagy ha P hamis és Q 1s hamis (pl. "ha
te gépészmérnok vagy, akkor énm vagyok a rdmai pdpa”, amit dltaldban
akkor mondunk, amikor biztosan tudjuk, hogy tarsunknem gépészmérnik),
vagy ha P hamis és Q igaz (pl. "ha jullusban esik a ho, akkor Budapest
Magyarorszig f6vérosa’™), Mindezekben a példdkban azonban hidnyzik az
oksdgi kapcsolat P és Q kozott és nem tekinthet§ teljesen novmalisnak az
az ember, aki ilyen 4llitdsokat gyakorta kapcsol Bssze ha ,... .... akkor-
ral. Az eldbbiekhez hasonlé értelmetlenségeket némileg enyhithetjiik, ha
a "ha P, akkor Q" 4llitdst nem kozvetleniil, hanem a mir megismert lo-
glkai miveletek .egitségével, kozvetve definialjuk.

6.4, Definici6. A "nem P vagy Q" allitdst tmplikdciénak nevezzik,
’ pontosabban azt mondjuk, hogy P implikdlja Q-t,
(P-b6l Q kbvetkezik), jelben P —=>Q, (ha P, akkor
Q), vagyis
P=Q =7PVvQ.

P-t az tmplikdci6 eltagjinak, Q-t utGtagjinak nevez-
zik, - 20 -




A definici6s jobb oldalédn 4116 kifejezés vizsgélata alapjén kUnnyen meg-
4llapithatjuk a P ==>Q Implikécl6 logikai értékét az Usszes lehetséges
esetben,

P =Q igaz, ha P hamis és Q igaz,
P =»Q ligaz, ha P hamis és Q hamis,
P =>Q lgaz, ha P igaz és Q igaz,

P =>Q hamis, ha P igaz és Q hamis.

Ezek szerint a P =»Q implikéicis akkor és csak akkor hamlis, ha P
Igaz és Q hamis.

6.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy a P és Q 4llitdsok ekvivalensek,

Jelben P<>Q, ha P implikdija Q-t és Q implikdija
P-t, vagyls

P=Q (F=Q N (Q=>P).

A definicicbs! kovetkezik, az implikdcis és konjunkcis lehetséges
logikai értékeinek figyelembevételével, hogy a "P ekvivalens Q-val"
(P&=>Q) 4llités logikal értéke az Ysszes lehetséges esetben:

P& igaz, ha P igaz és Q igaz,

P<&3Q igaz, ha P hamis és Q hamis,
P&3Q hamis, ha P igaz és Q hamis,
P&>Q hamis, ha P hamlis és Q igaz.

7. Matematikai allitasok es bizonyitasi modszerek

A matematikai 411itdsok, tételek jelentSs része "ha P, akkor Q" ti-
pusu, vagyls implikdcié. Ha sikertilt bebizonyitanl a P =>() implikéciét,
vagyis igaz az, hogy P Implikdlja Q-t, akkor, amint ez a 6.4. Defini-
cist k'civ';tg-foglkal értéktdblizathsl azonnal kitiinik, valahdnyszor P igaz,

Q is igaz, més sz6val P teljesiliése elegend§ ahhoz, hogy Q teljestijon.
Ezért ehben az esetben azt mondjuk, hogy P (az Implikdcis elStagja) a Q
4llitdsnak (az Implik4ci6 utétagjdnak) elégséges feltétele. Q-t a P 4llitds
szilkséges feltételének nevezzik, mivel sziikségképpen igaznak kell lenale,
ha Pligaz, ul. ha Q hamis, P sem lehet igaz, Ennek alapjdn azt, hogya
P=3Q implikdci6 igaz, még a kovetkez8 modok valamelylkén is kifeje znetjlik:
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Annak elégséges feltétele, hogy Q teljesiiljén, P,
Annak szitkkséges feltétele, hogy P teljesiilitn, Q.
Ha P, akkor Q.

P csak akkor teljesiil(het), ha Q {ami nem jelenti
azt, hogy P "biztosan" teljesii, ha Q teljesiil)

A matematikal tételek mdsik jelentGs része PEQ tipusu ekviva-
lencla 4ilitdsa, Ha slkerilt bebizonyitani azt, hogy P ekvivalens Q-val, vagy-
is P&=Q 1gaz, akkar a 6,5, Definiciét kiovetf logikal értéktablézathol azon-
nal kitinik, hogy valahdnyszor P igaz, Q Is igaz és forditva, valahdnyszor
Q igaz, P is igaz., Ezért ebben az esetben azt mondjuk, hogy P a Q 4llitds-
nak sziikkséges és elégséges feltétele (természetesen akkor Q is a P-nek
szikséges és elégsépes feltétele). Ennek alapjdn azt, hogy P& Q igaz, még
a kovetkezd modok valamelyikén is kifejezhetjik:

Annak szitkséges és elégséges feltétele, hogy Q
teljesiiljon, P,
Q akkor és csak akkor teljesiil, ha P.

A kiilbnféle bizonyitdsi modszerek kozlil csak néhany killontsen sok-
szor elb6fordulst és jellemzfbt ismertetiink, Ekvivalencia Allitdsck bizonyi-
tds4dnak modszereivel kiilén nem foglalkozunk, Ugyanis azt, hogy P<&=Q
igaz, ugy bizonyitjuk, hogy kiilon-killon igazoljuk a P=>Q és a Q=P impli-
kdciot.

a) Linckovetkeztetés, Ha lgaz az, hogy P-bSl kijvetkezik Q és az,
hogy Q-bol kivetkezik R, akkor az is igaz, hogy P-b8l kivetkezlk R, Ennek
a bizonyitdsi médszernek a helyessége a kijvetkez6 tételen alapul.

7.1, Tétel, A

(P =QAQ=R) = (P =>R)

Allitds azoncsan igaz.

Bizonyités,

(P = QA (Q = R)=P=R) =
= 77 ((PYQA(TQV R)V(T1P V R) =
= "1T{(TPVQA(T QVRAPVR =
= TJ{(TIPAIQAP)V (TPARAPIV(QATQAPIV(QA RAP))VR=
~T(QARAP)VR=TQVIRVIP VR,

I
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ami azonosan igaz. A blzonyltds egyes 1épéselben a kiivetkezd azonossé-
gokat haszndltuk fel, Els6 1épés: az Implikdcis definiciojat. Mdésodik 1é-
pés: a diszjunkcié asszociativitdsat és a (6. 10) de Morgan-féle azonossagot.
Harmadik 1épés: a konjunkcis disztributivitdsit a diszjunkcicra nézve, Ne-
gyedik 1épés: azt, hogy pl. P A TP azonosan hamis. Ottdik 1épés: a (6. 10)
azonossigot, Végiil azt, hogy R V TR azonosan igaz.!

b) Indirekt bizonyitds, Ha a P=$ Q) implikdci6t nem tudjuk bebizonyi-
tani, bebizonyitjuk helyette a 1Q =>1P implikdci6ét; ha ez utébbl igaz,
az eredeti is igaz. Ervényes ui, a kbvetkez§ azonossig

P==>Q == 1Q =P . ) (7.1

Bizonyitas.

P=Q=TPVQ =T TQVIP=1Q=5P .!

¢) Reduciio ad absurdum, (ellentmonddsra valé visszavezetés,egylk
eset), Ha a P allitdst akarjuk bizonyitani, akkor a kdvetkezfképpen jdrha-
tunk el, Feltételezziik P tagaddsdt, vagyls azt, hogy TP igaz;, ha TP
implik4l egy Q 4llitdst és Q tagaddsdt is, akkor TP nem lehet igaz, mert
"abszurdumra' vezet, tehdt P Igaz. Ennek a médszernek a helyessége a
kovetkezf tételen alapul,

7.2, Tétel. A
(( TP=Q A (TP=1Q) =P

411it4s azonosan igaz.

Bizonyitds,

(( 7P=2QQA(TP>IQN =P =
=NPVOACVIQPVE =
= NP VQYAPYVIQATP) =
= HEPAPATPV(PAIQAIP)VIQAPATPIV(QATQATE).
Eddig az egyes 1épésekben a kivetkez8 azonossdgokat haszméltuk fel.

Els6 1épés: az implikdcio definicisjdt, Mdasodik 1épés: a {6, 10) de Morgan-~
féle azonossédgot. Harmadik 1épés: a konjunkcié disztributivitdsat a disz-
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junkciéra nézve, Az utolsé dllitds egy négytagu diszjunkcis tagadésa,

A négytagu diszjunkclié minden egyes tagja azonosan hamlis, mivel pl.

P/ TP azonosan hamls, Ezért a négytagu diszjunkcls azonosan hamis, te-
hdt a tagadédsa azonosan igaz, !

8. A matematikai indukci6. A binomialis tétel

A matematikal Indukcis {helytelen széhaszndlattal; teljes indukcis)
alvét az 3,1, Példdban a természetes szdmok Peano-féle axiomarendszeré-
nek vézoldsa sordn mar kimondtuk, Ha a T3) axiomédban szerepl§ \/ hal-
mazt bizonyos meghatdrozott tulajdonsédgu természetes szdmok halmaz4-
nak tekintjitkk, akkor ez az elv még a ko vetkez§ alakban is kimondhaté.

Ha a zérus rendelkezik valamilyen tulajdonsdggal €s abbgl, hogy egy ter-
méazetes szadm rendelkezik e tulaidonsédggal, kovetkezik az, hogy a rdki-
vetkezd természetes szam is rendelkezik ezzel a tulajdonsdgpal, akkor az
dsszes természetes szdm rendelkezik a széban forgs tulajdonsdggal, A ma-
tematikal indukci6 elve tehdt alkalmas olyan &llitdsok blzonyitdsdra, melyek
szerint az 8sszes természetes szdm rendelkezik egy meghatdrozott tulaj-
donsdggal. Ha a matematikal indukei$ elvébena zérust egy mésik m ter-
mészetes szammal helyettesitjik, akkor az elv alkalmas annak bizonylta-
sdra, hogy minden m-nél nem kisebb (m-t8l kezdve minden) természetes
szdm rendelkezik a kérdéses tulajdonsidggal. A matematikai indukciéval
végzett bizonyltds két 1épésbfl 411, El8szor bebizonyitjuk, hogy a kérdéses
4llit4s igaz a 0 természetes szdmra; mdésodszor pedig azt, hogy ha feltéte-
lezziik: az 4llitds igaz a tetszfleges n természetes szamra; ez impiikél-
ja azt, hogy az dllitds igaz (n + 1) -re is.

Matematikal indukcisval bebizonyithat6 pl. az, hogy az (1, 0) disztri-
butiv tulajdonsdg érvényes akkor is, ha az X halmaznak tetszlleges vé-
ges szamu Yl’ Y2, Yn halmaz egyesltésével valé metszetét képezziik,

Hasonlsan 4ltaldnosithatsk az (1. 1), (1.3), (1.7), (1.8) azonossdgok, a ma-
tematikai logika megfelel8 (6, 3), (6, 4), (6.6) - (6. 11) azonossdgal, tovibba
a 7 1. Tétel. Ez utobbinak szdéban forgé dltaldnositdsa a kivetkezSképpen
sz6l: A

((Pl =-‘>P2)A (I—‘2 =>P3) A A (Pn—l r:%Pn)) #(F‘1 #Pn)

4'irds azonosan igaz, A matematikal Indukciéval t61tén8 bizonyitdsra pél-
daként lgazolni fogunk egy fontos algebrai tételt, a binomidlis tételt,
Elfsz0r néhdny jelslést vezetiink be.
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) reer 8 %

Legyen adott (n + 1) szdmu tetszfleges szdm: ao, 31, az

n
e szamok bsszegét a kivetkezSképpen jeldljilk
n
§ ak=ao+a1 +‘az+... +an, (8.1)
k=0

(olv.: szumma a , k megy nulldtél n-ig), k-t Bsszegez§ indexnek nevezzlk,

Az elsf n pozitiv egész szém szorzatit n faktoridlisnak nevezzik €s
a kvetkez8képpen jeltljik:

nl =1. 2.3, ... n-1,n a€T, n2]}, 8.2

Megéllapodds szerint O = 1,
Legyen n tetszfleges pozitiv egész szdm, k pedig tetszfleges n-nél

nem nagyobb természetes szdm; (n) -val jeloljtk (olv,: n alatt a k) és
k

binomiélis egylitthaténak nevezzilk a kg vetkez§ kifejezést:

n= a (8.3
¥~ W@-B -3

Nyilvdnvals, hogy

m nm-lnn-m.“(n-k+b
(k_ = , kYO (8.4)

Egyszeriien adodik (8. 3)-bel, hogy

OG- e
I

és 4ltaldban

x - (8. 6)



Igaz tovdbbd a kivetkez§ azonossig
n n n+ 1
+ = ) k > 1 3.7
k-1 k k

ugyanis, ha k= 1, {8.7) azonnal ad6dik (8. 5)~b6l, ha viszont k> 1

_ n{n-1)... (B~k+2) + afn-1). ., (n-k42){a-k+1)
- (k-1)i kI

_nm-1) ... (a-k+ ) k+no-1) ... {n-k+2) {(n-k+1)
ki =

o@D, .@m-k+m+1) _ ntl

ki

k

8.1, Tétel, Legyen x# 0 tetszfleges szdm és n pozitlv egész,
akkor n

n
(1+x)n= Z : xk.

k=0 k

Bizonyitds, A bizonyitds n-re vonatkoz6 matematikai indukciéval tor-
ténik, El&szor beldtjuk, hogy az 4llitds 1-re igaz:

1 1 0 1
(1+x) = x + x=1+X

0 1

Miésodszor feltételezzilk, hogy tetszfleges pozitiv egész n-re

n n B yA
(1+x) = 2 X .
,ﬁ: 4] 'B
Szorozzuk meg az egyenl§ség mindkét oldalét (1 + x)-szek

n+l_ (@ ¢ n(n)*’ = (M) e
(1 +x) —(l+x);b(g)x- Z:Z x "'Z'_‘ L

£=0 £=10
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Jeloljitk az elsd tagban az 68szegezd indexet a tovdbbiakban k-val és
térjiink &t a mésodik tagban a k =0+ 1 tsszegezl Indexre, azt kapjuk, hogy

n n n+1 n :
(1+x)n+l =Z: xk-i- E’ : xk =

= k=1 1k -1

n

- n+1l

0
(8. 7) alapjén:

n
(1+x}u+1 - E

4] k=1

11

n
=
+
[o—
W
.+.
l.'.l
+
ot
W
|

- n+1)

vagyls azt kaptuk, hogy az §llitds n 4+ I -re is igaz, |

8.2. Tétel, (Binomidlis tétel), Legyenek 2 # 0, b # 0 tetszdleges
8zdmok és n pozitlv egész, akkor

n
(a+b)" = ? (“)ak b2k,
k

k=0

Bizonyltds. Kiemeléssel

(a+b)" = b- 1+ —i— -

Alkalmazzuk a jobb oldali mésodik tényez8iére a 8. 1. Tételt:
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9. Allitasfuggvények. Kvantorok

A matematikal 4llit4sok &ltaldban valamilyen halmaz elemeire mon-
danak ki blzonyos tulajdonsédgokat. ‘Ezek az dllitdsok a ktvetkezd alakuak:
Az X halmaz x elemére P. Az ilyen &llitdst 411it4sfiiggvénynek, X-et az
11itdsfiggvény individuumtartomdnyénak nevezzik. Az indlviduumtarto-
mény az 4llitdsfiggvény értelmezési tartomdnya, melynek minden egyes
x eleméhez az &llitdsfiggvény a P(x) (x - re P) 4llit4st rendell hozzd.

Az §llitésfiggvényeknek, csakugy mint ditaldban az 4llitdsoknak, elsfsor-
ban a logikai értékére vagyunk kivéncsiak, Az Allitdsfiiggvény logikal ér-
téke azonban az Indlviduumtartomény bizonyos elemein igaz, mds elemein
pedig hamis lehet, Az az 4llitds pl., hogy E = "eslk az es8§", haa fSldrajzi
helyet lertgzitjlk, valéjdban a t id8plilanat fllggvénye: E(t), és olyan t1

id8poutban, amikor valéban esik az es§, igaz, mds t, id6pontban, ami-
kor nem esik, hamis,

A matematikal llit4sok jelentds része azt mondja, hogy valamely
"X halmaz (mely 4italdban valamilyen m4ds halmaz régzhalmaza) minden
(bdrmely, tetszfleges stb.) x eleme rendelkezik bizonyos P tulajdonsdggal;
az ilyen 4llitdst a kivetkezdképpen jeltljik:

\V’x,; P(x) = minden x-re P,

vagy
V x € X: P(x) = X minden x elemére P.

Az ezekben a formuldkban fellép8 VY jelet univerz4lis kvantornak ne-
vezzik, AVx: P(x) 4llitds igaz, ha P(x) igaz az indlviduumtartomény min-
den x elemére, hamis egyébként,

A matematikal 4llitdsok mésik jelent6s része azt mondja, hogy vala-
mely X halmaznak van (1étezik) olyan eleme (legalébb egy), amely a P
tulajdonséggal rendelkezik; az ilyen 4llit4st a kivetkez6képpen jelyljtk:

31: + P(x) = van x, hogy x-re P,

vagy
Jx €X: P(x) = van X-nek x-eleme, hogy x-re P.
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Az ezekben a formuldkban fellépS Jjelet egzisztencldlis kvantornak
nevezzlk, A Jx: P(x) 4llltds Igaz, ha van {legaldbb egy) x € X, melyze
P(x) igaz, hamls egyébként,

Egy matematikai 4llitdsban természetesen tohb halmaz elemel {vagy
egy halmaz elemet tobbszir) is felléphetnek kvantifikéltan, vagyls kvanto-
rokkal elldtott elemek egész sorozatdt zdrhatja le egy 4llitds, Dlyen ese-
tekben fltaldban egy egzisztenciélis kvantorral ellitott elem az Usszes
azt megel§z6 elem fliggvénye, Matematikal tételnek (indirekt uton, vagy
reductio ad absurdummal valé, 1, 7. pont) bizonyitdsén4l igen fontos az, hogy
helyesen tudjunk tagadni 41litisckat Bonyolultabb esetekben ezt jelentfsen
megktnnyiti az 4llit4soknak a matematikai logika szimbolumaival vals
felirdsa és a tagaddsnak a formélis tirvények alkalmazdsdval torténé el-
végzése. Kvantorokat tartalmazé dllitdsck tagaddsédra vonatkozik a ki-
vetkez§ '

9.1. Tétel. Olyan 4llitds tagaddsa, mely univerzélis V és egzisz-
tencldlis 3 kvantorckat és végll egy lezdré 4llitdst tar-
tartalmaz, ugy tbrténik, hogy minden V , ill. 3 helyé-
be 3-t, lIl. V¥ -tirunk és a lezdré 4llitdst a negécis-
jival helyettesitjuk.

Bizonyitds, A bizonyitds a fellép6 kvantorok szdméra vonatkozé mate-
matikal indukci6val torténik. Elsé 1épés, Ha az 4llitds egyetlen kvantort,
pl.V -t tartalmaz:

Vxex: P,
(minden x-7e P(x)), akkor ennek tagaddsa nyilvén
NV xe X PE)H=Ix € X:7PX),
(van x, melyre nem P(x)), Hasonldan
F(EFxeX: Px)=Y xeX: TR(x).

Miésodik 1épés. Tételezztk fel, hogy n szdmu kvantort tartalmazé 4lli-
tdsra tételtink igaz és legyen adott egy (n + 1) szdmu kvantort tartalmazé
41lit4s, mely pl. a V kvantorral kezd§dik: ez nyilvén a

VxeX ... :Px, ...)=VxeX: QX
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alakban irhat6, ahol Q(x) az az 4llitds, mely az eredeti 4llitdsh6l az els8
kvantifikélt tag elhagyasédval keletkezik, Ekkor
HVxEX, ... Px, ... D=ENVYx€eX: Q)=
= Jx€X : 1Qx)
az els§ 1épésben bizonyltottak szerint, Q (x) azonban mér csak n szidmu
kvantort tartalmaz, tehdt az indukclss feltevés kivetkeztében tagaddsa
a tételben elfirt mddon torténik, Hasonlé eredményre jutunk, ha az (n + 1)
szdmu kvantort tartalmazé 4llitds T -vel kezd6dik, !
9.1. Példa. A 2.2, Definici6 szerint az (a) és (b) feltételnek kell
teljesiilnie ahhoz, hopy az f fiiggvényt X-nrek Y-ra torténd egy-egyértel-

mi leképezésének nevezzilkk, Formalizédljuk ezt a definiciét, Az f fiigg-
vény X-nek Y-ra torténd egy-egyértelmii leképezése, ha

(Vy€Y, IxeX: f(x)= y)/\(vxlex,szex P X F X, D) # ).

Jelolilik Q-val ezt a hosszu 4llitdst, Q negdciéia megadja annak a
feltételét, hogy az f fiiggvény ne legyen X-nek Y-ra torténé egy-egyértel-
mii leképezése, (6.10) és a 6. 4, Definici§ felhaszndl4dsédval:

1Q=1¥ye Y, Ix€X: f(x) = y) V
VIVx €X Vx,eX: T # x V(i) # f(x,) =
=NV yeY, Jx eX: fx) = p) V
VIVYx €X,Vx,€ X (x) = %, WV (f(x ) # £))).
A 9.1, Tétel majd (6, 11) alkalmazdsdval:
1Q = (Fy €Y, Vx€X : T¢X) = y)HV
V(3x16 X,dx,€ X: _!((xl = xz)\/(f(xl} # i, )) =
=(IyeY ,VxE€X: f(x) # )V

Vdx eX, Ix,€ X: k) #x,)Allx) = K.
- 30-



Eredményiink az, hogy az f fliggvény nem X-nek Y-ra val6 egy-egyér-
telmil leképezése, ha van y €Y, hogy minden x € X-re £(x) # y (f(x) egy
x-re sem egyenld y-nal, vagyis a leképezés nem Y-ra torténik), vagy pe-
dig ha van X-nek X, és X, eleme, melyek kiilonboz8k és {mégis) f(xl) = f(xz)

{vagyis a leképezés nem egy-egyértelmii.

Az ¥ és J kvantorokon kiviil hasznélatos még az egyértelmii 1étezést
kifejez8 3| egzisztencia- és unicitdskvantor, melyet a kévetkez8képpen ér-
telmeziink:

J1x : P(x) = van egy és csak egy x, hogj x-re P,

A dJ1 x: P(x) dllitds igaz, ha van pontosan egy {egy és csak egy,
egy van €s tobb nincs) x, melyre P(x) igaz, hamis egyébként,

Jegyzetiinkben csak elvéive fogjuk haszndlni a logikal jeltléseket,
igyeksziink viszont az dllitdsokat (definicickat, tételeket) ugy megfogalmazni,
hogy azokat az olvas6 konmyen formalizdlhassa. Az &ilitdsoknak a mate-
matikai logika formalis jelsléseivel val6 4tirdsa hasznos gyakorlat, mely
sokszor megktnnyiti a definicick, tételek szerkezetének vildgos 4ttekintését.
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Harmadik fejezet

A VALOS SZAMOK

10. A valés szamhalmaz bxiomatikéja

A valés szédm matematikal fogalma a tudomény el6rehaladdsa sordn,
tsbblépcsds absztrakcls utjén fejlfdott ki, A fejl6dés mozgats rugsdja az
emberiség gyakorlata volt, az, hogy egyre pontosabban, egyre finomabban
tudjuk leirni az anyagl valsség kvantitatly viszonyait, egyre pontosabban
tikrtz6djenek az emberi tudatban a tdvolsigok, idStartamok, hémérsékle-
tek stb, mérfszdmal, mod legyen kilisnbbz8 adatok 8sszehasonlitdsdra,
az adatokkal milveletek végzésére és ezek alapj4n konstrukciéra, vagyis a
vilég megvéiltoztatdséra az emberiség sziikségletel szerint. A valés szd-
mokat, azok elemi tulajdonsigait az olvasé eléz6 tanulmdnyaibsl ismeri.
Ismeretes, hogy a természetes szdmok T halmaza a valés szdmhalmaz
régzhalmazénak tekinthets, A valés-szdmok halmaza tartalmazza a ter-
mészetes szdmokon (zérus és a pozitlv egész szdmok) kivill 2 negativ
egész szdmokat, a raclonédlis szdmokat {tetszbleges két egész szdm hénya-
dosit, ahol a nevezd nem zérus), tovdbbi az irraciondlis szdmokat (azokat
a valés sz&mokat, melyek nem raciondlisak), B4r a valés szdmhalmaz
1étezését g elemi tulajdonségalt ismertek tételezziik fel, megadjuk a
szédmhalmaz definlci6j4t azoknak az axismébknak felsoroldséval, melyekbSl
az tsszes tulajdonsdg levezethetd,

10. 1. Definicié, Az R halmazt a valés szdmok halmazdnak, elemeit
val6s szdmoknak nevezzik, ha a halmazban érvé-
nyesek az aldbbl Al)- All) algebrai, az R1) - R4)
rendezési és a D) folytonosségl axi6mék.

Algebral axiémaék:

Al. Ertelmezve van egy & : R x R>R fiiggvény, az 6sszeadis,
mely az R x R direkt szorzat (1. 3. 1. Definici6) minden {x, y) ele-
méhez R-nek egy x + y-nal jelslt elemét, x és y Usszegét, ren-
deli.

A2, x + y= y + x minden x, y& R-re,
A3, x+y+z=x+(y+2z)=x+y+zmindenx,y,z € R-re,

Ad. Van egy és csak egy zérusnak nevezett 0€ R, hogyx +0=x
minden x € R-re.

-32-



AS. Minden x €R-hez van egy és csak egy VER, hogyx+ v = (;
ezt az y-t x ellentettjének nevezzik és y = - x-szel jelsljik.

A6. Ertelmezve van egy s: R x- R+ R fiiggvény, a szorzis, mely
az R x R direkt szorzat minden (x, y) eleméhez R-nek egy Xy-
nal jelslt elemét, x és y szorzatit, rendeld.

A7. xy = yx minden X, y& R-re,
A8. x(yz) = (xy) z = xyz minden x,y,z € R-re,

A9, Van egy és csak egy egynek nevezett 1 € R, 1 # 0,, hogy
1x = x minden x € R-re,

Al0. Minden x € R-hez, x # 0, van egy és csak egy YE€R, hogy
Xy =1, ezt az y-t x reciprokdnak nevezzik &és

¥ = x-l = % -szel jeloliiik,

All, x+y) z = xz + yz minden X,y, z € R-re,

Rendezési axiomék {v.&. 4. pont):

Rl. Ertelmezve van R-ben egy x < y{x kisebb minty, vagy y>x,
y nagyobb mint x} rendezési reldcié ugy, hogy minden x €R és
yE€R-re azx = y, x<y, x>y, reldcick koziil pontosan egy
teljesiil,

R2, Minden x,v,z € R-re ha X<y és y<z, akkor x<z.
R3. Mindenx, y, z €R-reha x <y, akkorx+ Z LY + zZ.

‘R4, Mindenx,y, ER-reész &R, z >0 -ra, ha X<y, akkor
XZ < YZ.

Megjegyezziik, hogy a természetes szdmok T halmaziban is igazak
az Al) - A4), AB) - A9), All) és az R1) - R4) axi6mdk a tobbi azonban nem.
Az egész szdmok halmazdban teljesiil Al) - A9), All) és R1} - R4), de ALD)
nem, A raciondlis szdmok halmaziban az 6sszes eddig felsorolt axi6ma ér-
vényes,

A kivonds egyértelmiien definidlhats x - y = X + (-y)-nal. Zérustsl

kiilonb6z8 szdmmal valé osztds egyértelmiien definiglhato % = X ')l‘r -nal,

y # 0. Az axtomdkb6l az dsszes aritmetikai szabdly konnyen levezethet§.
Pl. az ax = b egyenlet a # 0 esetén egyértelmiien megoldhats, és

b
x= = 5 (%) =x, x(-y) = -(xy) ; x)(-y) = xy
stb. Kénnyen bebizonyithatok az egyenl8tlenségekre vonatkozs elemei sza-
balyok. Pl. hax <y, akkor -x >-y; ha x<yés u<yv, akkor
X+u<y+v, ha x<y és z<0, akkor xz >yz; stb. A szokdsos médon
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definidlhaté az egész kitevfre vonatkozé hatvdnyozds azzal az {smert meg-
szoritdssal, hogy zérusnak negativ egész vagy zérus kitevSre vonatkozo
hatvdnyozdsa nem értelmezhetd.

rtelmezhet§ raclondlls (t61t) kitevdre vonatkozé hatvinyozés is,
azonban az eddig felsorolt axiémék nem biztositjék azt, hogy ez minden
esetben elvégezhet8 legyen, A raclondlis szdmok korében, bir az eddlg
felsorolt axlémék teljesiiinek, a tort kitevére valé hatvdnyozds nem min-
dig végezhetd el.

10.1. Példa. A 2 racionédlis szdm % kitev8s hatvdnya, VZ—r_iem ele-

me a raciondlis szémok halmazinak, Ezt reductio ad absurdummal (1.7.
pont)} bizonyitjuk. Tételezzik fel ul,, hogy ﬁ(az a szém, amelynek négyze:

te 2) racionédlis szdm, vagyis }’5—= —g—. ahol q # 0 és ap és q egész

szdmok relativ primek (a tort mar tovébb nem egyszeriisithets). Négyzetre
2 -
emelve 2 = 2—5‘- , 2 q2 = p2, vagyls p piros szdm: p =21, r egész,

q
Behelyettesitve, 2 qz =4 rz, q2 =2 rz, vagyis q is pdros, tehdtp és q
nem relativ primek, ami ellentmondés, Allitdsunk tagaddsa ellentmondésra
vezetett, tehdt az 4llitds, hogy ti. ﬁnem raclondlis, igaz.!
Az egyenlétienség < jele mellett hasznéljuk a < "kisebb vagy egyen-
16" ( > "nagyobb vagy egyenl8") jelet is. x < y {(y2>x) akkor és csak akkor,
ha x < y, vagyx = y, mds sz6val, ha x nem nmagyobb, mint y.

10. 2. Definici6. Legyen ACR; azt mondjuk, hogy az A szamhalmaz
feltlrsl (alulrol) korldtos, ha van M€ R(m€ER), hogy
minden x € A-ra x< M(x > m). M-et (m-et) az A hal-
maz fels6 (alsé) koridtjinak nevezzitk, Ha A felilrSi
é3 alulrél korldtos, akkor korlidtosnak nevezzik.

Az R2) axlom4bél azonnal kovetkezik, hogy ha M fels6 korlét {m also
korli4t), akkor minden M-nél nagyobb (m-nél kisebb) szdm is fels§ (als6)
kotl4t, :

10. 3. Definici6. Legyen AC R felillrél (alulr6l) korlitos, nem tires
halmaz: ha van SE€ R (s€ R), mely A-nak felsd (alsé)
korl4tja és minden S-nél kisebb (s-nél nagyobb) szdm
A-nak mér nem felsd (also) korlétja, akkor azt mond-
juk, hogy S az A halmaznak legkisebb fels@ korltja,
yagy supremuma (s az A halmazmak legnagyobb alsé
korl4tja, vagy Infimuma) és a kivetkezdképpen Jeldl-
jik: S =sup A, (s = inf A).
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sup A-t (ha létezik) tehéit a kovetkezs két tulajdonsdg jellemzi;minden
%X & A-ta x<sup A és minden £>0-hozvana €A, hogya>sup A-& .
Hasgonléan: minden x € A-ta x-2inf A és minden £ >0-hoz van b &4,
hogy b < inf A + &, Nyilvinval6 a definiciéb6l, hogy sup A (ha létezik) A
fels6 korlitial halmazénak legnagyobb alsé korlitja, és inf A (ha létezik)
A als6 korldtjal halmazdnak legkisebb fels§ korlitja. Eddlgl axiomdink
azonban nem biztositjdk azt, hogy minden fellrsl korldtos {(alulrsl korlétos)
szAmhalmaznak 1étezzék suprémuma (infimuma). Ezt a hldnyossdgot csak
egy ujabb axioma felvételével lehet pétolnl,

D) (Dedekind-féle folytonossdgl axiéma) A valés szdmok halmaza
minden nem tires, fellilrfl korlitos részhalmazinak van leg-
kigebb fels8 korlatja. '

D)-bdl mér kovetkezlk, hogy alulrél korldtos, nem iires halmaznak
van legnagyobb als6 korldtja. Ha ui. A ilyen halmaz, akkor
B = {x ER:-x € A} felillrsl korldtos, nem ilires halmaz és kinnyen be-
ldthats, hogy -sup B = inf. A,

A Dedekind-féle folytonossdgl axiéma a raciondlis szdmok halma-
zédra nem igaz. D) segitségével bebizonyithats, hogy tetszfleges pozitiv
val6s szdm tetsz6leges raclonélis kitev8s hatvdnya valés szdm,

A D) axioma felvétele nemcsak abban az értelemben tette "teljessé”
axiomarendszeriinket, hogy a valés szédmok Osszes lsmert tulajdonsdga
levezethet6vé vilt, hanem abban az értelemben is, hogy ha egy halmaz
rendelkezik az Al) - All), R1) - R4} és D) tulajdonsdgokkal, akkor az "ié-
nyegében” nem lehet m4s, mint a val6s szdmok R halmaza.

102. Példa. A természetes szdmok T halmaza, mint a valés szdmok
R halmazdnak részhalmaza alulrél korldtos és Inf T = 0,

10. 3. Példa. Van egy és csak egy c-pozitiv valés szdm, melynek
négyzete 2, ezt nevezzik 2 pozitlv négyzetgyokének: ¢ = ]rZ— El8szér bebi-
zonyitjuk, hogy 2-nek legfeljebb egy pozitiv négyzetgyvke lehet, Tételezzik
fel,hogyx’l' > 0, x> 0.és Xy = x% = 2, akkor

2 -
Kz - x2
X, - %X, = A2 . 0, vagyis
1 2 X +x2 ’

X, = xz. Most bebizonyitjuk, hogy létezik a '12_ pozltlv.vams szédm, Legyen
C = {x ER: x>0, xzé Zj . A C halmaz nem lires, mertpl. 1€C,

A C halmaz feliilr6l korlitos. Ezt ugy litjuk be, hogy mepmutatjuk: 2 a

C halmaz fels§ korldtja, Ehhez be kell 14tni azt, hogy x € C implikélja
x<.2-t, Ezt az implikdciet indirekt uton bizonyitjuk (1. 7. pont). Tegyiik fel,
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hogy x > 2, akkor R4) miatt x2 >2x és 2x > 4, ahonnan R2) miatt

x2 > 4 > 2-t kapjuk, vagyls x ¢ C. Miutdn C feliflr8l korldtos, D) szerint
van legkisebb fels§ korldtja: c = sup C. Miutdn 1 &€ C és 2 felsf korlét,
0< 1< c& 2, Bebizonyitjuk, hogy c2 = 2, Tételezziik fel elfazor, hogy

:c:2 < 2 és tekintsiik a

1 2-02 2—c2

0<€= 35 %17 < mF7 <!

szdmot; R4) és R3) alkalmazdsdval és 52 < & felhaszndldsdval

E@c+1)<2-c%,

2>c:2 + 2c&+E > c2+2c€ +82= (c+8)2;

azt kaptuk, hogy ¢ + & € C, bér ¢ + Ec = sup C, ami ellentmond4s. Téte-
lezziik fel most, hogy c2 > 2 és tekintstik a

cz-z cz—z
<

1
0<é\—§' 2c Zc <c¢

szdmot; innen
2c é\ < c2 - 2,

fil.
2<c2-2cc?’<c2- 2cc§\'+32=(c -5»)2;

miutdn azonban c =sup C, van x € C, hogy x> ¢ - 8’>’0, de akkor
25 -8 52,

ami} ellentmondés; R1) alapjdn, miutdn sem c2 > 2, sem c2< 2 nem 4li-
hat fenn, ¢ = 2 kovetkezik. !

Hasonls médon lehet igazolnt, hogy tetszfleges p> 0 valds szdm-
hoz és n & T, n22-re van egy és csak egy B[p >0 valés szdm, mely-

re (VP) =P. - 36 -



11. Fontosabb tulajdonsagok.'Az abszolut érték

A valos szdmok halmaza rendelkezik a kivetkez§ szemléletes, trivi-
élisnak tiinG, de fontos tulajdonsiggal, mely tobbek kozott biztositia azt,

hogy tetszblegesen kis mértékegységet valasztva, tetsz@legesen nagy meny-
nyiségek mérhetsk:

11.1. Tétel, {A valés szémok archimedesi tulajdonsédga). Minden
X,y€ R, x>0, y>0-hozvan n €T, hogynx>y.

Bizonyitds. (Reductio ad absurdum), Tegyiik fel az 4llit4ssal ellen-
tétben, hogy van x>0, y>0, amelyekre minden n & T-re nx < v ég
vezessik be a kivetkez§ jelolést A = {nx i n ET}. Az A halmaz nem fires
és fellllrdl korldtos, 10, pont D) szerint Iétezik s = sup A, Miutdn s - x
mér nem felsd korldt, van mx€A, hogy s - x<mx, Az utébhi egyenldtien-
ség mindkét oldaldhoz x-et hozz4adva és figyelembe véve, hogy (m +1)x € A:

s<mx 4+ X =(m+1) x<s,

vagyls s < s, ami ellentmondis, !

11,2, Tétel. (Bermoulli-egyenl8tlenség). Legyen r >-1, r #%0,
akkor mindenn€ T, n2-re :

i+ > 1+ (11.1)
Bizonyitds. (Matematikal indukcl6val), n= 2 esetén

(1-[-1‘)2=1+21'+r2 > 142

r

mivel r2 pozitiv. Tegylik fel, hogy

(I+r)n> l+nr,

-+

és szorozzuk meg az egyeniStlenség mindkét oldaldt 1 + 1 > Q-val:
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(1+r}n+1> {1 +nr) (1+r)=1+(n+1)r+nr2>1+(n+1)r.!

Ha elvégezzilkk a q = 1 + r helyettesitést, q> 0, q # 1, akkor a

Bernoulli-egyenlftlenség a kvetkez8 alakot veszi fel:

¢'>1+n(qg-1), n=23,

(11.2)

11,1, Definicié. Legyen x € R; az x szdm abszolut éxtékét 1x1 -et

a kovetkez8képpen értelmezziik:

X, hax 20

Ix1 =
-x, hax 0.

Nyilvdnvals, hogy valés szdmok abszolut értékeire fenndlinak példdul a

kvetkez8 gsszefliggések:
Ha a>=20,
Ixiga&-ag 24 2.
Ha a >890,

ixt>adi&=pxig~a, vagy x > a.
Ix yi=IxI lyl.

E':rvényes minden n €T, ny2-re és tetszfleges xl, Xpr

szidmokra a

é\ﬁ_—:"ké i (% |
k=1 1

k=

{11.3)

(11.4)
{11.5)

., X valos
111

(11.6)

egyenlftlenség. Az ut6bbit a kovetkezSképpen bizonyitjuk. A 11.1, Defi-

nici¢ alapjén
[0 % € 1% k=12 ,.., n.
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Osszeadva ezen n szdmu egyenlétlenséget

1 n 13

(11. S)Ialapjén ebbdl (11, 6) kovetkezik. |
Ervényes tovibbd tetszbleges x és y valés szamokra az

ixi iyl x + vl (11.7)

egyenlftlenség, (11.7)-et a ki vetkez8képpen bizonyitjuk:
X=x+VW-y, y=&x+v)-%x;
innen (1}. 6) alkalmazdsdval

txiglx +y) vyl , Jylglx +yl + x|,

vagyis
~Ix+yiL bxl -lylglx + vl __i

ahonnan (11, 3) alapjdn (11. 7) kbvetkezik, Hasonl6an bizonyithats, hogy

IIXI -_lvilé [x-v]. (11.8)

Ismertnek tekintjitkk valos szdmoknak tizedestort alakjdban ti-i1tend
megaddsi modjat, tovabb4 azt, hogy ilyenkor a raciondlis szdmoknak véges,
vagy végtelen szakaszos tizedestirt felel meg és forditva, minden véges,
vagy végtelen szakaszos tizedestozt felirhato két egbsz szdm hinyadosa-
ként, (Erre még a 16, pontban visszatériink). A végtelen nem szakaszos
tizedestortek az irraciondlis szdmoknak felelnek meg. A gyakorlatl, mii-
szakl szdmitdsokban a val6és szdmok legtobbszor tizedestisrt alakjdban
1épnek fel. Ilyenkor az irraciondlis szdmokat dltaldban un. kozelité tirtje -
ikkel helyettesitjiik, Egy irracionills szdm alsé kozelitd tirtiel azok a
véges tizedestirtek, melyeket ugy kapunk, hogy bizonyos jegytil kezdve
elhagyjuk az adott tizedestdirt szdmjegyeit. Ilyenkor tehdt az irracionélis
szdmot egy nédla kisebb raciondlis szdmmal pé6toljuk és hibdt kivetiink el,
Ha azonban elég sok jegyet vettimk figyelembe, a hiba elhanyagolhaté. Ha az
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els6 elhagyott szdmjegy S-nél nem kisebb, akkor az utolsé megtartott szdm-
legyet eggyel megniveljik (fulfelé kerekitink), Ebben az esetben az irracio-

ndlis szdmot egy fels6 kozelit§ tortjével (egy nala nagyobb racionilis szém-
mal} potoltuk,

12. A szdmegyenes. Intervallumok

A val6s szdmokat szemléletesen a szdmegyenesen 4brazoljuk, Az egye-
nest, mint a geometrial szemléleth6l, tapasztalathsl vett (“intultlv") fogal -
mat haszndljuk, Kivélasztjuk az egyenes egy pontjit és ezt megfeleltetjik
a 0 val6s szdmnak, A "0" pont"” az egyenest két félegyenesre osztja, ezek
kizll az egyiket (a baloldalit) negatlv félegyenesnek, a mésikat (a jobbolda-
lit) pozitiv félegyenesnek nevezzlik, Valamilyen tivolségegységet vdlasz~
tunk €s minden x € R-re az | x| hosszusdgu szakaszt felmérijik a 0 pontbsl
mégpedig jobbra, ha x>0 és balra, ha x<0. Az ily médon felmért sza-
kasznak a 0 pontt6l kiillonbtz8 végpontjér feleltetjiik meg az x valés sz&m-
nak, Ezdltal egy-egyértelmii médon leképeztikk az R halmazt a szdmegye-
nesre. Megjegyezzik, hogy ha a Dedekind-féle axiom4val (1,10 pont D) nem
biztositottuk volna az irracionalis szdmok 1étezését, a szdmegyenes nem
minden pontjinak felelne meg valés szdm. Nem felelne meg val6s szém az
Irraclondlis hosszusdgu szakaszoknak. (Ilyen pl. az egységnyl befo Gju,
egyenlfsziru, derékszigii hdromszog dtfogéja, melynek hossza Vf)g Az x
valés $zdmr6l ezutdn mint a szdmegyenes "'x pontj4rsl"” beszélhetimk,

Az R halmaz részhalmazait a szdmegyenes pontjalnak részhalmazaiként
szemlélretiik,

12,1, Definici6. Legyen a, b€R és a<b; az R halmax (a,b), [a,b],
(arb] ' [a,b), (3: +°°)1 [8, +°0): (-OG ] a)r
(oo , al, 1ll. (~c0, +c0) részhalmazait ( oo olv.
végtelen), ahol

(a,b) = {x€R : a<x<b},
(a,b] ={X6R: agxg b},
(a.b] = {xeR: a<xs b},
[2,b) ={x € R: asx < b},

(a, +o0) = {x€R : a<x},
[a) +oo}

It

{xe agx},

{xeR : x<a},

(" o2, a)
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(-00,a] = {x € R : xsa},
{-eg,+00) = R,

rendre a,b nyilyy zdrt; alulrsl nyilt, felillr8l zart; alulrel zért,
feltlr6l nyilt, a, +ooalulrél nyllt; alulrel zédrt; -o0, a feliil-
18l nyilt; feltirél zdrt; {il, -oo, +o0o intervallumnak nevezzik;
kozlliik az els@ négyet korldtos, a tibbit nem-korldtos inter-
vallumnak nevezziik,

Az egyes intervallumokat a szdmegyenesen véges szakaszok, fél-
egyenesek, ill. a szdmegyenes dbrdzoljdk, Az (a,b) nyilt intervallumot pl.
az "a", ill. b valés szamoknak megfeleld pontok 4ltal meghatdrozott egye-
nesszakasz dbrdzolja, melyhez nem szdmitjuk hozz4 végpontjait, az "a",
i1, b pontokat. Az {a, b] z4rt intervallum képe az el6z8 egyenesszakasz
hozzidvéve még az "a" és b végpontokat is, Az (a,b) intervallumon kivil az
(a, +09), (-00,a) és (-%0, oo) intervallumokat s nyilt intervallumoknak
nevezzitk. Beszéliink néha a zérus hosszusdgu [a,a] zirt intervallumrél
is, melynek egyetlen eleme (pontja) az "a" szém (pont)

12,2, Definici6.Legyena € Rés Q> 0, az a szdm ¢ sugaru kir-
nyezetének nevezzik és Ka -val jelbljlk a ktvet-
kez$ (nyilt) intervallumot:

Ka§={xeR:a-§9<x<a+§}.

Ha az szdm kbrnyezete ¢ sugardnak (mely mindig pozitiy sz4m)

nincs jelentﬁsége, akkor egyszeriien az "a'" szdm K kbrnyezetérfl beszé-

liink, Nyilvédnvals, hogyha 0 < §,8¢,, akkor Ka - K,
§1 €2
12, 3. Definici6. Legyen Q€ R; a végtelen {o0), ill. a minusz végie-
ler (-o0 ) ¢ hatdru kérnyezetének nevezzilk és
Koc 9 i11. K-oo ¢ -val jelbljikk a kbvetkezd (nyilt)

intervallumot:

={x6R o< xj= (9, 00),

|I T

i,
ISOO9= {X €R : x<§%= {-00, ¢ ).

Ha a oo, ill, - 00 kirnyezete 9 hatédrénak nincs jelent6sége, akkor
egyszerlien a co, Hil. -o00 K L K kornyezetérSl beszéliink,

Nytlvinvals, hogy ha 91\_ ?2' akkor K ?13 X g,zés K-ooj}.c K-OogZ'
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Azt hogy a valés szdmok "hézagmentesen helyezkednek el a szdm-
egyenesen” (kitsltlk a szdmegyenest"), a kovetkez§ tételben megfogalma-
zott tulajdonsdguk fejezi ki.

12,1, Térel. (A valés szdmok Cantor-féle tulajdonsdga. Az egymis-
ba skatulydzott intervallumok elve.) _
Legyen In’ n€T (T a természetes szdmok halma-

za), zért intervallumok "egymédsba skatulydzott soro-
zata", vagyls minden n€ T-re I legyen zdrt interval-
lum és teljesiiljtin

I Dln-f-l v

akkor az I . DE T, intervallumok n I kbzbs része
n=0

nem lires, vagyls van r € R, mely minden I interval-

Ilumnak eleme,

Bizonyitds, Legyen In = fan, an , L& T, akkor minden n € T-re

an‘éa‘n+1 ébn+1<bn'

. Innen kivetkezik, hogy az A = {an 'R & T} nem fires halmagz feliilr8l kor-
l4tos és 13]1 minden neT-re a halmaz fels§ korldtja (I. 10, 2, Definicis).
A 10.pont D) axiéma értelmében létezik r = sup A € R, A 10.3, Defi-

- oo

nicié értelmében minden n & T-re 4, STSb,, vagyls renoo L1

Megjegyezziik, hogy ha a Dedekind-féle folytonosségi axioma helyett
a val6s szdmok archimedesi és Cantor-féle tulajdonsdgdt (a 11.1, Tételt
és a most bebizonyitott tételt) axiomaként vesszik fel, ezekb6l a Dede-
kind féle folytonosségi tulajdonsdg (10. pont D) axiéma) tételként levezet-
het8,

A zart intervallumok {melyek a 12, 1, Definicié értelmében csak kor-
ldtosak lehetmek) egy fontos tulajdonsdgst fejezi ki a kivetkezd

12,2, Tétel. (Borel-féle lefedési tétel,) Legyen [a, b]egy zart in-
tervallum és {In :m€Z} olyan nyilt intervallumok

halmaza (Z tetszdleges indexhalmaz), melyek egyesitése
"lefedi [a, b] -t", vagyls melyekre
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[a,b]Jc | 1, akkoraz {.In : 1 & Z } halmazbol kivélaszthats
ne i

véges sok intervallum ugy, hogy ezek egyesitése ugyancsak lefe-
" di (részhalmazként tartalmazza) [a, b] -t.
Bizonyit4s. Jelsljiik A-val azon x €{a,b] szdmok halmazdt, melyek-
re az {a,x] intervallum véges sok In Intervallum egyesitésének részhal-

maza (vagyls melyekhez vanmgT és n, B, Do ... B € Z, hogy
T

[a.x]C kL-JO' In ), Az A halmaz nem iires, mivel a € A, hiszen van
- k

kez, hogy a € lk, vagyis [a, a']CIk’ Az A halmaz fellllv8l korlatos,
hiszen b egy fels§ korldtja. Legyen c = sup A. Bebizonyitjuk, hogy c € A,
Tudjuk hogy a< c<b, van tehdt £ez, hogy c e ,Ig = (ocg, /38)' Miutan

TV

ofp < ¢, van X € A, hogyo<x < ¢, Miutén [a,x]C L_J i,
£ 7 k=0 ‘n
™

[a,c]C kL-f 0 I“k Ul L » vagyls c€ A, Végil bebizonyitjuk, hogy c = b.

Ennek bizonyltdsét reductio ad absurdummal végezzik. Tegyik fel, hogy
¢ < b, Ekkor, mint az elfbb ¢ € Ig = { X, Ve7, ), € <f34. Vezegsiik be
a 4= min (G, b) jelolést (fBés b Kozt a kiseBblk). Az y =-;- C+p )

szémra c<y<3, Vagyls y & I, és y € [a,b]. Nylivin (a,¥]C

m
Uy oy I£ vagyls yeéA, ami ellentmond y>c = sup A-nak,!
k=0

m
U *
SR, N
r . k=0 :('\I E 4 { i ) L T—
t | L T v 7 -+ -
0 a o(/ex c v pg b
12,1, dbra
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13. A val6s szamhalmaz szdmossaga

Ebben a pontban, a val6s szdmhalmaz és fontosabb részhalmazai
szdmossdgdnak (1. 4. pont) kérdését vizsgiljuk, Elfszbr megszimlilhato
szdmossdgu halmazokkal kapcsolatban bizonyitunk néhdny tételt.

13,1, Tétel. Megszdmlilhato szdmossdgu A halmaz bdrmely rész-
halmaza véges, vagy megszdmlédlhat6 szdmossdgu.

Bizonyitds. Miutin A megszdmldlhats szdmossdgu, 1étezik a termé-
szetes szdmok T halmazdnak egy A-ra tortén§ egy-egyértelmit leképezése,
Jeloljlik az ezen leképezés sordn az n€ T-nek megfelel8 A-beli elemet
an—nel. Az A= { a 1né€ T} halmaz elemei tehét "sorozatba rendezhetdk™

as a; az,...,an,.... (13. 1)

Legyen BCA, A {13.1) "sorozaton" végig menve gorrendben kivilo-
gatjuk B elemeit és ezeket a megtaldlds sorrendjében rendre megfeleltet-
jika0, 1, 2, .., természetes szdmoknak, Tehdt, ha (13,1)-ben a, az

1

elsd B-bell elem, aztb, = a, -gyel, haa, akovetkez8 (i, > 1), ezt
1 il i2 2 1

b2 = a -vel sth, jeloljiik. Miutdn (13, 1)-ben A dsszes eleme szerepel,

ily médc?n B minden eleméhez eljutunk, Ha az eljdris véges sok 1épésben
véget ér, mert mir B minden elemét kivdlasztottuk, akkor B véges halmaz,
Ha az eljdrds nem ér véget, véges sok lépésben, akkor B nem véges hal-
maz, de ezen eljdrdssal mindjirt egy-egyértelmii megfeleltetést 1étesitet-
tlink B és a T halmaz kbzbtt, vagyls B ekvivalens T-vel. !

A 13, 1. Tétel szerint tehdt a megszdmldlhat6 szdmossdgndl kisebb
"végtelen szdmossdg” nem létezik, Az el6z8 bizonyit4sban szerepld elji-
rishoz hasonlé médon ugyanis kornyen beldthats, hogy minden végtelen
halmazbgl kivdlaszthaté megszdmlalhats szdmoss#gu részhalmaz,

13.2. Tétel. Megszdmldlhat6an végtelen sok megszdmlilthaté szé-
mossdgu, diszjunkt halmaz egyesitése megszdml4lhato
szdmosséigu.

Bizonyitds, Legyen Z az a megszdmldlhaté szdmosségu halmaz,
melynek elemel megszdmldlhats szdmossdgu diszjunkt halmazok, A T és Z
halmazok ki zitti egy-egyértelmii leképezés sordn jeloljik az n & T-nek
megfelel8 elemet (halmazt) An-nel, vagyis Z ={An: ne T}, ahol az
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An-ek megszamlidlhat6 szdmosségu halmazok. Minden régzitett n € T-re
végezzik el az egy-egyértelmii megfeleltetést T és A kozott; e megfelel -
tetés sordn m € T képét jeloljiik a -mel, A { a_:m¢€ T}, neT,

Iy modon az An halmazok elemeit * sorozatba rendeztﬁk".

A, = {aoo’ 8017 %027 " 7 gy }
Al = {alg, 3.11, 312, s e 3 almr LR }
(13.2)

»
|

= {a ., a ,a ve.s @
n {n(‘)’ nl’ “n2°’ " “am’ }

oo
Az A halmazok egyesitésének U A_-nek minden elemét (és
n=0
csak azokat) tartalmazza a (13, 2) végtelen tébl4zat és ebben U A
n=0
minden egyes eleme pontosan egyszer szerepel, hiszen An-ek diszjunkrok.

A (13, 2) tdbldzaton a fels8 bal sarokbol kiindulva és az elemeken az "észak-
oo

kelet- délnyugat” irdnnyal pirhuzamosan végigmenve U An elemeit
rendre megfeleltetjiik a T halmaz 0, 1,2, ... stb. elemn:inzk:
0 ——> 30(}
L2,
2 f—> alO
3 ——s a5
4 p—o a1,
o e .
Iy médon, miutédn U A minden eleméhez eljutunk, egy-egyértelmii
= oo
megfeleltetést létesitnetti?nk T és UO An kbzbtt, vagyls az utébbi meg-
0=

szdmlélhaté szdmossdgu. |
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Nyilvdnvalé, hogy véges sok megszimlilhaté szémosségu halmaz
egyesitése is megsz4mléblhats szdmossdgu (v.b. 4.3-Példa),

13, 3. Tétel. A racionélis szdmok halmazdnak. szdmossdga megszdm-
lathato.

Bizonyltds, Tekintsik elfszir a —g— alaku szdmok B halmazit,

ahol p, q €T, q# 0, melyek kozil idelglenesen kettSt akkor és csak ak-
kor tekintiink egyenléknek, ha mind a szdmldléjuk, mind pedig a neveziijik
Py P
megegyezik, vagyls —— = —=—— akkor &s csak akkor, ha p, = p, és
: q 99 1 2

q) = Gy B az Aq, q& T, q >0, halmazok egyesitése, ahol

A, ={—§-— : pe T}. Nyllvénvalo, hogy az A, 4€T, q>0, hal-

mazok diszjunktak és megszdmldlhaté szdmosséguak, tehdt a 13,2, Tétel
alapjdn B is, megszdmldlhaté szdmossdgu. A nem-negativ raciondlis sz4-
mok halmaza ekvivalens B egy végtelen részhalmazdval, melyet ugy kapunk,

hogy az azonos értékil E.E— alaku szdmok kozlll pontosan egyet tartunk

meg minden p, q € T, q # 0-ra a tobbit elhagyjuk, Igy a 13. 1. Tételbdl ki-
vetkezik, hogy a nem-negativ racionslis szdmok halmazdnak szdmosséga
megsziml4lhats, Miutdn a negativ raciondlis szdmok halmaza nyilvén
ekvivalens a nem-negativ raciondlls szdmok halmazdval, a 13.2, Tételt
xtvet§ megjegyzés szerint a kett8 egyesitése, vagyls, a raciondlis szdmok
halmaza 1s megszdmidlhato, |

Eredménylink mér azért is meglep§, mert intuitive ugy érezzik,
hogy "sokkal tobb" tortszdm van, mint egész szdm, Még meglepbbb azon-
ban, ha figyelembe vessziik, hogy érvényes a ktvetkez§

13.4, Tétel. Birmely két valos szdm kozitt végtelen sok raciondlis
szdm van.

Bizonyitds, Azt kell beldtnunk, hogy minden 2,b€R-re a <b ese-
tén, az A ={r :r raciondlis, a < r<b} halmaz végtelen (pontosabban,
mivel A racionélis szdmok halmazénak részhalmaza, megszdmlélhaté
szémossdgu). Mds szoval azt kell bebizonylitani, hogy az "a™ és b kozott
elhelyezked§ racionélis szdmok bérmely véges B halmazhoz vanr € A
melyre r ¢ B, Legyen B egy ilyen véges halmaz és jeltljik B legnagyobb
elemét ¢ -vel (ha B ={, akkor legyen ¢ = a), tehdt a<gc<b, Megmutat-
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juk, hogy a {c, b} intervallumban van raciondlis szidm, A valés szdmok
archimedesi tulajdonsdgdbsl (11, 1, Tétel) kivetkezik, hogy van olyan
q€T, q >0, mely nagyobb, mint a (c,b) intervallum hosszdnak reciproka:

L > 0, vagyls é <b - c. A qc szdmhoz nyilvdn taldlhats

q >
b-c¢
olyan p egész szém, hogy p-1<q ¢ < p. Akkor egyrészt c<-g- . Més-

részt pq— 1 < ¢, inmen
1 p~-1
_—t b - c) + ¢
q T < ( )
vagyls -(-?- < b. Ezekszerintaz r = -—-E—- raclondlis szdm a kivdat

tulajdonsdgu: ¢ < r<b .!

Ebbdl az eredménybfl nem szabad azt a kiivetkeztetést levonni, mint-
ha a raciondlis szdmok majdnem teljesen kitditenék a szdmegyenest {an-
nak intervallum4it). Igaz ugyanis a kovetkezd

13,5, Tétel , Bdrmely két valss szam kozott végtelen sok irraciond-
{s szAm van,

Bizonyitds, Azt kell beldtnunk, hogy minden a, b€R-re a <b ese-
ténaC= i g:8 lrraciondlis, a< s <b} halmaz végtelen. Ugyanugy mint
az el6bb ehhez elegend§ annyit bebizonyltani, hogy ha ¢, b€Rés c< b,
akkor a {c,b) intervallumban van irraciondlis szdm, Tudjuk az el6z§ tétel-
b8l hogy van racionilis r, melyre c < r<b. Megmutatjuk, hogy van irra-
clondlis s, melyre c<r<s<b. Ehhez elegend§ megmutatni, hogy van
irraciondlis t, melyre 0<t<b - 1} ekkorugyanisr<r + t<b és
az 8= r +t szdm irraciondlis (kbunyen beldthats, hogy egy racionélis és
egy irraciondlis szdm Usszege irraciondlis). A 11,1, Tételtab - xr >046s

% > 0 szdmokra alkalmazva, vann € T, n > 0, hogyn(b-r) S VT, vagy-

Y2

is 0 < -
vént tulajdonsdgu, !

< b -1 tehita t= irraciondlis sz4dm a ki-

Eszerint, a 13,1 Tétel figyelembevételével, az irraclonills szdmok
halmazédnak szdmosséga legaldbb akkora, mint a raclonélis szdmok hal-
mazinak szémossiga. Megmutatjuk, hogy val6jiban az irraciondlls szi-
mok halmazdnak szdmosasédga nagyobb mint a racionélis szdmoké, Ehhez
el@szor bebizonyitjuk a kbvetkez8 tételt,

13,6, Tétel. A [0, 1_] intervallum {pontjainak) szdmosséga nagyohb,
mint "\)o .
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Bizonyitds, A 13.4 vagy a 13, 5 Tételb6l tovabb4 a 13, 1, Tételbsl ki-
vetkezik, hogy a [0, }.] = {x €R; Ogxgl } halmaz szdmossdga legalébbNo.

Eszerint tehdt a T halmaz egy-egyértelmii médon leképezhet§ a [0, 1] hal-
mazba (1, 2, 1. Definici6). Tekintsiik T-nek egy [0, 1] -be t5rtén§ tetsz-
leges egy-egyértelmii leképezését és jelsljik xn-nel az n €T-nek megfele-
16 [0,1] -beli val6s szdmot. Megmutatjuk, hogy a[0, lj‘é{o,xl, XoponsX oo }
halmaz nem fires, vagyis, hogy van x € [ 0, 1] melyre bdrmely ne T~re

X # X - Ebb6l a célbol osszuk fel a [0, I] intervallumot hdrom egyenld

hosszusdgu intervallumra:

[o. 31, [+, %) (%, 1]

I

4]
e
[ i) " i | o
L ) ¥ Py = o
0 l X 3 1

3 Qo
13.1. dbra

E hérom intervallum kozbtt van legaldbb egy, melynek X mem ele-
me, jelbljlk ezt {vagy ezek kizlil az egyiket) Io-Ial. Osszuk fel most az I0

intervallumot h4drom egyenl8 hosszusdgu z4rt intervallumra és ez utébbiak
koziil jelolitk Il-gyel azt, melynek X, nem eleme, és igy tovébb, Ily mdédon

egymésba skatulydzott zdrt intervallumoknak egy sorozatit kapjuk,

[0,1]310 DI DL, Do DL D...,

mely a kivetkez8 tulajdonsdggal rendelkezik: minden n € T-3e

xkgéxn, 0<k<n.

e A valds szdmok Cantor-féle tulajdonsdga értelmében (12.1, Tétel)
nq 0 In nem lires, vagyls van x €R, hogy x € In minden n € T-re,
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Természetesen x 6[0, 1. Birmilyen n € T-t vesziink is x # x , mi-
velx &1 .1 .

A [o, 1] intervallum szdmossdgit kontinuum szdmossédgnak nevezzik
és c-vel jeloljik. Belattuk, hogy c >\\go. Eredményeinkbdl kovetkezik, hogy

afo, 1] intervallumban elhelyezked§ irraciondlis szdmok halmazdnak sz4-
mossdga is nagyobb No—ns’d. Ugyanis a [0, 1] intervallum a benne levé

raclondlis szdmok halmazdnak és irraciondlis szdmok halmazénak egyesi-
tése. Ha a [0, 1] -beli irraciondlis szdmok halmazanak gszdmosgsdgs is NO

lenne, akkor a 13. 2. Tételt kivetd megjegyzés értelmében (0, 1] szémos-
sdga is megszdmlélhaté lenne szemben legutébbi tételiinkkel, Bebizonyitha-
t6, hogy a [0, l] -beli irraciondlis szdmok halmazdnak szdmossdga 1s c,
Bebizonyithaté tovdbbd, hogy bdrmely intervallum és igy maga az R
halmaz is kontlnuum szdmossdgu. A kontinuum szdmossdgnidl nagyobb sz4-
mossag is van, Az a kérdés azonban, hogy van-e szidmossdg No és ¢ kbzote,

a halmazelmélet axiomatikus felépitésénél kiilon axismdt kivén, Egy ilyen
axiomatikus tdrgyaldsnél felvehetjikk axiomaként azt, hogy No és c kozott

nincs szdmossdg ("kontinuum hipotézis™), de felvehetjiik, e helyett, ennek
ellenkezGjét is. A kétféle alapon felépitett halmazelmélet te rmészetesen
kilonbizik egymadstsl,
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Negyedik fejezet

VEGTELEN NUMERIKUS SOROZATOK

14. Végtelen sorozatok elemi tulajdonsagai

Miiszaki és egyéb szdmitdsok sorin a legegyszeribb esetekben is
gyakran (vagy taldn legtobbszir) valcjdban szdmsorozatokat hatdrozunk
meg. Ezeknek a szdmsorozatoknak a tagjai "megktzelitik” a szdmltds vég-
eredményét. Miutdn rendszerint nem \ivénatos a szdmitds vég nélkiill foly-
tatdsa, megéllunk a szdmsorozat egy tagj4ndl és ezzel pétoljuk a végered-
ményt, Ez torténik 4ltaldban mér két egész sz4m osztdsdnil is, amennyl-
ben az végtelen (szakaszos) tizedestortre vezet. Ez trténik abban az eset-
ben is, amikor olyan egész szdmbél vonunk pl. négyzetgytbkst az ismert el-
jdrds utjin, mely nem négyzetszdm, Miundkét esetben (és 4ltaldban) a pon-
toss4gl ktvetelményektsl fiiggden megéllunk 2, 3, 10 vagy 20 tizedesjegy
utén €s az osztési, négyzetgyokvondsi stb, algoritmussal nyert szdm-
sorozatnak ezt a tagj4t haszndljuk a végeredmény helyett. A végtelen
szdmsorozatnak fontos, gyakorlatbsl ilsmert fogalméra adunk pontos meg-
hatarozist,

14,1, Definici6. Legyen adott egy a : TR fliggvény (mnely tehdt a
természetes szdmok halmaz4t a valés szdmok hal-
mazdba képezi le), ezt a figgvényt végtelen (nume-
rikus) sorozatmak nevezzik; az n¢€ T-hez az "a"
leképezés 4ital rendelt val6s szdmot (az "a" filgg-
vény értékét az n helyen) a_-nel Jel5ljiik és a soro-

zat n-edik tagjdnak nevezzilk.

A végtelen sorozatot &ltaldban tagiai felsoroldsédval adjuk meg.Igya
sorozatra a ktvetkez§ jeloléseket hasznéljuk: a,n €T, vagy

a,ns= 0,1,2, ... vagy 2 Ay vaes @, e végtelen sorozat, Ha

1
n# m, n, meT, akkor a és a a végtelen sorozat killénboz6 (indexil)
tagial még akkor is, ha az a és a m val6s szdmok egyenlk, A véptelen

sorozatot meg kell kiillonbtztetntink a tagjaibsl 4116 valés szdmhalmazt6l
az A= {an :n & T} C R halmaztsl. A végtelen sorozatnak mindig (meg-

sz4dmlé4lhat6an) végtelen sok tagja van, az A halmaz szdmossédga azonban
ennél kisebb (A elemeinek szdma véges) lehet, (1,4. és 13, pont),

- 50 -



14,1, Példa Aza = (- 1", n=0,1, 2, ... végtelen sorozat tagjai-

bsl é%ld A= }{( 1) tn E,T} szédmhalmaz szémosséga 2, ugyanis nyilvén
A=q1-1 1
A sorozat tagjainak "indexezését” természetesen nem szikséges
0-val kezdeni. Nyilvdn egy a ;: N+*+R flggvény is soxozat, ha
N = T\{O, 1, 2, ... m-l} , m& T. Ennek jelslése: a,n=m, m+l,,, .
A bm, m € T végtelen sorozatot 4z a_.n ET végtelen sorazat

részsorozatdnak hevezziik, ha minden m&€T-re hm =a . nme T és
m
Azt mondjuk, hogy az a,n € T végtelen sorozat korl4tos,

B < Py

feliilr6l korldtes, ill, alulrél korlitos, ha az {a 1ng T} szémhalmaz
korlatos, felillr8l korldtos, ill. alulrél kerldtes, (1,10, 2. Definicis). A so-
rozat tagjaibél 4ll6 {an, n € T} szdmhalmaz fels6, alsé, legkisebb felsS,

legnagyobb als6é korlatjait {amennyiben 1éteznek) az a,n & T sorozat fel-
86 stb. korldtjainak nevezzik, Azt mondjuk, hogy az a,n €T végtelen

sorozat monoton nivekedS, ill. monoton csdkkend, ha mindenn €T-re

a & a a1 i1, a > a a1 Azt mondjuk, hogy az a 2 P € T végte-

len sorozat szigoruan monoton névekeds, iil. szigoruan monoton cstkkend,

ha minden n € T-re a 2 i1, a>a . . Nyflvdnvals, hogy mo-

noton, ill. szigoruan monoton sorozatnak minden részsorozata is monoton,
ill. szigoruan monoton.

»

14, 1, Tétel. Minden a,n € T végtelen sorozathsl kivdlaszthats

monoton (ntvekedS, vagy cstikkend) részsorozat.

Bizonyitds, Bdrmilyen sorozat is a o B € T, a kibvetkez§ hérom ti-
pus valamelyikébe tartozik: {a) nincsen tagjai kozt legnagyobb: (b) van
tagjai kozote legnagyobb, de véges sok tag elhagydsa ut4n a megmaradt rész-
sorozathan mdr nincs legnagyobb tag, (¢) van tagjai kozt legnagyobb, és
bdrhogyan hagyunk.el a sorozatbél véges sok tagot, a megmaradt rész-
sorozatban is van legnagyobb tag., Ha sorozatunk az (a) tipusba tartozik a
kivdnt bm, m € T részsorozatot a kijvetkez6képpen konstrualjuk meg:

b, = a . Miutin a  nem a legnagyobb tag, van'n, €T, n, > 0, hogy
any = a a bl = &n.. Miutdn ap) nem a legnagyobb tag van o, € T,

n, > n , hogy aln2 > any (ha csak az n; -nél kisebb indexil tagok kozott
lenne an l-uel nagyobb tag, akkor a so_rozatban lenne legnagyobb tag, mi-

vel véges sok szdm kozbtt mindig van legnagyobk), b

g = anz, és igy tovibb,
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Oy médon, az eljirdst vég nélkill folytatva kivdlasztottunk a sorozathél egy
monoton néveked§ részsorozatot, Ha sorozatunk a (b) tipusba tartozik, ak-
kot véges sok tag elhagydsaval kivdlasztunk belfle egy {a) tipusu részso-
rozatot. Ez utébbi sorezathsl az elSbbiek szerint kivdlasztunk egy monoton
noveked6 részsorozatot, mely myilvédn az eredeti sorozatnak is a kivant
tulajdonsdggal rendelkezf részsorozata, Végiil, ha sorozatunk a (c) tipusba
tartozik és an a legnagyobb tagja, akkor bo = an . Az ao, a, ... a

0 o ! %
tagok elhagydsa utdn megmaradt részsorozatban is van legnagyobb tag:
a ,nyllvinn > n ésa < a_ , akkorb, =a . Aza,a,... a
n, 1 o n, n, 1 o, o1 0

tagok elhagyédsa utdn megmaradt részsorozatban is van legnagyobb tag
. - P . A o p
a_ . n2 > nl, a < a4 b:2 a, és igy tovdbb, Az eljardst vég
2 2 1 2
nélkiil folytatva kivdlasztottunk a sorozathsl egy monoton csokkend rész-
sorozatot, |

Legven a,n &€ T és bn’ n € T két végtelen sorozat, E két soro-

zat tsszegének (kililonbségének), ill, szorzatdnak nevezzik az a + bn, n€T,

ill, an bn' n € T végtelen sorozatokat. Tételezziik fel, hogy hn #0, necT;

a

n
5.0 € T végtelen sorozatot,
n

a két sorozat hdnyadosdnak nevezziik az

15. Végtelen sorozat hatarértéke

Az analizis legfontosabb fogalmat, a hatdrértéket értelmezzik vég-
telen sorozatokra,

15,1, Definici6, Azt mondjuk,hogy az an, n € T végtelen sorozat

hatdrértéke az { val6s szam, jelben: lim a ={,
n—o0
vagy a —> £,ba n—oco, ha ¢ mindenKy kor-

nyezetéhez van a o0 -nek X, kbrnyezete
(1. 12,2, és 12, 3. Definici6}, hogy minden
n€TNK__ -re a €K, . ’

o n £

Az elSbbivel nyilvdn ekvivalens a ktivetkez8

15,2, Definici6. Azt mondjuk, hogy az a_, n €T végtelen sorozat
hatdrértéke az £ valés szédm, jelbem: lim a =7,
vagy: -0
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an——>£, ha n— o0 , ha minden € >0-hoz van

NE€T, hogy mindenn 2N-re |a - £]1 < €, N-et
az £-hez tartozé kllszbbindem& nevezzlk,

15.3. Definici6, Azt mondjuk, hogy a,n € T végielen sorozat kon-

vergens, ha van {€ R hatirértéke.

15,1, Példa Az ——E—:-t—-i— , b € T végtelen sorozat konvergens és

lim - :1 = 1, Ugyanis legyen & tetsz6leges pozitiv szdm,
1 - OO
-li¢E, hal - <&
n+1 <G n+1 ’

n

mivel 0 én ra) < 1 minden n € T-ra. Innen egyszeri rendezéssel

n+l-n <&m+1)

1< En+&€
.L:_@- < n.

£

1 E: € aal nagyobb,

Jelbljiik N-nel az els6 természetes szidmot, mely

vagyls N € T és N > I;;E' . Han 2 N, akkor
n
EE R B

ami allitdsunkat bizonyitja, {Méisképpen kifejezve ugyanezt: minden
n
n€K e ot T € Ke)
S

15.4. Definicié., Ha az a.,n € T végtelen sorozat nem konvergens,

akkor azt mondjuk, hogy divergens. Ha az an,ne T
divergens sorozatra minden K g -hoz (X o0 -
hoz) van K » hogy minden n€ K -Te

ocor cor
ane Koo? (ane K_ 009 ), akkor azt mondjuk, hogy
az an, n € T sorozat OO-E (- co -hez) divergil,
jelben: lim a, = o0 ,{im a11 = - 0O).

n+Qo N =SS
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15. 1. Tétel, Ha az a n € T végtelen sorozat konvergens, akkor
korlétos.
Bizonyitds, Legyen 'g= iim a ésadott az & = 1 pozitlv szdm, akkor
van NE T, hogy minden n > N-re aué K/@. v vagyls 8 -1< an<,g+ 1.
Vezessiik be a kovetkezd jelsléseket

m = min (ao, a 1 ,e-i), M = max (ao, a "'aN-l'.gﬂ)

PR & 1

{(m 2z legkisebb, M pedig a legnagyobb a megfeleld zdrcjelben felsorolt szi-
mok kozitt). Ekkor nyilvan

m< a &M
n

minden nE€T-re. |

i5.2, Példa. A 14.1, Példéban szerepl§ (-l)n, n € T végtelen so-
rozat divergens (bir korldtos), Megmutatjuk e€l8szor, hogy 1 nem hatdrér-

téke a sorozatnak. Van &> 0, éspedigpl. £=
nyezetre van n € T/1K,, hogy (-1)R¢K

% ; hogy minden K, kor-
L
1, 3
Ugyanis barmilyen nagy szdmndl nagyobb természetes szdmokat te-
kinttink ig, azok kiizott van pdratlan szdm, &s ha n pdratlam, akkor

(-}‘)ll = - 1¢K 1 Tetszéleges £ € R-16l hasoniéan 14that6, hogy nem
1, =
2
hatérértéke a sorozatnak, ul, vagy 1, vagy -1 nem lesz eleme a I? 1
2
kbrnyezetnek, mirpedig ezek a szdmok tetszblegesen nagy indexeken tul

is fellépnek a sorozat tagjaiként,
nonnyen beldthats, hogy ha az a.,n € T sorozat konvergens, akkor

csak egy hatdrértéke van (t&bb nem). Tegyik fel ui,, hogy lim a = 4 .

k _Ig n- oo
Iim a_ =k éa /‘6# k, plL ﬂ(k. Legyen &= 7 nyll van
n—» oo n

Kﬁﬁ N ka,: §. Van azonban X o p’ i11. K o g hogy minden nGKmI;Ie

ane Kﬂ@ ég minden n & qu-ra aneK KE® Legyen pl. p<q.

N K ¢ ellentétben azzal, hogy ez

HanéKooq, akkor neKoop és ane KZE,

utébbi az lires halmaz, | - 54 -



Végtelen sorozatok hatdrértékének kiszdmitdsédt kbanyitik meg a ko-
vetkez§ tételek,

15, 2. Tétel. Ha az a,n € T végtelen sorozat konvergens, akkor az
f anl » €T végtelen sorozat is konvergens és

nl—j,.n;oianl = ’nlgfooan! :

Bizonyitds, Legyen /B=nlimooan és & tetszfleges pozitiv szdm (11.8)
————ee -
és a 15. 2, Definicis alapjdn van NE& T, hogy minden n > N-re

< <&l

o - 4

Ianl—!/?/l

15,3, Tétel Ha a.,n €T és bn' n € T konvergens sorozatok,
akkor osszeglik (killsnbségiik) 1s konvergens és

lim(a +b)=1lim a +Ilim b .
n—n B n

[~ 00 n —» oo n—co

Bizonmyltds., Legyen a= lim a b = lim bn és Etetszbleges po-

£ n—=Co0 - n—=co
zitlv szdm. Az -5 > 0 szdmhoz van NI &£ T és N2 & T, hogy minden
n = Nl-re, ill, mindenno > N2~re
€ &
o -al < om o -n) < S

Legyen N = max (NI’ NZ) (Nl és N2 ko7l a nagyobbik), ekkor min-
den n = N-re mindkét elfz8 egyenlbtlenség fennsll, Innen (11. 6) felhasz-
nélésdval

anibn~(ai-b)Ié!an-a] +lbn-bl<—2§—- + < . E

mindenn =2 N-re,!
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15.4 Tétel, Ha a, n € T kounvergens sorozatés c € R, akkor a

Can, n€ T sorozat is konvergens és

lim (Can) = ¢ lim a
n ~»oQ oo

Bizonyitds. Ha c =0, akkor a ca, n < T sorozata 0,0,...,0,..

sorozat, mely myilvdn konvergens és hatdrértéke 0.1im a = 0. Legyen
0 —» 0O
c#0, a=lm aﬁ és & tetszbleges pozitiv szdm, Ekkor az
H~>» 00
gzdmhoz van N&€ T, hogy minden n > N-re

°(>0

{

(e}

alc £,
2 - 2l

vagyis
[clfa, - al<E,

és (11, 5) alapjin

lca -caf(E. !
n

15.5. Tétel. Ha an, ne T és bn, n £ T konvergens sorozatek, ak-

kor szorzatuk is konvergens és

Imf{a b)= lim a ., Iim b_.
. _on'b v o
1~ Co B —»Co n—oo
Bizonyitds, Legvena = lim a_, b = lim b11 és € tetszbleges
it =0 n—0oo

pozitiv szdm.(11, 6} és (11, 5) felhaszmaldasdval megbecsiilitik az aﬁbn-ab

kiftonbséyg abszolut éritékét.

af |b_ -b]+[p]]a -al. (15. 1)



Jelbljiik az a,n € T sorozat egy pozitiv felzsé korl4tjét M-mel (a 15,1 és
és 15. 2 Tételekbbl kivetkezik, hogy ez a sorozat korldtos), Az —261\71 >0,

& .
iil, az RIS szédmhoz van N, € T, ill. N,€ T, hogy minden
nZ.Nl—re, I, minden naNZ-re

£ &
[b, - bf< 5, m. [, - a’<m

Legyen N = max (N T Nz). A (15. 1) becslést folytatva, az el8bbiek alap-
jén minden n > N-re

,aubn-abféfan’ ’bn - bl + ’hf {an - a[é

& & & . & _
S Mo+ [l IED AR

15. 6. Tétel. Ha an, neT és bn’ u€ T konvergens sorozatok bn # 0,
ne€T, és lim bn # 0, akkor hényadosuk is konver-

geus és oo
a lim a
n o a—-®
m = ime
i nesco B

Bizonyitds., Ha sikeriil bebizonyitanunk, hogy a tett feltevések mel-

lett az lb » 0 & T sorozat konvergens, és

iim 1 1

n—00 B

aholb = lim b , akkor el6z5 fételinket az s, n € T és ! serT

7~ 00 n
sorozatokra alkalmazva adedik 4liitdsunk, 1
Ha megadjuka b szdm Kb 1 kornyezetét (= ]bb 0, mi-

vel b # 0) van MET, hogy minden n>M-re b eKb mas széval
1 N
lbﬂ[>§ [b{>o. 2



Vezessiik be az

m=min ([b |, |byf s [By ] 3 12

jelslést, A feltevésekbfl kovetkezik, hogy m> 0, és a konstrukciébél az,
hogy minden nET-re |b ]> m, |b} > m. Legyen ¢ tetszdleges pozitiv

sz&m.Az Em>> 0 szémhoz van N€ T, hogy minden n > N-—re’h b[<€m .
Azonban

}_—_ —]-'.= b—bn = 1 b b <.
b b bb ib bi I n{ —
n n
1 2
S—7g&m =8,
m
ha n > N,|

Megjegyezziik, hogy ha el6z8 tételimkben a bn # 0 feltevést elhagy-

juk, dea lim hn # 0 feltevést megtartjuk, a tétel "lényegében" igaz ma-
n —»o0
rad. Az utébbi feltevésbBl, amint ez a bizonyitésbsl kitinik, kovetkezik
ugyanis, hogy legaldbbis bizonyos M& T indext6l kezdve minden n=> M-re
a
b # 0. Ezek szerint az

alkalmazhat6.

Megjegyezzikk tov4bbd, hogy a 15.1 - 15, 6 Tételek megforditisal
nem érvényesek. Pl. abbol, hogy egy sorozat tagjainak abszolut értékeibbl
4ll6 végtelen sorozat, ill, két sorozat Gsszege stb. konvergens, nem k-
vetkezik, hogy az eredeti sorozat, ill, sorozatok is konvergensek,

Az el8bbli tételek bizonyitdsalhoz hasonléan igazolhaték a kovetkezd
tételek. A bizonyitdsokat gyakorldsképpen az olvaséra bizzuk.

, n €T, nx>M végtelen sorozatra a tétel

n

15.7. Tétel. Konvergens sorozatmak minden részsorozata is kon-

vergens €s minden részsorozat hatirértéke megegye-
zik a sorozat hatdrértékével,

15.8. Tétel, Legyenek an, n€ T, bn, n €T és c n€ T végtelen

sorozatok és az elsf kett§ konvergens; ha lim a =
n-oo
= lim hn ={ 63 minden n-re a <c <b , akkor a
00 n-n n
c»n€ T sorozat is konvergens és lim ¢ = g.
- 58 - - - N->-00



15, 9. Tétel,

15,10, Tétel ,

Ha lm a = +00 , akkor lim |a l = oa.
I - OO N n

Ha lim a_ =00 és c # 0, akkor lim c a =i
t—» 00 D00

aszerint amint ¢ 2 0.

15,11, Tétel.

Ha lm a_= 0ésab_, n€T sorozat korlitos,
ne>co n
akkor lim (a b ) = 0,
na
n—»00

15, 12, Tétel, Ha Iiman=00 és Ian>p > 0, mindenr & T-re,

O—»=00
akkor lim abl =00
nn
nr—e

15,13, Tétel. Ha lim a =00 é5 a bn # 0, n €T sorozat korlétos,

15, 14. Tétel,

15. 15, Tétel,

15,16, Tétel.

15,17, Tétel.

fs igy tovibb,

akkor lim

R

N~

i—i:@
b
n

Ha ’an|>p > 0 minden n € T-re, bﬂ# 0,neT

és 1lim bn = 0, akkor

N>
a

lim bn .

n—0co n

Ha a,n € T korldtos és Hm Ihnl =00, akkor
B0

n =
iim 5 = 0,

n—»-O0 n

Ha egy sorozat Yoo -hez divergdl, akkor minden
részsorozata is +00 -hez divergil.

Ha lim a_ = f00és mindenn& T-re b sa,
n n n
n 00

akkor lim bn = ioo.
I~ Q0
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15.3, Példa, Legyen q € R, q >1, akkor a q%, n € T végtelen so-
rozat c@-hez divergdl, ugyanis fennéll a (11. 2) Bernoulli-féle egyenlftien-
ségésaz 1+n(q- 1), n€T végtelen sorozat oo -hez divergil.

15.4. Példa, Legyer q€R, lql <1, akkor a qn, ne€T végtelen
gorozat konvergens és hatdrértéke 0. Ugyanis, ha q =0 az 4llitds nyilvan-

n n
(*1—-) .-}_ , BE T
q q
n 1 ,
>1), T * 1w és a 15.15, Tételt az
A (3)

a = 1, n€T, {1l b11 = ( —%—) ., NE€T sorozatokra alkalmazva 4llitisunk
adédik,

valdan igaz. Ha q # 0, az el5z8 példa alapjdn az

sorozat co~hez divergdl ( -;—-

n
15,5, Példa, Legyena € R, a >0, a# 1, akkor lim V:: 1.
n ’ - a0
{ a-n, ahol n €T, n»2 mindig az "a" szdm pozitiv gyckét ért-
jik, 1. a megjegyzést a 10, pont végén.)
}j\'llitésunkat elfszbr az a > 1 feltevés mellett igazoljuk. Ebben az

n iy
esetben nyilvin a = V ajl, ésgq-= V a-ra alkalmazva a (11.2)
Bernoulli-féle egyenlStlenséget
n

a>l+n( a-1,

ahonnan n
a-1

0 < a-1 < = .

Ezek szerint tetszfleges &) 0-ra

s ’ a-1

Va1 < — <&,

a-1i
&

n

Um ]/2: lim — 1

=1 1 =
-0 n-a.cbn n-+cnn 1 Iim nl
Va' 2 e

feltéve, hogy n> . Ha O<a <1, akkor —al‘- >1 és

=1,1
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16. A hatarérték létezésének feltételej

A 15, 1. Tétel szilkséges feltételt adott végtelen sorozat konvergencl4-
jdra. Most el8gz6T a konvergencldnak egy elégséges feltételét bizonyltjuk.

16.1, Tétel. Legyen az a, n€ T végtelen sorozat monoton ntivekeds

(csukkend) és feldlrsl (alulrol) korlitos, akkor a soro-
zat konvergens és

Hm a_ =sup{an: n€ T}, (Inf {an:ne'f‘}).

n-—»ox

Bizonyitds, Csak monoton n8veked§ sorozat esetére bizonyitjuk a té-
telt, monoton cstkkens sorozat esetében a bizonyitds analég moédon végez-
hetd el. Legyen s = sup {an :né& T}. Minden Ks € -hoz van NET,
hogy ay € Ks ¢ {tl. s -€< aN < 8), Azonban miutdn a sorozat monoton

1 §

j = N- .
ntveked§, minden n = N-re an;aN £3 mivel 2 <8, ane Ks,& !

16. 1. Példa. Az el§z6 tétel a konvergenciira csak elégséges, de nem

n
szikkségeg feltételt ad, A (;13_ T’ n& T sorozat nyllvdn nem monoton, de
konvergens:

-n"

lim n+1

n->»o0

= 0,

16, 2, Példs, Az (1 + —]-11-)Il s 1€ T, n2>1 sorozat konvergens, Meg-

mutatjuk elfszir, hogy e sorozat monoton nvekedS. A binomidlls tétel
(8. 1. Tétel) alapién tetszflegesn €T, n > 1-re

n
1 1
a+ 3= Z\(i) = -
k=0 n

n n
_ )-" n(a-1) .., (n-k+l1)_ 1 L 2 k-1
PP D =1+/ g [0-da- 3 a-EL),
ki n k=1
(16, 1)
hasonl6an
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n+1

1
U+ 35
n
1 1 2 k-1 1
c14) L Arae a2y a-Ehs (16.2)
=i kl[ n+1 n+l n+l (n-l-l)n-i‘l !

A (16, 2) kifejezéshen szereplf n-tagu szumma k-adlk tagja minden
1< k&n-re nagyobb, mint a (16, 1) kifejezésben szerepl§ szumma megfe-
1 1

k-1
Y )s (1——ﬂTI), cars (1-;1—_3_—-1—-) rendre

1el§ tagja, mivel (1 -

magyobb,mint (1 - =, ..., (1 - =), ..., (1- 221 ), Ezért (16.2) szum-

mdéja nagyobb, mint (16, 1) szumma4éja. Miutdn ezen kivid {16, 2)-ben még
egy pozitly tag szerepel, mely (16, 1)-benr nem 1ép fel,

n
Yyt oner, o> 1.

1l n
(It =) < WA gay

Mésodszor megmutatjuk, hogy a sorozat fellilr8l korl&tos. A (16.1) -
ben szerepld szumma minden tagjdt megndveljlik, ha a szbgletes zdrojel-
ben 411G szorzat helyébe 1-et irunk, Ezért

1 n = I
(1+-;1-)<l+ Z e
k=1
Azonban nyilvdn

k=1,23, ...,

AN S S T

11
1n 1 1
I+—<l+ kz;l‘“m‘é“zkz -1



=1+ ——2-T<1+—11—' =3, n€T, n=>1,
1-3 =

A 16.1. Tételbdl kovetkezik a sorozat konvergencidja. A sorozat ha-
tirértékére az

e=hm(1+—l-ﬁ-)n
o000

jelolést vezetjlik be. Mlutdn a sorozat els§ tagja 2 és a sorozat monoton
ndveked6,

2+ <3,  n=23, ..
Igy hatdrértékére az e szdmra is fenndll

2 <e £ 3.
Az e szdm fontos szerepet jdtszik az analizisben, e irraciondlis szém,

e = 2,71828, ., .

A most kivetkez§ tételt késébb konvergencia-feltételek bizonyitdsdnal
felhaszndljuk,

16, 2, Tétel (Bolzano-Welerstrass-tétel), Korlitos végtelen sorozat-
nak van konvergens részsorozata,

Bizonyitds, A 14,1 Tétel alapjdn az adott korldtos sorozatmak van
monoton részsorozata. &yilvdn e monoton részsorozat is korlétos, tehdt g
16,1, Tétel alapjdn konvergens, |

16,3, Tétel, {Cauchy-féle kritérium), Az a, n€T végtelen sorozat

akkor és csak akkor konvergens, ha rendelkezik a k-
vetkezd tulajdonsdggal: minden £ >0-hoz van NE T,
hogy minden n, m 2 N-re

lan - am'<;{{ . (16.4)
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Bizonyitds, Miutén a tétel 4llitdsa szerint a feltétel a konvergenci4-
nak szikkséges és elégséges feltétele (1. 7. pont), a bizonyltds két részbél
11,

Elfszir bebizonyitjuk, hogy ha a sorozat konvergens, akkor zendel-
kezik a feltételként megadott tulaidonsdggal, Legyen £= lim a és & tet-
00

gzbleges pozitiv szdm, Az > 0 szédmhoz van N € T, hogy minden

&
2

= N, #i, 2 N- é e . £
nz N, {1, m= N-re ane K'Zf—zé" sam K&__g_ MiuténaKZ, %

intervallum hossza £, innen (16.4) kovetkezik,

Misodazor bebizonyitjuk, hogy ha a feltétel teljestil, akkor a sorozat
konvergens. Az &= 1 szémhoz a feltétel kovetkeztében van NE T, hogy
minden n 2 N-re

’an - aN|< 1, vagyls

ay - 1<an<aN+1.

Yezessik be az

il

m = min (ao, a.l, cens aN‘,l, aN - 1)

M

max(ao,a ve.y @ + 1)

1’ N-1' N

jelslést, Mindenn € T-re m< a s M, vagyls a sorozat korldtos. A Bol-
zano-Welerstrags-tétel alapjdn van a sorozatnak konvergens részsorozata:

A, 8 , 8 4, ...8 3 e.. nk<nk+l,k6’f;

Iim a =or. (16.5)
k —-co

Megmutatjuk, hogy r az eredeti sorozatnak is hatdrértéke. Legyen Ltet-

szfleges pozitlv szdm, akkor az >0 gzdmhoz egyrészt (16.5) miatt

> -
van N 1€.T, hogy minden o > Nl re

€

2 ?

fank' rf < (16.6)
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mdsrészt a feltétel mlatt van N2 & T, hogy minden > NZ’ n 2 Nz—
re,

]an—ank'< 5’ . (16.7)

Vezessiik be a N = max (Nl' Nz) jelolést, Minden n 2 N-re fenndll

n
k,
mind (16. §), mind pedig (16.7), tehdr

£_

5 =&, minden a2 N -re.!

A Cauchy-féle kritériumnzk nagy elméleti jelentGsége van, bér konk-
rét sorozatok konvergencidjdnak eldsntésére gyakorlatilag nem haszndljuk,
A konvergencia eldntése a Cauchy-kritérium alapjén ugyanis semmivel sem
kénnyebb, mint kézvetlenill a hatdrérték definicija alapjan. Azokat a soro-
zatokat, amelyek rendelkeznek a Cauchy-kritériumban megszivegezett tu-
lajdonsdggal, Cauchy-sorozatoknak nevezzik, E16z8 tételiink igy azt mond-
ja, hogy egy sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.

Visszatérve a val6s szdmoknak végtelen tizedestortek alakjdban tHr-
nénd elbdllitdsdhoz azt mondhatjuk, hogy badrmilyen végtelen tizedestirt az
als6 kizelit$ tortjeibsl 4116 végtelen sorozat hatirértéke, Egy végtelen ti-
zedestort alsé kbzelltd tortjeibdl 4116 sorozat ui, mindig Cauchy-sorozat,
miveiha m;n € T ég pl, m< n, akkor az n-edik {a tizedesvesszd utdn n
jegyet-tarta}.maz(j) és az m-edik als¢ kozelit§ tsrt killonbsége kisebb, mint

1007 <E, (E> 0 tetszéleges), ha m elég nagy (L. 15. 4. Példa,q = 0, 1),
A ﬁvalﬁs szdm pl. a gydkvonds algoritmusa utjn nyert

L 7% 1,73; 1,732, ...
sorozat hatirértéie.
16.3. Példa, Felirjuk a 0,63 = 0, 636363 ...

v
zedestortet ket egesz szAm hanyadosaként, A 0, 63 vé
adott valos szdm alsé kbzelitd tortiei

égtelen szakaszos ti-
gtelen tizedestorttel

6 6,6 0,63 0,636 0,6363; ...



sorozatdnak hatdrértéke, Miutdn e sorozat Cauchy-sorozat, konvergens,
A 15,7, Tételbl kisvetkezik, hogy a

0, 0,63; 0,6363;  0,636363; ...

részsorozat is konvergens és hatirértéke megegyezik az eredeti sorozat
hatdréreékével, Ennek a részsorozatnak az n-edik tagja

12 n

S Nt o~

0,6363...63 = 63,102

6

+63.10% +63.10°%+ ... +63.10 %" =

n -1 -2n
2 2.k 2 1 10
= 63,10 E (10 )y = 63,10 =3 ,
k:O 1 - 10

ahol a véges geometriai sor osszegképletét haszndltuk, A sorozat hatdr-
értéke a 15.3 és 15,4, Tételek valamint a 15,4 Példa eredményének fel-
hasznédl4sdval

. -in
0,63 = lim 63,1072 -1--—1-0—5-:0,53 S S
no»ao L. 100 0,99 1

17. Torlodasi pontok

17,1, Definici6. Legyen ACR; t€ R-t az A halmaz torléddsi pont-
jinak nevezzik, ha minden Kt kdrnyezethez van

végtelen szdmossdgu BC A, hogy BCKt.

A t torl6ddsi pont minden koTnyezetében tehdt A-nak "végtelen sok"
eleme van, Torlsd4si pontja ezek szerint csak végtelen szdmhalmaznak
lehet, Az el8bbi definicicval ekvivalens a kiivetkez§

17.1" Definici6. Legyen ACR: t € R-t az A halmaz torlédédsi pont-
jénak nevezzilk, ha minden K_kbrnyezetre
Ktﬂ(A Nt} Y # 8.
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E mdésodik definicls értelmében t torlodéds] pent, ha minden kbrnye-
nyezetében van A-nak t-tfl kiilénboz§ eleme. Megjegyezziik, hogy a t thr-
16dési pont nem szikségképpen eleme A-nak. Ritérve a két definicis ekvi-
valencidjénak bizonyitdsdra, az nyllvdnvals,hogy ha t torl6éddsi pont a 17, 1.
Definiclo értelmében, akkor a 17.1" értelmében Is az, Forditva, ha t tor-
loddsi pont a 17.1" Definici6 értelmében és Kt egy tetszlleges kéryezete,

akkor van aOE A, hogy a, #tés a.€ Kt’ Vezessik be a 531 = lao—t 1> 0 je-
lglést. Vana € A, hogya, # t, a, €K, o l(; Ko A ¢, =f3—t {>0 jels-

lést bevezetve van azé A, hogy a, £t aZEK - Kt’ és igy

C X
€2 9y
tovébb, Az eljérdst vég nélkil folytatva a B = {an :n € T}CA végtelen
halmazt kapjuk, a # a - ha n¥ més BCKt, vagyis t torléddsi pont a

17. 1. Definici6é értelmében is, !

17.1, Példa, A 13,4, 111, 13.5, Tételbl] kivetkezik, hogy bédrmely
t&R a raciondlis szdmok halmazdnak is és az irracionédlis szdmok halma-
zinak is torlédédsi pontja.

17.2, Definici6. Legyen a.,n € T végtelen szdmsorozat; t€ R-t

e sorozat torléddsi pontjdnak nevezzik, ha minden
K_kornyezethez van végtelen szdmossagu PCT,

hogy
{an : nE,P} _ Kt'

Bz a definici¢ analég a szdmhalmaz torl6dédsi pontjira adott 17,1, Defi-
niciéval, 17,1’ -vel anal6g definici6 azonban sorozatokra nem adhat6, amint
ez a kivetkez§ példdbsl kideriil,

17.2, Példa, A 14.1, és 15.2. Péld4ban szerepl (-1)", n € T vég-
telen sorozatdnak 1 és -1 torlodédsi pontjai, hiszen pl. minden Kl kbr-
nyezetre

i(-l)“ . n=2%, KET)C K,.
Azonban nyilvén pl,
3

Kl’lﬂ(g-l)ﬂ, seTi\f1}l=9.



17.1, Tétel, Az a o’ n € T véglelen sorozatnak t akkor és csak akkor ™

torlédési pontja, ha van a . DE T-nek t-hez konvergils
részsorozata.

Bizonyitds, Elfsztr megmutatjuk, hogy ha van ank, n < Doy

keT részsorozat, melyre lm a = t, akkor t az eredeti sorozatnak
- Tk
torioddsi pontja. Legyen ui, K a t pontnak egy tetszfleges kdrnyezete,

Van K, hogy minden ny c l\ -re, és ilyen . “végtelen sok" van,
& K
e

Mdésodszor mégmutatjuk, hogy ha t az a, n& T sorozat torléddsi

lontja, akkor van t-hez konvergdls részsorozat, Tekintsik a K kornye-

t.1

zetet; van POC T végtelen halmaz, hogy a € K han € Po' Legyen

t, I
n €Ep ésb =a2a , Tekintsiik K 1 kornyezetet; van P < T végtelen
o o] o] o, t, 5 1
ha}maz,hogyaué K 1,han€P r Legyenn &P vy
b3
nyilvén van} és b1 =a . Es igy tovdbb a k-adik l1épésben tekintstika K 1
1 b

kornyezetet,van PkC T végtelen halmaz, hogy a_€ K, 1,han€ P

>n (ilyen

o

Legyen ﬂke Pk’ o > L > > nl>n0 és bk = auk. Az eljdrést

folytatva egy bk’ k€T részsorozatot kaptunk, TFetszbleges K kornyezetet

véve van NET, hogy 'I( 1 - K Ekkor azonban minden k >N TE
N
bkéKtiC:K ICK !
k YN

Ezen tétel szerint tehdt konvergens sorozamak pontosan egy torléddsi
pontja van és ez a hatérériék (1. 15, 7. Tétel, melybbl az s kbvetkezik, hogy
ha egy sorozamak egynél tobb torlédési pontja van, akkor a sorozat diver-
gens). A sorozat torléddsi pontjdnak fogalma a hatdrérték fogalmdénak 4l-
taldnositdsa divergens sorozatokra (melyeknek hatdrériékilk ninecs, de tor-
16dasi pontjuk lehet),

n+1

17.3. Példa, Az (-I)n , D& T, n# 0végtelen sorozatnak

2k +1

T t
2k

két torl6dési pontja van 1 és -1, A k&T, k# 0 részsorozat



L 2k +1 2k+ 1) +1
hatdrértéke Hm ———=1, - { P +;2 !

n-»>oco
(2k+1)+1)
2k+ 1

k € T részsorbzat hatdr-

értéke lUm (-

n —-e o

= -1.

17, 2, Tétel, Korldtos végtelen sorozatnak van toxlédési pontja,

Blzonyltds., A Bolzano-Welerstrass-téie} alapjédn (16, 2, Tétel) kor-
lédtos sorozatnak van konvergens részsorozata és igy dllitdsunk a 17,1, Té-
telb6l azonnal kévetkezik, |

17,3, Tétel, Ha az a_, n€ T végielen sorozat torl¢ddsi pontjainak

C halinaza nem tlres és felulrsl (alulrél) korlitos, ak-
kor van legnagyubb (legkisebb) torlédési pont, va gyis
sup C (inf C) torléddsi pont.

Bizonyitds, A bizoayitdst csak fellllrSl korldros C esetére végezzik
el, Alulrél korlitos C esetében a bizonyitds analég médon torténik. Ha a
torleddsi pontok C halmaza nem iires és felillr6l korldtes, akkor létezik
L = sup C. Minden KL kornyezethez van t € C, hogy € KL' de akkor

clég kicsiny §7 > 0-t vdasztva Kt - KL és miutdin a sorozamak "végtelen
sok" tagia eleme Kt -nzk, ugyanaz érvényes KL-re, vagyis LE C, |
17, 3. Definicié, Jelsljik az 2. n€ T végtelen sorozat torléddsi

pontjainak halmazdt C-vel; ha a sorozat feldlrsl
korldtos és sup C létezik, akkor ezt 2 szdmot 2
sorozat limes superiorjinak nevezzik és lim a -

nel jelsljikk; ha a sorozat fe]tlirs]l nem korldtos,
akkor azt mondjuk, hogy lim a =+ ha a soro-

zat felilir6] korldtos, de C = U, akkor az mondjuk,
hogy lim a =-00.

17.4. Definicio, Jelsijik az a, n € T végielen sorozat torléddsi

pontjainak halmazidt C-vel;, ha a sorozat alulrél
korlétos és inf C 1étezik, akkor ezt a sxéniot a
sorozat limes inferiorjinak mevezzik és Um a -
nel jeltljiik; ha a sorozat alulrél nem korlétns,
akkor azt mondjuk, hogy lim lima =-c0; ha a so-

rozat alulrol korldtos, de C= 8 , akkor szt mondiui.
hogy lim a =+00.

Definicisink olyanok, hogy mmden sorozatnak van limes superioria
és limes inferioria.
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17.4. Példa. A 17.3, Példdban szerepl (-1)°

n# 0 sorozatra

Tim (-n"

n+
! , RE T,
n

n n+1l

Btlo g, lm(-D) =1L
n —_ 1
0"

17,5, Példa, A 2 n, n< T sorozatra

1 2 1 2k 1
(la e 2: 3 e v 2 : e TreraralE) ..‘)

2 23 22k-§-1

n n
Tm 2D 0 poo, 1m0 0 <,

A limes superior, ill, a limes inferior jellemz6 tulajdonsdgait adjak
a kovetkezl tételek, melyek bizonyitdsat gyakorldsképpen az olvaséra

hagyiuk,

17.4. Tétel.

17.5. Tétel.

17.6. Tétel.

17.7. Tétel,

LER az a8, m €T végtelen sorozatnak akkor és csak

limes superiorja, ha minden £>0-ra L+€£ -ndl nagyobb
tag legfel jebb csak véges sok, L- € -ndl nagyobb tag pe-
dig "végtelen sok” van a sorozatban,

£ER az a,n € T végtelen sorozatnak akkor és csak

akkor limes inferiorja, ha minden £>0-ra {- £ -nil
kisebb tag legleljebb csak véges sok, £ + € -ndl kisebb

tag pedig "végtelen sok’™ van a sorozatban,

LER, (L=+0c0, ill. L=-00) az a; n €T végtelen

sorozatnak akkor €s csak akkor limes superiorja, ha
L (oo, ill. - 0o} az a legnagyobb "szdm", amelyhez
konvergdld (divergdl6) részsorozata van a sorozatnak,

FER(£=-00 {ll. £ =+c0) az a_, n € T végtelen

sorozatnak akkor és csak akkor limes inferiorja, ha
f{-o00, ill. + co) az a legkisebb "szém", melyhez kon-
vergdl6 (divergil6) részsorozata van a serozatmak,

Az eléz6 két tételben a szam szot azért tettitk idéz8jelbe, mert ezekbeu
A tételekben a szdmok kozé soroljuk a +o9, ill. -0 szimbélumokat is, me-
lycket minden valés szdmndl nagyobbnak, ill. kisebbnek tekintimk.
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egyszeresen bsszefliggd felitletdarab V1. 168
siktartomény VI1.168

tartomény VII.10

térbeli tartomédny VI.168
egyszeri soksztgtartomény 1.183"
egyiitthaté métrix 1115

egyvaltoz6s valos fidggvény .7
ekvivalencia reldci6 1. 14

ekvivalens 4llitdsok 1.21

ekvivalens (egyenld szdmossdgu)halmazok 1.13
elégséges feltétel 1,21

elemi fuggvények 11,134

elemi oszlopmiiveletek I1.112

elemi sormiiveletek I11.108

elliptikus integrcal 1V, 61, 62

elmozdulds II1.7

elbjeles aldetermindns 111,86

elsdfaju elliptikus integrai 1V. 6}
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elsdfaiu szakaddsi hely IV.71
els8rendl explicit differendiilegyeniet rendszer VIIL. 69
elsdrendi nyomaték I1. 239, V.108
els§ varidci6és rendszer VIILL 137
eredd vektor HI. G
érint6 egyenlete 11.77
érintd egységvektor V1,22
éxintémoedszer 11.146
éxintbsik V.44 VI.51
érinté vektor VI. 16
er8vonal VI.115
euklideszi tér 11.9,111.145.1V, 82,83
komplex 1i1. 146
n-dimenziés valds
Buler-féle reldcio VI1.39
torittvonal VIII. 58, 59
Euler formula IIL 50
EBuler-modsz er VIIIL 65
Euler-tétei VI.75
evoluta V1.37,39
evolvens VI1.37, 39
exponenciilis fuggvény II. 63, 65, VIL 38

fézistér VIIL. 135

Fejér-tétel 1V, 81

felcserélési tétel H1.21

felosztds finomsdga 11.160, V.98VL. 130
felss Usszeg L1158, V.98

felszin 11.238, VI.60

felszin-vekior VI1.139

feltételes konvergencia V1.26

feltilet V. 22,23, VI.54

I11. 146

egyszerd zdrt VL. 55
forgds V1. 63
irényithato VI.54
nivé VI. 93
reguldris Vi. 54
szint V1. 93
feltilet-darab
egyszeresen Osszefiggl —— —— VL. 168
egyszerii VI. 48
reguliris V1. 48, 54
fellileti gorbe VI.50
felllleti pont
elliptikus V1.84
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hiperbolikus —— V1. 84
parabolikus — V1.84
ptandris VI. 84
szférikus VI. 84

feliillrél korlitos sorozat IV.16,18
fesziltség-tenzor VI, 110,113
fluxus VI1.142, 143
fokusz VIIL. 143
tabilis VIII. 143
stabilis VIII. 143
folytonosan differencidlhaté fiiggvény 11.89, 90, VI.12]
folytonos fuggvény I1.42,47, V.29
folytonossag 11. 42, V1. 8,9,117
folytonossédgi modulus Vv, 32
folytonos ut V.10
forgasfeliitet 11. 237, VI.63
felszine I1.236, VI1.63
forgdsszog 1. 21
cosinusa 11,21
sinusa I1.21
forgéstest térfogata 11.236
forgatényomaték Ii1.18
forrds VI.143
forrdserdsség VI.154
siiriség VI.156
forrdsmentes vektor-vektor fliggvény VI.174
Fourier-egyiitthaték IV. 66, 68,70, 88
dltaldnositott
Fourier-mdédszer VI 102, 209, 220
Fourier-sor IV. 64, 66, 67,70, 81
részietosszegel IV.75
f6érték 1. 45
féirdny VI.75
fonormaélis VI.26
fotengely térel 1H.177, 181
frekvencia 11.26
Frenet-féle formuldk VI, 31
funkciondl 11.163
fuggvény 1.9, 1.7, 1V.88, V.22, VL7

egyparaméteres vektor-skaldr V1.7
hiromparaméteres vektor-skalar V1. 182
mverz ——— .11

kétparaméteres vektor-skaldr - V1. 43
korlaros .13, v.23
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monoton ———— [1.12

Ggsszetett 1.12, V.29, VI.45
paratian I1.13

paAros .13

periodikus II.13
skalir~vektor V1. 87
szigoruan monoton .12
vektor-vektor V.144

értéke 1.9

értékhalmaza 1.9

értékkészlete 1.10

értelmezési tartomdnya [, 9
grafilionja alatti tartomdény 11.189
kiterjesztése 1,11

lesziikitése 1. 11

lokdlis tulajdonsdga II.29
megviltozdsa V.43

fiiggvények 11,12, V1.7, 22, VIIL. 23.90
dtlagos eltérése IV. 84

hdnyadosa I1.12

linedris fiiggetlensége VIIL 23, 90
linedris tsszefuggése VII. 23, 90
tsszege 11.12

szorzata I1. 12

3z 0gének cosinusa IV.84
tdvolsdga IV, 84
figgvényrendszer (ortogonalis) IV. 90
fuggvénysor 1V.7, 39
egyenletesen konvergens
konvergens 1v.39
maradékisszege IV.39
gsszege (hatdrfiiggvény) 1V. 39
részlettsszegei IV, 39

tagjal IV. 39

fiiggvénysorozat IV.34
fiiggvényvizsgilat 11. 106

V.39

Gauss-féle elsd alapforma V1. 67
elsfrendt f6mennyiség VI. 60
—— mésodik alapforma VI. 84
mdsodrendd fdmennyiség V1. 68
moédszer 111,118
Gauss-Osztrogradszkij-tétel VI. 149,168
geometriai-sor IV. 9,40, 46
goly6 V.10
z4art

V.12
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gomb V.12

gbmbi koordindtdk V.91

gorbe egyeniete [1.9

érintdje 11.75

ivhossza 11.233

gorbék érintkezése 11,120

gbrbesereg VI1.37

gorbesereg differencidlegyenlete VIII.12
gorbevonalu kcordindta-rendszer VI.181
gorbtlet 11. 121, VI, 25,70

£6 VI.78
normél Vi. 74
osszeg V1. 80
szorzat V.80

girbtileti kor V1. 32
gbrbtileti kdzéppont V1. 32
gorbitleti sugér I1.121, VI, 32
gradiens VI.89,185

grafikon 1.13,11.9, V.23
Green-tétel Vi.165

gyorsulds vektor VL. 18

gybk I11. 52

gytkkritérium, Cauchy-féle IV. 20,22

gyok muttiplicitdsa I1.17

gybkok elkilonitése 11,144

gyokok és egyltthatok kozotti dsszefugeések 11, 56
gyoktényez§ 11.15, I1.53

gyoktényezés alak 111. 53

gyiird I1.142

halmaz 1.7
rész 1.7
lires 1.7
valodi rész 1.7
eleme 1.7
inverz képe .10
képe 1.10

halmazalgebrai miveletek 1.8

hatmazfiggvény 11.191

Hamilton -féle operdtor VI.124
hdnyadoskritérium (d’ Alembert-féle) IV, 21,22
hdrmas integrél V.104

harmaonikus fiuggvény V1,175, VI, 31
harménikus sor IV.9

harmonikus tdrs VII. 32
hdromszog-egyenl8tlenség 111,148, V.7
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hasonlé matrixok I1.169

hatdrérték 1.52, 11.29, 31, 35, IV.8, V.24, 25, VL.8, 116,VIl. 11,18
hatdrfuggvény 1V, 35, 36, 38

hatdrozatian egyiitthaték médszere VI 52, 54
hatdrozatlan integrél 11.202, V1. 14

hatdrozott integrél 11.164,173

hatdrpont V.11, VIL. 9

hatvanyfilggvény II.88

hatvanysor IV. 45, 49, VIL 55

egyiitthatdja 1V. 45

konvergencia intervalluma 1V. 47, 49
sugara 1V.47, VIL 57

tartoménya IV. 46

hatvdnysorba fejtés 1V, 59

hatvinysor médszer VIIL 47

helyvektor III. 28

henger koordindtdk V.92

Hermite -féle interpoldciés polinom VIII. 108

hiba V.45
abszolut V.45
broklott V. 45
relativ V.45

hibakorldr V. 44

hibaszdmitds V.44

hiperbolikus figgvények 11.125
hiperbolikus spirélis II.142
hiperharmonikus sor IV.24

homogén linedris fliggvény 11.74
homogén linedris vektor-vektor fliggvény II1.165
Horner-féle elrendezés 11.152
hévezetés differencidlegyentete VIII, 20)
hurmédszer 11.145

Hurwitz -potinom VIIIL. 129

idempotens 1. 8
identitisoperitor 111165
imagindrius rész I1I. 42
implicit figgvény II. 54

implicit fuggvényrendszer V.89
irracionélis szdm 1.32
irreflexiv I.15

iterdcic 11,149 ~
iterdcitsorozat VIilL. 65
ivelem-négyzet V1. 67

ivhossz VI.1§

izokiina VIII.10
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izolile szinguldris hely VII. 61

Jacobi-féle fiiggvénydetermindns V.79, VI.52
jobb oldali differencidlhédnyados 11, 74

jobb oldali folytonossdg II. 42

jobb oldali hatdrérték II. 37

jobb rendszer 1i11.18

jobbrél differencidlhaté fiiggvény 11.74, IV.76
Jordan -féle teriiletfogalom I.185

kanonikus alak VII1.192
karakterisztikus egyentet 1H.126, 170 VIII.159
karakterisztikus polinom I11.126
Kepler-féle hordészabily 11,246
képzetes egység I11. 41

szam [II. 42

tengely 1I1.42

kettds integrdl V.99

kettds negdcis torvény 1,18
kétvéltozo6s filggvény grafikonja V.23
atatti tartominy V.103
kezdetiérték feladat VIII.8

kezd8fazis 11.26

kib@vitett matrix II1.116

kicsiben ardnytartd leképezés VIi, 37
kifejtési tétel 111,22

kisér§ triéder V1.29

kisord6 11.73

kommutativ 1. 8, I11. 9, 16, 38, 63
komplementer {(kiegészit8) halmaz 1.8, VIL 9
komplex figgvény VIL 10
differencidlhat6sdga VII, 27
folytonossdga VII. 21

kanonil us alakja VII. 17
vonalintegralja VIIL. 42
komplex fuggvényran ftétele VII. 49
komplex potencidl VII. 32

komplex szédm IIi. 38, 142

abszolut értéke Iil, 43
algebrai alakja Iil. 41
arcusa II1. 45
argumentuma III. 45
——— ——— imaginédrius része 11, 42
kanonikus alakja 1I1. 41
konjugaltja 111. 43
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modulusa IiL. 43

n-edig gyoke IIL. 47
redlis része 1II. 42
trigonometrikus alakja I11. 45
komplex szdmok halmaza IIl, 38
hianyadosa III. 39
osztdsa III. 40

komplex szér.sik Iil.41

komplex szdmsorozat VIL. 10
konjugdlt sorozata VII. 13
konvergencidja VIL 12
komponensek I, 9

konformis leképezés VII. 34, 37
konjunkci¢ 1.18

konkdv 11.110

konvergencia IV.7,8

abszolut V.26

itlagos 1vV.84
egyenletes 1v. 34, 85
feltételes IV.26
pontonkénti iv.71,76,85

intervatlum IV, 47

sugéar 1V, 47

szlikséges feltétele IV, 9,8
tartomany IV. 45

konvergens sor 1v.8,10,11,12
konvergens sorozat I. 53

konvex 11.110

konvex tartomény V.10
konzervativ vektor-vektor fiiggvény VI.169
koordindrafellilet V1. 182

koordindta oszlopvektor I 31
koordindta -sorozat 1V, 92
koordindtavonal VI.182

korlétos 1.34, VII.7,11

korldtos pontsorczat V.16

koridtos sorozat .51, VI.16,17,18
korldtos tartoméany V.9
kbrevolvens VI, 41

korfrekvencia II.26

koinyezet L.41, V.11, VI.7, 145, VII.8
sugara 1. 4]

kozelités IV.7

kozelitd tort 1. 39

kozépériéktételek 11. 93
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kozepes siiriség V, 107
Kronecker szimbdélum I1I. 64, 82
kupszelet egyenlete II. 54
kiilonbséghalmaz 1.8
kiilonbségi hdnyados .72
kiilsd figgvény V.29

kiilsd pont V.11, VII.9
kiilsd sokszog I1, 184

kils§ teritlet 11,184
kiisztbindex 1.53, VL 35, 36
kvadratikus forma 1iI. 180
kvadratikus métrix 111, 61
kvadratura VIII.15

kvantor 1.28

egzisztencia- és unicitds [.31
egzisztenciilis 1.29
univerzilis I.28

Lagrange-féle interpoldci6s polinom 11,19
kisizépértéktétet 11. 96, V.62, VI. 12, 93
maradéktag 11.124, V,65

multiplikdtor Vill. 42

Lamé-féle egyiitthatok VI.183
lanckovetkeztetés 1.22

ldncszabdly 11.81, V.54, VI. 45, 91

Laplace -féle parcidlis differencidlegyentet VI.175, VIL 31
Laplace-operdtor VI.126, 192, 193
Laurent-sor VII 6}

Lebesgue -féle integrdl IV,92

legkisebb feisd korldt (suprémum) L. 34
legkisebb négyzetek médszere V.74
legnagyobb alsé korlat (infimum) [. 34
Leibniz -formula II. 92

Leibniz -tétel 1V.14

Leibniz tipusu sor 1V.15

leképezés (fuggvény) 1.9

tényeges szinguldris hely VIL 62

limes inferior I, 69

limes superior 1.69

linedris differencidlegyenlet rendszer VI1.§7

homogén Viil. 89

inhomogén VIIL. 98
linedris egyenletrendszer 11I.115

homogén 111, 121

inhomogén — 11112}
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alaprendszere I11.124
altaldnps megoldédsa I[1.124
megoldasa II1,115

trividlis megolddsa II1.121
linedris funkciondl 11,182

linedris figgetlenség 111,14, 28,73, 143
linedris harmonikus rezgés 11. 26

linedris kombindcis HI1.12, 13,72, IV. 81

nem trividlis I11.72
linedris operdtor 11,182, IIL.165

antiszimmetrikus — ——I11.192

ferdén szimmetrikus 115,192

izometrikus 111,194

nem elfajule —— 111. 166

onadjungélt ——I1.175

pozitiv definit ~——[1L. 195

szimmetrikus — . 175

adjungéltja 111,173
invaridns altere II1. 170
koordindta matrixa
sajatértéke 1. 170
sajdtvektora I1.170
linedris dsszefiggés 111.14, 28,72, 143, VIIL. 24
linedris tér 111.143,1V.83
n-dimenzi6s —— ———I11. 144
linedris tortfliggvény VIL. 37
Lipschitz -feltétet VI, 77
egységes VIIL 78
lokdlis VI, 77
Ljapunov értelmében stabitis VIII. 128
logaritmikus spirédlis II.142
logaritmus figgvény II. 63,67, VII. 40
logikai érték 1.183
1ok4lic hé7is VI. 183
—— konvexitds 11,109
maximum II.14, V.23
—— minimum II. 14
novekedés tétete 11. 94
szélsBérték 11.94, V.23,67,73
lokalisan konkdv 11,108

konvex 11.108
Maclaurin-sor 1V. 49, 5}

magasabbrendi differencidl V.64
majoréls sor 1V.24, 46

majorans kritérium 11.223, 1V.17, 46
maradéktsz ‘g VI.13




sor iV.13

sorozat IV, 13

mésodfoku alak II1.180, 182
minden hatdaron tul finomods felosztés 11,160
miniméipolinom VIIf. 112
minimum ., 107
Minkowski-egyenlétlenség 1V, 83
minorélé sor IV. 24

minorans kritérium 1,224, 1V.18
minormétrix II1. 85, 109

monoton ndvekedés tétele 11,107
Muobius-szalag VI.54
muitiplicitas IIL 56

multiplikdtor médszer VIII. 42
munka VI1.129

nabla-operétor VI.124
n-dimenziés goly6 V.10
n-dinemziés metrikus tér V.8
n-edfoku Taylor polinom 11.122
n-edrendii érintkezés 11,120
‘n-edrendii matrix Ill. 61
n-edrendi médtrix IIL. 61
negdcié (tagadés) 1.18
négyzetesen integrdlhato fuggvény IV.82
négyzetes maétrix 1. 6]
nem izoldlt szinguldris pont V.14
neutrilis elem I11.141 :
Newton -~Leibniz formula 11.204, 206
Newton -~ Raphson-moédszer 11,146
norma Iil,146
normélis VI, 26

felileti Vi.68
normilmetszet VI.71
norméipolinom 1. 52
normailsik V1,29
normiéltartomény V.111,114,120
normdl vektor IIL. 31, VI. 51
egységvektor VI, 5l
novekmények Ssszehasonlitdsanak elve 11,115
nullopersitor 1I1. 165
nullsorozat V.13
null-tenzor V1. 102
nullvektor [11.7,72
numerikus integralas 11,243
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numerikus sor V.7
numerikus sorozat 1V.7
n-valtozos valés filggvény V. 22

nyeid V1.143
nyeregpont Vil.140
nyilt haimaz V1.9
nyilt tartomdény V.12
nyom VI.108
anyomaték V.i08

ordinata IL. 8

origé 11,28

ortogondlis 111.8, 18,149,152, 138,159, VL. 86

—— bdzis 1. 152, IV,8!}

bdzistranszformdcis 111. 153

-—— fiiggvényrendszer 1V, 86, 87, 92

sulyfuggvényre nézve — V. 93,95

matrix {11,159

sor IV.88, 90

sulyfiiggvény melletti — —— IV, 96

trajektoria V1.37, VIIL. 12

ortonormdlt bazis 1i1.24, 153, 1V.8}

ortonormalt fiiggvényrendszer 1V. 86,87, 92
sulyfliggvényre nézve

oszcilldcics tsszeg 11,169, V. 100

oszlopmdtrix IH. 60

oszlopvektor 111. 60, 71

srvénymentes vektor-vektor fuggvény VI, 170
osszefliggs tartomdny V.10

osszetett filggvény V.29

differencidlja V.56

osszetevdk 111, 9

pélya V1.17

pélyagorbe VI.72

palyamenti gyorsulds V1,35
palyamenti sebesség V1.35
paralelogramma szabdly 111 9
paralel-ktrok V1. 64

paraméteresen adott gorbék 11.134
paraméteres integral V.94
paraméter sik V1.43
paramétertranszformiciok Vi, 21, 32
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paramétervonalak VI. 48
parcidlis derivdlt V, 36, 40

k-adrendid — V. 47
mésodrendlf —— V.47
tiszta V.48
vegyes V.48

parciédlis integrdtas 1. 211
parcidlis tortek 11,2}
Parseval-formula IV, 92
Peano-féle axiémarendszer 1.17
peremfeltétel VIII. 9
periodikus fiiggvény V1.17
periodikus rezgdmozgds I, 26
pericdus 11,13, 26
Picard-féle sorozatos kozelités VIII. 80
Poisson-féle parcidlis differencidlegyenlet VI.175
poldrkoordindtdk 11.139
poldrkoordindtakban adott goirbék 11,134
normél tartomdny V,120
téglalap tartomdny V,117
poldr koordindta-rendszer 11.138, V.90
poldrszig 11.139
poldrtengely 11.139
poligon 11,183, VI.18
polinom 11.15, 1Il.352
fokszdma i1.15
gvoke II.15
polinom 4dtrendezése IV.105
polinom -elemii métrix VIIL 105
paolus 11, 139, VIL. 61
pélus rendje VI, 6]
pontbeli siirtiség V. 107
ponthalmaz V.17
pont kbrnvezete V.11
pontmegoldas VIII, 35,128
pontsorogzat V.16

divergens V.17

konvergens V.ib6
potencidifiggvény VI.169, VIIL 40
potencidlos vektor-vektor fiiggvény VI, 168
pozitiv definit méasodfoku alak 1. 182
pozitiv tagu sor IV.16,18
primitiv figgvény 1. 20}, 202, V1,14, VII.52
produktum fuggvény differencidlja V.56
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raciondlis egész fuggvény I1.15
szédm 1,32

~ tortfliggvény 1119
radiuszvektor 11,139
rang 111.108
realis rész I11.42
reciprok métrix 111.104
reductio ad absurdum 1,23
reflexiv I.14
reguldris térgorbe VI.25
rektifikdlhat6 gbrbe VI.18
rektifikdlo sik VI.29
rendezési reldci¢ 1.15
rendezett elem n-esek 1,13
rendezett elempdr 1.12
rendezett szdm n-es I11.71,V.7
részintervallum 1V.23
részlettsszeg IV.8
részletdsszegek sorozata IV. 9,16, 30, 42, 52
részlettortek 11,21
részsorozat 1V.9,10,29
hatdrériéke 1V, 11
rezgés amplitudéja I1. 26
fdzisa 11.26
rezgésszim 11,26
reziduum VIL. 67
reziduum tétet V1L, 67
rezultins vektor II1. 9
Riemann-féle integrdl 1V, 82
Riemann- integrédlhatosdg I1V. 92
Riemann- Lebesgue-lemma IV.71,79
Riemann szerint integrdlhaté figgvény 11.164
Riemann -tétel IV, 27
Riesz Frigyes tétele 1V.92
Rolle-tétel 11. 95
roticio Vi.124,164,167,192
rotdcismentes vektor-vektor filggvény VI.170,179
Ruffini-Abel-térel 11.144
rugalmas hur rezgései VIIL. 210
rugalmas membrin rezgései VIIL 217

sajdtéreék 111,125,170, VIII.159
sajdtvektor 111.124,170
sebességvektor V1. 17

semidefinit méasodfoku aiak I1i1. 182
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sik 1iL. 31

egyenletének Hesse-féle normdlalakja {i1. 3!
—— paramétercs vektoregyenlete I1i. 33
vektoregyenlete 111,31

siktartomsny [1.191, V.9

teriliete 11.183, 185

simulékor 11.120, VI.32

simulésik Vi.27

Stmpson-szabdly 11, 246

skaldr eloszlés VL. 87

skaldrinvaridnys VI.108

skaldris szorzds 111. 15,145,146, 1V. 82,85
skaldrmezd VI.87

sokszog 11.133

soksztgvonal 11,183

sor IV.7
geometriai Iv.9
harmonikus 1v.9
hiperharmonikus V.24
ortogondlis Iv.88

——— Atrendezése 1V, 26

konvergencidija 1V.8

tsszege V.8

sormatrix 111, 61

sorozat (végtelen numerikus) 1. 50, IV.7

divergens 1.53,1v. 10,17

feltilr6l korldtos, alulrdél korldtos 1. 51
konvergens 1.53, 1v.11

korldtos 1.5

monoton 1.51

rész 1.51

szigoruan monoton 1.3
hatdréreeke 1,52

n-edik tagja 1.50

sor-oszlop kombiniléas 1L 65
sorvektor {11. 61,71

spur VI.108

stabilis métrix VIi1.13]

stabilis rendszer V1,133

stabilitds VIIL. 127

Stokes-tétel VI.156, 167

sugarpont VIIL, 29

sulyfiggvény 1V, 85

sulyfuggvényre vonatkoz6 norma IV, 85
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suiyfuggvény szerinti integrilkozép I1, 200
sulyozott szdmtani kozép [1.196

sulypont I1. 240, HI.35

suprgmum 1.34

siirisség V. 107

szakaddsi hely I1.45

elsdfaju —11.46

iényeges 11. 46

mdsodfaju — 1L 46

megsziintethet§ —— 11. 45
szdmossag 1. 13

kontinuum I.49

I.15

megszamlalhatoan végtelen
szamegyenes 1.40
szektortartomadny I1.23]
szélsBérték-hely II. 94
"szemi fakroridlis" 11,220
szigoruan cstkkend 11,107
szigoruan novekvs 1. 107
szimmetrikus 1. 14
szimplex tablazat 111,138
szingutdris hely VIL 6]
szinguldris megoldids VIII. 35,128
szorzatsor IV, 3]
szogsebesség vektor 111, 34, VI. 110
szogtart6 leképezés VIL. 37
szukcessziv approximécis VIII. 80
szuperpozicio elve VIIL.155
sziikséges és elégséges feltétel 1,22
sziikséges feltétel 1.2]

tagadds (negécio) 118
rartomény V.9, VIL. 10
armérdje V. 9

hatdra V.!1
felosztdsa V.97
lezdrasa V.12
tartomdanyo} ravolsdga V.9
tavolsdg I11.28, V.7
Tayior-formula V.65, V1. 13, 46
Taylor-polinom IV, 49
Tavlor-sor V.49 VIL 58
egyértelmitsége IV.50
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tégla V.14

nyilt V.14

zart V.14
téglalap szabsly 11,244
téglatsszeg 11.167
tenzor [ 165, VI.100
térfogattorzulds mértéke VI. 109
térgorbe V1,15

zdrt —— V5L 15
természetes alapu logaritmus fifggvény I, 88
természetes paraméter V1, 21
teriitet 11. 185
test I11. 142
tétel 1.16
tortsddsi pont 1,66, 67, V.17,18, VIL 8
torusz VI. 66
torzié V1.30
totdlisan differencidlhat6 fiiggvény V1. 45
totélis differencidlhatosig V. 38
ttbbes integrdl V.104
tobbszdros gytk 11,16
tomeg V.107
tbmegkizéppont V,.108
trajektéria Vi.17, VII1.72,135
transzpondlt métrix I, 62
trapéz szabdly II. 245
tranzitiv 1. 14,15
trichotom 1.15
trigonometrikus azonossdgok 11, 22
trigonometrikus figgvény szerint haladé sor IV.69
trigonometrikus polinom 1V, 64
trigonometrikus sor 1V, 64
trividlis megoldds I11.121, VI, 22
valds euklideszi tér 1V, 83
valés szdm .32, 111142
valés szdmhalmaz axiémdi 1. 32
valds tengely 11 42
valtakozd elSjell sor IV, 14
Vandermonde -determinédns IH.100
véges differencidk médszere VIIL 57
végtelen figgvénysorozat IV, 34
konvergencidja 1V. 34
végtelen komplex szdmsor VII, 15
abszolut kenvergenciija V1L 16
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feltételes konvergencidja VIL7
végtelen linedris kombindcisé 1V. 8]
végtelen numerikus sor IV.7
divergencidja 1V.8
konvergencidja V.8
ovsszege 1V.8
végtelen numerikus sorozat V.7
vegyesszoxzat 11I.21

vektor [IL.7, 143, IV.81

abszolut értéke IfL.7

Allasa 111.7

ellentettje 111 9

hossza 11L.7

irdnya II1.7

kezdbpontja I11.8

koordindtdi H1.24,15)

négyzete 111.17

végpontja I1L. 8

vektoregyeniet 11,30

vektoreloszids VI.114

vektordlis szorzac I11.19
vektorinvaridns VI. 1006

vektormezd VI.114

vektorok 1.7, IV.18]

koltinedris HL.7
komplanéris iI1.7,28
padrhuzamos 1. 7, 20

osztdsa Ii1.24

szoge 111.8,149

vektor-tér 111.143

vektorvonal VI, 115

Vieti-[éle formuldk 1. 56

vonalelem VIIL. 9
Weierstrass-kritérium 1V, 39, 44
Weijerstrass tétele 11.53, V.33, VILO
Wronski-féle determindns VIIL. 23, 90

zért halmaz VIL. 9
zdrt tartomany V.12
zérushely [I1. 52
zérusmatrix Ii1. 60
zérusvektor 111.72
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