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AZ OLVASOHOZ

Eza jegyzet a Matematika c, jegyzetsorozat IV, kitete, A sorozat a ki-
vetkez8 kbtetekbdl 4il:

I, ktitet. A matematika alapjai
II, kttet, Egyvéltozds valés fggvények
M. kttet, Linedris algebra '
IV, ktet, - Végtelen sorok -
V. kiitet,  Tobbvéltozés valds fuggvények
VI, ktitet, Differeuciélgeometria és3 vektoranalizis
VIL kitet. Komplex Riggvények
VIHI. kYtet. Differencidlegyenletek

A sorozat a szigorlati Matematika anyagoet tartalmazza, A jegyzet azok-
hoz a gépészmérnik-hallgatékhoz s26l, -akik a Matematika c. tdrgy elSaddsait
és gyakorlatait ldtogatjidk, Ezért aem tartalmaz hosszadalmas magyarézatokat,
bevezet6 €s illusztrativ példdkat stb, , hanem “csupdn" a tulajdonképpenl anya-
got lehetfség szerint teljességre és maxim4lls t¥mbrségre t¥rekedve. (A leve-
lez6 hallgat6k szdméra kiilon utmutaté csatlakozik a sorozathoz.) A sorozatot
a Matematika Példatér kitetel egészitik ki, amelyekben az olvasd nagy szdmu
kidolgozott és kidolgozatlan példdt és feladatot taldl,

A ktet fejezetekre, a fejezetek pontokra vannak osztva, de a pontok szd-
mozdsa a fejezetektdl filggetlentl, folyamatosan tdrtént. Az egyés pontokon
belitl kitldn-kiltn szdmozzuk a definicidkat, tételeket (segédrételeket, kbvetkez-
‘ményeket), példdkat, formuldkat, illetve dbrékat. A példdk részben a nehéz’
fogalmakat, tételeket vildgitjik meg, részben "ellenpéldik” és nagyrészt az
elméleti anyag szerves részét képezik, A hivatkozdsok egy kbteten belil az
idézett definici6, tétel stb. szdménak megaddsdval, mds kitet esetében, ezen-
kivil a hivatkozott kitet szdmdnak megaddsdval trténik (mindkét esetben a fe-
jezet megadésa nélkyl). Tehdt pl. az I. Kutetben a "1, 13.2 Tétel" hivatkozés.
az I, Kotet 13, pont 2. tételét jelenti; a Il. Kttetben ugyanerre a tételre ugy
hivatkozunk: "1. I. Kdtet, 13.2 Tétel", A blzonyitdsok végét pont és felkiflts-
jel jelzi; . ! »

Az Irodalomjegyzék elsfsorban az anyag Irént mélyebben érdeki6ds olva-
sonak ajdnlott miivek és nem az eredmények eredeti forrdsainak clmeit tartal-
mazza, Az irodalomjegyzékben felgorolt mtivekre szbgletes zdré6jelbe tett szd-
mokkal hivatkozunk,

Bp. 197 mércius A szerkeszt6-
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Elsd fejezet

NUMERIKUS SOROK

1. Végtelen sor konvergencija

Sorokkal elsGsorban azért foglalkozunk, mert médot nyujtanak fiiggvé-
nyeknek egyszerlibb figgvények segitségével valé elffllitdsdra, kizelitésére
{(approximdciGjéra) és igy megkdnnyitik figgvényekkel kapcsolatos bizonyos fe-
ladatok (pl. integrélds} megoldds4t, Ahhoz azonban, hogy figgvényeket el6411i-
t6 un. filggvénysorokkal foglalkozhassunk, elészdr sz4mokb6l alkotott un. nu-
merikus sorokkal kell foglalkoznunk,

Ebben a pontban bevezetjuk a végtelen sor fogalmét, értelmezziik konver-
gencidjdt, a konvergencia bizonyos kritériumait, valamint a sorokkat végezhet§
egyes miiveleteket tirgyaljuk,

Az I, Kbtet Negyedik fejezetében megismertik a végtelen numerikus so-
rozat fogalmdt és néhény tulajdonségédt. E gondolatmenet tovibbfejlesztése ve-
zet el a végtelen numerikus sor fogalmghoz.

1. 1 Definicié. Legyen a. k€T (T a természetes gzdmok halmaza)

tetszfleges numerikus sorozat; akkor a bel6le képezett

- _
8, = [é) a,m eET végtelen sorozatot az a, - K bél atko-
tott végtelen numerikus somak nevezzigk, és a kiivetke-
z0képpen jelsljuk:

Zak.' {1.1)

k=0

Az 1,1 Definici6 szerint tehdt

e



82= Zak =ao+a1+a2

n
Zak =a0+a1+a2+...ji-an (1.2)
k=0 :

a.k-t az (L. 1) sor k-adik tagjdnak sn-et a sor n-edik részlettsszegének

nevezzik, (A sor a nulladik tagjdval kezdddik). Az igy definidlt sor tulaj-
dongégainak vizsgdlatit célszerten Visszavezethetjlik a részlettsszegei-
b6l alkotott-sorozat tulajdonsdgainak vizsgélatdra,

1.2 Definicis, - A Z a végtelen sort konvergensnek nevezziik, ha
k=0
részletlsszegei sorozaténak van véges s hatdrértéke;
ezt a hatdrértéket a sor Usszegének nevezzik és azt

‘irjuk, hogy

k=

Ha a végtelen sor nem konvergens, akkor divergensnek nevezzilk. A sort
éltalﬁban nem részletﬁsszegei s € T sorozatédval, hanem a

szimbolummal, vagyis a sor tagja.wal adjuk meg., Ezért lehe-
% %

k=0
t6leg a tagok tulajdonsédgai alapjdn is tudnunk kell felismerni a konvergen-

clét,
1,1 Tétel, {Canchy-féle kritérium.) A Z a sor konvergenci-
: k=0
djénak sztikséges és elégséges feltétele, hogy minden
£ > 0-hoz 1étezzék olyan N € T, hogy bdrmelyn 2 N
- és birmely m Z 1-re

. < _
Ian+1 ta ot +au+ml € legyen.
o
Bizonyltds, Az 1,2 Definici6 szerint a Z ak végtelen sort akkor mond-
k=0"

juk konvergensnek, ha részletSsszegeinek sn, n € T végtelen sorozata

konvergens. A sorozatokra vonatkoz6 Cauchy-féle kritérium (I Kotct
16, 3 Tétel) szerint az .1 € T sorozat akkor és csak akkor konvergens
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ha minden € >0-hoz van N € T, hogy minden n ZN-1re és m 2 I-re

- = - -o * a.+> << . !
tsn+m Sn! i'anH. +a-n+2 + a'11-*-1’11' €
” .
1, 2 Tétel, Haa Z 8, sor konvergens, akkor lima =0,
e o _ Nemco A

Bizopzl_'té"s. Az dllitds az el6z6 tétel kbzvetlen kiivetkezménye, Ha ui, a

3, sor konvergens és az el8z6 tételt az m=1 esetre alkalmazzuk, azt
k=0
kapjuk, hogy minden. £>0-ra | a /<€, hanelég negy.!

0

1.1 Példa. Tekintsitk a Z qk végtelen geometriai sort (Q€ R, g #0),
k=0

Ha {giZ1, az 1,2 Tétel szerint a sor divergens, mivel a konvergencia

szilkséges feltéele nemteljestl: klg’lg qk # 0 (I, I, Kotet, 15,3 Példa).

Ha 1q1 <1, akkor a sor n-edik részietosszege

N R ET ik
= - - q ’
és
o
1
Z =lim s = 57— 1.3y
i-~qg . )
oo
mivel im qﬂ.ﬂ =0 (J, I, Katet 15, 4 Péida),

Ii oo

Az 1,2 Tételben szereplf feltétel a konvergencidnak csak szikséges, de
nem elégséges feltérele. Bzt mutatja a kéverkezd

i,2Péida, Tek' HH Z — végielen harmonikus sort, vagyis a sor
: k=1
. ., o1 1
k-adik tag]aak— palt =1,2,3... . Nyilvian hmak 1_1:30 T =0, a sor
mégis divergens, Vizsgéljuk ugyanis a részletdsszegek §.n= 1,2,...

sorozatdnak s & 3'8’ ey 52m 1 «es TESZSOTOZALAL:



m=2’3i res 3

shol a tagokat célszerlien csoportogitottuk. Ha riinden csoportban minden
tagot a csoport utolsé legkisebb tagjdval helyettesitjik, az bsszeg €rtékét
cstkkentjik, vagyis

1 1 1 1 1 1 1
s2m>1+ AP R Y g g e
+(zm-zm'1)-'-1;1=
2

1 1 L, m-1 1
‘1+'—2_+2¢ 4+4- 8 +-o.+2 m'

2

SR 1 I
_1+2+-—§-+2+...+2—1+m 7

Mmtanhm(l+-—-——) oo , az I. Kdtet 15, 17 Tétel szerint lim s = oo

” m-»oa 2
is fennéll. S R = 1,2, ... -nek, tehdt van divergens részsorozata, igy

e sorozatl sem konvergens. |

. o0
. 3 Tétel, Haa Z a, sor konvergens ég Yaszege A, valamint a
k=0
] .
Z bk sor-is konvergens és dsszege B, akkor a
k=0
o

Z (a.k t bk) sor is konvergens és Ysszege A +B,
=0

Bizonyitds, Jeldljlik az elsé, illetve a mésodlk sor n-edik régzletlssze~

gét sn-nei, illetve rn-nel, azaz 8 = Z a ésr = Z b
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s, tx mint véges szdmu taghol 4116 bsszeg 4trendezhetd a kivetkezs-
képpen

s+r Z(ak-(-b),

ami a Z (ak + b } sor n-edlk részlettisszege. Minthogy s 1 € Tés
k=0
ron € T konvergens sorozatok az I, Kotet, 15,3 Tétel szerint a beld-

ltik képzert S + r.n €Tisaz éshalims = A, valamintlim r =B,
n-b-un' n-v-umn
akkor lim (snirn):Aj: B.!

N -»og

Mg

1. 4 Tétel, Legyen a a, sor konvergens és Usszege A, vala-
k=0
mint ¢ € R, akkor a i cak sor is konvergens és
k=0 '
Ysszege cA,
Bizonyitds, Legyen az eredeti sor n-edik részletdsszege s, = Z a ég
k=
n
a c-vel megszorozotté 5 = Z cay. akkor
T k=0

> eagze )
= ca, =¢ =Cc 8 .
S G KX n
Tehét az I. kitet 15,4 Térelbdl kivetkezik a mdsodik sor konvergencidja
és az, hogy halim Sn = A, akkor lim S = cA. !
n-»eo _ nwa M

1, 5 Tétel, - Konvergens sorba tetszfleges szdmu -zdréjelet ikrat-
hatunk be anélkiil, hogy a korivergencia ténye, vagy a
sor Bsszege megvaltoznék.

Bizonyitds, E tétel az I, Kitet 15,7 Tétel egyszeril kbvetkezménye,
Az idézett tétel szerint ugyanis konvergens sorozal minden résgzsorozata
konvergens és minden részsorozat hatdrériéke megegycrik a sorozat
[
hatdrértékével, Haa Z a.k konvergens sorba tétszéleges szamu z4rd -
=0 .
jelet iktatunk, vagyls az egymds utdn kdvetkezd tagokbél véges szdmu

- 11 -



tagot csoportositva ezeket egyetlen taggd vonjuk Yssze, olyan végtelen
sort kapunk, amely részlettsszegeinek sorozata az eredeti sox részlet-
dsszegel sorozatdnak részsorozata, !

Az 1.5 Tétel divergens sorra nem alkalmazhatd ugyanis zdrdjelek beikta -
tdsdval divergens sorbdl konvergens sort nyerhetiink,

1.3 Példa. Tekintsiik az aldbbi végtelen, nem konvergens sort:
1-l4l-1+1-14~00, +(-D"+.00,
két-két tagjdt zdrGjelbe téve az igy kapott sor Usszege nulla:
(1-D4(L- 1)+ 1+-0e.=0,
vagy médsképpen zirdjelezve, a sor Osszege 1:

1-(1-1)-(1-1)-(1-1)-,..=1,

) DO
1,6 Tétel. Barmely Z a végtelen sor véges szdmu tagjdt el-
k=0 '

hagyhatjuk anélkil, hogy asor konvergens, illetve di-
vergens tulajdonsdga megvéltoznék,
oo
Bizonyitds., Legyen a Z &y végtelen sor utolsé elhagyott tagja az N0~
' k=0
adik, Ekkor az 1.1 Tétel szerint, ha a sor konvergens, minden & >0-hoz
taldlhat6 olyan N € T, ahol N> NO’ hogy minden nZ N-re és m Z 1-te

la -5 l=]a + a

F...F < £ .
n+m B n+1 n+2 * an+m| €

Tehét a konvergens sor véges szdmu tagjénak elhagydsa utdn keletkez6
sor is konvergens marad, Ha az eredeti sor divergens volt, akkor az 1.1
Tétel szerint van olyan £ >0, hogy nem taldlhaté olyan N > NO, melyre

a fenti egyenlbtlenség teljesill, vagyis véges szdmu tag elhagydsa utdn a
divergens sor tovébbra is divergens marad, ! »
Az e18z6htz hasonl6ay bizonyithats be az aldbbi tétel, melynek bizonyi-

t4gdr az olvaséra bizzuk.

oG
1,7 Tétel, Bérmely Z a, végtelen sorhoz véges szdmu tagot hoz-
’ k=0 : T

zdadhatunk anélkul, hogy a sor konvergeps, illetve di~
vergens tulajdonsdga megvéltoznék,

-12 -




Konvergens sor Osszegét természetesen véges szdmu tag elhagyésa, illet-
ve beiktatdsa 4ltaldban megviltoztathatja.

1,3 Definicié, A Z a konvergens gor els8 n tagjdnak (n € T) elha-
k=0
. gydsédval nyert

Z.o | »
h. = (L. 4)
o k=n+lak :

konvergens sor dsszegét az eredeti sor n-edik mara-

dékBsszegének nevezzik,
Az 1,6 Tételbll kivetkezik, hogy az (1. 4) jobb oldalin 4116 végtelen sor,
az ugynevezett maradékosszeg-sor konvergens, (Beszélink a maradékiosz-
szeg-sorrdl idénként akkor is, amikor az, illetve az eredeti sor diver-
gens). E sor m-edik részletdsszege

=g -5 m=1512, ...
nm a+m n’ Ry

ahol Sn’ itletve Sn +m az eredeti sor n-edik, illetve (n+m)-edik részletisz-

gzege, oo
Mivel rdgzitett n mellett lim Sitm ™ Z & ., ezért
. . m-»ce k=0
- o0
h o= lim hnm = Z a s . (1,5)
mareo k=0 .
vagyis i
>
=g +h , (1.6)
& :
b . X
1.8 Tétel. A 2 a konvergens sor maradéksszegeinek h
' k=0 n

ne T végtelen sorozata nullsorozat,

Bizonyitds, (1.5) alapjén

11mh=1im(2,-s>=
n , k=0ak n’

e, 3-1J Il o

-13 -



E pont befejezéseként egy elégséges konvergenciakritériumot mutatunkmeg.
Tovibbi fontos elégséges kritériumokat a kivetkezd pontban ismertetiink.

o
1,9 Tétel, {Leibniz tétele)., A Z ( -i)kak ; ak> 0, ke T, ugy-
k=0

neve zett véitakozo eldjeld sor konvergens, ha akz L

ke Tés Hm ak=0.

k-»oc
Bizonyitds, Jelentse th -1 2m® véltakozd elSjelt sor 2n - 1 ~edik
. ]
maradékisszegsordnak 2m-edik részletdsszegét, Igy

-

Foootayiom T

byt 2m = % ®n+1 T Pm2”
LT G N e T )

Teer” (32n+2m+1- 32n+2m) Sazn'

mert a zédréjelekben lev kifejezések a monotonitds miatt mind nem-nega-~
tivok, Hasonloképpen jelentse a véltakozé elbjelt sor 2n-1 -edik maradék-
Bsszegsordnak 2m+1 -edik részletdsszegét byt 2mbL

<a

18V hy 1 amt " P20 -1,2m 22nt2mt < "2n-1,2m " 2on

Ez azt jelentl, hogy akdr pdrvus, akér pdratlan p-re
' <
-1, = %20 = ¥n-1

Ugyanugy beldthats, hogy

<

<
h’zn,pI Bon+ = %
Tehdt minden p€ T és q € T -re fenndll, hogy[hq pl saq . Minthogy

lim a =0, ebbfl kivetkezik, hogy minden € > 0-hoz taldihaté olyan
n -» oo t.

N € T, hogy minden q 2 N-re aq-: £ , tehdt ebben az esetben fedndll,
hogy Ihq pl < £, vagyis az 1.1 Tétel szerint a sor konvergens, !

- 14~



Az 1.9 Térelben feltételeztuk, hogy a vdltakozé eifjelil sor nutladik tagja
pozitiv, azonban a tétel nyilvin akkor is igaz, ha a vdltakozé elfjelil sor
negativ taggal kezdfdik, Az 1,9 Térel feirételeinek eleget tevl sorokat
Leibniz-tipusuaknak szokis nevezni,

o) n+l n+1
(-1) 1 1 1 {-1)
e —— 3 - — ——  — +“ -
1,4 Péida, A n_S_-I " 1 7+ 3 n taee + ”
végtelen sor konvergens, mivel Leibniz~-tipusu, lim 1. ég
n-»oo B
1 1 _
n>n+1| n-lpz} ene s
) 1 1 .1 1 1 1 1 1
1.5Példa; Az 1-1+ 3 2+3 22-q-4 23+,,.+“ _..._zn_l.;.”_

végtelen sor viltakozd elGjeld és a tagok abgzolut €értékébdl 4ll6 végtelen
sorozat nullsorozat, Nem teljesul azonban az an z a monotonitisi fel-

,n=4,56, ... . Asornem is konvergens,

tétel, mert <

n-1 n+l

2
ui. 2n-edik részlettisszege

i 1 1 1 1 1
n—(i'f' 2 +3+lel+ n)-(1+ 2+22+c.-+2n_1)i

%2
€3 mivel n—+or esetén az elsd zdrdjelben 4116 Ysszeg oo ~hez, a mdso-
dikban 4116 sszeg 2-hbz tart {1, 1,2 és 1.1 Példa), Jim 89, =90«

1i o

A monotonitds feltétele az i, 9 Tételben azonban nem szilkséges; erre mu-
tat a kivetkezd

L 6Péda, Az I-1+ & =+ - bt - -k,
37 2 ) 2
5 1 1 ,
végtelen sorban Y <5 R= 1,2, ..., mégis e sor konvergens, ul,
3 2
c(1e-Ll I DA SR O
szn-(1+3+-c-+ n) (1+ 2+--.+ n)l
3 2
s =5, + L ]
¥l i a4l ’

- 15 -



o 1 oo 1
n —»eo n-»oo n=0 3 n=0

2. Pozitiv tagh sorok
o0
2. 1 Definicié, A Z a, sor pozitiv tagu sor; ha bdrmely k € T-re
, k=0

a.kZO.

(Tégabb értelemben pozitiv tagy somak nevezhet$ az 1. 6 Tétel szexint az
a sor, mely minden k € T helyett véges szdmu tagtol eltekintve tesz ele-
get a 2. 1 Definicionak. ) A tovébbiakban a 2.1 Definici6 szerint éxtelme-
zett pozitiv tagy sorckat tdrgyaljnk,

2,1 Tétel. Pozitiv tagu sor részietdsszegei monolon ndvekvs soro-
zatot alkotnak,
Bizonyités. =3 + z ol
. Sn—i—l Sn an+l Sn
2,2 Tétel, Pozitiv tagu sor akkor és csak akkor konvergens, ha

részletsszegeinek sorozata korlétos,

Bizonyitds, Nyilvdnval6 az, hogy ha a sor konvergens, skkor a résziet-
taszegek sorozata korldtos, Megforditva — az 1. Kiotet 16, 1 Tétel szerint—
ha s M€ T monoton ndvekvd sorozat {(ami a 2.1 Tétel szerint fennéll) és

feliflxdl koxlitos, akkor az § »7 g T sorozat konvergens, !

ey
2.3 Téral. Ha Z 8, pozitiv tagu konvergens sor €s ¢ = G,
k=0 ,
k € T nem negativ tagu feltlrsl koxldtes sofozat, akkor
o0
Z ¢ By is konvergens.
k=0 n

Bizonyitds, Minthogy az eredeti sor konvergens, ezért az s, = Z 3 s
k=0

n € T részletlss zegek korldtos sorozatot alkemak, iegyen a ck, keT
felislr6l korlitos sorozat felsd korldtja K, vagyis Cy < K minden k € T-re,

Ekkor a szdrmaztatott pozitiv tagu sor n-edik részletdsszege

- 16 -



vagyls S , neT felilir6l korltos sorozat, tehét a 2,2 Tétel szexint a

00
;
kZ;(; Cy & 50T konvergens, !

2, 4 Tétel, Haa Z a, poztiv tagu sor divergens ésc x> 0, keT
k=0
pozitiv tagu, pozitiv alsé korldttal rendelkezd alulrol
OO

korldtos gsorozat, akkor Z g C is divergens,
k=p X K

Bizonyitds. Minthogy az eredeti sor divergens, ezért részlettsszegeinek
zy &

n
g8 = Z & sorozata nem korldtos, Legyen ac , k € T sorozat alsé
n o k

korl4tja K >0, tehdt % 2 K >0 minden k€ T ~re, Ekkor a szdrmazta-
tott gor n-edik részletsszege

n n n
S = ¢ a 2P Ka=K Ya-=Ks,
0™ 20 wAZZ Ka K 2 asks,

vagyis az Sn n € T sorozat nem korldtos felélrfl, tehdt a 2,2 Tétel

L0
szerint a szdrmaztatott . Z € & SOF divergens. !
k=0 ©
2, 5 Tétel, (Majoréns kritérium), Ha a Z a ’, a >0, keT
k=0

pozitiv tagu sor konvergens ég {eseﬂeg véges szdmu tag
kivételével) fennill, hogy 0 = a.k ., k € T, akkor

a Z a, sor is konvergens.
k=0

ﬂtés Az 1,6 Tétel szerint a sor konvergencidja nem véltozik, ha

azt véges szdmu tagjénak elhagydsdval vizsgdljuk, Feltehetjuk tehdt, hogy
minden k € T-re
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k ay oo
vagyis c¢,, k€T felillrdl korldtos, igy a 2.3 Téte} szerint Z c aé =
k k=0 k
D s vom
= konvergens, !
'k=0ak
O
E tétel tehdt a ktivetkezOket jelenti: ha a Z 3 pozitiv tagu sorhoz
k=0
(-]

taldlhat6 egy olyan mdsik pozitiv tagu sor, Z aL’k , melynek tagjai

. k=0
— véges szému tag kivételével — az eldbbi sor megfelel6 tagjaindl nagyob-
bak, {azokat majoréljdk) s ez utébbl sorrél tudjuk, hogy konvergens, ak-
kor a vizsgélt sor is az,

0.

2,6 Tétel, {(Minordns kritérium) Ha a Z a’, a.k' 20, k €T sor
k=0 * ‘
divergens és (esetleg véges szdmu tag kivételével) fenn-

411, hogy

akzaiz, k€T,

MM

akkor a a sor is divergens,

-~
i
L]

Me

Bizonyitds, Haugyanisa a, sor konvergens lenne, akkor az el6bbi

k=0
o0
2.5 Tétel-bfl az adédnék, hogy Z a’k is konvergens, ami ellentmon-
k=0
dés, !
O
Etétel tehdt a kivetkezSket jelentirhaa Z ay pozitivtagu sorhozta-
k=0

00
141hat6 egy olyan mdsik pozitiv tagu sor Z alz , melynek tagjai — véges
k=0
szému tag kivételével ~az elfbbi sor megfeleld tagjaindl kisebbek (azokat
minor4lj4k) s ez ut6bbi sorrél tudjuk, hogy divergens, akkor a vizsgdlt
sor is az.
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o0
2.7 Tétel, Haa Z a', a >0, keT sor konvergens és {esetleg
k=0 K

oo
véges szdmu tag kivételével) a Z ak, 3 > 0, keT
k=0

sor tagjaira fenndll, hogy

Sk+1 o P+l

¥ ] keT »
% B
o0
akkor a Z a’ sor is konvergens.
k=0 *

Bizonyitds, Az 1.6 Tétel szerint a sor konvergencidja nem véltozik, ha
azt véges szdmu tagjénak kivételével vizsgdljuk, A feltétel szerint mint-
hogy ai( >0, k€T és ak> 0, k €T, a felirt egyeniStlenség a kivetke-

z6képpen irhats:

:lf-,!-l < :k )
k+1 k
Lk o -
Igy tehdt Y=o k € T monoton cstkkend pozitiv tagu sorozat, ebb8l
k

OO

kdvetkezik, hogy feliilrdl korldtos, A 2.3 Tétel szerint a Z al’< kon-
k=0

=

oo 3
vergens sorral egylitt konvergens a Z ° akt = Z a,_sor is, !
k=0 k=0

00
2, 8 Tétel, Haa Z a{( , a.': > 0, X €T sor divergens ¢és (eset-
k=0

O
leg véges szdmu tag kivételével) a Z a & > 0,
k=0

k € T sor tagjaira fenndll, hogy

k1 5 Pkl

% Ay

- 19 -



DG
akkor a a, sor is divergens.
k=0

Bizonyitds, Az 1,6 Tétel szerint a sor divergencidja nem véltozik, ha
azt véges szdmu tagjdnak kivételével vizsgdljuk. A feltétel gzerint mint-
hogy a{( >0, k€T, és 8> 0, k € T, a felirt egyenlStlenség a kvetke-

zGképpen irhats:

%+l 5 %k
¥ =~ [} L
B +1 %
X
Igy tehét = -;;,— , k € T monoton ntvekv$ pozitiv tagu sorozat. RBbbil
kbvetkezik, hogy alulrél korldtos. A 2.4 Tétel szerint a Z al'( diver-
k=0

d o0
gens sorral egylitt divergens a Z c al: = Z 8, sor is. !
k=0 * k=0

00
2,9 Tétel, (Cauchy-féle gybkkritérium). A Z a pozitiv tagu sor
' k=0
konvergens (illetve divergens), ha van g € R, melyre
(esetleg véges szdmu tag kivételével) fenndll, hogy

k
|/%$q<1,k=LL&.", 2.1

k
{illetve a 2 1)

Bizonvyitds, (2.1) szerint < qk <1. A > qk dor az 1.1 Példa
- s

k=0
o
szerint konvergens, tehét a 2,5 Tétel alkalmazésdval a Z a sor is
k=0

konvergens., A divergencidra kimondott feltétel teljesilése esetén akZ 1,

00
KET., A Z 1 sor ugyancsak az 1. 1 Példa szerint divergens, tehit a
k=0

8o
2, 6 Tételbll kiivetkezik, hogy a Z a sor divergens. !
k =0 :
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. ] k
2. 10 Kivetkezmény, Ha akZ' 0, k € T, létezlk & lim a és

k-»00
0< lim a <1, akkor a f a pozitly tagu sor
k-»oo k=0
konvergens,

Bizonyitds. A feltételbdl kivetkezik, hogy van pozitivq < i, melyre igaz,

hogy bizonyos indextfl kezdve o 'Sq. (Bdrmely & ( lm /3. 1)
) koo
nyilt intervallumhoz tartozé szdém vélaszthaté q-nak), |

[
2,11 Tétel, (@’ Alembert-féle hényadoskritérium). A D a,
k=0 *

a >0, k € T gor konvergens (illetve divergens}, ha

van g € R, melyre (esetleg véges szdmu tag kivételé-
vel} fennéll, hegy

B gocr ke, 2.2)
(eve XL >1 k eT).
a
k
w .
Bizonyitds A Z qk , 0 < q< 1 konvergens sor két egymdst ktvetl:
k=0
k+1
tagjdnak hényadosa k = q. {2.2) szerint teljesill a 2,7 Tétel fel-
) q: o
tétele, tehdt a Z ak sor konvergens, A Z 1 divergens sor két egy-
k=0 k=0

mést ktvet§ tagjénak hdnyadosa 1, és igy ha a divergencidra kimondott
o0

feltétel teljestl, akkor a 2,8 Tétel szerint a Z a, sor divergens. !

k=0
Br+l
2. 12 K¥vetkezmény, Ha a >0, kx €T, létezik a lim -———, és
koo
B+l =
0SS lim ——— <1, akkora Z a8 pozitiv tagu
koo A ) k=0

sor konvergens,
- 21 -



Bizonyitds, A feltételb8l kiivetkezik, hogy van pozitiv g < 1, melyre bizo-
a

ayos k indext6l kezdve (2. 2) teljestll, (Bérmely a (lim —=i+, 1) nyilt
koo
intervallumbeli szdm vélaszthaté q-nak). !
ac
2.1Példa, Haa Z -15- harmonikus sorra prébéljuk alkalmazai, a
n=1

gyik- illetve hdnyadoskritériumot, azt 14tjuk, hogy

n
l/—:;—= -5— <1 illetve
,/5-

L L. - < 1
n+l ' n n+l

minden n-re, Azonban, mivel

. : 13 -
=1, illetve lim wrn i 1,

lim
n-»oa n nN-»co

nincsen olyan 1-nél kisebb pozitiv q szdm, melyre (2.1), illetve (2.2)
fennélina, Az 1.2 Példéban l4ttuk, hogy ez a sor nem konvergens.

o0
2,13 Tétel. (Integrélkritérium). Legyen adott a > a, pozitiv
T k=0

tagu sor és tételezziik fel, hogy taldlhats olyan f:
[x, . + o ) > R fuggvény, amely pozitiv, monoton

csikkend és f (x0+k)= a k€ T:

+oa
ha az f f{x}dx improprius integril konvergens
X
0
- 00
(divergens), akkor a Z a, végtelen sor is konver-
k=0

gens {divergens).
Bizonyitds, Mivel az f figgvény monoton cskkend,

o = f(xg+k) 2fx=2 f(xg +k+l}=a 2,3)

k+1’

x € [xy+k, xy+k+1], k€T,

- 22 -



f monotonitéssbol kivetkezik, hogy [x,, +oo } minden véges részinter-

vallumdn integrilhat6 (1. Ii, Koter, 25,1 Tétel), Integriljuk a {2.3) egyen-

18tlenséget az [xo +k, xo-i-k +1] intervallumon; az integrél monoton

tulajdonsdga (I, Kétet, 23, 10 Tétel) alapjdn,

x0+k+i
& > f f(x)dx,>_ak+JL , keT. (2.4)
x0+k -
A (2, 4) egyenlftienségeket kX =0, 1,2, ... n-re Ysazeadva
x0+n+l
> - .
Sy > / f(x)dx-sn_u ae. n €T, {2.5)
%o

00

ahol s, a Z a, sor n-edik részietdsszege (1. 2.1 édbra), Miutdn az
k=0

f fuggvény pozitiv,

X, +n+l WA

0
f f(x) dx</ f(x)dx, n€ T, (2.6)

*0 %o

ftn

ao 4
ars 9
a2 4

an
Ameid

3 D
)

2,1 4bra
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ha ez ut6bbi improprius integrdl létezik. Ebben az esetben (2,5)-bdl és
(2. 6)-bol kbvetkezik, hogy a részletiisszegek St € T sorozata kor-

litos, vagyis a sor konvexgens (I, 2.2 Tétel), Ha az f fggvény impropri~
us integrélja divergens, vagyis

x0+n+l

lim ; f(x)dx= + 00 ,
n-»o0 X

0

akkor (2, 5) miatt még inkdbb lim s, = +o0e , tehdt a sor divergens. !
n-»oo

Megjegyezzilk, hogy ha valamely végtelen sor konvergenciéjit a majordns
kritériummal, vagy valamelyik ezen alapul6 (gytk-, bdnyados-) kritérium-
mal, illetve az integrélkritériummal sikertl igazolni, akkor a majorilé sor
megfelel§ maradékisszege, illetve az integriikritériumban szerepld f figg-
vénynek egy alkalmasan vélagztott pontt6l szdmitott improprius integrilja
majordlja a vizsgilt sor megfelel§ maradékisszegét, Igy moéd nyitik annak
a hibinak becslésére, melyet akkor kovetiink el, amikor a konvergens sor
Osszegét a sor egy részletdsszegével kizelitjuk,

. % n
2,2P¢élda. A Z ——E'T sor, ahol "'a" tetszlleges régzitett pozitiv szdm,
n=0

konvergens. Ugyanis ahdnyadoskritériumot({2, 11 Tétel) alkalmazva az
{n+1) -edik és n-edik tag hdnyadosa kisebb, mint pl, -;—, han>2a-1:

nt+l

a ol _ o2 1
@+nt  n T n+l 2
ad
2,3 Példa, Tekintsilk a Z % vn, hiperharmonikus soxt, zhol ¢
n=1 n

tetszbleges valés szdm. Ha oo € 0, akkor a sor nyilvén divergens, mi-
vel a tagjaib6l 4116 végtelen sorozatnem tart zérushoz (1. 1.2 Tétel).

Ha0<oc £1, skkor minden pozitiv egéaz n-re iq_ = -;Il-, vagyis a
n
[= -3

Z L harmonikus sor a mi sorunknak minorédnsa, Mivel az 1,2 Példa
n=1
szerint a harmonikus sor divergens, a 2,6 Tétel szerint a mi sorunk is
divergens. Legyen most oc>1, A konvergencia a hdnyadoskritériummal
nem igazolhat6, ui, az (n+1) -edik és az n-edik tag hényadosa minden
n-re.
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1 o6
—— - %= nill ) <L
(n+1)

[+
azonban, mivel lim ( —n-%-l- } =1, nincsen olyan 1-nél kisebb pozitiv

fi —m 0o
q szdm, melyre (2. 2) fennéllna. A konvergencia ebben az esetben az in-

, x € [1, +o9

tegrilkritérium segitségével bizonyithat6, Az f(x) =
X

fiiggvény kielégiti az integrdlkritériumban felsorolt feltételeket és

f(n) = ,n=1,2,3 ... .
n
+o0
f dx . s p
Az — improprius integral konvergens (¢ > 1, 1, II, Kitet, 30,2
I x

Példs), tehét a hiperharmonikus sor is konvergens, Usszefoglalva: a
hiperharmonikus sor akkor és csak akkor konvergens, ha o > 1,

Legyer o > ! és jeldljuk a konvergens hiperharmonikus sor dsszegét,
illetve n-edik részlettsszegét s-sel, illetve sn-nel. Az n-edik maradék-

dsszeg nyilvdn a kovetkezOképpen becstilhetd

oo R
I e —_—
k=n+1 k n X (oc -1n
igy

0<s-s L

- § g ————,

oc-1
(¢ -1n

3. Abszolit, illetve feltételesen konvergens sorok

00
3. I Definicid. A 2 végtelen sort abgzolut konvergensnek nevez-
k=0

oo
ziik, ha a Z Ia.kl sor konvergens, E definici6 sze-
k=0
rint teh4t egy pozitiv tagu konvergens sor egyuttal ab-
szolut konvergens is.

3.1 Tétel, Az abszolut konvergens sor egyuttal konvergens,
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Bizonyitds, Az L. Kdtet (11, 6) formula szerint

+... + + Foaee . (3.
Ian_*_1 ta ., an ISla I la 2! l { 3.1)

Az 1,1 Tétel szerint a Z |a, I sor konvergencid jabol kivetkezik, hogy
k=0
adott € >0-hoz van olyan Ne T, hogy minden n 2 N és birmely m 21-re

1an+1l+ Ian |+"'+ian+ml<€' (3.2)

+2
A (3. 1) és (3. 2) egyeniStlenséghfl kiivetkezik, hogy ugyanakkor

la g tonyg teoe T3y 1<E (6.3

]
tehdt az 1.1 Tétel szerint a Z aﬁ( sor is konvergens, !
k=0

Ez a _étel teszi lehetdvé azt, hogy az el6z8 poatban kdzolt pozitivtagu sorokra
vonatkoz6 konvergenciakritériumot tetszSleges sor abszolut konvergencid j -
nak és igy egyuttal konvergencidjinak bizonyitisdra felhaszndlhassuk.

3. 2 Definicid. A konvergens, de nem abszolut konvergens sort felté-
telesen konvergensnek nevezziik.

3. 3 Tétel, Ha az abszolut konvergens sor tsszege
. (=3

s = Z a és a tagok abszolutértékeibll képezett sor
k=0

[« =)
Usszege S = Zlakl, akkorlsl =8,
k=0

Bizonyitds, A részletysszegekre fennédll, hogy

= < =
lsnl !a0+al+... + ani iaoi +lal!+ +lanl s, -

De akkor nyilvén

fsi= Hm Isnls Hm S =5 .
n o0 =00

3. 3 Definicid. A Z a, ST egy dtrende zésének nevezziik a Z lk

k=0 k=0
éptelen sort, ahol rkeTf= Tési #i., h
v:tee 8 {kk } sslk#J a
k#j.

- 26 -




M4s sz6val az dtrendezett sor az eredeti sor minden tagjét egyszer és
csak egyszer tartalmazza.

3.3 Tétel, Abszolut konvergens sor tetszfleges dtrendezésével
nyert sor is abszolut konvergens marad, és az 4tren-
dezett sor Usszege egyenld az eredeti sor Usszegével,

Bizonyitds, Az abszolut konvergens sor tagjainak abszolutértékeibdl
alkotott sor részletdsszegeinek S , n € T végtelen sorozata monoton ni-

vekvd és a 2, 2 Tétel szerint fel(ﬂré’l korlitos, Nyilvédnval6, hogy e soro-
zat hatirértéke (az abszolutértékek sordnak Ysszege) egyben felsd korldt-
ja az 4trendezett abszolultérték-sor részietYsszegeinek is. A 2,2 Tétel
szerint a részletbsszegek sorozatdnak korldtosséga miatt az dtrendezett
abszolutértéksor is konvergens, tehdt az itrendezett sor is abszolut
konvergens. Legyen az eredeti sor n-edik részletlsszege s és az dtren-

dezett sor nl-edik részletbsszege s’n . Vilasszuk n, - et olyammak, hogy
1
az 4trende zett sor elsd n tagja kdzbtt az eredeti sor elsd n tagjdnak

mindegyike szerepeljen (sztikségképpen n = n),

Ha az s;l - Sn kiilbnbséget képezzilk, a fentiek szerint ebbfl az elsG n
1 .
tag kiesik és igy ezen killonbség abszolutértéke kisebb vagy egyenid, mint
az eredeti ahszolutérték-sor n-edik maradékisszege, Minthogy ez az
abszolutérték-sor konvergens, az 1,8 Tétel szerint s'n -8 nulisorozatot
1

alkot., Ebb6l kvetkezik, hogy

lim s'n = lim s .!
n

nl-’-oo i n—4»oco

A sor dtrendezhet8sége az abszolut konvergens sorok jellemz tulaj-
donsdga. Ugyanis feltételesen konvergens sor dtrendezése nem szitkségkép-
pen konvergens, illetve dltaldban az 4trendezett sor Usszege nem egyeni6
az eredeti sor Ysszegével, Eppen ezért nevezik e sorokat feltételesen
konvergenseknek, mert konvergencidjuk a tagok meghatdrozott sorrend-
jén mulik. Feltételesen konvergens sor 8sszege "annyira fligg a tagok
sorrendjét6l", hogy érvényes a ktvetkezd érdekes

o0
3. 4 Tétel, (Riemann tétele) Ha a Z a sor feltételesen konver-
k=0

gens és tetszflegesen adott a ¢ € R szdm, vagy
¢ =+oe , vagy ¢ = - , gkkor a sor dtrendezhet( ugy,

hogy sszege c legyen.

- 27 -



fead

Bizonyitds. A Z a sor végtelen sok pozitiv és végtelen sok negativ

k=0
tagot tartalmaz, mert ha bizonyos tagtél kezdve az Usszes tag eldjele meg-
egye znék, akkor e tagtdl képezett maradékisszeg abszolut konvergens
lenne és igy a véges sok tag hozzdvételével nyert eredeti sor is abszolut
konvergens lenne, ellentétben a feltevéssel, Feltételezhetjitk, hogy a sor
tagjai kozbtt a zérus nem lép fel és jeldljik, a sor eredeti sorrendben vett
pozitiv tagjait o, k € T -vel, negativ tagjait pedig - Pk' k=1,2,...

o0 oo
vel, A Z o K és a Z ﬁk pozitiv tagu sorok divergensek. Ha ui. pl.
k=0 k=1

Ms

B  konvergens lenne, akkor mivel

k=1
e S - 3
= > o - b
Sk Hok &y Px
vagyis
$oa-3 ar>
., = + B, -
So k& X & M

és n->o0 esetén nyilvin q-+oc ésproo , ezért

n
lim Oock= lm > a +lim i 6y

p—>oe k= n—»oc k=0 g>oo k=1
o0
is létezik €5 igy a Z & sor is konvergens lenne. De ekkor a
k=0

n q
2 lat= « + ) p,»n€ET

k=0 k=0 k=1
(e
sorozat ig konvergens, vagyis a Z a, sor abszolut konvergens lenne
k=0

ellentétben a feltevéssel,
Legyen c € R, ¢ 20 tetsz8legesen adott. Ekkor van Py € T, hogy
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r}-_ q p q,-1
wp- O Bp<es S - :
k=0 X k=1 F 0 ¥ k=1 i

k=0 k=1 k=p, +1 k=0 =1 k=p,+
vanq2 eT, q2>ql. hogy
p q Py q
Ty 2 v S %3 B <cx
k=0 k=1 k=p + k=q_+1
Py 2_ q, q, -1
PATIED Y D A By
k=0 k=1 k=p,H k=q +1

ég igy tovdbb, Megmutatjuk, hogy az eredeti sor

0o +¢-.+“ - “ see T +€\'-
p, " P Pq,

0 ) P +1+...+o¢

L p2 pql‘i-l

= “en 3.2
ﬂ)qz'i' (3.2)

dtrende zégének Usszege ¢, Az dtrendezelt sor részletdsszegeinek

8 s . 8 ., S s eas {3.3)
Ppr Pyt Ppte Pyt

részsorozata egymisutdn ktvetkez0 tagjainak c-tdl valé eltérése a konst-
rukcio miatt rendre kisebb, mint

- 29 -
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o
Ez azonban a Z a sor tagjai abszolutértékének egy részsorozata,
k=0
mely e sor konvergencidja miatt zérussorozat. Tehit a (3.3) sorozat c-
hez tart. Azonban a (3,2) sor részietdsszegei a (p1 +1) - ediktdl kezdve

a (3. 3) sorozat két egymésutén kivetkez§ tagja ktzé esd szamok és igy
a (3. 2} sor részletdsszegeinek teljes sorozafa c-hez tart, vagyis, a

(3.2) sor dsszege c.

oo
Ha ¢ = +oo, akkor mivel a Z o¢, sor divergens, van Ty eT,
k=0
rk < rk+l , kX € T, indexsorozat, hogy minden k € T-re
r k
k
Z o, >k + Z pi
j=0 j=1 !
vagyis

o +,..tx - + +... T - Feue cee
1 T pl °°r+ Yy pZ +°°r +1+

...+ocrk- P’k >k ke T.

Ebbdl az egyenlftienséghfl 14that6, hogy az ily médon 4trendezett sor

tees - cas - ver
ocl +r)crl ‘%l+ncr1+1+ ~l-or,rk [Lk-!-

divergens és Usszege + 90 .

Az elBbbiekhez hasonléan bizonyithat6 az 4llitds akkor, ha ¢ negafiv,
illetve -o0 !

Abszolut konvergens sor rendelkezik a véges sszegek néhény eleml tulaj-
donsédgéval; példaul tagjai felcserélhetdk, vagy csoportosithatsk anélkdl,
hogy a konvergencia ténye, vagy a sor Usszege megvéltoznék. Mdraz 1.3
Tételben l4ttuk, hogy két konvergens sor tagonként kivonhaté, illetve osz-
szeadhats, s az eredményitl kapott sor dsszege megegyezik a két sor
ssszegeinek kiltnbségével, illetSleg tsszegével. Mds a helyzet a sorok

szorzasandl. Ki fogjuk mutatni, hogy ké&t abszolut sor "szorzata" is ab-
szolut konvergens. (E tétel megfelelGje két konvergens sorra mir nem érvé-

nyes).
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oo
3. 4 Definicid. A Z a ésa Z bk sorok tagjaib6l képezett

=0 X K=o
00 oo 0
_Z- (aﬂbn+al bn-1+"'+anb0}= Z Z al(bn-k 3.4
n=0 n=0 k=0

sort a két sor Cauchy-féle szorzatdnak nevezziik.

3.5 Tétel, Két abszolut konvergens sor Cauchy-szorzata zdréjelek
nélkil is abszolut konvergens és a szorzalsor Usszege
megegyezik a két sor Baszegének szorzatdval,

O3 [od
Bizonyitds. A Z a abszolut konvergens sor Usszes tagjdnak a Z bk
k=0 k=0

abszolut konvergens sor 8sszes tagjival képzett szorzataibél a kovetkezd
végtelen métrix alkothat6:

anD aGbl a.Ob2 P ann e
aLIb0 al b1 a1 bz s albn oo
a2b0 a2b1 azl:i2 ces aan . e
. oo (3.5)
anho a b1 an b2 “ee anbn “ou

- . . s . * s
. . - LI I . .« s

. - 3 e . LI ]

A két sor szorzat-sordnak termés zetes mddon az a végtelen sor tekint-
het6, melynek n-edik részlettsszege a két sor n-edik részietsszegének
szorzata,
Legyen
5 >
A = . B = b, neT,
nEs * 10 k
és jeloljtik az els8 sor dsszegét A-val, a mésodikét B-vel, Az I, Kdtet,
15.5 Tételbfl ksvetkezik, hogy

lim A B = AB,
n -»oo nn

vagyis az
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b t b lab Iab 'ill t b t ab E.oo
t b lab t co e a-b ‘ab Iooc 306
L] a 1 1 0) ( )

végtelen sor, melynek n-edik részletUsszege Aan , konvergens és Usz-

szege AB. A (3.6) sorban a zdréjelek elhagyhaték, Ugyanis az

+ * e e E N 3
a{]b() + aObl a\.].b1 + alb0 + + aObn + albn + + anbn +

+ b +“‘+ b as s -«
a'n n-1 an 1 +anb0 + @3.7)

végtelen sor

b_+ + b +... b
2,P, a()bi albl +a1 0+ +a0 n+a1bn+ +anbn+

+ab +.,..+ab , 0k <n,
n n-1 n n-k

részlettsszege példdul a (3. 6) sor Aan részletdsszegétél az

+..
an ®pe1 PPhek-2 +by +by)
tagban tér el és ez az eltérés zérushoz tart, han~oo , mivel az 1,2
Tétel szerint Hm a = 0 és a zdrdjelben 4116 kifejezés, a konvergens

n-=>co
o0

Z hk sor részlettsszege minden n-re és k-ra korldtos. A (3.7) sor
k=0
tehdt konvergens és Usszege AB. Az el6bbi gondolatmenetet a

DO Oa
Z lakl és Z | bkikonvérgens sorokra alkalmazva adédik, hogy a 3.7)
k=0 k=0
sor abgzolut konvergens,
A (3. 4) Cauchy-szorzat a (3.7) sor azon 4trendezése, mely ugy keletkezik,
hogy a (3. 5) métrix bal fels sarkibol kiindulva az elemeken rendre "ész-
szakkelet-déinyugat irdnyban” haladunk végig. Miutdr a 3,3 Tétel szerint
a (3.7) sor minden itrendezése abszolut konvergens és Bsszege megegye-
zik (3.7) dsszegével, a tett feltevések mellett a (3. 4) Cauchy-szorzat
(zdr6jelek nélkiil is) abszolut konvergens és Usszege AB,!

3.1 Példa. Képezztik az aldbbi abszolut konvergens sorok (l4sd 2.2 Példa)
Cauchy-szorzatit és 4llapitsuk meg a szorzalsor Ysszegét.

Legyen
o9
1
A= Z T és
k=0
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k!

& k
B= Z An
keresendd S = A.B ; alkalmazva a 3.5 Tételt, a szorzatsor n-edik tagja

“Z i e
%" @ kI

k=0 k=0
1 &, . x nf 1 <
sl ST e e T 2 CD
T Kl @-K) 1 al kZ=o ()

1 n _
n! (1-1) - 0: n= 1,2' e

[~ ]
Mivel ¢ =1,S=‘Z ck-—e‘l.

0 k=0
1 Y k
3.2 Példa. Az 1q = Z q, Iql <1 geometriai sor (14sd 1.1 -
k=0

Példa) abszolut konvergens. Onmagéval képzett Cauchy-szorzatdra

2 )
(=) =(Zq) - Z(kﬂ)q , lal<1.
1-q k=0 k=

- 33 -



Mdsodik fejezet

FUGGVENYSOROK

4. Egyenletes és egyenl6tlen konvergencia

Ha az fn: DR, n=0,1, 2, ..., {egyviltozss valés) figgvények D
értelmezési tartomén;fa kozos, akkor beszélhetiink az fn’ ne T, végtelen

flggvénysorozatrol ugyanabban az értelemben, ahogyan a végtelen numeri-
kus sorozatot értelmeztiik, azzal a killonbséggel, hogy atagok most nem
szdmok, hanem az fn fuggvények. Természetesen, ha az fn fliggvényeket az

értelmezésitartominy valamely x € Dhelyén tekintjilk, az fn(x), ne T, figg-

vényértékek végtelen numerikus sorozatot alkotnak, A végtelen fuggvényso-

rozat konvergencidjinak értelmezése éppen ennek figyelembevételével tor-

ténik,

4, 1 Definicid. Azt mondjuk, hogy az fn: DR, n € T, fliggvényso-
rozat a H € D halmazon konvergens, és hatdrfiggvénye
az f: H—>R figgvény, jelben

lim f =1
n
n-»oo
ha minden x € H-ra az f[1 (x), n € T numerikus végte-

len sorozat konvergens és lim f (x) =f (x),
n-—»oca n

Lehetséges az, hogy lim fn = f a H halmazon, de a konvergencia a H
n-»oce

halmaz kulsnbdz8 pontjaiban nem “egyformaén gyors', mem “egyenletes”,

Ennek szemléltetésére alkalmas a kivetkez§

4, 1 Példa, Vizsgdljuk az

nx

xRl B

f =
fuggvénysorozat konvergencidjit a [0, +) kozds értelmezési tartomd-
nyon. A fiiggvénysorozat {0, +°) -en konvergens, ui.

nXx
lim f ()= lim —————m— =

n() nx+1
n—oe n-»oco
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{0, ha x=0
B X
= Hm —— =

n»os x+ Y 1, ha x>0.

A fuggvénysorozat tagjainak a hatdrfiiggvénytdl valé eltérése tetszdleges
x € [0, +) helyen birmely £> 0-nél kisebbé tehetS. Szdmitsuk ki az

£ -hoz tarrozé kUiszbbindexet, Ha

nx
1‘nx+l <E r (4.1)
akkor
nx+l-nx <Enx +g ,
ahonnan
1-£
% < (4.2)

(4.1) nyilvén akkor és csak akkor 4ll fenn, ha (4 2) teljesiil, A kilszbb-
index N = E__l_é_—_X_E_J +1. Az N kisztbindex tehdt nemcsak & -t6l, hanem

x-t6l is fiigg. Bdrmilyen nagy n indexet vdlasztunk is, ehhez lehet olyan
kis x-et taldlni, hogy (4.2) és ennek kdvetkeztében (4. 1) ne teljestiljon.
Adott € -hoz a [0, 00 ) intervallum minden x helyére egyszerre ervé-
nyes N kilszobindex nem taldlhat6, vagyis a konve rgencia az értelmezési
tartomdnyon nem egyenletes, (Ldsd 4.1 dbra).

4.1 abra
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4, 2 Definicié, - Azt mondjuk, hogy az fn: D+ R, n € T fuggvénysoro-

zat a HC D halmazon egyenletesen konvergél az f hatdr-
figgvényhez, ha birmely €>0-hoz taldlhat6 olyan (x -
t5] fuggetlen) N kisztbindex, hogy bdrmely n Z N-re

{fn (x) - fx)|<& ,
minden x € H-ta. -
E definicié szemléltetésére alkalmas a
4,2 Példa. Tekintstk az

R SE— - _
fn (x)" 2 2 L] 1 Or 1: 2, LR N

1+n x

fuggvénysorozatot, azt allitjuk, hogya (- 00, + oo ) intervallumban égyen-
letesen kovergél zérushoz, Nyilvdnvald, hogy minden x-re

lim: f () = Ilim "2' =0,
n —-=o0 n-=00 1+8 %

Minden £ > 0-hoz taldlhat6 olyan kiisztbindex, hogy ettbl az indextll kezd-
ve a figgvénysorozat tagjainak a hatdrfuggvénytdl valé eltérége & -nil
kisebb (x> 0-ra szoritkozunk, mivel minden f'1 fuggvény pérat-

Ian.)'Ugyanis'
V 0L — x = A nx o
1+n2 x2 20 »‘1'+i12x2
Felhaszndlva-azt, hogy
(- ux)2 Z0
1-2nx+ n:Z xz Z0
1 +n2 xz Z 2n x,
kapjuk:
1 28 x . _1
2n 1+n2x2 n
1 1 X
Ezek szerint, ha —— <& , vagyls n > —= , akkor <&
2n 2€ i 2
+n x

minden x € R-re, Tehdt az adott & -hoz x-t6l fiiggetlen N
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kiiszbindex hatdrozhats meg, éspedig

_ 1
N—[ZE ]-1-1.

Igy a vizsgélt fuggvénysorozat a (-0 , 00 ) intervallumon egyenletesen
konvergens.

4,1 Tétel, {Cauchy-féle kritérium). Az fn: D+ R figgvénysorozat

a H ¢ D halmazon akkor €s csak akkor egyenletesen
konvergens, ha minden £ > 0-hoz létezik olyan x-t5l
fuggetlen N kiisztbindex, hogy bérmelyn,m Z N-re

Ifn (x) - £ @i<€ (4.3)

minden x € H-ra,

Bizonyitds, A (4.3) feltétel sziikségessége ugyanugy adidik, mint az I,
Kotet, 16, 3 Tétel bizonyitdssbhn, Hasonl6an kapjuk, hogy ha a (4.3) fel-
tétel teljestl, akkor minden x € H-raiétezik lim fn {x) = f(x), vagyis

N~

az fn , n € T fuggvénysorozat H -n az f figgvényhez konvergdl, Azt kell
még beldtnunk, hogy a konvergencia egyenletes. Legyen £ > 0 tetszflege -

gen adott; -—%— > 0-hoz talflhaté N € T, hogy minden x € H-1a és

m, n > N-re
E
= - .
It x) - £ 1 @) < —5—

Mivel . lim . (x) = £(x), ezért az el6z8 egyenlStlenséghll kapjuk, hogy
m oo -

minden x € H-ra

£
Ifn(x)°f(x)l.<. s—<E

han > N1

Egyenletesen kovergens fuggvénysorozatokra az elfz0ek felhasznélésdval
knnyen bizonyithat6ak az aldbbiak {(a bizonyitédst az olvaséra bizzuk).

4, 2 Tétel, Ha fn :tDeR, ngT, illetve

g DR, neT a
HC D- halmazon egyenletesen konvergédl az

f: HreR, illetve
g: HwR, fuggvényhez,
akkor
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a) fn + gn , n €T is egyenletesen konvergdl az f+g

fuggvényhez;
b) fngn, n € Tlis egyenletesen konvergél az f g fligg-
vényhez;
¢) ha minden x € H-ra
lg, G Z o> 0, nT, akkor

£
n ¢ T is egyenletesen konvergil az

’

'g- fuggvényhez.,
4, 3 Tétel. Folytonos Riggvények egyenletesen konvergens sorozaté-
nak hatdrfilggvénye is folytonos,
Bizonyitds, Legyen fn : D> R, n ¢ T egyenletesen konvergens figgvény-
sorozat a H € D halmazon és fn € C; , n €T, Minden n € T-hez, x€H-
hoz és € > 0-hoz van Kx, 5 kérnyezet, hogy minden x” € Kx, P f1H-ra

It 60) -6 ] <=5 49
Az egyenletes konvergencia 4.2 Definicidja szerint > 0-hoz talél-
hat6 olyan N € T, hogy birmely n Z N-re fenndll az
e o0 -0l < 5 (4.5)
és az
le o0y - o)l <~ (4.6)

egyenl6tlenség, ahol f a sorozat hatérfliggvénye.
(4.4), (4.5), és (4.6) felhaszndldsdval

f(x') - f{x) =
=|f(x") - £ oy +E ) -f (x) +1 (x) - £(x) =
<ty - @O HE &) - £ GfHE (0 - £00 <

£ -
<3. 5 =&
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a
! € o
hax € Kx,d'nH’ vagyis f CH
Ha azan: D—R,n=0, 1, 2, ..., {egyviltoz6s val6s) fliggvények D
értelmezési tartoménya kdzbs, akkor beszélhetiink a beldlik alkotott

(224
n=Zo n (4.7)

fggvénysorrdl ugyanabban az értelemben, ahogyan a végtelen numerikus
sort értelmeztitk (1dsd 1, 1 Definici6), A (4.7) sor tagjai az 2, filggvények,

Ha az a fiiggvényeket az értelmezési tartomdny, valamely x € D helyén

tekintjilk, a figgvényértékek

o
2 a®

n=0

végtelen numerikus sordt kapjuk, A (4, 7) sor részietlsszegeit a numeri-
kus sorok esetével analég mddon értelmezzlk, A (4.7) sortaHc D
halmazon konvergensnek, illetve egyenletesen konvergensnek nevezzik,
ha a részlettsszegek flggvénysorozata konvergens, illetve egyenletesen
konvergens. A részlettsszegek sorozatdnak hatdrfilggvényét a (4.7) sor
dsszegének nevezziik, Az 1.3 Definici6val anal6g médon értelmezzlik kon-
vergens fliggvénysor maradékisszegeie,

A 4,1 Tételbdl azonnal kivetkezik az 1, } Tétel analégidjira a

4, 4 Tétel, A (4, 7) fuggvénysor akkor és csak akkor egyenletesen
konvergens a HC D halmazon, ha minden €> 0-hoz
van N € T kiiszébindex, hogy minden n Z N és mZl-re

laLn“(XHan+2 x)+... +a

- m (x)] < & minden

X € H-ra.

Megadjuk filggvénysorok egyenletes konvergencié jinak egy gyakran fel-
haszndlhat6, elégséges kritériumdt,

4, 5 Tétel, (Welerstrass-kritérium)., Ha a (4, 7} flggvénysorza
fenn4ll, hogylak ) < Cor k € T, xe H ¢ D-re tovdb-
[~ =]

bd a Z S pozitiv tagu numerikus sor konvergens,
k=0

oo

akkor a ak (x) sor abszolut és egyenletesen konver-
k=0

gens a H halmazon,
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Bizonyitds, Minden n€ T-re és m=1,2, ... esetén

<
la , @+a @ +... +a.n+m(x)| <

=la_, tol+le, pgtolea.. Ha e

<
Cn+1+cn+2+"'cn+m’ x € H, (4. 8)
o
Az 1,1 Tétel szerint azonban a Z S numerlikus sor konvergencidja
k=0

miatt adott £ > 0-hoz talthats olyan N, hogy minden n 2 N-re é3
m=1, 2, ... ~re

sl +cn+2 +...+cn+m<€ {4.9)

legyen. A (4. 8) és (4.9) egyenl8tlenségekbll a 4, 4 Tétel alapjn 4llit4-
sunk kvetkezik. !

A Weierstrass-kritérium alkalmazisa 14that6 az aldbbi példiban,

n
X

e
4,3Példa, A Z fuggvénysor egyenletesen konvergens a
n=1l
[ -n, tlzdrt intervallumban, feltéve, hogy 0<h <. Ugyanis a kérdéses

fuggvénysor majorizAlhaté egy konvergens geometrial sorral:

n

< h n
I——-‘- <u®, xeln o,
n n
o0
ahol a Z h" geometriai sor |hl <1 miatt konvergens.
n=1
4.6 Tétel. Folytonos fuggvények egyenletesen konvergens gordnak

8sszege is folytonos fiiggvény.

Bizonyitds, Ha a sor tagjal folytonosak, akkor a régzlettsszeged is foly-
tonosak, tehdt a 4.3 Tétel alapjén a részletdsszegek sorozatdnak hatér-
figgvénye, vagyls a sor Usszege folytonos, !



5. Fuggvénysor tagonkénti differencidlasa és integralasa

1
5, 1 Tétel, Lepgyenf € C
SRR LS eYen Ny (2, b)

serozat konvergens, az f', ne T derivdlt fliggvénysoro-
n

, € Tés az fn, n e T fliggvény-

zat pedig egyenletesen konvergens az (a. b} intervallu-
mon; akkor

f= lim fn € C:a,b)
11 00
és
d lim f (%)
f’(x)z R —voo n =
dx

= lim f’n(x), x € (a,b}.
n-=oo

Bizonyitds, Vezessiik be a
lim frl =g 5. 1)

n -+»co

jelslést. A Lagrange- féle kbzépértéktétel (II. Kétet, 15, 4 Tétel) felhaszna-
ldsdval minden x € (a,b),x +Ax€(a,b)-raésn € T-re

ye" ~gtof=lfm - g ]=

I f (x+4x)-f (X
L n
=[r () -glgre(n)- g0 =
=t (g - g ltley ) - )], 5.2)

ahol 7 ne (x, x +Ax). Legyen £ > 0 adott, Mivel feltételiink szerint
f’n, n € T egyenletesen konvergil (a, b) -n a g filggvényhez, a 4,2 Defi-

nici6 szerint létezik olyan N € T, hogy bidrmely n £ N -re és minden
) ne (a,b) -re fenndll az

) £
£(g y-glq )| <5 (5.3)

egyenldtienség,
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A 4,3 Tétel szerint a g filggvény is folytonos {a, b)-n. Igy tehit taldlhatynk
az eldbb adott €>0-hoz olyan d>0-t, hogy

£
lg(q ) -g @< 5.4)
fennélljon akkor, ha | Ta” x| <d. Kiovetkezésképp, ha A x-et ugy

vélasztjuk, hogy | Ax | «d legyen, akkor figyelembe véve az
T € (x, x + Ax)-et, (5,2)-bbl (5.3) és (5. 4) felhasznéldsdval

<32 {} =& (5.5)

f x+4x) - (x)
n n
' Zx "6

ad6dik, ha 1Ax|cd és n = N, (5.5)-b8l alim f = f hatdrdtmenetet
nvee I

elvégezve kapjuk, hogy

fx+Ax) - f(x)

Ax gx) =€, (5. 6)
ha 1A x|, Ebbél kivetkezik, hogy
lim LA LO) e g0, xe@b) - 5.7)

X
AHx —0
1 o

5, 2 Tétel. Haa € C(a, by keTésa P a, (x) figgvény-

sor konvergens, az ennektagonkénti derivdldsdval képe-

(= -]
zeft 2 a;c {x) fuggvénysor pedig egyenletesen konver-
k=0
gens az (a, b} intervallumon, akkor az eredeti sor tsz-
szegfliggvénye folytonosan differencidlhat6 és a tagon-
kénti derivdldssal képezett sor Usszege megegyezik az
eredeti fliggvénysor Usszegének differencidlhdnyadosé-

val,

Bizonyitds, Alkalmazzuk az 5, 1 Tételt a figgvénysor részlettsszegeinek

sorozatdra, !
Megjegyezziik, hogy az 5,1 és 5.2 Tételek ismételt alkalmazdsdval

konnyen adédnak a hatdrfiggvény, illetve az ssszegfiggvény magasabb
rendben valoé derivdlhatésigira és a magasabbrendl derivéltak kiszdmité -

sdra vonatkozs megfeleld tétetek,
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5. 3 Tétel, Ha az fn e ¢ n € T figgvénysorozat a véges

(a,b) ’
(a, b} intervallumon egyenletesen konvergdl az f fiigevény-
hezés o € {(a,b), akkor az

X

ff(t)dt,ne T
n

o

integrélfliggvénysorozat is egyenletesen konvergil az
{a, b) intervallumon az

X
J £ dt fuggvényhez,

oL
vagyis
X X
/' im £ (Mdt= lm [ @©d
o N+ n-+co
egyenletesen.

Bi itds. . 3 Tétel intf , n €T letes k iaj
izonyitds, A 4,3 Tétel szerin o0 egyenletes konvergencidja

kdvetkeztében f folytonos (a, b)-n. Birmely € > 0-hoz taldlhat6 olyan
N € T, hogy birmely n 2 N-re

It @-f®] <—2—, t € (ab. (5. 8)
n b-a

A Il Kotet 23, 10 Tétel szerint (5. 8) -b6l kivetkezik, hogy minden
x € (a,b)-re

X X
Ji wa - fme' =
< " o

<

x
JG ®- O] a
o

<

=< lx - xl<g, (5.9)

b-a

X

fif (¢ - f()] dt
n

&

han 2 N.!
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og
5. 4 Tétel. Ha a, € c® , a Z a,_ (x) figgvénysor egyenletesen
———— {a, b) k=0 k
konvergidl az s (x) osszegfiggvényhez a véges (a, b) inter-
vallumon és o € {a,h), akkor a tagonkénti integrildssal
nyert sor is egyenletesen konvergil (a,b) - n az

X
f s (t) dt filggvényhez, tehit
o
X x X
[ swa=2 [a @ xe @b
& k=0 o¢

Bizonyitds. Alkalmazzuk az 5.3 Tételt az adott fliggvénysor részletbssze-

geibdl 4116 sorozatra , !
Megjegyezzik, hogy az 5.3, illetve5. 4 Tétel akkoris érvényben ma-

) o . € O : s .
rad, ha fne C(a,b)’ illetve a, C(a,b)' helyett az fn’ illetve a, fuggvények

6l csak annyit tesziink fel, hogy korlstosak és integrdthatok (ldsd fa]L
670-673 o.).
5.1 Péida, Az 1.1 Példa szerint

oq
1 _ N )
1+4x - k___ZO ( x) s X€ ( lr l)t (S. 10)

azonban konnyen lithatd, hogy a konvergencia a (-1, 1) intervallumon nem
egyenletes. Ha viszont 0<h<1 tetszflegesen adott, az (5.10) sor a
(-h, h} intervallumon mir egyenletesen konvergens, mivel x € (-h,h)

_csetén 1 -X I < hk, k € T, és a Weierstrass -kritérium (4.5 Tétel) a

o0
Z h" majordns numerikus sorral alkalmazhat6, Az 5,4 Tétel alapjdn
L=0

x e X oo k+1
2.5 [etas 5o
[ == (-0 dt = —
J T 5 %o k+1
vagyis

haacd k k+t

In(l+x) = -i—%%-—— x € (-1, 1), (5. 11)
k=0

és az (5.11) sor konvergencidja minden 0<h<l -re a {-h, h) intervallu-
mon egyenletes.
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Harmadik fejezet

HATVANYSOROK

6. Hatvanysor konvergenciatartoménya

Kulsndsen fontos fliggvénysorok azok, amelyeknek tagjai pozitiv
egészkitev3s hatvinyfiiggvények. Az egészkitevds hatvinyfliggvények érté-
kei ugyanis egyszerii artimetikai miveletekkel kiszdmithaték. Ha sikerul
bonyolultabb figgvényeket hatvinyftiggvények szerint halads "hatvdnysorok"
segitségével eléllitani, akkor lehet8ség nyilik a bonyolultabb filggvények
értékeinek artimetikai uton vaié kiszdmitdsira,

6. 1 Definicidé, A
z € x (6.1)

alaku fuggvénysort, ahol ¢, € R dlland6, k € T, hat-

k
vénysornak nevezzik, ¢ 2@ hatvanysor k-adik (vagy k-

adfoku) tagjdnak egyiitthatéja. -
Megjegyezzik, hogy a x xk foggvényt akkor is a (6. 1) hatvdnysor

egyiitthaték kozott nul -

k-adik tagjinak nevezzik, ha c eee s C

o Sr’ k-1 %k

1k is vannak,

6. 1 Segédtétel, Haa (6. 1) hatvdnysor x € R . x # 0, helyen konver-
gens, akkor minden olyan x helyen abszolut konvergens,
melyre Ix| < |x .

O
Bizonyitds. Mivel a Z ckf k sor konvergens, az 1,2 Tétel szerint
k=0

lim ck ;‘k =0, vagyis a ck)-ck. k € T sorozat korldtos, van M > 0, hogy

k>oo

|ckik|< M, k € T. Legyen Ixi<Ix| akkor

k
iz fe 25 (X biem|-X
!ckx l-ickx { x }I-Ml fl . 6.2)
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X .
—I<1, tehat a

Azonban

X

X

s

k=0

x
geometriai sor konvergens €s (6, 2) miatt a Z Ic:k x lsor majordns sora,
k=0

A majoréns kritériumbdél (2, 3 Tétel) kdvetkezik az 4llitds, !
A 6,1 Segédtétel kozvetlen kovetkezménye a

6. 2 Segédtétel. Haa (6. 1) hatvdnysor az X € R helyen divergens,
akkor minden olyan x helyen divergens, melyre

Ixt > X1,
Nyilvdnval6, hogy a (6.1) hatvdnysor mindig konvergens az x = 0 helyen
és Usszege itt e Lehetséges, hogy a hatvinysor mdéshol nem is kon-

vergens,

(2]
k
6,1, Példa, Tekintsik a Z k xk hatvénysort. E sor x # 0 esetén di-
k=1
vergens, ugyanis birmilyen kicsi islx{; ha k mdr elég nagy, klxi>i,
g igy (kx )k nem tart zérushoz k—>oo esetén, Nem teljestl tehét a kon-
vergencia szlikséges feltétele (1.2 Tétel),

6. 3 Tétel, A (6, 1) hatvdnysor konvergencistartoményéra a kivet-
kez8 hdrom egymést kizdro, lehetséges eset egyike
érvényes:

a) x = B -ban abszolut konvergens,
x # 0 esetén divergens;

b} van r >0 szdm, hogy Ix | < r esetén abszolut konver-
gens, |x|>r esetén divergens;

¢) minden x € R-re abszolut konvergens,

Bizonyitds, Ha azon szdmok halmaza, melyekre {6, 1) konvergens, felul-
6l korldtos, jelsljtk a legkisebb fels6 korldtot r-rel. Ha e halmaz feltl-
18l nem korldtos, legyen r = +oo, Har =0és x# 0, akkor van

0 < ¥ <lIxl, hogy X-ban (6,1) divergens, de akkor a 6, 2 Segédtétel sze-
rint az x helyen is divergens, tehdt az a) eset 4il fenn, Ha r > 0 (esetleg
r =+o0)ég Ixl<r, akkor vanfxl< Xx<r, hogy X% -ban (6, 1) konvergens;
de akkor a 6, 1 Segédtétel szerint x-ben is abszolut konvergens. Ha r> 0
véges éslx[>r, akkor van r<X <lx|, hogy X-ban (6. 1) divergens; de
akkor a 6, 2 Segédtétel szerint x-ben is divergens, !
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A 6.3 Tételben szerepif r szdmot (0-t, illetve+oo-t) a (6. 1) harviny-
sor konvergencia sugardnak, a (-r, r){illetve a c)esetben a (- oo, + o0}
nyilt intervallumot a hatvdnysor konvergencia intervalluménak nevezziik,
E setenként kiil¥n vizsgilatot igényel, hogy a hatvényscr konvergens-e a
konvergencia intervallum végpontjaiban, Hyen vizsgdlatokkal e jegyzetben
nem foglalkozunk,
Adott hatvdnysor konvergencia sugardnak meghatdrozdsdra vonatkozik a

6. 4 Tétel, {Cauchy-Hadamard-tétel). A {6, 1) hatvdnysor konver-
gencia sugara

r= ——— (6.3)
lim I;IC |
n

n n
ahol lim ch az Vicnl, n=1,2, ... sorozat limes

superiorja (ldsd I, Katet, 17,3 Definicid), A (6,3) for-
mula ugy értendS, hogy ha

n +0a 0
Tim Ic ! = , akkor r = .
m n 0 + o0

Bizonyit4s. Ha (6.3)-ban r>0 ésl|< r, akkor

n
——— n ——
lim VIC x k=l Tim fle = A=l <1,
n n r

Legyen "LE-I< q < 1; az L, Kitet, 17, 4 Tétel szerint véges s;ému kivé-

n
teltél eltekintve Vlcn xn1<q < 1, vagyis a Cauchy-féle gytkkritérium

(2.9 Tétel) szerint a (6,1) sor x-ben abszolut konvergens. Ha (6. 3)-ban
r<+eo és|x|>r, akkor

1
Lim ;lc = lxl Tm flef = txl s
n n T

{r = 0 esetén —li_iet + oo -nek tekintjik,) Legyen 1 <g < %{—I ;az L,

Kotet, 17. 4 Tétel szerint végtelen sok n-re

n
/ n
1cn x>q >1, vagyis fcn xnl>qn> 1. Tehdtn =00 esetén a (6.1) sor

tagjai nem tartanak zérushoz, igy e sor ezen x helyen divergens, !
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6.2 Példa, Legyen ¢ > 0 4llandd. A

hatvénysor konvergenciasugara az el6z6 tétel alapjin

e A I |
r= {lim —n-) =§)
¢

8sszhanghan azzal, hogy ez geometriai sor, melyl b

I<1. vagyis
x| < [4 egetén konvergens.

6, 5 Tétel, Legyen a (6. 1) hatvénysor konvergencia sugarar >~ o
és 0 < @ < t tetszflegesen adott; 6.1y a {- ¢ ) in-
tervallumban egyenletesen konvergens.

Bizonyitds, A (6,1) sor az x =@ helyen abszolut konvergens. Mivel

k k
Ixi < ¢ -bol Ickx i< Ickg k|= |ck| @ kovetkezik, dilitdsunk a Weilerstrass-

kritériumbdl (4, 5 Tétel) adddik. !

6, 6 Tétel, Hatvénysor a konvergencia intervallum minden valGdi
bels8 részintervallumén tagonként integrilhat6.

Bizonyitds, Az 4llitds a 6.5 és 5, 4 Tétel k4zvetlen kivetkezménye, !

6. 7 Tétel, A (6. 1) hatvénysor sszege a konvergencia intervallum
minden bels$ pontjiban végtelen sokszor differencidl-
hat6 és az n-edik derivéitat (n = L, 2,..,) a hatvénysor
n-szeres tagonkénti derivdliséval lehet kiszdmitani.,

Bizonyitds. Legyen a hatvdnysor konvergencia sugara r >0, Képezziik
a (6. 1) sor formdlis tagonkénti derivdldsdval nyert

& -1 1 o K
Z ckkx = = Z ckkx , X¥0,
k=1 k=1

derivélt hatvdnysort. A derivélt sor konvergencia sugara is r, ugyanis

kK k k
lim } le,kl= lim I’ic| lim ¥V x=1lim Jcl= L .
k k k r
k-o00

k i
(Az, hogy lim Jfk = lim x X =1, ktnnyen beldthat6 a Bernoulti-

k >0 X »o00
I’ Hospital szabély segitségével, 11. Kitet,16,3 Tétel), Legyen x e (-r, 1),
akkor van 0< @ <1, hogy xe(- ¢, @ ) is fenndll, A 6.5 Tétel szerint a
derivédlt sora (- @ , 4 } intervallumon egyenletesen konvergens, tehdt
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az egyszeri tagonkénti differenciflhatGsdgra vonatkoz6 &llitdsunk az 5.2
Tételbs] azonnal kYvetkezik., A magasabbrendben val6 tagonkénti diffe-
rencidlhatdsigra vonatkozo dllitds matematikai indukcidval kémmyen iga-

zolhatd, !
(-]
A K
Z y x-a) (6. 4)
k=0

4 2 végtelen sort, ahol a €R 4llands, (x-y)hatvdnyai szerint haladé hatvdny -
sornak nevezzlik, A t = x - a uj vdltozé bevezetésével ldthat6, hogy a
(6. 4) hatvénysorra e pont Ssszes jllitdsa értelemszerlien érvényes azzal
a kilonbséggel, hogy ha a (6. 4) sor konvergencia sugara r, akker konver-
gencia intervalluma az (a-r, a+r) intervallum.

7. Taylor- sorok

Ebben a pontban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogyan lehet figgvé-
nyeket konvergens hatvdunysorok segitségével eldéllitani. Lattuk azt, (I, Ko-
tet, 18. 2 Definicic és 18. 1 Tétel), hogy ha az ffilggvény az "a" helyen n-szer
differenciilhaté, akkor képezhetd a fliggvény "a" helyheztartozé n-edfoku
Taylor polinomja és ez az egyetien n-edfoku polinom, mely a-ban a fligg-
vényt legaldbb n-edrendben érinti, ez simula legjobban a fiiggvényhez az
n -edfoku potinomok koziil a-ban, Ha a fliggvény az"a" pontban akdrhinyszor
differencidlhat6, akkor minden neT-re beszélhetiinkaz a-beli Taylor-poli-
nomr6l, E polinomok egy (x-a)hatvanyai szerint haladé hatvdnysor részlet-
tsszegei. Varhatd, hogy éppen ez a hatvinysor van a figgvénnyelaz “a' pont-
ban, illetveannak egy kdrnyezetében a legszorosabb kapcsolatban.

7, 1 Definicid, Legyen az f: D+R figgvény az a € D pontban végtelen
sokszor differencidlhatG; az

= (K
£~ k_f_o- —f—k,—(“"— (x-a)° .1

hatvanysort f "a" ponthoz tartozé Taylor-sordnak ne-
vezziik, Haa=0,a -

— (k)
L@ K (7.2)
K
k=0

Taylor-sort f Maclaurin-sordnak nevezzuk,

Természetesen abbol, hogy egy figgvény valamely "a" helyhez tarto-
z6 Taylor -sordt fel lehet irni, nem kévetkezik az, hogy e sor x #a-rais
konvergens és eldillitja a figgvényt, (Az, hogy a (7.1) Taylor-sor az



x = a helyen konvergens és osszege f{a), nyilvdnvaio), E’irvényes azonban a
flggvények hatvinysorba fejtésének egyértelmiiségére vonatkozs, kivetkezd

7.1 Tétel. Ha az f fliggvényt az "a" pont valamely Ka kbrnyezeté-
o0
k . .
ben a 2 °y {x-a)  hatvénysor elf4llitja, vagyis e sor
k=0
Ka -ban konvergens és
< k
f{x)= ch(x-a) , X €K , (7.3)
k=0 2

akkor e sor f-nek a-beli Taylor-sora, vagyis

(k)
_ @
%~ i k€T

Bizonyitds, A feltételekbll a 6, 7 Tétel alapjdn kivetkezik, hogy fa Ka

intervallumban akérhdnyszor differencidlhat6 és a (7.3) jobb oldaldn 4116
sor tagonként akérhdnyszor differencidlhat6. Ezek szerint

[t
f(n) {x} =nlc + 2 c. kk-1)... (ken+1) (x-a)k-n, x€ K,neT,
R k a
k=n+1
ghonnan
f(n)(a) =nl,c
n

kovetkezik, !

7. 2 Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az (a, b) nyilt intervai-
lumban analitikus, ha van olyan konvergens hatvénysor,
mely f-et ebben az intervallumban el84llitja, vagyis, ha

o]

f(x)= ch (x-oc,)k, x€fab).
k=0

Nyilvdnvals, hogy ha f(a,b)-ben analitikus, akkor minden x€fa,b)he-

lyen akdrhdnyszor folytonosan differencidlhatd, vagyis f € C°‘Ea by’

Péld4c lehet mutatni olyan figgvényre, amely egy egész intervallum-
ban végtelen sokszor differencidlhat6, Taylor-sora azonban nem konver-
gens. Az is lehetséges azonban, hogy valamely fuggvény Tayior sora egy
intervallumban konvergens de a sor nem az adott figgvényt, hanem egy
mésik fllggvényt 4llit el6, Erre az esetre vonatkozik a ktvetkezd Cauchy-

t6l szArmazé
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7.1 Példa, Legyen
N
x2
e , x# 0
fx) = (7.4
0 , x=0
E fliggvény nyilvénval6an folytonos az x = 0 helyen is. Megmutatjuk, hogy

e figgvény az x = 0 helyen akdrhényszor differencidthaté és f(u) {0)=0,
n € T. A fuggvény minden x # 0 helyen nyilvén differencidlhat6 és az

u=- 12 jelyléssel
X

fxX)=u e
)= @ huet, st x £ 0.

u derivdltjai ')-1{- egész kitevls hatvinyainak dllandészorosal. Ezek szerint

o1

{n) 1 2
£ =p (e X, x#0, nerT,

]

ahol pn polinom, At = -;— jeltléssel

() ¢ pn(t)
lim £'(x)= lim p (e = lim — = 0, neT, (7.9
x —» 0 t—+too n t—=+too e t

2
mivel et erfsebben tart végtelenhez, mint t bArmilyen polinomja (I4sd
II. Kétet, 16, 3 Példa), A II. K&tet, 15,5 Kovetkezmény alapjdn (7, 5) ~b6l
adédik, hogy f(n) {0)=0, n€ T, Ezek szerint a (7.5) fuggvény Maclaurin

sora
o

ZOxn,

n=0
ami minden x-re konvergens és Ysszege minden x helyen zérus.

Amint ezt 2z el6bbi példa is mutatja, rendelkeznlnk kell olyan hasz-
ndlhats, elégséges kritériummal, mely biztositja, hogy valamely fliggvény
Taylor-sora eldillitsa a figgvényt.
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7. 2 Tétel. Ha az f figgvény az "a" pont K k¥rnyezetében akdr-
hényszor differencidlhatd, és a derwéltak Ka‘ban
“egyenletesen korlétosak”, vagyis van.M > 0 szém, hogy

@l =M xe K, n€T, (L6

akkor az f figgvény "a" ponthoz tartozoé Taylor-sora
a—ban el64llitja a figgvényt.

Bizonyits., Legyen x € K a A II, Kotet, 18,3 Tétel szerint f a-beli Tay-

lor-sora n-edik részletdsszegének vagyis az n-edfoku Taylor-polinomnak
f-t6l val6 eltérése az x helyen:

! (k) (n+1)
£{x)- Z (a) (x- a) = ——-LE— (x-a)

o n+1)!

ahol f € (a,x) CKa' Innen
(k) K -a n+1
|f<x>-§f e T

ad6dik, A 2,2 Példdbdl az 1, 2 Tétel felhasznédldsdval ldthatd, hogy

i x-al® ! 0
n n:o(n+1)f '
vagyis '
n (k)
f(x)= lm Zi—kjﬁl x-a5 .1

n-+oc k=0

7.2 Példa., Legyen pn(x) tetszBleges n-edfoku polinom. Miut4n e polinom

(n+1) -edik, {n+2)-edik, ... stb, derivélja mindentitt azonosan zérus, és
e polinom, valamint els6, mésodik, ... ,n-edik derivédltja minden a € R
hely bdrmilyen nagy, de véges sugaru Ka ktrnyezetében korlétos fligg~

vény (ezen n+1 szdmu fuggvényhez a Ka intervallumon kdzds korldt taldl~
hat6), pn(x)-re teljestilnek a 7. 2 Tétel feltételei. Ezek szerint tetgzbleges

a € R-re
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oo _ (&)

p (@)
E k
p ()= £ (x~a) =
n =0 k!
. op Y@ .
= Z - (x-a), xeR. 7.7

k=0

Mivel pn(k)(a.) =0, k=n+l, n+2, ... (7.7) -b6l 14that6, hogy p_(x) tet-

szdleges a € R helyhez tartozé Taylor-sora n-edfoku polinom, m:ely
azonosan egyenlt@ pn(x)-szel, vagyis nem més, mint pn(x)-nek (x-a) hat-

vényai szerinti dtrendezése. A 7.1 "unicitdsi” (egyértelmliségl) Tételbs]
az is kdvetkezik, hogy ha a pn(x) polinomot tetszlleges a € R-re (x-a)

hatvényai szerint dtrendezziik, vagyis
o K
Pn(x) = g(; e (x-a) ,

akkor pn(k)(a) = k! ! k=0,1, 2,...,n, Apolinom derivéitjainak
értékei ily mddon a polinom étrendezésével meghatdrozhatok,

8. Elemi fiiggvények Maclaurin sorai

Ebben a pontban a legfontosabb elemi figgvények hatvanysor -eldilli -
tésait adjuk meg. A teljesség kedvéért ide mdsoljuk az 5, 1 Példa eredmé-
nyét,

S (St
n (1+x) = » x € (-1,1). (8.1)
In (14%) Ax -1,1)
k=0
8, 1 Példa,
o0 k
e = E Y . X € (-0, +oo), (8.2)
k=0
Ugyanis (ex)x(z)0 =1, n €T, € tetszllegesennagy @ > 0 szdmot véve

a (- p . 9 ) intervallumban alkalmazhaté a 7,2 Tétel, mivel

I(ex)(n)|=ex<eg' xe(-?, @ ), ne T,
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8.2 Példa.

s 1) 2k +1
sin x = Z (2k+1)¢ y X€ {~00,+0e), 8.3

Ugyanis (sin x)(Zk) = (- I.)k sin x,
(sin x)(2k+1)
(2k+1)

(sin ) "('1} , k € T, tovdbbi

(- 1) cos X, miatt (sin x)( ) =0,

I(sin x)(n}l =1, ne T, x€R,
ily médon (8. 3) a 7. 2 Tételbdl kivetkezik,
8, 3 Példa.

o0
COS X = Z (2k)1 s XE{-o0,00), (8.4)

(8, 4) bizonyit4sa az el8z6 példdban kﬁvetett mdédon t8rténik armak figye-

2k+1
lembevételével, hogy (cos x)( )—( 1) COS X, (COS)( * )"( 1) sinx, ke T,

8. 4 Példa.
Z"’ x21:-&—1
shx= < m , Xxe({-00, t+o9), (8.5)

{8.5) egyszertien ad6dik (8.2)-b6l, ha figyelembe vesszik, hogy
shx= -—%— (ex - e-x) * ég (8.2)-hen x helyébe (-x)-et irva felhasznéljuk

az
22 k k
e = Z —‘i’k—,’-‘—— X € (-00 , +a0) (8.6)
k=0 )
formulat,
8. 5 Példa.
o0 2K
chx= k2=0 T xe (~co, +o0). 8.7
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Achxs= -;— (ex + e-x) azonossdg felhaszndldsdval ad6dik (8, 2)-bdl &s

{8. 6)-bol.
8.6 Példa, (Binomiélis sor}., Mint iameretes, (ldsd I. Kotet, 8,1 Tétel;

valamint 7.2 Példa) az (1 +x}n fuggvény n € T esetén n-ed foku polinom,
mely megegyezik Maclaurin soréval:

I

(1+x)" = Z'b(“) XX n=1,23, ...
k= k

ahol a binomélis egyiitthatdk:

ny_ n{n-1) @-2) ... (a-k+1)
(k)~ k!

o .
()= 4, n=1,2 ...; 1<k €£n,
]

Ha o € R, de oc¢"1', akkor az (1 +x)°‘ fuggvény Mactaurin sora végte-
len sok nullétdl ktildnbtiz8 tagot tartalmaz, ugyanis

[1+0%] 0 (-1 (06 - 20, . (o -kt @420 ™ ¥,

vagyis
)
[(1+x)°"] = ("‘)k!, x€R, k€ T,
x={ k

ahol deflnicié szerint

(oc) o (og ~1)s¢ =2) .., (cc ~k+1)
k!

E zek szerint

o]
a0~ D ("‘}xk %€ R, (8. 8)
K,
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ol
Bebizonyitjuk, hogy a2z (1+ x) figgvényta {-1, 1) intervallumban
Maclaurin sora, az (8. 8) jobb oldaldn 4116 un. binomélis sor el84llitja,
vagyis, hogy
boad
a+0%= ) (‘:)xk X€ (L 1), «6ER, (8.9)
k=0
El6sz6r megmutatjuk, hogy a (8.9) jobb oldaldn 4116 binomiélis sor konver-
gencia intervalluma (-1, 1). Legyen x # 0 egyébként tetszlleges valds

sz4dm és képezzilk a binomidlis sor tagjainak abszolutértékeibfl 4116 végte-
len sort. Ez ut6bbi pozitiv tagu sor két egymdsutén kovetkezd tagjdnak

hinyadosédra:

Kk +1) ““I o¢ (0¢-1)... (0¢-K) k! [
bﬁm I ) I a(«=n;“(u-hﬂ}&+1n}“"

=11ml
k=

k+1 Ixl =1ix].

Innen a d’ Alambert- féle hdnyadoskritérium (pontosabban a 2,12 Kovetkez -
mény) alapjén kovetkezik, hogylxl <1 esetén a binomiélis sor abszolut
konvergens, x| > 1 esetén viszont nem abszolut konvergens. Mivel azon-
ban minden hatvdnysor abszolut konvergens a konvergencia intervallumé-~
ban (l4sd 6. 1 Segédtétel), az utébbi eredménybll adédik, hogy a binomid-
lis sor divergens |x! > 1 esetén,vagyis konvergencia intervalluma valtban
(-1,1). Most me%}'lutatjuk, hogy a (8. 9) jobb oldalén 4116 sor (-1, 1}-ben
val6ban az (1 +x) - fliggvényt 4llitja el8, Jeldljik a konvergens hatvénysor

bsszegét f(x)-szel, vagyis legyen

OO
o
f(x) = Z ( Jxk, x € {-1, 1),
k
k=0
Képezzik f derivaltjic
= &
£ =) k( )xk'l,
k=1 k

vagy ami ugyanaz
[oed " K
ff (x)= kéo(k«l—l)(kﬂ')x .
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Az el6z6 azonosségot x-szel megszorozva és az utdbbihoz adva kapjuk,
hogy ;

O

(40 F ) = + }__[ )k k+1) (k+1):1
k=
f

()+ k=1( J(k-l-{x k) X =

- (00(')+oc kZi (:)xk =ocf(x). (8. 10)

Képezzik most a kifvetkez§ deriviltat:

[ £(x) :]’_ £+ ) e 1t 71
« | 7 2t -
(1+x) {(1+x)
- (1+x) f (x) :x czlf(x) =0, x € (-1,1)
{1+4+x)
ahol felhaszndltuk a (8, 10) azonossdgot. Ezek szerint az fx) hanya-
{1+x)

dos 4llandé, és mivel ehdnyados értéke az x = 0 helyen 1, ezért

oL
fxy=(1l+x) , xe {-1,1). !

8,7 Példa. Az elf6z6 példdban kapott (8, 9) formula alkalmazdsaként feli-
runk néhdny gyakrahban eléfordul6 binomidlis sorfejtést.

1 o 1
9 7

0

-
it

1 1.3 2 1.3...(2n-1) n
- 2 2s9 Foeas
g xtgr xteet S )
xe(-1,1) . 8.1}
Hasonléképpen adédik
I 1 2. 13 3
I+x =1+ zx-mx+2.4.6x ense




o+l L3...@n-3) n - i
ves D) Gy X teer s XS CLD). (8.12)

Végll (8, 11)-ben x helyébe x2-et téve

1 1 2 1,3 4
idZ slt o x 53 % Fee
1-x
1.3... (2n-1}) 2n
eese T 3.4... (2n) L PP
xe(-lt 1)0 (8.13)
{8.13) jobb oldala a
3 2n+1
.1 X 1.3...(20-1) X
g x)=x+ 3 3 taas + 2.4 . (Gn) GniD) +eae

hatvdnysor derivéltja, tehdt
(arcsinx ~g (x))’ =0

az egész (-1, 1) intervallumban.

K dvetkezésképpen arc gin x - g(x) = lland6, Mivel az x = 0 helyen
arc 5in 0 - g (0) = 0, ezért

3 2n+1
. _ 1 x 1.3... (Zn-1) x
arc gin x =x+ 3 —-3 +aees T 2.4... ntl Faees
x € {-1,1). {8.14)

Hasonl6 médon nyerhet6k a t8bbi arcus, illetve area figgvény Maclaurin-
sor el6illitdsai is.

9. Elliptikus integralok

Fiiggvények hatvdnysorba fejtése gyakran lehet6vé teszi olyan fligg-
vények integrdldsdt, melyek primitiv fuggvénye nem, vagy csak nehezen
41lithat6 eld zirt alakban. Ha fggvénylink analitikus egy olyan nyilt inter-
vallumon, mely az [a,b] z4rt intervallumot belsejében tartalmazza, akkor
a flggvényt elG4liit6 hatvinysor az [a,b] intervallumon egyenletesen kon-
vergens (ldsd 6,5 Tétel). Igy a 6.6 Tétel alapjdn a figgvény [a,b] -n vett
integrilja egyenlS annak a végtelen numerikus sornak az ¢sszegével, me-
lyet a fuggvény hatvdnysordbol tagonkénti integrdldssal kapunk,
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9.1Példa, A sin x fuggvény korldtos és integrdlhaté a [0, l]interval-

lumon, de primitiv fliggvénye nem 4llithat6 el zdrt alakban, Azonban
sin x analitikus a {- oo , + o0) intervallumon és

k 2k+1
sinx _ 1 D x T
- Z Tkt T
k 2k
= Z(—(‘lz—ic'w , x#0, 9.1)

k=0

A jobb oldalon 4116 sor egyenletesen konvergens minden véges mtervailu-
mon. EbbSl az is kivetkezik, hogy az

{ .
sin x Xx# 0

fey =y ¥
1 , x=0

figavény is analitikus (-0, + oo)-ben, mivel (9, 1) jobb oldala x = 0-ban
is konvergens és Usszege itt 1. Igy

| 2 1 k 2k
f_s_ln_xdxzz f -zzi)-i-—l)!-dx=

0 X x=0 0

( 2k+1]
(2k+1)' 2k+1

k=0

k=0 Zk+1)! (2k+1)

A kovetkezd két példdban a hatvdnysorba fejtéssel tbreéné integrilds
alkalmazdsdra két érdekes feladat megolddsaként fellép§ két fontos integ-
rilt dllitunk eld végtelen sor segitségével.

9.2 Példa, A fels6 végén rigzitett { hosszusdgu sulytalan és nyujthatatlan
zgin6rra fliggesztett, m tomegil, pontszerli test kriv pdlydn végzett moz-
ghsdval a nehézségi erdtérben, vagyis az un. matematikai ings lengé-
sével mér az elemi mechanikdban is foglalkoznak. A lengés elemi méd-
szerekkel azonban csak k#zelitden irhaté le, és a ktfzelités csupdn kis

kitérések esetében haszndlhaté, Most a lengést tetszfleges __'Iz_[_ -nél
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kisebb kitérések esetén vizsgéljuk és meghatdrozzuk a lengésid6t, Legyen
az inga maximélis kitérése 0<oc < —13— , vagyis v4ljék az inga sebessége
zérussé akkor, amikor a filggblegessel bezért szlige & . Jelsljuk &-val
a fuggbleges ixdnnyal bezdrt szdget a tetszlleges t idbpillanatben (1dsd
9,1 4bra), g-vel a nehézségi gyorsuldst. Az energiamegmaradds torvénye
" alapjén az inga helyzeti energidja a maxi-
mélie kitérés helyzetében egyenld a t idGpont- -
beli helyzeti és mozgdsi energia tsszegével:

mgl{l-cos )= mg!{i-cosj’) +-;— m(t-‘i]ﬂ—'J-‘)2 .

Rendezés utdn az inga mozgdsit leiré

1
| %:(}f—(cos - cosx)) 2 9.2)

"differenciflegyenletre” jutunk. Haladjon at
az inga a nyugalmi, vagyis a fliggBlages hely-
zeten a t = 0 id6pillanatban, azaz legyen

J =0, hat=0, {9.2) "a kitérésnek, mint
az id8 ftiggvényének" derivéltjdra vonatkozo
Beszefliggés. Az id6re, mint a kitérés fugg-
vényére" vonatkoz6 megfeleld tsszefliggést
az inverz flggvény differencifldsi szabdlya
9.1 dbra alapjén kapjuk:

1

a% =(—%g-(cos«7‘- cos &) ) 2

Innen a t (0) = 0 feltétel figyelembevételével, integraldssal

¥ :
V 4 d
t= g f i?zicosq-cosai '
0 :

Az inga T lengésidejének negyedrésze alatt kert] az inga a J= 0 helyzet-
bél ‘= o¢ helyzetbe, vagyis

ol

T[T a7

4 Vg i?zicosj:- 08 o)
0

1
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' 2
Acosd =1- 2sin -—2“1 és az o -Ta vonatkoz6 megfelelf trigonomet-

rikus azonossdg felhasznéldsdval és 4-gyel szorozva kapjuk, hogy

oL
2L ] R
g
0 (sin2

Vezesstik be a

k=sin — 9,3}

jeltlést és végezziik el a sin % =k sindf helyettesitést;

2k cogf

(J =2 arc sin (k sing), dJ'= F—m—te=—= dq) :
! Vl-k sin ¢
= 4‘/ f .(9.4)
p‘l k si.nq : .

a
2 d
Fk) = % - (9,9)
0/ I-k sinz‘ﬂ

integralt els6faju teljes elliptikus integrdlnak nevezzik.

A (9. 5)integrdlt a hatvanysorba fejtés médszerével 4llitjuk eld, Az
1
NS 272 g -
x =k sin¢p jeltléssel az {1-x7) fliggvényt binomidlis sorba fejtjlik,
vagyis (9.5) integrandusat k2 sinzq’ hatvanyai szerint haladé sorba fejtjuk.
Mivel (9. 3) miattix|=k [sin¢|$k <1, e sora 0 = ¢ = %— intervallumon

egyenletesen konvergens. lgy

T
F(k)=f )L% (ﬁ)(-l)nkznsinz’if dq =
0 - '
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X

=Z (-é)(-l)“kz“fz s’ dof =

a=0 0

8

_w 1.2.2 1.3 24
= 2E+(2) k+(——2‘4 Yk +40et+

2,4...

(L3 ...(2:2:1-112 )2k2n+,_,], (9.6)

ahol felhasznéltuk a II, Kotet (29, 10} formuldt, Ha az o kitérés kicsi,
vagyis kz = sin2 -%— elhanyagolhat6 és (9, 6) -ban az els§ kivételével az
Bsszes tagot elhanyagoljuk, a lengésidre (9. 4)-bfl az ismert

T = 211"’-—‘-—
E
ktizalité formula addodik,

9.3P6lda, Azx=acost y=bsint, 0St<2T, azb >0, egyenletl
ellipszis L kertilete a If, Kotet 31, 4 Péida szerint

L =4a E(k} , .7

ahol
T

-~

L™

2 2 2
E (k) = f (l'kz G’.ﬂzt) 2 dt, 0 = k = 2 —ab < }.s (90 8)
9

a masodfaju teljes elliptikus integril, Az x = k sin t jeltlést bevezetve az
1

a -xz) 2 fuggvény azix|=1k sin tIsSk<l egyenl6tlenségyel jellemzett

intervallumon egyenletesen konvergens binomiélis sorba fejthetf, vagyis

(9. 8) integrandusa a 0 £¢= -l;— intervallumon k2 sin2 t hatvdnyal szerint

halado egyenletesen konvergens sorba fe jthetS. Igy

I L
2 o0
E(k)=f Z(:)(-l)“kz“ gineld =
0 .

n=90
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= S

F
)(-i)nk211 jz sinznt dt =
¢

n

4
_x[,,1.22 13 2 k-
_z[i(z)k (2.4) -5 e
2n
ltavoo (hl'l) 2 k -
“SaTam ) T ] (9.9)

ahol felhaszndltuk a 1I, Kétet (29, 10) formuldt. Ha az ellipszis nagy- és
kistengelye kevéssé tér el egymdéstol, vagyis k Kicsi és e sorban az els§
kivételével az dsszes tagot elhanyagoljuk, (9.7)-b6l és (9, 9)-b8l az

L = 2at kozelit§ formulst nyerjik, melynek jobb oldaldn az "a" suga-
ru kir kerulete 411,
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Negyedik fejezet

ORTOGONALIS SOROK

10. Fourier-sorok

Muszaki berendezések miksdésének leirdsdban rendkivli fontos sze-
repet jdtszanak a periddikus fliggvények. A legegyszerlbb 27 szerinti peri6-
dikus fiiggvények a sinus- és a cosinusflggvény. E fiiggvénvek segitségével
képezhetd a végtelen sok fiiggvénybdl ill6

coskx, sinkx, k € T, {10, 1)

fiiggvényrendszer, A (10.1) fliggvények mindegyike 2i'szerint periddikus (ha
2 dltaldban nem is legkisehb pozitiv periddus), Nyilvinval6, hogy birho-
gyan vdlasztunk ki véges sokat a (10.1) figgvények kozil, ezek bidrmilyen line-
dris kombindcioja is 2% szerint periédikus filggvény. Egy ilyen linedris kom-

0

bindcio6t, egy Z (ak cos kx-{—bk sin k x) alaku fiiggvényt n-edfokutrigonomet-

k=0
rikus polinomnak nevezlink. Valamely a (10.1) fiiggvények szerint haladé
fliggvényso~+ trigonometrikus sornak neveztnk.Ha egy trigonometrikus sor
konvergens »alamilyen szimhalmazon, akkor nyilvinaz dsszegflggvény is
2% szerint periddikus, Fontos kérdés az, hogy milyen 2% szerint periddikus,
egyviltozds valds fiiggvéunyek fejthetSk a (10.1) fliggvényrendszer fliggvényei
szerint halad6 trigonometrikus sorba, un, "Fourier-sorba™ és hogyan le-
het a sorfejtés egyttthat6it meghatdrozni.

10,1 Tétel. Legyen az f; R+ R fiiggvény 2 T szerint periodikus és .
a [- T, 7] intervallumon korldtos és integrdlhatd
{ekkor nyilvdn minden véges intervallumon korldtos és
integrilhat6), €s tegyuk fel, hogy

a o0
f(x) = -2i + § (a, cos kx+bksinkx), (10.2)
k=1

ahol a jobb oldalon 4116 sor [ - T, W] -n egyenletesen
konvergens, (ekkor nyilvdn (- o2, oo )-en is egyenlete-
sen konvergens), akkor
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i

a
n{ 1 cos

= ¥ ff{x) sin nxdx, neT. (10,3}
b
n =T

Bizonyitds., A bizonyitdsban felhaszndljuk a kdvetkez6 integrdlformuldkat,
melyek a IL Kotet, (3.9), (3.10), (3. 11), illetve (3.7), (3.8) trigonomet-~
rikus azonogsdgok alapjén kinnyen igazolhaték:

m-
fcosnxsiﬁmxdx = {, nmé€ T ‘ (10, 4)
-

¥ I
fcosnxcosmxdx = fsinnxsin ‘mx dx = 0
- i
. n #m, nm€T; ' (10.5)
r T
2 .2
‘fcos nxdx=/sm nx dx=%, n =1, 2, .., :
“r -Ir
¥ig
fdx =27 (10, 6)
-

Szorozzuk meg {10, 2) mindkét oldaldt cos n x-szel, illetve sin nx-szel és
integrdljuk a [-7 ,%] intervallumon. Az 5.4 Tétel alapjdn a jobb ol-
dalon az integrélds tagonként végezhetS, A {10, 4)-(10. 6) formuldk felhasz-
nalasdval kapjuk, hogy

T
_/;(x)cosnxdx =aY ,n €T,
n
w
illetve
i
ff(x) sinnxdx=b U,n=12, ...,
¥ n

shonnan (10, 3) kovetkezik, !

Latjuk tehdt, hogy ha azf figgvényt elf4llit6 trigonometrikus sor egyen-
letesen konvergens, akkor az abban fellépd egylitthatékat (10, 3) egyér-
telmilen meghatdrozza. Kdnnyen beldthat, mivel (10. 3) integrandusa
2 T szerint periodikus, hogy [~ , 7] helyett birmely 2T hosszusdgu
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intervallumon végezve az integrédldst az egyiitthatékra ugyanaz az érték
adédik. Nem kivénjuk azonban fliggvények trigonometrikus sorba fe jtését
arra a specidlis esetre korldtozni, amikor e sor egyenletesen konvergens.

10,1 Definici6. Legyen f: R +> R 2T szerint periodikus, a [-T i
intervallumon korldtos és integrilhaté figgvény; az

oo
a
0 E .
f - +k=1 (a.k coska:)k gink x) {10, 7)

végtelen sort, ahol

a T cos

n
- —11? (%) nxds, neT  (10.8)

bn -5 sin

f Fourier-sorédnak, az an, bn egyiitthatckat f Fourier-

egylitthatéinak nevezzilk {figgetlentl attél, hogy a (10.7)
sor konvergens-e, vagy sem),

Ha f pdratian filggvény, akkor f(x) cosnx is pdratlan; ha f pdros figg-
vény, akkor f(x)sinnx piratlan. Mivel piratlan flggvény origéra szimmet-
rikus intervaliumon vett integrdlja zérus, (10.8)-bol azonnal kovetkezik,

hogy ha f piratlan {piros), akkor an=0 (bn=0), n€T.
10.1 Példa. Az f fliggvényt a kivetkez6képpen €rtelmezziik:
I, 0=x<TT
f {x) , fx+2T)=fx), x€ R.
-1, T x <27

Az f fiiggvény piratian (tdsd 10. 1 4bra), igy Fourier-egylitthat6i kizil
an =0, ne T,

o §
b = L {-sin nx)dx+fsin nx dx =
n ™ _4.

0
m
=L[cosnx](j+_i_[cosnx]l=
g n - il n 0

0 n= 2k
2 [ |
T Ta 1_(_1)" = 4

T n=2k-1, k=1,2, ...

- 66 -




Igy f Fourier-sora

o0
4 sin (2k-1)x
I~% 2 %1
k=1
10. 2 Tétel. Haf € Cg, 2T szerint periodikus tovébbé [-1r,7]-

ben f véges szdmu hely kivételével folytonosan differen-
cidlhat6 és f° korldtos, akkor f' Fourier-sora f
Fourier-sorabél formdlis tagonkénti derivdldssal ad6-
dik, vagyis

[ed
f ~'Z (l(bk cos kx - kaks'mkx), (10, %)
k=1

ahol a bk f Fourier-egyiitthatoi,

¥

——— r— Y%
{
|
I
|

L.—..—.—j—‘l__-—.-_-q
P
=y
[S)
Y
e ol
=

10.1 dbra

Bizonyitds. A tett feltevések mellett nyilvan felirhaté f° Fourier-sora:

a’ oo

’ 0, Z(aﬁcoskx+b'sinkx) .
k=1 k

f o~

It w

1 , 1
3, = & '-[r: {x)dx = —:]'T"(f(Tf)'f(*']T)) =0,

-
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¥ g
’=-—1— ff'(x)coskxdx=—l— f(x)cos-kx] -
S . . : ™
- -
T -
- L i cxsinkoox= kb, k=12 ...,
T 5 k

ahol parciélis integrédldst végeztiink, Hasonldan ad6dik, hogy bl'( = -kak.

k=1, 2, ,...!
10,3 Tétel Haf € CII{ , 27 szerint periodikus, tovabbi

C-o ., %] -ben ¢ véges szdmu hely kivételével folyto-
nosan differencidlhaté és f' korldtos, akkor

00 .
" "'Z (-kza.k cosk x-kzbk sinkx), {(10.10)
k=1 .

ahol 2y bk { Fourier-egyUtthatdi, és f Fourier-sora
egyenletesen konvergens.
Bizonyitds. A (10, 10) formula azonnal adédik, ha a 10. 2 Tételt az f’
filggvényre alkalmazzuk, Jeldljuk f° Fourier-egytitthat6it a.: ' b; -vel,
k=1, 2, ... , és legyen MZf" (x)] . Akkor egyrészt (10.10)-bll
a; = - kzak, b; = -kzbk. méasrészt az " -re alkalmazott (10, 8)-b6l

N T T
-%— ff"(x):?; k xdx .<.—,I-1F- flt"(x)l dx <
Iby - -
<2 Moam=2M, k=1,2
T '] r s san
Ezek szerintlaklS -—2—{;—1- . ibkl < -2%—— , vagyis f Fourier-sorénak a
k k ' )

hand -
4M § —12—- konvergens numerikus sor a majordnsa, Igy Weier-
k=1 k

strass tételéb6l (4,5 Tétel) dllitdsunk kivetkezik. !

Azzal a kérdéssel, hogy milyen feltételek mellett 4llitja el§ Fourier-
-sora a fliggvényt, a kovetkezd pontban foglalkozunk. E pont hdtralevs ré-
szében olyan periddikus flggvények Fourler -sordrdllesz szo, melyek peri-

6dusa nem 277,
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Legyen p tetszlleges pozitiv szdm és f: R #> R, 2 p szeriat periodikus
_korldtos és integrdlhat6 fuggvény. E fuggvényt 2p szerint periodikus
trigonometrikus flggvények szerint halad6é sorba kivénjuk fejteni. A (10. 1)-

nek megfeleld figgvényrendszer most a

Lis x, k€T (10,11)

.

cosg Xx,” sin
rendszer, melynek minden figgvénye 2 p szerint periodikus, hiszen pél-
déul

kT

cos % (x+2p) = cos { x+k2T) = cos kT

Az { figgvény Fourier-sora tehét

2 KT

O
0 + Z (a.kcos ﬂxi-b sin X},
2 k= p K P

f{x) ~ -
ahol az By bk Fourter-egyUtthatok elf4llitdsa a feladat, Az

X = —% ¢ (10.12)

formuldval uj fiiggetien vdltozét vezettink be. A @(t) =f (—% t) figgvény
mdr 2T szerint periodikus, korldtos és integrdlhats, mivel

G e+2T) = (L 2=t (F-tr2p) = 1(F-0) = 9 .

A (p(t) fuggvény Fourier-sora legyen

a o0
g (t)y~ g +Z(akcoskt+bk sinkt) , (10, 13)
k=1 .

ahol

B I f cos

bk = ?—wq(t} sin ktde, k€T,

Végezatik el az utdbbi integrélban a (10, 12) helyettesitést (dt = :E]:; dx),
kapjuk, hogy




ak 1 r cos g v
bk-.n, (f(—p—x)sink—p—x.——dx-
-p
P T
=-—1—f fx) % k — xdx, k€T,
p sin P
-p

A (10. 13) formul4bél a (10, 12) helyettesitéssel adddik, hogy

o0
a
v 0 kT . kI
f = ——— — ——
{x) = ¢( > X) ~ 3 k2=1 (akcos > x+bksm > x)
Az el6bbiek alapjdn ésszert a kivetkezd

10.2 Definicié. Legyen f: R+R 2 p szerint periodikus {p >0), a {-p.p]
intervallumon korldtos és integrdlhaté figgvény; az

a O
f’“-—g—- + 2 (akcos L} X+b sin-E-T—r- x) {10.14)
2 k= P k@

végtelen sort, ahol

a P
1 cos kU
bk ol / f{x) sin P xdx, k€T, {10, 15)

-p
f Fourier-sordnak, az ak, bk egylitthatdkat { Fourier-

egﬂtthaxoinak neve zziik,

A 2p szerint periodikus filggvény Fourier-sordnak fogalmdt a (10.12)
egyszerii linedris helyettesitéssel 2f szerint periddikus figgvény (10.13)Fou-
rier -sorara vezettik vissza. Igy mindaz, amit 2i1 szerint pericdikus fiiggvé-
nyek Fourier -sordrél mondtunk, illetve mondani fogunk, értelemszertien ér-
vényes tetszdleges 2p szerint periddikus figgvények Fourier -sordra is.

Nem peri6dikus figgvény Fourier -sordrdl is beszélhetink véges in-
tervallumon. Legyenf:[a,b)—R, ahol [a,b) véges intervallum, korlitos és
integrdlhaté fliggvény. Tekintsukf-nek R -re valo peri6dikus kiter jesztését,
vagyis azt az ¥ R++R fliggvényt, melyreF(x)=f(x), ha x€ [a,b) és
F{x+b-a)=F(x) egyébként, F(b-a) szerint periodikus fliggvény Fourier-
-sordt fFourier-sordnak nevezziik, Ha ez a Fourier -sor elddllitja F -et,
akkor az [a,b)intervallumon f-et dtlitja eld. Megjegyezzilk, hogy egyes ese-
tekben célszertl a fuggvény periodikus kiterjesztését ugy megvilasztani,
hogy a kiterjesztett fuggvény piros, vagy paratlan legyen.
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11. Fourier-sor konvergenciéja

Ebben a pontban elégséges feitételt adunk arra, hogy a Fourier -sor
“pontonként konvergdljon” ahhoz a fliggvényhez, melynek Fourier-sora,
Ehhez azonban bizonyos el8készitésre van sziikség.

11, I Segédtétel, (Riemann-lebesgue-lemma). Legyen az f fliggvény az
{a.b] intervallumban véges szdmu hely kivételével foly-
tonos és szakaddsi helyein legyen elséfaju szakaddsa,
(lisd il, Kotet, 6.6 Definici6), akkor

lim /f(x)cos).x dx= Iim/f{x)sin/‘lxdx=0.

A —»oo A—»oc0
a a

Bizonyitds., Csak a

lim f(x})sin Axdx=0
—+o0 .

hatdrértékreldciot bizonyitjuk be, a masik ui. hasonl6an bizonyithaté.
Legyen o¢ és p az f figgvény két szomszédos szakaddsi helye,

afo < f4xb, Az f fiiggvény (o, {5] -ra vonatkoz6 lesztikitése folytonos,
illetve & -ban és A -ban térténd megfeleld értelmezéssel folytonoss4
tehetS, EbbS] kdvetkezik, hogy f egyenletesen folytonos [, (5] -ban.
Bevezetjlik az

i3
1I{A)= f f(x) sinAx dx (11, 1)
j'A
jeliiést és bebizonyitjuk a J\_I_'l’rnml { A ) = 0 hatdrértékreldciét, EbbSl mar

4llitdsunk kdvetkezni fog, hiszen [-a, b]véges sok [__Or..(b] tipusu intervallum
egyesitése é3 az [a,b] -n vett integrél ezen részintervallumokon vett in-

tegrdlok Ysszege.
Legyen A>0 olyan nagy, hogy —%- <fb - x és végezziik el (11.1) jobb

oldaldn az x = t+ B helyettesitést:

po X -
A A
T LA
I{A) = f f{t+ —7?)8111 {(At+ M) dt'—“f f(H“'x-)Sinkt dt,
o - I .
A Y

illetve az integricios viltozot ujbsl x-szel jeltlve:
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i
F—=
1<A)=-f £(x+ ’it’ sin A x dx .
LE

Az utobbi egyenl8séget {11, 1)-gyel Usszeadva kapjuk, hogy

T
Sy
21 (A)=- f f(x+-i?£-)slnlxdx+/f(x)sin?\ X dx =
w L g
i
- . o
= - f f(x+—£-)sln2.xdx- f f(x+-—x-)sinAX dx +
(x--%r— &
B — p
+/f(x) sinlxdx+/ fix)sinA x dx =
m
x -
o .
=—/ fi{x+ —g—)sln)gxdx+ f f(x)sin A x dx +
u-i p- _.E_
A A
P X
+ f (f(x)-f(x+-%—))sin3xdx.
o

f nyilvén korlétos figgvény, legyen M 2 If ()1 , x & [3,b] . Ekkor az
utébbi elféllitasbol

B
o
zu(A):sf |'f(x+—;‘ff—)|dx+/ [£ () dx+
ol ¥
AT B-x-
1
+f |f(x)-f(x+—}-)fdx£
[+ 4
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T
T ﬁ—T
<M / lteo-fx + =] ax
[+"4

vagyis
T
P~z
MI, L - flx
Tl €57 +5 f | £60) - £ + 5 | ax, (11.2)
o
Legyen £€> 0 tetszflegesen adott, Mivel f egyenletesen folytonos
[x , 41 -ban, van L, >0 szdm, hogy minden A > L, -re és

x € [oc, p - --}-:l -ra

o £
| £ 00 - tocr =) <Fx - (11.3)
Legyen L2 > 0 olyan, hogy fenndlljon
Mw £ . AsL (11.4)
A 2 2 :

Ha A > max (Ll’ Lz), akkor (11, 2), (1L, 3) és (L1, 4)-bdl kitvetkezik, hogy

£
B-o

r €
(B~ = ~a<5r5e,

. [ 1
& —_——
LAy < 5 +3

vagyis lim I{A}=0,!
A>+o0

11.2 Kdvetkezmény., Legyen az f: R+ R fiiggvény 2 TF szerint periodikus,
a [- T, Ir] intervallumban véges szdmu hely kivételé-
vel folytonos és szakaddsi helyein legyen elsffaju sza-
kadésa; ha f Fourier-egytitthatGit a. bn -nel jeldljtik,

neT, akkor lim g = lim b =0,
n-»co n n—+oco n

Bizonyitds, Azonnal adédik az el§z6 tételbdl és (10, 8)-bol, !

Megjegyezziik, hogy a 11,1 Segédtétel és ennek kdvetkeztében a 11.2

Kbvetkezmény akkor is igaz, ha f-rfl a szakaszonként folytonossdg helyett csak
annyit teszlink fel, hogy korlétos és integrélhaté (Idsd. {37 I. 308.0.).
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11.3 Sepgédtétel,

1
n gin{(n+ —=)s
———; + Z cos ks= ZS , (11.5)
k=1 2 sin '—2—

“Tr<s<f,s#0, n=12, ...
Bizonyitds., A IH. Kutet, (3. 15) formula alapjén

sin (k+ —;—)s-sin(k-——zl—)s=25in—;—- cosk s (11.6)

k =1, 2, ... , 1.
A (11, 6) egyenleteket Gsszeadva

n n
ZSmiZcosks= Z (sin(k+—1-)s-sin{k~——1—)s)=
2 k=1 k=1 2 2

N SR ]
—sm(n+2)s sin—-,

ahonnan sin -;— -lel val6 osztds utdn (11.5) ad6dik, !
Haa (11.5) egyenl6ség mindkét oldaldt a [- , W] intervallumon integ-
réljuk és figyelembe vesszlk, hogy

T .
fcos ksds =0, k=1L, % ...,
-r
kapjuk a kés6bb folhasznéldsra kerlld

il 1
sin (n+—§—) s
ds =T (11.7)

2 sin -%

-7
formul4t, Figyelembe véve, hogy itt az integrandus piros fuggvény

T 1
gin (n+-? )X .
ds =T, (11.8)

sin 2
2

0
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11. 4 Segédtétel.

(Dirichlet-féle formula). Legyen f: R—>R 2% szerint

periodikus, a [ - 'I!",'n"j intervallumban véges szdmu
hely kivételével folytonos fliggvény, melynek szakaddsi
helyein elsffaju szakadds van, és Fourier-sora legyen

a
0 E . .
f 3 +k~l(akcos kx+bk sinkx);

akkor a Fourier-sor n-edik részletisszege az

a
% g , )
Sn(x) =3 +k=1(ak cos k x+bk sin k x ) jeltlést

bevezetve, fenndll
L I sin{n +—;—) s
Sn(x)= = f(x+s) ———————— ds , (11.9)

. s
T 2 gin 2

illetve

sm(n-i-—-)s

¥
sn(x)=% ﬁ<x+s)+f(x—sn———— ds. (11.10)
5

2 gin —2—-

Bizonyitds, (10. 8} alapjin

w

¥
n
s (x) -2—; ff(t) d:+§—1_ ZEoskxff(t) cosk tdt +
3 k=1

g
1 s
T 2
T

g
+sinkx ff(t)sin ktdt] =
- ’
n

Zcoskxcoskt+sinkx sin k t)] dt =
k=1

='.;—_ff(t) [—+Zcos k (t- x)] dt ,
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Végezzlik el az utcbbi intdgrélban az s =t - X helyettesitést (x régzitett):

1 i 1, =
§ (=% j f{x+s) [T+ Zcos k s:{ ds =
—vx k=1

T
1 1 i
= ff(x+S) I:—- + cos ks] ds ,
2
x k=1

ahol figyelembe vettik, hogy az integrandus 2T szerint periedikus fiigg-
vény. A 11.3 Segédtétel felhasznaldsdval (11,9) adodik, Bontsuk fel a
(11.9) integralt egy [- T, 0]-n és egy [0,7}-n vett integrdl 8sszegére.
AL-m 0]-n vett integrédlban elvégezve az 5 = -~V helyettesitést, maid az
integrdci6s viltozoét ujbol g-gel jeldlve kapjuk, hogy

0 sin{n + —1—2-)s 2 sin(n+—;—)v
f(x+s) dg= - ff(x-v) - dv =
2 gin S 2 sin A
- 2 T 2
T 1
sin(n+—§‘)s
=ff(x—s) : ds.
0 2 gin <
Ez utobbi kife jezéshez a L0, ) -n vett
¥ sin(n+—;—)s
f fx+3) = ds
0 2 sin Cl

integrélt hozzdadva (11.9)-b6l (L1, 10)-et nyer Mk, !

Ez utdn az elGkészités utin mir be tudunk bizonyitani egy elégséges
feltérelt, mely biztositja, hogy valamely filggvény Fourier-sora pontonként
konvergens legyen és el8dllitsa a flggvényt.

11.5 Tétel, Legyen az f: R R fuggvény 27 szerint periodikus, a
I:- T, 77‘:] intervallumban véges szdmu hely kivételével
folytonos és szakaddsi helyein legyen els@ faju szaka-
ddsa; ekkor ha az x € R helyen létezik f jobb és bal
oldali hatdrértéke, f(x+0) és f(x-0), tovébb4 l1étemek a

véges
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f(x +h} - f{x+0)

f (x)= lim (11,11}
* h—»+0- h

és
£ (x)= lim SER - H02D) (11.12)
B h++0

-hatdrértékek, akkor az x helyen f Fourier-sora konver-
gens £s Ysszege

f(x- 0)+£{{x+0).
3 .

Ezek szerint, ha a tétel feltételei teljesﬁinek, akkor a Fourier-sor
tsszege f folytonossdgi helyein a fliggvényértékkel, { szakadast helyein a
bal és jobb oldali hatirérték szdmtani kozepével egyenld.

Bizonyitds. Legyen T: R—>R az a fuggvény, melynek értéke f folytonos-
ségi helyein f értékével, fszakaddsi helyen a bal és jobb oldali hatdrér-

tékek sxdmtani klzepével egyenlS, vegyis

fx+H0) +£(x-0 . g
2 ' :

fF@a) =

Megmutatjuk, hogy I Fourter-sora ax f fiuggvényt dllitjaelS. Szorozzuk
meg a (11, 8) egyenl8ség mindkét oldaldt f (x)-szel; T -vel valé osztds

utdn kapjuk, hogy

¥ 1
_ 1 - gin(n+ —2-)3
f () =—1{x —_———dg =
w in s
0 sin 73
¥ . 1
_ L f fx +0)+ fx-0) SIS
T 2 . 8 *
0 sin =

Vonjuk ki az utobbi azonosségot a (11,10} azonosségbol:

Y
e 3 f{x+s)+f(x-s)
S ) -1@= 'rf[ >
g
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gin (n+ --)s

) f(x+0)+f(x 0) 2. _
2 s ds= [1+12 , (11.13)
2
ahol
1 gin{n+ —;—) s
1= I f@(xirs) £(x+0) +i(x-5) -f(x-O)] — ds ,
sin —
2
1 si.n(n+—;— }s
2 f f(x+s) - f(x+0) + f{x-9)- f(x-(}ﬂ————s—-— ds ,
r sin 5
0<d <IN,

Megmutatjuk, hogy a (11, 13) killonbség zérushoz tart, ha n tart végtelen-
hez, EbbSl a célbdl megbecstitjik, az I , majd az 1 2 integrdlt {(11.11)

és (11.12) miatt van c>0 és 0<d< T, hogy

I f(x+s) - f{x+0)
s

f(x-s)-sf(x-o)i<c,

ha 0 < s« d, vagyis

lfx+s) - f (x+0)l<cs, |fx-8) - f(x -0)|<c s,

ha 0 <s<d. lgy
d

sin(n+ —é—)s
!I } < }f(x+s)-f(x+0)l+lf(x g) ~f{x - 0)]
0

,ds<
Sin—i'

sm(n+——) s
— 2 s =

%)

1f
27 g
gin '—2

Py

g
=%Ef—'——'sin(n+—%- Ys ‘ds‘

2
m L
o 72
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2c 3 3 c
.= .1.d= J, 11,14
< r 5 T ( )

ha Jelég kicsi, mivel 'sin(n+—%— ) s < 1, és

S S
3
lim -—2—=1mia!:t 2 <——, ha
. 8 . S 2"
g -»+0 smT sm—z—

0<s<dés J elég kicsi. Legyen € > 0 tetszblegesen adott, A (11,14)
beeslésbfl adodik, hogy

£
Illl <= . (11.15)
3c £ . Wy X
ha 0 < TTJ< 2 , vagyis 0 < c———éc&..

Rugzitstik J -t ugy, hogy teljestljtn az utobbi egyenlbtienség és vizsgél-
juk az 12 integrdlt, Az

fc+3)-fx+0) + f{x-5)-f{x -0)

m S
S %

fuggvény & Cr < s< T intervallumban (x rdgzitett) kielégiti a Riemann-
Lebesgue-lemma (11. 1 Segédtétel) feltételeit, tehdt l 12.'] < —%—-, han elég'
nagy.

-E z utdbbi eredménylinket, (11,15)-8t, és (11, 13)-at Isszevetve kapjuk,
hogy

’ Sn(x} £ (x)‘< €,

ha n elég nagy. Mivel £ tetszbleges volt, ez azt jelenti, hogy a Fourier-
sor részletaszegeinek Sn(x),n ¢ T végtelen gorozatdra

lim 5 0 -7 g0 = LEHOHECO)

n o<

11,1 Példa, A F fiuggvényt a kifvetkezlképpen értelmezziik:

F() =lx|, -w=x<ft {x+2T)=f(x) , x € R,



Miutén e figgvényre teljestilnek a 10,2 Tétel feltételei, és derivalt figg-
vénye a 10.1 Példdban szerepll f figgvény, F Fourier-sora f Fourier-
sordbol tagonkénti integréléssal hatdrozhaté meg eltekintve az 4llando
tagt6l, melyet kilon kiszdmitunk: '

T

=L fixiax =
e Ixjdx =7 .

-

|9 N,

I
|
!
!
|
¥

-3 er -
11,1 ébra
Ezek szerint
w -
Fa > 4 Z cos (Zk-1)x )
. 2 T 2
k=1 {(2k-1)

Miutdn F-re teljestilnek a 11,5 Tétel feitételei és Fe& Cg , € sor kenver-
gens és F-et 4llitja el6, vagyis

o0
cos (2k-1)x

Fo)= o - e DX xeR
' k=1 (2k-1)
Specidlisan az x = T helyen
)
4 1
BT =T = — + 5 :
2 T k=1 (2k~1)2



vagyis

2 [729]
- = ) J S (1.16)
k=1 {(2k- 1)

Megjegyezzilk, hogy a 11,5 Tétel feltételei jelentdsen enyhithetfk,
illetve m&s elégséges feltételekkel helyettesithetdk, Fejér Lipot egy alap-
vetd jelentdségit eredményébsl kivetkezik, az hogy ha a 27 szerint peri6di-
kus, korldtos és integrélhaté f fuggvény az x helyen folytonos és ¢ fliggvény
Fourier-sora ezen az x helyen konvergens, akkor a sor dsszege f(x)-szel
egyenl§ (ldsd [3]IL. 120-123.0.). Folytonos fuggvény Fourier-sora tehdt
sziikségképpen a fliggvényt 4llitja eld, feltéve, hogy konvergens, Mint is-
meretes {lisd 7, 1 Példa) a Taylor-sorokra ez nem igaz,

12. A négyzetesen integralhat6 fiiggvények euklideszi tere

Az az eljirds, ahogyan a 10,1 Tételben az f fiiggvényt elfallito Fou-
rier-sor (10, 3) egylitthatsit meghatdroztuk, nagy hasonldsdgot muta® ahhoz,
ahogyan a kozdnséges vektoralgebrdban valamely y vektor ortoge.nidlis
bazisbeli koordindit meghatdrozzuk,

Legyen

= e L1
v g +v2e2 +v3 € {(1L1)

i<

ahol ¢, ¢,, €, ortogondlis (nem szilkségképpen ortonormdlt) bézis o

=3’ =2’ =3
k#izdnséges hdromdimenziss térben (1dsd I, Kéret, 3,7 Definic,¢). hlivel

e.g =0, i#k ¢ .gk_-—i[gklzaic

=i~ =k K
k=1,23. {12,2)
ezért
LALN -
v, = - 5 ,n=1213, {12,3)
led
v-nek f, az ¢ vektoroknak a cos k x, sink x, k=0,1,2,.

=k
fuggvények, (12, 1)-nek a (10,2) "végtelen linedris kombindcicként" vals
eléallitds, (12.2)nek a (10, 4)-(10, 6) formuldk, végil (12, 3)-nak (10, 3)
felel meg, Ezen analSgia alapjén, shhoz, hogy a Fourier-sorfejtés
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miiszaki szempontbdl is fontos Altaldnositdsait tdrgyalni tadjuk, célsze-
rilnek 14tszik adott intervallumon bizonyos tulajdonségokkal rendelkezd

figgvények halmazdban a linedris, illetve az euklideszi tér strukturdjd-
nak bevezetése (lisd I, Kétet, 16,5 és 16,9 Definicid),

12,1 Definici6, A £ (a, b)> R fliggvényt az (a, b) véges vagy végtelen
intervallumon négyzetesen integrlhaténak nevezzitk,
ha (a, b) minden véges bels6 részintervallumdn korlétos,
véges szdmu hely kivételével folytonos, a szakaddsi
helyeken balrol folytonos és létezik az

b

f f2 (0 dx

a

Riemann-féle, vagy improprius integrél, Az (a,b) inter-
vallumon négyzetesen integrédlthaté fiiggvények halmazéit

1%(a, b) ~vel (vagy roviden 1.2 cel) jeloljuk,

9 )
12,1 Tétel, Haf, g € L sszegét, valos szdmmal val6 szorzédsat
a szokdsos mddon, skaldris szorzatdt az
b
(f.g)= f f(x) glx) dx (12. 4
a

integréllal értelmezzilk, L2 euklideszl tér a val6s sz4-
mok teste folb,

Bizonyitds, El6sz0r megmutatjuk, hogy a véges (12, 4) integrdl létezik.
A TI, Kotet 23, 6 Tételb6l kovetkezik, hogy f.g (a, b) minden véges, bels§
részintervallumén korlitos és integrilhaté, Mivel

L) goot= T llg @)l £ —% Ef(ﬂzﬂg (X)li] , x €(a,b),

a I, Kotet 30,3 Tételbdl és a 30, 5 Definiciot kdveté megiegyzéshil kbvet-
kezik, hogy a (12, 4) jobb oldaldn 4116 integrél létezik,

Nyilva’mvald, hogyhaf € L2 , akkor minden ¢ € R-rec f€ Lz. Ha

f, geL akkor {f+g)-re is igaz az, hogy (a,b) minden véges, belsé rész-
intervallumén korldtos, véges szdmu hely kivételével folytonos és asza-
kaddsi helyeken balrdl folytonos,

Tovabbi mivel

)+’ = L +26(g ) +52 (), X € 3,b),
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ég itt-a jobb oldal {a, b)-n vett integrilia 1étezik, ezéri f, g ¢ L2 -bél

(f+g)e L2 kiivetkezfk, tehit Lz linedris tér (a HI, Kutet, 16,5 Definicié
tobbi kvetelményei nyilvin teljestilnek, ). Teljestlnek tovdbbi a III, Kotet,
16,9 Definicié ktvetelményei is, amint az a II, Kotet, 23.4, 23,5, 30,7,
valamint 6,8 TételébSl azonnal 1dthats. (Az utshbi tételbdl addédik az,

hogy az

b
@, = f 2 (x) dx =0 (12.5)
a
egyenlfiséghdl f (x) =0 kivetkezik). !

Az e16z6 tételbdl kivetkezik, hogy az 12 térre mindaz igaz, amit tetszé-
leges valds euklideszi térre a Ill, Kotet, 16, pontjéban bizonyitottunk,

Azfeg L2 fliggvény norméja

1 b
hell= .02 = f Paya |2 (12.6)
a

(l4sd I1l, Kdtet 16, 11 Definicid). Haf,g ¢ L2, akkor fenndll a Bunyakovsz-
kij, illetve a Minkowski egyenlStlenség (14dsd HI, Kotet, 16,1 Tétel és
16, 4 Kdvetkezmény):

b

|(f,g)|=ff(x)g{x)dx <lelh , Hgll =

a
1
~ b 3 b 1
= ffz(x)dx . fgz(x) dx 2 s {12.7)
a a
illetve
b L
If+gli= /(f(x)+g<x))2 axl?<
a

b 1L rb 1
<+ lgh= f # ) ax 20[ng ) dx 2. (12.8)
a . -
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Haf#0, g#0, akkor fésg szbgének cosinusa definici6 szerint fve, IH,
K4ter, {16, 10))

_ _g)
s = Trplgh (12.9)

Haf, g€ Lz(a b)’ akkor kitlénbséglik normdjat, az
b i3
2 2
it - gll= /(f(x) - g () dx (12,10)

a

szamot a két figgvény tdvolsdgdnak, vagy atlagos e_lt'érésének_nevezzﬁk.
Az utébbi elnevezést az indokolja, hogy ha az {a, b) intervallum véges,
akkor f és g tévolsdga a két figgvény eltérése négyzetének integralkize &~
b8l (lisd I, Katet, 26,2 Definicio) vont négyzetgyijkyﬁ-—a_-szorosa. -2
szorzd L?a by birmely két elemére ugyanaz, részben ezért marad el a
(12, 10) definjdlé formuldban (masrészt azért, hogy végtelen (a, b) inter-
vallum esetében is lehessen tévolsdgrdl beszélni), A fuggvények tdvolsd-

ganak (12, 10) értelmezésével L2 a metrikus tér tulajdonsadgaival is ren-
delkezik (lisd V. Kdtet, 1 pont),

2 L .
12,2 Definicié. Legyen fn € L2, n €T, L -bhe tartozd fuggvények végte-
2 .
len sorozata és f € L; azt mondjuk, hogy az fn' neT

gsorozat az L2 térhen f-hez konvergdl (vagy dtlagosan
konvergél f-hez}, jelben

2

fn—-rf, e -

im it -fl= 0.
1 oo n
Itt jegyezzilk meg a kivetkez8ket. A mi 12,1 Definicionk szerint L(a, b)

minden eleme (a, b) minden pontjdban legaldbbis balrél fulytonos, Erre a
feltevésre azért volt sziikség, hogy lifil= 0-bo1 £ =0 kiovetkezzék, lgy az
is igaz, hogy ha f és g tdvolsdga zérus, akkor f(x) = g{x) minden

x € (a,b}-re.
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2

Altaldban azonban L° . elemeirdl csak annyit tesznek fel, hogy (a,b)

(a,b)

minden véges részintervalluméban korldtosak és integrilhatok és 1étezik
négyzetik {a,b)-n vett integrdlja, Ebben az esetben Il £ i = G-bo6k nem ks~
vetkezik, hogy f azonosan zérus. (Egyébként abbél, hogy az fn’ nerT,

sorozat Lz-ben f-hez konvergél, nem kivetkezik az, hogy e sorozat
pontonként is konvergil f-hez). érvényben maxad azonban {12,7) és
(12.8). Az 5.4 Tételt kivet§ megjegyzésbdl kivetkezik (mindkét tirgya-
l4smodban), hogy ha fn’ n € T az {a,b) intervallumon egyenletesen

konvergil f-hez, akkor 4tlagosan is f-hez konvergil,

Az alkalmazésokban fellépd esetek sziikségessé teszik azt, hogy az

L2 tér fogalmdr kissé 4ltaldnositsuk,

12,3 Definicid,

» 0
Legyen adott & @ € C(a, by
"sulyfuggvény'; azt mondjuk, hogy az f: (a,b) =~ R
figgvény a @ sulyfiggvény mellett négyzetesen integril-
haté, ha (a,b) minden véges, bels§ részintervallumédn
korldtos, véges szdmu hely kivételével folytonos, a sza-
kadé4si helyeken balrdl folytonos és létezik az

Q(x) >0, x € {a,b)

b
/ % (x) f2 (x) dx (12.11)

3"

Riemann-féle, vagy improprius integrél. Az (a,b} inter-
vallumon a ¢ sulyftiggvény mellett négyzetesen integ-
2,

rathaté fliggvények halmazit L(a, b)

-vel (vagy rdviden

2,
L 9 -val) jeldlijlik,

Nyilvénval6, hogy f € L2fakkor és csak akkor, hafp f € L% Ennek .

figyelembevételével értelmezzik L 9 elemeinek skaldris szorzatdt,

illetve norméjit, Az f, g € Lz’? figgvények ¢ sulyfliggvényre vonatkozé
skaldris szorzata, illetve f-nek a ¢ sulvillgpvényre vonatkozd normdja:

b
( g)? = (.@T f.l@‘ g)= f ¢ (0 f(x) glx) dx, (12,12)
a

illetve



L)

b
Hf!i9=1/'f,f)@ =.||{/E_ff|= [fgom fz(x)d{l . {12,13)
a

13. Ortogonilis fiiggvényrendszerek
A I, Kotet, 16,12 Definiciot megism'éteive:

13.1 Definicié., Azt mondjuk, hogy az f, g € Lz fuggvények ortogondli-
sak, ha skaldris szorzatik zérus, vagyis
b
g = f f(x}g(x) dx = O,

a

2 .
13,2 Definicio, A { ¢, €L ke T} figgvényhalmazt ortogonélis
flpovényrendsze mek nevezzik, ha

(ql.qvk)= ﬁi (x}(fk(x)dx=0. i# k (13.1)
a

ﬂq’k"2=fq:(x)dx# 0, keT. (13.2)
a

Ha ezenkivil lIt?kﬁ=‘ 1, k € T, akkor a fiiggvényrend-
szert ortonormdltnak nevezzik,
Nyilvénval6, hogy tetszbleges ¢, k€T, ortogondlis figgvényrend-

szer “normdlhatd”, vagyis elemeit alkalmasan vélasztott 4llandokkal szo-
rozva, ortonormélttd alekithaté, Ui, a

,k
‘lilk=n-c-?-'-(—. k€T

miér ortonormélt figgvényrendszer,
13,1 Példa, Amint ez a (10, 4)-(10, 6) egyenlSségekbl] 14that6, az

I, coskyx, sinkx, (k=§k 2, ... ) (13.3)
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figgvényrendszer a (- T , T } intervallumon (és birmely 2T hosszuségu
intervallumon) ortogondlis fliggvényrendszer, (10,6)-b6l az is ldthatd,
hogy az

H i cos kx , sink x S k=1,2, ...)  (13.4)
'£X3 yr yr .
fiiggvényrendszer ortonormdlt,

A 10,1 Tétel anal6gidjdra azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy ha egy
filggvényt valamilyen ortogondlis fuggvényrendszer elemei szerint halads
végtelen sorba fejtettiink, milyen médon hatirozhat6k meg az egyltthatok,

13.1 Tétel, Legyen {a, b) véges intervallum,

2 . .
fe L(a,b) ég {cfk rke T} az {a,b) inter-
vallumon ortogondlis fuggvényrendszer; tegyiik fel to-

vdbb4, hogy
o
f= Z c. &, ., (13.5)
k'k
k=0
ahol a jobboldalon 4116 sor (a, b}-n egyenletesén konver-
gens, ekkor
= =~ , k€T, .
x 'mz— {13, 6)

Bizonyitds, Szorozzuk meg a (13. 5} egyenl6ség mindkét oldaldt skaldri-
san cfn-nel, vagyls szorozzuk meg q:n-nel és integrdljunk az (a,b)

intervallumon, Az 5, 4 Tételt kvet§ megjegyzéa szerint a jobboldalon az
integrdlds tagonként végezhetS, vagyis

oo

)= RZ_,; {4 9 ), neT

(13, 1y miatr a jobboldalon egy kivételével (tl, k = n) az Isszes tag zérus,
igy

(f,cfn)=cn§qnﬂ'2 . nET,

shonnan (13.2) miatt {13, 6) ad6dik, !
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A 10.1 Definici6é kozvetlen dltdldnositisa a

13. 3 Definicié.

2 , ] - _
Legyen f € L(a,b) és {cfk 1k € T}az (a, b} interval

lumon ortogondlis flggvényrendszer; az

o0
f ~Z c_ o (13.7)
k k
k=0
végtelen sort, ahol
g9,
¢, = - ,keT, (13.8)
k 2
fa,l

az f fliggvény {C? K k€T } rendszerre vonatkozo

ortogonélis s.orénak, a < k € T egyiitthatékat a

{ q’k: k € T} rendszerre vonatkozd dltalédnositott

Fourier-egylitthatoknak nevezziik (figgetien'il att6l, hogy
a {13.7) sor koavergens-e vagy nem).

Az f figgvény (13, 8) Altaldnositott Fourier-egytitthat6i egy fontos approxi-
méci6s probléménak a megolddsai, Vizsgdljuk vi. azt a kérdést, hogy
n

rogzitett n mellett a Z a ¢ K tipusu linedris kombindcick koztl,

k=0

melyik kozeliti meg 4tlagosan f-et a legjobban, vagyis melyiknek lesz
f-t8l valo étlagos eltérése,

minimédlis,

13,2 Tétel.

(- S . ‘ (13.9)
n éaqu|

Riogzitett £ € I..2 fuggvény, {qak ¢tk €T } ortogondlis
rendszer és 0 természetes szdm mellett a (13.9) 4tla-
gos eltérés akkor és csak akkor minimédlis, ha

(1, C?k)

ak=ck= W ’ k=0,1,2, ses » Iy
k!

vagyis ha a f fliggvény ['cfk tk € ’I}rendszerre vonat-
koz6 ortogondlis sordnak n-edik részietsszegét vessziik,
- 88 -



Bizonyitds,

“f 'k%;ak qkn2=(f- 3;0 & Py f'izzoai‘f’ih

2 I 1]
={i¢l -zhzoak(f,cekH Z a2 (@, ¢)=

k,i=1

el ¥ ac 1q 12 + 3 2ied -
= 22 a o bq 17+ 2 alel -
k=0 k=0

=Efﬂ2+;§ -1y ﬂz-f:czii ﬂz (13.10)
D&YW T T S .

ahol felhaszndituk a skaldris szorzis elemi tulajdonsdgait, (13. 8)-af és
(13.1)-et. Az utoljdra kapott kifejezésben csak a kozépad nem-negativ
tag fugg az a egytithatoktol, (13, 2) miatt ez a tag és vele egylitt az egész

kifejezés akkor és csak akkor minimdlis, ha
ak-ckzol k‘—'th:z’ L] nv!

Az elSbbi tételt periodikus fliggvények Fourier -soraira alkalmazva
és a 10. pont végén lev8 megjegyzést figyelembe véve azonnal adédik a

13.3 Kdvetkezmény, Legyen a € R, az f: ]:a, a+2'ﬂj =R fiiggvény
véges szdmu hely kivételével folytonos és szakaddsi
helyein legyen els6faju szakaddsa; ekkor rigzitett
n € T mellett az n~edfoku

a n
0
- + k§-1 (a.k cogskx +bk sin kx)

trigonometrikus polinom f-t6l valé dtlagos eltérése
akkor és cgak akkor minimalis, ha itt

By » k=0,1,2, ... ,n, ésbk, k=12 ...,n, f

Fourier-egytithatoi,
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A (13, 10) formuldbtl a, = ¢, helyettesitéssel adodik, h minden ne€ T-
a y ogy

k
re

n 2
2
< . =
0= If kq’k" lifli k%ckﬂ_¢k§, (13.11)

vagyis
)31 2 2
pa ci?qk" shtl , ner.
k=0

érvényes tehdt a

13,4 Téwl, {Bessel-egyenlftlenség). Legyen f € Lz, {qk: ke T}

ortogondlis fliggvényrendszer és
b2
f~ ¢, &
=0 k7 k

f ortogondlis sora, akkor

o

Z ziicpkil iifli (13,12)

k=0

Ha specidlisan f (.pk : k€ T} ortonormalt fliggvény-

rendszer, akkor

Ms

2 2
¢ < Jelh. (13.13)
k=0

Ezt az eredményt periodikus figgvények Fourier-egytitthatdira alkalmazva
adodik a

13.5 Kvetkezmény, legyenf: R+»R 27T szerint periodikus, a

[, 7] intervallumban véges szdmu hely kivételé-
vel folytonos és szakadédsi helyein legyen elsffaju sza-
kaddsa; ekkor az f fiiggvény

a

akesb | 1---:
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Fourier-egylitthatdival képezett

o0
Z (312( + b2 } sor konvergens és
k=1 k

a2 oo (]

9 2 .2 < Lf ,

7+ g (@ +b) = = f2(x)dx. (13. 14)
" T

Megjegyezzik, hogy valéjdban mér lényegesen gyengébb feltétel mel-
lett az is bizonyithars, hogy (13. 14)-ben az egyenlfség ill fenn.

Bizonyitds. (13.12)-t a (13.3) fiiggvényrendszerre alkalmazvaés a {10, 6)
egyeniBségeket felhaszndlva W -vel val6 osztés tdn azonnal adodik. |

13,6 Tétel, Azf € L2 fliggvényt a fq G k € T'} ortogondlis fligg~

vényrendszerre vonatkozo
o
f o~ 2 c,
k=0 ktk

ortogonilis gsora akkor és csak akkor 4llitja el6 dtlago-

san, vagyis
2 >
uf- kéh ckq?ku= nlimwu f- 5 ckq)k"=0

akkor és csak akkor, ha

2

2 o
el = > Clg . (13, 15)
k=0 k Tk

Bizonyitds, Azonnal adédik (13, 11)-bfl, !
Specidlisan, ha az eldz6 Tételben a {qk 1 k€ T} figgvényrendszer orto-
normalt, akkor a (13, 15) feltétel az

2
fell =

_1;1-

(13,16}

a3
1[\1g
*nh)



alakot veszi fel. Ez az Usszefiggés pontos analogonja annak, ahogyan vé-
ges dimenzi6s euklideszi térben, ortonorméit bizisban valamely vektor
koordinatdibsl a vektor abszolut értékét kiszdmitjuk (I4sd HL Kotet,
(3.11), illetve (17.12) . Az a kérdés, hogy rgzitett ortonormélt rend-

gzernél a {13, 15) foltétel minden f€ sztiggvényre fenndll-e, vagyis hogy

minden f € L2 fiiggvény elfillithaté-e dtlagosan egy rdgzitett ortonormalt

rendszerre vonatkozoé ortogonélis sordval mélyebb vizsgdlatot igényel,

melyre itt nem tériink ki (14sd {5]), Arra a kérdésre, hogy vajon minden
OF

Ck , k € T, numerikus sorozat, melyre Z ci konvergens, valamely
k=0
f€ L2 figgvény adott ortonormélt rendszerre vonatkozd "koordindta-soro-
zatdnak" tekinthet8-e, Riesz Frigyes egyik alapvet§ jelentfségii tétele od
vélaszt, Ezek a probléméik azonban a Riemann-integrédlhaté figgvények
halmazén belil maradva nem intézhetSk el megnyugtatéan, Szitkségessé
teszik egy uj integrélfogalom, az un. "Lebesgue-féle integrdl” bevezeté-
sét,

Megvan az analdgidja annak is, shogyan véges dimenzifs euklideszi tér-
ben, ortonormdilt bizisban két vektor skaldris szorzafdt kiszdmitjuk (l4sd

III. Kotet, (3.10) és (17,11))

13.7 Tétel, (Parseval-formula), Legyenf, g, € Lz,[ g k€ T}
ortonormalt figgvényrendszer,
> s
f o~ . G, g8~ d 4. .
k=0 k Tk k=0 k "k
és tételezzik fel, hogy
oo , %0
be- D o q bk 2 a al-0:
k=0 k Tk x=0 k 'k
ekkor
oo
o= 2 cd . (13.17)
‘ " k=0 °
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Bizonyitds,

n Tt ‘ n
(- c g2 d Gr=lhe)- D> o (g ., g)-
k=0 k Pk P i1 <o kK Tk

]

n 1]
g‘%‘“’i’* Zo ¢ d (@ . g )=1(g-

i,k=

n It n
- c. d . - cd + 2 c.d
i:gﬂ k'k lg-ﬂ ii kz=-; ii

n
=(f:g)'Z c . d ?
x=0 k k

ahol felhasmdltuk a { ¢ W’ k€ T} fliggvényrends zer ortonormalitdsdt,
tovdbbd a (13.8) és a di-kre vonatkozé megfeleld formulat, A (12,7)
Bunyakovszkij-féle egyenlftlenség felhaszndldsdval

1§
GSI(f,g)-chl l(f qu,g qu)l<
k=0 i=

<“f— / qu" ” )____dcfi"

Ha n oo, akkor a feltevések értelmében az utébbi egyenlStienség
jobb oldala zérushoz tart, ahonnan (13, 17) kbvetkezik, !

2 .
Ortogondlis fiiggvényrendszerekrél az L 41 térben {ldsd 12. 3 Definici6)
is beszélhettink,

13. 4 Definicié. Azt mondjuk, hogy a {q’ € 'L2 o TZ fuggvényrend-

szera @ sulyfuggvény mellett ortoamélis_, ha

b
((Pi,f.fk)?=é[p(x)qi(x)q’k(x)dx=0, i#k,  (13.18)

- 93 -



2 b 7
Bep il f,p @, ()dx# 0, keT. (13.19)
a

Ha ezenkivtil Hq‘tkn? =1, k €T, akkor a fiiggvény-

rendszert a ¢ sulyfiippvény mellett ortonormélitnak
nevezzitk,

13,1 Példa, A
Tn(x) =cos {narccosx), n €T (13.20)

formulédval értelmezett figgvényt elsSfaju n-edfoku Csebisev-polinomnak
nevezziltk, A (13, 20) formula csak a {-1, 13 infervallumon é-rt‘elt_nezi e
fuggvényt. Ha azonban Tn(x) -ril sikertil bebizonyitanunk, hogy polinom,

“akkor értelmezése természetes modon Kiterjeszthet§ az.egész R halmazra,
Azt, hogy Tn(x) pontosan n-edfoku polinom n-re vonatkozd matematikai

indukcidval bizonyitjuk, Nyilvin

TO xy=1, T1 x)=x. (13.21)
Bebizonyitjuk, hogy fenndll a
T ®=xT @-T ,&, n=1L2 ..., (13,22)

rekurzids formula, Vezessuk,be az x =cos J jeloiést,

A 11, Kditet, (3,13) felhaszndldsdval

costn+)d + cos{n-1)d = 2ZcosJ cos nJ .

Mivel & = arccos x és (13.20)-bél

T (cos $y=cosn (13.23)
a fenti trigonometrikus azonosség a

'i'm_l(t:as»?)+Tn_1 (cos J) =2 cos o Tn (cos T ),
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alakot veszi fel ahonnan x = cos J' helyettesitéssel (13, 22) kivetkezik,
(13.21)-b61 és (13, 22)-b8l mdr Allitdsunk ad6dik; hiszen ha feltesszik,
hogy Tn (x) pontosan n-edfoku és Tn-l {x) pontosan (n-1)-edfoku palinom,

akkor 'I‘n +1(x) pontosan (n+1)}-edfoka polinom. Bebizonyitjuk, bogy a

{13. 20) Csebisev-polinomok a {-1, 1} intervallumon a
_ T —
@ x) =(Q1- xz_) gsulyﬂjggyényre nézve ortogondlis figgvényrendszert
alkotnak, Az x=cos & helyettesitéssel és {13, 23) felhaszndldsdval

1 1 T
(Tn ' Tm)? = 0"‘2) 2 T, ) Tm(X} dx = f cos n Jf cos mJ—Q—SiZid J‘J‘ =
-1 0
T
= "'%" f cosndcosm S dF =0, nf m,
-

ami a {13, 3) fuggvényrendszer ortogonalitdsdhdl kiivetkezik, Az el6bbi
helyettesitéses integrildssal és a (10, 6) egyenl@ségek felthasznélisdval

7 IR S |
2.2 2
ETnﬂ?- f(l-x} T, (0dx =
-1
™ ’;F , n=1,2, ..,
=-—%—— fcos nSd.J=
. g T, n=0,

Ezzel dllitdsunkat igazoltuk,

2
13.5 Definici6s Legyen f € L™’ g és {q’k € L2 tk € T]a. ¢ sulyfgg-
vény mellett ortogondlis fiiggvényrendszer; az

=

végtelen sort, ahol
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q,)
c. = —-—-—k—g-— keT.

k quﬂz |

az f figgvény f Ay k € T} rendszexre vonatkozl @

sulyfuggvény melletti ortogonslis sordnak nevezzik,

A 13.2, 13.4, 13.6 és 13,7 Tételek értelemszerilen dtvihetSk sulyfigg-
vény melletti ortogonélis sorokra is.
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numerikus sorozat 7
ortogonélis bdzis 81
ortogonélis fuggvényrendszer 86, 87, 92
sulyftggvényre nézve —-93, 95
ortogondlis sor 88, 90
sulyfuggvény melletti— —— 96
ortonormdlt bdzis 81
ortonormdlt fliggvényrendszer 86, 87,92
sulyfuggvényre nézve — —- 94
Parseval - formula 92
polinom 4trendezése 53
pozitiv tagu sor 16,18
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részintervallum 23

részletdsszeg 8
részletisszegek sorozata 9, 16, 30,42,52
reszeoro at 9, 10, 29
hatdrértéke 11
Riemann -féle inregril 82
Riemann-integrilhat6sdg 92
Riemann-Lebesgue - lemma 71,79
Riemann -tétel 27
Riesz Frigyes tétele 92
skaldris szorzat 82, 85
sor 7
4trendezése 26
geometriai E— 9
harmounikus 9
hiperharmonikus 24
konvergencidja 8
ortogondlis — 88
dsszege 8
sorozat 7
diverpens _— 10,17
konve:gens 11
sulyfliggvény 85
sulyfiiggvényre vonatkozé norma 85 ;
culyfliggvényre vonatkoz6 skaldris ;
szorzat 85
szorzatsor 31
Taylor polinom 49
Taylor -sor 49
- egyértelmiisége S0 ’;
trigonometrikus fiiggvények szerint
haladé sor 69
trigonometrikus polinom 64
trigonometrikus sor 64
unicitdsi tétel {Taylor sorra vonatkozd) 53, 50
valgs euklideszi tér 83
valtakozd eldjeli sor 14
végtelen linedris kombindcis 81
végte ler fligpvénvsaorozat 34
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konvergencidja 34
végtelen numerikus sor 7

divergerncisja
konvergeaciija
Usszepe

végtelen numerikus sorozat
vektorok 81
Weierstrass-kritérium 39, 44
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