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Ez a példatdr a Dr. Farkas Miklés egyetemi tanér szerkesztésében meg-
Jelent Matematika c, elméleti Jegyzet anyagéra épfilt, A feladatok Jellegében,
megsztvegezésében, a jeltlések hasznélatdban egyardnt kifejezésre juteza
ktrilmény. A kvzblt tébb mint 1500 feladat jelentSs részének sorszéma eldtt
* Jelzés talflhat6, vagy a sorszdm bekeretezve olvashats, Az el6bbiek megol -
désdhoz utmutatist adtunk, 2z utébbiakét részletesen kidolgoztuk, egy-egy al-
kaiommal tibb megold4st is kbztltlink, Ahol o megoldésok ktizlése ktzben té-
telekre hivatkozunk, hasznos az elméleti jegyzet idevdgé fejezetének ttanul-
ményozésa,
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8.

7-8.
* 7.
* 8.
+9-15,

Bevezetés az analizisbe

1. Halmazelmélet

Igazoljuk az aldbbl (de Morgan-féle) azonossigokat. (X és Y va-
lamely A alaphalmaz részhalmazai, X az X halmaznalk A-ra vo-
natkoz6 kiegészitd halmaza.)

XUY=XNY

XY =XUY

Legyenek A, X és Y a 3, 4brén adott sikbeli tartoményok, Szem-
{éitessitk az aldbbi halmazoksat,

A

3, &bra
XUY 6s X NY
XAYés XUY

Igazoljuk, hogy a) ha XCY akkor XUY =Y
b) ha XUY =Y, akkor XC Y

Igazoljuk, hogy 2) ha XC Y akkor XMNY =X
by ha XMY = X akkor XC Y

Igazoljuk, hogy
XINEUY =X
XUnNy =x

Igazoljuk az aldbbi.egyenlségeket .
(XY = XY az X-nek az Y halmazra vonatkozé kiegészitd
halmaza,) .



14,
15,

17,
1

Bl k&l [E]

2226,

E@@ ][]

27-28,

XNY¥=Xyuy
XNEOY)=XN\Y

(XU Y)\Y=X\Y

XN\ Z=X\(YU 2)
INOENZ)=EX\TYU (XN 2)
EUYNZ=ENZI}J Y \TZ)
XNOU D= \NNE\2Z)
XNQON Z)=X\ VW X\2Z)
EN\NWUY=XUY

Igazoljuk, hogy

EUNHNEU D=XNYNHU XN

legyenek A, X és Y az 1, dbra szerinti sikbeli tartoményok, Szemiél-
tessikk az (XU V)N (XASY) tHetve az X N YU (XN T) halmazokat,

Milyen feltétel teljesliiése epetén lesz

(XN Y=X

a) Létesitsiink kblcsnlsen egyértelmil megfeleltetést az

X= {x: x pozitlv egész és x osztdja 30-nak] £8 az

Y= { ¥y : y pozitlv egénz és y oszt6ia 42-nek}

halmazok elemel kizitt,

b} binytéle modon oldhatjuk meg a feladatot?

Léteaitstink kdicstintgen egyértelml megfeleltetést az aldhbl halmazok
elemet kézbte,

A pozitiv egész szdmok halmaza &g az egénz szimok halmaza,

A pozitiv egész szmok halmaza és o 7-tel oszthats pozitly egész szé-
mok balmsza,

X= {x Ofxfl} és Y= {y'ﬂfyfz}
X- {x 0<x<1{ és Y= {y y)i}
{x 0<x<1} és Y= {y 0= y-l}
legyer H= {h h olyan nem elfajult hdromaztg, amelynek van egy-

ségnyl oldala, de nincs egységnyinél hosszabb olda{a}
Iggyenholdahm:khossza X, v, lamol0< x 5 yE1



29

30

l
-

3

2]

Tekintgtk H kiivetkezd részhalmazait:
H= {h:h€H és b derékszbgl }
Hy = {h th&€H és h egyeni(fszé.rﬁ}
Hy= {h:h€H & b egyenl6oldald]

Jelbljik i~fel azt a leképezést, amely & H halmaz minden egyes h ele-
méhez az (x, y) derékszigli koordindtarendszerrel elldtott giknak az
(x, y) koordinét{ju pontjét rendeli. Mely halmazokra képezi le f a
H, H,, H, és H, halmazokat?

I’ 2 3
Jeldljiik g-vel azt a leképezést, amely 2 H halmaz minden egyes h
eleméhez az (u, v) derékszgil koordinétarendszerrel elldtott sik azon
L. siknegyedbeli pontj4t rendeli, amelynek az

MG, 0) ponttal vett tvolséga x, az N(- 7 0)

ponttdl vett tdvolséga y,
Mely halmazokra képezi lea ga H, H 1 HZ és H3 halmazokat?

b) ugyanolyan
¢) nagyobb
mint amilyen szémossdgu valamelyik val6di részhalmaza?

Legyenck X és Y véges halmazok, Jeltlje m(X), m(Y), m(X uy)
liletve m(X/\ Y} a megfelels halmazok szdmosségét.
Igazoljuk, hogy

mX UV Y) = mX) + m(Y) - m(XN\Y)

Egy gydr termékeir6l az ellen6rzés sordn megidllapjtottdk, hogy
20%-uk sem min6ség, sem csomagolds szempontjibel nem kifogdsta-
lan. 60%-nak kifogdstalan a mindsége, 50%-nak kifogdstalan a csoma-
goldsa, Hény %-nsk kifogdstalan a minGsége ig &s a csomagoldsa is?

Fejezzilk kiaz XU/ YU Z halmaz szdmosséght a 30-as feladathoz
hasoniéan,

Egy milszaki egyetem hallgat6l f6ként hirom sportot Uznek: futhalloz-
nak, uszrak és sakkoznak.
Az tsszegen 5000 hallgat6 kozul
1500 egyéltaidn nem sportol,

500 aportol ugyan, de az emlitett hrom sportdg kizil eggyel sem
foglalkozik,
1400 sakkozik, 1900 uszik, 2300 futhallozik,

800 sakkozik is,uszik is, 1000 sakkozik is, futhallozik is, 1400 uszik
is, futballozik is,
Hény olyan haligats van, aki sakkozik 18, uszik is, futhallozik is?

Lehet-e egy halmaz a} kisebh
szdmossdgu
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[ss.

36,

7.

Igazoljuk, hogy ha X és Y mepszdmldlhat6 halmazok, akkor
X x Y (direkt szorzat) is megszdmidlhats,

Mutassuk meg, hogy az egész egylitthatGs polinomok szdmosséd-
ga megszdmldthato.

Mutassuk meg, hogy 0 és 1 szdmokb6l elS4llithat6 bsszes lehet-
séges sorozatok C h2lmazu nem regszémldlhato,

Jeloljtk egy Al Bl (I1 derékszbglt hdromszig egyik befog6idt

a~val, az dtfogé}dt c~vel, az a befogd pontjainak halmazét A-val, a c
4tfogé pontjainak halmazdt C-vel. Megegyezik-e a kovetkez$ halma-
zok szdmosséga

a)A és C
bYALU Cés A
eyANCéEC

- 10 -



38,

39.

44,

41,

12,

v deE

2, Matematikai logika

Megengedik-e a Peano-axismék, hogy
a) csak a 10-zel oszthat6 szdmokat
b) csak a primszimokat

tekintstik "természetes” szdmoknak?

Két 4llitds, A és B kzbtt lehet olyan Ysszefilggés, hogy az egyik és
csak az egyik igaz koziiltk, PL: "Vagy elmegyek, vagy itt maradok. "
PFejezzilk ki ezt 4llitdsmilvelett jelekkel,

A hét mely napfain igaz és mely napjain hamis ez az 4llitds;
"(1) Ha ma kedd van, akkor holnap szerda" - és ez: "(2) Ha ma kedd
van, akkor holrap szombat’?

Az aldbbi dllitésok kizik:
(1) "Az x szém ogzthats 2-vel",
{2) "Az x szdm oszthats 5-tel”,
(3) "Az x szdm oszthat6 10-zel",
melyik melyiknek szikséges, és melyik melyiknek elegendd feltétele?

Legyen A és B két 4llitds. Tekintstk az aldbbt dsszetett 411it4-
gokat:

(1) Ha A, akkor B, (5) Ha B, akkor A,

(2) Ha "|A, akkor B. (6) Ha 1B, akkor A,
(3) Ha A, akkor |B, (7) Ha B, akkor ]A,
(4) Ha T]A, akkor T]B. (8) Ha IB, akkor | A.

Tegyilk fel, hogy (1) igaz. A tibbiek kiizil melyek biztosan iga-
zak (I}, melyek biztosan hamisak (1), melyekr6l nem lehet elddnteni,
hogy igezak~e vagy hamisak (III)?

AzA DB ésaBDA  dllitist egymés megforditdsainak ne-
vezzik,

Irjuk fel az aldbbi matematikai tételek megforditdsést, és duntsuk el
mindegyikrfl, igaz~e vagy nem:

"Ha egy természetes szdm oszthat6 a, b-vel, akkor oszthat6
a-val is &s b-vel is",

"Két hdromszdg egybevdgs, ha megfelels oldalaik egyenldk egy-
mdgsal”,

"Derékszbgli hiromsztgben a befogék négyzetdsszege egyenls
az 4tfogo négyzetével”,

- 11 -



46,

48,

50.

"Az olyan x, y-ban mésodfoku egyenletnek, amelyben mind xz,
mind xy egylitthatéja 0, deréksztiglt koordindtarendszerben parabola
a képe”,

Be akarjuk bizonyitani, hogy két {nem negativ) szdmnak a mér-
tani ktizepe legfeljebb akkora, mint 8 szémtani ktzepe:

<8 +bh
Yeb2ib,
Helyes-e az aldbbi bizonyités:
o =< a+ b 2
Yoo 522, /()

2 2
ap <8 +sz+b /.4

42bTa® +2ab+b%, /- 4ab
0582 - 2ab+12,
05@-bn%

ez nyilvénvaloan igaz (mert valés szdm négyzete nem lehet negativ),
tehédt igaz eredeti {1lirdsunk 15",

Bizonyitsuk be a szdmtani sor 8sszegképletének felhagznéldsa
nélkil, hogy

n
S k=l+42+3+.., +n=-’l§5‘—2tﬂ-.

k=]

Vezessilnk le képletet az elsf n természetes yzdm négyzetének
Ysszegére,
(A levezetéshez tudni kell arr6l, hogy ha egy sor n~edik tagjdnak kép-
lete egy n-ben felirt polinom, akkor az elsén tag tisszegének képlete
€gy - ugyancsak n-ben - 1-gyel magasabb foku polinom., )

Bizonyitsuk be, hogy

13478

vagyis, hogy

3

+3% 4 bz rae.,. 40

n ]
> ¥ =
k=1 k=1

Levezethet6-e a véges mértani sor bsszegképlete matematikai induk~
cioval?

-12 -



53,

54.

Bizonyitsa be, hogy ha n természetes szém, p pedig primszém,
akkor nP-n mindig oszthat6 p-vel. (A szémelmélet kig Fermat~tétele, )

Mutassa meg, hogy
i‘“ “]fr -2 . B*2
k=1 2 2"
Fejezzik ki zédrt alakban az

1 1 1 1 2 1
1.2 7.3t a YD TR+ D

Ysszeget.

Valaki azt javagolja, hogy verjenek a jelenlegicken kivill hfirom-
forintos pénzdarabokat is. Javaslatdt azzal az 4llitéssal témasztia alé,
hogy pusztén 3 és 5 forintosokkal bdrmekkora pénztisszeg kifizethet§
visszaadés nélkill, ba egész szdmu forintbél 411, és 7 Ftw-ndl tubb,

Igaz ez az Allitdg?

Mi az elienkezfje ~ tagaddsa - az alébbi két dlitdsnak:
(A) Van olyan kazén, amely minden tiizelSanyaggal muktidik,
(B) Minden gydrban van olyan dolgozd, aki minden nap log,
{C} E=z igaz is, szép is.

- 13 -



3. Egyenidtienségek

A valds szdmok rendezési axiémdibél kivetkeznek az aldb-
biak:

ey
»

Hax >y és t>aq akkor x +t >y + u,
Hax >y és t<u akkor x -t >y - q,
3. Hax >y és x és y egyenld eldjeliies, akkor

-]
.

1 1
x<y ‘

4. Ha = és y pozitivak, x >y és n pozitiv egész, akkor

n n n n
X >y & X VY -

5. Ha %, v, t, u pozitivak és x >y, t>u akkor
Xt > yu,

Az f(x} > g{x) egyeniftlenségnek x = X, akkor mego.dasa,
na f(xo) > glx ). Rt > helyett 2 is 4llhat.

Valamely egye-lGilenséget megoldani annyit jelent, mint elé-
dllitani a megolddsox halmazit,

Két egyenldtienséget akkor neveriink ek.ivalensnek ha meg-
olddshalmazuk ugyanaz,

Az

fx) > g} es hix) > k{x} 1]
egyeniitienségrendszert konjunktivnak, az

fx) > g(x) vagy hxy > x(xi {41
egyenlétlenségrendszert diszjunktivnak nevezzik. Ha f(x) > gx)
megolddsainak halmaza A, h{x) > k(x) megoidisainak halmaza
B, akkor a (3) egyenidtlenségrendszer megolddshalmaza A ™ B.

a @)-é AUB,
A (3) egyeniltlenségrendszert igy is szoktuk irn’

Bx) > g

{31
hixy > kxy . J

~ 14 -



57-82.

70.

Oldjuk meg az alfbbi egyenidtlenségeket, ill. egyenidilenség-
rendszereket, és dbrizoljuk a megolddshalmazokat a szimegyene-

. Bem

x-2é1-2x

2

2
1—-x_3

a8)x~420 & x+3>0, bx-4>0 vagy x + 3 > 9,
c)x-42>0 & x+3<0, dix-4>0 vagy x + § <0,
e}x -4<0 é x+3>0.

x-I)x +2)>0

X -1
x + 2
X -3

< 0.

3
-

1
x-—l<5

1<3i-;—£<2

2x -1 dx +1 _x ~ 1
2 < 3 < 3

3+x >4 +2x }
6x - 3 <4x - 1

x| €3
x| >2
ix-41<5
{x +3[>1

3 <
|x+1!-

[’i—:—l-lm

1

X +1

2

Ix-3
1X + 2

X2 X -2>0

e - 10x + 2 52



a) {x - I}x - 2¥x + 3¥Mx ~ 4) > 0 b} (i " ;}(i ~ 1) >0

-2
Ibl

+ 1)(x ~ 2

x - 3Yx +4)
2 + 2 2 + Ixi -2
% 77, a) .&2__._.}(__:;>0 b) _X_Z_XI__:__ >0
X +x -6 x +Ixl -8
* 78, x3 > X
79 1 ~ 2% < 6
) fx + 4]
0. |x% r6x +10]21
81, lox| +]2x -6] T8

® 82, 5 -x|~|x -1} +lx +3]>as.

#83-88, Abrézoljuk a sikbeli derékszogll koordindtarendszerben az aldbhi
kétismeretienes egyenldtlenségeket}ﬂi. egyenldtlenségrendszereket
kielégltd (x, y) értékpdrok taxtomdny4t:

24y 21 4. Lryi<4
x>0
y >0
X<y 86. |xj<l1
05x%) |y <1
87] 1x1 + 1yl =1 88. xZ0
-l
y=x
¥+ 2x 52

89-92, Igazoljuk az aldbbi egyenlétienségeknek az adott feltételek mel-

lett vals fenndllisét,
242 2\eb ha  2aZ0 & bZO
2,0z, ha a>0és b>0
b a
2 n
91, @)’> n ha n > 2 egész szdm

- 16 -



92, %+ni1 +a. + 21 + >y
n -1 n
ha B > 1 egész gzdm,.
* Legyenek a, a,, bl’ hz, sy olyan valés szdmck, amelyek-
re fenndll, hogy
31827 0, alcl?—:b? azczzbg

Bizonyitandé, hogy ekkor
> 2
(al + &2)_(c1 + cz) = (bI + b2)

L, Oldiuk mey az

peventotlensogel.

-17 -
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96~108,

96.
97,
98.

%9,

100,
101,
102,
103.
104,

105,

107.
108,

109-123,

109,

4, Végtelen numerikus sorozatok

Egy sorozat elsf bt tagja

1111
!2!334}5'

Menpvivel egyenl§ az n~edik tag?

1

E-telmezztink a lehets legegyszerilbb médon olyan sorozatot,
amelynek elsd tagjai az aldbb megadottak; majd pedig déntstik el az
igy értelmezett sorozatr6l, hogy koridtos-e (alulrdl, ill, feltilrfl kor-
i4tos-e) és monoton-¢ {nbvekv§ vagy fogys, szigoru~e a monotonitds):

i, 3/2, 5/3, 7/4, ...

1, 4, 9, 16, 25, 36, ...
-1, 4, =9, 16, ~25, 36, ...
1 i

“5‘, “’4‘, wsa

i, =3/2, 5/3, -7/4, ...

0,1, 0,01, 6,001, 0,0001, ...
-0,1, ¢,01, -0,001, 0,0001, ...
0,9, 0,99, 0,999, 0,9999, ...
-0,9, 6,99, -0,999, 0,9999, ...

i
-1: - '2-1

4 04 8 8 12 12 16 15
EA- A AR M FAEN E A AR VAR
L2 12 12

373 5 5 7T 7

1, 2/3, 1, 3/4, 1, 4/5, ...
1l -2/3) 17 "3/4, 1, -4 3,

Dtntsilk el az aldbbi sorozatokrosl, hogy melyikitk konvergens,
melyikik divergens, és a konvergenseknek mondjuk meg a hatdrérté-
két is:

a = 1106, a =

n

= R

- 18 -



111,

an=2n~:3 = 21

115,

= I2L

123.

124,

126,

128-132.

dn” +2n -1
: :

A T e—— 116, a_ =
n .V;— 1] n+1l

2
a =2n ; £ 118 a = n2+3n-1
a n " o +7m+2
a = a2+3n-1 120 a =£
o 3 - a -3

i -7n2+6n- i0

122, = =%:

Egy sorozat n-edik tagja olyan trt, amelynek szdmléléja is,
nevezéfje is n-ben felirt polinom, Mit tudunk mondani a sorozat
konvergencidjdrdl és hatdrériékérsl?

Bizonyitsuk be, hogy ha az {an, né& 'r} sorozat korlétos,

és Hm ’bﬂl =00 , akkor
- OO
a
im -2=o0,
A-»00 I
an
Mit 4lHthatunk az T 0 € T sorozatrél,
n
ha lim ]an} =oco, 33 {bn} sorozat korlétos?

n —poo

7

Igazoljuk, hogy ha az ian, neT, a Z20 } sorozat hatér=

értéke a nem negativ A szdm, akkor 2 {VEH,n € T} sorozat ha-
térértéke VA,

Dbntsik el az aldbbi sorozatokrél, hogy melyek konvergen-
sek, melyek divergensek koziilitk, és szdmitsuk ki a hatdrértékii~
ket is azoknak, amelyeknek van:
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a = !/n«rl- Vn, a = 1!2n-1-]}n+ ,
130. an=Vn2-2- Vn2-3, 131 2 ]/nz-x-]/lzmnn,

s o Vmti-Ya
1 V‘;- n~l
Hma =4, a {bn’ n& Ti} sorozat pedig divergens, Mit
Altthatunk az

al, bl’ a2, b2’ 33, b3, an, bn’ ... egyesitett” soro-

[t}

zatrél?
134, Lim 2 =4A, lim bn = B. Mit 4llithatunk az

o1 ai, bl’ az, b2’ 33, b3, an, bn’ ... egyesitett sorozat-

135, Ha nem két, hanem tgbb - tetgz6leges szdnm - sorozatot
egyesitiink oly mddon, mint az elfz6 két feladatban, milyen szabdly
vonatkozik az egyesitett sorezat konvergencidjdra és hatdrértékére?

Dbntsilk el a 105-108, feladatokban szerepls sorozatokrél,
hogy xonvergensek-e, és (ha van) mi a hatdrértékilk,

137, Konvergens-e az a sorozat, amelynek 4ltaldnos tagja
a =1+ n(-l)n?
138. Hényadik tagtél kezdve kizelitik meg a hatdrértékiket & -n4l
kisebb hibdval 2 105-107. feladatok sorpzatai?
13%-140, Hatdrozzunk meg egy olyan N szdmot, amelyre
3
- = l
139,; az a_= 3n 23]1 +8 . 140, az a = 3 .
n +n +n+17 n +17n - 30

sorozat az N-ik tagjdtsl kezdve, 0, 0001-nél kisebb hibiva!l megkii~
zeliti a hatdréreékée,

= 141, &lapitsuk meg, hogy a 101.-~104. feladatok sorozatai ktziil
melyek konvergensek, és (ha van) mi a hatfrértékiik!

142-144, Hényadik tagjuktol kezdve kizelitik meg a hatdrértékitket
£ “n4l kisebb hibéval az aldbbi sorozatek:

[142.] a =1- 1078 (&€ =0,001)
n
143, a!1 = {}, 99 144, an = ’/ 2
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i45,
146~156.
* 187
158-160,

i61-162,
161,

163.

164,

% 167.

Hanyadik tagjdtol kezdve haladja meyg az
z:! = i,OOin scrozat a) 1012-:,
' b) K-t”
Bizonyitsuk be a jegyzet 15,7, - 15,17, téreleir,

Ervényes-e a 15,3 és a 15,5 tétel akkor is, ha .vin ket, ha-
nem tohb - akdrhdny - sorozat vsszegirdl, itl. szorzatiral van
5z67

Igazoljuk, hogy az aldbbi sorozatck konvergensek, is szdmit-
suk ki a hatdrérréktiket:

1 .
a = 3'(-3-—, 159. a = Ls
n n i n

ol
f=}
il
k=
:J'
.

Szdmitsuk ki az aldbbi sorozatok hatirériekét:
D ——

n ‘.-»-:’ .
0 2n, EE 162.' 4 V n 90,

Egy konvergens sorozat olyan tulajdonsdgu, hogy akar'-any
tagjdnak el§jelét megviltoztatva is konvergens marad, Mit dilit-
hatunk errdl a sorozatrsl?

@
]

Mutassuk meg, hogy ha egy sorozat-
a) ban véges szdmu tag értékét barhogyan megvalesztarjuk,
b) ba véges szdmu tagot beiktatunk,
c) bél véges szdmu ragot elhagyunk,
€z a sorozatnak sem a konvergenci4jat, sem a hati: -~tékér nem
befolydsolja,

Az an = —23—;:—52 sorozarnak azok kozidl rugjai kozul,
amelyek nagyobbak 2, 00001-nél, a sorrendber elsdt megszorozzuk
10~zel, a kiivetkezst lﬁz-nel, az az utdn kYvetkezdt lﬂs—nal, és
igy tovdhb, Mi tbrténik a sorozat hatdrériékével, konvergencidjdval”

Az a,n & T} sorozat konvergens, hatdrértéke A,
A {bn’ né& T} sorozat ugyanazokat a tagokat rarraimazza, mint
az {an] , csak més sorrendben. Allithatunk-e .alamir a { bn}
sorozat konvergencidjiros! és hatdrértékérsl?

Legyen
a8y ..e, &y e
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168,

169,

ciyan csupa pozitiv taghél 4116 konvergens sorozat, amelynek ha-
tdrértéke A, Mit dllithatunk

a)aza1 +a2, 32+33, ...,an+an+1, taes
b}azaz-al, 33-32, ...,aﬂH-an, ooy
r-)aza1 az, 82 a3, e an arH_, sy
d)az-i:-z—, ;—3—, vees -21—":'1‘, .

1 2 n

sorozat konvergencidjérel és hatdrértékérsl?

Mondjunk példét olyan {8n’ né&E T} konvergens szdmsoro-

a
ntl

zatra, melyre az gorozat

n

a) O-hoz tart,
b} 0, 77-hoz tart,
¢) divergens,

Mutassuk meg, hogy ha mind az {an, n ET} , mind a

a
n+i
= Ta sorozat konvergens, akkor

-5

lim b =1,
n

H 00
Legyen {an, n & Tt is, { bn’ n & T]r is divergens so-
rozat, Lehetséges-e, hogy
(
(1) la“ +bn} R
@) {an -bn},
@ {a_ bn} .

a
4) {g‘i ,
b1}

(5) (1)is és {2} is,

(6) (3)isés (4)1s
kopvergens?
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[171) Van-g

a) olyan korldtos sorozat, amelynek minden részsorozata diver-

gens,
b} eolyan divergens sorozai. amelynek minden részsorozata korli-
tos?
Mi a hatirértékiik az alsbbi sorozatoknak:
n+2
27 743
a) a =(1+1_)2n+3 b)b=(]+ 1)
n n n n
2 -1
173-174. Diontsiik el az aldbbi rekurziv mdédon megadott sorozatokrdl,
konvergensek-e, és ha igen, szfimitsuk ki a hatdrértékiiket is:
3. - ' = 4 -
3 =l A, 2
1 1 2
a) 2 =g 2 Ta A,
an
b) b] =L D+l n+l
¢ ¢ =y2 o V2T G
Hol a hiba az alibbi levezetésben:
3 1 n - i }- }.. }- =
Hm ﬂ+n) - 1im (l+n).(l+n)...u+n3
n n
1 2 0
= lim (}+3-) iim (l+l) lim (3 Ll
=M n n’t"e 5!
=1 .1 ... 1 17
1 2 n

Hogyan dllithatunk elG olyan szémsorozatol, amelynek
1-;:’51 100-ig minden természetes szdm torlédisi pontja?

Allitsunk el6 olyan sorozatot, amelynek minden természe-
tes szdm torl6dési pontja!l

tmark =" =

-1 ~1 -1

o -3 (=
L » .

Allitsunk el6 olyan sorozatol, amelynek minden egész szdm
torlddasi pontja!
179, Van-e olyan sorozal, amelynek minden valfs szdm -
tehdt a teljes szémegyenes minden pontja - torliédfiisi pontja?
180-163, Bizonyitsuk be a 17.4. - 17.7. tételeket.
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is4

185,

: isﬁ..
187-189,
z b7,
E 3 la.

%

5. Egyvéltozés valés figovények elemi tulajdonsdgas

Egy r alapsugaru, m magasségu egyenes kbrkup alaku edény
ugy 4ll csucsdval lefeié, hogy a tengehve fiigeBleges. Beletntlink
¥ ktibcentiméter vizet, enmnek szintje a csucst6l szdmitva b centi-
méter magasan van., Hogyan figg h y-t61?

Azy= x2 parabolén mozog az A pont; 0 az orig6. Milyen pd-
lyét ir le az OA egyenesnek az a pontja, amelynek abszcisszéja
egyenif az A pont ordindréjdval?

A 186, brén ldthato, négy rudbdl 4116 mechanizmus az A,
8. C, D pontokban csukiés szerkezetl, €s igy (sajdt sikjdban) sza-
bador mozoghat. Hogyan fligg a DC tdvolsdg az AB tdvolségtsl?

(D) C

AC _-_BD—,;',
t<a, dbra
Hitdrozza meg azt ;. - fliggver. . aaweive.

n
By +1): © - 3x+2,
(e Y+,

] : 1
-1 = L e
f(.};+X F A 5
X

Az hixv figgvény derékszégil koordindra-rendszerbeli gra-
fikonja adva var. Hogyan kaphat6é meg ebhf
aYas vy - <« .
blae o, e
¢)ar fin - cwn
d) a7z fiesy
fiiggvény grafikonja? {c¢ irt mindentitt egy adott valss szém, )
- 24 -



(Az 2) és a b) dmlakitdst a fliggvény, c)-t és d)~t a fluggetien
vAltoz6 linedris transzforméci6jénak nevezzik,

-191-192, Az f(x) filggvény derékezitigl koordindta~rendszerbeti
grafikonja adva van. Hogyan kaphats meg ebbdl
191, |fx)l. 192,  sg f(x)
grafikonja?
193-226. Vézoljuk fel az aldhbi figgvények deréksztigli koordindta-
- rendszerbelt grafikonjdt, dllapitsuk meg értelmezési tartoményu-
v kat és értékkészletilket:
193, ix l/ ,x2
1956, x| +3 196, Ix +3j
* 197, x| -X £ 198, |ix) -2]
199, 'I ixt - 2| - 5! 200. xsgx
£ -201. |[sgx| 202, sg2 x = (8g x)2
1 x|
* 203, X * 204, T
x 2
* 205, 206, -
i1xi x|
* £ 208, X
207.  Yesx e
209, 3 Iixl 210. -2 Ixi
211, |-3x| : 212,  |2x - 3]
2 1xi -3 * 214, sg(ixi -2)
1 1
* 215. 16. —————————
] =
B x 1- sg2 x
217.] Vegx-2 % 218, x- (x]
219, - [x] 220. (-x]
221, { 11 222, L
X (x}
223, 2+ {x} 24, {2+x}
225. - {x] “226. {=x]
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p

227.

229,

230,

231.

\_

Vizoljuk fel az aldbbi figgvények grafikenjdt

f}(x}= l]x-!—ll + !x-lfl ,

f(x)= Ijx+1l - Ix-lf] s t

:‘_;(xm l- Ix+ 1} + Ix-‘lll s

[ = l- lx+1 - Ix-l[l .

Teljesen sima kbr alaku dveglap teljesen sima henger-
-tivegfallal van kdrilvéve (228, 4bra). A kor kerilletének P pontjdhan

—

—0

228, ébra

o

-

~

-

~

AN

van egy pontszert golys (a kiterjedését el-
hanyagoljuk). Ezt elinditjuk P pontbeli érin-
tével Lf sziget bezdré irdnyban, Feltesszik,
hogy & golyé surlédds nélkiil mozog, és
ezért a henger alaku tivegfalrél vals akdc~-
hdny visszaverddés utén is folytatja moz-
géséit,

Az, hogy a golyd visszaérkezik-e va-

" lamikor a P pontba, és ha igen, hdny visz~-

szaverSdés utdn, nyilvdn a \P szbg nagysé-

gétél figg. Milyer fllggvényt kapunk, ha

gztigegységnek ezuttal ~ a szokdstol eltérd-
leg ~a 180%-08 szbget tekintjtk, és azokhoz

a |} szégekhez, amelyekre a goly6 sobasem

érkezik vissza 2 P pontba, 0-t, azokhoz pe~

dig amelyekre visszaérkezik,

a) l-et,

b) ha a golydénak a P pontba valé elsd visz-
szaérkezése a k-adik visszaverS8dés so-
rdn kivetkezik be,

1
% =t
rendeliink hozz&?

A 193,~228, feladatokban emlitett fllggvények kozill melyek

(I) korlétosak (I/a) csak feltiirdl, (I/b) csak alulrdl korlétosak,
(1) monoton nidvekedfek,
(HII) monoton fogysak,
(IV) pdrosak,

(V) pdratlanok,
(V1) periodikusak?

A periodikus filggvényeknek adjuk meg 3 periddusaét is!

A 193,-228, fuggvények kiztl adjuk meg (I) a nem végig mo-
noton ntvekedbknek a monoton nivekedési, (II) a nem vigig mono-
tor csbkkenfknek a2 monoton cstkkenést intervatlumait!

A 193, ~228, feladatokban emlitett fiiggvényeknek hol van lo-
kélis és abszolut minimumuk és maximumuk, és mekkordk ezek?
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232 Milyen fiiggvény a} két péros,
b} két pdratian,
¢} egv péros és egy pératlan,
d) egy pératlan 638 egy péros
fliggvény hanyadosa?
233. Milyen fiiggvény f(x)n, ha n €T, és5 f
a) paros,
b) pdratlan fiiggvény ?
234. Meghatarozhaié-e az a szdm értéke ugy, hogy
a) {x] + a,
by [x] - a
paratian fliggvény legyen?
235, Soroljuk fel mindazokat a fiiggvényeket, amelyek

a) minden valés szdémra érteimezve vannak,
b} egész értelmezési tartominyukban monoton novekeddek, és
ugyanakkor monoton estkkensek is’



6. Raciondlis egése és tortfliggvények

236. Vézoljuk fel ugyanabban a koordindta-rendszerben
a) az x és x",

2. 4
b) az x és x
fiiggvények grafikonjdt,

mé€ET, n €T, m + n paros, ésm)n.Miazy=xmés
y = xB gorbék koicsénts helyzetének legjellemzdbb vondsa?

Tegyilk fel, hogy az xz, xa, :-‘fiiggvények grafikonja adva

van, Hogyan kaphatjuk meg az aldbbi fiiggvények grafikonjét:

2 3
2x” + 1 ‘ 21 + =
- 1
‘ x + 2 2% ~ 3
2’ - 3 ax - % - 4
x5 - 9x% + 27x - 2 [a7] 2" - 4x + 8
xz 2x +3
£ 1
- dx + 2
o
ax’ +bx +e¢ (a, b, c, adott 4llandék a # 0)
252. 2+ Db b, ¢, d adoit 4llandék, © # O).
cx +d
E_S—_?,_J Mutassuk meg, hogy az y = }‘: egyenlfszéru hiperboldt akgr

az x, akir az y tengely mentén k-szorosan (k # 0) megnyujtva
ugyanazt a gorbét kapjuk!
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254-256, Vézoljuk az aldbbi fliggvények grafikonjit:

+ 254, °B%

i
£ 255 x 8"
£ 256 |
257, M1 8 sztlkeéges &s elegends feltétele amnak, hogy egy polisom
a} plros
b} pdratlan
figgvény legyen?
258, Igaz-e, hogy & ~ két polinom hényadosaként felirt - racioné-
iis tértfiiggvénynek ugyanott vammak a 0 helyel, ahol a szémidl6jénak?
259, Igezoljuk, hogy az
n n-1 2
anx +an_lx T +azx +alx+ao
n-edfoku polinomot (g, # 0) az elbbbi un, Horner-féie elvendezésbhen
oszthatjuk el 8z x - X, elsd foku polinommal:
%n 351 4n2 see By 4 %o
0 bn- 1% bn-2xo ess bzxo blxo hoxo
*a bn-l bn-2 b11--3 e bi ho ¢
ahol
b =a 40,
n=1 n <. <
bkt SRR ha 2=k=n,

c=a +bx
[+ o0

éa

n n-l

anx +an_1x L N +alx+ao a1 =2
_ =h X +b
x- xo n=1 n-2

¢
e +b1x+bo+_ x-xo‘
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260,

261.
262
263269,

* 274,

Mit 4llithatunk arrél a polinomréi, amelyben
a) az egylitthaték Usszege 0,
b} a pératlan fokszdmu tagok egylitthatéinak tsszege egyenid a pd-
ros fokszdmuak egyltthat6inak bsszegével?

Mit 4llithatunk annak a polinomnak a valgs gyokeirSl, amely-
ben
a) az Usszes egyltthat6k pozitivak,
b) az egyiitthat6k rendre vélitakozo elGjeltlek?

Mutassuk meg, hogy az

n n-1
ax +a .x +... ta.x+a
n n 1]

-1 1
polinom Ysszes gybtkeinek szorzata
a
n o
X Xy Ry eee X = (-1) —5-;-.

Bontsuk fel irreducibilis {azaz a val6s szdmok kirében tovdbb
mér nem bonthats) tényezdikre az alfbbi polinomokat:

x3-x2+2 % 204 x3 -2x2 -Sx+6
x3+5x2+3x-9 266, 213-312-1:-2
ol a2x-1 268, x?-2x5 - 3x° + dx+ 4

x5+x4-3x3-3x2+2x+2

Van~e az :\:8 + x4 + 1 polinomnak racionélis gytke?
Van-¢ ugyanennek a polinomnak valés gybke?

Hatérozzuk meg a b szdm értékét ugy, hogy az ~ -hxz -bx+1
polinomnak -1 legaldbb kétszeres gytke legyen!

Legyen 2 tetszbleges valds szdm Az u kitev6 (o € T) mi-
Iyen értékeire oszthats

n n
a)azx -2 polinorm x ~a~-val,

b)az 1 +a" polinom ~ + a-val”

Igaz-e, hogy

o+ ax? - 1025 - a2 4 10k - 3
4x2 +4x - 3

raciondlis egész fliggvény?

f(x) =

-30 -



[:’ES_J Bizonyitsuk be, hogy ha as bgx) polinom egyiitthatéi mind
egész, £(0) és £{1) pedig piarailan szimok, akkor f(x}-nek nem
lehetnek egész gyokei.

2TH- 1T Hatdrozezuk meg az aldbbi ertéktablizatokhoz a p(x) legala-

csonyabb foku Interpoldcids poiinomot:

me 20V P34 N e L.
¥ A 4 3 v 6 5 b 72

. X | 4 4 25,4

v 1 3% 2 s/ c bR =7

279, Sgy méressorozal az aldbbi 5t értékpirt adta:
L ] 100 200 3u90 190 300
8 g 30 29 25 24 21

Meg zkarjuk kozeliteni az = - s(t} figgvényt a legalacsonvabb
ku interpoldciés polinommal. A szdmolds azonban a nagy ~zin:
miatt elég nehézkes.

Hogyan oldjuk meg a feladatot?
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280,

281-298,

3

%

L

L I B B

281.

283.

285.
286.

287,

289.

291,
293,
295,
297,

293,

300.

7. Trigonometrikus fliggvények
Hatéxozzuk meg az aldbbi fiiggvényértékeket:

8) sin (-2) Hws,
b) sin (-1), e)cos Y2
c)cos 0,6, f} sin L .

1

Vézoljuk fel az alfbbi figgvények grafikonjét:

2sin3x -1 * 282, 3tg2x+2
1 1 C_’T_
i(cosk-l) 284, -5 cotg(x-2)
g) sin kx, b) cosi- (k # 0
&) a sin (bx +c), b)a tg (bx +¢c) @b # O
1 1
vy % 288, sin -
x stn-l- * 290, x2 sin-l-
x x
sin x| + 292, |sin x|
8% CO8B X * 294, sgtgx
[cos x] £ 206, x [1-s8g(ainT x)]

1 -sg(sinzfﬁ"x)
sgx.slnx, sgeinx - jsinx|

Allapitsuk meg a 281-298, flggvények értelmezési tarto-
ményét és a 281-288; 291-298, fiiggvények értékkészletét!

A 281-298, fuggvémyek kiizill melyek
a) pArosak,
b) pératianck,
¢) periodikusak? (Ez utshhiaknak adjuk meg & legkisehb periodusédt
is))



301-303. Vazoljuk fel az aldbbi fiiggvények grafikonj4t:

® 301, gin X cos xf1 - 2 sin2 X)

® 302 (ﬁcosx+1)2 (V2 cos x - 1)2—4sin2xcoszx

1 - igx
* 304-308. Vazoljuk fel az alabbi fliggvények grafikonjat:
304. coc x - sin x 305. sinx - /'3 cos
306, !/S_sinx + 2 cos x 307, _sinx +lf€cosx

ﬁ 3

308, sin (x - L) + sin x + 2L
4 4
304, Hatarozzuk meg az a fllandé ertéket ugy, hogy az ¥y =

2 sin (Wt + ——) és Y, = a sin {wwt - -—) rezgések eredo;e
A sin ot alaku legyen!

310-312, Igazoljuk az aldbbi egyenlSségeket:
. o . 0 0 o . o O o o
310. sin 10 . sin 20 .sin 30 .sin 40, sin 50 .8in 60 .5in 70 ,sin 80" =
. S
256 °
T oo 2T oo 47 _ 1
311.] cos cos > cos 7 T 7%
27 47 6% _ 1
312. cos = + cos 7 + Ccos 7" 35 -
313~-31£ Igazoljuk az aldbbi azonossigokat:
+
313, Sin_ y + sin X coS (X + y) = tgx +y)

cos y - sin x sin (x + y)
314 sin o¢ = 4 sinocsin (60° - of) sin 60° + ac)

Sin o¢ -~ sin 3o¢ + sin So¢
CosS & - €08 3 X +¢C05 5S¢y,

3186, Igazoljuk, hogy

4
sin x + sin (% +231)+sin {x+-_;—)

315.

= tg 3o,

x-tol fiiggetlen 4llandé,
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317-318,

317,

321-324,
321,
322,

323,
324,
325.

326.

Bizonyitsuk be, hogy ha x+y +z =97, akkor

sinx+smy+sinz=4cos§-cos§ cos%
tgx+tgyttgz=tgxigyigz
Oldjuk meg az aldhbi egyenleteket (a adott valés szdm):

(1) sin x = gin a,
{2) cosx = cosa,
3ytgx=tga,

Hatdrozzuk meg az 2, b, ¢, 4llandékat ugy, hogy
(1) a sin (bx +¢c) {2} atg (bx +c)
a) pél'OSs
b) paratian
fiiggvény legyen!
Oldjuk meg az alibbi egyenleteket:
4 gin x sin 2x sin 3x = gin 4x

tgx=2sin 2x

sin2 x+ sin:z 2x = sinz 3x + sin2 4x
sinxsia 2xsin 3x=1
Oldjuk meg &

tg3 x+tg2 xZ1l+tgx
egyenlftlenséget,

Igazoljuk, hogy az a sorozat, amelynek elaf tagja 1, és min~
den kbvetkez§ tagja egyenl§ az el§zbnek a sinuséval, konvergens.
Mennyi a hatdrértéke?



§. Hatirérték, folytonosség

327-353, Allapitsuk meg az aldbbi hatérértékekrdl (jobb oldali, bai
oldali hatirértékekrdl), hogy léteznek-e, s ha igen, mennyivel
egyenlok: I 101 0 I
327, iim |x] 328, Hml x - 16
X —» w00 X e
329, Hm [x]| - x 330, lim | sg x |
X —»c0 X —a 0

331, a) lim sg x, b} lim s8e %, ¢) Um sg x
X—» -0 X 40 X—+0

332, a) lim 1 s b) lm ) c}) Hm

SE X sg x sg X
X=» -0 X—+ 40 X — O
333, a)lUm sg (Ix] - 2), b} Um sg (|x] - 2),
X240 X—m 2-0
¢) Hm sg (x - 2), d) limsg (x -2)
X -2+4+0 X =~2=0
33¢.  Um x| - 2]~ 5
X e OO
. 1 . 1
335, &) lm PR— prll +[B)] tm T gl
X =0 X~—»+ 0
c) lim 1 _ls .
Xmte O g
. 1 1
336. a) lim ————'—-'2 s by lim -———-—'2 .
‘X*-0 1 - 5g X X-»+0 1 - 5g x
e) lim ! >
X0 1 - 88 X
337, a) lim [x], b} lim [x], e) Um [x]
X - n+0 X w—a -0 XD

(n tetszdleges adott egész szdm)
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B8, a) um {x}. by lim {x}, c) Hm (<}
X ~»=01+0 X ->»n-0 X—»DN
{n tetszdleges adott egesz szam)
399, a)  Hm [x7] . by tim {x}.
X—»+ no X ==+
340. a) lim {_—xj . by tim [-x]
X -+ OO K ~00
i !
41, ) lim -, b) lim [;] ¢} lim L;T
X —= 40 X = =0 X—=0 -
342 a) lim L b} lim L c}y lim =
) x—»—}—o[x], X .0 [X:l’ X —3 0{‘(}
1
343. a) lim [::} b) lim Llc:'
K 00 X~ =0
344 a) iim L by lim —
x—->+0tj'-x] xﬂmzxj
2 n+
345. a) lim x", by lim x, ¢ im0
X —m 400 K-> -0 X —m -0
(n € T)
s s
346. 2) tm x 8% b} Lim x 8%, ¢} Um x° 8%
X w0 X~ 00 X —=-0
d} Hm ng x' e) lim ng x‘ £y lim (sg x}bg X
X —>+0 X~ X —=»+0
g} lim (sg x)sg x. hy tm ({sg x}sg X
K~ -0 N—>0
r i x
347.  a) lim x[x] e lim x’“‘\}. ey lim x‘ﬂ
X -0 N+ 0 oo
£x rx] X
dy  lim .\'L\]. e;r lim x“\d 3] im0 -
X-—=1l* N -] N gy

ity -



RS

349,

450,

351.

i X
g lim x* ],

v =+ 240
-
aoim K,
X~ HO
a} lim sin 3,

X =P 00

¢ lim cos x,
K i o0

e) lim tg x,
K-> +oo

1
sin x

a) lim
K= 4+0a

1
ay lm sin —
X—>+oa

d) Hm cos}-
X

X—>-o0

1
g) lim cotg o

X —34 OO

, i
a} lim sin %
X - 10

d) lim x sinl
X

X-»+ 0

f) lim x sin
Xm0

EAL

" r
hy lim XLX}, i} lim xu'-
X —2 X = -0
K lm M
K—0
b) lim sis x,
K = —-Oc
d} Hm cos x,
X = -9
£y lim tg x
X>-o0
. 1
b} Llim ps ¢} Hm 7
%om 400 CO5 X . p B&X
b} lim sin-l- ¢} im cos -~
Xt * N4
i . i
e) lim tg - f lim g~
X X
X+ 00 ¥ -4 00
. 1
h) lim cotg =
X = ~0a X
. 1 \ .1
by lm sin; ¢y tm “in =
Xt =0 X~
]
e} lim x sin py

X -0

g) lUm x° sin L]

X-—=0

im 1 - 8g(8m2 Tx) . ahol a tetszileges vulés .zam.

X—=3

a) lim S(x)
X +0

S(x) = sg «  sm

by lim
Xt =0

sg sip A -

S(x) ¢) tm S,

A ol ¢

#ho,

S0 X




354

356-360,

356,

357.

359,

360.

363-397,

363.

364.

Hatdrozzuk meg mindazokat a ¢ val6s szdmokal, amelyek-
re
lim fcos x7] = 1.
X—=C

Legven Q{x) a Riemann-féle fiiggvény (i4sd 228. feladat).
Milyen ¢ valés szdmokra létezik a

Hm Qx)
X—>c
hatdrérték. és ahol létezik, mennyivel egyenld?

Ezekben a feladatokban ¢ adott valGs szam. Léteznek-e. és
ha igen, mennyivel egyenlok az aldbbi hatdrértékek:

a) lim (¢ - x)Sg X by lim {c - x\Sg x

X = 40 X ~+ -0

¢y lim (¢ - x)Sg X
X =0

lim sg{x + ¢} 358, im c¢ sg x
X—0 X —=0

H <

im sg -
X-—>0

lim [x + ¢} (k adoit egész szdm),
x—k

lim {x + c} (k adott egész szdm),
Xk
Igaz-e, hogy ha az f(x) filggvény az [[a, b intervallumban
nem korldtos, akkor van olyan e &fa, bjhely, amelyre
[ Hm £(x) | = 4007
VX —»C

Szdmitsuk ki az alibbi hatdrértékek kozil azokat, amelyek
léteznek:
lim 2 . ha lm 1q(x)[ =00, és van olvan K  és
X qix} - a
- 2 a
N >0, hogy Ka-ban |p{x)| < RN,

im 32 4, eldbbi feltételekkel,
x -+ g PK)

- 3R -



* 366,
* 367,
368,

* 371,
* 373,
* 375,
*  377.

378.

379.

380,

381.

lim E(L:-; , ba lim p(x =0, és van olyan Ka és N >0,
xa & -+

hogy K -ban la)| > w,

lim %&;—. ha lm p(x) = 0 és van olyan K_és N> o,

X—-»3 X -2
hogy Ka—ban q{x) > N,

) lim %= b) lim *=3
X—1 K—>0
=1 X
a) lm o b} lim P
X1 X —0
2 x2 - bz
iim i{__-_-__2__5_ 376, Hm —K—:T
2 <5 x+5 Xx-»b
n n
m =—2  @em
Xx-b
x—=b
<8 bn
lim X €T, kET, h€R-{a})
Xx+bx -b
3 2 3
- - -2
lim £ E 2Ly g7g, ym 2SR
X1l x +x2 -2 X—>1 x ~-x ~x+1
m - ) & 36 lm (- R
x—1 X x -1 X1 x x -1
Hm (x 3 1 3 * )
X—r1 x -1
& b
um( - } (al bER),
x-1 3
X—»1 x -1
lim 1 2~ T3 1 :
2 | x{x - 2) X -3x+2

A B ] (A, B ER),

lim > 3
X—r2} xlx - 2} X ~3x +2

im{-~—7——— ~

X + 2 X ~ 4 )
X—1%x =~ 5x +4 3(x2-3x + 2}
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2 2
12 m —2t * 383, lim 23
X»+o0 3% - 2x + 5 x—a.+oc>’“
2
- +
4 384, i o2t
X-—»-cu x + 1000
% 385, lim -Eg% ha p(x) is, q(x) is polinom, 6s ¢ € R,
X—»C
3 ?/_
lim -5———-——-i”"‘1 387, lm —X*1

5
x— 1 Vx -1 X —=-1 X+ 1
r—*——1+x_1 Y1 -x-1

38%, a) lim ——%=31 b}  lm
X X
X0 X ~»0
3 n
i/ 1 - l/ -
389, lim -———ii‘x—-—-l— 390, lim Tix-1 ey
X —»0 X~ 0 *
l/x:2 + x + 1 1 5%
391, lim - 392. lim
X —>0 X—=0 V1 +x - V1 - x
Vx=-1~-2 |/ 2 + 1 -1
& 393, lim S ¥ 394, lim /X
x5 VST
xz- X Vli-x-l/;-‘z
& 395, lim 396. lim 2.

x—=1 |/x -1 X0 [/1 +x =1
lim H+x—!1-x
x-——:—o[/x2+x+1-l/x2-x+l

388, Ervényesek maradnak-~e a 363-366. feladatok megoldisdban
kapott eredmények, ha x nem valamilyen véges a szimhoz, hu-
nem + o< -hez vagy -oo -hez tart?

397,

3959-435, Szdwitsuk ki az aldbbi hatirértékek koziil azokat, amelyek
léteznek:
399, lim (Yx+1 -y 400, lim x(fx +1 -}/ %)
X —»oo N O
. 2
401, lim x{/x 1 - x
X —wog

~ 40 -



402, lim [(x+ 1)?'/3 -{x - 1)2/31

X —» 00O
403,] tim = 404, Um SBIX gy
: sin x *
X—+ 0 X—0
405.]  lim —:if-;}%i‘- (@, bE R, b#0)
X—»0
lim -Eg—xi}—‘- a € R)
X0
407.  lim -E-&—;‘f— (a, bE R, b#0)
X—>0 g
408, lim -’;—‘5;3;‘— (2, bE R, b#0)
X —~»0 g
. l -cosx 1l -cosx
409, lim 5 lim R
X —»0 X X —~=0
411, lim —1—7—5%5-&1 @ € R) 412,  lim -1—5-95‘191‘-—
X —0 X Xx—0 8sin x
. I+8inx~cosx tigx -sinx
413, xl_l_r_no l-ginx ~cosx xljino x3

[g X - sin x (1-cosx)2
415, lim -S>-S0X % 416,  lim x X

x—so B XTSINX R tgsx-sinax
17, lim (% - x)tg x + 418 lim ‘.;_"_.‘in
x —=F
X
2
|419.] lim —f—‘?—’—;—
X*T 1 _x
2
T
420, lim sin (x +4a) -;sm (x - a)
X =0
21, lim COS 84X ;coshx @ b & R)
X —=0 x
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422,

423,

424,

426,

428,

424,

436,

437442,

* 439,

440,

X, x
cos-z--sini-

co8 X

lim

=T

lim VI +igx - ]/1 - tg X

sin x

X—»0

lim Veosx -1

2
X—=0 x
Pf a . -1/ 0

lim (cos [x+ 5~ = cos x}

)
1 1 o4 1

tim (sin - iz % ) &27, lim ¢ 3

X—m0 X -—»0 sion x g x
1 1 . cCOosS X - 3'ft:;_s’x

lim 33 I429. tim —3
x—=0¢ | sin x tg x X—»0 sin x

. sin x ’ tg x

Iim — Im =
X~ 00 X5 00

m [cos(x+1)-cosux] 433, lim =xsinx
X~ 00 X OO

lim [cos (x+ 2Ty - cos x]
X — 00

dm  (cos (x+T ) -~ cos x]
X ~= Do

Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be a 363-366, feladatok
~ t¥rtre vonatkozé - szabdlyainak szorzatra vonatkozé megfeleldit!

Szdmitsuk ki az aléhbi hatdrértékek koziil azokat, amelyek
léteznek:

im V;cosi- lim .]/;coza%
X0 X 00

Hm Xcos X

X =00
1 1
a) Um - by lim
X 00 cos; E—w 00 Sin —
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444,

443,

446-452,

448,

450,

[452.;

453-456,

455,

lim ...._..{‘____
2 4cos x
X+ 0O .

lim ' {cos "/x + 1 - cos V_x)

X—r OO

Alkalmazhat6-e az elBz8 feladat megoldisédnak gondolatme-
nete a

lim (tg V;n - tg ﬁ)

X —» OC

hatdrértékre is?
Van olyan Ka Kog > K_oo) kbrnyezet, amelyben f(x) > g(x).

Az a (+69, -o) helyen mind a két fliggvénynek van hatdrértéke,
Mit £llithatunk ezekrdl a batdrértékekrsl?

Azy= axz +bx + ¢ mésodfoku polinom gyskei Xys Xge Ab, ¢

egylitthaték legyenek rbgzitettek (b # 0). Hogyan véltozik X, és Xg»
ha a—~ 07

Az értelmezési tartomény mely (véges vagy végtelen)inter-
valluméban ktzelitik meg az alfbln hatérértékekben szerepl§ figg-
vények & -nél kisebb hibdval a hatfrértékiiket:

2

. X -9 x+2
lim x-3 Um
x—3 x—»=2 X ~4

p 1

lim x MET 49, iim <
X—= 0 X -0

Hm S22 451, lim xsin =
X - O X~ 0 -
1lim X

X —w»ool +Xx

Az érrelmezési rartomény nely (véges vagy végtelen) inter-
valluméban lesznek N-nél nagyobbak (-N-nél kisebbek) az aldbbi
végtelen hatdrértékekben szerepld figgvények:

m — 454, Lm %
X—0 X X =g

Hm (Vx~-2-5) 456, tim  ———r
X -4 00 x—ot oo 105 %]
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458,

459,

Az ¥ = {(x} és y = g(x) gbrbéket egym4s aszimptotdinak ne-
vezzilk, ha

lim [f(x) - g(x)] =0
X—» 40O
vagy
im [f(x)-gtx)] =0

X -0

("aszimptota & + co ~ben”, illetve "a -oo -ben"), Bizonyitsuk be,
hogy az

=12
y=izx

egyenesek aszimptotél az

xz 2
otV =t
a2 b2
hiperbolinak,
Legyen pk(x) k-adfoku, qn(x) n~-edfoku polinom. Mi a gzitk-
p, (X}
séges és elegend§ feliétele annak, hogyaz v = Ef&r girbének

a) az x tengely,

b) valamely, az x tengellyel pdrhuzamos egyenes,

¢) valamely egyik tengellyel sem pirhuzamos egyenes,

d) egy y-nal pirbuzamos tengelyil parabola,

e) valamely legaldbb harmadfoku polinom grafikonja
aszimptotdja legyen?

Legyen c adott valés szdm, pk(x) és qn(x) pedig polinomok.

Mi a szitkséges és elegend{ feltétele annak, hogy az x = c egyenes
aszimptotdja legyen az

giirbének

A rigzitett A pontot akkor nevezzik 2 mozgé (v4ltozo hely-
zetll) P pont hatdrhelyzetének, ha a PA tédvolsdg - valamely mds
véltozétol filggSen ~ O-hoz tart,

Legyen O az origd, Paz y = sin x giirbe tetsz6leges pontia,
Q pedig az OP szakasz mer6leges felez6jének az y tengellyel vals
metszéspontja, Ml lesz a Q pont hat4drhelyzete, ha P (2 sinusgtr-
bén mozogva) az origéba tart?
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Q-

Y= Sinx

460, édbra
* 40l Helyettesitslk az elfz6 feladatban a sinusgdrbét az ¥y = ::3
gbrbével, Lesz-e a Q ponmak hatdrhelyzete?
,f 4623] Kiterjeszthet§-e a “hatdrhelyzet” értelmezése kirre 137
463, Tekintstk azt 2 kért, amely az origéban érintl az x tengelyt,

ég dthaladaz y = x2 parabola x abszcisszdju pontjdn. Mi lesz e
kiir hatdrhelyzete, ha x = 07

ly




Adva van egy ellipszis, Tekintstik azt a kbrt, amely a nagy-
tengely egyik végpontjdban érinti, két mdsik pontban pedig metszi
az ellipszist. Mi lesz e kir hatérhelyzete, ha a két metszéspont
az érintési pont felé tart? (A 46. dbrdn a P, Ql’ Q2 pontokon 4t-
men8, K kzéppontu kor, )

Y
b
@ -3 - x2)
-~
— Pla.0)
X
Qz (x-S 1252)
I
464, dbra
465, Gombtikbroek a gombsiiveg
alaku tikrot, fStengelyének pedig
i a gtmbsiiveg ktizéppontjdhoz ve-
zet§ gmbsugarat nevezzik, A
- & fGtengellyel parhuzamosan haladé
PN fénysugdr homoru gbmbtikrén
S A -~ vald visszaverfdés utdn a Q pont~
v » _1'?‘?’ ban metszi a {Stengelyt. Mi lesz
. __ B - ?O a Q pont hatérhelyzete, ha a be-
r es@ sugdr minden hatéron tul k-
zeledik a f6tengelyhez?
465, dbra
466-469, Allapitsuk meg, konvergensek-e az aldbbi eorozatok, sa
konvergenseknek adjuk meg a hatirérrékér is:
a = gin (n(JT-l-i) 467, & =cos (ZnCT-l»i)
n n n n
o (sl
. - cos T+ I e OF, 2
t 408, a =cos 'l + 7 409, a = sin (5~ +—p)
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470, Bizonyitsuk be, hogy &

sin 2 sina
cos = , cos & cosd ’
2 2 4
sin a ' sin a
cos 2 cosics—’.n,cosicosicosi ccsa“”
52 g %% 27T
sorozat a~hoz tart,
471-496, Tekintsik 4t az aldbbi fliggvények egész értelmezési tarto-

ményét - hozzdtéve ehhez azokat a tori6ddsi pontjait ig, amelyek
nem tartoznak bele -, és mondjuk meg, hol folytonosak a fliggvé~
nyek. -Ahol a fiiggvény nem folytonos, azt is mondjuk meg, milyen
szakadfsa vam megszintethetd (M), elséfaju lényeges (I), vagy mé-
sodfaju (II) - és azt is, hogy jobbrél vagy bzlrsl folytonos-e a figg~
vény (], ill. B).

* 471, l7x3-8x2+x-2 472. tsgzx|
H
473. sg(i{xj -2) 474, TTmx
475, [x] 476, §x
I
1
477, [-X] 478, by ]
1 sg x
479, w—s 430, =x
£x1
481, (sgx) 87 s82, X
483, -g—%, ahol p(x) és q(x) polinomok
1
4 4
184, T 85, ajtgx b) c‘otgxx
486, a)—> by g7, oS3 TF
' sin x tg X U sin 7x x
gin =
! 1
483. cos = 489, =xsin~-
x - 4
i . GY
490. a)sgcosx b)sgigx 491, x {1 - sg(sin'll x)]

492, 1 -3sg {si.nkff' x)
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493,
494,
495,

496,

497,

o
O
o0
.

l
I

499,

500,

*  50L

K

502,

503-506.

503.

505.
* 507,

sgx.sinx, sgsinx - |sinx!
Dirichlet-fliggvény
Riemann-fiiggvény (1. 228/b, feladat)
g, hax =§ » P €T, g €T, pésq relativ primek

T{x} =
0, bha x irraciondlis,

igaz-e, hogy ha az f(x) fliggvénynek egy helyen szakaddsa van,
akkor ugyanott f(x)2 is szakaddsos?

Igaz~e, hogy pératlan folytonos fliggvény grafikonja mindig
dthalad az origén?

Igaz-e az el6z6 feladar dilitdsa akkor is, ha & flggvény csak
2 0 helyen folytonos?

Bizonyitsuk be, hogy ha p(x) polinomnak x = a pdratian multip~
licitdsu gytke, akkor az 2 helynek van olyan K_ kbrunyezete, amely-
ben p(x) az s hely egyik oldaldn csak negativ, mésik oldaldn csak
pozitiv értékeket vesz fel, tehdt amelyben bérmely X, Xy-Te

sg p(xl) p(xz) = 8g (x] - a} (12 ~a)

Bizonyitsuk be, hogy ha a p(x) polinomnak x = a pdros multip-
licitdsu gytke, akkor p(x)-pek az a helyen széls6értéke van,

Bizonyitsuk be, hogy két egymds utédni O-hely kozott birmely
polinomnak van lokélis széls8értéke,

Vézoljuk fel az aldbbi polinomok grafikonjénak jellemzs
alakjét:

VUo7 2 504, i\ Sy -4

o = i

XUl uxT - 4 506, - 2o 98T L 3ex - 4n

Hogyan vihet$ 4t a(az 500, b)az 501. c)az 502, feladat
dllitdsa raciondlis t¥rftiggvényekre?

Bizonyitsuk be, hogy ha a2 p(x), q(x) polinomoknak nincs kt-
zbs gybke, és q(a) =0, tehdr

20 _
X ];i)ma q(X) OQ

akkor
sg HUm —%’%:sg lim Bx).

¥
X~ 3 -0 X —= 340 q(x)'
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ha x = a piros multiplicitdsu gyvke q{x)-nek, ég

2= 2
sg lim ) sg lim q(x) "

ha pératian multiplicitdsu, (Piros, ill, pératlan rendd "poius”.

309, Az x = a helyet az | figpvény n~edrendl polugdnak nevez-
zik, ha

um f(x), (x-a) =A
X =3

0-t6l kiilonboz6 véges szdm.
Bizonyitsuk be, hogy ha f(x)-nck az x = a helyen pdros rendii
pélusa van, akkor

sg lm fx)=s8g lim t(x),
X—» 3.0 X —ato

ha pedig pdratlan rendl, akkor

sg lm f(x}=-3g lim f(x)
X— a=0 X ~=a+to

feltéve, hogy az f(x), (x ~ a)n figevény ~ abol n a pélus rendszin @ -

folytonos.
310-515, Védzoljuk fel az aldbhi raciondlistorttagey-ny -uratisonn .
ietem». - alakjat
2 +9 2
y==% = £ 311 y=—Z 5
(x - 1)
6x {x - 1)2
b3 312, y = - 513, ¥ 5 =t
3 3
x +1 x
4 4
T 4.y = = 12 515, ¥y =—~Lu?-
(x+1) Six - 1y
516, Bizenyitsuk be, hogy minden olyan 2k-adfoku {tehé: pdros

fokszdmu) polinomnak, amelyben a,,, ésa ellenkezs eldjelll, vag
. i} 2k o
tegalébb két vales gyoke.

i3¢7, Egy két vegén behajlitott hosszu vordsrézrud egyik vége ol-
vadé jégbe (0 °C), mésik vége forrdsban levs vizbe {100 °C) me~
rdl, Biztosan taldlhaté-e rajta olyan hely, amelyet ujjunkkal meg-
érintve sem hideger, sem meleget nem érzink? (A kérnyezettel
valé hékicserél&dést, valamint ujjunk szélességét elhanyagolhats-
nak tekintjiik, }
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519,

520,

Igaz-~e a Bolzano-tétel olyan megforditdsa, hogy ba egy |
fliggvény egy [a, b] zért intervallumban mindeniitt értelmezve
van, ég felvesz minden f(a) &s f(b) kbizti értéket, akkor folytonos?

Bizonyitsuk be & Bolzano-tétel aldbbi megforditdsét:

Ha egy f fUggvényegy [a, b] zért intervallumban min-
dentitt értelmezve van, monoton és felvesz minden £(a) és £(b)
kuzti értéket, akkor folytonos.

Adva van egy négyzet alakn lemez, EbbSl egyenl§ saroknégy-
zetek levdgdsdval és a keletkezett téglalap-"fulek" felhajtdséval
négyzetes oszlop alaku edényt készitiink. A feladat: akkorira mé-
retezni a levégands sarkokat, hogy az edény tériogata a lehet§ leg-
nagyobb legyen.

Biztos, hogy emnek a feladatnak van megoldisa?

Bizonyitsuk be, hogy az olyan peridoikus fiiggvény, amely
mindealitt értelmezve van és amelyrek 28 + ©o ~ben van hatdrérté-
ke, mindentitt folytonos,

1
m; x
X l—_-—_“—-‘—.—_‘ X
{
1
I
1 ?a
. ; |
i i f
i ! !
X i x

520, #bra
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522-527,

522.

524,

532,

»
i
-
[}

$. Implicit figevények

Hozzuk explicit alakra az al4bbi implicit alakban megadott
figgvényeket:

x4-y2=0 ' @3.1 x4-3x2y2+y4=0
%%L Lo 525, 78 Tax+1
ysgx=x+2 + 327, ySgy=x

fxbrézoljuk az aldbbi implicit alakban megadott figgvények
grafikonjét:

a) sin (xy) = L, bl sin® (x - y) = 1,
¢)sinx, siny=1
a)tg {xy) =1, b} tg2 {x-y)=1,
cltgx.tgy=1
ayix| + {y] =1, by [x] ~ty] =1,
e)-x| =~ |yl =1, ay-Ix| .yl =1

1x2-y;(x+y-3)(x2+y2-4)=0
1) fxy] =1, b} {xy] =-;-

Az f(x, y) = 0 implicit fiiggvény gorbéje adott. Hogyan kaphats meg
ebbfl

a)az f(x -a, y - b) =0,

b} az f(ax, by} =0,

claz flax +b, cy +d) =0

‘mplicit filggvény grafikonja?

iibrézoljuk az aldbbi implicit alakban megadott figgvények
grafikonjit:

2) x-3] +|y+2| =1,
by |2xz] + {3y} =1,



dy |2x-3} + |3y+2| =1

535. Adva van egy e egyenes, tGle adott a tdvolsigban egy A pont,
valamint egy pozitiv k sz4m, Mi a mértani helye az (e, A) sikban
azoknak a pontoknak, amelyek A~t6l k~szor akkora tévolsdgra
vannak, mint e-tdl?



536-548,
536,
538,
539,

3 540.
542,

* 543
545,

* 547
548,

% 349.

= 330

t 351

10, laverz fuggvények

Dontsilk el az aldbbi filggvényekr8l, van-e inverzik, vagy va-
lamilyen leszilkitésiknek van-e; ha igen, nevezztk meg ezt @ le-
szikitést, és irjuk fel az inverz fuggvényt:

X 537. ax 1+ b (@& R, bER)
x° - 6% + 8

ax2+bx+c a, b, c£€ R)

1 N -

x S41. 9% 4

ax+b :

=4 fa, b, ¢, d € R}

Sg X 544, A

{x] 546. [x]

x, ha x '=<0,
x+1, he x>0
Riemann-figgvény (1, 228/b feladat),
Ha a Riemann-fuggvényt leszikit)ik a raciondlis szémok hal~

mazéra: {(x) é, ha x raciondlis, x= qE’ p és q egész, iegnn-

gyobb ktizbs oszt6juk 1 - akkor mér taldihaté olyan intervailum,
amelyben van inverze?

Mi a feltétele annak, hogy az

ax - b
a)az a~ - ! b) ar PR

fliggvény sajit magénak ipverze legyen?
Viézoljuk fel gz

} - V1+x
1+ lfl + X

fllggvény grafikonjét.
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552, a) Hogyan 4ilithatunk el§ olyan figgvényt, amely képlettel
nem achaté meg, és sajit magénak inverze?
b} Hény ilyen van?

553, Igaz-e,

a) hogy pédros filggvénynek az inverze is piros,
b} hogy pératlan filggvénynek az inverze is pératlan?



555.

11. Arcus-fliggvények

Szamitsuk ki az alabbi fiigevénvértékeker:

-

a) arc sin 0.9, b} arc sin . ¢) are sin (-¢, 125),

Wt
™

d) arc g 2, e) arc cotg Y
Hatdrozzuk meg ar aldbbi fliggvényértékeket:

4} are sin  {-

1 |

L

v

¢y arc tg [/37
dy arc cotg {- [/5).

by arc¢ cos

Fejezziik k1 x-et az aldbbi egvenletekhdl:

w Vo oupge Mt d . in 3 =28 5

a4, ' + ups py & ¢) are sin 5 =2
~— a Cox =] 3

. are cos ﬁ N d} sin 3 = “é;

Hatarozzuk meg az alabb: fliggvénvek érteimezési tartomi-
avidl es ériéfkkésziect

£ 3t arc sin (2. - N ¢y warc cos fopx ~c} + d
utoare cof fax ¢ b € @t bg fax + b)
et @ oarce sin ¥ - b ) warec tgx +D

QDlindeniite feliessziih, nogy a # ¢ a d) esetben pedig még
is hogy b - 0,

azry

2
X C} arct
RENLEE IS % -1

H
b are ¢on —
»

#4 arc sih x - are sin x - I

]
b: arc sip X ¢ arc zin -
75

¢ arc cus x» + arc cos ['x - 2
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56U-352, Dontsiik el az aldibbi fliggvényekrol, van~e iaverzik, vag
valamiiyen lesziikitésiiknek van-e; ha igen. nevezziik meg ez
a lesziikitést, és irjuk fel az inverz fliggvényt:

560. a) sin (ax + by e) arc (g (ax ~ by
b} acos x +b d} a arc cos x + b

(Mindeniitt feltesszik, hogy a > u.)

I 2
261, a) sin ; b} arec sin

562, a) x +tgx C)l aArc cox % -
b} x + sin x

563. Hozzuk explicit alakra s alibbi tmplicit figgvenyek kozus
azokat, amelyeket {ehet:
¥ ]
a) sin (2x + 3x) a dy arc g (x° - v} {‘—
b} arc cos (ax - bvy ¢ ey sin X * sin v ¢ 1
+ 1 .
c)cosL;(—-—-—l f' ¥~ +y - 5in {(x - v ¥

i
¥ Z) COS (X + ¥) -~ COs (X - ¥} ey

o

. X _ . .
* 564. Az - * 1 {a > Db ellipszis teiszoleges P poatjit osszekot-

®
U":’ r<!-3

jik a pagy tengely A, B végpontjaival, Hogyan fiigg a ¢ - APR
<fa P pont x abszciss=zdjitol?

365, Bizonyitsuk be, hogy ha U < £ 1 akkor
arc tg x < x <arc sin X,

566, Bontsuk fet a -drdjeler az aldbbi mifejezésekben
a) are sin (-x) ¢l arc g 1-x)

b} arec cos {-x} d}y  arc cotg (-X)
567-573. Mi a legegyszerubb alakjuk a2z aldbbi kifejezéseknek.
567. a) eos arcsin s :55;7, 41 lg  arccotg N

b} sin arcos x b cotg arctg x
569. aj ig arcsin ¥ C) cotg aresin a

b} tg arccos X d} cotg arccos N
570, a) sin areig x ¢} sin arccotg x

b} cos arctg x d} cos arccotg x
571, a} arecsin sin x 2} aretg tg X

b} arccos cos x d) arccotg cotg »



372. a} arcsin cos x c) arccotg (g x

b} arccos sin x d) arccotg tg x
373, a) aresin tg x ¢) arcsin cotg x
b} arcecos tg x d} arccos cotg x
574, [gaz-e, hogy
arc sin x
arc kg x = ~—————— 9
arc cos x
575, Hogyan tér ossze az eldbbi feladat megolddsaval az, hogy
re t u»arcsin(} o
Arc 8 Y 7 Gre cos 0
£ 576, t. Igazoljuk, hogy
A T <z
ar are am.\+arccosx=—;, ha o = x =t
o) are ) 1o .
Vare tg x arctgx "5 ha x> 0.

{I. Hogyan mddosulnak ezek zz azonossdgok, ha x negativ”

577~578K. fguzoljuk az aldbbi egyeniGségeket:
.- V2 ¥l
S577.1 arc g (3 - 2f§) - are ig —;— Y
[ 4 1 ., 16 aq
[878.: arc sin 5— - arc sin ;—5 = arc sin h—ﬁ "?’
% 379, lgazoljuk. hogy
. arc cos x 1 - x
ar <in 5 = "
arc ¢os x 1 - X
by g 5 L { * x
SEUEET Vizoljuk fet az aldbbi figevényeh grafikonjat-
EY ,
% TR Are o€ P;l -5 T 9581, 4re cotg o
I + x ?
v T ar< te -‘———; ®¥ 983, are cos (%% - 1)
. 1 -5 . . oo S tg X
® SR4 arc cus - 5 ¥ 3%3, arc sin 2
+ X 1« g X
2ig 8
% HRE, arc cos

=)



r 587,
588.

389,
5980-594,
* 590,
591,

594,

Igazak-e az aldbbi képletek:

X +
a)arctgx+arctgy‘—'arctgﬁ—,

) 2
b) arc sin x + arc sin y + arc sin (x |/1 -y +y [/l - x"?

Fejezzitk ki x-et az alabbi egyenletekbol:
a) arc tg x = arec sin a + arc cos b,
b} arc cos X - arc cos a + arc tg b,
c} arc sin x = are tg a + arc cotg a - arc cos b.

Igaz-e, hogy az aldbbi fiiggvények koziil birmelyik kettonek
a kiilonbsége dllands?

fl(x) ~ 2 are sin /%,
fg(x)=-2arcsin P -x.
fs(x) = are sin {2x - 1},

f4(x) = 3 are cos ) 1-x,

I/ X
fs(x) 2 are tg 1 - <’
f {x) = -2 arc tg Lox
6 X

it

fT(x) = 4 are ig 1 V%
T -X
+ | -
8 43
Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:
Fd
arc tg (x + 2} - are tg (x + 1) :—-Ji—

. 1
are sin +are sin /1 - % = are sin
o

3yx
2 arc sin X = arc cos 2 X

9
2 arc ¢cos X = arc cos x = arc sin {2x |/1 - X))

arc cos X = arc tg x

i

Ismeretes, hogy

1 i
lim (— ~ "I ) =0
X —> o S0 g X

426, feladat). A 0 helynek mely kornyezetében kizeliti meg az
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596.

597.

606611,

® 111

1
sin X
val?

tg X

Ismeretes, hogy

lim

X—»c0

(440/a feladat). A oo -nek

cos ~

Ismeretes, hogy

lim - ! =

.1
sin =
X

K=o

440/ feladat).

fiiggvény ezt a hatdrértéket

Mely x-ekre all fean, hogy

figgvény ezt a hatdrértéket & -nal kisebb hibd-

cos —
X

mely kornyezetében kizeliti meg az

£ -nil kisebb hibival?

1

, 1
sin =
X

>M?

Szdmitsuk ki az aldbbi hatdrértékek koziil azokat, amelyek

léteznek:
lim 2ECSIMX 599.  lim =
) X arc sin x
X —» D X—e0
i s , ar X
lim W(a € R} |601.¥ Hm —C—EE_
b3 = x
X—=>0 X—» 0
) arc sin ax
lim arc sin bx {a. b £ R, ab # 0)
X—» 0
r X 2x - arc sin x
lim 2Xe 8 X 604. lim <X BrC Sin x
arc sin x 2x +arc tg x
X-—» 0 X~ 0
., arc si N 2 . arc X
tHm arc sin (x + 2) 606. lim arc tg x
2 X
P X + 2x X oo
are tg .. are
iim c g 2x 608, iim arc g ax (a,b € R)
x arc tg 5x « arc tg hx
e 030
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ISOET% lint arc ig —“-;—— 610, lim arc g -"—‘x)f_ ]
X oo If X" -1 X -1 ’
2
. X
G611, lim are g —‘_—"2'*
X -1 x - 1)

- G0 -



612~15.
612,
615,
613,
®* 615
616,
® 617,
Hic.
G14.
620-~G26,
.4 (3241,
621,
622,
6235,

12._Exponencidlis és fogarnumus-fiiggvények

SBzamitsuk ki az alabbi fiiggvénvértékeket:

In 2 -ln 3
e

w1087 b "2 g2 In 6

, d)

4
o 9log 5 log 49
9 N

e TR

3
ar g 1 by g (30U t/ 104 ¢} In !

. i v 27 17 1
ai in g - by ip 27,17, ¢) In S .
5 £
a2y log ». b &Iog 5, J] 510g 34, 6, d)eicg 111 5
]
a" k )
log a a ~% a2zl
4 » 16
ar log &, b) “log 4, c) blog 3%. d) lslog g‘% s
1 4.
16 ) 16 1
e) tog =2, 1) 1 32

Adva van lg 2 & 10,3010 és ig 3/ ,4771. Milyen szimok
10 alapu logaritmusit tudjuk ezek ismeretében tdblizat (logar-
léc) nélkill meghatdrozni?

HatArozzuk meg az alibbi fliggvények értelmezési tartomi-
nyat:

ay x. by x ¢) w1

Hatdrozzuk meég az aidbbi {(x) figgvények értelmezési tarto-
manvat és ériékkészietét:

xlog a f(a >0

xlog X
aj) In sin x, b) In cos x, e} in tg %
a)iin x|, by In ixi




624,
625,
626.

627,

628,

629-637,

631.

+ 633,

* 635,

= 637,

a)Arc sin In x, b)ArcecosInx
a) In Arc sin x, b)In Arc cos x
a)}Arc sin ex, b) Axc cos &

Duntstik el, hogy az alébbi ftiggvények kiizill melyek pirosak,
melyek pdratlanok:

1 1 2% -1
(1) 8+ —, @3 -—, @ =,

3 3 27 +1

—_—
~1 3
wnliy.  ene+n ©Owne-x
2 3

&M, &) e* %, (9) In sin x,
{10) In cos x, (31) In Arc sin x, {12) In Axc cos x,
(13) eArc sin x (14) eArc coS X

Bizonyitsuk be, hogy ha az y = In x gtirbét az x tengely men-
tén k-szorosdra nyujtjuk, ugyanazt a gérbét kapjuk, mint ha az y
tengely mentén egy bizonyos & szdmmal tnmagéval parhuzamosan
eltoljuk. Mennyivel egyenl6 a7

Adva vanazy = e és az ¥y = ln x gbrbe, Hogyan kaphatjuk
meg ezekbll az aldbbi gtrbéket:

y=2" y =5’

y=%. 5" £ 632 y=1in{ex)
4
v =log £ 634 y:slog—%
2 1 2

¥ ="log — y=m][<-1

szdmok,

Igazoljuk, hogy ln {x + sz -1l}ésin(a -V x2 - 1) ellentett
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639. Legyen
fx) = 251 427X

2(x)= 2x-1 - 2-}:-1_
Bizonyitsuk be, hogy ebbenr az esetben
a) g(2x) = 2 f(x) g(x),

by £x)” - g(x)’ = 1,
) f(x, +x,) =1(x,) f(x,) + 8(x;) glx,).
* 640, Bizonyitsuk be, hogy
alog b. bIoga =1,
*  H4t Bizonyitsuk be, hogy

ak aio b

e

642. Bizonyitsuk be, hogy a logaritmus értéke nem viltozik, ha
(1) mind az alapot, mind a hatvényt ugyanannyiadix hatvdnyra emel-
jik (bovités),
(2) mind az alapbél, mind a hatvdnybsl ugyanannyiadik gyskst vo-
munk (egyszeriisités),
Vagyis: n

n 1/- . a1
M *logb="1ogt", @) %togb= ¥* 10g Vh.

643, Hozzuk legegyszeribb alakjukra az aidbbi kifejezéseket:
3
a) 1010g 81, b) yz—log A 9% 1g27-In -;—
3
644-647, Bizonyitsuk be az aldbbi azonosségokat:
1

* 644, alogb=~alogb

a
-]lag-gx—=1+alogh

3 log x
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% 646,
647.]
648.]

649-655,
649,
850,

% 651

h 3 652

% 653,

% 654,

K 655,
656.
657.
658.

o

alog X . blog X

log x =
a
log x -~ log x
a a2...anlc .- i
J 1 T
+ +,.,.t
a a a
5 g
log x “log x log x

Egyenértékii-e az aldbbi kér egyenlet (P(x), Q(x) és R{x)

itt tetszoleges fiiggvények):
a) P(x) = Q) és In P(x) = in Qx),

by In P(x) + In Qx) = R(x} 8% In P} Q) = Rix),

e) In Px® = Q) és nin Pix) Q)
Oldjuk meg az aldbbi egyenisteket.

a) lnx =3, by In x -T. ey in x - e,

a = ¢ (a, b, ¢ >, a = 1. b # 1y
4 2
log{x + 1) + "log (x + 1} = 3
1

3 V3, _
log x + log x + logx -6

a1og X . biog X . clog X = alog X . Diog x . (1

{a, b, ¢ E (0, 1) J(l. +o01
cos X . sin X .
tog sin x + log cos x =
4
X+7 X +1
- X

Hogyan oldhatdk meg az

gixy _ hix)

£(x) = f{x)

n €Ty

d) dl()g X = 4. 24

c
+ “log x:

alaku egyenletek” (f{x), gX), s adout riliggyényeln

Negativ a es 1én mil en szimok warozaet helr .. a

fliggvény értelme-dsi tartominyiba”

Konvergensek-e az aldbbi sorozatok

T ! T
tg( 5~ 1) @3 - 5 g6 L -
a) e - , e - . e -
e |
tg [(2n+1) -+
e = 2n + 1

ey N X

- Bi -

A

-
B



tg(-;-i- +H tg(3;—+é-) tg(‘&% +§|

by e . e . e
0 10
tg i(.?.ﬂ‘f'}]  F
e b zimer)
$39-6RY, Szamitsuk ki az alabbi hatirértékek kizil azokat. amelvek
téteznek:
X X
55%, ay lim b) lim a >m,
I T Xem—oog o+ ]
1
L 3
X ) X
560,  a) lim 27, b} lim 2
X—0 Xm0
. 1 . . 1
G661, a) lim ————1 03] tHim :
X— +0 ; K —» =0 -
[ 42 1 e 2N
1 . i
6562, a) lim 1 b} Lim -
X —= +oQ - X =00 -
X b
I+ 2 Pz
663, lim {in sin x - In x1
X~ 0
1664 .; Hm (In sin 9% - 1n sin 5x)
K->
1
sin x ;
665. lim e 666. lim e %8 ¥
X O X—= 97
. re tg x arc tg x
667, a) lim ea g b} lim edr g x
X — 00 X —w o0

668, a) Hm Inarc o x b) lim Insarcegx

X = + oo Kot = O
669, ) lm In(e*+1) bY lim f(e*+1)
X= + o< X—»~ OO
lx ax
*  070. lim {(1+=) 671, lim (1+;) @€ R
X - O x X =3 4 O
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672,
674,

676.

678,

|

682,

1 x
Iim {1+=) 673.
Xt = O x
2
1 X
Hm (1+;) x 675.
Xem 4 00
x=~5
lim +3, 677.
+1
X=w 4+ o
x
Iim !/1+sinx !679.'
X -0
Hm In I:kx) G.‘e R)
X=0
im latatx)-ina
X0 x
1im Inx-lna (a> 0)
x=-a
X~ 3
& -¢
Um - (a € R
X-»8a

- 66 =

a X
Iim {1 +;)

X e O

@€ R)

1 X
lim i+
X+ o9 x

sinx

"/1+sinx

2 o4 X
lim FEZ——-E———)

Xws X =5%+2

lim
X—= O



684-686,

6384,

685,

686.

687-692,

687,

688,

689,

690,

691,

13. Hiperbolikus és area-figpvények

Szémitsuk ki az alébbi fliggvényértékeket:
a)sh2, b)ch 3, cjthl, dycth 1,
€) shln 5, f) chn 2, thin 3, h)cth e,
a)ar sh 2, b)ar ch 1, c)ar sh ez, d) ar ch -é— R
e)ar sh l,
e
1 1
a)ar th > byarth 2, c)ar cthz, d)ar cth 2,
2
e)ar th-l-, f) ar cth E.._i‘l'_._
e 2
e -1
Hatérozzuk meg az alfbbi fliggvények éritelmezési tartomé~
nyit és értékkészletét (mindeniitt 8, b, c£ R}
aysh 2x+3) b) sh {ax + b)
c)ych(@ax +b) d) th 3x
e)3thx f} a th (bx +¢)
g)a cth (bx +c¢)
a)ar sh (ax + b) b) ar ch {ax + b}
c)ar th (ax + b) dyarcth(ax +b)
1 1 1
2) shx b)chx ) th x
1
+d) cthx
1 1 I i
a) sh ol b} ch ot )th 3 d) cth 3
1 1 1 1
8 arehx’ Loy )arthx’ D cthx



692. a)arsh>,  bjarch=, c)arths,  dyarcthi.
X X x x

693. Sorotjuk fel a 687~692, feladatokban szereplS figgvények k-
zUl (I) a pirosakat, (1) a pérarlanckat. Amelyek csak a bemne
szereplS betlik (a, b,. c) bizonyos értékei mellett pdrosak vagy
pératlanok, ott ezt is mondjuk meg.

694~699. Duntstk el az aldbbi figgvényekrsl, hogy van-e inverzilk,
vagy valamilyen leszikitéstknek van~-e; ha igen, nevezzitk meg ezt
a leszitkitést, és irjuk fel az inverz fliggvényt:

694, 2shx+3, b) sh (2x + 3), ¢) sh é
695, a)2chx -3, b) ch (2x - 3)
% c) ch (3 - 2x), d) ch i

696, a)sh x2, b) ch xz, c) shz X, d} ch2 X

697, 8)ar sh (2x+ 3) btarch(2x -~ 3) cyar ch {3 - 2x)

698. a)th 4x, byeth I, c)arth (2x - 3) d)ar cth i
+ 099 a)zx+shx, by2shx+3thx c)shx -thx
700-701. Hozzuk legegyszertibb alakjukra az aldhb: kifejezéseket

700. a)shlnx, b)ch In x, c)thin x, dicthin x

701.  a) ear sh x' b) ear ch x’ ) ear th x’ @ ear cth x
702-703, Irjuk fel az aldbbi trigonometrikus azonosségok hiperbolikus

megfelel§it:

202 s gin X o 1 - cos x

2 02, a;) sin 7= - v-—-———-z

X +fl4+cosx
b)c052 - Y

-

2 _+1%/l~cosx
cliey "‘/1+cosx
N A3

X 1 +cosx
HES == ———
‘“‘"“2 %—cosx

- Hf -

[}




703,
+ 704
= 705
706.
707,
£ 708,
709-714,

I 709, ]

710,
1L,
712
713.

714,

aj) tg (x +y) =_..tg_§i_t&1_

1-tgxtgy
g x =t
bytgx -y) = 1+tgxtgy

Fejezztik ki th 2x-et th x-szel.
Fejezzik ki 2) sh x-et, b) ch x-et th x-gzel,

Fejezzik ki a) sh x-et
thx

b) ch x~-et 2 ~lel.

Fejezzilk ki
a) sh 3x~et sh x-szel
b} ch 4x~et ch x-szel.

Vézoljuk fel az aldbbi liggvények grafikonj:it:

X
AR 1 2" -1
a) = X+ B) X
,’ 27 +1
4 } ‘
c)eh » - T eh dx

Mi a legegyszeribb alakjuk az aldbbi kifejezéseknek:

a)ch arsh x ¢) th arcth x
b) sh arch x d) cth arth x
a) th arsh x c) cth arsh x
b) th arch x d} cth arch x
a) sh arth x c¢) sh arcth x
b) ch arth x d) ch arcth x

aYarsh sh x
b} arch chx

a) arsh ch x
b} arch sh x

a)arshthx
b} arch th x

(V.b. az 567-573. feladattal,)

c)arththx
d) arcth cth x

¢) arth cchx
d) arcththx

c}arsh cth x
d) arch c¢thx



715, Irjuk fel az aldbbi trigonometrikus - arcusos képletek hiper-
bolikus - areds megfelelfit:

reCos x fl-x

a2} sin 5 = 1 3
‘arceos A 1/ 1-x
bytg x - !} T4+x

(L. 579, feladat,)

716-720. Vézoljuk fel az aldbbi fliggvények grafikonjét:

716, a)ar sh sz -1, b)ar ch V x2+1

717, arth i
X

718.| a)ar sh (2x sz + 1) b} ar ch (2x2 - 1)
5x -3
719.] arth 5 5%
2x i+ xz
2 720. a)arsh . b)ar ch
2 2
1-x I-x

721-728, Oldjuk meg (x~-re) az aldbbi egyenleteket:

# 721. ajarshx=arsha+arshb
b)archx=archa+archb

722, ajarshx=arsha+archb
b)archx=arsha+archb

723.1 a)arthx=artha+arthb
byarcthx=arctha +arcthb
clarthx=arthat+arthb

‘24, a)arshx=artha+archbh
byarchx=arctha+archb

725.} arth(x+2)-arth{x+1)=~arcths

726 arshx=archx

EEE

arshx=arthx

~
]
®

arshx=2archx.

|
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Differencialszamitas

14, Differenciahdnyados és derivélt, Formélis derivédlds

729-736, Hatdrozzuk meg az aldbbi {iggvények differencidlhinyadosdt
& megadott x, helyen a differenciahdnyados hatdrértékeként.
729. 3’ x =5
)
730. 2){3 x -k
o 2
£ 73L L x =2
b3 o
z 732 V? x =4
0
733. = x =3
]/ x+1 °
734, x+1 2 =0
x-1 0
735. 2sinx x = T
o 4
736. e x = -1
o
737-740. Hatdrozza meg az alébbi figgvényel differencidthdnyado~dr

az értelmezést tartomény belsejében levd X, helyen a differencia-
hinyados hatdrértékeként.

7 2% - 35 738 2
37, x ~ 3x . =3
2
x -1 £ 740. In x
741-743, Szémitsa ki az aldbbi figgvényeknél 2 megadort x helyen 2

i = f(xo +h)~ f(xo) filggvénvérték megviltozdst, valamint a
megviltozde {5 részét, ha[}.x =h=0,1 Al -dt=1

e

x 74l pINs N x =5
[+]
1
742, 1Ny : x =2
]
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743. i/’:? 5 =4

744, Differencidlhaté-e az[x]] fiiggvény az x = -1, -0,3, 0, 4,5
és 1 helyeken? Ha nem differencislhats. létezik-e legaldbb a bal,
vagy a jobb oldali differencidihinyadosa?

T45-774. Derivilja az aldhbi fiiggvényeket:
5 . : 2
745, 3x - 7x3 + 8 {746, (xd + 1y
2 > 4
747, 22X 748, XX
x2 -4 X +5
2 2
749, 2 sin X cos x 78, sin X + cos X
9 P
Bl. x° +2) sin}/x +3
752, arc sin Y x + arc sin 1 - x
2 X~ 1
753. tg s are tg 2x 4. ctg x —L—
2 X + 1
X 2 X -X 2
3 - 2 X
755, 5 + 2 7%6. =5 - (sin” x)e
x +1 e -
< - 2 4
757. xe + eh + xee}' T68. In" thx +x Inth =x
759 3'1+V§“+sh3x 2 ch x0 4 X
: V - th x
') 72
760 In@x +)/x 1)+l - |7 - 1
761, 10" + Ig x
2 2
. 3 x X +1
762, lgix e ) +lg T
X+
763, tg ?2< 764, 2XC sin x
1+ tg X arc cos «
1-
765. In g > o i
2
. e
4 1 .
61 x> +3V¥ 63, = in l 1t *
] T
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769,
5
PR In x X +1n x
6 5
1. Ininx + L tn° Vx
(r72] x° 773, (sinx) 0 %
— Y e
[774.] Bt
: 2
[/ s 0+ 3
TT75-777%. Derivdlja az alibbi azonossigok mindkét oldaldt x szerint.
175. sih (x + a) = sin X cos a + cos X sin a
2 i xn+1 -1
776, 1 + X +X + ..., +x =
X -1
- _ - g X +tg a
777 tg (X + a) 1T-tgxtga
T76-T87. Mutassa meg, hogy az aldbbi fluggvények deriviltja
alakra hozhaté.
YT -x
iTh. 2 arc sin ¢/ x 779, - 2 arc sin |1 - x
73U, arc sin {2x - 1} 781. 2 arceos /1 - x
182, 2 arc th} . —2arc|;gL/1;x
354_,, 4 arc tg { I/
785. V -1
ar c¢h ~ ar ch ]
Y e Y x
®¥ TG, 4 arc ig e Vil=x 787, -4 arc tg e
788-793, Védzoljuk az alébbi fiiggvénvek grafikonjat’

Allapitsuk meg, hogy 8z értelmezési tartomény mely pontjaiban
differencidihaték; ahol differenciflhatok, Allitsuk elS a derivéitakat

[78.5_' x (sgn x + sgn Ix{)

£ 789, (sgn x +sgn {x - 1|}

790, %{Bi!IX'l' | sin x{ } 7%1.] (sgn sin x) 8in x
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792, [x] 793. 5x]+]/{x] - x

794-798, Hatfrozzuk meg az al4bbi magasabbrendl derivéltakat:

2

794, f(x) = sin"x r‘V)(xs .o

95, 1 - o o

Sift X

X

796, () =x a Fay -
X (1)

797, f{x) = xe %y -0

N}

798,  f{x} = in(l + x) £y - 9
799. Irjuk fel explicit alakban a
[l
P ()~ nl . d (x11 -1
2 nf dx

polinomokat n=1, 2, 3, 4, 5 esetben,
{Legendre-polirom. }

800-803. Vizsgdljuk az aldbbi fiiggvényeket az x = @ helyen folytonos-
sdg és derivilhatdsdg szempontjdbol! Mit mondhatunk az e helyhez
tartoz6 magasabbrendt deriviltakrél?

2 xz sin% ha #0
f(x) =x"(x+|x]) 801.F fix)-
G hax=0
9 2

fix) = cos” |/ X F{x)= i/ x (x+1)2

804-808, Irjuk fel az aldbbi egyenlettel definidlt implicit fliggvény
derivaltjat.
' 3 2
7’ - 3xy+x =0 805, ny+xy=1
806.] ¥ =y° 807.| ¥" = —E—g—

808, y=1+xey
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809-811, Hatdrozzuk meg az aldbbi egyenlettel definidlt implicit
fliiggvény misodik derivaitjit,

809. y=x+arctgy

810. 2m(x+y)+in-:§=o

811, xz -xy+y2=3

-75 -



812-814,

813.

814,

815-817.
815,

816.
817,

818-821,
B18,
819,
820.

821,

822824,

822,

15. Geometriai és fizikai alkalmazédsok

Irjuk fet az aldbbl figgvények gtirbéjének a megadott X, ér-
tékhez tartoz6 pontjéban az érintegyenes és a normilis egyeénletét,

3

X xo=2
eﬁ x =2,25
0
2 1
are sin {1 - x X ==
o 2

Irjuk fel a Po(xo, yo) pontbeli érintSegyenes egyen-

letét, ha a gorbe egyenlete:

y= ! x =2
T2 1 o
in (x-;)
‘_xlnx x ’ez
¥y= o -
y=in(sinx2) x,=0,8

Irjuk fel a megadott pontbeli érintdegyenes egyenle-
tét, ha a gorbe agyenlete:

x3+y3-6xy=0 P G 3)

y = sin (x +) 2 (T, 0
x2+yz-arctg‘:-=e Po (—{—2: -gg)

%+ V;;y_)= arccos {1 ~yj=1 PO (xo, yo)

Hatdrozzuk meg az aldbbi egyenleti gbrbe azon pontjait,
amelyekben a gorbe drintdje pirhuzamos o megadoit egyenletii
egyenessel, majd irjuk fe! € pontokban ae érintiegyenes
egyenletét,

y=x3+2 ) y=3x-1
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823, y=arctgxi2 y=--;-x+5
2 2
Vel y? )
824, y=3 3 AT x+1
x
* 825, Az y = x3 + 1 egyenletl gbrhe mely pontjaiban lesz az érintd

merdleges az x + 12y ~ 5 = 0 egyenletd egyenesre? Irjuk fel ezen
pontokban az érintfegyenes egyenletét,

Hatdrozza meg a 2x2 - 2xy +y2 = 1 egyenlettel megadott gor~
be azon pontjait, ahol érint§je pdrhuzamos az y teogeliyel!

827. Irjuk fet az y = in x egyenletii gbrbe azon érintii~
egyenesének az egyenletét, amely idthalad az origén.

828, Szdmitsuk ki az y = 3x5 egyenletd gbirbe terszlleges ?O pont-
jdhoz huzhaté érintdjének az érintési ponttsl az x tengellyel vals A
metszéspontjdig terjeds szakaszédnak a hosszét, Igazoljuk, hogy az
AP gzakasz vetllletének a hossza ugy arénylik a Po pont abszcisz~
széjédhoz, mint 1: 5!

Igazoljuk, hogy az y2 = 4px egyenletd parabola tetszdleges
Po (xo, yo) pontjfhoz tartezé érint§ egyenlete

¥y, = 2p({x + xo}

830, Keresstk megazy = 3 s;in2 x+2 cos4x egyenletil gorbe viz-
szintes érintdjll helyeit!

831, Hol lesz az x3 + xyz + 4y2 - 4\:2 = ) egyenleti girbe érintdje
parhuzamos az y tengellyel?

832-835. Hatdrozzuk meg az aldbpi egyenletekkel adott gbrbék met-
szési szgét,

77 -



836-838, Hatérozzuk meg az aldbbiakban adott s(t) ut-ido figgvény
dltal leirt pontmozgés sebességét és gyorsuldsit a megadott t,
idGpontban,

; 2
836. sty =In (t" + 1) %=2
P
837, s{ty=2tsint+3cost to=—
o 4
2
838, sihy = 32 - 3t2 to =0
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839-844,
839.

840.

841,

342,

843,

344,

845-848.

47,

$49-%54,

=49,
350,

351.

16, Differenciél. Kis véaltozdsok ktzelitd meghatdrozdsa

Irjuk fel az alsbbi fliggvények differencidljit a megadott
helyen:

3 1 21
X o737 =3
X
. s
sin 2x o=
ar th 3 x°=1
3x
hln 2 X =g
arc X o
arc sin u0=3
3u
a t {1"1 L o=
relg i’ o

Irjuk fel az aldbbi figgvények értékének & I megvdlto-dsdt
(ha a flggetler viltozd x = xo-rdl x=x + h-ra véltozik)

At _an+ € (b)h alakban f6rész és elenyszd rész Usszegeként
és mutassuk meg hogy lm & (h) =0,
hemgo

fix- axT 3 tex = xa
+ 848. f1xv= \/x

rjuk fel ac f fuggvény differencifljdt cetszdleges < ER  he-
lyen. ha g és h az R-en mindeniitt differenciilhaté fiiggvénvek («
bz} >0t

’ 1
[{x) -
N

2 2
fixy = gT(x) + hix' )

1

2 2
fixy =g {x) h (x)

ny;

£ = g0 e

¢
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852.
853,

854-861,

858,
859,
860,

861.

863.

864,

H

865.

fix)

n

g(x) in h{x)

[h(x)] gix1

Szdmitsuk ki az aldbbi fliggvény kozelito értékét az X,
helyen

f(x)

x x, = 0, 99
3

‘/x z, = 0, 99
gin x x] = 31°
cos X x, = 1190
lgx xy = 10,1
g x X, = 9,5
Inx 2= 1,1
e x, = 0,02

Egy kocka térfogata V = 1000 dm>,

a} mennyivel viltozik ktzelitSen a térfogata, ha éleit 1 cm-rel
megntiveljuk

b} kzelitSen hiny cm-rel kell az €lek hosszdt megntvelni, hogy a
térfogata 10 dmS-rel nbvekedjék?

Egy 10 dkg t¥megli test 2 cm/sec sebességgel halad, Mennyi-
vel véltozik 8 mozgési energidja, ha sebességét 0, 1 em/sec-mal
megntveljiik?

Egy 10 cm sugaru gbmb sugarédt 0, I cm-rel cstkkentjik,
Mennyive!l véltozik

a)a térfogata

b} a felszine

A nehézségi gyorsulds g értékét 2 m hosszu matematrikai ingo
400 lengésének mért idejébbl 400 T = 1135 sec-bol akarjuk megha-
tdrozni. Hény % bizonytalansdgo: okoz g meghatdrozdséban az, ha
& lengések tssz-idejét 0, 5 sec-nyi pontossdggal tudtuk lemérni?
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866.

868.

869,

®70.

Egy k6r alakban kifeszitett zsineg T = 706, 5 d.m2 nagységu
tertiletet zdr be, Mennyivel i&e[l nivelni 2 zsineg hosszdt, hogy az
ltala bezdrt tertlet 1,5 dm”-rel nvekedjék?

Gémb sugardt 1%-kal megniveljik, Kozelit6leg hdny %-kal
né a térfogata?

Mekkora a szabadon esd test szdmitott utjdnak celativ higbja
%-ban, ha az esés idejének relativ mérési hibdja 3%,

Az &brén l4that6 csuklés mechanizmus I, karja az A pent k-
rtl, I, karja a B pont korul ugy foroghat, hogy kizben az I, kar C
végzddése a I1, karon csuszik. Mennyit véltozik a {3 szig, ha oL
viltozdsa 0, 207

1=

ul

*:26° g ‘Lﬁ\i
B

A 6m
869. dbra

Egy | hosszusdgu vezeték ellenflldsdt Wheatstone hiddal az
X = IWL_R—I— tsszefliggés alapjdn hatdrozhatjuk meg. Hdny %-os
hibdval szdmithatjuk ki az eredményt, ha az R = 43, 6 ohm adatot
pontosnak tételezhetjik fel, az | = 62, 4 cm hosszusig mérésénél

pedig legfeliebb 0, 3%~o0s hibdt ktvethetttink el?
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17, Kbzépérték-tételek. Bernoulli-L.’ Hogpital szabdly

871-875. Igazoljuk, hogy az aldbbi fliggvényekre alkalmazhat6 a Rolle-
féle kbzépértéktétel a megadott intervallumban, és hatdrozzuk meg
azon ¥ értéket (értékeket) amelyre (amelyekre) ' (%) =0

sin x 0=x=T
= 872, sginx osExE20
873,] e’ % 0Ex 2
2
B874. _xi_ -x p=x=2
875, x°-12x 05x%2 13
876-879, Alkalmazhaté-e az aldbbi fliggvényekre a Rolle-féle kozép~

értéktétel? Ha igen, adjunk meg olyan intervailumot, amelyen a
tétel slkalmazhat6. Hat4rozzuk meg mindazon & helyeket, ahol

() =0
2
876. fix) =x +1
877, f(x) = x3
878. fx) = x3 - X
879, f(x) =€
880885, Igazoljuk, hogy az aldbbl ftiggvényekre a ne gadott hiterval-

lumokban alkalmazhats a Lagrange-féie kzépértéktétel és hatdroz-
zuk meg azon | értéket, amelyre

£ (g) - fSE) - fga}

b-12

3 ‘£ <

3x" +4x -3 15xs3
881, xs _ 05xS6
» 882, arcehnx : 0=x%1
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2 < <
883. ax +bx+c X, FX=x,
884, 1Inx 1Ex € 20
885, & x £x%x +1
o 0
886-889, Alkalmazhaté-e az aldbbi filggvényekre a megadott inter-

vallumban a Lagrange-féle kbzépértéktétel? Ha igen, hatiroz-
zuk meg a megfelels § &rtéket.

* 886, =+ 4 5x £
X
. 4 fx Sy
X
888 In x 0Sx€1
889. In x x Sx%1 0<x <1)
4] o]
890-891, A Lagrange-féle kozépértéktétel felhasznilisaval igazoljuk

az alibbi egyenlGtienségek fenndlidsit:

8901 sin x <x ha x >4

891. 1/1+x<1+§x ha -1<x<0 & bha x>0
892-894, Igazoljuk, hogy az alébbi fiiggvényekre a megadott interval-

lumban alkalmazhaté a Cauchy-féle kizépértéktétel és hatiroz-
zuk meg azon £ érréket, ameiyre

£E) _£Mb) - fa)
g{(E) gb) - ga)

A

892, f(x) = 3x + 2 g(x)

=x2+1 185x84
893, f{xy = sh x glx) = ch x 15x%52
894, f(x) =sin x Efx) = cos x -2—/- £x & -931
895-922, A Bernoulli-L’ Hospital szabdly alkalmazdsival szdmitsuk ki

az alibbi hatdrértékeket ~amennyiben az a hatdrértsk létezik,

Minden egyes esetben 4llapitsuk meg a hatirozatian kifejezés
tipusét:

- |
(3% ()5 (e9-00); B.ooy (2 170
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897,
899,

901.

905,

967.

909,
911,

912,

916,

918,

M(2+9-5
m—-'g-—--*-——

i1

X-» 4 X ~x~12
im nx

X = 50 x

Hm (x - 3) ctg‘ﬂ" X
X3

1 1

lim isinx ';)
X O

1 1
lm ¢ 5 --"f}

Xx-»0 sin 3 X

lim (—-j— ~ tg X}

(-ﬂ-' COos X

X =
2
fln x - x

lim @————
arc gin x -~ x

X=»0

cos X ~ 1

im =
sinx -x

X0

X0
a
in x

ltm In 5in x

X 40

i gin x
lim (=)
X -0
1
lim x°
X o+ OO
1
2
lim (cos x)I
X a0

§9¢6.

898.

XK e OO

800,

902,

904,

908,

908,

910.

a>10, b 0)

915,

917,

919,

~ 84 -

2x
. a =1
lim
x
X-=m D
ex
lim ——
n
x x

lim (ex ~l)ctgx
X =0

. sin x
Iim ————————
arc sin x
X~ O
1 1
Hm (———?2—--—)
X-»0 Sin X X
2
lim cos(Tx
T x-5
X-....-— 2
2
. Inx
lim ctg X
X =» 10 g
. gin x ~ x
lim
cosx ~ 1
X
lim (i—- xl }
X o 10 e -1
lx
lim (l+;)
X~ 0
4
lim (cosx)x
X wpe 40
itm (.._2‘_._1__)
x-1 Inx
X~ 1



920,

922,

923-924,

4

sin x r _.E_sinzx-Ssian

Iim (-——;——) 921, lim
X0 M 4sin” x+48inx-3
b oo —6'-
lim e =)
im sin x X
X0 e ~1

Mutassuk meg, hogy az aldbbi esetekben a Bernoulli-l’ Hog-
pital-szabdly alkalmazisa nem vezet célhoz & hatdrérték kiszdmi-
tégdndl és szdmitsuk ki a keresett hatérértéket,

2 1
hm  Shxta) ] m X
X =+ OO ch {x - ) X —»0 g x
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925.

926,

928-929-

930 -932 .

930,

* 932,

933-947,

935.

937.

18. Piggpvényvizsgélat

Az a 4llands mely értékénél lesz az f(x) =a sinx+ é— sin 3 x
figgvénynek az x = % helyen szélsbértéke?

Vilasszuk meg a k 4lland6 értékét ugy, hogy az f(x) = x +ke-kx
figgvénynek az x = § helyen

a) helyl maximuma

b) helyl minimuma legyen.

Irjuk fel azt az odr)  fiuggvényt, amely az r sugaru kor~
ben az egyaégnyi hosszusdgu hurhoz tartozé << kzéppontu sztgnek
ég a kir sugardnak Usszefliggését fejezi ki, Allapitsuk meg a figg~
vény értelmezési és monotonitdsi tartomédnyédt. Megéllapitdsaink-
nak mi a geometriai értelme?

ﬂllapitsuk meg milyer intervallumokban monoton cstkkend
ill. monoton ndvekvs az aldbbi filggvény:

2

- 2 3
ln —= 3 x 1+x

{1 +x)

Mely intervallumokban fesz az aldbbl egyenletii gbrbe
alulro! konvex, {11, aluirél konkfv?

2 2
y=ln e 931, y=e *
(1+x)
y=In}| sinxif (x#x%T)

Végezziink teljes figgvényvizagdlatot az aldbbi fliggvényeken
és vizoljuk a grafikonjukat.

:::‘J - x2 ~2x : 934, x4 +x3
2
x - 4% (x - 3% 936. 19
2
X - 61 ;
-3 938, ~3

(x'=1) X}



-x2 2 -x

939, e 940.! x e
x 1112 Ixt hax#0
941.] xln |x] 942,
0 hax=0
* 944, In (x2 - 1)
in x ’
In jsin x| sinx+é—-sin2x
947, 052X
cos X
948949, Vizsgiljuk és vizoljuk az alébbi egyenlettel adott gbrbéket
2 2
948.] X +7°=1 ' 949, xGZ+1)=1
£ 950, Irja fel az ébrén léthato harmadfoku parabola egyenletét és

hatdrozza meg & ~1 £x £1 ahszcisszéju pontjal kbzill annak a P
pontnak a2 koordindtdit, amelyiknek az ordinitfja maximdlis.

by

950, ébra
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952,

933.

954.

955,

9586,

19, Szélsdérték~feladatok

Ussza fel az a tdvolsdgot két részre ugy, hogy 2 részekkel,
mint oldalakkal szerkesztett onégyzetek tertiletének tsszege minij-
mélis legyen,

Hatérozza meg az yz = 8x egyenletl paraboldnak azt a pont-
Jjat, amely a (6; 0) koordindtdju ponttél a legkisebb tdvolsdgra van.

Egy derékszbgli hiromszig egyik befog6j4n egy testa = 40 m
tdvolsdghol ¢, = 4 m/sec sebességgel, egy mdsik test a misik be-
fogén b = 30 m tdvolsdgbdl €y = 2 m/sec sebességgel halad a derék-
szbgl csucspont felé. Hiny médsodperc mulva lesznek egyméshoz
legktzelebb és akkor mekkoera a tévolsdguk?

Hatdrozza meg az R sugaru kérbe irt téglalapok ktzill annak
a téglalapnak az adatait, amelyiknek 2 tertilete maxima4lis,

Tételezze fel, hogy az x és y véltozék egymdéssal egyenesen
ardnyosak, vagyis kapesolatuk y = kx alaku, ahol k 4&llands.
A mérési eredmények a ktvetkez5k: L 35 ¥, = 12,

X, = 6; v, =2{ Xy = 8,5; Vg = 27; és X, = 11, V= 35. Hatdrozza
4

meg k értékér ugy, hogy 2 H{k) = Z (_',vi - kxi)z figgvény értéke

minimidlis legyen, i=1

Legyen az r sugaru kérbe irhaté trapéz nagyobbik, pérhuza-
mos oldala a kér egyik dtmér6je. Legfeljebb mekkora lehet a tra-
péz terillete?

Az R sugaru kirbe irt egyenlfszdru hdromszdg csucsénil
lev6 sztget jelsljuk 2 -val, Irja fel a hiromszig tertletét, mint
OLnggvényét. A héromsztg terillete o mely értékénél lesz a leg-
nagycbb?

R sugaru kér alaku asztal kzepe felett milyen magasra kell
elhelyezntink a 14mpdt, hogy az asztal szélén maximélis legyen a
megvildgitis erfssége? (A megvilégitds erlssége egyenesen ard-
Ry0S & beesési szig koszinuszéval, forditva ardnyos a tdval<s
négyzetével, )
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x

960

961,

962,

R sugaru kiirlemezb6l mekkora nyildsszdgi kbreikket kell
kivignunk, hogy maximélis térfogatu télcsért kapjunk?

Mekkora oL@ szog alatt kell ferdén elhajitanunk egy testet,
hogy a pdlya emelkedést magassdgénak és a hajitds tdvolsdghnak
az dsszege maximilis legyen? (A kizegellendildst nem vesszik fi-
gyelembet)

Legfeljebb mekkora lehet annak a gerenddnak a hossza, ame~
lyet egy 4 m 4tmérdji, kir-keresztmetszetil toronyba, egy a torony
faldn végott 2 m mages aitén 4t bevihetiink?

Tudvalevéen adott { fokuszcdvolsdgu lencsétdl t révolsagra
levé tArgy k képtdvolséga

A szoban forgé lencsére megadhato~c 2 argy és képtévolsdg tssze-~
gének
a) pontos alsé

ia & i 9
b) pontos fels 6} korlatja és ha ilyen van, mekkora az
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20, Gbrbiilet, Simulekor

963-979, Szémitsuk ki az aldbbi egvenletii gorhének a megadou
pontban a gtrbiileti sugarit, és a gorblileti ktr ktzéppontjdnak
koordinétdit, majd irjuk fel 2 gbrbtileti kbr egyenletét,

%3, y=x P_(0, 0)
964, vy = Xz Po (1, 1}
965, y=2}x P_ (0, 0)
1
966, v= - Po (1, 1)
i
9%7. y=-3 P (1, D
3
968, y=sinx P 0, 0)
q
99, y=sinx : Po (-5-, 1)
o T V2
970, y=sinx Po(é’ 2)
-t a
97 y=gi% P 5.
972 y =arc sin x P (ll- i?
‘ 2" 6
. 2
973. y=cos x P(J_1 0, 1)
974 =arctgx P ‘T_J__)
. y= 24 o ] 4
X
975, y=e P {0, 1)
976, y=lnx PO {1, 0
977. y=1’x P (1, 0)



978.
979,

980-985,

980.
982,

984,

* 287

y=chx Po 0, 1)
y= 3!12 x Po {0, 0)

Hatdrozzuk meg az aldbbi egyentetii gbrbe azon pontjait,
ahol a gérbiiletnek szélsdértéke van, illapitsuk meg, hogy ez
maximum vagy minimum, majd szdmitsuk ki ezen gtrbfilet
szdmértékét:

y=z2-4x+2 |981.l y=ax2+bx+c a>0)
Y = sin x 933. y=ex
y=Ilnx 985, v=shx

Hatdrozzuk meg, hogy hol van a

Y

) v 29
n'xT sa’y” v a'b (y.0) egyenleti {élellipszis gorbiiletének

sz6ls50értéke.,

T T,
Hatdrozzuk meg az y = In cos x (- 5 <x < 2) egyenletil

gorbe azon pontjait, ahol a girbileti kbr gugars =,
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988,

QUG

991,
992,
993.
994,

995,

996~ i1t

996,
997.

998,

999,

21, Gurbék magasabbrendt érintkezése

Hatdrozzuk meg, hogy hényadrendben érinti az y = sin x
3
egyenletii gbrhét o= O-ndl azy =x - %—egyenietii parabola.

Hényadrendben érinti a ]/—x-+ V v = 2 egyenlettel adott gérbe
az z2 + y2 - 6x - 6y + 10 = 0 egyenietll kbrt a Po(l‘ 1) pontban?
Irjuk fel azt a legalacsonyabb foku polinomot, amelynek

grafikonja a. alabbi gtirbél . megadott helyen a megadot
rendben érinti.

¥y =8in x X, =(-!1:~ negyed rendben
y= }f14+x X, = ] harmad rendben
y =s8inx - cos x X, = {0  negyed rendben
1
y=3 X, = 1 negyed rendben
y =arthzx X = o gtod rendben
v =shx X, =3 2n-ed rendben  (p > 2)

&{I.apitsuk meg, hogy az aldbbi egvenlein gorbek ar Hori
g6ban hényadrendben érintkeznek, majd irjuk fel azt a legala-
ceonyabb fokszdmu polinomot, amelynek gbrbéje ugyanolyan
rendben érinti a két adott ghirbét,

y=e -1 x+2° +v -2 =3
y=sinx y=tgx
2
2 2 1 ]
= gi -=}) ==
y=s8in x X+ 2) y
!, 2 1
Y=L4“X y=
2
\ 1+x
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22. Taylor-polinom

1000-1001, Irjuk fet az aldbbi fiiggvények X7 0-hoz tartozé megadoft

fokszdmu Taylor polinomjait. Abrdzoljuk a figgvénynek és ko-
zelitd polinomjainak a grafikonjat.

cos X T2(x). 'I‘4 (x}
1001, sin x Tlt’x}. Tg(x)

1un2-1006, Irjuk fel az aldbbi fuggvények x = 0-hoz tartozé megadott
fokszému Taylor-polinomjdt a hozzdtartoz6 Lagrange-~féle ma~-
radéktaggal:

1002, € T ()
1003. sminx T5 {x)
1004, sin x T2n~1(x)
1005, cosx T, ®
1006, o (i +x) TS (x}

1007-1015, Szémitsuk ki az aldbbi flggvények kizelits értékét a meg-
adott x, helyen a megadott fokszdmu Teylor-polinom segitségé-
vel éa éecsﬂljuk meg a kiizelités hibdjét

§ x =0,9 T, ()
.3
1008, Vx x, = 10 T, ®
3
= x; =10 T, %)
1010, CcOoS X X, = 28° Tl {x)
1011,  cosx X = 28° T2 {x)
2 101z Inx x, =13 T, (x)



1013, Inx Xy = 1,3 T4 (x)
x .1
* 1014, e X = p T3 (x)
2 1015, ¢gx x, =0,75 T, (%)
1016~1020, Irjuk fel az aldbbi fggvények x =0 kériili megadott fok-
szdmu Taylor-polinomj4t és éliapitsuﬁ: meg, hogy a megadott
intervallumban mekkora hibdval kizelitt meg a Taylor-polinom
a flggvényt!
3 < <
1016. 1+x g0=x=0,25 Tzfx)
1017,  sinx -0,55x%0,5 T ()
1018, cos x -0,5%x F0,5 Te(x)
i 1
1019, shx -3¥x= 3 T4(x)
1020, In{i +x) 0,1 5x%g,1 T ()
1021.] Sz&mitsuk ki e értékét 3, 10™0-ndl kisebb hibdyal,
1022-1026, Szdmitsuk ki 10'3—-n:il kisebl hibdval az alabbi fiiggve-

‘1022.l

nyek kozelito értekét a megadott heiyen a1 megfeleld Tavior

polinom segitségével,

3

Y= x =70

S

¥x x, =250
10

1024, Vx x, =1027

IOZS.I Inx x, = I,1

{1026.] chx x, =1




1027,

182,

1029,

1038-1034,

1030,

1032,

i 1034.]

1035.

23, Girbék paraméteres megadisa

Irjuk fel a P_ (2. 0) ponton dthalads o _ = 30%-0s irfny-~

sztgl egyenes paraméteres egyenletrendszerét, peraméterként
a Po ponttdl vals t "elSjeles” tdvolsdgot hasznélva (pl, t >0 ha
y>~0ést <<Ohay<0),

Irjuk fel a Po {2, 0) ponton Athaladé oLo = 30%-0s irényszt-

git egyenes paraméteres egyenietrendszerét, paraméterként
a fut6 pontot az origéval tsszektitS szakasz i irdnyszigét hasz-
nélva,

Irjuk fel a C(uo, 'O} ktzéppontu X, Sugaru kéir paraméte~
res egyenletrendszerét, paraméterként a futé pontot & k¥r k-

zéppontjdval Ysszekitl szakasz ¢ irdnysztgét hasznilva,

Kiiszobbljlik ki a t paramétert az aldbbi egyenletrendsze~
rekbll és 4llapitsuk meg. hogv milven gbrbét (vagy annak milven
részhalmazét) hatdroznak meg,

- re1-l

2 1

== H =

y=t +1 ¥ 1+t-1

X = —t 1033, x=1l+cost+sint
1+t
2 y=2+cost~gint
t

y:
1+t2

x=arcigt

y=lnf_t2+1)

Egy ferdehajitésnd! a vizszintes elmoxdulds x = 3t, a fig:
gbleges elmozdulés



1037, ]

1638,

1039.

a) mi a t paraméter fizikai jelentése?
b} Irjuk fel a pdlyagrbe egyenletét y = {1x) alakban,

Tekintstink egy, az A(~1, 0) ponton 4thalads egyenest,
Bocséssunk erre merflegest a B(1, 0) pontbsl, s jeldljuk
a két egyenes metszéspontjit P-vel. Milyen gbrbét ir le a P pont,

ha az A ponton Athalads egyeres irdnyszige - iz[-tdl +32: ~ig
viltozik?

Irjuk fel a P pont 4ltal leirt gbrbe paraméteres egyentet-
rendszerét, paraméterként az A ponton 4thalads egyenes ' m"
irdnytangensér hasznélva,

Két egvenes kozil az egyir az A(-1, 0) pont kbrill, a mé-
sik a B(1, 0) pont kéril forog, egyeni§ szdgsebességgel, az el-
<8 cgyenes az éramutaté Jirdsdval ellenkez6, a mésodik egyenes
az ¢ramutat6 jérdsdval megegyez§ irdnyban. Milyen gorbét ir
le a két egyenes metszégpontja, ha kiinduldskor az elsG egyenes
egybeesik az x tengellye!l. 2 médsodik egyenes pedig merfleges
az x tengelyre?

Az e egyenes bnmagédval pdrhuzamosan mozog v sebesség-
gel az x tengely pozitiv irdnydban, az f egyenes pedig az origé
koril foroguy szogsebességgel az cramutard jirdséval ellen~
tétesen. Milyen gbrbén mozog 2 két egyenes metszéspontja, ha
kfinduldskor az e egyenes egybeesik az y rengellyel, az f egye-
nes pedig egybeesik az x tengellyel”

A koordindratengelyeken csuszik egy a + b hosszusdgu me
rev rud, Hatirozzuk meg az &brdn 4thars P pont 4ltal leirt gor~
bét,

Iy

1039, 4bra
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1040,

1041,

1042,

1043,

Egy deréksztg csucsa ugy csuszik az x tengely pozitiv fe-
1én, bogy kbzben e derékszig egyik széra az orig6-ktzéppontu
r, sugaru kort érinti. Hatédrozzuk meg a sxbg mésik szdrén a
csucstol T tdvolsédgban levd P pont 4ltal leirt gbrbét,

1040, ébra

Hatdrozzuk meg a kiizbnséges ciklois %— magassfigu pont-
lainek abszcisszélt (14sd Jegyzet 20, 4 példa),

Az x tengely mentén csuszdsmentesen gordil gy I, suga-
ru k¥r. Hatdrozzuk meg a gtrdUl6 kirhtiz rdgzitett, a kot kb~
zéppontjétél a < r, tévolségban levs P pont 4ltzl leirt gbirbe pa-
raméteres egyenletrendszerét, paraméter-ként a P pontot a ktr
ktzéppontjdval Ysszektt§ szakasznak a fliggblegessel bezért t
szbgét vélasziva, ha t = O-ndl a P pont koordinétdi P(0; r, -a}).

(Nyujtott ciklois. )

Egy riigzitett 2 sugaru kiirbn causzésmentesen grdiil egy
mésik, ugyancsak e sugaru ktr. A gtrddl ktr kertletének egy
tetsz6leges F pontja un. kardioid~ot ir le, Legyen 8 riigzitett
kor kizéppontja az origs; vilasszuk paraméternek az origét az
érintési ponttal tsszeksts sugdr ¢ irényszbgét és irjuk fel annak
a kardioid-nak a paraméteres egyenletrendszerét, amelyet a
gtrdill6 k&r azon pontja ir le, amelynek koordin&tsi t = O-ndl
Pia; 9).
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*

1044,

1045.

1043, ébra

Egy rigzitett a sugaru kéron csuszdsmentesen gordill egy
r= % sugary kiir, ugy, hogy a rogzitett kdrt belllrdl érinti,

A gbrduld kér egy retszfleges pontja aszirois-t ir le, Legyen

a rigzitett kir kdzéppontja az origs; vilasszuk paraméternek
az origét az érintési ponttal Ysszektitd sugir ¢ irdnysztigét és -
irjuk fel annak az asztroianak a paraméteres egyenletrendsze-
rét, amelyet a gtrdill§ k¥r azon pontja ir le, amelynek koordi-
nét4i t = 0-nil: Pla, 0).

Egy rtgzitett (kbrkeresztmetszetl) korongra csavart fo-
nalat ugy gombolyitunk le, hogy & legombolyitott rész mindig
érintSirdnyu marad. Ekkor a szil szabad végpontja egy un,
kdrevolvens-t ir le, Legyen & rigzitett kr ktzéppontia az origd;
vilasszuk paraméterként az origst az érintési ponttal Usszekitd
sugér t irdnyszdgét és irjuk fel annak a kdrevolvensnek a para-
méteres egyenletrendszerét, amelynél a szdl szabad végpontja
t = 0-nil a Po(a, 0} pontban van.
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1044, 4bra

1045, ébra
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1046-1119,

1046,

1047-1051,

1047,

1030.

1051,

1052,

1053.

1054-1056,

1054.

1036,

24, Polirkoordinédtdkban megadott gérbék

Megjegyzés: Az alébbiakban a polérkoordindtarendszert és a
derékszigii koordindta~-rendszert mindig a szokdsos mo-
don helyezzilk egymdsra (tehdt ugy, hogy az origé egybe-
esik a pélussal, a poldrtengely egybeesik a pozitiv x ten~
gellyel, tovdbbi x, y és r egységel azonosak).

aja Pl pont derékszgit koordindtéi: X, = I v, = 2 adjuk
meg P, poldrkoordindtéit,
b)a P2 pont poldrkoordindtdi: r, = 1; Yo = 2 adjuk meg P2

2
derékszigll koordindtdic,
Irjuk fel az al4bbi egyenesek poldrkoordinitds egyenletét:
x=a 1048, vy =D

K= 30%-0s irdnyszigl, az Xy = 1 ¥, < 2 koordinitdju ponton
dthalad6 egyenes,

az (ro,\p o} ponton 4thalads, poldrtengelyre merfleges egyenes.

a pélustél 3 egység tdvolsdgra levd, a poldrtengellyel 60°-os
sziget bezdres egyenesek.

Irjuk fel annak a kérnek a poldrkeordindtds egyenletét,
amelynek kézéppontja C(ro, <IL£-) {poldrkoordinitéik) és sugara T,

Irjuk fel annak a kirnek a poldrkcordinétds egyenletét,
amelynek ktizéppontja C(ro, P o) €g sugara j) .

Adjuk meg az aldbbi grbék egyenletét derékszogl koor-
dindta-~-rendszerben és dllapitsuk meg, hogy milyen girbérsl
van §zo,

1055, r=3cos Ur

",/cos 2 Lp
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1057.

1058-1060,

E 3

1058,

1059,

1060,

(]

|1062. %

1064.

Hatdrozzuk meg a PI(II’ 2 I) és Pz(rzlp 2) pontok rdvolsdgdt,

Egy polérkoordindtarendszerben vegylnk fel egy az
I, = d. ¥, =T xoordindt4ju ponton 4thalads, a poldrtengelyre

merdleges v (vezér~) egyenest. Irjuk fel az aldbbi feltérelnek
eleget tev§ P pontok mértani helyének

a) poldrkoordinitis nletét

b) deréksztgli koordinstds | 8¢

ég 4llapitsuk meg, hogy milyen gbrbér6l van s z6.

a P pont ugyanolyan tdvol van a pslust6l, mint a vezéregyenestdl

a P pont kétszer olyan tdvol van a vezéregyenestdl, mint & ps-
tustét

a P pont kétszer olyan tdvol van a pélustél, minr a vezeregye-
nestdl

Vizsgdljuk azon pontok mérrani helyét, amelyeknek két
megadott ponttdl valé tdvolsigainak szorzata illandd és egyenld
a két megadott pont féltdvolsdginak négyzetével

a) vézoljuk a giirbét

b) irjuk fel a polarkoordinitds egyenletés

c) irjuk fel 2 derékszogil koordindtis egyenistét

Egy félegyenesen mozog egy pont, a kezddponttél tdvolod-
va dllando v sebességgel, ugvanakkor a félegyenes forog az
orig6 kdrll pozitiv irdnyben<o dllende szdgsebessiggel, At =0
id6pontban a pont a félegyenes kezdSpontjdban van, a félegyenes
pedig az x tengely pozitiv felét fedi, Mi lesz a mozgé pont pdlva-
gbrbéje a sikon?

Milyer geometriai transzformécidval kaphatjuk meg az
r =) gorbébél az r = 3f (¢ - 2) girbée?

Igazoljuk, hogy az

¢

n
r =k {cos -}
n
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n= =1
n 1
n= -2
R 3
2
n= —1—
2
egveniete.

esetén
esetén

esetén

esetén

esetén

. 102 -

egyenes
kor
parabola

hiperbola

lemniszkita



25. Paraméteresen megadott filggvény derivélija

1065-1071. Hatdrozzuk meg az aldbbi derivdltakar
1065. <t =t-sint ) dy .,
Vit = | -co8t j dx
1066,  (tr =1Int 1 dy _,
vilr =t =-sint I dx
1067 Xty =e\? cos ¢ d
. 13 A
. . dx
vity = e  sin
L 3
1068, St = cos't 2
1 in3 . 7" ?
VILE =
; sin"t dx
1069, s o= ezt cos t 2
2t gin izl= ?
Sl o=
e sint dx
1070, atpr = gin ¥ - 2
] i = gin Ycoy P dzv » v
gy = in ¥ 2 2
tp) = cosy +¥Psin ¥ dg du
{071, -1 =
071 ttr=acht dzu 3 d2v .,
ti= it 2 2
Vi bs dv dn
1072-1074. Irjuk fel az aldbbi paraméteres egyenletrendszerrel adott
gorbe érintfjének és normadlisdnak az egyenletér a megadott
helyen:
* b7 2, i =gint -t cost ¢ =1
vilr =cost+t sin t °
1073, s deli a >0
>
b>0 t,=in2

vitt b ght

- 103 -



1074, X = sinz\F I
‘Po =6

, 2
y=siny tgy
1075, Igazoljuk, hogy az
12 ¢ 12 ¢
x= 3 y=
HIE 1+t

paraméteres egyenletrendszerrel megadott gbrbének a t, és

—tl-— paraméteres értékekhez tartozé pontjaiban az érintdmere-
o

dekségek egymés reciprokai, Mi az Ssszefliggés a két érintdnek

az x tengely pozitiv irdnydval bezdr: sztge kdzott?

2 {070- 1075, Szémitsuk ki az aldbbi paraméteres alakban megadott
gorbének a gorbiiletét a megadott pontban
i
1076. x=1- '!-
P (-1, -1}
°
=1+
y t-1
1077, x =gjinu ﬁ In 2
i
y=Insinu
1078, x=3cos¥ -cos3¥Y T
fo=¢
y=3sin ¥ -~sin 3 ¥
1079-1083. Hatdrozzuk meg 2z aldbbi ~ paraméteres alakban meg-

adott - gorbe tetszdleges pontjdban a gorbiileti kdr sugarit
Milyen gorbéral van szd?

1979, x=dcos ¥ a=>0
vy=bsin ¢ b>0

1080, x=)+cost+agint 1081, x = a(t - gin t)
y=2+cost «sint y = a{l -~ cost)

1082, x=2¢cosY ~cos2¥ 1083, x=acos¥+ay¥siny (g>0)
y=2sgin¥ -gin 2V y=asin¥ ~a‘¥cos ¥
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1084-3086,

* 1085,

1086,

Vizsgdljuk az aldbbi paraméteres egyenletrendszerrel
adott girbét a ty paraméteril pont kirnyezetében (érint§ mere-
deksége, konvexit4s, gHrbiilet),

x=t2+26% +3

3 to=“2
y=t +3t +35
= 3:3

1+4¢ t =0

0

y= 31:2

I+t3
. ina
xX=&a8s8 £ ¢ =I

3 o 3

y=acos t

- 105 -



1087-1091,

1988,
1089,
1090,

1091,

1092~1096.

i093.
1094,
1095,
1096,

* 1097-1100.

1097,

26. Polérkoordindtdkkal megadott filggvény derivéltja

Szémitsuk ki az alébbi poldrkoordindtis egyenlettel meg-
adott gérbe érintSje és az érintési ponthoz tartezé rddiuszvek-
tor dltal bezért szbiget:

= 2T =3I

Ty "6
r2+LP2=] l‘Poz
r=sln2‘P

-
)
I
-:-‘-—Q ] SN

Y- arc tgr2=0

-
It

o

r2=1-rzsh2‘P ¢ =9
O
Irjuk fel az aldbbi - polérkoordindtds egyenlettel adoct -
gtrbék adott pontbeli érintSegyenesének egyerletét, Milyen

gtrbérdl van sz6?

r=39¢ tp°=-j£-
3 qT
r=e(P "P°=?
r=1 3T
T ¥ Yo =2
r=2l/c052‘9 ¢D=fﬂ;—
r=2 l/cos2'f’ \P°7=f!1-

Keressitk meg az aldbbi - poldrkoordinfitdsan adott ~ gbr-
bék vizszintes és fliggSleges érintsjil helyeit:

r= pr 109, r=e3"0
r=$ % 1100, r=2]/cosz‘?
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* 1101-1103.

1101,
1102,

1103.

¥ 1104-1105.

1104,
1105.

1106-1107,

1106,

1108-1113,

1108,

1109,

1110,

1111,

1112,
1113,

1114-1117,

Mutassuk meg, hogy az aldbbi gérbék derékszighen met-
szik egymdést

r=2gn Yy és r=2cos P

r= ]/cos 29 &s r=~V gin2Y

r=—-——-£——— és r= 3
cosz-;?— sinz—\g-

Hatdrozzuk meg az alébbi egyenlettel adott girbék met~
szésl azbpgét.

r=gin 2y ég r=cos Yy

r=gin Y és r=gin2¥
Hatdrozzuk meg 2z alébbi egyenietekkel adott gorbéknek
a}) a polustol

b) a polértengelytsl legtdvolabbi pontjait

1107, = Vsi.nm?

Hatdrozzuk meg 4z aldbbi - poldrkoordinitékban meg-
adott - gorbének a gérbiitetét a megadott helyen:

r=gin 2 VY

2 1
r=gin ¥ {0=%:
r=3 Jcos2¥ -Po:ig—-

1 N
r= ¢ =dL

2 sin’p ° 4
- 1 =
2+ccs'~P Li)o"3
hd
r=e3 r =2
o
r=3sin2¥y r°=2

Hatdrozza meg az aldbbi - poldrkoordindtdk kézti - bsz-
szeftiggéssel adott gbrbék tetszleges pontjéban a grbdleti su-
gér hosszdt, Milyen gbrbérdl van sz6?
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1114,
1116,

1118,

1119,

r=a ¥ ahota>o0 1115, r=93?

1 _‘/
r=g 1117, r=%Y2cos2Y

Igazolja, hogy a logaritmikus spirélis tetszdlieges pontjd-
hoz tartoz6 rddiuszvektor hosszdnak és a girbilleti kbr sugard~
nak az arénya dllands,

Az OD étmér6jl, R sugaru kst és ennek D pontjdhoz tar-
toz6 érint6jét az origén ftmens, Y irdnyu egyenes az A illetve
B pontban metszi. Legyen g az a gbrbe, ameiynek P fut6pontjét
az r = OP = OB - OA és ¥ koordindtdk hatdrozzék meg, Irja fel
g poldrkoordindtds egyenletét, Szémitsa ki a grbe tetsz8leges
pontjéhoz tartoz6 gorbiileti k¥r sugardt.

1119, #bra
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1120-1131,

1121,
1122,
1123,
1124,
1126,
1128,
1130,

1132,

1133-1136,

*

1135.

1137-38,

*

1137,

1140,

27. Egyenietek kbzelit§ megoidisa

Logarléc pontossiggal hatérozzuk meg az alihbi egyenle«
tek gytkeit:

30 - #2x-2=0 (hurmedszer, érintSmédszer)
sinx=Inx (hurmdédszer)
eF = -x (érint6modszer)
10x = 10 + gin x {érintSmodszer ég iterfici)
XD exe1=20 1125, P4+3% -4xe1
2 -5x+1=0 1127, £ -9 +20x - 11=0
L exlaxt1=0 1129, xP+2x% -6x+2=0
el ied-1=0 mst, x*-xd=i
Hatérozzuk meg SrintSmodszerre] a
2ginx ~-x=0  egyenlet pozitiv gybkér,
Oldjuk meg iterécioval az aldbbi egyenleteket:
2x=cosx 1134, x = e_x
x+lnx=0 1136, z2+€ =0

Hatérozzuk meg iterdci6éval az aiébbi két egyenlet leg-
kigebb pozitiv gytkét:

x+tgx=0 1138, =x=igx

Egy fekvs, 1500 liter befogadtképeaségtl hengeres kazén-
ban 900 titer viz van, Milyen magasan 411 & viztikdr?

Egy 100 cm sugaru tymiir gbmb fajsulya 0, 75 Q_ngd_‘
Milyen magasan emelkedik ki a vizb81? cm
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integralszamitas

28. Hatfrozatlan inteprélés

Alapintegrélok gyakorldsa
Hatdrozzuk meg az alébbi fliggvények primitiv figgvényét:

1141, fpo=3x° + 1142, )=

x2-7x+3

1143, f(x) = V; b 1144,  fx) =
VX

3 6
% 1145, frx) = EFL 1146,  f(x) =-—-§-——-—-
\/? x +1
L
-2 2 1 2
1147, F{x} =g 1148, f{x) = FE——-4 3
5 +5
o X+1 _2x+3
1149, f(x) = — 1150, fix) = e}
2 3
1151, f(x)=3shx~5chx 1152, fix) = -3
cos X ch x
1153.] £ =m’s 1154, f(x)=
17-35 3
1155, fiy = eaxch 5x £ 1156, f(x)= 1 3
sin TCOR X

1157, fx)=e shx



fieel £ (x) dx alaku tacegralok

1159,

1158, t{x} = sinsx co8 X
1160,  f() = x -3
3./ 7
{(x =5x+13)
1162, fixy = !
(1~ xz)Arc gin x
1164, £ =—3-ELL
shx
{ gx!
L o dx alaku integrélok
1166.] fxy=tgx
1168,  fx) = 1
(L+x )Arcegx
eax
1170, f(x)=
esx +5

[ f (? x) 59’ {x) dx alaku integrilok,

tgx
172, ffx)=-E 5
cO8 X
X
1174, (X} = s
1= e2x
1
1178, fix)= P
x{1 +1n x)

- 112 -

1163,

1165,

1169,

1173,
1175,

1177,

fx) =

f{xi=

Fix1 =

fix) =

fx) =

fixy =

fixy =

fix) =

fx) =

fix) =

—tx
/s - 4x°

in'x

arshx

I +x

cos”x . tgsx

1
xlnx
x=3

X -6x+27

e (ch 2x 4+ gsh 2x

ch 3x

xs;lnx2

sh V;
153

1

21/ 2
co8 X I{I-H:gx



Integrélds helyettesitéssel. Linedris kifejezések helyettesitése

H) =y -

-

fix) =
x + 16x +29
1

3Ix +12x+16

1182, f(x) = L
Vax® +12x + 30

1180, fix) =

1184, tix) = 1
xz + 6x
* 1186, fix) = cos 5x cos 7x *
1188, fx) = coszx +
4
* 1190, fix) =gin'x

1181,

1183,

1187.

1189,

2x - 12x +23
fix) = 1
2
Vx - 4x + 40
f(X) = 1

I/4+2x-x2

f(x) = gin 3x sin 8x

f{x} = gin 2x cos 5x

F(x} = smz (L -~ 2x)

Egyéb helyettesitések, Lisd még: raciondlis tortfliggvények integrdlisra ve-
zetd helyettesitések &€s néhdny irracionélis tipus integrélja.

* 1191, fxy = sinzx cossx
£ 1193,  fx)=LtEX "
I-tgx
. 1
% 1195, tix) = 3
gin x
Integrdlés parciilisan,
fix) =Ilnx
* 1198,  fx) =LBZ
Yz
fx) = (5 - x) In(3x + 5)
1202, fix) = (& - 3x + §) &5 *
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1192,

1194,

1197,

1199,

1201.

1203.

3
o8 x

sin x

fix) =

1
Fx) =~
cos x

2
fxy=lm(x +1)

fix) = ::2 1n3x

2
fix) = (3x - 5) e2X T3

2
fix) = xsex



X
Xe

{x+1)

= 1204, f{xy=

1205, f{xi=cosxshx

1206, itx)= (x2 +x+1)ginx * 1207. f(x)=(x gin 1)2
2.2
)

1209,1 fx)= sinx = @ 2 2 egész)
{(1+x
1210, fxy=Arc gin x 1211, f@y=xArctgx

1212, fixy=archx % 1213, fou= eSx cos 5x

fix)=

Racionélis térifliggvények integréldsa

x +x+1 x ~x+5
1216, foo = ;_1 .S 1217, =——2~25-?—-1-’1——-
. 6x +x~2 x ~x«12
5 . 3x-5
26 10 e iy e E2E
x -8x+7 x +2x+1
2
1220,  f(x) = —oX 19X H 1S 1221.] oo = 1
3 3 53
X6 +12x +8 -1 &+
1222, fpn) = — 1223, f@x) = 332 IS
x +1 2x" - Tx +x+10
25 - 202 + 70x - 76 TxE +x+4
1224, {0 = > 1225, 1) = gt —
x=-1){x~3) = +x +x+1
1226, fx) =t 1227, fx) = ;
X =2x+5 x =7x +10x
1228, oo = 2222 L
(5% - 7) 2% 4 12x + 100
2 2
. 2x" ~ 5 IR
1236, foo = &0 G-D) &) 1231, f{x) = 5% =3
1232, te) mepeDX 1233, fx) = —= 5
X - 2x 417 -1



Raciondlis tortfiggvények integrdljdra vezetS helyettesitések,

er o
1234, fix) = - 1235, f{x) = o
e +1 e +1
e3x 1
1236,  [(X) = #1237, fx) =
x shx
e -1
e:x 1
1238, fix) = 1239, fxy= e
sh x
£ 1240, [(x) = — 1241, f(x)= :
CcoS X l-~sinx
1242,) o= 1 1243,  fx)= et
ginx+cogx+1 * Z-cosx
o .3
1244, fix) = Erismx 1245.f fxy=tg x
. 1 .
1246, fix) = -mé—x-—- 1247, f{x)= 5
l-tg x
o1 1
1248.]  fx) = —mpe (x) =~
gin” x co8 X
Néhény irractonélis tipus integrélia
2 2
1250.]  E(x)= 1251, fx) = 2t

l1-x

X
ey 2 1/ 2
tr=Y x° +6x+10 1253.] feo= [142x-x
1254, f(x) = V 212 +8x+95 1255, fixy= 1/51:2 -7

1256, too =V 8 - 252 1257.] txo= L
X llxz ~2x+5
1
x Yx+4

1259, fix)y=

W

txy = x =1

~ 115~



Sx-3 1261, f(u) = =~
Vax+7 Y1

262 1= (*3x42))/2x-1 1263, fx) =

1260, fxj=

1264, f(x)=---v-;-;——-— [1265] = 1 X
- "
1+ 12

£ 1267, f(x)=

[+
Ny

1268, fixi=x 1+x

[N

Vegyes feladarok
1269,  fix) = (x - 3) tg (x* - 6x+7)
2 120, g elnllzl £1271, g XATcsinx
X V 2
_ lex
1272,  fx)=Arc tg (3 - 2x) £1273.  foo=sin YV
txr = }/tg x 1278, fxy=1Im (x2 +x+1)
£ 1276, fixl = ai.ns x % 1277, 1) =xs ch (x2 + 1}
£x) = x° Arc sin x £ 1279, £(x) = sin (2x - 1) ch (3x +2)
1280,  fnia(l-X)Arcegx 1281, fxy= —l
2 2
xIn" x
2x+3 : . x=-3
1 . )} = L} I erm——————tadnr i
+ 1282 fix) 3 " 1)2 1283, f(x; ~
&= l/ x -5x+6
1 0] [x -1
1284, ()= = fe =]/ 225
3~4x-x
2
1 1
* 1286, fix) = si.na X cos 0*. 1287, fpa= éf—i—)
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1288,

1290,

1292,

2
fix) =

X -1
1

x +x2+x+1
3x -5

2 - 12x + 23

fix) =

f(x) =

-117 -

1285, f(x)=—-53*—+9——

X +2x+17
) =—3

X ~4x+4
1293,  f(x)= 21

ain” {(3x ~ 2)



29. Hatdrozod integriiok szdmitisa

Hatdrozott integrdiok szémitisa parcidlisan
Szémitsuk ki az aldbbi fuggvények hatdrozott integréljdt a

megadott intervallumban:
£ =% Inx (3; el
1295, ()= 1) [~2 5]
1206,  fx)=Im (13 31
1297, f(x)=x cos x; [o; ‘I;—]
1298, ) =x’ sinzm [0:7)
1299, x) =€ cos 3% [o; T
fx) = =T o; I
cos x -
1301,  fx)=In (1 +x) {0; 1]
2.X
3
1302, fxla(2x-3)e 7 1. 23

Hatdrozott integrilok szimitisa helyettesitSasel

[1303] feo=tn(sx-25 [1; 4]

=z’ 3 [1; 3]

f{X)=-—--;-i-: (y3 V3]

f(x)= 163 H [o; 4l
1427k

1307,]  tx1=sm® g [o; %3
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1308.

1309,

1310,

1311,

131z,

fix} = !

fix) = VI _+x2;

ex-l
fx)y= p
e +1
1
i = 1+cosx
f(x) = 1:2-1

x VI-'xz

-119 ~
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30, Az integrilszdmitds alkalmay £sai

Terifletgzdmités,

1313.

* 1314,

1316-1317,

: 1316,

1318'13246

2
Szdmitsuk ki f (2x+3)dx-eta [0, 2] intervallum n
]
egyenis részre vals felosztdsa mellett
2) &z alsé Yeszegek batdrértékeként
* azon téglinyYsszegek hatdrértékeként, amelyekre

fk - X +2xk-l

Legyen (x) = 1, Hatérozzuk meg a filggvény [2, 3]
intervallumhoz tartozé grafikonja alatti A tartomény teriiletét,
a [2, 3] intervallum n egyenld részre vald felosztisa asetén,
a felsd dsszegek hatdrértskeként,

Legyen f(x) =-i- ., éslegyenaz [1, 2] intervallum

k
Pn= {ll' vos lk' wus In} s ¥ = [xk-.i’ xk] felosztésa xk=2n,
2 i
k=0, 1, 2, ..., n-nel definiflt, Szdmitsuk ki f ~ dx-et az
alsd Ysszegek hatdrértékeként, )

Osszuk fel a megadott intervallumokat n egyeal§ részre,
majd hatdrozzuk meg

b

f &~ dx-et az als¢ tsszegek
a

T

2

f sin x dx-et & fels§ dsszegek
o
hatérértékeként,

A Newton-Leibniz formula alkalmazéséval hatdrozzuk meg

az alébbi fdggvénygtrbék alatt tertlletcket a megadott interval-
lumon ég dbrdzoljuk is a széban forgs aiktartominyokat:
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1318.

* 1320.

% 1322,

1324,

1325.

1326,

x 1327.

1328~1333,

1328,

1330,

¥ = ][;., fo, 1] 1319. y=x3 -3 [3, 4]

- G

y=cosz; [0,T] 1821,y =y {0, 3
ye—m==; lo,3] 188 y=—3eif0, 1)
1-2x 1 +x

y=sinx a)[T, 27]
by Lo, 27]

Megjegyzés: A gbrbe alatti tertilet pozitiv meré’szému hs a te~
rlilet az x tengely felett van, vagyis ha i(x) T 0; negativ,
ha alatta van: £(x) 50,

Ha a girbe az adott szakaszon metszi az x rengelyt {esetleg t#bh-
szdr is), skkor =z intcgral az x tengely felettd és alatti részterii-
letek elfjeles teriileti mér&szdmainak algebrai Ysszegét szolgél-
tatja, Ha tehdt a szoban forgé sikrész geometriai tertiletét kivan-
juk meghatdrozni, akkor az x tengely alatti (feletti) résztertiletek
elfjeles mérfszdmainak abszolut értékét kell bsszegezniink,

X,
] i+l

mes Tgem = Z, f f(x) dx

i=1 Xi
Logarléc pontossédggal hatdrozzuk meg x értékét ugy, hogy
azy= e-Zx gbrbe slatti terlilet x-t8] 1-ig terjed6 szakasza 5, 4~
del legyen egyenl6!
Hatdrozzuk meg x értékét ugy, hogy az y =§ gbirbe alatti
tertilet [a, b] és [c, x] szakaszhoz tartozé két része egyen~
I6legyent {0 <a<b=c <x)

Hatédrozzuk meg az y = xz parabola és az ¥ = x + 2 egyenes
kiozbtti teritletet. (Készitstink vdziatot!)

Készitsiink vdzlatot, majd hatdrozzuk meg az aldbhi gtir-
bék éltal hatdrolt siktartomény geometriai teriilerét:

y=4-3 &5 y=0 1329. y=1 és y=25-x
11

2 ) _

y=sinx és_y—,-rx i1331.} X +y =1 ég x+y=1
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+

3

1332,

1333,

1334.

1335,

1336,

1337.

1338,

1339.

y=:;2+2x és y=4-xz

y=z:4I és y=3x2-2

Hatdrozzuk meg azt a teriiletet, amelyet az y tengely, az
¥ = ¥/ x giirbe, valamint ennek x = 4 abszcisszdju pontishoz tar-
tozé érint8je hatdrol.

Hatérozzuk meg az y =x(1 - x) parabola, tovdbbdaz x =10
és x, = 2 abszeisszdju pontjaiban huzott érintSk Altal hatdrol?
terilletet,

Igazoljuk, hogy a bevonalkdzott parabola-szeiet terillete
% réuze 4 bur, az x tengely ég az érint§ dltal hatérolt OAB héd~
romszig teriiletének!

iy

g B @ X
1336, ébra

Szémitguk ki az x = r cos £, ¥ =r sin t paraméteresen
megadott r sugaru kir terilletét!

Mekkora 8z x = st 7™ b sin t paraméteres egyenlet-

rendszerrel megadott grbe [0, EEJ intervallumhoz tartozt
ive alatti teriilet?

3 .3
Hatdrozzuk meg az x = r cos t; ¥y = r sin t egyenlet-
rendszerre! meghatarozott asziroid teriiletét!
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1340,

1341,

1342,

1339, 4bra
Kiszdmitandé egy teljes ciklois iv alatti teriilet!
Hatdrozzuk meg az 4brén bevonalkdzott ABC idom tertletét’

ABazr sugaru kdrhdz tartozé evolvens ive, AT egy negyedkbriv,
CB pedig egy x tengellyel pé.rhuzamos egyenes szakasz,

1341, &bra

Mekkora az r = 2a cos  gtirbe, 05 §% ive alatti te~
rilet?

[A giirbe paraméteres egyenletrendszere: x(p)=(2a cosy) cosap.}
y{9) =(2a cos ) sin ?J

123 «



?

1343, Szémitsuk kiaz r = e=.'2 logaritmikus spirdlis 0 £ ¥ T
ive éltal meghatdrozott szektortartomény teritletét!
1344, Szémitsuk ki az = 2 }/cos 2 lembtszidea L€ ¢ ¢ T

ive éital meghatdrozott szektortartomény tertletét)

1344, dbra

|1345.! Hatdrozzuk meg az fbrén bevonalkdzott szektor terilletét!

1345, &bra

1348, Hatérozzuk meg az r £ 4 kbrlap r = 4[/ cos 2y lem-
niszkétdn kivill es§ részének terfiletét,




* 1347.

1348,

Hatérozzuk meg az r = 4 l/ cos 2 ¥ lemniszkéta hatdrolta
giktartomény r = 2 kirtn kivill es6 részének terilletét,
(Készitstink vézlatot, s ennek alapjén becstiljiik meg az eredményil)

Haté’.mzzuk meg értékét ugy, hogy az r =2 ¢ archimé-
desi spirédlis 0% ¢ E o ive dital meghatdvozott szektortarto-
mény tertilete 20 terilletegység legyen.

Ivhossz-szémitds

1349-1353.

1349,

1351,
1353,

1354,

* 1355.

1356-1358.

1356.

1357

% 1358,

Szémitsuk ki az aldbbi grbék megadott intexrvallumhoz
tartozd ivének a hosszie

3

vy=x3 [0, 4] 1350. y=achy; [0, =]
2 1 12
y=m@-xx [o5] 1352, y=3=; [0, 1]

y=lnx: {15 /5]

Logarléc pontossigpal hatdrozzuk meg x értékét ugy, hogy
az y = ch x gbirbe 0-t6l x-ig terjeds Ivének hossza 15 egyséy le-

gyen!
2 2 2
Hatdrozzuk meg Bz x3 + y3 = a3
gtrbe (asztroid) teljes ivhosszét!

egyenlettel megadott

Hatdroz:uk meg az aldbbl paraméteres egvenletrendsze-
rekkel megadott gbrbék tvhosszdt:

t
x=e gint
L L
t .} 0=t ="2£
y=€ cost
xX=coat
Ve [0, 2%}
="§- sinZt
x=co8 2t
; {o, %-3
y=gint
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) 1359. Szémitsuk ki a ciklois egy teljes ivének hosszétl

1360-1363. Hatdrozzuk meg az aldbbi polérkoordindtés egyenietekkel
‘megadott girbék Ivhosszit:
1360, r=a(F.- 1) -1£9 %
* 1361, r=2a(l+cosy ) ERIE L o
1362, r=c ¢; 05 ¢ S2
£ 1363, r=—\1i,-; %'.é-?ﬁ‘ﬂ'

Forgéstestek térfoggta

1364-1366. Szdmitsuk ki az aldbbi egyenletekkel megadott gorbeivek
alatti artoményok x tengely karitli megforgatdsdval keletkez§ for-
géstestek térfogatdn

1 < L — <L
1364, y==; 15xE3 1365, V;-i-'[/y:I 15x%,
1366, y=xe:l 05x%1
1367-1369, Forgassuk meg az aldbbi gérbeiveket az y tengely ktrill és

hatfrozzuk meg a megfelel§ forgdstestek térfogatat:
1367.] y=—5 1%y%1

(A szdmitds elvégzése elftt készitsink vizlator és ennek alapjén
becsilljtik meg a vérhats eredményt!)

168 y=lmx 0,5%%,5 1369, y-LErl < g,
e
1370. Egy hordd dongdjdnak az egyenlete:
- 3 LN
y—1+c032, ahol 2-1—2.
Szémitguk ki a hord6 kibtartalmét!
L 1371, Hatdrozzuk meg egy teljes ciklois iv alatti tartomany x

tengely korili megforgatdséval nyert forgdstest térfogatdt,
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® 1372, Forgassuk meg a cikloisnak 0 € t £ ivét az y tengely
kériil és hatdrozzuk meg a megfeleld forgistest térfogatst,

1373-1375, Hatdrozzuk meg az alibhi gorbeivek alatti tartominyok x
tengely koriili megforgatasdval keletkez forgistestek térfogatit.
1373. x =t y = sin t; fo,77]
1. e
1374. x =t - th ty y_cht' 0~t—t0
2 . << T
) = . = 2 R 0= £ 4
1375 x =2acos f; y = asin P Y 9
3
|1376.! Az y = x2 gbrbe (Neil-féle parabela) y 29 dginak
0 £ x £ a ivét megforgatjuk mindkét tengely koriil. Milyen
a érték mellett lesz a megfeleld két forghstest térfogata egyenid?
2
®* 1377. Messiik el az xz + y2 =2 ¥ Z 0 félkort az ¥y = X para-

boldval. Szamitsuk ki az dbrédn bevonalkfzoft siktartominy z ten-
gely koriili megforgatdsdval nyert iest térfogatit,

* 1376, Az y = xz gorbe y tengely koriili megforgatisdval ke-
letkezd “tartdlyban" 2 egység magassigig folyadékot toltsttiink.
Mennyivel emetkedik a szabad folyadékfelszin, ha téfrogategy-
ségnyi folyadékot tGitiink még hozzd?
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Forgésfeltiletek felszine

» 1379, Hatdrozzuk meg az y =/ :Efﬁrbe x tengely kiirtli megfor~
. gatdadval el84lls forgdsfelilet 1 S x% 4 szakaszéhoz tartozé ré-
szének felszinét,
1380. Xbrézoljuk azy= [/ 1 - x gbrbét! Forgassuk meg a gérbe

y tengely 4lual levdgott - korlitos ivét az x tengely kirtll, és ha-
térozzuk meg a keletkez6 forgdsfellller felszinét!

1381, Hatdrozzuk meg a értékét ugy, hogy az y = [/ x gbirbe x
tengely kiruli megforgatdsa 4ital keletkezett forgésfeliilet a-tal
6-1g terjedS szelete felszinének mértéke 50 terilletegység legyen.
(a < 6)

1382, Hatérozzuk meg a értékét ugy, hogy az y = l/ a + x gbrbe
y tengely 4ltal levdgott szakaszénak x tengely koriili megforgatésa
4ltal keletkez6 forgdsfelillet felszine 20 terilletegység legyen.
{a> 0)

1383-~1396. Forgassuk meg az aldbbi gtrbék megadott intervailumhoz
tartoz6 részét a megadott tengely kérill, és szdmitsuk ki a ke-
etkez§ forgdsfellilet felszinés:

1383, y= x3 0 = € 1 x tengely kijrdl
1384) y=x* 05x¥1, 1y tengely kortl
2 2 2
3,3

2 1385, = +y '-'-'83 0§xéa;> v

x tengely kbril

2 2
1336, %* ’llg= L x tengely kbriil
x2 2
1387. 3F+ %é« 1; ¥ tengely kordl
1388. x=t~—-—;22; y=3+tzzz—»; Ogtgl/;;_ x tengely kortl

(Elienérizzik az eredményt elemi utonl)

1389, x=54+5¢co8 y=10+5sint 0=t %2 % tengely ktril
majd y tengely koril
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% 1390.
* 1391,
1392,
¥ 1393
1394,
% 1395
1396,

x=2cost-cos2t - x tengely kbrtil
; 0=t=T
y=2sint-sin 2t
x=r(t-sint) )
(ciklois) x tengely kbrtl
y=r{l -cost)

Az el6bbi cikioist szimmetriatengelye kbiril.

r=ef 059 % polértengely kil
<

r=R(1+cos¥) 0EYEg polértengely koril

r=2ginyY (teljes gbrbét) poldrtengely korl

(Rajzoljuk meg a gbrbét, s ellenrfizzilk az eredményt a2 Guldin-
szabdllyal!)

r2 = 4 cos 2¥ lemniszk4tdt polirtengely kurill

Els6rendd nyomaték, sulypont

1398-1404.

1398,
1399.

1400,
* 140}

1402,

Hatdrozzuk megazy = sin x 05 x £ ?"gﬁrbe alatti sik-
tartoméany sulypontjdnak keordinétdit!

Feleljen meg a homogén, egységnyi stiriigégll, vékony le-
meznek az x,y sikon az aldbbi girbék 4ltal hatdrolt siktartomény,
amelynek sulypontjét kell meghatdrozni:

(A szdmités eldit végezziink mindig becslést!)

3

vy=X; x =0, yv=1
1
y-;, x=1, x =4
y=chx; ¥=3
2 2
L A z -
25+ 16‘1: Y‘G; Y‘-G
Z

x2+y2-5y=0, 7 €2,5 y=0; x=2
x=r(t - sint) . <

: 05c=2T y=0

y=r(l ~cost)

- 129 -



x=1r{t - gin t)

1404, i 0StEq; y=o0
y=r{}l - cost)
1405, Hatdrozzuk meg egy deréksztgli hidromszog alaku, homogén,

egységnyi strtségll lemez sulypontjdt.,

1406, Hatérozzuk meg az aldbbi egyenlfszéru trapéz alaku, homo-~
gén, egységnyi stirliségii lemez sulypontjdt:

§Y
b b

} :
'm

I

-a a x
1406, 4bra
1407-1411, Hatérozzuk meg az alébbi grbeivek sulypontjit: (a t&meg-

eloszlds homogén; egységnyl hosszusdgu ivdarab tdmege tdmeg-
egységnyi legyen. )

7] y=+ Y15 geworw)
1408, y=ch=x -1Ex%}
1409, Egy teljes ciklois iv

A=C0S 8§

%* 1410, ; 0
y=sgins

pa f_f}f_
=g = 7

1410 Szémitsuk ki az r = 2¢7 logaritmikus spirdlis 05 ¢ 9
ivdarabjédnak az y tengelyre vonatkozé elsdrendii nyomatékét,

1412~1414, Hatdrozzuk meg az al4bbi gbrbék alatti tartoményok x ten-
gely kbrilli megforgatdsdval szdrmaztarhat6 homogén, egységnyi
sliriségll forgistestek sulypontist

y=im 05xSh
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1413,
1414,
1415-1417.
3 1415.
1416,

i

y=+1/1 -~ 12; 05x%) (negyedkdriv)

x=r(t-gint)

TE

; 0StET  (fél ciklois iv)

k]
y=r(l ~cost)

Hatfrozzuk meg az aldbbi gtrbék x tengely kirtili megfor-
gatésdval keletkez§ forgdsfeltiletek sulypontjst: {a feltlietek egy
terlietegységének tbmege legyen egy tUmegegység, s a tomegel-
oszlds legyen egyenletes)

x$3  (csonkakup-paldst)

z
y=x 1=
_lf 2 £ £
vy=+/1-x7; 0=x=1
r=2!/ cos 29 ; 0y ‘———'%

Misodrendi nyomaték

1418-1419,

1418.

x* 1419.

1420-1422,

* 1420,
1421,
1422,

1423~1424,

1423,

Feleljen meg a homogén egységnyi sliciségit vékony lemez-
nek az x, y sikon az aldbbi gorbék 4ltal hatdrolt siktartomény,
amelynek misodrendd (tehetetlenségi vagy inercia) nyomatékst
kell meghatdrozni,a megadott tenrgelyre vonatkozséan:

= = =?
y =1Ix x=8 Ix ?
2 2
E-S-+16=1 Iy=?

Szdmitand6 annak a homogén egységnyi stiriiségll vékony
lemeznek a2 megadott tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyoma-
téka, amelynek alakja:

(a és b oldalu) téglalap; az a oldaléra

{2 és b befogdju) derékszﬁgj hdromszdg, az a befogéjira

(2 alapu és m magassdgu) egyenl6sziru héromszg; az alapjéra

Hatdrozzuk meg egy | hosszusdgu, vékony, homogén rud
tebetetlenségl nyomatékdt egy, a rud végpontidn dthalads

2 rudra merfleges tengelyre vonatkozéan

a ruddal oA sztiget bezér6 tengelyre vonatkozsan,
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*

1425,

1427,

Hatdrozzuk meg egy homogén egységnyt stiriségt, R suga-
ru, h magassdgu hengernek tengelyére vonatkozé tehetetlenségi
ayomatékét,

Hatdrozzuk meg egy homogén egységnyi siiriségl, R sugaru,
h magassédgu kupnak tengelyére vonatkozé mésodrendt nyomarék4e,

Hatérozzuk meg egy homogén egységnyl sticiségi, R sugaru
gémb dtmér6jére vonatkozo tehetetlenségl nyomatékit,

Egy wartély egyik oldallapja figg6leges sikban fekvs trapéz.

Szdmjtands e lapra haté nyomder6, ha a vizszint magasséga is-
mert: H,
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31. Improprius integrélok

Hatdrozzuk meg az y = e gorbe alatti t. rtletet a [0, +o9)
intervallumon,

[430~1431, Hatdrozzuk meg az aldbbi gbrbeivel. alattl tartoményok x
tengely kiirili megforgatdséval keletkezs forgdstestek térfoga-
tdt,

1 X
1430, v=3 [1, +og) y = xe {oog f)}
1432-1436, Szdmitsuk ki az aldbbi integrilok értékét, amennyibe
konvergensek:
Oy
g 1 1
1432, — dx 1433, f ———
oo (2x - 1) o - x2
Sy
i !
1434, f ———— dx £ 1435, j —— X
3 3 ¥oo2 + 3x
x-1)
o
1436. f e V‘_dx
44

1

dx?

Konvergens-e:

1438~-1442, Konvergensek~e az aidbbl improprius integrélok, 3 ha igen,
hatdrozzuk meg az értékiket:

O ropd

2
cos X

2 1 } i

1438, f dx £ 1439, ]f dx
° 4 - x2 b 1 - x2
2 1

1440, [ ! dx 1441, aj Brcsinx g
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2
dx
wo. [ s

&g
-X
1443, Igazoljuk, hogy az f € o dx integré! konvergens,
8 1/ x
1444-1447, Déntsik ¢l az aldbbi impropriug integrilok 1étezését:
oo
e } 1
1444, dx £ 145, [
1 - ) 3
lax
‘% oo
* e [ d= * 1447 I &
") 1 sin x I x+sin x

T
P dx
Mutagsuk meg, hogy az f p— integrdl divergens,
I
3

vigzont 1étezik a Cauchy-féle fGérték.
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Numerikus integrilds

1449-1450, Szémitsuk ki az aldbbi integrédlok értékét téglalap~, trapéze,
iil, Simpson-sgzabdllyal, végiil adjuk meg az integrdl pontos éxté-
két,

{Mindhdrom mddszer alkalmazdsakor 10 egyenl§ részre osszuk
fel a megadott intervallumnot, 8 sztkséges figgvényériékeket pe-~
dig logarléc-portossiggal szdmoljuk, )

A

2
1495,] [ =t ax % 1450, dx
i

3
3 145
. g =
& 1451, Szémitsuk kiln 6 = ’( = Kbzelith értékér Simpson-gza-

béllyal, £ =5, 1072 pontosséggal.

1452, Szémitquk ki kizelitGleg az y = x3 gbrbe ivhogezit a
1

E -
% 1453, Hatdrozzuk meg ktzelizfleg egy sinus-hulldm ivhogszit,

(Legyen h = lsi; eléy egy negyed-hullfimet gzdmitani, )

0Ex%: intervallumon Simpson=-gzabéilyal! (Legyen h == )

1454, Egy 20 meter széles folys keresztmetszetét kell kizelitfleg
meghatroznl. Mélységér 2 méterenként megmértik:

Partt6l mért

tévolség {m) i 0 ’ 2 !4
0,5 0.9 | 1,1

|
1455, Szamitguk ki Simpsor-szabillyal

1 2
f I/l +x+ x2 +x" dx kbzelit§ értékér!

o

e g

|
| |
Mélység (m) Io,z 1, 3| 1,7‘ 2,1! 1,51 1,1} 0,6
!

[Legyen h = -i-}
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*

1456,

1457.

Hatdrozzuk meg kdzelitleg az y = l/ 1+ x3 gbrbe alatti
teriiiet mérdszdémdt a 0 és 2 hatdrok kzdtt Simpson-szabéllyal,
3‘ kY

(Legyen h = 7+
x2 2
Szamitsuk ki az -1-5-+ %—5- = ] ellipszis kertiletét kbzelitSleg,
Simpson-szabillyal,

{Az egyenletet irjuk paraméteres alakba, az ivhossz negyedré-
szét szAmitsuk ugy, hogy a [0. fﬂé_] intervallumot négy egyen-
18 részre osztjuk, s az eredményt szorozzuk néggvel.)
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33. Néhény kvadraturdval megoldhat6 differenciflegyeniet-tipus

Szétvdlaszthat6 véltoz6ju differenciilegyenletek

-458-1464, Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenieteket:
Il453.| y = -% * 1459, xy' =yz -y

1460, (1 +x2)2 y'2 -(1~ yz) =0
* 1461, y sinx=ylny
2 2
1462, (1+y)xdx+(1+x") dy=0

1463, xy + ¥’ l/l -x2 =0 = 1464, y’2+4y2 -i=90

1465-1468, Hatdrozzuk meg az aldbbi differencidlegyenletek megadotr
kezdeti feltételhez tartozo partikuldris megolddsét

xy’ +2y =0, x =3 y, = -1

1466, dy +2xy dx =0, X, = i; Yo = 2
1467. * ¥ y =sn2x, v (0)=0
% 1468. xzy' -cos 2y =1, lim y= %
X o
A rédium bomldsi sebessége arédnyos a pillanatnyl rédium-
mennyiséggel.

A kiinduldsi anyag mennyiségének hény szdzaléka bomlik
fel 100 &v alatt, ha a rddium felezési ideje 1600 év?

1470, Irjuk fel azoknak az els§ negyedben fekvd grbéknek az
egyenletét, amelyek bdrmely pontjdban huzott érintSinek a koor~
dindtatengelyek kozotti szakaszat az érintési pont fetezi,

1471, Trjuk fel azoknak a gtrbéknek az egyenietét, amelyek bdr-
mely pontjéban huzott érintSinek a koordindtatengelyek ktizott
szakaszit az érintési pout 1 : 2 ardnyban osztia.

1472, Irjuk fel azoknak a girbéknek az egyenletét, amelyeknél az
érintési pont tengelyeken levs vetilleteit tsszekit§ egyenes pér-
huzamos az érintével.
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3 1473, Hatérozzuk meg azoknak z grbéknek az egyenletér, ame~
lyek szubtangense 4lland6 nagysédgu.

1474, Irjuk fel azon els6 siknegyedben fekv8, monoton emelked§
grbék egyenletét, amelyeknél a gzubtangens az érintési pont
abszcigszdjdnak n-gzerese, Khrézoljuk 2 megolddsgdrbéket
n=1, n=2, n=~] esethen,

& 1475. M1 az egyenlete annak a grbének, amelyiknél a gbirbe
alatti terlilet a és x kbztit; ardnyos a megfeleld pontok k¥zstti
gbrbeiv hogszlval?

1476=1477, Irjuk fel azon gbirbék polérkeordindtds egyenletét, amelyek~
nél az aldbbi médon lehet érintst szerkeszteni:

Az érintési pont rddiusz~vektordra a pélusban merdlegest
éllitunk, arra egy adott tdvolsdgot felmériink, s ennek végpontjt
az érintési ponttal bsszekbtjiik,

1477, Az érintési ponthoz tartozé rédivsz-vektorra a pélusban
merflegest dllitunk, arrs egy adott tdvolsdgot felmérink, annak
a végpontjit az érintési ponttal Usszekbijik, s erre az érintés|
pontban megint merdlegest dllitunk,

1478, Irjuk fel azon gbrbék egyenletét, amelyek a koordindta-
rendszer kezdSpontjdbdl kiindulé sugarakat 4lland6 szoghen met-
szik,

* 1479, Milyen meridindn-gtrbével készitstik azt a forgdsfeltle

alaku homoru tikrét, amely a tengelyével pdrhuzamosan bees§
sugarakat egy ponton keresztill veri vissza?

Homogén fokszdmu differenciflegyenietek

1480~1483. Oldjuk meg az al4bbi differenciflegyenleteket:
1480, y’=%§ 1481,  xdy -y dx=)/x% +yPdx

x x x
1482, sin ~ - x cos = '+ycos==0
{y 3 y) y +y -

b4
1483, xex-i-y-xy' =9
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3 1484.

14835,

Mely gbrbékre &ll fenn az
OM = M egyenifség?

(Oaz origét, P az érintési pontot, M pedig az érintének az y ten-
gellyel valé metszéspontjit jelenti.)

Hatdrozzuk meg azokat a gbrbéket, amelyeknél birmely
ponthoz tartozé szubnormdélis ugyanakkora, mint amekkora da-
rabot 2 sz6ban forgd ponthoz tartozd érintd az y tengelyb6l ki-
metsz,

Elsfrendll linedris differenciilegyenletek

1486-~1491, Oldiuk meg a kbvetkez( linedris differencidlegyenieteker:
Y +y.x-x=0 1487, y'-§=x2
1488, ¥ +y =sin 2x 1489, ¥y +2xy=x ﬁnx2
* 1490, xy'-—%T-=x 1491, ¢y sinx+cosx=1+y
1492-1494, Abrézoljuk az aldbbi Unedris differencidlegyenletek adott
kezdeti feltételhez tartozs partikuidris megoldds-gbrbéir
x 1492, vy +2y~5=0 x0=0', y0=2,5
i493. y cosx+ysinx=1 ¥(0) =1
1494, v’ +§ +e5=0 v(1) =0

Kapcsoljunk sorba egy ohinos ellenélldst és egy tnindukcids
tekercset egy véltakoz6 feszilrséggel tdpldlt dramktrbe. Hatéroz-
zuk meg az dramerdsséger az id6 figgvényében!

Hidnyos mésodrendd differencidlegyenietek

A mechanika tanitdsa szerint a két végén felftiggesztett, és
csak sajét sulydval megterhelt kitél vagy 14nc, olyan gtrbealakor
vesz fel, amely gbrbének az aldbbi differencidlegyenletet kell ki~

elégitenie:
ky" =I/ 1+y’2

Hatdrozzuk meg & gbrbe egyenletét!
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1497-1498,
1497,
1499,
* 1500.

1502-1504.
1502,
1504,

1505,

1506,

Hatérozzuk meg a ktvetkezd§ differenciflegyenletek dhaldnos
megoldisit

Y sinxcoBx -7 =0 £1498. xlnxy" =y +xln° x
2
X
2
zuk meg azt a partikuldris megoldést, amelynek figgvénygbrbéije
8) ftmegy a 1"1 {0, 1) és F‘2 (2, 0) ponton

COldjuk meg az y" = =+ 2x differenciflegyenletet. Hatdroz-

b} dtmegy a P(l, 3) ponton,és az ezen a ponton tmend,x tengeiy-
Iyel pdrhuzamos egyenest 45°-0s szUg alatt metszi.

Hatdrozzuk meg az y" x +y = 0 differenciélegyenlet azon
partikuléris megolddsdt, amelynek fiiggvénygtirbéje az y = 2x - |
egyenest az x = 2 abszcisszdju pontban érinti,

Xeressilk meg mindazokat a giirhéket, amelyeknél bdrmely
pontban 2 grbilletl sugir egyenls hosszusdgu az illet§ ponthoz
tartozs normélisnak a grbepont és az x tengely kdzotti szaka-~
gzhval !

Oldjuk meg az alébbi differencidlegyenleteket:

yy"+y’2=0 1503, 2yy -y" =0
. 2

Y-y +y =0

ﬁbré.zoljuk azy' (y~1)= 2y’2 differencidlegyenlet azon
partikuldris megoldds gbrbéjét, amely dtmegy P (1, 2) és

1
P2 {-1, 0) pontokon,
' 2
&brﬁzoljuk azyy"' +y " =1 differencidiegyenlet azon meg-

oldés-gbrbéjét, amely az y = 1 egyenest az x = 0 abszcisszéju
pontban érinti,
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Megoldasok

Azt kell megmutatnunk, hogy

a) abbdl, hogy x € XU Y kivetkezik, hogy x € X NY és
b) abb6l, hogy x € X /N Y kbvetkezik, hogyxg XU Y

Bizonyitds: aYha x ¢ X\J Y akkor x¢ XUY,
tehdt x tem eleme sem X-nek, sem Y-nak, vagyis,
valébanx € X ésx € Y ésigyx€ XNT_
byhax€ XNYakkorx € X é8 x€ Ytehfr x ¢ X
ésxg Y amib8l kyvetkezik, hogyx;?f XU Yvagylsx€ XU Y,

=1

4

i
[ - ] Al
4_ T *q‘
T 3 » - ot &

- e . o

—

1
flrt. +

>¢
T

|
3
<1
i

3. ébra

a}) Mivel abbsl, hogy x € Y miudig kivetkezik, hogy x€ X U Y, caak
azt kell megmutatni, hogy X Y esetén abbsl, hogyx € XU Y
kbvetkezik, hogy x € Y. (Ez pedig nyilvdn igaz, merthax € XU Y
akkor vagy x€ Y vagy x € X, de mivel X(C Y tehdt x ¢ X esetén
is kbvetkezik, hogy x € Y.)

b} azt kell megmutatni, hogy x € X~b6l kivetkezik x £ Y. (Hax€ X
akkorx € X UY ésmivel XU Y =Y tehdt x¢€ Y.)
Kévetkezik a 6. feladatbol.

Kovetkezik az 5, feladathdl,
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* 9-18. feladatok megoldfisa t¥rténhet vagy k¥zvetlentil a halmazok egyenlfaé-~
gének a defiuici6ja alapjdn, vagy felhasznélva a halmazalgebra "mii~
veleti azonosségait” (Jegyzet 1.1 ~ 1, 8)
A kzvetlenll a definicion alapuls bizonyitds azonban dsszetettehb
feladatok esctében £ltaldéban meglehetfsen hosazadalmas (pl, a 18-as
feladamdl, )

1. bizonyités: halmazok egyenl@ségének a definiciéja alapjén,

a)he x€ X\ Yakkor x € X \ Y de mivel X\ Y =XNY azért

x@ XN T tehfitvagy x ¢ Xvagyx €V, azazx € X vagy x € Y
ami éppen azt jelenti, hogy x € Xuy

byhax € X U Y akkor x € X vagy x EYcehérxngvagqufY
ennélfogva x ¢ XN, de XNTY =X \ Y miatt ez éppen azt jelen-
H, hognyfX\YvagylstX\Y

2, bizonyitds: A "miiveleti azonossdgok” felhasznildsdval:
INY=XNY¥=XuY

10.{ 1. bizonyitds: (ktzvetlenill a definicid alapjdn)

a)hax € X\ (XN Y)akkorx € Xésx & XN Y, tehdt x € X &g
xE Yvagyisx EX\Y

bhax€ X\ Y, akkorx€ Xésx ¢Y tehdt x € XésxﬁXﬂY
vagyisx € X\ XN Y)

2, bizomyitds: (formélis "szdmoldssal”)

INEND)=XNEXNAN=XNEUDN=XNAU ENT =
=fUEND=XNT=X\Y

v
Tt
.

EUDNN Y=XUDNY=ENDHUETND=XNTHuvgs=

=XNY¥=X\Y

2,/ XN\ Z=sXNDNZ=XNnTNDH=XNTU L=
=X\ (YU Z)

1. IN@E\ND=XNENZ=XNATU 2)=XNDHU XNZ)=
=X\ VYU XNZ)

18] FUNNEUD =[N XU DIVIYN GUT] =

=L@N U ENMUIYN U FT NI =
=@y (XﬂY)U (YNXyue=XN Y)U (XﬂY)
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19,
s\l E=V=i ’
R {11 P £
L"T“- L Jl‘LTi} ====]
Xuy = XNV W
XUd i ng =
(fuvdnl®) - Gowlu®nl =
* 20, Akkor, és csakis akkor, ha YC X
{a 17-es és az 5-8s feladat alapjén)
21. = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}

a) X
Y= {1, 2 86 7, 14, 21, 42}

Mindkét halmaz § elemet tartalmaz, tehfit n feladat megoldhats, Egy
lehetséges kblcstntisen egvértelmtl megfeleltetés pl. az, hogy mind~
két halmaz elemeit monoton nivekvd sorrendben irjuk fel és az ezonos
sorszdmuakat feleltetjlk meg egymdisnak.

b) Mivel X bdrmely eleméhez hozzdrendelhetiitk Y bérmely elemét
81 = 40 320 féle megolddsa lehet a {eladatnzk,

Xx= {1,238 45 ...

Y= {--- "33 "2D "3-1 01 1: 23 33 ---}

Egy lehetséges megoldésa a feladamak pl. a kBvetkez$ kiilcstinbsen
egyértelmil megfeleltetés:



][5 [¢]

X= {12,345 ...}
Y= {7, 14, 21, 28, 35, ...}

Kblcstnésen egyértelmil pl. az a megfeleltetés, amely minden n € X-
hez 7n € Y-t rendeli,

Kblcstnbsen egyértelmii pl, 8z a megfeteitetés, amely minden
x € X-bez az y = 2x ( €. Y)~t rendeli.

Rendeljitk hozz4 pl. minden x € X-hez Y-nak y =i— elemét.
Rendeljtk hozzid példiul

-;- € X-hez 0€ Y-t
é— € X-hez 1€ Yot
1 1

I E:X-hez E E_ Y-t

1 1
5 &€ X~hez 3 €Yt

i 1
. € X-bez T e Y-t

és X azon elemethez, amelyek nem egyenlfk é—-nei =23 4 5 ...}
rendeljilk hozz4 y =x € Y-t. lgy X minden eleméhez hozzdrendeltitnk
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pontosan egy Y -beli elemet é3 Y minden elemét pontasan egy X-~beli
elemhez rendelttlk hozzd, tehdt a megfeleltetés kilcstndsen egyértel -
mi,

f: H—A  ahol A = {(x, ¥): {(yé 1) és (y’—-: x) és {y>1| -x)}} .

{az elsd 2 egyenlStienség a H-bell hdromszigek oldalainak jeltlésé-
bfl kivetkezik, a harmadik (az un, "hdromszbgegyenlStlenség”) pedig
azt fejezi ki, hogy a két rtvidebb oldzl hosszdnak Ysszege nagyobb,
mint a harmadik oldal hossza. Az A halmaz tehét egy olyan /A, ame-
lyetazy=1, y=xésy=1~x egyenesek hatdrolnak, azy=16ésaz

y = x egyenesen fekvs oldalai hozzdtartoznak A-hoz, a hiromszig

y = 1 - x egyenesek fekv§ oldala pedig A-hoz tartozik (a (0, 1) és

(';— » 5 ) csucspontok is A -nak elemet].

27. #bra

Jettljiik £ ) "gyel t-nek H, -re val6 1eszukiréset. Ekkor f.: % H—> Al
ahol A {(x, y): {(x, y)€EHés x +y = l,]} TehétA az

x +y2 = | k8irvonalnak az A~ba esd ive. Jeloljik f2~vel f-nek Hz-re
valo lesztikitésér. Ekkor fz: HZ—-PAZ ahol A2 = {(x, y): 0l (x ¥YEH
és{vagy x "y vagy y= 1)]} tehdt A, az A hiromszignek az y x és

= | egyenesen fekv6 2 oldala, természetesen a (0, 1) és (
2" 2
csucspuntok nélkdl,
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Jeisijik fg-mal f-nek H3-ra valé lesztikitését, Bkkor f3: H3--—>A
aholix3= {(x, 7): [x, p)r Heés x=y=1] - {(1, 1)}
tehd: A3 egyetlen eleme az (x, y) sik (1, 1) koordinitdju pontja,

3

Mivel a leképezés az (u, v) sik elsf negyedére torténik, tehdr
uS0ésvZ0

v = 0 egetén azonban x +y = 1 adédnék, vagyis elfajuls hiromszig
képét kapndnk, tehft v > 0, Tovidbbd, mivel

/ 2
v= [f(u +-é~) + v2 tehdt az v £ 1 feltéreibsl

2

{u +-é-) +v2

21, Igyg: H =B sahol

2
B= {(u, v): [uzﬂésv>0és(u+é.) .,.vz‘:ilj}

5
0,3
% o
—e ey i
0 (%o U
28, dbra

Jelbijuk tovdbbE g-nek H 17T vals lesztikitését g i ~gyel, Ekkor az
zz +'y2 = 1 feltételbsl u? + v2 = i— .
tehét

By = {C(u, V: (4, V)CB és ui4v = .14,}}

tehft Bl 8z u2 + v2 =i¢ ktrivnek és B-nek 3 kézdg része,
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340.

- Jeloljiitk g,-vel a g-nek a H2~—re valé lesgziikitését.

Mivel H2 elemei egyenldszdru hiromszogek, tehit vagy

2
X =y, amibdl u = 0 vagy v = 1, amibdl @ +]—) +v2 =1
" . 2
kiovetkezik.
Ez azt jelenti, hogy g H,— B_, aho!l
2 2 2 9
]

-

B2 = {(u, vy : {u, v}€EB és (vagy u = 0 vagy {u +—;-) +v2=1)

Legyen végiil gg @ g-nek H

3—ra vald lesciikitése. Ekléor g3:}{3-}]3‘3

ahot By = {(u, v) : {(w. VEB&s u=06s u +§} = 1]}:
i 3

. {(0. 5 )}

a) pem

b) igen

¢) igen

Véges halmaz szfimosséga elemei szAmit jelenti, Tehdt ha A
és B diszjunkt véges halmazok, akkor m(A U B) = m(A} + m(B).
Ha X és Y két tetszcleges véges halmaz, akkor X U Y eldillit-
haté az aldbbi diszjunlkt halmazok egyesitéseként:

XUY = (X~ NUYSNXUENY)
tehdt
G XU =mX NV +my N +mXNY)
Misrészt

X=X \YYUXNY) ahol X \Y & XNY diszjunktak
tehdt

m{X) = m{X \Y) + m{X NY)

vagyis

mENY) =mX) - mXNY)
Hasonlidan

Y \X) = m(Y) - m{XMNY)

Behelyettesitve ezeket a fenti (%) egyenietiinkbe adédik a bizonyi-
tandé Allitds

- 147 -



3&.;

legyen az A alaphalmaz a gyér Usszes termékeinek halmaza
ésmfA)=s
Legyen tovdbbd X = { 8 gyér azon termékeinek halmaza, amelyeknek
2 minfsége kifogéstalan]
Y= {a gydr azon termékeinek a halmaza, amelyeknek a csomagold-
sa kifugﬁstalan}

Akkor
m({X)=90,6 s, m({(¥Y)=0,5s
és
mENY)=0,2s
Ez utsbbi alapién
mEXNY=mEUY)=02s
tehét
m{XUY)=0,8¢
A 30-as feladat alapjén lehet
m{XNY)=m{(N)+m¥)-m{XJY)=0,68+0,55 -
-0,88=0,38

vagyis a gyér dital termelt druk 30%-4nak kifogdstalen a minGsége is,
meg a csomagolésa is.
A feladat természeteser megoldbaté ktzvetlen okoskoddssal is, pl.

igy:
Sem a minfsége, sem & csomagolésa nem megfelel§ 20%-nak,

tehdt vagy & mindsége, vagy a csomagoldsa kifogéstalan 80%-nak,

A minfsége kifogdstalan 60%-nek .

A két utcbbi 41litds alapjdn 20% olyan dru, amelyrek a2 minSsége nem

kifogdstelan, casak a csomagolésa,

A termelt druk 50%-4nak kifogdstalan a csomagoldsa és ezek kozill

a fentiek szerint 20% olyan, amelynek a minfsége nem kifogéstalan,

emélfogva 30%-nak kifogistaian a minfsége iz és a csomagoldsa is,

mEVYU L) =mXU YU 2] = mXVU Y) + m(Z) -

-m{(XU YN 2] = m)+m) ~ mX NY)+ wm(Z) -

-m [XNZ)YU XN Z)] = mX) +mY)+ m(Z) - m(XN Y) -

- XN Z)+mYNZ)-mXNZNYNZ) =mX)+m(Y)+
+m(Z) - XN Y) - mXNZ)-mYN Z)+mXNYNZ)
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Tehét
mXUYU Z) = m{X) + m{¥) + m(Z) - [m(XNY) +
+mXNZ)+m(YN 2)] +mXNYNZ)
1, megoldds a 32-es feladat alapjén,

Legyen az A alaphalmaz a péiddban szereplS milszaki egyetem dsszes

hallgatGinak a halmaza,
Tovdbbi

S= {x:xéﬁ és xsakkozik]
F= {x TXE A és x futballozik]
U= {x:xeA és xuszik}

Ekkor

m(F U S U) = 3000
m(S) = 1400 m(F) = 2300 m(U) = 1900
m{SM U) = 360 m(SM F) = 1000 m(U M F) = 1400

Tehdt a 32-es feladat slapjén

m(FN SNU)=m(FU SUU) - [m(F)+m(S)+mU))] +
+m{FNS)+m(FN U)+m(SNU) =

= 3000 ~ (2300 + 1400 + 1900) + 1000 + 1400 + 300 = 600

A feladar természetesen megoldhaté halmazelmélet! ismerstek
nélkl te: a "logikai rejtvények” egyik gyakori tipusfhoz tartozik,
QOkoskodhatunk pl. igy:

Vagy uszik, vagy futhaliozik, vagy sakkozik: 3000 hallgai6
Ezek kizill: uszik 1900, tehét nem uszik 1100
sakkozik 1400
kxtvetkezésképpen: sakkozik &g nem

sakkozik és uszik is 800 uszik 600

tehdt

nem uszik “00] ennélfogva: nem ugzik és nem

sakkozik 500

Ez az 500 hallgato tehét futballozik, de nem uszik ¢és nem sakkozik,
A tovébbiakban vizsgiljuk azokat a hallgarékat, akik futballoznak:

nem ugzik és gakkozik 600

(sszesen vannak: 2300
Kézilik: se nem uszik, se nem sakkozik: 500, azaz vagy uszik
vagy sakkozik 1800
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Vagyis:
uszik vagy sakkozik: 1800

uszike 1 400} tehit sakkozik, de nem uszik 400
Tovibb4:

sakkorik: 1000 e il S
sakkozik, de nem uszik: 408] vagyis sakkozik és uszik is 600

Mivel azokat a hallgatokat vizsgdltuk, akik futballoznak, tehdt futbal-
lozik, sakkozik £s uszik: 600 hallgato.

Mivel X megszimldlhato, tehit kilcsinbsen egyértelmtlen le-
képezhet6 a természetes szémok T= {0, 1, 2, 3, ...} balmazéra,
Jeldljuk az » € T-hez rendelt X-bel elemet x -nel, ekkor X elemeit
rendezhetillk

xo, xl’ xz, 13, L xn] L L

€2 hasonitan Y elemeire
Vor i» For g ove Ty oo

finield szerint

xx¥={@yp:x€x ssyeyf

vagy 4 fentiekben bevezetett jeldléssel:
xx¥= {(x, y):4 1€ T}

X x Y elemei sorozathe rendezhetfk pl. & ktvetkezSképpen:
(=g Foh Ko Tyh X5 T (&5 Toh (K10 7))
&g T (R Yah &pr ¥5) ees

tehét az (xi, yj
akkor, hai+] <k+4 vagy l+j=k+£ ési <k)

Ezen "sorozaths rendezés” segitségével X x Y egy-egyérielmilen le-
képezhet§ a T-re, ugy, hogy

0 € T-nek megfeleltetjik (xo, yo)-t
1 € T-nek megfeleltetjik (xo, yl)-et
2 € T-nek megfeleltetjik (xl, yo)-t
3 € T-nek megfeleltetjilk (x o)t

) rendezett pir megelfzi az (xk, ¢ )-et akkor és csskis

[EE NN N R R N N LY
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n € T-nek megfeleltetjik: & sorozatban az (n + !}~edik helyen 4ll6
(xi, yj) rendezett part,

Tudjuk, hogy a raclondlis szdmok halmaza megszdmiblbats,

a} Megmutatjuk, hogy az egész egylitthetos polinomok egyéreelmilen
leképezhetfk a racionélis szdmok halmazénak egy val6di részhal-
mazdra, igy szémosséguk legfeljebb megszémidlhats,

Bizonyitds: Rendeljilk a Pn(x) =8, +tax+ azxz taee F anxn polinom~-

a, @ a a
- 4
hoz az N = Py - Py «Pg -a P egész szémot, ahol

P, =2, P, =3, Py =5, 11a P pedig az (n + 1)-euik

primszdm: (KUldnboz8 polinomokhoz igy killinbtz8 egész szdmokat
rendeltiink. )

b) Megmumatjuk, hogy a raciondlis szdmok egyértelmilen leképezhetsk
az egész egylltthatés polinomok halmazdnak egy valédi részhalma~
zdra, tehdt az egész egylitthat6s polinomok halmaza legaldbb meg-
szdmlélhats,

Bizonyités: Rendeljik az r =£- racionélis szdmhoz (ahol p és q relativ

primszdmok) a Pl(x) = p + gx elsd folu polinomot, Igy kii-
1nb6z§ raciondlis szémokhoz killdnbizs polinomokart
rendelttink,

Ha € megszdmldlhats lenne, akkor elemei sorozatba rendezhe
t6k lennének:

=g C .~ c . c
Yo = %1’ o2’ 03 """ Ton’

Yl =Cil’ ch’ cls; LE RN cln’ Tare

yz = 621, szg c23’ semey cznc aeca

R N N N N RN N N

=c c c e e c > 0en
Ym ™ Cmy m2’ m3 """ “mn’

B 4P S 240 FILET AT CRRBAECPFETFEIIEIIEDISORADN

Ugy, hogy C minden eleme pontosan egyszer fordulna el§ az Vor ¥y
Yzi seey Yms ere felsorolésmﬁ.

(itta Clk-k adott szdmok, értékik 0 vagy 1)
Megmutatjuk, hogy ez nincs igy: tetszlleges For Fyr Tgo 2o T oo
sorozatha rendezés esetén iétexik C-nek (legaldbb) egy y" eleme,
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37.

38,

39.

49,

41,

42,

43.

amely nem szerepel a fenti el§dllitésban, Tekintsilk ugyanig pl, azt
a 0 és 1 elemekb6l 416 y* sorozatot, amelynek

0 ha Y, elsd eleme 1
i ha ¥, elss eleme 0

els6 eleme

g ha v mésodik eleme 1
mésodik eleme
1 ha Y, mésodik eleme §

0 ha V. l-nek a k~adik eleme 1
k-adik eleme
i ha ¥y _1-nek a k~adik eleme 0

L I I R R N A O D I N N A N I O W AP AP R S RO

akkory €C & y #y.  i=0, 1,2, 3, ....
(mert az i, helyen 41i6 elemeik biztosan killdnhbz8k)

a) Megegyez8: mindkett§ kontinuum szédmossigy

b} megegyez8: mindkett§ kontinuum szdmosségu

c) killénbtz8: A N C szdmosséga 1, C halmaz pedig kontinuum sz4-
méssigu,

Igen, Az a) esethen r(10k) = 10k + 10, ab) esetben pedig r(p)
& kbvetkez6 primszimot jelentf, Mind az a), mind a b)esetben teljesil
mind & hfrom Peano-axiéma,

Ugyanigy beldthato, hogy bérmely rendezett megszdmilélhato
halmaz kielégiti a Peano-axiémskat.

A =718,

{1) Minden nap, (2) kedd kivételdvel minden nap.
(1)-nek {3), (2)-nek (3) elegends,

(3)-nak (1) is, (2) is, szlikséges

feltétele,

(2) ), (3) (1), (4) (1), (5) (Imm),
(6) (), {7) a1, (8) (. :

“Ha egy természetes szdm oszthat6 a-val is és b-vel is, akkor
oszthatéa.b-vel is" - nem igaz,
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45.

46.

"Ha két hdromsztig egybevigs, akkor megfelel§ oldalaik egyen-
18k egyméssal” - igaz,

"Az olyan hiromszidg, amelyben két oldzl négyzetBaszege egyen-
18 a harmadik oldal négyzetével, derékszigli (és a harmadik oldal az

dtfogsja)” - igaz,

"Az olyan z, y-ban mdsodfoku egyenletben, amelynek derékazt-
gtt koordinéta-rendszerbeli képe parabola, mind 2, mind Xy egylitt-

hatéja 0" - nem igaz.

Nem helyes, hidnyos! Igy ugyanis azt mutattuk meg, hogy a leveze-
tésnek mindegyik sorébsl kbvetkezik az alatta lev8 (mindegyik sor
implikdlja az alatta levSt). Lénckbvetkeztetéssel tehdt azt hizonyitot-
tuk be, hogy "ha 7/ab Sa—g-‘-’ akkor 0 S(a - b)>". Ez azonban nem
mond gemmit: 2z, hogy 0 % (a - b)z, ugyis nyilvdnvalé, Valojéban a
forditott 4llitdst kellen bebizonyitanunk: "ha 0 '=¢(a - b)2, akkor

<a +b,,
ab = =5

Ez akkor voina ldncktvetkeztetéssel igazolva, ha megmutatnénk, hogy
a {enti levezetésben mindegyik sor ktvetkezik az alatta lev6bél is
{mindegyiket implikdlja az alatta levS). Ez nem is Utk8zik semmi ne-
hézségbe - s6t, ugyszslvdn magétol értetfdik mindentite,

A levezetés tehdt kifogdstalannd v4lik, ha sorait éppen forditott
sorrendben irjuk egymés utfin; ezzel jelezzilk a helyes, szilkséges
irényu implikdcickat,

De megteszi az is - a6t, taldn még viligosabb -, ha meghagy~
juk az eredetl sorrendet (2 szdmitédst igy ktnnyl elvégezni), és felfelé
mutaté nyilakkal jelezzitk az implikdciék helyes irénydt

‘/hé a+b

2
< a +2&h+h
ab = _.._._4._..___,/-‘/

=<a2+2 ab+b2, /4

|
< 2 2

4ab
A

05a“-2ab+b", /+4ab
oéfa-b)z.

A bizonyitds elvégezhet§ példdul matematikai indukcidval,
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afn+1}{2n+1)
6 L

a .
2 .2 2 2 2
Az Sn =£ k=1"+2"43" 4+ .., +n" Bsszeget kell ugyanis zirt

alakban kifejezntink. Mivel ennek az Ssszegnek az n-edik tagja a_ = n2

és ez n-ben mésodfoku polinom, azért ha a feladathoz mellékelt” ut-
mutatis igaz, akkor

Sn=an3+bn2+cn+d, {1)

ahol &, b, ¢, degyelfre ismeretlen szdmok,
Irjunk az (1) képletben n helyébe rendre 0, 1, 2, 3-at. Mivel

SO =0,
§ = i2 =1,
s,=17+2° =5
s Sy= 12422 +8% = 14,
azért a, b, ¢, d-re ezt az egyenletrendszert kapjuk’
0=4d,

l=a+hb+c+d,
5=8 +4b +2¢c +4,
i£4=27a+% +3c +d,
Ennek megolddsa:
i
3
Ha tehdt a feladathoz irt utmutards igaz, akkor a keresett képlet csak
ez lehet:

a= . d=0,

[ S

i
b—-2, c=

[

2

n n
S -—'-5--1——-2"-!-

n H

o

vagyis
5 - 2n° +3n° 41 _ n@n’+3n+1) _n@+1) @o+l)
A 3 ; = 5 .

Prébéljuk meg igezolni ezt matematikai indukcisval,
n = 0-ra a képlet nytivin igaz, Most még meg kell mutatnunk,
hogy ha igaz n-re, akkor igaz n + i-re is, tehét hogy ha
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nn+1)(Zn+1)
6 L]

n+l) {m+D+ 2+ 1)+ 1)
o 6

_n+1)y(m+2)(2n+3)
= 5 .

S ez csakugyan fenndll, mert
ofn +1){2n + 1)
6

2 2
S l=Sn+-(n+1) = +m+1) =

n+
M+ En+D+6@+ 1’ (n+1) [ @n+1)+60 + 1)

6 6 -
@+ @’ tn+6nt6) _ (n+1)(@n° +7n +6)
= 6 = 6

_m+1)m+2)(2n +3)
= z .

Matematikai indukcidval. (A jobb oldali ¥sszegre alkelmazzuk
az 50, feladat képletét, )

Igen (az n tagszdm bérmely természetes szdm, és csak termé-
szetes szdm lehet),

A levezetést az olvaséra bhizzuk,

A tétel bebizonyithato n-re végzett matematikai indukcidval,
Ha n = |, a tétel nyllvén igaz:

Ip ~1=1-1=0 minden szdmmal oszthats,
tehdt p-vel is,

Meg kell még mutatnunk, hogy ha oP-n oszthats p-vel, akkor
@+ 1P ~(@+1)is.
Fejtstik ki (n + 1)P -t 2 binomiélis tétellel:

riP-@r =P e QP+ ByaP Py
+(p‘f2)n2+(p§1)n +(§)-n -1=
=Ep+(1;)np-1+(12))np-2+"_

+(pz_’3)n3+g_’2) n2+(pfll n-n,
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54,

54,

55.

Itt a két aldbuzott tag Hsszege, nP - n, kiinduldsunk szerint oszthats
p-vel; de a ttbbi tag is ming, mert mindegyikben szerepel egy

(P).__P(P'l)(P'z)... (P"k"‘l)
k 1.2.3...k

aiaku binomidlis egylitthats, amelyben k < p, Errél az egyiltthat6rsl
tudjuk, hogy egész szém; ekkor azonban oszthaténak kell lennie 2 p
primszémmal, hiszen ez a nevezében ~ amelynek minden tényezfje
kisebb p-nél - nem fordulhat el

Matematikai indukci6val,

n
Sn_ D+1

Mivel ugyanis

7,3
[

[
L

Nm
[

7]
it

o
N b

ég igy tovébb, mér ennyibdl is megsejthetjilk, hogy

B
sn- n+l

Ez a képlet pedig ktnnyen igazolhaté matematikai indukcioval,

Igaz, Matemarikai indukcidval k8nnyen bebizonyithaté,

A legkisebb szébajthets pénzmennyiség 8 Fi; ez kifizethet§ egy
5 és egy 3 forintossal,

Ha tovébbd n forint kifizerhet8 pusztén 5 és 3 forintosokkal, ak-
kor kifizethet§ n + 1 forint is, mégpedig

ha az n forint csupa 3 foriniosbdl lle, akkor oly médon, hogy
3 db 3 forintos helyett 2 db 5 forintost veszlink (legaldébb 3 db 3 forin-
tosnzk lennfe kellett, mert mésként csak 6 forintunk volna, ami nem
tébb 7 Ft-nél),

ha az n forint ttforintost is tartalmazott, akkor oly médon, hogy
egy tforintost 2 db 3 forintossal helyettesitlink,
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56.

Nyilvan
1A = Nincs olyan kazén, amely minden tiizelfanyaggal muksdik,
1B = Nincs minden gy4rban olyan dolgozé, aki minden nap lég,

Ez azonban nem a legegyszeritbb, s6t elég bonyoluit forméia a két
éllitdsnak, Alkaimazzuk tehdt a 9,1, Tételt, A~ban a J egzisztencidlis,
B-ben & V univerzélis kvantor szerepel; ennélfogva 1A % Minden
kazdn olyan, hogy nem miiksdik minden tlizelfanyaggal = Bgyetlen ka~-
zén gem mikddik bérmilyen titzelGanyaggal,

1B = Van olyan gyér, amelyben nincs olyan delgozd, aki minden nap
16g(na),

'C = Ez vagy nem igaz. vagy nem szép,
-2 £ 1-2x
6 3
Mindkét oldalt 6-tal szorozva
6-x+252 - dx 3x 5 -8, x £-2

1 -

wioffpmnaa ol . 2 i

2
1-x
A baloldalnak pozitivnak kell lennie, tehét x < |, Mindkét oldair
{1 - x)~szel szorozva az egyenlltiengdy irinyz nem fordul meg, mert
1 ~x>0, teht 2% 3 - 3x &5 innen 7 2 é—

x €rtékeire egyldejileg ket feltételnek kell teljesulniik, tehdt a

Z3

megdidés azx<lésx 3 ;7 valés szdmhalmazok kiiztis része

59. a) x >4, b) x > -3, ) nincs megoldisa (a megoldfs-
halmaz tres), d) x >4 vagy x < -3, e) -3 <x &5 x < 4,
avagy rovidebben: -3 < x < 4,

60, E ~ IMx + 2} >0,
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oo

O t
-2 0
60, dbra

—0
H

Ez az egyenlitlenség azt fejezi ki, hogy a bal oidalnak po-
zitivaak kell lennie. Ennélfogva nyilvin ekvivalens az aldbbi
(két konjuktiv rendszerbdl diszjunktiv médon ssszetett) egyenldt-
lenségrendszerrel:

X~120 x~-1<0
vagy
X+2>0 x +2 Q.
Ezt igy is irhatjuk:
x>1 x <1
vagy
X>=-2 x<~2,

a megold4s tehit

X >1 vagy x < -2,

61.

F o W L o
-2 0 7
61. gbra
X =1
xv3 <O

1. megoldds: Fz az egyenidtlenség nyilvdn azt fejezi ki, hogy
a bal oldalnak negativnak, a szdml4iénak és a nevezdének tehat
ellenkezé eldjeliinek kell lennie. Mivel azonban a szamlilé min-
dig (x bArmely értékére) kisebb a nevezénél (3-mal), azért
csak ugy lehetnek ellenkezd eidjeliiek, hogy a szamldlé negatiy
és a nevezd pozitiv:

x-1<0 és X +2 >0,
Ez azt jelenti, hogy
x <1 és X > -2,

vagyis
-2<x <1.

II. _megoid4s: Egyenlétlenségiink nyilvan ekvivalens az

k- 1Mx +2) <0
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egyenldtienséggel; igy a 60. frladat megolddsabél azonnal l4thats,
hogy a mi feladatunk megolddsa

-2<x <1,
x-3 1
—nreans L -
62, e 3
Az egyenldtlenséget 0-ra redukilva
X~ 3 1
e -1 3 <9,
kozis nevesdre hozva {a bal oldaton)
2x - 7
2x-1) <o,
vagyis
X35 o g
x -1 < o
Innen (az elozd feladat mintdjan)
1<x<3,56.
63, 1< X+ 4,y
5
A tiire eltévolitdsa utdn a ktivetkez6 két egyeniditlenségh6l 4116 rendszer~
hez jutunk-
5 (51
3x + 4 25,‘} aras x>
3x +4 <10 x <2,
Eszerint
1
3 x <2,
—p - S U g |
[ SR -
e - o B
0 1’; 1 2
63, fbra
2z -1 dx 4+ 1 x-1
< <
64. 3 3 3
- r | A
2z l<-£x+l megoldisa: x)»-z‘f- 1L

2 3-
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x -1 2
5 < 3 megolddsa: XL - 3 o,

Az egyenlStlenségrendszert tehdt a ~ g- <x < - g— értékek elégitik ki,

L —= O
O— o .
T . : +
-3 - -2 -4 % 0%
64 . dbra
65. X< -1
66. -35x <3
@ } ——
-3 0 3
G6. ihra
67. x <L -2 wvagy » ™2
o— -—— —O—
-2 ¢ 2
87. abra
68. L. _megoldis:

-5 <x -4 <5,
"mindhirom oldalhoz' 4-et hozzdadva tehat

-1 < x < 9.

8 F
N /1
f !\\/ i
o
-4 0 +4 +8 x

63, dbra
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69.

70.

1. _megoldds: Abrdzoljuk az f(x) = .x -~ 4| fiiggvényt; ennek
grafikonjdrél, az y = |x - 4| gérbérél leolvashats, mikor lesz
y < 5 (68. dbra).

X +3< -1 vagy ¥ + 3 >1; innen

x < -4 vagy X > -2,

3
x+1 5
egyenlftlenség irdnya nem fordul meg,tehdt 3 = ix+1l vagy
ifx+1 =3,

Megoldds: -4 i

2 1; mindkét oldalt I x + !} pozitiv szd§mmal szorozva az

1. mepgoldis: A
X -1 .
——— ( ]
1< x + 1
konjuktiv egyenlGtlenségrendszert kell megoldanunk. A 62. feladat
megoldidsiban litott mdédsrerrel megoldjuk a

X -1 X -1
- 1< X + I X + 1 <t
egyentttlenségek indegyikst, és vesszik a két megn'dishatmaz
kizos részét.
Megoldas: x > 0.
II, megoldds: Az egyenlitienség

cx = 1f<]x 1

y= mu\




72.

73.

alakban is irhat6é (az eredeti egyenldtlensége: értelmetlennel tevd
x = - 1 ennek dgysem megolddsa). Abrizoljuk tehdt az v= [x -~ 1],
y = Ix + 1| gorbéket, és megnézzik, hogy az utdbbi mikor van
az elbbbi “folstt”,

Ii. megoldds: A szimegyenesnek azokrdl a pontjairdl van sz,
amelyek az 1-hez kbzelebb vannak, mint a ~ 1-hez; ezek a pozi-
tiv szdmok.

Az
X -3 < x-3 >
x¥z -t ovewy o3 !

diszjunktiv egyeniGtlenségrendszerl kell megoldanunk.

Megoldis: - ;1?1 TxT-1. de x ¥ -2; pontosabban-

1
3

<x < -2 vagy -2< =& £ ..

A bal oldalt tényezdkre bontva az (x + 1){x - 2) > U egyen-
13tlenséget kell megoldanunk (I, 60. feladat).
Megoldds: x < -1 vagy x >2,

Egyébként az y = x2 - X = 2 gorbe abrizoldsival is leclvashat6 a meg-
oldds. Az értelmezési tartoménynak azt a részét keressilk, ghol
¥ pozitiv.

dy

-1\ L T X

73. fibra

Az egyenldtlenséget zérusra redukélva, egyszeriisitve és a bal
oldalt tényezbkre bontva: x(4x - 5) € 0,
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3

Megoldés: 0 Fx

75. a) A bal oldainak pozitivnak kell lennie, s ez hiromfélekép-
pen lehetséges: ugy, hogy a négy tényezd koriil 4, 2 vagy 0 po-
zitiv (a tobbi pedig negativ). Figyelemmel kell azonban lenniink
arra, hogy a tényezdk (x értékétdl fiiggetleniil is) nivekvd sor-
rendhe 4llithaték:

x - 4)x - 2)x - 1z + 3) >0,
s igy ha pozitivak és negativak is vannak kbztiik, akkor neg:ifs

vak csak a kisebbek, a pozitivak esak a nagyobbak lehetnek,
EgyeniStlenséglink tehdt az aldbbi egyenlStlenségrendszerrel o

vivalens:
x -4 <0 X ~-4<0 [x -4 >u
x-2<90 va x-2<0 va jx - 2 >0
x-1<¢! 8y 1 xX=-12>0 24 i x-12>0
x+3<o0 x+3>0J X +3 >0,
J . “
azaz
% < 4 x<a ) (x >4
x <2 a x < 2 a X >9
x<1 [ VY 7 x> ] VA 9§, 5y
X <-3 x>-3 X>-3
tehit

x< -3 vagy 1< x<2 vagy «x>4.

- -+ -
: t - - O X - 4 2lOjelE
0 4
¢ o T x -2 eldele
0 2
R + x-1 elgele
0 7
o + x+3 elgele
-3 g
- + - + .
S [ W, U et A SZOrZOt BiGjE10
-9 g ! Z 4
8, #dbra
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76,

- Ugyanez a gondolatmenet grafikus sbrizoldsiban sokkal dtte-
kinthetébb (1, az 4brat),
re . 1
b) Ez az egyenidség ekvivalens az a)-val, mert m
elbjele mindig megegyezik (x + 3)(x - 4) eldjelével (ha ez utdh-
bi szorzat nem 0.)

Egyenlétlenségiink ekvivalens az

(x - 3Mx - 20x +1)(x +4) S0 é5 fx - 3)x +4) £ 0

egyenlétlenségrendszerrel. Az eist egyenlitlenség bal oldala
akkor negativ, ha a 4 tényezR kbziil 1 vagy 3 negativ, a tobbi
pozitlv. Figyelembe véve, hogy a két kbzépsd tényezd lehet 0
is, az utolsd kettS nem, eredeti egyenldtlenségiink az

x-3<01 fx -3<0
X-2290 Xx-220
x+1 20 [V Y5 41 =20
x+4 >0 | X +4 20

rendszerrel ekvivalens, Ebbd)

x <3 x <3
X e? X% 2
xz-; [ VA 2
X>'4j X

£

tehdt 2 £x <3 vagy - 4< x -1,

A grafikus szemlélteiés itt is ugyanugy célszerd, mint az eld-
z& feladatban,

a) A szdmlilét és a nevezlt tényezdkre bontva egvenlitlenségiink
az

-~ ix + 2)
x + 3)x - 2)>(i
alakba irhat6. Megoldas:
x< -3 vagy -2 x <1 vagy x>2.

b) Mivel xz = ixiz . egyenlidtienségiink az

()

< -9
Ixf:)+ix[ 250
ix]” +lx] -8

atakban irhat6. Ez ugyaznaz, mint az a) feladar. esak x helyett
- 164 -




78.

79,

~1)

ix| az ismeretien benne. Megolddsai tehat 1x| -re az a) feladat
megolddsaj koziil azok. amelyek nem negativak:

0% x|<1 vagy |x| > 2,
azaz
-1 <x < vagy x < -2 vagy x >2.

Egyenldtlenségiink az

xd -x >0,
azaz
x -~ xix + 1) >0

alakban irhaté. Ez akkor teljesiil, ha a bal oldal tényezSi mind

pozitivak, vagy ha a legnagyobbik porvitiv és a mésik kettd nega-
tiv:

x-120 x-31<90
x>0 vagy x <0
= +1 >0 x+1 -0,
Megoldds: - 1< x <0 vagy x 1.

(A 75. feladat megoiddsiban alkalmazott grafikus szemiéltetés
itt is hasznilhaté.)

T;:—;"-é—,——zx<6, (6+2x) Ix+4 >1

x+4>0 azaz x >-4 esethen{§+2x)(x+4£) > 1
x+4 <0 azaz x <-4 esetben {6+ 2x)(~-x ~4)>!
egvenlftlenség megoldisét kell keresni. Az egyenlftlensigek zérusra
redukélt alakja:

o
257 + 14x+23 >0 ill, 2x° + 14x +25 < 0,

A teljes megoldést az x > -4 feltételt &s az elss egyenlGtlenséget ki~
elégitd x> ‘7; értékek adjik., M4s megoldés nincs, mert 3 mé-

sodik egyeniSticnség nem #llhat feon,

A bal oldalon az sbszolut értékjel elhagvhat6, mert a benpe
levd misodfoku polinom diszkrimindnsa negativ, valés gybkei ezért
nincsenek, igy a poiinowm vagy minden x-re pozitiv, vagy minden

x-re negativ, &s itt - mivel x2 egyiitthat6ja pozitiv - az elsd
eset 4ll fenn:
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81,

-~

2
X +6x+10 =1,

vagyis

=

x2+6x+9 g,

(x + 3)2 = 0,

Ez minden valdés x-re teljesiil, tehat az eredeti egyenldtienség is.

2~-vel egyszeriisitve
Ixl +1x - 3] 4.

Az els8 abszolut értékben levd kifejezés x = 0-nil, a masodikban
levd x = 3-ndl vilt elfjelet. A legcélszeriibb tehdt, ha a megol~
dist hdrom esetre taglaljuk:

I x %o, I o0 %x$3 O x = 3.
Egyenldtienségiink igy az albbi - most mdr abszolutérték-iel nél-
kiil felirt - egyenlStienségrendszerrel ekvivalens:

(N (I (11D)

x 59 0£x%3 x =3
vagy vagy N

-x—-x+3g4' X-x+3%24 X+x~3%=4

azaz

x'——gt) Oéx gd x T

vagy vagy
xé-% 3%4 x <35
(34] {1n) (1)

(I) semmiképp sem teljesiilhet a 3 T 4 kivetelmény miate.

Megoldas:

xé-‘;- vagy x % 3.5,

[5 - x| helyett célszeriibb a vele egyenld |x - 5| -et irni

Jx =5]-[x-1]+1x+31 >3,

A megolddst négy esetre bontjuk: . x £.3 Ho-37%.

m. 1 £x <5, 1. x 5.

Mepoldds;
x < -7 vagy x >9.
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83-88, Az analitikus geometria médszereivel dbrézolni kell 2 szsban
forg6 tartoményok hatérvenalait. Ahol az egyenlSség is meg van en~
gedve, ott a hatdrvonal is a tartoményhoz tartozik,

4y iy

|

84, #bra
/ y

4
.
77 %
4 ;/ ’//
7
.

-4

83. &bra

(X ad

N
AN
~
N
NN

N

N\
AN

HoOX

I
hr—c ——— e -
|
\‘.
o

L™ 3
x
P\,
\

85. dbma 86, fbra

Ho, L. a 49 feladatot é> megoldisat, Ebbo! az is kivetkezik, hogy
egyenldség akkor és csakis akkor 411 fenn, ha
a-b,

9. Az elozd feladat megoidisa szevint

oy

+
R l4
Iy

.|
o e
DIU'{
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91,

92,

1y

V3

a b 2.
a

Egyenidség nyilvdn itt is akkor és csak is akkor ill fenn.
ha a =bh.

87, abra 88, 4dbra

@ =@m.[2@-1D] ... [@-1)2] . @1}, 2 kozbeess té-
nyezbk (k + 1j (n - k) alakuak, k=1, 2, .,, (» - 2); k+1)(m-k)=
=kim -kK)+(n-k; n~-k>i,mertn>2és igy (k= 1) (a =k)>k+(n-k
=n. Ha tehét minden kiizbees§ tényez6 helyett u-et ‘runk. akker

(nl)2 >n" egyenidtlenséghez jutunk,

Az elsf tag utén kivetkezb (u2 - n) szému tag miadegyikét a leg-

kisebhei -—12- ~tel helyettesitjik, s gy ha a >,
n

Sttt 224 @l en). =1, ezzel dlitdounkat iga-

n+i
a n
zoltuk,
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93, A feltételokbll ktvetkesik, hogy a 1 3 €0 Cy sEAmok egyend§
elGjelitek; ugyanceak a feltételekbOl 14thats, hogy
+c,)=8.c +8,c,+a.c, +a,c. Zbe+be +a.c, +
(@) +8)) (e +ep)=ac) +ayc) +asc, +age) Sb +b) +ac, +ayc
A két utols6 tag nem lehet negativ és igy a szémtani és mértani ktzép

kbzt! egyenl6tlenség,tovébbd a feltételek miatt 2 c, +8.c, T

152 785

>

= z]/(a 169 (8,8)) 2 2b, b, ezt figyslembe véve a bebizonyltands egyen-
16tlenséghez jutunk.

94, Egyenl&tlenségiinket igy is irhatjuk:

lx + 1l fx - 11 »
Ix -1 " Jx +1] ~ 2.

A 90, feladat mir bebizonyitott egyenlGtlenségéb&l azonban -
a =|x +1], b =[x - 1] helyettesitéssel - tudjuk, hogy minden
x-re

x4 1] |x -]
1] " Tx 71l

2,

és egyenitség itt csak akkor 411 fenn, ha
[x+1]=1x—-1|,

vagyis ha
x =0,

Igy éz az egyetlen megoldis.

95. Ez a feladat hatfrozatian; az n-edik tag akfrmennyivei egyenl§
lehet, Egyéltalén nem szilksdgsveril ugyanis, hogy & sorozat n-edik
tagja képlettel - vagy akdr csak szabéllyal is - kifejezhetd legyen, Igy

a =1 csak egy a végtelen sok lehetséges megoldds kel (igaz, hogy

n n
a legegyszertbb).
96. 8 = 2n -1 ; korlétwos, szigoruan névekeds.
97. a = nz; alulréi korlétos, szigoruan ntvekeds,
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98, a!l = (—l}n . az; nem korlétos, nem monoton.

99, an =« %; korlétos, szigoruan nivekedd,
100. a = (-l)n-l . —g-l-i-é-l—; korlétos, nem monoton,
101. a = 10 korlétos, szigoruan fogyo.

102, a = {(~10)™ korlétos, nem monoton.
103. a =1- 107 korlétos, szigoruan ntivekeds.
104, a = (-1 )n {1- IO-D); korldtos, nem moncton.
1
[1 + g——=, ha n pératlan,
105. a = { ¥l
n 1
1= el ha n péros.
1
ol ha n pédratlan,
196, a =
1 2
TET ha n péros
Avagy:
1
FIT han=2k - 1.
a =
o 2
‘zr'l— , han=2%x
Avagy:
o et o =2
2%-1  2k+1 7 2% 2k~
Korlétos, nem monoton.
k+1 i
7. k1 = 1 e Sl e g
_ L kt1 _ 1 .
108. R N T R T R
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109,

110,
111
112

113,

114,

Korldtos, nem monoton,

Konvergens, lim a = 0. Bérmely pozitiv £ -ra ugyanis

1
- - <
! al £,
azaz
Leg,
n
ha
D>+
R
Kouvegens, lim an =0,
Divergens, lim a =oo.
Divergens, lim | a“ , = oo
Konvergens, im a = 0, Birmely pozitiv & -ra ugyanis
1
- Q<
2n+ 3[ 0| ¢ !
azaz
i
2n+3 < !
ha
2n+3 > 1
E r
vagyis ha
1
n> Ea 3—
2 -

Konvergens, lim a = 0. Bérmely pozitiv & -ra ugyanis

1 |

——— -0 &,
’3n2+2n-1 r:
azaz

_21 <t,
3n" +2n -1
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115,

116,

3n2+2n-1>%,
még inkdbh, ha
2_1
In >,
&
vagyls ba

1
n> .
'V 3
Konvergens, lim a = 0.

Konvergens, lim a = 1.

I, bizenyitds, Birmely pozitiv & -ra

n+i

azaz

n~{n+1)

a+1l

<&,

.
n+l

<£’
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117,

118,

119,

129,

121,

122,

123,

124,

Itt a szAmlé16 olyen sorozat, melynek minden tagia 1, ennek nyilvdn
a hatfrértéke is I; a nevez8 hatdrértéke & 15.3. tétel szerint 1 4+ 0= 1;

gy 2 15.6, tétel elapin lim 2 =i =1,

1
I ~»oo

1
Konvergens, lim a =3

Konvergens, lim 8 = 1, (Osszuk el a sadmbdlor is, a nevezlt
IB n -telo)

Konvergens, lim 8 = 0. (Ossxuk ¢l a sedmldlét is, a nevezdt
lﬂ n"nelc )

Konvergens, Hm a = 0.

Konvergens, lim 8 = ¢ (a ~ 18

1
[
Ve
Divergens, Hm a = oCe
1
Konvergens, lim a =g
Legyen a sadml#6 k-ad-, & nevez§ [ -edfolm, ugitiogy

k k=1
. eu +e n +..temtc
n ? Z~1 :

dén +dé_1n L +d1n+do

Ekkor

[ )
lim a_= 1 -’-‘-:c“, hak=0 ,
dp q

, ha k>0.

C

(A legutébbi egetben aoo elfjele megegyezik d_E elfjetevel,)
4

Ennek megfelelSen & sovozat konvergens, ha k S €, divergens, ha
k> €.
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125.

126,

127,

Azt kell megmutatnunk, 10gy birmely pozitiv &-rs

“n
b~ °l =&
vagyls
!i'il'-: £ (%)
b
[Bal

A feladat szerint azonban van olyan K pozitiv szdm, hogy birmely
n-re

’an’«‘-‘. K, (1;

mésfeldl ha n elég nagy, akkor I bn} birmilyen el6re megadott szém-~
nél nagyobb lesz, tehét

4
[bn’ >-E,
vagyis
1 £
,-E;' < X (2)

Az {1) és a (2) egyenibtlenséget Ysszeszorozva valéban

‘3

an’ I &
lbnl=’an|. 5] <K ‘i<‘=£' (%)

Abszolut é-téiben oo ~hez tart,

A feladat szerint elég nagy 1-re {2y - A} cetsz6legesen kicginy-
nyé vélik. Azt kell igazolmunk, hogy birmely eldre megadott pozitiv
esetén elég nagy n-re

e, - fR]< €

y B
L, eset, .egyen A >4, Vélargmuk n-et cly nagvra, hogy
‘an -Al<f. lf;

teljestitjén. Ekkor
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128,

129,

130.

131,

132,

;a ~&l Ia Al &f CE
A Ay

Il eset, Ha A = 0, legyen n oly nagy, hogy
?
<
a <

teljestiijsn; ekkor
—_—
2

l'l/a—n-- V;I= ‘Van< 1/;—=¢‘. -

Konvergens, lim a = 0.
Bizonyitds:

. _][n‘:l_]/- (Ya+l- Yo (va+i+ vh

o+ 1+ V’;

3  {I. a 125, feladawu.,

- @m+1l)-n _ )
Vn+l+‘f— ¥n+1+]/-

Divergens, lim a = 0O
Bizonyités:
Y2 -1-VYn+3)(V2n-14Vn+3)

a =
. Vo 1+ Va+3

_2n-1-@+3 n-4

2n-1+]/n+:: ‘|/2n -1+ Va+3
Vo - 2
0

Vo = oo ., 126 é5a i27. feladatot.)
1/2 iy ]/1 ;8
n n

Konvergens. lim = =0

Divergens Uma_ =oo ,

Xonvergens. im a_=i. Mivela szémlélot ajénlston lesz meg-

szoroznt ¥n+ 1+ ]/n:-nel, a nevezdt pedig i/;l- Vn - 1-gyel, ér-

demes elfzfleg kiszdmitani, hogy
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133.

134,

135.

136.

137,

1*;- +1
i n+ + En = Hm b n 141 =1.
n—wsoo} n +V - n~yo0 1 C1+1

1+ l-n

{itt a 15, 3, ésa 15, 6., vaLamint & 127, feladatban bebizonyitott tételt
hagznfltuk fel,)
Ennek alap}dn

Lim En+1- En+1+ lim 'V_—l-'I[n—
n—-‘cw_ ]/_—-i R ]/—-l- - Jn—’eoﬁl— ][_i

= lm Vn+1+]/_ n+l= 'L/—z Hm (n+1) n =1
n-oer+ V; 1 'f— ]/n- n—oo " @0

Divergens lesz. Az egyesitett sorozatnak ugyanis [hn} rész~

sorozate, €s igy a 15,7. tétel alapjdn ax egyesitett sorozat nem lehet-
konvergens.

Konvergens lesz, ha A =B, divergens, ha A # B, (Bizonyltés a
hatérérték és a konvergencia értelmezése alapjén, )

Az egyesitett sorozat konvergens lesz, ha az eredeti. sorozatok
is mind axok voltak, és mindnek ugyanannyi volt a hatérértéke; min-
den m#s esetben divergens.

{105) Konvergens, lim a = 1, Minthogy ugyanis o~ 70 i T -0,

azért mind a két részsorozat l-hez tart (1, a 134, feladatot),
1 2

{106) Konvergens, lim a = 0, mert ] _l.imm o 2 n]in; -

=0 (1. a 134, feladatot). :
. 1

(107) Konvergens, mert Bl = 1—= 1, é8 aZk = 1- iz -] -
-0=1(. a 134, feladatat),

(168) Divergens, mert aﬁ-l -], azk---- 1 {l. a 134, felada-

tot).

Divergens, mert
pdros nere an=1+n—¢°°
péxatlan n-xe a = 14 -11;--1

@. a 134, fetadatot),
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138. (105) N = [E—%— +-%-:l , ahol a sztigletes zdrdjel azt a legna-
gyobb egész szédmot jelsti, amely nem haladja meg a henne foglalt
szdmértéket,

Mivel ugyanis a hatdrértéktdl vals eltérés mind a ¥ét részsoro-
zatnil ot azért az
’ 2n+1 "

1
Zn +1 <&
egyenlStienaéget kell megoldani.
(2]
(106) N = [ zJ

Mivel ugyanis bdrmely pératlan sorszdmu tagnak a hatdrérrik -
t6l valé eltérése kisebb, mint az el§z8 piros sorszdmué, elegendd -
ktvetelményt a piros sorszdmu tagokra kielégiteni:

n ii -0 l< &
(107}
N = [—lé— 1} {az el6z8hbz hasonléan),
139. N=20001, vagy ennél nagyobb sz4m j6,
A batdrérték ugyanis |, tehdt az
n3 =3n +8 | 1
n3+n2+n+l7 10000
illetve
“:, +24n - < 10[?00
n +n +n+i7

harmadfoku egyenlStlenséget kell megoldani. Ennek pontos megolddsa
igen ktrtiményes, ezérr a baloldalon néveljik a szdmldiGr

(n:z + 112 =~ n2 +4n 49, han =="6), és catkkentjilk 2 nevezlt

(n3< n3 «1-112 +n + 17), 8 az ily mddon kapott erGsebb egyen!Stlenségi

ktivetelményt elégitjtk ki

2f 1
n3 10 000
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2 1
n

10000 *
n >20 600,
140, N = 10 001, vagy emnél nagyobb szdm,
141, (101) konvergens, lim a2 =0, mert a = ( )ll (jegyzet 15,4,

példa).
{102) konvergens, lim a = 0.
(103} konvergens, lim a =1.
(104) divergens,

142, N=[1~1gf}; bha =0,001, akkor N=4,
Mivel ngyanis Hm a = 1, azért a megoldands egyenlStlenség

fhe10™-1leg;
innen
10 g,
m">%/1g
ég
1
n > lg€= ~ig& .

43 -
143, N [1g0,99 +1].

Minthogy ugyanis lim a = 0, azért a megoldandd egyeniStlenség

9.99n<ﬁ;/ig
. innen

nig0,99 <igl/:1g0,99 <0
és

s I 4
120,99 °

N=i1
144 I s tga »5)
12 Ig K
145, a)[ ig 1, 001 +1] ) b)[ ig 1,001 +1J .
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157. Igen. A tetszbleges szému tagra, iiletve tényezfre vald Altald~-
nositds matematikal indukcioval végezhet§ el.

158. {im a =0, mert
n—o9 n
L 10 010 10 10,
n 101 1112 n~1 " n't
-~ -~ ——

ha tehét n olyan nagy, hogy egyrészt a kapocesal jelzett szorzat kisebb,
!
mint -—1—0—-—, mésrészt il <f , akkora < § .
10 n n

10
159, tim a = 0, mert
11—
azl’é_i.-i’..n—l-2)<i.
n n n n n B n
160. lim a = 1. Ezt a legktnnyebben ugy bizonyithatjuk be, ha
n—reg
elébb az
2n
A = H.m n
—~00
hatdrértéket szdmitjuk ki,

2n
Nyilvédn ]/-ni >1; legyen tehdt

2n
[/1_1=lfh,
n

ahol hn >0, Mind a két oldalt n-edik hatvdnyra emelve
n
yoo=(1+ hn) ,
s mivel a Bernoulli egyenidtlenség szerint (h >0 > -1)
n
(1 +h) >1 +anh,
n n

azért

ya >1 + nhn.
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ugyhogy

h <_V.ﬁ_:...l__. _1-,,..1.
n n VE 0
Eszerint
0<h < —-L
n /T n
5 mivel a

0. 0, o, ..., 0,

1

NI |
n

Un -

- . SN

i

V1 V2 Vs Vo
sorozatok egyardnt U~hoz tartanak (ez utébb: a 15.3 téte, alap-
jan), azért a 15,8 tétel szerint

—)
00—

lim hn - 0,
N—smoo
ugyhogy
2n
A- lim VYV n- lin (0 +hy=ca0<;
o Il —-cc 1

Ebbot kovetkezdleg pedig

g
8 S

lim n= lim (') =A =17

9 JEPRVY 3

(15,5 tétel.)

161, lim a =1L
B n n
lim 2n= lim 72, Ulm ]/1:= 1. 1=1(2 jegyzet
o n =00 n-—oo

15.5, példdja és az el6z6 feladar alapjén),

162, lim 2 = 1. Mivel ugyanis egyrészt
n n .
lim n2= iim (1/;)2=12=1
= H— o

(160, feladat), eszerint teh4t

=61 -



163.

164,

1635,

166,

187.

3 n n
tm Yon®=tim 2. um Yl =1.1=1 (15.5. példa),

n —»og n—asoo B —» 00

misrészt

n n nf
|/ 112 < Vnz +100 < 2112,

azért a 15,8, tétel alapjén

Bl
lim "/n +100 = 1.

T}t Oy
Hatdrérieéke 0.

Mind a hatdrérték, mind a konvergencia csupén olyan ktvetel-
ményt6l fiigg, amelynek csak elég nagy sorszdmu tagokra kell telje-
siflnie. A véges szdmu (beiktatott, kihagyott vagy megvaltoztatott)
tag kbzttt van egy utols6, Ez utdn az uj sorozat tagjai mér rendre azo-
nosak a régiekkel, és igy kielégitenck minden olyan ktvetelményt,
amelyet a régi sorozat kielégitett,

Mind a konvergencia, mind & hatdrérték vdltozatlan marad,
mert 4 sorozatnak csak véges szdmu tagia nagyobb 2, 00061-nél (1, 2
164, feladatot).

A {bn} sorozat is konvergens, és a hatdrérifke is ugyanugy A.

Bérmilyen pozitiv{ sz4m van ugyanis adva, az [an} sorozat

tagjal véges szAmu kivételtl eltekintve { -nél kisebb hib&val megkt-
zelitik A-t, Tekintsik ezt a véges szdmu kivételes tagot, Ezek ktizott
a {hn] sorozatban {mivel ez is ugyanazokbsl a tagokbol 411, mint

a . csak a sorrend més) van egy utolsd, Ez utén mér ! bn ~ben

is csak olyan tagok vamnak, amelyek € -nél kigebb hibdval megkizeli~
tik A-t, ég igy

lim b =A,
n

N e 0

a} konvergens, hatdrértéke 2A (15,3, tétel),

b} konvergens, hatdrértéke 0 (15.3. tétel),

c) konvergens, hatdrértéke A2 (15,5, tétel),

d) konvergens &g hatfrértéke 1, ha A # 0 (15.6. tétel), ha azon-
ban A =0, akkor ennek 2 sorozatnak a konvergenciéjirs! nem 4llitha~
tunk semmit {1, a ktvetkez§ két feladatot),
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168,

169,

170,

171,

172,

1
=, ha n pératian,
a I

1

5o ham péros.

Ha lim a_ #0, akkor lim b_ =1 (167, feladat),

n —=00 n —»ed n
Hapedig 1im a =0és | lim b | > 1 volna, akkora{b}
n—e o2 n n—s oc a o

sorozat tagjainak abszolut értékben velahonnan kezdve éllandéan 1-nél
nagyobbnak keliene lennie, ugyhogy ugyaninnen kezdve az { an] soro-

zat tagjainak abszolut értékben Allandéan nbvekednie kellene; ez vi-
gzont Ysszeférhetetlen &zzal, hogy a — 0.

{5} nem, a ttbbi igen. Ha (1) is és (2) is konvergens volna,
ebbol a 15.3 és a 15.5 tétel alapjan le lehetne vezetni, hogy
ian} is, { bn} is konvergens}. {6)-ra példa: a = bn = (-1)8,

a) Nincs (Bolzano~Weierstrass-tétel).
b) Van (pl, két killtnbtz§ hatdréreéklt konvergens sorozat egye-

Bitése).
1 2n+3 1n2 i 3
a) @+ =[(1+5)j| A
tehat
12n+3 1 n2 1 3
iim 1+ = lim [{1 + ")] S R el
n n i
1 oo i-»o0
1 n2 1 3 2 3 2
=lim(]+;) .| lm (I+—)] =g , 1 =e¢,
N w00 n o0 n J
4 -
b) 1 2n+2+3 I 1 Py 1 ;
art—=) ) (e
2" -1 2 -1/ 2" -1



173.

174,

mert 42" - 1) +7 =4 . 2" -4 472", 2" 4+ 3y,

igy
L 22y i~ / i
lim (_1+ ) = lim (14 = ) J(H
n -»oo 2 -1 n 2 -1
2 —mo-
N Pl r -
1 { 1 i
+ = ] = fHm {1+ — J lim Tr —
- 4 - f 1 '
2 1 L OB 4 _};o 2 1 Bn“l o 2
4 7 4
= e 1 =e

A rekurziv képlet szerint ha a sorozat valamely tagja !
akkor a kovetkezd &, ha viszont valamelyik tagja 3 akkor .
vetkezo 1 Igy a sorozat.

1,3,1,3,1.8,1,3,.....
és igy tovdbb, Tehdt divergens.
a} Megmutatjuk, hogy a sorozat szigoruan novekeds és feliiirsl
korldtos - mindkettét matematikai indukeidval,

I. A sorozatnak nyilvin minden tagja pozitiv. Lithats, hogy

1 2

1 .. .
a =—-+4 =—+ (>} >~ =a_, az elso tagra tehd: nagyohb

1
2 4 1 4 4 1
tag ktvetkezik, akkor az n + )-edikre is, tebhdt hogy
2 g >3, :>an+2 >an+1

Valdban
2

1
241 ?4 =4

(\3

a —}-+
n+2 4

mert feltettilk, hogy an-ﬂ > an.
Igy a sorozat szigoruan novekedo.
1. a, <—12- . Megmutatjuk, hogy ha az n-edik tag kisebb

1
5 -nél, akkor az n + 1-edik is.
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W -
T
l
—~—

"
B
B
LN L
i
P9 fr

1 2
D N
mert feltettiik, hogy an<%

Igy a sorozatnak é— felsd korlitia.

Mivel eszerint a sorozat szigoruan udvekedd és felilrdl kor-
latos, azért konvergens, vagy egy A hatdrériéke:

lim an A
n=oa

A-t kiszdmithatjuk a rekurziv tormula segitségével. Ennek két
oldaldn ugyanis két egyenié sorozat 4ll, és mindketts konvergens
{mivel a 18 az). Ezért egyenlS a hatdrértékiik is-
tim - lim (;i' + ai IR
it —~o0 n —»x
vagyis

tehit

-

A=2:

& sorozat ~hey tart.

13 prt

b} Matematikai indukeidval konnyen bebizonyithaté (de azonnal 4t
is)lé.thaté), hogy a sorozatnak minden tagia pozitiv. Ezért
n <= 2-re

D
A

[ARTI

a a .
n n

E

a .
n+i n o+t i

a sorozatl iehit szigoruan cstkkenS, Emellett alulrdl korlitos.
ha ugyanis minden tagja pozitiv. akkor ¢ alsé korlitja.

TR -




Igy a sorozat monoton cstkkend és alulrél kortitos, ennéi-
fogva konvergens, Hatdrértéksat,

tim b - B
o
n--o00

-t az eldzd médon szdmithatjuk ki:

2b
lim bnﬂ = lim ——
= o I - ooy
B = lim b hmn+1.
n-—>» oo N —=ouo
B=B.4g
tehat
B =0,

c) Ezt a feladatot az a)-hoz hasonidan oldhatjuk meg, FEldszir
matematikai indukecibval bebizonyitjuk, hogy a sorozat szigoriii-
nvekeds és feliilrdl korlitos-

I, 02 =l/2_+ [/2_ > [/2—= cl. Megmutatjuk, hogy

S > ‘0 = Cato > Cas1

Valéban,

cn+2 :]/2 + cr1+1 11/2 + cn = cn+1 .

mert ¢ ¢
n+i > n

IL, e, = 1/5 < 2. Megmutatjuk, hogy ha c:n kisebb 2-nsl,

kkor is:
a Cn 4 b




175,

176.

Eszerint a sorozat monoton novekedo és feliilrdl korldtos,

van tehdt egy lim e = C hatdrértéke, Ezt az eddigi ehhez
n-* oo

hasontdé moédon szdmithatjuk ki:

lim ¢ = lim |/2 +¢
n+l i
n—=co -0
C = 2 + C,
C2 =2+ C,

N

c"-C-2=09,

N
~
3
i}

]
—

abonnan C]

Egzerint vagy C = 2, vagy C = - 1, Ez utébbi azonban nem iehet-
séges, mert az olyan sorozatnak, amely Z-vel kezdddik és szigo-
ruan ndvekszil, nem lehet 2-nél kisebb hatdrértéke. (Vagy: csu-
pa pozitiv taghdl aild sorozat nem tarthat negativ hatirértékhez,)

Eszerint

LA iim ¢ = 2,
n —=Co0 n

Ott, hogy hibAsan alkalmazza a 15,5, tételt, illetve ennek a
157, feladatban emlitett ltaldnogitédsdt, Ez ugyanis ugy sz6l, hogy
tetgzlleges szému sorozat szorzatdnak hatdrértéke egyenld a ténye-
z8k hatérértékének szorzatdval, Nyllvénval6 azonban, hogy ez csakis
elfre megadott sorozatokra &rvényes: 2 matematikai indukciéval val6
bizonyités csakis ekkor megy. Ehbdl kivetkezik, hogy a tényezb-~so-
rozatok szdma is elfre megadott, rdgzitett szdm kell hogy legyen.

Itt pedig n tényezls szorzatrdl van sz6: a tényezdk szdma fiigg n-tél,
tehdt véltozik, amint n + oo,

Szorzat hatdrériéke csakis akkor egyenld a tényezSk hatdrérté-
kének szorzatdval, ha & tényez8k szdma régzitett, llandd,

Ugyanez 41l Ysgzeg hatdrériékére is a tagok szémét illetSleg.

(Mutatja & hibdt a levezetésben az is, hogy az utolss el 16-
pésben ~ a tényezlk szdmaként - még mindig szerepel n, 2z p=oaba~
tdrdtmeneti utasitds azonban mér hifnyzik. )

Bérmely adott A valés szdmhoz ktnnyen elS4llithats olyan szdm-
sorozat, amelynek hatdrériéke A; ilyen pl. &z a = A +§ sorozat,
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177,

Vesztink tehét széz olyan kenvergens sorozatot, amelyek kbzil
az elsbnek a hatdrértéke 1, & masodiké 2, és igy tovébb; ezek egyesi-
tése rendelkezik a kivént sajdrségpal,

Legyen az

%01’ 2027 %p3° Bggr -e- Bgpr -e ©

sorozat hatdrértéke 0, az

Bip Bl By Fpp e By e S

sorozaté 1, az

g1 Bopr Boar Boys wes By s eee (2)
sovozaté 2, az

a 3)

317 U320 P33 Y30 ove Bgpr oo

sorozaté 3, és igy tovdbb, minden hatdron tul. Ha tehdt ennek a vég~
telen sok sorozatmak minden egyes elemét egyesiteni tudjuk egyetien
sorozatba, ez rendelkezni fog a kivdnt sajitedggal,

Legyen ennek az egyesitett sorozatnak az elsé tagja

o1

(ez az egyetlen, amelyben a két index tsszege 1); kivetkezd két tagja
az a kett§, amelyben a két index 8sszege 2:

%02’ %11
(az els6 index novekvs sorrendjében);
kivetkez6 tagjal azok - ugyancsak 2z elsd index névekvs sor-
rendfében - amelyekben a két index tsszege 3:
%os7 *12¢ %21

k¥verkez8 ragjai azok (az els§ index ntivekvs sorrendjéhen),
amelyekben a két index Usszege 4:

04’ 2137 %22' %3p
és igy tovdbb. A kivént sorozat tehdt:

%or fo2 A1 g3 1 %2 Ppp Y13 %y g5

0 0w fime1y 22022y 23@-3) 0t P22 Yoy o0 -
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178,

179,

Ha az el§z6 feladat megolddsa gordn kapott (0), {1), (2), (3), ...
sorozatok mindegyikében minden mésodik elem elé negativ elSjelet
irunk, akkor az n~hez tart$ (r) sorozatbél olyan (n)’ sorozat lesz,
amelynek n is, -n is torléddsi pontja. Az igy kapott (1)’, (2)' (3)
vee, (BY, ... sorozatokat az el8bbi médon egyesitve az

a -3 a a -2

o "0z f1pb %oz TP1or %2 fopr Py Pap P3p

sorozatot kapjuk (azok a tagok, amelyekben a mésodik index paratlau,

pozitivak, azok, amelyekben pdros, negativak), Ennek a sorozatnak
minden egész szdm tori6ddsi pontja,

Van,

Birmely A valés szdmhoz taldlhat6 ugyanis olyan csupa racions-
lis tagb6l 4116 sorozat, amelynek hatdrértéke A. (Hiyen pl. A als6 vagy
fels ktzelit§ tbrijeinek sorozata, } Ha tehét fel tudunk irni olyan so-
rozatot, amelynek kivétel nélkiil minden racionélis szdm tagia, akkor
ez megfelel a feltételnek,

Rendezzilk sorozatba els@ lépésként csupén a pozitiv raciondlis

szémokat, Minden pozitiv racionélis szdm felirhate i;f- alakbanugy. hogv

k is, n is pozitiv egész szdm, Az ilyen % tortek halmazét rendezhet-
jik ugy, hogy
(1) két tort ktzU] az, amelyikben k + n kisebb, megel6zi 8 m4-
sikat,
{Z) ba pedig k + n értéke két killinbtz6 t8riben megegyezik, ak-
kor az elfzi meg a mdsikat, amelyiknek a szdm!4l6ja kisehh.

Nem nehéz beldtni, hogy az Gsszes S tirtek halmaza igy ebbe
a sorozatba rendezfdik: n

1012123123 3
]72' 1! 392!]9 4’3]27 }1 LR

1 2 3 n-2 n-: n
"'-uln_l * n_z v e ms 3 . 2 ul- .

Ennek torlédési pontja minden nem negativ valos szdm. (Struk-
turdja l4that6lag azonos & 177, feladat megoldésééval. ) Ez a sorozat
azonban nem is csupdn egyszer, hanem végtelen sokszor tarmlmaz
minden racionilis szdmot (‘E- ~t példéul P—, -2-2-, ili, vee Ze ) oaes

q q’ 2¢° 3q mgq
slakban), Elegend(§ volna az is, ha csak egyszer tartalmazni mindegyi-
ket - példéul irreducibilis alakjukben amikor a szdmlélé és a nevezd
relativ primszdmok, legnagyobb kbztis oszt6juk 1. Ha tehdt mondjuk
azok elé a tagok elé, amelyekben a sz4midl6 is, a nevezs is péros,
negativ eljelet irunk, skkor a sorozat mér minden pozitiv és negativ
racionélis szdmot is tartalmazni fog, ugyhogy kielégiti a feladat kifve-
telményén: torl6dési pontja lesz minden valés szdm.
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Egyvéiltozos figgvények elemi tulajdongdgai

3 2

184, h= ST
2
raw
185, A pélydt az egyenletével adhatjuk meg - vagyls azzal az y = y{(x)
fuggvénnyel, amelynek derékszbiglt koordinéterendszerbeli grafikonja

a pdlya, Ez y = x3/2.
186, Legyen AB=x, DC =vy; ekkory=%.

Vegylk ugyanis fel az AB szakaszon azt az E pontot, amelyre
az AECD négyszbyg paralelogramma, Ekkor az ABC A-bfl a koszinusz~-
tétel szerint

A
185, 4bra
cos f = A.Bz+BC2 -AC2 =J:2+22 - 42 =x2 - 12
~ 2, AB.BC 2.x.2 =
igy BE = x ~ y~ra & BEC egyenlfszéru, ill. a BCF derékszgil hdrom-
szdghfl
x2 - 12
x~y=BE=28F=2, 2cos¥ =4cosYY ==
ugyhogy
x-v= xz - 12
yE—5">
és innen

_x_12-12 _ 12
¥= x x °



187,

190,

£(x) = x° - 5x + 6.
(Alkalmazzuk az x +1 =X, x =X ~ 1 helyettesitést, )

1+ x2+1

ix) = -

é =X, x= li helyettesitéssel).

£(x) = x2 ~ 2 (értelmezési tartominya az R\ (-2, 2) halmaz).
2

T2 .
Minthogy ugyanis (x + )—1;) =x + -t 2, azért
X

1 1 %
Hx+=)=(x +;) -2,

az x +i~ =X jeltléssel pedig

£(X) = X% - 2.
Mivela X =x +i— fliggvény értékkészlete a 2-nél nem kisebb abszolut
értékil valés szdmokbdl All, ugyanez az £(X) figgvény értelmezési
tartoménys is,
a) Az eredetl grbét ¢ egységgel eltoljuk az y tengely mentén,

b) Az eredeti g8rbét az y tengely mentén c-szeresére nyujtuk (vagyis
mindegyik pont ordindtdjit megszorozzuk c~vel).

c) Az eredeti gbrbét «c egységgel eltoljuk az x tengely mentén,

d) Az eredeti gbrbét az x tengely mentén c-szeresen zsugoritjuk
(vagyis mindegyik pont abszcigsz4jdt elosztjuk c-vel).

Példaképpen bebizonyitjuk c)-t.
Legyen az y = f(x) gtirbe tetsz6leges pontja P(xo, yo). Ha ezt -c

egységgel eltoljuk az x tengely mentén, a P’ (xo-c, yo) pontot kapjuk,

Azt kell megmuratunk, hogy a P* pont rajta van az ¥y =f(x + c) gbrbén,
Mivel ?o(xo, yo} rajta ven az y = £(x) gorbén, azért "koordini-

t4i kielégitik a gbrbe egyenletét™:
y, = £z}

De
X, = (xo ~cl+e,

tehit
Y, = (X, -c) +oc),
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ez pedig éppen azt jelenti, hogy a P (x0 -c, yo) pont rejte van az
¥ = f{x + c) gbrbén,

191, A ptrbének azokat & részeit, amelyek az x tengely "ald" esnek,

tilkrzzik az x tengelyre.
162, Ahol 2z y = f(x) grbe

az x tengely "fBi8tt" van, ott az y = 1 egyenest,
az x tengely "alatt” van, ott az y = ~1 egyenest,
az x tengelyen van, ot az v = 0 egyenest
rajzoljuk ki,

193, L. 193, fbra; x € R, f0€{0, o0 ),

193, 4bra

194, ]sz = |x] - l4=d tehét az elz6 feladar megolddsit,

195, Lésda 195, gbrdf; x £ R, 196, Lésd az dbrét; x € R,
fx16[3, o ). fix) EL0, + oo ).
&y

195, dbra 196, &bra
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ha x= 0 198, Elfszbrazy = {x} -2
girbéL dbrizolink (198/a
-2x, haxS9 ébra), majd alkalmazzuk a
191, feladat megolddsat
{197, 4bra), x € R, (198/b 4bra), x ER,
‘xie e, + o), fx)el0, +oa ).

g,
197, f(x)-

y=Ix]-x
e
X -
l i
197, fbra 198/a 4bra
by
yslixi-2f
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199, Ldsdaz dbrit; x € R,i(x)€L0, +o0o )

199, dbra

200, xsgx=txi (193. feladat),
[ 1, hax#0

201, fix)= (1. az &brdt),
l ¢, hax=0

x€ R, r':.\'lE{U, 1} .

A=
[

S} &

T

201, 4bra
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208,

209.

2 P
sg x = [sg x|; 1. tehat az eldzo feladatot,

Py = sg X, ha x # 0; a 0 helyen nincs 3rtelmeazve,
x € R {0}, fxy € {1L
i
bxp . (lasd az elézé feladatot).
b sg X
' } -
2 Lx—l = (1. az eldzo két feladatot).
{x| X sg X
2
Fi-“T = x|, ha x # 0 (193. feladat). x € RN[0}, f(x) € (0,59)
L 1, ha x >0,
o/ gx =
0, ha x = 0; negativ x-ekre pincs értelmezve.
x €0, +o0), )y €{0, 1}.
ngx =|x|, ha x #0; az X = 0 helyen nincs értelmezve.
e x € R\ {0}, fx)€ (0,°0).
Abra;: x € R, f(x) € {0, +o0), 210, Abra; x €R,

f(x} € (~o00, 0.

—
[Nt

\ yr 3ix}

209, &bra 219, dbra
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211, i-3xt = |3xl = 3{x}; 1. tchit a 209, feladatot,

212, Abra; x € R, f{x) [0,00).

*9

PR T

..3'
i
W
v
S

212, 4dbra

213. Az y = | x |gbrbét elGsziir kétszeresére nyujtjuk y irdnyi-
ban {y =2|x|), majd -3 egységgel eitoljuk, ugyancsak y mentén.

g=21x1‘3

e+ e e o
o

!




214,

215,

216.

217,

2i8.
219,

220.

fix)

‘Y:

Lésd az dbrét (a 198/a fbra alapjén készithet§ el). x € R,

{-1, 0, 1}.

y

{
TR T TR TR

O '_1! -0
214, ébra

l_ ha x< 90,
2
1, ha =x=0

x > 0-ra nincs értelmezve, x € (00 , G], t‘(x)€{l, 2} .

Ha x # 0, akkor sg2 x = 1, és igy a nevez§ 0-vd vilik: a figgvény

nincs értelmezve, Ha x =0, akkor

i

= 1, A fUggvény grafikonja tehét egyetlen ponthdl, a

I-sgtx P(0, 1) pontbol 411,

x€{0] , fixy€ [i} ,

Bdrmennyl is x, 8g x < 2, tehdt sg x - 2 < 0; ezért a flggvény

sehol sincs értelmezve. Ertelmezési tartomédnya &s értékkészlete

egyarént az {res balmaz. Grafikonja nincs {pontosabban: & grafikon
is az {res halmaz),

x~ [x] = {x] - 1, a jegyzet 1.6, példéjar,

L

x]

grafikonjdt tikrtzztk az x tengelyre,

grafikonjdt tikrtizzUtk az y tengelyre.
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221, A grafikon az —i- filggvény grafikonjs alapjdn készithet§ el (dbra),
x€ R\ {0] ,f{x)€E (ahot E az egész szdmok halmaza),

l
i

Iy
:

L

b
xY

Mol — o o
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B Cof e~
. M
i

22, gpo= ¢ 7h MelmE<l
1, ha l=x<32,
1 -
+, he 2=x<3,
)
> ha 35z <4,

Y
éa 1gy tovibb,
4 [0, 1) félig z4rt intervallumbsn & filggvény nincs értelmezve,
X € {-ca, 8) Ufl, co ), f(x}ggi , REEN{0} | ahol F az egész

szidmok kalmaza.

223. L. az €brdy x € R, ((OE€(2, 3).

Iy

S S S S

]
=
1]
w
4
no

1
e
L]
fand 3
[
(T
£
x>

223, fbra

228, {Y} grafikonjét titkryzzik 2z x tengeiyre,
226, {x}

grafikonjér tUkrdzzuk az y tengelyre,
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f3 =0, ;=0 tebételég £, -et €s [, -t vézolni. (Egyébként [1 ~ben
a kills6 abszolutérrék-jzl felesleges. )
Az flyen feladatokpd] két médszer is szobakeriilhet:
Lat jx+Y, Tx -1} grafikenok szuperpozicisja és azutdn axz x
tengely alatti részek 4ttikrbzése,
2. az x tengely részekre szahdalésa oly m6don, hogy egy-egy részin-
tervallumban az abszolutérték-jel haszndlata (vagy legalfbb tbbezd-

rbs hasznélata) nélkiil is meg iehessen adni & filggvény értékét,
Ez utébbi modszert alkalmazya

~2x, ha = .1 52, ha x‘é -1,
= 2, ha-15x%), £, = §2siiha -1 £x3,

2x, ha xZj; {2, m xZ1,
{Lésd az £brakat, )

e foxedrein-di]

227/1. ébra
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22772, &bra

223, a) a Dirichlet~figgvényt, b) az aldbbi f(f) Riemann~féle fliggvényt:

y ha ¢ =§- raciondlis szdm, n, k € T és n és k rela~-
tiv primsgzimok
() = n

{az i tort nem egyszerisithetd),

b L

0, haV irracionélis szém
{0« (p < 1}

228/a ébra

Ha ugyanis a golyé el6aztr a kéir Pl pontjéban ver6dik vissza, akkor
8 kér PP, hurjéhoz 2 \? kéizépponti szvg tartozik (228/a 4bra). A golyé
akkor fog ~ 2 k-adik visszaverfdés sorén - visszajutni a P pontba, ha
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229,

230.

van olyen k természetes szdm, amelyrek , 2'¥ egész szému tbbbszo~
riise 360°-nak, vagyis ha van két olyan természetes szdm, k és n,

hogy
k.2=n. 360°

Y _n
180° " k’
azaz - mivel most 180° a szbgegyséyg -

n
¥ =z,

Az els6 visszaérkezéshez nyilvén & legkisebb ilyen k és n szém tar-
tozik; ezeknek pedig méda kizts osztdjuk, mint 1, nem lehet,

(Ix 201, 202, 203, 204, 205, 207, 214, 215, 216, 218, 222, 223,
224, 225, 226, 227/2, 3, 228/a, b,
(I/a) 210.

(I/b): 193, 194, 195, 196, 197, 198, 199, 200, 206, 208, 209, 211,
212, 213, 227/1, 4.

() 203, 204, 205, 207, 215,
(oI 197, 219, 220.

(A 216, fuggvényre - mivel egyetlen ponthan van csak értelmez-
ve - a monotonitds fogalma nem értelmezhet§, )

(IV) 193, 194, 195, 198, 199, 200, 201, 202, 206, 208, 209, 210, 211
213, 214, 216, 227 (mind), 228 (mind a kett5),

(V) 203, 204, 205,

(Vix 218, 223, 224, 225, 226 1 (és birmilyen egész szdm) szerint:
228 a, b barmely racionilis szdm szerint.,

¥

(Ix 193, 19%4., 195, [0, + ==), 196. [ -3, + ==), 198.[ -2, 0]
és [2, +o=), 199, [-7, -23, [0, 2] és [7, + ==), 200., 201,,
202, (===, 0) és [0, +o=), 206. [0, + =), 208. (0, + =),
209. [0, + ==), 210, (- ==, 0], 211, [0, +o=),
212, [3/2, + ==), 213, [0, + o=), 214, (2, +ow),
215, (-oe, 0], 218, [n, n+1}, n € E, 219, (n, n+1]},
n€E 220. fa, n+1), n € E, 221, (voo , -1), (I, +00),

1 1 1 1
(n+1 ;;], €T, £8 (-;, --;_;—1—] ,n€ T,

222, [n,n+1), n€EN{0}, 223., 224. [n, n+l), ha n egész,
227/1,4 [-1, +ed), 227/2,3 (~oo0, -1] 68 [0, +o0).



231,

(M) 198, 194.. 195, (-o0, 0], 196. (~eo, -3], 198. ( -oo, -2]és
0, 2], 199. (- .-7},[-2, 0] és [2, 7], 200. (-e0, 0], 201.
(~o0, 0], (0, +o0), 202, (o0, 0] &5 (0, +oo), 203.. 204 &s
205, {-oo,0) 85(0, +0°), 206. 