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+ A feladatok jelent8s részének sorszdma eldtt csillag jelzés taldlhat6,
Ezzel hivjuk fel a figyelmet arra, hogy a kétet mdsodik felében taldl-
hat6 megolddsok kdzbtt ezeknek a feladatoknak nem csupdn a végered-

ményét kizoljik, hanem a megoldds menetéhez utmutatdst is. adunk.

D A bekeretezett sorszdmu feladatok megoldését részleteiben is kidol~
goztuk, egyes esetekben tébb megolddst is kizlink,

A szerkesztd
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1-10.

Numerikus sorok

1. Részlettsszeg. Maradékisszeg

Irjuk fel az aldbbi sorok n-edik részlettsszegét: s_-et.
Vizsgéljuk meg, hogy az {sn} sorozat konvergens-e és ameny-
nyiben konvergens , &llapitsuk meg a hatdrértékét,

Megjegyzés: A jegyzetbez hasonl6an — jeltléseink egyszeribbé
tétele c€1j4b6l — azt a megéliapoddst tesszitk, hogy
ha az Ysszegezés k = O-val kezdbdik, akkor a rész-
letbsszegeket 1s ennek megfelelGen indexeljuk,
vapyis nulladik, els8, mésodik stb, részlettsszeg,
Ebben az esetben tehét az n-edik részletbsszeg
n + 1 tagot tartalmaz,

Z a+ kd (a€R, dER, d#0)
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11-14. Irjuk fel az aldbbi konvergens sorok h maradéksszegét

és adjunk meg egy olyan NO(E) kisztbszdmot, amelyre fennill,
" hogy

n>NE)=>|n < €
DR
k=
12. Z 'k—(-kiﬁ)*
k=1

1
{a-+ kb} fa+ (k+ 1) b]
k=10
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13. >0 b0



15~16. Igazoljuk, hogy az al&bbi sorok konvergensek és hatdroz-
zuk meg az 8sszegiiket

k=1 k™ + 2k
T 3
.
ko1 k" + 3k
=<
17. Adott a Z a, sor. Igazoljuk, hogy ha van olyan €T,
k=0
amelyre a h_= a maradéksor konvergens, akkor
T
k=r+1
birmely n€T-re hn konvergens és im h_ = 0.
-0 n
1§-22, Dintsiik el, hogy az aldbbi 4llitdsok kizlil melyek igazak
és melyek hamisak:
18, ha egy sorb6l zdré6jelek elhagydsdval nyert uj sor konver-

gens, akkor az eredeti sor is konvergens,

19, ha egy sorb6l zdroGjelek elhagydsédval nyert uj sor diver-
gens, akkor az eredeti sor is divergens,

20, ha egy sorbdl zdrdjelek beiktatdsdval nyert uj sor konver-
gens, akkor az eredeti sor is konvergens,

21. ha egy sorb6! zéro6jelek beiktatdsdval nyert uj sor diver-
gens, akkor az eredeti sor is divergens,

@ ha egy pozitiv tagu sorbo6l zdrGjelek belktatdsdval nyert
uj sor konvergens, akkor az eredeti sor is konvergens.

Megjegyzés: A tovidbblakban megfliapodéds szerint:
o
X =1,

2, Mértani sor

23-26. Vizsgdljuk meg, hogy az aldbbi mértani sorok konvergen-
sek-e és a konvergenseknek hatérozzuk meg az Bsszegét,

- Q-



23.

24,

25,

26.

27-30.

28.

30.

31-32.

31

* 32,

Z 1000 . 0,5%

Irjuk fel ez aldbbi szakaszos végtelen tizedestrteket két
egész szdm hidnyadosaként,

0,333....

20,7°25°25,..

0,2°321"321.....

Igazoljuk, hogy az aldbbi sorok konvergensek és hatdroz-
zuk meg az 8sszegiket.

k

{c € R)

-10_



33-38.

33.

34.

35.

36.

37.

* 38.

40,

ﬂllapitsuk meg, hogy a szereplf betik mely értékénél kon-
vergensek az aldbbi sorok €s hatdrozzuk meg az Osszegliket:

k=0 2x
5
()

k=0 u-1
oo
PERETE
k=0

=] k1l
2 2k
Lo 5.3
oy bk‘Hl
2 a. _kim (2, b, c€R; ¢ #0; nés m egész)
k=0

3. Cauchy-kritérium

A Cauchy-kritérium (Jegyzet IV, kitet 1.1, tétel) felhasz-
nildsédval igazoljuk, hogy a

[~ a
E kk (l a, |<IB) sor konvergens,
k=0 i0

Fogalmazzuk meg pozitiv 4llitds form&jdban azt, hogy
egy végtelen sor nem elégiti ki a Cauchy-féle konvergencia-kri-
tériumban szerepl§ feltételt,

- 11 -



* 41,

43.

45-50.

45.

46,

A Cauchy-kritérium felhasznéldsdval Igazoljuk, hogy a

1
K+ 1 harmonikus sor divergens,

"
]
Q

N

Igazoljuk, hogy ha a £ C E bk {kET), tovdbb4 a

oo o 2
2 a, és ; lzvk sorok konvergensek, akkor a Z ck
k=0 k=0 k=0

sor is konvergens.

4, Véltakoz6 elfjeli sorok

A valtakozo elfjellt 5 (-1)k a (a.k‘7 0) sorrél tudjuk,
k=0
hogy a pdros indexli részlettsszegeibll alkotott sorozat monoton
csokkend, Kovetkezik-e ebbél, hogy az {ak} sorozat monoton
cstikkend?

o

N .
Legyen a L (--1)k ay (ak7 0} sor Leibniz-tipusu {vagy-
k=0

2 .
is legyen a, & (kET) és kl—x:i a
kistet 1,19 tétel),

K = 0, laad Jegyzet IV.

a) igazoljuk, hogy a sor piros indexi részletbsszegeibdl alke-
tott sorozat monoton cstkken§ és alulrdl korlitos,

b} jelsljiik az a)-ban szerepld részletdsszeg-sorozat hatdrérté-
két §-sel. Mutassuk meg, hogy a sor piratlan indexd részlet-
gsszegeibfl alkotott sorozat is S-hez konvergdl,

c¢) fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be azt a sorozatokra vonat-
koz6 4llitdst, amelynek alapjdn a) és b)-bil kivetkezik a

Leibniz-tipusu sor konvergencidja,
fd

Irjuk fel az alibbi sorokat 2 a alakban és vizsgdljuk
k=0
meg, hogy konvergensek-e?
Allapitsuk meg azt is, hogy Leibniz tipusuak-e!

0,1-0,1+0,1-0,14-..........

6,1-0,01+0,001 ~+..........
-12 -



1 1.1 1
45 =5+ 3 "3+ " ceeeeeanes

48. -0,11+0,101 - 0,1001 4 - ..........

49, 0,3-0,03+0,003 -+...........

so. 0,00- Vo,00+7 0,00-f 0,004-.ceuan....

a) Irjuk fel a E a - r1hak=o
k=0

a, = k-i 5 ha k pdratian

%( hakpirosésk # 0
sor elsd 10 tagiét.
b) Leibniz-tipusu-e a sor?

*c) Konvergens-e a sor?

5. Pozitiv tagu sorok

52-94. Vizsgdljuk még, hogy az aldbbi sorok konvergensek, vagy
divergensek!
S (pud
1 1
2 —— 53, 2 =
n=0 nl k=0 (Zk)!
< i PR
54. z A 5. 3
1=0 a
n=1
56, E e * 57 § 1
kln k 2
k=2 n=1
= &=
1 sin k
38. E * 359, A —_—
L 450 PERTLLARY

S
"
==

-13 -



60.

62.

64.

66.

68.

69.

70.

71.

72,

73.

74,

1
z§j- * 6L
o, &+ D (k¥28)

E ks + 63,
5541
k=0
[ ed
? L 65
k+ Vk

~
]
—

N
Elmw
o
Lo §

k=1
3 .3 3 3
%+g—2—+-§-—— +-51—-+§5—+
32 3 3 3
% + 2L 5%; + 4%—-+ ...
3 3 3
2 3 4
1000 1000 1000
1000 + 21 + 37 + 30
% + i%" +‘j%' *‘”%f”* 52 +
3* 3 3 3

2.3 3.4 4.5 3.

TREEEY 31 41

5t
(2n - 1) !l

n=1
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75.

76.

77.

78.

80.

82.

86.

Megjegyzés: (2a -~ 1)lI=1.3.5. ... 2n-3)(2n - 1) " Szemi-

Megjegyzés:( :)“binomiéiis egylitthaté™ ldsd. Jegyzet I, kotet 8. §

1N
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79.

81.

85.

87,

_15-

N

=
It
o

o<
R —
nin{n+ 1)

n=1

5
k

k=1 k




M

88,

90.

* 92,

* 04,

% 95.

96-113.

96.

97,

noj\E +1 k=1

oo k2 oo 2

E 2K Z n \' 1
k=1 n=1 2

H
(=] jat
Z - yx
an ahol a, = f 2 dx
o

=1 1+x
L0
| k+1 ~x2
z a ahol =f e dx
k=0 K &

g

lLegyen a 2 a pozitiv tagu sor konvergens. Kivetkezik-e

n=0 oo
ebbdl, hogy a 2 ai sor 1s konvergens?
n=0

6. Feltételes és abszolut konvergencia

Vizsgaljuk meg, hogy az aldbbi sorok divergensek, felté-
telesen konvergensek, vagy abszolut konvergensek-e?

11 .1 .1 1
Myt tsy e Tt
1-2 02 A LS .
3t -3t
32 P 3
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* 100,

s e s e nes

102,

t~jeo

O

(e = 2,718 ... az Euler-féle szdm)

Z (_l)ne-n

106,

n=0

108,

167,

110.

-17 -



111,

113,

116-127.

116,

118.

120.

o<
o0 e
Z gin k 112. ? cos nil
kZ n=1 n
k=1
o T
Z sinn 2
n=1 n
[omael
) X
Igazoljuk, hogy ) T (l a, |410) sor konvergens.
k=0 10

Irjuk fel egyszeriibb alakban az aldbbi sor 4ltaldnos tagjat.
Igazoljuk, hogy a sor konvergens, és hatdérozzuk meg az 8ssze-
gét:

Vizsgiljuk meg, hogy a't paraméter mely értékeinél lesz-
nek

a) abszolut konvergensek

b) feltételesen konvergensek az aldbbi sorok.

OO0
Z‘ sin nt 117, ? sint
2 . n

n=1 n =1
&= n oo
2 sin_t 119, ? tl1
=] n
1 n='_-0
a ‘ oo
(—13-—-) 121. Z nt
n=1 n=1

- 18 -



124,

126.

128,

129,

1306-135.

* 130,

* 132,

n=1 - o+t
o0 n _ o
2 (%) £ 125 § 2ot
n=1 n=1
[ o= oD

t 1 n
Z(l-t) 127. 4‘ arctg t
n=0 n= {0

(l-sint)n
I+sint

Vélasszuk ki a 116-128. feladatokban szerepl§ sorok ko-

geemetrial serskat & dliaptisuk meg az dsszeglket,

=
il
(=]

A5 1

e

ad

-]

[=.2)
A 2 c sorrdl tudjuk, hogy végtelen sok pozitiv és
n=1
negativ tagot tartalmaz, Hapyjuk el a sorb6l a I%ativ és zérus

tagokat, €s jeldljik a visszamarad6 uj sort =1 an-nei.

Tekintsilk ismét az exedeti ¢ sort és hagyjuk el bel8le a po-

zitlv és zérus tagokat. Jeldljik a visszamarad6 uj {negativ tagu)
o0

sort Z bn-uel. Dontsitk el, hogy az aldbbi dllitdsok kozil

n=1
melyek igazak és melyek hamisak:

Haa Z c, abszolut konvergens, akkor a Z a is és

a b[1 is konvergens.

HaZ_ a ég Z— b!1 konvergens, akkor a Z c abszolut

konvergens.

Ha Z a és Z b]1 kozll az egyik divergens és a mdsik

konvergens, akkor Z <y divergens.

..19-



133. Ha Z <y divergens, akkor Z a és Z— l:;11 kozil az

egyik konvergens a mdsik pedig d.wergens.

134, HaZc divergens, akkor Z a, és Zb kbzill leg-

aldbb az egylk divergens.

135, Z < feltételesen konvergens, akkor Z a is és
Z b is divergens.
136, A a, sor konvergens. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a
n=0

=1 o]

[
2 a_ sor is konvergens?
n=0

[=.=]
137. A Z a sor abszolut konvergens. Ktvetkezik-e ebbdl,
n=0 '

o
hogy a Z ai sor is konvergens?
=0

it

138. A ai sor konvergens. Kovetkezik-e ebbfl, hogy a
Z a_ sor is konvergens?
i
n=90
A Z a sorr6l tudjuk, hogy lim a = 0 és hogy a
n=90 D-»opo

- tanak cee are
§0T S részletdsszeg-sorozatan S100" S200° ) leOk;a
részsorozata konvergens. Kdvetkezik-e ebbfl, hogy a Z a

sor a konvergens?

A Z a sorr6l tudjuk, hogy Um a = 0 és, hogy
n=90 ji e -
a sor Sn részletdsszeg -sorozatdnak van egy konvergens rész-

sorozata, Kovetkezik-e ebbél, hogy a Z a sor is konver-

gens? 20 n=0



* 141,
* 142,
% 143.
* 144,
* 145,
+146-148.

7. Végtelen sorok 4trendezése; miveletek sorokkal

Egy feltételesen konvergens sort dtrendeziink, ugy, hogy
az els6 tagot felcseréljuk a mésodik taggal, a harmadik tagot
felcseréljuk a negyedik taggal, ..., a (2k - I1)-edik tagot felcse-
Téljik a 2k-adik taggal.

Bizonyitsuk be, hogy az igy nyert soxr konvergens és Hssze-
ge megegyezik az eredeti sor 8sszegével.

Egy konvergens sort 4trendeziink ugy, hogy az dtrendezés
sordn bdrmely tag indexe legfeljebb 1000-rel valtozzék meg.
Mutassuk meg, hogy ez az dtrendezés sem a konvergencia té-
nyét, sem a sor dsszegét nem viltoztatja meg.

£

Mutassuk meg, hogy ha a Z_ a_ sor divergél a + oo-
n=1
hez, akkor akdrmilyen nagy (rogzitett) K sz4dm esetén tetszdéle~
ges nagy n szdmhoz megvélaszthat6 az m értéke ugy, hogy

a + a + ... + an—i—m!> K fenndlljon.

o+l o2
o0
Igaz-e ez az 4llitds tetszlleges divergens Z a_ sor esetén?
n=1

23]

Tekintsik aZ] ch feltételesen konvergens sort. Adjunk
n=

meg egy 4trendezési utasitdst, ugy, hogy az 4trendezett sor Usz-

szege +12 legyen.

[

Tekintstk a 21 < feltételesen konvergens sort. Adjunk
n=

meg egy étrendezési utasitdst, ugy, hogy az dtrendezett sor

(- oo )-hez divergdljon.

(- l)n-i-l
Mutassuk meg, hogy a g sor feltételesen
n=1
konvergens é€s S tsszegére fenndll, hogy

1 5
2<S<6 .

Adjunk olyan utasitdst, hogy az dtrendezett sor dsszege az aldbbiak-
ban megadott érték legyen. Irjuk fel az ilyen médon dtrendezett sor
elsd & tagjat.

-921 -



oo oa
*= 149, Igazoljuk, hogy Z I SN 3 Z A

. 2 4 2

—, {2n-1) n=1n
n=
oo N 1 \®
150, Igazoljuk, hogy a Z [—-—1-1- + (-—5 ) ] és a
5 n

n=1

=2 1 1y
Z [T - (-—ﬁ-—) ] sorok konvergensek és hatdrozzuk meg,
2

n=1 ® hogy

o RS oo il

Lo (] L-(_l)]ﬂ
5" 0’ M N
n=1 n=1
151-154. Igazoljuk, hogy az aldbbi sorok konvergensek és hatdroz-
zuk meg az Bsszegilket:
R i e i e i Y
2 3 2 3 2 3

1 1 1 1 1 1
152. l*4+5" +2- +3..+._‘

o
153. Z -—-—~£———

-22 -



x
cos (n 5 )

00
154. Z

n=20 T a
2n ; 2n (_I)k-i-l
* 155. a) Z "y - Z = ?
k=1 k=1
b) az a) feladat eredményének felhasznélistival igazoljuk, hogy
2n n
) et
Ko 1 k k=1 n+k

c) mutassuk meg, hogy

n

2
1 dx
Z o az f ” hatdrozott
1

k=1

integréinak egy als6 kizelit§ Usszege.
d) a b) és c) feladat eredményeinek felhasznéldsival hatdrozzuk

meg a
= -1yt
Z T konvergens sor Ysszegét.
k=1
156-158, Igazoljuk, hogy az aldbbi sorok konvergensek és — felhasz -

ndlva, hogy

oo (- i)k-l
[ < In 2 — hatdrozzuk meg az Ssszeglket.
k=1



1 1. 1 i 1 1 1 1
8 1-3°3%37s7sts o Tt
(== (=
-1 \® 5 L\
159. Mutassuk meg, hogy a (—-—) és ( —_—
3 -3
n=0 =0

sorok abszolut konvergensek és képezzlk a szorzatukat.

160. Mutassuk meg, hogy az

1 1 I 1
1-’5+4-'8"+16-+...

sorok kizlil az egylk abszolut konvergens és képezziik a szorza-
tukat.

161. Mutassuk meg, hogy az

2 22 2B
—— 4 - —— 4 =~ _,, sor abszoluf konvergens és ké-

L9 *73 :

pezzik a négyzetét,

162, Mutassuk meg, hogy a
2yt
Z sor négyzete divergens.
W
n=1
oo 2 oo
n n
163. Mutassuk meg, hogy [ q = Z (n+ g
n=10 n=20
[ =)

( iq[ < 1) és ennek alapjdn hatdrozzuk meg a Z nq11 sor Ysz-
n=1
szegét,

- 24 -



(e d (=]
13 n
| L E)( LB )
= ( n=0
8. Sor bsszegének ktzelitd meghatdrozésa; hibabecslés

165-176. Szdmitsuk ki az aldbbi konvergens sorok kijelslt s, rész-
letssszegét és becstiljlik meg'sn-nek a sor bsszepétdl valod el-
térését. (L. az 1-10 feladatndl levs megjegyzést. )

=
) = s,

k=lk
oo
1
166, ZF 56
k=1
oo kt1
N
k=1 k

o0
k
(1)
169. Z Xl 5.

k=1
o)
170 Z— 1 s
: !
k=0 (2k) ! 3
OO
k
. ) L 5y
k=1 )

-25 -



172,

173.

174,

175.

176.

177-179.

* 178.

179.

n=1
1
n 54
n=0n12
l 8
n 3
a1 ns
F 4
n=1
SRS SUNS UENUNRN SENUIE SERRR
Lol 3.3 5.2% 7.2 9.2 4

Az alébbi pozitlv tagu konvergens soroknél hatdrozzuk
meg a kijeldlt indexi s;n részletdsszeget, majd a hozzitartozo

h11 maradéksorhoz keressiink minoréns és konvergens majordns

{mproprius integrdlokat. Ennek alapjén adjunk als6 és felsf kor-
1dtot a sor Bsszegére.

kZ 4
k=1
& L s
b 4
k=1
f,i_ s
k2 6

"
L}
[

- 26 -



180-186.

180,

181.

184.

* 185,

186.

187-200.

Hatdrozzuk meg, hogy az aldbbi konvergens sorok milyen
n indexl részletdsszegel kozelitik meg a sor tsszegét a meg-
adott £ > 0~ndl kisebb hibdval.

k=1
L
k

2 () -0
k=1
oo k

(3)
K=1
fo,o)
Z%— E= 107
K=1
- kt+1
2__— (1) €= 1072
o K
oo -
Z_%._ E:;(}Z

)
K=1
oo k 2
S £=10"
k=1 ©

Hatdrozzuk meg az aldbbi sorok 8sszegét 3 tizedes pontos-
séggal.

o

! whT

k=0

-27 -




211,

212,
123.
214,
215-219.
x® 215,

* 218,

219.
220-229,
%* 220,

Ha egy folytonos flggvényekbdl 4116 sorozat egyenletesen
konvergens valamely intervallumban, akkor azon az intervallu-

mon a hatérfiggvénye is folytonos flggvény.

Ha egy folytonos fuggvényekbdl 4116 sorozat hatdrfliggvé-
nye folytones valamely intervallumon, akkor azon az intervallu-
mon a konvergencia egyenletes.

Ha egy folytonos fliggvényekbdl 4116 sorozat hatdrfilggvénye
nem folytonos valamely intervallumban, akkor azon az interval-
lumon a konvergencia nem egyenletes,

Ha valamely intervallumon egy folytonos figgvényekbdl 41-
16 sorozat konvergil, de nem egyenletesen, akkor azon az inter-
vallumon a sorozat hatdrfiiggvénye nem folytonos,

Vizsgdljuk meg, hogy az aldbbi sorozatok egyenletesen kon-
vergensek-e a megadott intervallumon?

{7 Lo. 1]
{xn] {0, 1)

{xn} [0,C) (0< C <1 tetszbleges rigzitett
szdm)

[xn _ xl‘l‘i-].} E}r 3;]
{*} B4

10, Fliggvénysorok konvergencia-tartomdnya.
Abszolut és egyenletes konvergencia

Allapitsuk meg az aldbbi figgvénysorok konvergencia-
tartoményét és hatdrozzuk meg az Ssszegfliggvényt,

o d o0

Z( . )n 21, ) stlx

n=10 n=0
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222.

224,

226,

228.

229-235.

229.

231.

233.

235.

236-240.

N~y

f |~ )
( - ) 223.
sin x

oo
Z (lax)" 225.

(tg 5x)°

=
i
@
=]
i
=

g
g

=]
1
(=]
=}
il
]

o0 n
(x“) 227.

N

n
ginx4cosx
ginx -cosx

=1
i
@
=
i
o

e 1
Z 2" + 1)

ﬁllapitsuk meg az aldbbi sorck
a) konvergencia-tartomdnyét,
b) abszolut konvergencia-tartomény4t.

[
i oo n-1
Z i x) 230, Z =
n n

n=1 = n. 3
oy [~ =] n
) -0t 232, ) Ao
n=0 =1 n
N n n X n
S () w ) ()
n=1 0= n

) ._1__( i)ﬁ

n=1 n X

Vizsgdljuk meg, hogy az aldbbi fliggvénysorok egyenlete-
sen konvergensek-e a megadott intervallumban?

&2 ginx
Z. — (-o2, +==)
n=0 2
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x ' (-1,1)
n

=0

=X

N

238. (0, + o)
n=0
oo
= 239, ) — (1, +00)
5T o {1+ x)
(= =
240. 5 (-0, +00)
— n +x
n=1
£ 241, f —— ©,1)
o (1+x) _
242-243, f\.llapitsuk meg az alébbi filggvénysorok

a) konvergencia-tartoményit,
b) dsszegfiggvényét,
¢} egyenletes konvergencia-tartoménydt,

o2 n
242, Z (—g—)
n=1
oo
243. Z —F
o (1 +x)
Igazoljuk, hogy a
o (_ 1211 )
Z 3 fiiggvénysor egyenletesen konvergens a {-o°,
foy BtX

+00) intervallumon, de nem abszolut konvergens x egyetlen
értékéné] sem,
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246-257.

248,

250.

232,

254.

Igazoljuk, hogy az albbbi fliggvénysor

oo 2

X
Z @+ xz-)n

n=0

abszolut konvergens minden x £ (-c0, +w) -re,

de nem egyenletesen konvergens pi. a [0, l] intervallumban.

Allapitsuk meg az aldbbi hatrvdnysorok konvergencia-tar-

toményét!
O
k
s W ) ek
k=1 k=
k o
X k
= 2 K@-s)
k=0 k=10

f -Q‘—I%f— 251. f (3x)"

n7=1 n n=
O =]

i
/@ 253, Z(x 3)
— n
n= n=1
= 2n o k
;) £ w5 O
n=0 K1 k. 4
w2k o k
Z - 257. Z(—nk X
k=l k'4 k=1 VE-

o0

Tekintsik a Z- a (x -x )k’ sort. Igazoljuk, hogy ha
k=0 °

*x

Aerl

lim } =R létezik (lehet R = 0 vagy R = 09 {g), akkor
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oD

Ra Z ak(x - xo)k hatvénysor konvergencia intervallumé-~
k=0
nak a sugara.

259-260, Allapitsuk meg az aldbbi sorok konvergencia-intervallumé-
nak a sugarit:
[, ]
oo i
) - 0. ) Eo B
K -1 nl
k=1
261. A 259, feladat eredményének fethaszndldsdval igazoljuk,
hogy
im —-—.—.—:n[ = .-.'!'-.
n e

11. Fuggvények hatvinysorba fejtése

262-293. Auttsuk el6 az alébbi fuggvények x_= 0 helyhez tartozs

hatvdnysordt — ha lehet, tobbféle médszerrel is — és 4llapitsuk
meg a hatvénysor konvergencia-tartoményit.

cos 5x ‘ *® 263. sin x cos x

264, cos Vx 265.  cos (x -_’IZ_)

266, sin{x + a) ("a"” tetsz8leges valdg szdm),
£ 267, Sinzx 268, cos x2

2 3
269. e _ 270. \ &
x
271. a {(a >0, afl
272, sh2x 273. shzx
2 .
274, chx 275. {1+ x)3

- 34 -



276,

278,

280,

282.

284.

* 286,

* 288,

290.

292,

294-306.

294,

295,

296,

{1+ x)'3 277. (1+ x)3

1 279. L -
1+x 1-x
e % 281, 1 >
1+x {1 -x
S
2
2 l+x
1-x9 %  283. T %
3
84x * 285. in (1 - x)
In (1 - x%) 287.  In (L+x)
In 1tx * 289, arccos X
1-x
arc sin 2x 291, arctg x
: X
arsh x 293. /‘—S—"%—t— dt

o

Irjuk fel az alébbi fliggvények megadott ko helyhez tartoz6

Taylor-sordt és 4llapitsuk meg a sor konvergencia-tartoményét.

; T
sinx X =
o 4
i T
sin X x = ———
0 2
; T
sinx cos x X =
o 4



297,

298,
299,

# 300,

302,
303.
30s.

306,

308-310.

e x =1
0
nx x =1
o
Inx X = e
o
3 1
I -x = =
xo 2
X+ 1
x+3 X, = 2
Xx+1 _
x+3 Xy = L
L+x x =3
[+]
1
l1+x xo= 2
1
= <7
1] 4+ % xo i
1 - 1
1+x XO—C (C?'-

Igazoljuk, hogy pAros flggvény X,=0 korili Taylor sord-
ban x pératlan kitev6ji hatvdnyainak egyltthat6l zérusok, parat-
lan fuggvény esetén pedig x paros kitevSjl hatvdnyainak egylitt-
hat6i nulidk, :

12. Mduveletek hatvdnysorokkal
o
Legyena Z anxn hatvénysor konvergencia-tartoménya
n=0

{-R, R). Rendezzilk hatvdnysorba az aldbbi szorzatokat és 4lla-
pitsuk meg az igy nyert sor konvergencia-intervallumat:
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308.
309.
310,
x 311,
312-316.
* 312,
314,
* 315,

Adjuk meg az aldbbi filggvények X, = 0 helyhez tartozé
hatvinysorit. Allapitsuk meg a konvergencia-intervallumot is/!

v (5] e (F=) 0 (9
1
1~

X

o [

o

Rendezzitk hatvdnysorba az aldbbi szorzatokat és 4llapit-
suk meg, hogy az eredménytl kapott sor milyen fliggvényt 41lit
el6 és milyen konvergencia-intervallumban?

(f x“)z | 313, (f x“)3

(m)
) mZ 2 egész

n=0

( ) mZ 2, egész

- 37 -



% 316.
* 317,
318-319, -
318.
320-324.
320,
321,
322,

PAE

Igazoljuk, hogy

SR S0 S
n) Z k - Z r )
=0 k=10 r=0
o
Legyen a Z anxu hatvdnysor konvergencia-inter-
n=0
valluma (-R, R). Fejtslk hatvdnysorba az aldbbi fuggvényeket és

4llapitsuk meg az eredményiil kapott sor konvergencia-interval~
Jumat,

[o ] (e

n n
ax § ax
T n
n=90 319, n=10-
X
k=0

Adjuk meg az alébbi figgvények x = O-kbrili hatvénysors -
nak Gtodfoku részletisszegét.

sin x
be hax#0
fx) = hexs
1
si:x hax #0
f(x) =
1 hax=10
tg x 323. th x
sh3x
2 hax#0
fx) =] *
1 hax = 0
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325-333.

325

327.

328.

329,

331.

332,

333-339.

13. Sorfejtések alkalmaz4sai; hibabecslés

fkllapitsuk meg az aldbbi hatdrértékeket a megfelel§ hat-
vinysorok segitségével:

m  EIERX + 326.  [lm ( 1 -—1-)
sin x X
x —=0 X x -0
lim ( 1 -—-};—~)
. 2 2
x—» 0 sin x X
i (4= - )
x—=0 sin X X
m —E5X 330, lim X-ShX
tgx x shx
X—30 X—r0

In(l+x%x)~In(l -x)

Uim ”
x—>{)
X sza-i-arshx
Him 3
X——>30 X

A hatvédnysorok felhasznilhat 6k £ Uggvényértékek kozelit§ meg-
hatdrozdséra:

a figgvényt Taylor-sorénak n-edik szeletével (Taylor-polinom)
helyettesitjik. Az ily mddon elkdvetett hib4t becsilhetjik a
Lagrange-féle maradéktag segitségével, vagy a maradéksor
majorizéldsdval. Erre vonatkozé példdk megtaldlhat6k a Mate
matikal Példatdr I-II. kitetében (1001-1026 feladatok).

Tovibbi feladatok:
Aliapitsuk meg, hogy az alébbi figgvényeket x =0 ksril
Taylor-soruk 0

a) mdsodfoku

b} negyedfoku} részletisszege
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s3]

335.
337.

338-344.

340.

342,
344.

% 345,

* 346,

347-350.

milyen abszolut hibakorléttal kiizelitl meg az [xlé-é- inter-
vallumon?

Adjuk meg a kiszelités %-os hibdjit X, = —;— -nél,

x2 ‘7‘2
y=e 334. y=e
y=s8hx 336. y=In(l+x)
y = arctg X

Hatirozzuk meg az aldbbi fuggvényértékeket 3 tizedes pon-
tossdggal:

arctg ;1; 339. arc sin 0,5
1 H
1,02 L 5,08
3 4
1,02 * 343, ‘} 80
5

Milyen x értékig kdzelitl meg sin x-et a Tl(x) = X Taylor-
polinomja

a) legfeljebb 1%-os hibdval?
b) legfeljebb 0, 1%-o0s hibdval.

Milyen intervallumban kizeliti meg a ch x fliggvényt
T 4(1) :(x0=0 koriili) Taylor-polinomja 0, 1%-n4l kisebb hibdval?

Hatdrozzuk meg az aldbbi integrélokat 3 tizedes pontossdg-
gal: (5 . 107%-nél kisebb hibdvall)

1

0,5
f —%if—’-‘-dx_ 348, / sin %% dx
0

0
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0,2 0,5

349. / cos Vx ox 350, f dx 3
D 0 I+x
Az AP kbrivvel kbzelitbleg egyenl§ hosszusdgu egyenes

szakaszt szerkeszthetlink ugy, hogy a kbir AB Atmérbiét (l.. az 4b-
Tét) egy sugdrnyi tdvolsiggal meghosszabbitjuk és a kapott S
pontot P-vel ysszekstjltk, Az SP egyenes a kéir A~hoz huzott
érint§jét egy olyan P’ pontban metszi, amelyre AP ~ AP’, Be-
csiljik meg ezen kizelités relativ hibdjét, ha az AOP 4 2] ra-

didn.
P P
X
5 B 0 A
351, dbra 352, 4bra
@ Adjunk a & nyildsszégi r sugaru kérszelet teritletére k-

zelit§ formuldt és adjunk becslést a kizelités %-os hibdjira,

14, Fourier-sorock

353-356. Igazoljuk, hogy az alsbbi fuggvények ortogonilis fuggvény-
rendszert alkotnak a megadott intervallumon:

@ sin x, sin 2x, sin 3x, ..., sinnx, ... (0, T)

—
% 354, sin ax, sin 2ax, sin 3ax, ..., sinnax, .,. (0, ——:—-

("a" tetszfleges valos szém, a # 0),
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335.

356.

359-361.

I, cos-—l—x, cosﬂt- Xy vaes cos-q—']?-x... {C,p)
P P p

("p" tetszbleges valss szdm, p # 0)

T 27 2T

1, cos—%—-x, sin—p—- X, C€0os— X, sin-—ls—x, v

a - n

ve., COs — %, sin —x, ...
p 3]

a {-p, p) intervallumon ("'p" tetszfleges val6s szdm, p # 0)
Legyen f(x) =x ha - T< x £ W és f{x + 2KT) = f(x)
k=0,+1,+2, ...)
a) dbrdzoljuk f-et,
b} irjuk fel a Fourier-sorit,
¢) dbrdzoljuk f-nek és az
Sz(x) = b1
[0,T lintervallumra val6 leszlkitését,
0 ha -T<xZ0
Legyen £(x) = _ és £l + 2k = f(x)
MTha 0= x=T

sin x + b2 sin 2x részletdsszeg figgvénynek a

(k=01'l__1"1'2: -'-)

a) dbrézoljuk f-et,
b) hatdrozzuk meg f Fourier-sorat.
¢) dbrdzoljuk I-nek fovibbi az

Sl(x) = ao+ a, cos x+bl sin x és az

1

Sz(x) = SI x) + a, COs 2x + b2 sin 2x

részlettsszeg fuggvényeknek a [—'IT, ‘Iﬂ intervallumra valé le-
gzlikitését. ' '

Abrézoljuk az aldbbi fliggvényeket és hatdrozzuk meg a
Fourier-sorukat (az aldbbiakban k= 0, +1, +2, +3, ... tetsz§-

leges egész szdm)
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360.

361.

362-374.

362,

363.

364.

365.

366.

367.

368.

370.

E

-x ha T & x<2T

f(Oha -T2 x=<0
f(x) = . és f(x + 2kT) = £(x)
xha 0% x<« @
(-Tha - T<x £ 0
f(x) = s flx +2kT )= f(x)
xha O0<x 2W
X ha 0% x<T
ix) = ésf(x + 2kT)Y = £f(x)

Hatdrozzuk meg az aldbbi ﬁlggvenyek Fourier-sorét
k=0, +1, +2, ...)

f(x) = xz ha -T2 x<T ésfx+2kT) = f(x)
fx) = x> 0<x®2T és f(x +2kT) = f(x)

“Mex S
fy= |0 B2 M<x =0 és fx + 2k ) = (x)

xzha O<x £

= T
fx) = |sin x|
sinx ha 0 £ x<T
fx) = és f(x + 2kT) = £(x)
0 ha T 2 x< 27
£&) = sin’x
2 . 4
f(x) = sin” x cos 2x 369, f{x)=sin x

fin

fx)=¢ ha 0<x £ 2T & f(x+2kT) = f(x)

i

fx)=x ha 0< x 1 és flx+k) = f(x)
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372,

373.

376-377.

378.

379,

380-382.

380,

381.

<

fx)=x"ha -1<x % 1 bs fx + 2K) = £(x)

-2 ha -2 £ x< -1

f(x) = x ha -1 £ x< 1 és f(x + 4k) = f(x)
L2ha 1 2 x<2

fx) = x - [x]

a) Allapitsuk meg, hogy mennyl lesz a 363. feladathan szerepld
f filggvény Fourier-sordnak dsszege X, = 0-ndl.

b) az a)~bell eredmény felhaszndldséval hatdrozzuk meg a

12 konvergens numerikus sor dsszegét,
n=1 n

Vilasszuk ki a 357-374, feladatokban szereplS Fourier-so-
rok kizll azokat, amelyek felhasznélhatSk az aldbbi konvergens
numerikus sorok dsszegének megdllapitésdra és hatdrozzuk
meg ezen sor-dsszegeket,

oo

Q0
o 377, Z ™
@n - 1) n
n=1 n=1 ’

Legyenif(x) = x ha 0 <x £ 2, Adjuk meg és dbrézoljuk
{p -nek olyan - lehet$ legkisebb periédusa - (-0, +oo)-re
valé kiterjesztését, f~et, hogy f pdratlan fiiggvény legyen.

. Hatdrozzuk meg f Fourier-sorit,

Legyen Y{x)=x ha 0<x £ 2. Adjuk meg és 4brézol-
juk (0 -nek olyan - lehetd legkisebb periédusu - (-oco, +oc0)-
re vald kiterjesztését, f-et, hogy f pdros fiiggvény legyen.,
Hatdrozzuk meg f Fourier-sorit,

Allitsuk el az aldbbi fuggvényeket a megadott interval-
lumban tiszta szinuszos Fourier-sor segitségével.

cos X : < x 87

X( 4T - X) 0<x BT
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38z, Az a fuggvény, amelynek grafikonja az dbrin [4thatd

0£x <4
yi
h
i
{h
! -
0 C . x
382, 4bra
383-385. Allitsuk el6 az alsbbi figgvényeket a megadott intervallum-
ban tiszta koszinuszos Fourier sor segitségével.
383. sinx 0<xET
384. x{w~x) 0<xET

385.  az afluggvény, amelynek grafikonja az dbrén lathatd

Yl




386,

388,

H

390.

391.

Léteznek-e olyan 3gs gy gy eeey bl, bz, feos b3.

szémok, amelyekre a

a

0 .
cos X = 3 +blsinx+azcos2x+b231n2x+a3c053x+
+b, sin 3x +... egyenlséyg,

3

a) minden 0 < x < 2 -re
fennilijon?
b) minden 0 < x < T -re

Ha igen, ugy hatdrozzuk meg ezen egylitthatokat?
Az f(x} 2T szerint periodikus integrilhaté fliggvény Fourier

egyiitthat6i ismertek Can, bn, n&T). Hatdrozzuk meg az £(x)-
b6l eltoldssal szdrmazé f{x + c) figgvény Fourier egylitthat6it.

Mit dllithatunk az £(x) fuggvény Fourier-egylitthat6ir6l, ha

Ay fix +T) = £{x)

by fix +T) = -f(x)

Igazoljuk, hogy ha { 2T szerint pertodikus, pdratlan és
gorbéje szimmetrikus az x = L egyenesre, akkor Fourler ~so-

2
ra

[
kgg b2k+1 sin @k + 1) x ataku.

Hogyan kell a (0, _.2'31'-) intervallumon me gadott integrilha-

t6 f fuggvényt kiter jeszteni a (-7, T ) intervallumra, hogy

Fourier-sora
o

Z a_cos (2n - 1} x (-Te x<™)

n=1
alaku legyen?

Mi a kapcsolat f és g Fourier-egylltthatoi kozott, ha

a) f(-x) = g(x)
b) f{~-x) = -g(x}
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392. Hatdrozzuk meg a b 1 h2, bs, ... egyltthatékat ugy, hogy
az

x=bl sinx-z—b3 sin.?»x+b5 sindx +...

egyenl&ség minden x €(0, h)-ra fennélljon, (h > 0). Allapitsuk
meg a legnagyobb h éxtéket, amelyre a feladat megoldhat6.
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Megoldasok

1. %hényadosu mértani sor:
- k
n
s = Z(—;—) =145 454+ .. +(—;—) =
k=0
L. l)m-l
2 1
= 1 =9 - —
1- -2- 2
lims_ = 2
n—s>00 -
2. Hms = :52-0—
1 s OO =
o+l
=4, 0 é( §.) . -
3. =% + (-1) o\ 2 ; az {Sn} sorozatnak nincs hatérér
téke,
4. lim s =12
N~ 00
5. Szamtani sor:

sn=(n+ 1) {(a+ —; d} az {sn} sorozat divergens,

6. Felhasznélva, hogy
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10.

11-14,

Iimsg_ = 1
n =
n—e oo

Hasznsljuk fel, hogy

1 1 [ 1. 1 ]
k(k+1) k+2) 2 l;(i;+1) (k+1) &k+2)
lim 8, = -i—
n—roc ———

1. o
Bontsuk a, = BErD GkT D ot részlettirtekre!

=£[1 _1]__1_[_31_ 1 "J
8 T3 l3k+1 ~ 3k+4] 3 [3k+1 3k+D+1

Ennek alapjén

g <i_1 _1
n 3 3 3n+4
1
lim 8, %3
n—»oov ==
=L
Hm s, = 3
N O =
1 , i 1
8 = = - $ lims_ = ——
n sb b[a+(n+1)li| neroo B ab
Megjegyzések:

a) a megoldisokban szerepld =5 az implikicid, >

és]:t pedig az ekvivalencia jele
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11,

12,

13¢-

b) Dgfmicié szeriath = =Zn-; 8, = Z a, -

: k 1 k=0
n )
- Z =8-8§ .
o % n
1 1
h = —— = —— (1 az 1. feladatot)
n 2k 51 _
k=n+1
<&
2

2> -é‘— (az In x fuggvény monoton nbvekeds)

nln2 >3-

3

n > ;;BZE' ; a keresett kiszbbszdm ennek az egész része

vagyis
_ [k _ L
R S d N

oo : .
h = 1 = 1
n kSl k(k+1) n+l

%= [ -]

_ 1 _
h =p [a e 1)13 (1. 10, feladatot)

(6. feladat)

n
1 a

N(Ey=—73— - = - 1
0 bze b
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14.

15.

16.

17.

18,

19,

20,

21.

22.

InSE - In 144 _

No&) = 3 In 8 1
Haszndljuk fel, hogy

1 _1|i__1

Kk + 2) =3 [k + Z-J €3 mutassuk meg, hogy nimwsn
3

weare (=2),
1étez :
g=1L

4]

hr-bﬁl hn—et n< r esetén véges szdmu tag hozzdvételé-

vel, n > esetén véges szdmu tag elhagydsdval nyerjik, ez
pedig a konvergencia tényén nem viitoztat. hr-bﬁi az eredetl

sort a véges s, hozzdaddsdval nyerjuk, tehit a sor konvergens
és igy

Hm hn =0 (Jegyzet IV. kitet 1.8, tétel).

n—» oo

Igaz, mert az eredeti sor részletdsszegei az uj sor kon-
vergens részletdsszeg-sorozatdnak egy részsorozatit alkotjdk
és konvergens sorozatnak minden részsorozata konvergens,

Nem igaz (1. 16, feladat megolddséit; divergens sorozat-
nak lehet konvergens részsorozata),

Példa: Alc -c)+c-c)y+{c~¢c)+... {(c € R)
sor konvergens, de a belfle zdr6jelek elhagydsdval nyert
c-c+c-c+~-.... sor c# 0 esetén divergens.

Nem igaz.
Igaz.

Igaz, Mivel a sor pozitiv tagu, részletdsszegei monoton
novekednek, tehdt a belSllik alkotott sorozat vagy konvergens,
vagy divergél a + co-hez. Ez ut6bbi eset azonban nem 4llhat
fenn, mert egy végtelenhez divergdlé sorozatnak minden rész-
sorozata divergens, a részletfsszeg sorozatnak pedig van egy
konvergens részsorozata: a zdréjelek beiktatdsdval nyert uj
sor részletdsszegeibll alkotott sorozat.
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23.

24.

25.

26,

27.

28.

29,

30,

31.

32.

Konvergens; 2000
Divergens

320

Konvergens;' '--é--

Konvergens; 90

0,73°333...=0,3+0,03+0,003+.., =
-1, -2 1
=0,3 [1+10 "+ 10 +.o..] =3

25
9%

20,7°25°2525 ..., =20,7+ 0,025 + 0,00025 + .....

=20,7+25. 107 [1+102+107%+.. ] =2099533
773
3330

2

= <1 - s = --—-—3'_.__.__=c2+l
2 2

c +1 c

-3
c +1

Irjuk fel a sort

2oy

o e =]

alakban €s haszniljuk fel, hogy ha a Z a és Z bn
n=90 n=1{

[d
sorok konvergensek, akkor a _; (ap1 + bn) sor is konvergens
és bsszege: n=0

[£ =]

S 2o Ny
n n 2

n=10

n=(
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33,

34,

35'

36.

a7,

38.

39.

e
Pl turionisampiin.

of @k+n - kem g = hteme

X + 1 ]( 1 vas'ﬂs x_!é(n-\_qa,, .-,%;) L L, +09

s‘ﬁ”i

SRS
[a]>2 ix 2
s e gty

Irjuk fel a gort

JA(e] e |2

k=0 c

Azt keil megmutatni hogy tetszbleges € >> 0-hoz megad-
haté N {EI ) ugy, hogy birmely m €T esetén, han>. N (6 ) ak~

kor

| Baem % |<E
Bizonyvitds:
a a a
Saem = %] = oo * gt e b | 3
: 110 10 10

= o] " ] + ... +——“if‘1l

1071 10%%

1 i ' 1
—— $oio 4 —————— =
lﬂn wni-l mn-l-m 1
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40.

="'1'E' 190 ‘i’(xo) J<

10

Tehat azt kell megmutatni, hogy elegend6 nagy n egetén:

9. 10 ﬂ
n-i,"-'.l
0 f> 3

n-1 >1

0 >5e
1

act

n=-1 >Iog -9—%

] 101

o
n >1+ log 5=

Tehst a keresett kiiszbszdm

B
Ny(E) = [1+i6g 5]

és valéban n > N (&) Ié;'sqtén

s -
o2t

Meglegyzés: © A'kéabbblekben egyszertbb bizonyitdst is adunk
' majd a sor konvergencidjira, 1. 114. feladat,

Vanolyan £ > 0 szdm, hogy akdrmilyen nagy (rigzitett)

-n esetén, az m € T megvélaszthat6 ugy, hogy

sn-l-m i
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41.

42,

43,

44,

Vilasszunk m = n -et és mutassuk meg, hogy ekkor

i
>3

-8
\Sn-{—m n

Mutassuk meg, hogy ‘c tooke <£. Abi-

w1 " Cpta nt
zonyitdshoz haszndljuk fel, hogy

A

<
e c e =
an+1 + a11-(-2 + + an-i-m cn—l—l+ n+2+ +cn+m

fia

bn—!—l+bn-§-2+'“+hn+m

és hogy ha <2 P Sqakkor |3 £ max (o] , |] )- (Szemléltes-
stk ez ut6bbi Allitds helyességét a szd megyenesenl)

Nem. Csak az kbvetkezik, hogy

v

>, E,
a, = ay; 83 = 845 ceeay By = By or eees

a) Irjuk fel a pdros indexi részletvsszegeket! (Mivel ezek véges
tsszegek, érvényes az asszoclativitds. )

5 =a
o G

8 =ao+(-a1+a

2 2)

8, = ao+(-al+az)+(-a3+a4)

s =ao+(-al+82}+(-a3+a4)+...+(-a )

20 on-1"T 2n

R R R R R N I N NN PR R E R RN IR I A LI I

Mivel a zdré6jelben lev8 mennyiségek negativok (az ak-k mo-
notonitdsa miatt), tehdt az {Szn} monoton cstkkend sorozat.

Als6 korldtja pl. a nulla. Ez beléthat6, ha s, -et t-
. 2n
zdr6jelezziik:

Son = (80 - al)+ (a2 - a3)+ ves (a2n -2- “2n-1)+ a2n>0

(minden tag pozitiv),
-56 -



b) 5, ~a&a

Sont1” ®2n " Yons 1

Mivel lims n és Iim &l 1étezik, tehdt 8,
n-»+00 n>+o0 %
hatdrértéke is létezik és

nl

lims = lim{s, -3 ) = lim's -

n-> 400 2ntl N> +00 2n 2n+l n_’+°°2n
-~ HUm a2n+1 = 8§~-0=8
n—>+400

c)Ha {a } konvergens és 1lim a_ = A tovdbb4d {b } is
n e 400 n
konvergens és limb = A, akkor az a, bo' a5, bl’ g
n—>+0
bys -uus a bn' ... 80rozat is konvergens és hatérértéke A.

(Az 41lit4s helyessége nylivdnval6é, ha meggondoljuk, hogy pl.
lim a = A azt jelenti, hogy a sorozatnak legfeljebb véges

-4 00

sok kivételével valamennyl eleme beleesik az A szdm tetsz8-

leges kis (A -£, A+ £) kérnyezetébe. Ha ez teljeslll, az

L an] reisésa {bn] re is, akkor nyilv4nval6an teljesiil
az egyesitett sorozatra is),

Megjegyzés: Vessik Ussze a Leitbniz-sor konvergencidjinak
ezt a blzonyitdsdt a Jegyzetben (IV. kotet 1,19
tétel) szerepl$ bizonyitdssal.

45. (-1)". 0,1
k=0

Nem Leibniz-tipusu, nem konvergens

(lim a, # 0)

n— +oa

[v~3 O
46. /) k. o0® . /) o1.o,nf
k=0 k=0

Konvergens (-0, 1 hinyadosu mértani sor), Leibniz-tfpusu.



- (_l)k+1

Z a, ahol a =

k=0

2 .
Tt 2 ha kpdros

Y13 ha k pératlan.

1. Megjegyzés: A fenti képletet megkaphatjuk pl. a kévetkez6
okoskodédssal;

‘Ha k = 2§ 4G=0,1,2,...)

akkor a negativ, t ehdt — mivel pédros k esetén k+ 1 b1ztosan
pératlan — szorzunk (-1) -nel Az Iaki rendre, 1, = 2
1 1

R vagyis
1
{= 0-nal f
1
j=1-nél )
1
j=2-nél 3

P N I I ] e

tetszdleges j-nél lakl Ezt kifejezve k-val

i
J¥1
(k =-21) és az elfjelet figyelembe véve adddik, hogy

ak=(-l)k+l —]-{-i——— = (- i) ——2+—2- Hasonl6 meggon-
3 + 1

doldsok alapjén kaphatjuk ay - t ha
k=2j+1 _ 3=0, 1, 2, ...)

2, Megjegyzés: kozts formul4t Is felirhatnédnk:

k1
a = (-1) -

K ok 45+ (-1)F

de a fenti el84llitdshol kdnnyebben le-
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48.

49,

50.

olvashat6 a sor szerkezete. [A kdzts képlet el64llitds&hoz
egy olyan tagot kellett szerepeltetnink a nevezbben, amely-
nek értéke piratlan szdm esetén l-gyel nagyobb, mint paros
szdm esetén,

g 2 bha j péros
Tudjuk, hogy (-1 +1 =
0 bha j pdratlan

ezért

1 ha kpédratlan
1 kt+1

5 D7+ 1] =
0 ha kpéiros

Igy tetszfleges k=0, 1, 2, ... esetén:
2

I = - 1 T =
k+2+ 3 [y ™+ 1]

ahonnan egyszerlsités utdn ad6dik a fenti eredmény.] A sor
Leibniz-tipusu, tehdt konvergens is,

(o]

Z -0 0,1 [1+0,15Y

k=0
A sor nem Leibniz-tipusu, nem konvergens

(lim a, #0)

k— 400

f 3. (-0,

k=0

Leibniz-tipusu, konvergens {mértani) sor.

& S
) 001
k=20

Nem Leibniz-tipusu, nem konvergens,
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51.

52,

$ .01 1.1 1.1 1.1 1
Al-zg+3 -5+t " 7Ye "9ty It

b) Nem Leibniz-tipusu (nem teljesill a monctonitésl)
¢) Konvergens. Bizonyitds: Mutassuk meg, hogy a sor piros

indext részlet¥sszegei megegyeznek a (médsodik tagjitsl kezd-

ve Leibniz-tipusu}

1 1 1 1
1+ 2 3 + 3 5 + ... koavergens sor részletﬁssze
geivel. Ezért im s, = 8§ 1étezik. Ezutén 4illitsuk el§ a
Zn
n—+00

pdratlan indexi részletdsszegeket

S = g8, = alakban,

1
2nt1 2Zn 2n+3

Ebb6l mér [a 44. feladat megold4sénak b) és c) pontjdhoz
hasonloan] leolvashat6, hogy a sor konvergens.

a) a majordns kritérium alapjdn:

o0
Z e R
n=0 nl

1.2 1.2.3

1 1

+-1'.2;3.4 toee ¥ 1.2.3.,...t-1n

+ .

_ A'tagok értékét megnoveljlk, ha a tértek nevez§jében 3, 4, 5
... helyett mindentitt 2-t irunk:

o0
Z 1 1 1 1
= ol <1+1+2 +2.2 +2'2.2+...

+...

s .

211_--1
Ez pedig (;1 2. tagtol kezdve) egy% hényadosu mértani sor.

Igy a. majoréns kritérium (Jegyzet IV, kotet 2.5 tétel) alap-
jén az eredeti sor is konvergens.
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53.

54.

55.

b) a hdnyados kritérium segitségével:

a

lim ol = lim '(?lil—f)—i- = Hm ni—l =01
n-»+00 %% g 4o n— 0o

a sor konvergens!

Konvergens (igazolhat6 a majoréns kritérium, vagy a hényados-
kritérium segitségével).

Kenvergens (majoréns kritérium, hdnyadoskritérium),

a) a pybk-kritériumot aikaluiazva:

T
tm V a = mm 2 =o0<1

n-——s OQ n—s 0o

a sor konvergens, »
b) a majordns kkitérium alapjsn:

Ha a nevezbben az 5. tagtol kezdve " helyett 4"t irunk, a
sort majordljuk:

o n 2 3 4 5 6
Z 3n <3+§E+"§§+L+'§§'+%+"‘=
noy B 2 3 4 4 4

4 z
C a0 5 1e2 4 (3) + o)
»—3+4+1+(4 [1+4+(4

= véges Usszeg + konvergens mértani sor. Tehdt az ereda i
sor is konvergens.

c) a hdnyados-kritérium segitségével:

a, : n+l n
Iim :H' = Hm 3 = - nn =
A—s00 N n—oco (on+ 1) 3
. n+l
= Um é-( 1_:1)
pe»oo DD
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56,

Tudjuk — 14sd pl, Példatdr I-II. kotet 172. feladat —hogy

n

Hm (1 + -E) = &
oo O
ezért
ntl ntl
n n+1l-1 :
.Hm(n+l)_ = lim( n+1) =
N o0 N —> 02
n+l 1
= Hm {1~ ) y ==
iy g S r ¢
és igy
a 1
lim —=tL (um-;) Iim(:I) = 0.%=0<
I — oo n n—»>c0 n—»oo I e

a sor konvergens.

Alkalmazhatjuk az integril-kritériumot:

Az

fix} = L 3 (x = 2) fuggvény pozitiv, monoton cstk-
xIn x

kend és

1
f(k) = =
k inzk &

tehdt a sor konvergens, vagy divergens aszerint, hogy az

] impropriué integril konvergens, vagy divergens.
x In X

. oo )

dx 1 1)
f- 5 = Um [1 ] umq(mz Inz
2

xlnx T OO
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57.

58.

59.

60.

61.

62,

63.

64,

Ez a hatdrérték létezik, tehdt az improprius integril és ebb6l
ktvetkezden a vizsgdlt sor is konvergens,

Konvergens [a) integrilkritériummal b) a mésodik tagt6l kezd-
vea konvergens

2 @&

k=1
sorral majorizdlva (1. a 6, feladatot), c) felhasznélva, hogy a

[r.=]
)
[~ 3

n=1 o

"hiperharmonikus sor" o > 1 esetén konvergens (Jegyzet IV, ko-
tet 2.3 példa).

Konvergens (majordns kritérium, integril kritérium).

(==}

Konvergens (majordnsa a Z L konvergens sor)
k=1 k(k + 1) ‘

Konvergens (majoréns kritérium),

Divergens [_divergens minorinsa a harmonikus sor; integrdl-
kritérium; -é- indexU hiperharmonikus sor (Jegyzet IV. kitet 2.3
példa)] .

[=

Konvergens (majordnsa pl. a Z i konvergens mértani

sor. k=05

k-1

k
Konvergens. (Mivel 5 -1 Z 555 ha k¥ Z 1 ezért a sort

a mésodik tagtdl kezdve majordlja a

= Z ———37 konvergens mértani sor.
Sk _ 5Ic--l 4 sk-l
k=1 k=1 "~

. [ =]
Divergens. (Minorédnsa pl. a Z - )
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67.

68.

69.

70.

n.

72,

73.

Konvergens (Igazolhaté a majordns-, a hényados-, vagy a gytk-
kritérium segitségével, )

Konvergens (majordns-, vagy hnyados-kritérfummal).
Divergens (nem teljesll a konvergencia szitkséges feltétele:

Hm a,=+09; a hdnyados~-kritérium is alkalmazhat6}.
n—» 00

oo ,3
? kk konvergens (hényados-kritérium, vagy gybkkritéri-
3
k=1

um).

f kl: divergens | a) nem teljestil a konvergencia szllkséges
3
k=1
feltétele: n lima #0; b)a mésodik tagt6l kezdve divergens
— 00,
minordnsa f 2 sor, c) a hdnyados kritérium alapjén.]

k=1 9
v, ]
lﬂﬂﬁk
5 Konvergens {a majordns vagy a hdnyados-kritérium
k=1
alapjén).

f x_ Konvergens (hinyados-kritérium, gybk-kritérium),

k
k=13

o0
(k + 1) (k + 2) Konvergens (hﬁnyados-krltérium).

Yol ki
“(_1_-1 . Z’"_v_g__;_
nZ-':Zr; i n=2 "

MivelnZ 4 esetén 15 --%— Vx:. ezért n 2 4 esetén

Va-12Va-3 Vs,
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74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82,

vagyis a sor

Va -1

- maradéksorit minorédlja a divergens

'#:'-!"
g

4

=}
]

(1. pl. 61, feladat) sor, tehét az adott sor is di-

g

n=4
vergens.

Konvergens {majordns, vagy hdnyados-kritérium),

Divergens [ a) minorénsa a divergens Z

E ¥+ 5o b) alkal-
mazhaté az integril-kritérium is] .
Konvergens. (n = 2-t8l majorinsa pl. a konvergens _;;x-—
2
n=2

mértani sor; alkalmazhat6 a gysk-, ill, hdnyados-kritérium is).

o5
6
né‘ (m-1)(m-2) Konvergens {majordns kritérium).
. n2- Divergens {minordns kritérium, integrdl-kritérium)
n=2

Divergens. (Integril-kritériumi)

o0
Divergens, (Minordnsa pl. a divergens Z L
K= 2 kink

sor 1. 79.

feladatot. )

Divergens. [Minoransa a divergens 5 Py 1) e+ D) sor

1. 79. feladat.]

Konvergens (majordns kritérium),
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83.

84.

A gydk-kritériumot alkalmazva:

Felhaszndlva, hogy lim k\ﬁ =1
ks oo

k I 2
lim \/ = Hm ———-——) im = )= 0 <1 asor
x (k—?oo k\/_Z_ ( k

k- co k-=co

konvergens.
A feladat megoldhat6 a hinyados-kritérium alkalmazdséval
is, felhaszndlva, hogy
1 K 1 "
im (1 - E) korldtos (= S 14sd a 84, feladat megolddsdt)
k— 400 )

a i3 n
1
im 2o im At Dl 1);;_1_1 -fi— = lm (i—%_l-)
oo n n—oe {m+ 1) ’ n— o2
tudjuk, hogy
a a
HIm(Q+-) = e
n—soco O
(l4sd pl. Példatdr I-1I. kotet 172, feladat), ezért
n n
n nt+l-~-1
Hm (n+1) - lim( n+ 1 ) N
n— 0Q n— oo
n 1
F (o) - (-2 2
It —» O n - 3 o+ n
1
= lm ( 1-;%—1-) ( lim -"—:—1—)= é—<1
ntl-=>00 0~ 00

a sor konvergens. - 66 -



85.

86.

87.

88,

89.

Konvergens. (A gydkkritérium alapjdn ktzvetlentl 14tszik., A hé-
nyados-kritérium alapjén is igazolhat6 a konvergencia, de a

a
lim i

a
In—» 0o n

hitdrérték megdllapitisdra — a gytkkritériumhoz képest — hosz-
szadalmas. )

Divergens. (A hinyados-kritériumot alkalmazva

Lo 2> L a4, feladar megolddsér).

lim

a
N—> O n

Konvergens (a gyokkritériumbol kozvetlentll, s hdnyados krité-
riumb6l hosszadalmasan),

Konvergens [a) majordnsaa 85, feladatban szerepl8 konvergens
sor; b)a sornak majordnsa a

2

n
( 2 ) sor, amelynek konvergenciija a gytkkrité-
rium alapjén igazolhat6:

n n

1
n._.,.léén a5, = n—-}.iorg (n+1) T e

(1. a 84, feladat megoldését)]

k— ( 2% )k_ (2k+1-1)k_ Lol
V&~ {x+1) = \Toaxr1 - 2k + 1
K
k 1
lim a, = im {1 - )
S V % k00 2k + 1

Jelsljuk 2k+1 =n ekkor k =-3-1-—2-—}—



90.

91.

92,

93.

i
—
[N
g
|
——
Josn
]
=R
s
=}
[ E—
———
[
[}
B
R
H

<1 a sor konvergens.

Divergens {(lim a # 0; a gyokkritérium is alkalmazhat6).
n—s00

Divergens {Um n\’ a. = —;- =>1)

n— 00
n
m %fa = Him arctgn 2
il 2 ml
n—»0co 1~ OO
n
Felhaszndlva, hogy lim Vn+1 =1 és
n—sco
n
Iim Y 2 = 1 tovdbbd, hogy lim arctgn = -(-;-Zg—
n—m 00 n— 00
n T
Um \’ a = — <1 a sor konvergens.
n 4
n—s o

Megmutatjuk, hogy az adott sorhoz taldlhaté konvergens

majorins sor,

A bizonyitdshoz felhaszndljuk, hogy ha f és g 2%
(& b] -n integréihatd figgvények, amelyekre

f(x) = g(x) x € {a,b]  akkor
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94.

95.

96.

b b
/ f(x) dx B fg(x) dax
a

a

(Jegyzet L. kotet 23. 10. tétel.)

‘Tﬂ
A

V; Xe [0,+0c£]

1+ x2
ezért
1 1
n n 3 L
= _E_ dx < Fcb{ .__._2.. {X-Z—J 8 -
& T 1+x2 - 3 0
¢ 1]
= % ‘{13 = bn'
n
frod (=)
2 1
A Z b = Z 3 sor konvergens
n=1 n n=1 3

(D(=—3- kitev8jil hiperharmonikus sor %— gzorosa, vagy az in-
: S
tegralkritérium alapjdn) ezért a né_:‘l a sor is konvergens.
Konvergens. (Majordljuk az integrandust e  -tel.)

oo

Kovetkezik. (Mivel a § a_ sor konvergens,
n=0 .

Hm a = 0, tehédt elegendd nagy indexit tagokra a <1 és
n—> 00

igy ai < a, vagyls egy bizonyos indext8l kezdve aZ- a

sor maradéksora majorélja a Z ai sor maradéksorit, )

Abszolut konvergens.

- 69 -
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98.

99.

100.

101.

i02.

103.

104.

105,

o0

2_- (-1)11 ztl abszolut konvergens (hinyadoskritérium,

n -, s
D=0 3 gydkkritérium).

A sor Leibniz~tipusu, tehit konvergens. Az abszolut ér-
tékekb8l alkotott sor divergens (61. feladat) tehdt a sor feltéte-

lesen konvergens.

Divergens. {lim a ¥ 0)

n—>00
<0
Z n n+2
= (-1) Gid mr D feltételesen konvergens. (Igazol-

juk, hogy Leibniz-tipusu, az abszolut-értékekbsl alkotott sor-

hoz pedig keresslink divergens minordnst),
Divergens (1. a 19. és a 73. feladatot).

Abszolut konvergens.,

k3+1

R
Z (-1} Feltételesen konvergens. {az iakl-k
k=1

monotonitdsa:

2| ) K k-1°+1

|21 41 - ?

£ K- 3k+3 _ K [_

k3+l k2-2k+1 k3+1

{mert k=2 esetén mindkét tényez§ kisebb, miat 1},

[e.=]
f‘ (--I)n _2_11%_1_ abszolut konvergens,
2
n=0

Feltételesen konvergens.
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106,

107,

108.

109.

110.

111,

112,

113.

114,

i1s.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122,

123,

Abszolut konvergens.

Divergens.

Feltételesen konvergens.

Abszolut koavergens,

Divergens.

Abszolut konvergens.

Feltételesen konvergens.

Feltételesen konvergens.

Mutassuk meg, hogy a sor abszolut konvergens.
Parcidlis integrdldssal és figyelembe véve, hogy

T

n{n+1)
6. feladat) a sor abszolut konvergens és dsszege T .

cos nll= (-1)" azt kapjuk, hogy a = , tehdt (1.

Minden t-re abszolut konvergens.

=kM-nél (k = 0, +1, #2,...) abszolut konvergens,
t # kT esetén divergens.
Abszolut konvergens, hat # (2k+ 1)

! —

(k=0, +1, 42, ... ) Feltételesen konvergens, hat= —3:'——+ 2k

2
(k=0, £1, 42, ...). o
Divergens hat =-—2—+ 2k k=0, +1, 4_1_-2, . B

_’.

Abszolut konvergens, ha |t]<1; divergens,ha |t .
Abszolut konvergens, ha |t| >3, divergens, ha |t|= 3.
Abszolut konvergens, hat < -1; divergens, hat = -1.

Abszolut konvergens, hat < -1; feltételesen konvergens,
ha -1 £ t<0; divergens, ha t 20,

Feltételesen konvergens, hat# -1, -2, -3, ... . nincs
értelmezve, hat = -1, -2, -3,...,-
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124,

125.

126.

127,

128.

129.

130,

131,

Abszolut konvergens minden t-re.

Abszolut konvergens, ha |t|<1 (igazolds: pl, a gydkkri-
térium alapjdn) feltételesen konvergens, ha t = -1, divergens,
hat=1 vagy |t|>1 (lim a #0).

n-—>Co

Abzzolut konvergens, ha i<1 vagyis t< - ; di-

1-
vergens, ha 5 1
t 5.

Abszolut konvergens, hatg (— —,E'I— ) -;u:), divergens, ha

Abszolut konvergens, ha +2kT<t < (2k+ 1)U
(k=0, +1, 42, ...); divergens egyébként,

o0

- .

o _1 , ) 3.3 ,
Z t = g7 (< =13 (t=3);
n=0 n=1
OO

n

t -} 1=t

Z (1-t)‘1-2t (t<2)’

R - Iy,
nz;o arceg ¢ 1-arctg t (Itl( ) ’

n
I1-sinty” _l+sint
? (1+sm) = SEEL ek, @r+ 1))

n=0

Igaz. (A Z a ésZ Ibnl soroknak a /_ lcnlsor konver-
gens majoransa).

Igaz, Bizonyithat6 pl. a Cauchy-tétel alapjdn, Azt kell
megmutatni, hogy 1€tezik olyan N°> 0, amelyre n> N ese-
tén birmely m természetes szdmra
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132,

lc'l'*’ll + ‘cm_zl +... + lcn{-m]<€

A bizonyitishoz hasznéljuk fel, hogy a Z a és Z brl sorok

konvergensek, tehdt n > Nl és tetszfleges m esetén

+...+a <

+a +...+a !=an+1+an+2 b

el T ¥ m

Mlm

tovabbd

n > N2 és tetszlleges m esetén

|bn+1+bn-i-2+"'+hn-i—ml =tbn+1l +Ibn+2’ + ...+

+ l th-ml <§-'

Vélasszunk ki az: ¢_sorbdl egy olyan pozitiv tagot, amely-
nek indexe aZ 2 gorban nagyobb mint N , €8 egy olyan nega-
tiv tagot, amelynek az indexe aZ b sorban nagyobb, mint
NZ’ E két tag kdzil vegylk azt, amely a Z c, sorban késébb
kovetkezik (vagyis amelynek indexe a 2: e, sorban nagyocbb).

Jeluljuk ezt a tagot . -lal s mutassuk meg, hogy n 2 i és
o
tetszbleges m esetén

|cn-i-ll+lcm-2| + ... +’ Cn+ml<6

Megjegyzés: Bizonyithatjuk ugy is, hogy megmutatjuk, hogy
birmely n egész szdmra

lcl]+lc2i + o +icn[
korlitos {s } monoton névekeds sorozatl)
Igaz., @Ia pl. Z a, divergens és Z b konvergens, akkor

Zc divergdl a4+ oo-hez. A bizonyitasnél azt kell megmutat-
ni, hogy tetszlleges K =7 0 esetén van olyan N07 0, amelyre
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n > N0 esetén ach sor n-edik részlettisszege: 8 > K. Je-
Mgens Z bn sor dsszegét S-gel, (S Z't—])—.fﬁvel
a Z a sor divergens (és pozitiv tagu sor iévén ez azt lelentd,
hogy +oo-hez divergél), elegendl nagy k index esetén a sor

a + a, +o..ota részletdisszege tetszlleges naggyd tehetf.
Vélasszuk N, -et ugy, hogy k z N, esetén a + g+ ...+

+a >K+ [s]| fenndlijon. Tekintsiik aZlcn sor egy olyan s _

részlettsszegét, amely legaidbb N‘I pozitiv tagot tartalmaz és

mutassuk meg, hogy s_ > K.
n
Konvergens E a és divergens Z b11 esetén a bizonyitds

anal6g m6don ttrténhet,]
Megjegyzés: Bizonyithatjuk a Cauchy-tétel alapjén is.

133, Hamis (pl.:1-2+3 -4+5~6+-...)
134, Igaz (a 131. feladatban kimondott 41litds kbvetkezménye).
135. Igaz (a 131. és a 132, feladatokban szerepl§ 41litdsok k-
vetkezménye. )
el nt1
136. Nem kdvetkezik. (PL. a Z en konvergens, de a
o0 ’ n=1 ﬁ_
Z L divergens.)
n
n=1
137. Igen (1. a 95. feladatet).
oa O
138. Nem. (Pl. a Z —-12—- sor konvergens, a Z L sor
. n=1 n
n=1
divergens. )
139. Igen, Minden részlettsszeg felirhat6
s = 3100k+(sn - slGOk) alakban, shol k=0, 1, 2, ... és3

n—r oo esetén k—r 0o, tovébbd
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140,

s ees + @

o %100k T 100K+l T 100k

legfeliebb 99 (véges szdmul) tagot tartalmaz. Jeltljuk a konver-

gens 8, .., ~Sorozat hatdrértékét s-sel.
m (&0 + %002t 7 F 210014 =
k— oo
= (Hm a Y4+ (im a )+ ...+ ( Hm a y=
o Pro0er’ TN 2100ke2 o 100k
= 040+4...40 = G,
Ezért
Hm 5 = 3.
n
N> o0
Nein. Tekintsik pl. az
11 1 1 1 1 1 1 1.1 1
l-9+3 "3 t3 vty 5 %67 3%s "%
11
"'7 8+...801't.
Ennek
5, =1
1,1
53 —1—2+2-—1
1 1 1 1 1 1
Sp =l-g*ty -3 -3+v3gtg=1!
101 1 1.1 1 1 1 1 1.1
Ss=1-g+t9 " 3" 3%3*t%" 5 "6 "7 8tst
1 11
tg+to o= L
] = 1,
e

részletdsszegel konvergens sorozatot alkctnak, smmelynek ha-
tdrértéke 1, de (figyelembe véve, hogy
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141,

142,

[-3
+
-
v
PN )
i}
[T

1 I 1 1 4 1
SHSt eI =2, L,
5Tt 7378 T2
k

1 1 1 2 1

+ + ...+ > = =)
Ki1 2Kio ST R T 2
az

-1
Sp = 1-5 =3

1 101 1 1 1

= - —— e — m = - e = --———-—-4-—
8 = 1-35 ¢ 3 2173 7T T3

Ly i, ¢ 1 1 1 1 1 1 1
sn=l-3+7 "3 t3t e s %77 8"

=1- 11 1 1.1 , részlettsszegek-

bél alkotott sorozat nem konvergédlhat az 1-hez és igy a teljes
s részletdsszeg sorozat sem lehet konvergens (1. még a 8.

feladatot).

Jelslijiik az eredeti sor n-edik részletlsszegét sn-nel, az

dtrendezett sorét pedig Gn-nel, Mutassuk meg, hogy

h a
s a n paros

-a ha n paratlan
Sn+l n p

és mutassuk meg, hogy a jobb oldalon 4116 mennyiségek hatdr-
értéke létezik és megegyez8 (vagy hivatkozzunk a 139-es fel-
adatra).

Jelstjik © n—nel az dtrendezett, sn-nei az éredeti sor

Osszegét, Vilasszunk n > 1000-t és mutassuk meg, hogy
6:1 =8 1000 + (ezer tag, amelyek bdrmelyikének az indexe az

- 76 -



143.

144,

eredeti sorban legaldbb n - 1999). A zdrdéjelben véges sok tag
van, amelyek mindegyike 0-hoz tart a—> ccesetén, ezért

lim 611 = lim S 1-1000 = 5
N 00 N 0O

Az adott n~hez hatdrozzuk meg sn-et, majd valasszuk m-
et ugy, hogy s _ >K+s_fennilljon. Mutassuk meg, hogy m

ilyen vdlasztésa a feltételnek megfelel.
Tetszbleges divergens sor esetén csak annyit lehet monda-
-ni, hogy van olyan K, amelyre tetsz6leges nagy (rtigzitett) n

esetén m megvéilaszthat6 ugy, hogy t S m sn‘7K legyen,

de nem biztes, hogy ez a K tetszbleges nagy lehet (40. fel-
adat),

A 130-135 feladat jeloléseihez hasonl6an, jeltljik az adott
feltételesen konvergens 2 c, sor pozitiv tagjaib6l 4116 (diver-
gens) sort 2: an-nel 2 negativ tagokb6l 4116 (divergens) sort
an-nel. Vélasszunk annyi pozitiv taget, amig az Bsszeg na~-
gyobb lesz 12-nél:

:-:11+az2+...+alc - 12 (deal+az+...+ak

< 12)
1 1

ezutdn adjunk hozz4 negativ tagokat, amig az Usszeg kisebbé vé-
Hk 12-nél:

a tagt... . +ta +b1+b2+"'+bj < 12
1 1
2
(de al+a2+"'+ak1+b1+b2+""+bjl-l_12)

ezutdn adjunk hozzd ismét pozitiv tagokat, amig az sszeg na-
gyobbd vdlik 12-nél, .... Annak igazoldsdhoz, hogy az ilyen
modon dtrendezett sor valéban 12-h8z konvergél, mutassuk
meg, hogy 1 N 12 l nem nagyobb, mint az snAben szerepl8

utolsé pozitiv tag és az sﬂ-hen szerepl§ utolsé negatiy tag ab~

- szolutértékének a maximuma,
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145.

146-148.

146,

Az el6z6 feladat megolddsihoz hasonl6an jelvljuk ismét
ak-val az 4trendezd sor pozitiv tagjaibdl 4116 (divergens)
sort,
V4lasszunk egy tetszSleges (- O9)-hez divergdlé sort:

' <
p1+p2+...+pn+... (pi-ﬁ)

Az ftrendezés a kBvetkez§ lehet:

a) vdlasszunk ki az dtrendezendG sorbd] annyl negativ tagot,
hogy 8gszegik kisebb legyen mint Py -2 (ahol a, az Atren~

dezendf sor els6 pozitiv tagja),
b) ezekhez adjuk hozz4d ai-et,

c) az eddig el&4llitott részletdsszeghez adjunk annyl negatiy
tagot, amilg az Gsszeg kisebb lesz, mint P, +P, -3, {ahol
a, az Atrendezend@ sorban szerepl§ mésodik pozitiv tag),

d) a ktivetkez6 tag legyen ay,

e) vdlasgzunk ezutén annyl negativ tagot, hogy az Usszeg kisebb
legyen, mint pl + p2 + p3 - a3.

Mutassuk meg, hogy az {lyen médon dterendezett sor részlet~
Bsszegelt majordljsk egy olyan - o2 -hoz divergéls sor részlet-
tsazegel, amelyet ugy kapuok, hogy a kiindulisndl vélasztott
P +Pyt... +p, + ... sort alkaimas 0-kal egészitjuk ki.

Leibniz-tipﬁsu sor, igy birmely részlettsszegének a sor
Bsszegébtbl val6 eltérése kisebb, mint az els@ elhagyott tag ab-
gzolut-Ertéke.

Veszlink egy pozitiv tagot, ehhez addig adunk hozz4 nega-
tiv tagokat, amig a részlettsszeg kisebbé vilik 0-nfl, ezutén
pozitly tagokat adunk hozz4, amig az 8sszeg nagyobb lesz 0-ndl,

8 = 1>0
1 1
= -—— - >
S, 1 2 3 0
1 1 1
= B i Rt — —->
83 =1l-3-7=37°



147,

148,

4= 135§ 12"

e R AR LR L

LR B R RS EE el
SEEREREREIERESE B 2L

g =g A_1_1_ 1.1 1 1 _ 130

8 2 4 6 8 3 10 12 120

A l44-es feladat megold4sdban 1smertetett eljirds szerint:

[
e
-

=p-ii 1 1 1.1
58—12++ 7+

310
LS

w
(4}
W,

Az 4trendezett sor biztosan 4 ¢¢ -hez divergil, ha rész-
let8sszege! nagyobbak egy + 00 ~hez divergéls sor részletsz-~
szegeinél, Vilasszunk egy tetszlleges + 00 -hez divergdl6 sort,

példéul: .

1 1 1 1
1+2+3+4+...+n+...

A 145, felolddisihoz analGg mddon:

a) annyl pozitiv tagot vdlasztunk, hogy taszegllk nagyobb legyen,
mint a kivdlasztott +00 ~hez divergdl6 sor els6 tagis + az
étrendezend@ sor els8 negativ tagjinak abszolut értéke

+3),

b) ezekhez hozzéaﬂjuk az dtrendezend6 sor elsé negativ tagiat
1
(- 2 ))

c) ezutén annyi pozitlv tagot vélasztunk, hogy az Usszeg nagyobb
legyen, mint a divergens sor els§ két tagja + az ftrendezendf
gor mésodik negativ tagjépak abszolut-értéke

1,1
a+5+ )
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d) ezekhez hozzdadjuk az dtrendezendd sor médsodik negativ tag-

jat.
1
sl--1<1+2
L _ 4.3
s, = L+3=3<3
1 1 23 3
= ERNIT B )
3= l+3+35=1"73
1 1 1
s4-1+3+5-2>1
o, 1,11, 12 L, 1
s =l+rgtg oty ottty
1 1 1 1 1 811 7
= = = .= = 2 =L
S¢ =1ty tg g tTty =G 1
- i .t _r 1 1. 1.7
s, = l+3+3 2+7+9+11<4
- i+ 1. 1.1 1 1
Sg=ltytg -yt Trtot Tt
149, Irjuk ki a sor néhdny tagjdt. Adjuk hozzi (és vonjuk le)
az
L + L + L + L + ... konvergens sort!

2 2 &

3
150, -
> 4
5
151, 3
11
152. 12
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39Y3

153 182
2,2
154, T ('it - 1)
T -1
L
155. a ) £
k=1
b) vonjunk le az a)-ban nyert egyenlet mindkét oldaldbsl
— 1
Z T =t!
k=1
c) osszuk az [1,2] intervallumot n egyenl§ részre és minden
részintervallum hosszdt a jobb oldali végpontban felvett fligg-
vényértékkel ( =-j—: ) szorozzuk,
2
d) 5 = / K a2
X
1
156. In 2 (1. a 18. feladatot)
157. in 2 (L. a 18, feladatot)
158, Tekintsik a megadott sor helyett az

1 1 1
+(2n-1 alra S 4n)+ ... sort (I. a 18. feladatot).

Vonjuk ssze a zdrdjelekben 4116 elsd és mdsodik tagokat, ek-
kor a sort igy irhatjuk:




159,

160,

161,

162,

163.

164,

165,

1 1
1+9+81 729+“‘+9n+“
5 2 8
-1+...-- ——
1 6 +15 + .o
2 3
4 4 4
S VR THR TR

Mutassuk meg, hogy . 2 1 minden n-re!

e n 2 & g
Fouto Sy S
n=1 nz 0 n=0 -9
1

1 1 1 205
§, = 4+ +— + —5 = —— =1,42
4 22 32 42 144
a hibabecsléshez a
o0
*‘4"%*‘1?*”12_* = Z %
5 6 7 k=5 k

maradéksort kell majorizélnunk,
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T
é-////?///r/fﬁ'

6 7 8
165, &bra

N

I. megoldis: ismert Usszeglt konvergens sorral. Ennél a példi-
ndl haszndlhatjuk a 6. feladatban szerepl§

1
Zk(k+ ) Sort

+
——
N
1
3|
T
+
L3
-
|

tehdt
0<s-8, = 1L 1 .
4 4™~ 4
Megiegyzés: Ennél a példdndl azt is tudjuk, hogy az s 4 80T

Baszegénél kisebb (pozitlv tagokat hagytunk el).

II, megoldds: a maradéksort konvergens improprius integrélial
is majorizdlhatjuk (1. az &brit).

1 1 i
h ===+ +—+...=t +t_+t, +...<
4 52 62 72 1 23
oo b
< %= lim .:.i__ :.’!‘-
x b—soo x 4
4 4



166.

167.

168.

169,

170,

17L.

172,

173.

174.

175,

g, =1,49 0<h,<1,7. 1071

6 6
Leibniz-tipusu sor! s, = }-1-5-5-\.’:0 80
) 4 144 ’
h, <= = 0,04,
4~ 25 !
1 1 1 1 17
8, = l+l!+21+3t+4l'2 24N2,708

Ah 4 maradéksort majorizdlharjuk mértani sorval:

1,1

L
b =srrer vt

1
4 5!

sl 6 6.7
1 1 1 -1 1 6
<51D+6+2+3+”']—5!'5
- > 6 6
0<h, <~r
4~100
sg = -0,632
h <0 hic2. 1074
6 |Be| < 2 -
sy = 1,54305 0< hy<4. 107
-5
84 = -0,49972 0<h< 3 . 10
-1
s,=0,76 -1,25. 10 < h, <0
s, = 1,646 0 h, < 4. 1073
-3
s4=10,223 0<n, <10
= 1,079 0Ch < <6, 107
8y = % < 4<192< ’
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-3

176. s, = 0,537 [h4[<10
177, s, = L42 h, < i (L. 165. feladat). A maradék-
sort minordlhatjuk vagy egy E 1 tipusu sorral,
k(k + 1)
1 1 1 1
h, = 5+ 5+ ... +—5 + .0+ +...F
2 2 -2 .
4 5 6 n 5.6 6.7
1
+ n+1) * -0 =
1 1y 1 1 1 1 1
“(5'6)+(6 7)+"' +(n n+1)+”' =5
vagy egy konvergens improprius integrillal:
N S 5 &
h4—52+62+... >./2—
5
b
= lim [—:1—] = é vagyls h4“7-§:
b—>oo =X 5
ezért
.. 1 1
s—s4+h4es 5<h4<4
alapjan 1,62 <s £ 1,67.
178, Sy = 1,079 o o0
A maradéksort az / % -nel majorizdlva és J -d—i: -nel mi-
4 5 %
norizdlva
7% <" <1m

1,081 < s <1,085
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[~ ]
oo d
(T <t4+tz+t3+....,.,<f por
5 178, dbra 4

179, 1,63 < 8 £1,66

180. Az n-et ugy kell megvdlasztanunk, hogy Ih I<_110_ fenn~-
4lijon: n

i 1 1 1
;Eﬁ [:1-1--2"1-"" +...:] ==

22 2

vagyis az

1 H

— A —

2" 10
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2" >10 egyeniftienségnek kell teljesiinie; ahonnan

w

nE 4

(a negyedik részletbsszeg mar 1—16 -nél kisebb hibdval kozeliti

meg a sor Ysszegét.)

181. nZ10
182. A sor Lefbniz-tipusu, ezért
ih |< 1 (az els6 elhagyott tag abszolut-értéke)
n 2n+l
1 1
ol < 1000
2
]
2 > 1000
nZog
_ 1 1 1 _
183. b= GrDT T ar T ey T T

1 1 1
= erni Mt it einary tod<

H 1 1

< —— [1+ + +...] =
(n+ 11 n+ 2 (n+2)2
_ 1 n+2
T+ 1) n+l
vagyis
1 n+ 2
hn <(n+1)l n+1l

n olyan értékét keressik, amelyre mér

1 n+2 ¢ 1
(n+ 1)} n+l 100

n+ 1 2.
vagyis (n+ 1) v 2 - 100
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184.

185.

186.

187.

figyelembe véve, hogy 41 = 24; n= 4 még nem elégiti ki a felté-
telt, de

5! = 120 és ipy n =95 esetén mér
51 -Sg = 100 mér igen, ezért
n2s
(a+1)! 2 100 n24
o
dx 1 i
< = = = = ——
hn /2 n 100
X
n

teljesill, han 4 100

!hnl<——1———2- s L s anZo
(n+1)

El8szor megédllapitjuk, hogy hinyadik részletdsszeggel
kell kizelitenlink: n azon értékét keressik, amelyre mér

|hn|<5 . 1074

1 1 1 _
b = et Gyl T @me T T S

1 1
Gar 3T Bt G ontD)

+

1
Iy HEnrs) @t @y T d<

+

1 1
“Gn i Q+ @r+d) @n+s) T

+ 1 + .=

[(2n+4) @n+ 5)]2
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188,
190,

192,

194.

195.

197,

199,

201,

202.

203,

I (204 4) 2n+5) <s 107t
T (@n+3) (@n+4)@n+5)-1 7

vagyis

1
(2n +4) (2n + 5)

12 2. 16

@n+3) [1-

Figyelembe véve, hogy 6!= 720, ezért 2n+ 3 = 6 nem elégiti
ki az egyenlftlenséget, de mivel 71 = 5040 ezért 2n+3 2 7
n 2 2 esetén a kozelités hibdja <. 5 . 1074

s, = l+%1-+ SI_I = 1,175
s 0,842 189. 0,635
0,298 191. 0,540
0,112 193. 0,252
& 1 1
N A
n=1 2 n=1 3
0,611 196, 0,947
20,086 198, -0,086
0,525 200, 1,382

A sorozat konvergens, ha x €(-1,1]
0 ha |x|<]
N =
Iimx =

—=-+ 0O 1 ha x:}_

Konv, tart,: ("OO, ‘l)V D»: + OO)

n

lim (;) 0 ha [x|=1

N 400 1 ha x=1

Konv, tart.: (- oo, 0]
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204,

205,

206.

207,

208,

< 0 ha x< 6
limn =
R-—=+ co I ha x= 0

Konv. tart,:(~00, +00),

Hm 1

n—+0C x 4+n

Konv. tart,* {(-0o, +00) - {x 'x = {(4k-1) ig._}

(k=0,1_r1,4_~2...)

1 ha x = (4k+1)
, n
lim sin x =
n-=+ co 0 ha x # (2k+1)

MH NI—-’(

(k=0, 11, +2...)
Konv. tart.: (-00, 0]

, nx
lim e =
N—>+4 00 1 ha x=20

Konv. tart.: (";— ’ e]

n 0 ha x€& (-1‘ , €}
Lin (Inx) = € .
n—+ 0o l ha x=e

lim fn(x) =
n— oo

A konvergencia egyenletes. A bizonyitdshoz azt kell megmu-
tatnunk, hogy birmely € > 0-hoz létezik x-tGl fliggetlen N ( £)
7 0 kiszobszém, ugy hogy n >N (&) esetén | £ L0 -

- £(x)|< € minden x € [0, 2] -re, vagyis:
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1 2 X
208. 4bra
1
n+x 0 'ﬁa
n> % - X

A jobb oldalon 4116 szdm még fllgg az x-t8l, de mivel x £ 0 ese-
tén

- S

I

tehét

NO(Ej) = —%— mar egy minden x Z0-ra érvényes kliszbbszdm:

1 1 1
1y = 7 g - x= 5p<E

Megyjegyzés: A feladatban szereplé dllitdsnil tobbet bizonyi-
tottunk be: a fliggvénysor a [0, +00) intervallu-
mon is egyenletesen konvergens.

209. i{x}) = lim
n—st+oo

1 _J0 ha x # 0
1+nx =90



210,

209, dbra

a jobb oldalon 4116 kilszobszdm figg az x-t6l és mivel

Hm L (—é— - 1) = + oo, nem létezhet olyan N (E), amely
x+0 %
minden xe [_0 2)-re érvényes volna: a fliggvénysorozat konver-
gencldja a [:0 Zjintervallumon nem egyenletes,

Megjegyzés: Konnyen lithat6 viszont, hogy tetszlleges kicsiny
h = 0 esetén a fliggvénysorozat egyenletesen kon-
vergil a D‘l, + 0Q) intervallumon.

NO(E) = E':- (_é_ - 1) minden xé&x, +C0)-re érvényes kliszsb-
9zdm
fx)= lUm —2— = 0
22
Datoe 14+nx
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Y
015‘ =ﬁ(X}
Y=fa(x)
Y=faix)
= 1 N
0 H 2 e
210, 4bra
X < E
22
I1+nx

n2x25 -nx+ & >0

n> 1 3 x+ 4x2 -4x26,2)

2Ex

A kUszohszdm fllgg az x-t8l, és mivel

im —— (x+]x" - a’e?)=

X->+0 2Ex _

- nm & 1 (1 + \}1- 4’ )=+oo
x 2&

x—>+0

(nem korl4tos)), nem létezhet olyan NO(E,) kiisztbszdm, amely
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211-214.

215.

216,

minden xE:[p,Z] -re érvényes: a filggvénysorozat konvergencid-
jaa [0,2] intervallumon nem egvenletes.

1. Megjegyzés: tetszdleges kicsiny h = 0 esetén a sorozat
egyenletesen konvergél a [h, +oo) interval-
lumon.

2. Megjegyzés: figyeljuk meg, hogy bdr a konvergencia a
0,2| -n nem egyenletes, a hatdrfliggvény a
0,2] -n folytonos.

A 211 és 213 feladat ekvivalens 41litdst tartalmaz, amely
igaz (Jegyzet IV, kistet 4.3. T.)A 212,65 214 feladat 4llitdsai is
ekvivalensek, mindkett& hamis, 1. pl. a 210. feladatot.

Nem egyenletesen konvergens. (Ez azonnal l4that6 pl.
abbél, hogy hatdrfilggvénye — ldsd a 201 feladatot ~ nem folyto-
nos a [0.1 -ben,

A hatdrfiggvény:

Hmx" = 0 ha x €0,
n-»+ oo

A kiiszthszdm: legyen € > 0 tetszlleges.

lxn-(}l =x"¢ £
|

nlnx {in€ {lnx < 0)

/

n ﬁ%k N, € )

Bérmely rogzitett x€(0, 1)-re N(x,&) meghatdrozhat6, Mivel

azonban lim N(x,£) = + oo, nem létezhet olyan NO(E,)
x—»1=-0

amely minden x €(0, 1)-re érvényes volna, vagyis amire

o> N( E_)=>| X - 0‘< £ minden x € (0, 1}-re kitvetkeznék,

Igy a konvergencia a (0, 1) intervallumon nem egyenletes.
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217,

218,

219.

Ha x€[0,c] 0<c <l

akkor

Ils n

limx =0 és |xn| = x c

n—=>+4+o0
ezért

—OI = xn<£ hacsak cn<£

az egész | 0,c]intervallumra érvényes klisztbszdm:

n>;:§ =*| x" - O|< € minden x€[0,c] -re,

A konverpgencia a [O,Cj -n egyenletes,

Egyenletesen konvergens.
Utmutatéds n

1. Mutassuk meg, hogy x egyenletesen konvergdl a U-hoz
a [0; 1 -F] intervallumon: adjunk meg egy olyan ND(E,) kiiszth-

szémot, hogy n=> NO(E,)=>1 xri - O‘C & mindenxe[ﬂ, 1 -6—_‘.

___InE
N, (E) = ma-g)
2. Mutassuk meg, ho n > _InE esetén minden
’ g, 108y In(l - &)

xE:[U,ﬂ -Te

{xn _ xn—i—ll

=l 3" -0l = X0 -n<e
(vizsgdljuk kilon a [0, 1 -E:| ésaz (1 -L&, 1] intervallumot).

Nem egyenletesen konvergens. {I. a 203. és 213, felada-

tot),
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220.

221.

222.

223.

224.

225.

226.

227,

228.

229,

230.

-}% hianyadosu mértani sor, Konvergencia tartomdny:
(-00, -NU(1, +00), Osszegfiiggvény:

X
X -1

Sx) =

Kenv. tart.: x5 # 2k + 1)-I;—- i k=0, +1, 42, ...)

(k=0, +1, 42, ...)

_ g 5x
S®) = T g 5w
1 1
S0 = Ty w50 °)
1
S5x) = - xE(~c0, )
1-¢
1
S(x) = 3 (1 -x) X €{~o00, 0)
S(x) = % (1 -tgx) xe((k+-;-)'ﬁ.', &+ 1)11')
k=0, +1, 42, ...) ’

2
S(xy = 26 +1) konvergens minden x€(-co, +0od)~re.
2x +1

Konv, tart.:[% , €); absz. konv., ha xe(% s e)

Konv., ha x€ [—3, 3) ; absz. konv., haxe(-3, +3)
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231.
232.
233.
234.

235.

236.

237,

Konv., ha x €(-1, l] ; absz, konv., hax €(-1, I]
Konv., ha x GEL, 1]; absz. konv., hax &(-1, l]
x egyetlen értékére sem konvergens.
Minden x €(-00, +0cd)-re abazolut -konvergens.

Konv., hax€(-c0, - I:]U(l, +00); absz. konv., ha
|x]=1.

o0
Minden x €{-o00, +¢o)-re majordlja a Z

- konver-
n=0 2

gens numerikus sor, tehdt a Welerstrass tétel (Jegyzet IV, ko-

tet 4,5 tétel) alapidn az adott fiiggvénysor minden x-re {(abszo-

lut és) egyenletesen konvergens,

1~ xm_l 1
Su(x) = l1-x Sx) = 1 -x
Xe ('1, l)
nt1 1
s 5,00 = |45+ Lol

Azt kell megvizsgédlnunk, hogy létezik-e olyan NO(E,) kUszdb-

szém, amelyre

nt+l
n>N0(£_)=;"J—}lil—:—x— minden x € (-1, +1)

1
™

=

|7'r|nHH LEWN - %)

Ha x = 0, az egyenl8tlenség nyilvdnvalGan teljesill, ha pedig
X # 0, akkor: (a In x fliggvény monoton ndvekedd!)
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238,
239,

240,

241.

242,

x| Ml{‘i\j "%
(m+1) In [xi( Im€ +In (1 - x)

IngE In (1 - x)
In| x| 1n|x]

n+1)> (felthasznéltuk, hogy |x|<1

miatt In |x|<0)

ing + In {1 - x)
ln{x! In|x|

n> -1 = N(xre)

Mivel Hm N{x, £ ) =+ 00 ezért nem létezik olyan No( £)

%= 1-0
kiiszobszdm, hogy barmely |[x[< 1-re

il :
n > No'( E,)=>IELIT;-< & kovetkezzék, a konvergencia a

(-1, +1) intervallumon nem egyenletes. (1. még a 241, felada-
tot),

Nem egyenistes, (1, a 237. feladatot)
Egyenletes. (Mutassuk meg, hogy lSn(x) - S(x) | =

1
= (—1—_%_—’-() < £ minden x £ [1, +o0)-re, hacsak
-Inf
LY
"z
Egyenletesen konvergens. (Weierstrass-tétel.)

A konvergencia nem egyenletes. {(Mutassuk meg, hogy
X—» 40 esetén a kilszébszdm —+ oo},

Konv., ha [x[<3

X
3-x

s(x) =

Egyenletesen konv. ha |[x| £ q< 3.
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243.

244,

245,

246,

Konv., ha x€[0, +®) (-o0, -2)
1+x ha x €40, + 09
s(x) =
0 ha x = 0
Egyenletesen konv., ha x £ p > 0 vagy x = q < -2

Bérmely rogzitett x €(- 0Q + ©0) esetén a sor Leibniz-ti-
pusu, tehit

1 | < 1
[Sn(x) -S| < 2 n+1<8
n+l+4x

hacsak
n >}é -1 = No( £) (x-t6l fuggetlen kiszthszdm)

Tehdt a konvergencia {- €0, +00)-ben egyenletes. Az abszolut-

[oa=]
értékekbdl alkotott Z 5 sor. elegend§ nagy indexl

n+x oo

n=1
maradéksordt minorizdlja pl. a divergens f -2%1—- sor al-
n=1

kalmasan védlasztott maradéksora,

Az sbszolut konvergencia igazoldsdndl haszndljuk fel,
1

I+x
526, X = 0 esetén pedig a sor trividlisan konvergens. Az, hogy
a sor nem egyenletesen konvergens a |—_0, l] intervellumban,
ktvetkezik pl. abb6l, hogy 6sszegfligpvénye nem folytonos x =
= D-ndl, ezért a sor nem lehet egyenletesen konvergens egyet-
len olyan intervallumban sem, amely x = -t tartalmazza,

hogy x # 0 esetén < 1 bhényadosu mértani sorr6l van

1, megoldds: A konvergencia-intervallum kdzéppontja X, = 0,

sugara
R = 1 = 1 = 1
ii_n;n;af m [ L
N—>00 n n—>00\ n
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A konvergencia-intervallum végpontjai: X, = -1, x, = 1, A hat-

2
vanysor x = -1-nél:
1 1 1 n 1

_1+2 3+4 + ...+ (1) — + ... konvergens
(Leibniz-tipusu).

Xy = 1-nél:

1 1 1 . 1 .

1+-§ + 3 + 3 T e t - + ... divergens tharmonikus

sor). A konvergencia tartomaény: [___-1, 1)

2, megoldds: A konvergencia-intervallum sugara a 258, fel-
adat eredményének felhaszndldsdval is meghatdrozhato:

[a ! —-11-1_ n+1
R = lim —— = Hm —— = lim —= =1
n—»00 lan—i-ll N-—»+4 0o n—+ 0o
n+1
ol

3. megoldds: a megadott sort eld4llithatjuk a Z— X<t

k=1
mértani sor tagonkénti integradldsdval. Tudjuk, hogy a tagonkén-
ti integréldssal nyert hatvinysor konvergencia-sugara meg-
egyezik az eredetl soréval. (1, Jegyzet IV, kbtet 6,6 és 6, 7 té-
tel).

(o]
A Z x5 geometriai sor konvergens, ha |[x|< 1,
k=1

igy a konvergencia intervallum sugara mindkét sorndl R = 1.

(-1, 1) 248. (- 00, +00)
k! 1
R= lim +——— = lim —— =10
!
k>t (k+ 1! k—>+co k+1

A hatvédnysor csak az x = 5 helyen konvergens, masutt diver-
gens.

11
E) é_-l 251. (- E ’ '5)
{0} 253, (-0, +00)
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254,

256.

257.

258.

259,

(-0, +00) 255, (-4, 4]

R = ——————— =2; Konv. int, (-2, 2)
—_— 2n 1
Hm =
n4
-1, D
A hdnyados-kritérium alapjin a sor gbszolut konvergens,
ha
k+l
a, (x-x)
1im kt+1 0k <1
“k—oo ak(x - XO)
vagyis
lak+1l
Ix -xoi Hm ——— <1
k—s 400 [akl
tehdt
%
!x - xol <lim = R
' lak+1|

Hasonl6an, a sor nem lehet abszolut konvergens, ha

la

ix-—xol>~ lim kl R

kat 00 | 2t1] )

Ez pedig a Jegyzet IV, 6.3. tétel alapjén azt jelenti, hogy R =
konvergencia~intervallum sugara,

X
8 _ i =(k+1)k=(l+£)k
41 {k+ 1) ! kk k
k
(k+ 1) t1
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Ia k

R = lim k‘ = Iim (1+ -ll-{-)=e
k>coo |%tl]  kotoo
260, R = 2
e
261. a 259. feladatban szerepld sor konvergencia-sugara e;
mésrészt:
R = lk = 1 = Hm k =e
k
—_— o k! k—»+c0 U ki
lim ]akl lim 'y
katoo k—+co k
262, 1. médszer: A Taylor-képletbe torténd helyettesitéssel
x = 0-nil
f(x) = cos 5x 1
' (x)= -5 sin 5x 0
" 2 2
M (x)= ~5" cos 5x -5
M x)= 53 sin 5x 0
f(w)(x) = 54 cos 5x 5"‘l
pepe L@ O 2 @ 3
fix) =£(0)~ I X+ 21 X+ 3] X +...
2 4 6
_ 2,5 4 5 6
f(x)»l-—z-—!— X +;-!-_x --é-!—x L

Minden x-re konvergens,
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263.

264.

265.

266.

267,

2. médszer: Felhaszndlva, hogy

2 ué u6
Tt Tt e

ir.':

cosu =1 -

[ ]

Ebbél u = 5x helyettesitéssel is el8dllithatjuk a keresett sort.

a) derivilva és a Taylor-képletbe helyettesitve.
b) sin 2x sordbdl, felhaszndlva, hogy f(x)=1/2sin 2x.
X
¢} cus Zt sorapol, Ielmasznalva, hogy f(x)= ‘/‘ cos 2t dt,
o

d} sin x és cos x sor4b6l: képezve a Cauchy szorzatukat

3 2 5 2 7 B
f(x}_x- "éT X + SI X - 7' X + -, =
oo
= ¥ _ﬁ_ 2ke+1
o9
Foas e
@)l (-o0< x <« +00)
n=4_
oo
2 ) 20 20t
2 n=0 D (2n)! + (2n+ 1} (oo <x < +00)
i
= sin(a +-I-1—2£-) .
Z — ar % (-9 <x < 400 )
n=0
a) felhaszndlva, hogy fx)= 1-co cgs- 2x
X
b) felhasznélva, hogy f'(x) = sin 2x azaz f(x)= f sin 2t dt
0

¢) derivdlédssal a Taylor formuldbol

d) sin x sordnak dnmagéval val6 Cauchy szorzatdt képezve:
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Z (_1)11 22n+1 K211-i-2

y= < e {-o0ex < +00)
&= K x4k
268, Z (-1 @0l x € (- ©0,00)
k=0
& n x2n
269. Z -1y X € (-00, +00)
n= 0 nl
X o _n
270. y= & = )_ L X € (-0, +00)
i~ 3%
n=0
2 n n
271, Z a—“%—"—- x € (=00, +00)
n=10
o0
2k+1
272. PR i X €(- 00, +09)
k=0 {2k + 1)
Z—'o 22!‘&1 x211-|-2
273. n='0 W XE (-09, +00)
= o071 2n
274, 1+ Z X . xe(-00 +x
no il (2o}l (-00, )
2 3
275. 14+3x +35 +x (polinom 1)
o
276. Z ('i) x5 = 143x+6x2-10x3+-...+(‘i>xk+...
k=0

konv, tart. |x|<1

e (1
3 k
277. Z L/ x |xj< 1
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278.

279,

280,

281.

282,

283.

PAEN x| <1

k=0
o0
.2_— x2k [x] <1
k=0
(v o]
Z (-l)k x2E*L |z} <1
k=0

a) a binomidlis sorbé]

b) a f xk sor tagonkénti differencidlésdval, (felhasznélva
k=10

1 1 Y
oy —L— = ()
(1-x)2 1-x

[
k
Z X sor Ynmagdval vals {Cauchy-féle)
k=10

c) az %

szorzataként

fix) = Z o x€(-1, I)
k=1

o
- D
=1+ ) @aIDU 20 o

T (2n) 1!
1
2, 2 . .
gyl -x) sorabol (felhaszndlva, hogy
l1+x = (L+%) 1
1-% 3
l1-x
1 i
2

b) (1 + x)2 és (1 -x) sordnak Cuachy szorzataként
¢} a Taylor-formula alapjdn
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284,

Lo
o
U‘

285.

o0
fo =1 + % + Z @n- LI 2n, 2okl cCL 1)
n=1

(Zn)!
1 1
K /3 K
fxy=2(l+ 2) =2 Z —-) [x]«8
8
n=0\n
Foodx
Felhasznédlva, hogy In (1 - x) = - f %
0
& n
1n(1—x)=—Z = xe LD
n=1

a) sorébol (felhaszndlva, hogy

2
1-x

X,

In@-x%) = / '2"2 dx).
3 l1-x

b)Y In (1 + x) és In {I - x) sordnak Hsszegeként

oQ

. L
n(1-x3%y= - . xe(-1, 1
k=0
- 2%
in (1+x2) = Z (-I)k_‘_1 —)E"'k—' x&(-1, 1)
k=1
a) sordb6l {felhaszndlva, hogy
1 -x%
X
1 In l1+x _ dx
2 1-x 2
1-x

0

b) In (1 +x) és In (1 - x) sordbdl felhaszndlva, hogy

1+x
In 1-x

In(l+x) -+ Ind -x)
- 106 -
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2n+l
14X Z
V T % Syl XECLD

289. V'I' sordb6l (felhaszndlva, hogy
2
1-x
X
-dx
/ 5 = arccos X - arccos
0 I-x
& 2ntl
rul - -
arccos x = —-izl-'— - Z (28 nl) I x x€(-1i,1)
n=290 2 n!(Zn—i—l)
e 2ntl
Y
290. /) o llx x| <1
f
oo @mu2t@n+1)
ee X2n+ 1
291. g -n° S rTa x&(-1,1]
&= n 2n-1
(-1} (2n - 1)ifx -1
292, g{; G 2n+ 1) xe (-1, H
f n X2n+l
- -00
293 n=0( D i praasp 0+
2n 2nkl
o _I LK !
204 Az Z -n" * © ‘5
: 2 n=0 (2n)! (2n + 1! i



295,

296.

297.

298,

299.

300,

X G("OO, +OG)

0= o {2n)!
2n
f W :'% xE(~-09 +09
{(2m)! !
n=90
[o )
Z et - ) X E(-00, +09)
n!
n=9
oo
) e n” x€(0,2]
n=1 n
1 n
L+ Zog S S X €0, 26]
ne
n=1
=L
% T 32
1
fx)= 2x3 -X e
2 1
flix)= 6x" - 1 5
£)(x)=12x 6
fns{x): 12 12
2 3
1 1 1 1
y=ogrg(x-g)r x-g) +ox -3)

- 108 -



301. 1. megoldds a Taylor formula alkalmaz4sdval (a derivdlishoz
célszeril f-et

2 .
fixy=1 - —er alakban irni fel),
. _x+1 _ 2 L I S
2. megoldds f(x)_x+3 = 1 213 =1 2'1+(x+2) =

=1-2 [;-(x+2)+(x+2)2-(x+2)3+-...:|

[.e]
=-1+2 Z (-1)™*! x+2) xE(-3, -1)

n=1
= n
302, Z (pttt &ED x €(-3, -1)
n
n=1 2
oo 1
- I
303. Z (2)("'3) x€(-1, 7
n 4
n=0
N S 1 ~ L 1
304. fo=13x = 3+(x-2) 3° x -2
1+ 3

-2\" 3 9"
r " (35 ) ]z ) eyt &

nzn 3il-!-l
. X-2
Konvergencia-tartomény: —-—5—-1 <1
[x~2']<3 XE("l, 3)
305 - f )" X €3, -1)
’ I+x €3,

n=0

- 109 -



306,

307.

308.

309.

310,

311.

1 0" o .n
1+x f (H_c}m-l & - <)
n=0

Konvergencia-tartomény: |x -c| < |1 +c¢|, azaz:

(-1, 1+ 2¢) haec >-1
1+ 2, 1) hac-< -1
Ha a figgvény péros:

f(~x) = f(x) vagyls

2 3 n —
a +ax+ax +a,x +...4+ax +.,.=
0 1 2 3 n

3

2 n
a ~aX+ax X +,,.+ax +...
(a} i n

|

ahonnan g hatvdnysorba fejtés egyértelmiisége (7. 10 tétel) alap-
jdn

= =-a a, = ~a, res 4, = =3
a 3 31

2ntl kit 7

Hasonl6an okoskodhatunk f{-x) = -f(x) pdratian fiiggvény esetén,

>

n
a, ¥ Z (an-l + an)x x E{-R, R)

n=l

Mg

n
a, + (ao-i— al)x-!- {a +a + an) X xE(-R, R)

iz o n-2 n-i
) n n
Z ( a_k)x x&(-r, ), ahol r = min {I,R)}
n=90 k=0
o0
Az 11_ < = Z X" sor tagonkénti derivdldsdval, ill. in-
n=0
tegrdldsdval:
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' oo
a)( lx) = 1 = Z nxn'-1

Q-x¢ n=1

v () - L5 - 2 ww-na?

(1-1{)3 n=2

L] oo
1 31 n-3
C) (l-x) = (T_—;)T = né‘g n(n—l)(n—Z)x

(m)
o (t5)  + —ar- L sane-a..

{1 -x)m+ n=m

seo (N -m+1}) x

o0

X n
e) fiétj?=-1n(1-x)= Z xn

0 n=1

A konvergencia-tartomdny a-d)-nél (-1,1); e)-nél [—1, 1

312, A kereseit hatvénysor el64llithat6:

oo

a)a [ x" sor tnmagdval valé Cauchy szorzataként
n=10

[=2]
b) felhasznédlva, hogy " =%
n=0

(L) - () = (- 2, =

n=0

(1. 311 /a feladatot) x € (-1, 1)

313, Z (&;2) x x€(-1, 1)
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oo
314 /) (“;’3) %" x€(-1, 1)
n=10

31S. Felhaszndlva, hogy

1 1 ( 1 )(m'l)

a-x" Cm-t\L - x
fad
a Z xk sor {(m - 1)-szerl tagonkénti differencidldsédval
k=0
kapjuk, hogy
oo m o0
( J ) - L (e e
n=0 n=0
316. Felhasznédlva, hogy
oof 1
[ 2 X A1 +x
n=0\n
2]
A Y R xe(- o9 e
n=90
317, Haszndljuk fel, hogy
oo
Z (i) X = (1)
n=0
o0
n
318. 2y + Z (an - an_l)x
n=1
319 Z‘_Q ( - ) x"
. x
n=0 k=0 L
:l:2 J'(4
320. 1- ETRE 3T
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321, A feladat megoldhato:

- = 2+ x4+
3 5 7 9 =8yt agk TAK T

JE L OO X g
S T IR Y B TR Y
(Mivel 51:: X pdros fliggvény, hatvdnysordban x paratlan kitevg-
ji hatvdnyainak egylitthat6i 0-k.)

= (a,+ x2+ x4+ x6+ Y ( --53— +-E-5——§—7-+
FE AT Ayt TaR vak .. TP YT T

K9
+ —9-‘!— -+ ...}

x-szel egyszeriisitve és a jobb oldalon meghatdrozva a két sor
Cauchy-féle szorzatit:

a a a
_ g _ 2 4] 2 4
1= ao+( 32) X +(— +—-——-. a4)x + ...

31 5! 3
ahonnan:
a, = 1 a, = L a, = A3
0 2 31 4 360
2
_ . 13 4
T4(x) =1 4+ 3 + 360 X
1 3 2 5
322. X 4 3 X + Ts'- b4
1 3 2 3
323. x-—3 X + s X
32 54
27x 2%
2
324, 1+ 70 + 61
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325.

326,

327,

328.

329.

331.

333.

xs x5
X -sinx B X-( x--e-’—!—+—§T'+ ...) )
3 - 3 -
X X
2 4
1 X X
T3 Tsy A Tt
X ~-sinx 1 2 X
lim > = 5-1—-—’§-|-+---+...> =
x>0 x x—= 0 ) ) )
. 2 4
SlE X +5——-+...)
i 1 X -sinx L 31 ! !
gin x x X sinx 9 X2 ﬁ ] )
x I 3!+5! + ...
lim( 1 -i) ¢
sinx X
X— 0
1
3
nem korlitos,
5. 330. 0
1
2. 332. 3
2
a)Tz(x)= 1+x
a maradéksor:
x4 X x° x2n
H2(x)=-§-?+§'- .'—ZT-I,..+ n1+..
= —}—{i(1+§—2- xé + x6 + )<
T2 3 3.4 3.4
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VAN
SER
1
et
+
oai o
-+
p————
"'-_,....._—“N
+
L......‘_...._.._.J
1t
L\'IIN*
fo
1]

[SSR R
b

Ha x| < 3 akkor  H 00 < -5 < 0,085

A relativ hiba: x = -;— -nél:

3
H_(x) H &) —
2|2 ¢ B8 5,102
2 T, (%) 5 T
X 2 -
e 4

A szdzalékos hiba < 2,8%

2 x2
T‘i(x) =1 +x +T

Hy(x) < 0,0027  a szézalékos hiba £ 0,2%.

334, T, absz. hibdja 3, 13. 1072 T, absz. hib4ja 0,0026

% -0g hiba %, =—21- -nél 4, 2% %-os hiba X, = -;- -nél 0, 3%.

335. H,(x)|< 0,022 \ H 4(x)i< 0, 0003
relativ hiba 4% relativ hiba 0,6%
336, H,(x)| < 0,042 H 4(x)i < 0,007
relativ hiba 4,8% relativ hiba 0,7%
337. l H,)|< 0,035 ‘ Hé(x)]< 0,007
relativ hiba 7,5% relativ hiba 1,4%
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Xa X5 x7 n x2n+1
338. arctgx = X - "'3_ + "g' "'77' + - ... +(-1) -é—m- +...
arctgz=é - 31 + Sl -+...
4 .3 4 .5
n 1
ees +(-1} —m——— ..
42 on e 1y

Mivel a sor Leibniz-tipusu, azt a tagot kell megkeresniink, amely
m4r kisebb, mint 5, 1074

1 L 1 1 1 -4
< = 0,75; = = <5.10
n 3 5 I 5 5 510
Ezért
arctg = fo = + —=t— 20,2557

s et I

{4 tizedesre pontos eredmény)

339, 0,524 340, 0, 980
341, 1,020 342. 1,007
ER e
343. 80 = 3 1- 'é-l‘ =~72,991
344. 1,974
< o
345, a) [x| = 0,2 radién =~ 11,5 ;

11

b) x| £ 0,078 radisn ~ 4,4",

Utmutar6: Hasznéljuk fel, hogy a kbzelités hibija:

3 ixl2

6

X
gin x

3
X iy
‘ Hs(x}l<—3—!- ; a relativ hiba & 3T sin %
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346.

347.

348,

349,

33C,

Igazoljuk és haszndljuk fel, hogy 0 < x <j-g— esetén:

<5

X
sinx

| x| € 0,95

Utmutat6é: Hasznéljuk fel, hogy az abszolut hiba:

’ 6 6 6
_ x| . — .C_JLELI x_
le(x)‘ = chg 6!| ; a relativ hiba = ich > 61 < B
sin x x2 x4 x6
x C 13T tsr g ot
0,5
ginx 1 1 1 1
dx = = - == , + = -
!
/ ” 2 "% "3.31 775 5.5
0
__;E_.. 1 + - -.'E_.—I'.._+ -4
27 7.7 Tt T 2 144 T 19200

1 1
dXN,z 144 = 0,493

(3 tizedesre pontos eredmény)
{a ktzelités hibdja < ﬁ—l‘;ﬁf}- ).
0,310
0,190

0,485
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~
3a51. AP hosgsza: rx

dr sinx

AP 24+ cosx

jx(2+cosx) -3 sin xl x5
2 <r 5

A

_ Srsin x
2+cosx

<4
A relativ hiba <7 31

Ha |x1<l a relativ h1ba< < 1%.

352. T = 1:2(—%{L - sin -Q& cos —9?—)-—- %— [Lf-siniﬂ

sin ¢ -t harmadrendi Taylor-pelinomjéval kozelitve:

2..3 2 3

. . T G
It a ktzelités hibdja<? 3 5T

T

£ g
251 _ @
r2 DS 20

12

A relativ hiba <

PL, ha § £ 1 akkor a hiba < 5%;

353, Azt kell igazolni, hogy ha k és n pozitiv egész, k# n akkor:

T
[ sinkesinnxax = 0.
0

Felhaszndlva, hogy

gin X sinf = % [cos (X-A)-cos (K+ )]
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T *

f (sin ko) (sin o) dx = 5 fcos (k - n) x dx -
o o
T
--é- fcos(k+n)xdx=0
o
+
354, /‘ (sin kax) (sin nax) d&x = 0 ha k# n k és n pozitiv egész

0

(ax = u helyettesitéssel kbvetkezik a 353, feladatbol).
4
355, f {cos k % x) (cosn -;‘f— x)dx =0 (k#n)
o

p
f—/
356, / {cos k % x) (sinn-%— X)ydx=0 és k # n-re:
-p

Y
f {coskJ:L— x)(cosn—rg—x)dx=0

-p
P
/(smkix)(smnﬂ‘i x)dx = O,
P P
-p
T
357. b) an='}f7 fxcosnxdx=0
R
b = innxdx = -2 T
n-—fn./ X sin nx = - cos n
T
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) ' /‘ / _
/ =T 0 VTE‘ 3w ar X
_ﬂ'..
357/a ébra
Y
ny
Y
ol y:S;fx)=25in>§,
/.,/ \\ U=5,(x)= 2sinx-51n2x
7 AN
/ \
/ \
1+ / SN
/ SN
/ / N
; / N
//
0 T X
\

AY=~5in2
N x

357/c 4bra
- 120 -



357/d dbra

- sin Ix sin 3x 4l sin nx
fx) = 2 {sinx -t =3 +...+(-1) =

o]
+..]= 2 Z (-1 Sinnx
11

n=1

Megjegyzés: a (357 /d dbrin lithat6k a magasabb-Indexi rész-
letbsszeg-fiiggvények: S 4(x), S f’(x), Sm(x}.

, = T ( sin x sin 3x sin 5x sin nx
358. b) f(x) > +2 n + 3 + 3 +...+————n ces

o0
,,,+)=_'IL+2 ) snpx
2 n

n=1
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o e T o ot o
o e e e
T O T 2t X
358/3 ébra
i)

3
i
! |
] P W . }
S 0 T X
358/c 4bra
. T
—-9- = —L‘ = l
389. 5 =3 xdo =7y

- 2—2 ha n pératlan
Tn

Y
/T | 0 ha n péros
0
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i A AA
~T T 2T 38T 4T 5T 6T
359, dbra
w 1
-— ha n péros
b = = Xsinmx dx = n
n s
1 p
0 T ha n pdratlan
a 80r: —lg-h%—cosx+sinx--§- gin 2x - —92,T€.—cos3x+

1
+ 3 sin3x -....

YA

S S

M 0 T Zr 3T 47 A
o——e-T o—s o
360, 4bra
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360.

361,

- o

-_.IL a = 1_ cosnTﬁ-l -

~

0 ha n pidros

ag‘ 2 n [ n2
-—:—?72- ha. n pératlan
L’f[“
1
L - ha n péros
b == (1-2cosnll) = ’
n n 3
~ ha n pératlan
n
9 sin?2x 2 cos3x
f(x)=—-E;-Tcosx+3sinx- 5 —7—3'5—"“‘
3 8in 3x -
3 s o9 . .
_'2.;24 ha n pératlan
a0= 0 a = s
0 ha n péros
94
i I
] |
i
] | . -
-2 --’,‘Z’r ?}‘M 2% 3%7' X
i i
j z j
| | I
|
f
|
|
361. dbra

-s ha n pératlan

0 ha n pédros
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362.

363.

364,

365.

366.

367.

fi(x) = ——% cosx.-{-?dinx-—;-f cog Ix + -;— sin3x-+...

A fuggvény péros: b =0

2
27
8, = —= 4
0 3 3
n
a -
n
S
2
n

ha n péros

ha n pdratlan

(=]
f(x)=-:g—-+4z {-'1)n 124, coS nx
n=1
2 P
N 4T L
£x) = 3 * Zg( 5~ cosmx - = sin nx)
n
n=1}
- _’E.i : n 2
% = 73 gy = ) —3
) --IIE- ha n péxos
b=
B
T -4 ha n pératlan
n 3
Tn
2 4 £ cos 2ix
-t .2 Lo8 x|
) == - % [ il 1
k=1 B
S SR SR 1 cos 2kx
) = < + 5 sinx+ & Z :
k=1 1 -4k
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368. f(x) = --‘-i- +-§- cos 2x - % cos 4x

369. f(x) = -2- —% cos X + % cos 4x
ez’IE -1 1 €08 nx 1 sin nx
370. f(x) = T 5+ Z = - 5
14+ 1+n
n=1
371, A figgvény periodusa Ip =1,

Tudjuk, hogy 2p szerint periodikus fiiggvény Fourier egyutthatoi:

p
a = ;1; ff(x) cos KL & ax (KET)
-p
P o~
bk=—:;— f f(x)siu%l'—xdx
p

(Jegyzet IV, kotet 10, 15), ezért
1

a = 2 fxdx=1
o

0

1
2 / x{cos 2T mx) dx= 0

a =
n
0
1
1
= a = -
bn-—z / X (8in 2% nx) dx = Ta
0
cQ
1 1 sin kx
fx) = = - = Z
2 T N x



oo k —
372. f(x) = % I Z (-1 cos kT x

'IT’2 k?
373. a = 0 f{x) pdratlan|
(—' —
k —T cos k-—2— '_1%?7 (—1)k+‘ 42 sink-g——
s
374. x-[x] = xha 0£x<1 ésflx +K = fx) k=0, +1, 42, ...
1. 371. feladatot.
375. a) A Jegyzet IV, ktitet 11,5 tétel alapjdn:
€ = 7 [imiw) + Lmi) = 3 ©O+47) = 21
x— -0 x—>40
b) a Fourier sor X5 = 0~n4l:
2 oo
47 4 2
5+ /) F=ov
n=1 n
ahonnan
TN QR B, GO
n2 4 3 6
n=1
376, Felhasznilhat6k a 359, 360 és 361, feladatokban szerepl§
sorok
a) a 359. feladatban szerepls sor érréke X, = 0-n4l 0:
2 o<
0= ]
=
: { o (2n- 1?
ahonnan
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] —=-3. -5
noi {In - 1Y

b) a 360, feladatban szereplS sor értéke Xg = 0-n4l - T

L. X2 f I
2 4 T (2n - 1y2

n=1
ahonnan
oo 2
[ - I T _E_
2 4 ° 92 8
El=1(211--1)

c) a 361, feladatban szerepl§ sor értéke X0 = 0-ndl - -32;— :

T 1
SRR
ghonnan
co 1 ’11»'2
ngl (2n-1)2 -8

1. még Jegyzet IV, kitet példdjsc.

377. Felhasznilhat6 a 362. és a 372. feladatban szerepl§ sor
&= ptl L X 2
b 7 = 1z
n=1 n

378.  fx)=x ha-2< x¥ 2 gsf(x+4K)= fx) k=0, +1, 42, ...
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~
N
\\
bt
rob
AN
AY
]

378, ébra

(o0 ]

-4 ox _ 4 Tx 1 2TMx
Z T cos o'l sin 2 =T [}in > 251n——-—-2 +
n=1

1 3Tx ]
+ 3 ﬂil! 2 + s

-x ha -2<x £ ¢

379. f(x) = és f(x+4k) = f(x)
x ha 0<x £ 2
[=ad 3
1+ ———é-——(cosnT-l)cos—M=
2.2 2
n=1 e
_ 8 Tx 1 3Mx . 1 5MTx _
= 1 T2 cos > +32cos 3 +52 cos 2 +...)
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380’

381.

382.

383.

384,

Y

2 4
//\\ N //\\
/s Nt AN e AN
/ AN N 7 N
2 Y
of 1 2 “ T
379, abra
4 f 2n
—_— sin2n x
T 432 -1
n=1
oo
x(T - x) -—,%— Z 5 sin 2k - 1} x xe(O,fI]
k=1 (2k-1)
'21182 g2 . qlle B
f(x) = 5 - gin —z— 8 7
Te(l -¢) io1 ©
2 4 &
— Z cos 2kx
T T 1 - 41:2
k=1
2 1
xM-x) = < f —5 cos 2kx XE(O,T{]
k
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3,4 ¥ T cos B _ nilx -
385, f(x) = i T2 Z (cos nll cos 2 1)co =
=-i—- 242 cos ’EX - 28 3 cos M x -
1°T 2T
_ cos SAX
3271-2 2
386. a) Nem léteznek,

b} Léteznek. L. a 380, feladatot:
2,8 T a3 = .8 = ... =0

b1=b3=b5=...b2n+1=... =0

T (40" - 1)
2T
387, a = ff(x+c)cosnxdx
o
X + ¢ = u helyettesitéssel:
c+2T

E’n / f(u) [cos (nu - nc)] du =

C

2T

= f [ftu) cos nu cos nc + f{u) sin nu sin nc| du=
S

T 2T
cos ne / f(u) cos nu du + sinnc / f(u) sin nu du =
0 0

4 vl
[ \

a b
n n

2 = a cosnc+b sinnc
n n n
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388.

389.

hasonl6 okoskoddasal:

a)

b) a211 = hzn

1. megoldds:

2. megoldds:

%yn-1 = Popg

D =b cosnc-g sinnc
n n n

= 0
=0'

A fuggvény péiratlan, tehét Fourier-sora:

2sm2x+b3‘sin32+... +

-i-bnsinnx+... alaku,

f(x}=b1 sinx+b

Toljuk el & koordindtarendszert ugy, hogy az y
tengely gz x = —'-Ez—- egyenesbe menjen §t. Ekkor
Y=yésx=x- jg- . Ebben a koordindtarendszer-
benr f(X + —%[-) péros fuggvény lesz. Mésrészt:

@+ )=b, atn (i+:[2f—)+b2‘bmzc{+321:)+

T I -
+b3 gin 3(X + > Y #...+ b, sin 4(X + 2)4—...

= blcosx-bzstx—ba cos 3'5:'-!-1:14 gin 4X + ...

Mivel a fuggvény pédros:

b2=b4-=b6=‘ll=b = 0.

f(X)=bl ainx +b, 8in 2% + b, sin 3x+... a 8zim-

metria miatt

f(%r— - x)= f(—%: +x)

b, sin ( jg' - x)+h2 sin 2 (j-g- -x )+

+h331n3(325-— x)+... =
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= b, sin (Lzl-+x)+ b, sin 2 (—12[- +x).+

+h3 8in 3(—1}’-+x ) + ...

azaz

b c:us:az+h2 sizn:--133(:¢Js3;:.--l'.~4 gindx +4~~,,,

1
blccsx-hzsinx-'h381n33+h4sin4x+~-+...
ahonnan {smét

h2=b4=...=b2n = ... = 0

390, Ugy, hogy teljesiiljn £(-x) = £(x) (phros fuggvény legyen) és
(- x) = ~f(x).

391, a)a =o< és b = - [bn
= =0 =
b} a8 n és bn WL a
=K
392, A 389, feladat alapjén hmax =y

yA

V4
\\- \\. //
T ] & & g 4 %
N,/ NV
v ~
392, gbra
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Uggvényt ugy terjeszthetjik ki, hogy pdratlan és az
I
2

X = egyenesre szimmetrikus legyen (1. az 4brit)
- i
X ha 2“ < x &1
f(x) = és f(x+2kT ) =

it
2
- T < S
'thaz<x 2

A keresett sor:

[s2e}

4 1 1
T [ (-1) ok -1 Sin(2k - 1).

n=1
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