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AZ OLVASOHOZ

Ez a jegyzet a Matematika c. jegyzetsorozat utolsé kbtete. A sorozat
a kovetkezd kitetekb6l 4il:

1. kotet. A matematika alapjai

11, kotet. Egyviltozds val6s fliggvények

HI, kitet, Lineédris algebra

IV, kitet. Végtelen sorok

V. kotet. Tobbviltozos val6s fliggvények

V1. kitet. Differencidlgeometria és vektoranalizis
VIl, kotet. Komplex fuggvények
VIII, kotet. Differencidlegyenletek

A sorozat a szigorlati Matematika anyagot tartalmazza. A jegyzet
azokhoz a gépészmérnok haligatékhoz sz6l, akik a Matématika c. térgy el6-
addsait és gyakorlatait ldtogatjdk. Ezért nem tartalmaz hosszadalmas ma-
gyarizatokat, bevezets és illusztrativ példdkat stb., hanem "csupdn"” a tu-
lajdonképpeni anyagot lehetdség szerint teljességre és maximélis tomorség-
re torekedve. (A levelez§ hallgatok szdmdra kilon utmutaté csatlakozik a
sorozathoz). A sorozatot a Matematika Példatdx kotetei egészitik ki, ame-
lyekben az olvas6 nagy szdmu kidolgozott és kidolgozatlan példér és felada-
tot talal.

A kotet fejezetekre, a fejezetek pontokra vannak esztva, de a pontok
szdmozdsa a fejezetekt(l flggetlenill, folyamatosan tortént. Az egyes ponto-
kon bellll kilon-kUlon szdmozzuk a definicitkat, tételeket (segédiételeket,
kovetkezményeket), példékat, formuldkat, ill. dbrékat. A példdk részben
a nehéz fogalmakat, tételeket vildgitjdk mep, részben "ellenpélddk” és nagy-
részt az elméleti anyag szerves részét képezik. A hivatkozdsok egy kdteten
beltil az idézett definici6, tétel stb. szdm.imak megaddsdval, més kitet ese-
tében, ezen kivill a hivatkozott kitet szdmdnak megaddséval torténik (mind-
két esetben a fejezet megaddsa nélkil), Tzhat pl. az I, Kotetben a €. 13.2
Tétel” hivatkozds az 1. Kotet 13. pont 7. t-itelét jelenti; a Il. Kotetben
ugyanerre a tételre ugy hivatkozunk: "1. ! Kotet, 13,2 Tétel", A bizonyi-
tdsok végét pont és felkidltojel jelzi: .!



Az Irodalomjegyzék elsbsorban az anyag irént mélyebben érdeklSd6
olvasdnak ajénlott mlvek és nem az eredmények eredeti forrésainak cimeit
tartalmazza, Az irodalomjegyzékben felsorolt miivekre sztigletes zdréjelbe
tett szdmolkkal hivatkozunk.

Bp. 1972, oktéber

A szerkeszt§
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ElG fefezet
ELSOREND( KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETE

1. Differencidlegyenletek osztilyozasa

Az anyagi vilégban lejdtsz6d6 mechanikai mozgdsokat, fizikai, kémiai
és egyéb - a technikéban fontos szerepet jdtsz6 - folyamatokat igen gyakran
(egy-, vagy tobbvéltozos, valés, komplex stb.) fiiggvények segitségével ir-
hatjuk le. Valamely mechanikai, fizikai, kémiai, vagy egyéb jelenség, fo-
lyamat, rendszer stb. lefolydsdt, £llapotdt bizonyos mechanikai, fizikai stb.
torvények hatdrozzdk meg. A jelenség "matematikai modeilje” az a fiiggvény,
amely leirja a jelenséget. A jelenséget meghatdroz6 fizikai stb. torvények
"matematikai modellje" pedig igen gyakran valamilyen "differencidlegyen-
let”, melynek "megolddsaként”" ad6dik a jelenséget leir6 fuggvény. Igy pél-
d4ul, ha egy pontszerilinek képzelt m témegl test valamely egyenes mentén
mozog, az id6t t-vel, a test 4ltal megtett utat x-szel jeldljik, fontos kérdés
az x(t) "ut-id§ fuggvény" meghatdrozdsa. A Newton-féle axioma szerint a
tdmeg és a gyorsulds szorzata a testre haté erével egyenls. A gyorsulds az
"ut id§ szerinti mésodik derivédltja", vagyis X(t), az f er€ pedig 4ltaldban
az idének, a pillanatnyi helyzetnek, x(t) -nek és a pillanatnyi sebességnek,
x(t) -nek a figgvénye lehet, A Newton-féle axioma modellje a mi esetlink -
ben az

m X = f(t, x, X) (1.1)

egyenlet, melyben az ismeretlen az x filggvény. A mozgéds modellje, a moz-
gést leiré ut - id6 fuggvény, az a fuggvény, amely (derivéltjaival egyutt)
minden t idSpillanatban kielégiti az (1.1) "differencidlegyenletet”, vagyis
amelynek (1.1) -be helyettesitése (1.1)--et (t -ben) azonossiygd teszi.

A differenciflegyenlet olyan egyenlet, melyben ismert dllandékon és
fuggvényeken kivlll egy ismeretlen filggvény és ennek deriviltjai 1épnek fel.
A differencidlegyenletet megoldani annyit jelent, mint megkeresni az sszes
olyan fliggvényt, mely kielégiti a differenciflegyenietet, azaz behelyettesit-
ve a differencidlegyenletbe, azt azonossédggd teszi. A differencidlegyenlet
megolddsainak megkeresését szokds a differencidlegyeniet integrildsdnak
nevezni.

A differenciflegyenletet kozinséges differencidlegyenletnek nevezzik,
ha a benne szerepld ismeretlen fuggvény egyviltozés. Ha a differencidl-
cgvenletben az ismeretlen filggvény tibbviltozos, és ennek megfelelden a
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felléps derivaltak az ismeretlen filggvény garcidlis derivéltjai, akkor par-
cidlis differenciflegyenletx6l beszélunk.

Attdl figglen, hogy az egyenletben az ismeretlen filggvénynek hénya-
dik derivéltja szerepel,’ definidlhatjuk a differenciél -gyenlet rendjét, Egy
differencilegyenletet n-gdrendiinek mondunk, ha a benne szerepl§ legma-
gasabb rendl derivélt az ismeretlen fuggvény n-ik derivéltja.

Lineérisnak neveziink egy differencilegycnletet, ha az ismeretlen
fuggvénynek és derivéltjainak ismert figgvényekkel alkotott linedris kombi-
nécibja 4ll az egyenlet egyik oldalén és egy ismert fuggvény a mésikon vagy
ekvivalens dtalakitdssal ilyen alakra hozhat6).

Explicit az a differenciflegyenlet, melben az ismeretien fuggvény leg-
magasebb rendy derivéltja (esetleges azonos Atalakitdsoktol eltekintve) ki
van fejezve, ellenkezf esetben a differencidlegyenletet implicimek nevezziik.

Az (1.1) differencidlegyeniet péld4ul kdzbnséges, mésodrendl, explicit
differencidlegyenlet, mely linedris is lehet akkor, ha f(t,x,%,) = aﬂ(t) +

+ a (Ox + a, (O x, ahol 8, (t) (i=0,1,2) ismert filggvények. Ellénkezs

esetben a differencidlegyenletet nemlinedrisnak mondjuk.

A fejezer tovébbi részében (ha nem irjuk ki az ellenkez5jét) mindig
kbzingéges differencidlegyenletekrsl tirgyalunk. Ha x-szel jelsljik a fug-~
getlen véltoz6t és y-nal az ismeretlen fuggvényt, akkor az n-edrendt
implicit differenciflegyenlet 4ltaldnos alakja a kivetkez§:

F(x,v,y, ...,y(n))'_= 0.

Az n-edrendl explicit differencidlegyenlet:

{n)

, n-1
y =f(x.y.y.....y( .

Az n-edrendy (explicit) linedris ditferenciélegyenlet:

(n) (n-1)

yoUha @y T ta (y' fa )y = b() .

b(x) = 0 esetén a linedris differencilegyenietet homogénnek, b (x)# 0
esetén inhomogénnek nevezzik.

Ha a differencidlegyenlet megoldhai6, akkor 4ltaldban tsbb (végtelen
sok) megoldésfiiggvénye van, A megolddsfiggvények kiziil bizonyos "mellék-
feltételek” hozzévételével tuduk a szémunkra megfelelst vagy megfelelfket
kivélasztani. Ha a differencifle; enlethez mellékfeltételként elSirjuk a ke-
Tegett flggvény, illetve derivéltjainak értékét egy adott helyen, akkor azt
mondjuk, hogy kezdetl feltételt szabtunk meg. Ha a mellékfeltétel oiyan,
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hogy legaldbb két pontban irjuk elf a fuggvény (vagy esetleg deriviltjainak)
értékeit, akkor azt mondjuk, hogy peremfeltételt adtunk meg,

1.1 Példa, Tekintsiik az y" = 2 differencidlegyenletet. Mint exrl

integrildssal konnyen megpy6z6dhetink, a megolddsok az y(x) = x2 +ax +b
filggvények, ahol "a" és "b" tetsz8leges val6s gzdmok. Ha megadjuk az
y{0) =0, ¥’ (0) =1 kezdeti feltételt, akkor a differencidlegyenlet e kezdeti

feltételt is kielégitd megolddsa az yl(x) = x2 + x fiiggvény. Ha az y(0) = 0,
y{1) =0 peremfeltételt adjuk meg, akkor a differencidlegyenlet e peremfel-
tételt is kielégits megolddsa az y 2(x) = x2 - x fliggvény,

A mellékfeltételek lehetséges szdmét természetesen befolydsolja a
megolddsfilggvényben szerepld szabadon valaszthat6 konstansok szdma és
ezzel szoros.dsszefliggésben a differencidlegyenlet rendje. A fejezet tovab-
bi részében kizdrolag elsfrendd differencidlegyenletekkel foglalkozunk.

2. Iranymezd6. Kezdetiérték feladat

Legyeﬁ adott az
vy =ixy) (2.1
els6rendii explicit differencidlegyenlet, ahol f : DR és D R2 nyilt és

Usszefilggd tartomdny.

_ 2.1 Definicié, Az I intervallumon differencidlhat6 y (x), x€ I fliggvényt a
(2.1) differencidlegyenlet mepolddsénak (megolddsfiiggvényé-
nek) nevezzilk, ha minden x € I -re (x, y(x)} € D és

Y’ (x} = f(x|Y(x)) .

Az y(x) megoldds grafikonjit a (2.1} differencidlegyenlet
integrilpbrbéjének (megoldisgtrbéjének) nevezziik.

A (2,1) differencidlegyenlet egy fontos geometriai szemléltetését nyer-
hetjitk, ha bevezetve a sikon az x,y Descartes-féle derékszigli koordindta-
rendszert a D siktartomdny minden (x,y) pontjdban meghuzzuk az f(x,y)
irdnytangenst kis egyenes szakaszt, az un. vonalelemet, lly médon a D
tartomédny minden pontjdhoz hozzirendeltiink egy irdnyt és megkaptuk a (2.1)
differencidlegyenlethez tartozé irdnymezft. Geometriailag a differencidl~
cgyenletmegolddsa azt jelenti, hogy megkeressiik azt az y =y (x}) egyenletil
giirbét, mely "belesimul” az irdnymezébe, azaz melynek minden pontjiban
az érint§ irdnydt az irdnymez3 e pontbeli vonaleleme adja meg.
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Az integrilgdrbék megrajzoldsit megkinnyithetjlik azdltal, hogy meg-
rajzoljuk az f figgvény szintvonalait, vagyis az f(x,y) = c egyenletd gor-
béket, ahol a ¢ 4llandénak tetszfleges értéket adhatunk f értékkészletébél.
Az f(x,y) = ¢ szintvonal azzal a tulajdonsiggal rendelkezik, hogy minden
pontjdban a ponton 4thaladé integrélgsrbe érintSjének irdnytangense a ¢ 4l-
land6. Az f(x,y) = c egyenletl gorbéket nevezzlk izoklin vonalaknak (izo-
klindknak).

YA

2.1 dbra

2.1 Példa. Tekintsiik az y* = —ﬁ- differencilegyenletet, ahol a jobb
oldalt, az f(x,y) = i— fliggvényt leszukitjk az x > 0 félsikra, vagyis a
D= ((x,y) t x> 0} nyilt és dsszefliggd tartoményon vizsgiljuk, Izoklin
vonalak az -Yx— = ¢ egyenletli gorbék, azaz az orig6bél kiindulé félegyene-
sek a jobb oldali félsikon (c tetszdleges valés). Itt minden {x,cx) pontban

az integrélgorbe irdnytangense c, azaz a vonalelem "benne van az y = cx
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egyenesben"”. Kovetkezésképpen az integrélgbrbékisaz y = cx, x > 0
egyenletit félegyenesek (14sd 2.1 dbra). Az y = cx fliggvényt a differenciél-

egyenletbe helyettesitveﬁ c= % azonossdgot nyerjilk. (Természetesen
vizsgélhat6 e differenciflegyenlet az x < 0 félsikon is).

2,2Példa, y' =- -;{7- » {(y<0). Izoklindk a - -;{;— = ¢ egyenletll gbr-
bék, azaz az y = - i— x, (c5=0) ésaz x = 0O félegyenesek. Az
y = - "(1-:' x izoklina minden pontjéban_ az integrélgdrbe érintfjének irdny-
tangense c, tehdt az érint6 merédleges az izoklindkra (2.2 ébra), Azaz az

integrilgtrbék origé kozéppontu félksrok, egyenletik y = -y i - xz, ahol
k tetszdleges 4lland6.

g\

2.2 dbra

Az clébbi példakban szerepl§ differencidlegyenleteknek végtelen sok
megolddsa adodott. Az integrdlgorbék mindkét példdban egyparaméteres
gorhesereget alkottak. Ezt a grbesereget tehdt egyértelmiien meg lehet
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adni azdltal, hogy megadjuk az irdnymez4t, amelybe belesimul, azaz meg-
adjuk a gorbesereg differencidlegyenletét,

FErdekes lehet a "forditott” feladat, melyben adott gbrbesereg differen-
cidlegyenletét kell meghatdrozni. Legyen adva a tovdbbiakban az y = ¢ (x,c)
. 2
» C R™.

Tegyik fel tovdbbé, hogy Cp; {x,c) #0, (x,c} € D‘P , tehdt a girbesereg

egyenletil egyparaméteres giorbesereg, ahol ¥ £ CI; ,» D
14

egyenletébdl ¢ egyértelmien kifejezhet§ mint x és y folytonosan differen-
cidlhat6 c(x,y) fuggvénye. Egy rigzitett ¢ értékhez a gorbesereg egy ele-
me tartozik. A (] # O feltétel biztositja, hogy legaldbbis “lokdlisan" a

girbesereg "egyrétien fedi le" az x y sik megfeleld tartomdanydt (vagyis
egy (XO' yo) pont elég kis kfrnyezetében a g = c(xo, yo) paraméterérték

elég kis kbrnyezetéhez tartoz6 c paraméterii gorbék kiizill egy ponton pontosan
egyhaladdt). Az (x,y) ponton dthalad6 gtrbe érintjének irénytangense y’ =
= Sp; (x,c), ahol c = c(x,y). ¢ = c(x,y) -nak az utébbi egyenidségbe val6

behelyettesitésével ad6dik valamely (x,y) helyen a gorbesereg (x,y) -oﬁ 4t~
haladé girbéjének megfelelS vonalelem irdnytangense: y° = ;o;[(x, c{x, v)).

Ez viszont azt jelenti, hogy a girbesereg kielégiti az

Y = ! (xclx,y)

differencidlegyenletet,

Ha létezik egy v = Y (x,k) gorbesereg, mely rendelke21k a kovetke-
z§ tulajdonsdgokkal:

ayye Cl , _DCRZ, Yl(x,k) # 0, (x,kK)€ D
D"P v k _ W

b) minden (xo,c) € D_, -hez van pontosan egy k, hogy

SD
tP(xO, c)=w(x0,k) ,
c) ! (x,c) = - —-——L——— :

Yx Yo Y, 0

akkor y =9(x,k) az y =@ (x,c) gorbesereg ortogondlis trajektoridnak se-
rege,
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Ezek alapjén az eredeti girbesereg yv' = gp;{ (x, c(x,y)) differencidlegyen-
letéb8l az ortogonélis trajektoridk seregének differencidlegyenlete az

S S
@ x, c(x, y))

differencidlegyenlet.
2.3 Példa. Tekintsiik az y = /¢ - 2x gbrbesereget, ¢ € R. Itt
1
= - 7 =
Px,c) =Vc-2x, @ (xc0) e - 2% # 0.

Nyilvdnvals, hogy az

y=fc~2x,

, 1

YT Yem

egyenletrendszerbdl ¢ kikiiszobilhets és a prbesereg differencidlegyenletea~

y =-° -+

y
differencidlegyenlet. Az ortogondlis trajektéridk differencidlegyenlete:
y =Y.

Ez utébbi differencidlegyenlet megoldésa az y = k e girbesereg,

2.4 Példa, A 2.1 Példa és a 2.2 Példa differencidlegyenleteinek meg-
oldésgorbéi egymds ortogondlis trajektoridi.

Ha a differencidlegyenlethez kezdeti feltételt csatolunk és olyan meg-
oldést kereslink, mely a differencidlegyenlet mellett még a mellékfeltételt
is kielégiti, akkor beszélunk kezdetiérték feladatrol., A {(2.1) egyenlethez
mellékfeltételként elfirhatjuk az

, y(xo) =Y, {2.2)

kezdeti értéket olyan (xO, yo) -ra, melyre (xO, y0)6 D. Nyilvdn tsbb felté-

telt nem adhatunk, hiszen (2.1) egyértelmiien meghatdrozza az els§, és ha

léteznek, akkor a masodik, stb. derivdltak értékét az Xg helyen, ha

Yo = y(xo) adott. Ugyanis (2,1) -b6l a (2.2) -t is kielégitd y(x) megoldds-
- 13 -



ray' (xﬂ) =f (xo,yo) adodik. (Ha y(x) kétszer differencidlhat6 és f is to-

tdlisan differencidlhatd, akkor az y' (x) = f(x, y(x)) azonosség differencid-
l4sdval y" (x) = f;{ '(x, y{x)) + f;( x, y{x)) vy’ (x), vagyis y" (xo) = f;(xo, yo) +
1 G gy ) o

Mind elvi, mind pedig gyakorlati szempontb6l alapvetden fontos az a
kérdés, hogy vajon a kezdetiérték feladatoknak van-e megolddsa és csak egy

megolddsa van-e. Arra, hogy az f fliggvényre tett milyen feltételek mellett

van egy €s csak egy megoldés (4l fenn a megoldés “egzisztencidja" és
"unicitisa') a kévetkez6 tétel ad vilaszt.

2.1 Tétel. Legyen adott az

»

y = f(x,y), y(xo) =Yg (2.3)

kezdetiérték feladat és a
D ~(uw +| 5wl <o |yo3,)<)

téglalap; tételezzik fel, hogy

fGCOD . f;ﬁ COD és f korldtos a D téglalapon, vagyis
van M >0, melyre [f(x,y’?l <M, (x,v)€ D, legyen to-
vébbd

of = min (a, %) ;
ekkor a (2.3) kezdetiérték feladatnak van egy és csak egy
az (xU- x, Xyt ) intervallumon értelmezett y(x) meg-

olddsa,

Ezt a tételt most nem bizonyitjuk, mivel egy, a 6. pontban kimondott
és ott bizonyitott tétel (6.3 Tétel) specidlis esete. Mér itt megjegyezziik
azonban a kovetkezdket. (2.3) megolddsa egy "integrilegyenlet” megolddsd-
ra vezethetS vissza. Tételezzik fel u.i., hogy y(x) a (2.3) kezdetiérték
feladat megolddsa. Ekkor az

y' (x) = f(x,y(x)) (2.4

azonosségbdl ldthat6, hogy y(x) folytonosan differencidlhatd. Intepréljuk
az azonossdg mindkét oldalédt az [xo, x] intervallumon.
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Figyelembe véve, hogy y(xo) =Yy*

X
vy(x) - v(xO) = f f(u, y (w)) du,
%0
vagy
X
y= y, + j £(u, y() du . (2.5
X0
Ezek szerint, ha y{(x) (2.3) megoldésa, akkor kielégiti az
' X
Y=Y, *F f f(u,y)du (2.6)
X0

integrilegyenletet. Forditva, ha az y(x) fliggvény folytonos és kielégiti a
(2.6) integrédlegyenletet, akkor a (2.5) azonossdg teljesiléséb6l 14thats, hogy
y (x) folytonosan differencidlhaté (14sd II. Kotet, 28.2 Tétel). (2.5) -be

X =Xy -at helyettesitve kapjuk, hogy y(xo) =Y ; {2.5) -&t differencidlva

pedig a (2.4) azonossigot. Ezek szerint, ha y(x) (2.6) folytonos megoldd~-
sa, akkor folytonosan differencidlhaté megolddra a (2. 3) kezdetiérték fela-
datnak is,

3. Elemi tton integralhat6 differencidlegyenletek

A 2.1 Tétel alapjén az esetek jelentds részében el tudjuk donteni, hogy
(2.3) -nak van egyértelmil megolddsa, azonban ez a tétel nem ad 4ltaldnos
moédszert a megoldds meghatdrozédsdra, A tovdbbiakban néhdny olyan dif-
ferencidlegyenlettel ismerkedunk meg, mely véges sok integrildssal,
"kvadraturdval” megoldhaté.

Elgszér az

y =£f(x). gy (3.1

ugynevezett szétvdlaszthat6 véltozoju (szepardbilis, a jobb oldal "egy csak
x-t8l és egy csak y-t6l figgS figgvény" szorzata) differencidlegyenlettel
foglalkozunk. »
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0 0
Feltételezzik, hogy f € C(a,b) » BE€ C(c,d) :

3.1 Tétel. Ha a (3.1) differenciflegyeniet jobb oldaléra tett €15z feltevé-
seken kivll fennéll g(y) # 0, y € (c, d), tovédbbd X, € (a,b),

Yo € (c,d), akkor (3.1)-nek az Yo = y(xO) kezdeti feltétel mel-

lett van egy és csak egy @ (x) megolddsa, mely értelmezve van
egy (X, (3) intervallumon, X €{x, 3)Cfa,b), ésmely-

nek implicit megadésa:

y X
du
- = £(t)dr . 3.2
- J o (3.2
Yo “0
y y
Bizonyitds, Legyen i = inf f —d(%) és s = sup %—).Nyilvénva“
¥y
J6an i<0 és s .- 0, hiszen g(y) dllando elgjelt, igy Gly) = f %
g

Yo
szigoruan monoton fliggvény és G(yo) = 0. Ezért van olyan x O-t tartalmazo
(a,b) -ben lev€ nyilt intervallum, melynek minden x pontjdra az

X
i< j f(t)dt < s egyenldtlenség fenndll, hiszen az egyenlbtlenség kozép-
> )

0
s tagja folytonos és x = XO -nil zérus. Legyen ezen intervallumok kiziil

{ &,/ ) a maximédlis. G(y) szigoru monotonitdsdhol kisvetkezik, hogy
minden x € ( &, /3 )} -hoz van egy és csak egy ye (c,d), mely x-szel
egyltt kielégiti (3.2) -t; ezt az y-t ¢ (x) -szel jeldlve, nyilvén

X

w(x) = G-l(j fd), xe (a,05).
X,
0

Az inverz fuggvény, ill. az 6sszetett figgvény differcncidlhatGsdgdra vonat-
kozé tétel (II. Kotet, 12.6 és 12.5 Tétel) szerint ¢ differencidlhato flgg-
vény.
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P{x) X

du _
f E(E:f f(yde , x€ (X ,3)
Yo 0

azonossdg mindkét oldalét differencidlva kapjuk, hogy

m Q’(X) = f(x),

vagyis @ kielégiti (3.1) -et. Tovdbbd

0
Plxy) = G-l( f fydy = 61 © =4,
*o

vagyis (¢ kielégiti a kezdeti feltételt is.
A megoldds az Xy pont kornyezetében egyértelmii. Tegyuk fel, hogy

(Pl {(x) egy mésik megoldds (x € ( X @1) < (o, /3 ), melyre
(’OI (xO) = yG . Megmutatjuk, hogy az (X, } N ( 0(1, Vo) 1) intervallu-
mon gol (x) = p(x). gol (x) kielégiti {3.1) -et, ezért

1
- __g(wgt(f()x)) = f(x). Integriljuk mindkét oldalt xO -t6l x-ig és a bal oldalon

alkalmazzuk az u = ®, (t) helyettesitést:

‘PI(X) X :( X

a _ [ e
f gw g(p ) J. fnyde .
Yo *0 *o
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Ezek szerint ¢ (x) is kielégiti (3.2) -, vagyis
P& = P&, haxe(x 30N (e,p).!

Megjegyezzik, hogy ha a (3. 1) egyenletben g(yo) = 0, akkor Y=Y,

megolddsfiiggvény.
3.1 Példa. Vizsgéljuk az
o= f(x) fe CO
yoEi. (a,b)

differencidlegyenletet, Ez (3.1) speciédlis esete, gly) = 1. A {x) megol-
ddsfilggvény, mely eleget tesz az y(xo) =¥, kezdeti feltételnek, az

y X
[ aw = [ toa
Yo *0

egyenletbf] hatdrozhaté meg y kifejezésével,
Tehdt

X

p =y, t j f()de .

%o

A megolddsfliggvény értelmezési tartoménya az (a,b) intervallum,

3.2 Példa. Legyen adottaz y’ = - _yx_ (y < 0) differencidlegyenlet
. 1 .
(lasd 2.2 Példa). (3.1) szerint példéul f(x}=x és gyl = - —;— vélaszt-
0 0
hat6. Ekkor f € C (~oo,00) geC (oo, 0)' tovdbbd g(v) +# 0.
Legyen Xy € R, Yo < 0. Mivel
y Y 2 _ 2
j du j‘ Y Y
2= “udu = - ———,
glu) 2
Yo Yo
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ezért

2 2
YO'Y
i = inf 2 = ~0
y € (- 00, 0)
és
2 2 2
: Vo - ¥ Yo
s = sup =
2
ye(-00,0 2

A megolddsfiiggvény értelmezési tartoménya a

* 2o 2 )2
-ao <j fdt = 3 9 <« 20
*o

egyenldtlenségbfl, vagy rendezéssel az | x| <|/ x(z) + yg egyenlgtlenségbdl

adédik. Bevezetvea k = l/ xg + y(z} jelslést, a megolddsfiiggvény értelme-
zési tartoménya a (-k,k) intervallum. Maga a megoldds a

e =-Y-x , |x|<k

. . £ s /2 _ 2 . oz
filggvény, az integrilgbrbeaz y = - Vk® - x° egyenletii, origé kozéppontuy,
k sugaru (az (xo, yO) ponton dthaladé) félkor.

3.3 Példa., Tekintsilk az

y =), &>0 (3.3)

differencidlegyenletet, ahol f € C?a b) {az {a,b) intervallumon folytonos
egyvaltozos filggvény) és tegytik fel, hogy f(u) # u, ue€ (a,b). A differen-
cidlegyenlet u = —i— uj ismeretien filggvény bevezetésével szétvdiaszthato

viitoz6ju differencidlegyenletté alakithatd.
- 19 -



Fkkor ugyanis y’ = u"x +u, vagy o’ = —:{- (y' -u), és ha y kielégiti
(3.3) -at, akkor u kielégiti az

u = -i- (ffu) ~ u)

differencidlegyenletet (és forditva). Ez ut6bbi egyenlet az f(u) - u # 0 fel-
tétel miatt teljesiti a 3.1 Tétel feltételeit, és (3.2) analdgidjira megoldhat6.
Ha u-t meghatdroztuk, akkor (3.3) megolddsa y = xu.

3.4Példa. Legyen o #0, D £ 0 és ytetszbleges dlland6 és te-
kintsUk az

Y =f(aAx+py+q) 3.4

differencidlegyenletet, Legyen f & C(()a b) és o« +/31(u) # 0, u€ (a,b).
Azu= dx+py+ 9 yj ismeretlen fuggirény bevezetésével az

u = O +/f(u) szétvdlaszthat6 viltozoju differencidlegyenletet nyerjlk,
Az f fuggvényre tett feltevések melletta 3.1 Tétel alkalmazhats.

3.5 Példa, Legyenek o , PP, o

B % adott 4llandck és

tekintsilk az

v AXtPYFY
v =K a X+t ) (3.5)

differencidlegyenletet, ahol f folytonos. Két esetet vizsgdlunk:

a) % =0,

SRE

ekkor vagy o = %“1’ € 5= A, VaBY o MO &8 B =B,
ahol 1, , illetve , 4llando. Igy

xunx+@1y+7p+1-kwl)=

+AY+ Y,
AT = 1 * x+py+y
1 1 1

. + 7
o x+BYHT,

f(
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T-AY,
‘=f(2,+ °‘1x+f31Y""Jl) = f*(a1x+/31y+ql) .

illetve

Ax+/2Av+7
plax+@3y+q)+ 9, ~pq

s 1 _ .
( TR ) (tx+ny*+),

0(x+ﬁy+f]

f(o(x+ﬂéy+’ﬁ

) =
o(1x+ﬁ,1y+fa'l

) = 1(

azaz a (3.5) differencidlegyenlet {3.4) tipusu,

b) & A
%
ekkoraz oix+ py+ 4 =0, oglx +n 1y +q 1 - 0 egyenletrendszernek

#0,

létezik egyértelml x =p, y =q megolddsa. Vezessiik be a ¥ uj fliggetlen
és az M, uj fiigg8 viltozot a kovetkez6 médon: x=¢ -p és y=m, - q.
Ekkor E

dy _ dy | dm d5 _ dm
dx dm, 13 dx dg
alapjén (3.5) a -

(3. 3) tipusu alakot &lti,
Az
y +g®y =h®X (3.6

differencidlegyenlet els6rendu {explicit) lmearls differencidlegyenlet.

A tovébbiakban feltételezziik, hogy g,h € C( b . Vizsgdljuk el8szir a

homogén egyenletet, azaz a h(x) = 0 esetet.
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3.2 Tétel, Legyen g€ C?

2, by xoe (a,b) és Yo € R. Ekkor az

y' +gx}y = O, (3.7
y(xo) =Y

kezdetiérték feladatnak létezik egy és csak egy megolddsa, mely
értelmezve van az (a,b) intervallumon.
Bizonyitds. Legyen elfszdr y0> 0 (yO < 0). Ekkor Yo -nak van olyan kdrnye-

zete melyben a (3.7) differencidlegyenlet teljesitia 3. 1 Tétel feltételeit és annak

y X
alapjdn megoldhaté. A megoldds az J %— = - f g (t) dt egyenletbdl
Yo %)
X
n+t = -f g(t)dt, azaz
Yo
%0
X
j/ g(t)dt
*0
y (%) =¥,e . (3.8)

mely az egész (a, b) intervallumon értelmezve van és egyértelmilen megha-
tdrozott., Ha Yo >0 (y0< 0), akkor y(x) >0 (y(x) <0 minden

x € (a,b) -ra., Legyen most Vo = 0. Ekxkor y =0, x€ R a kezdetiérték

feladat megolddsa lesz, A homogén egyenletnek ezt a megoldasdt trividlis
megolddsnak nevezzitk. Bebizonyitjuk, hogy ez a megoldds egyértelmil.
Legyen ugyanis ¥F(x) (3.7) megolddsa, azaz

VR +gNF =0

[('D

s ?’(xo) = 0, de ¥(x) £0. Ekkor vanolyan X, melyben §(X) # 0.
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Azonban az y()S =y (;5 kezdeti feltételt is kielégitd megoldds (3. 8) szerint

X
'j g(t)dt
¥
0 = 7®e , x¢€ (a,b),

és ez egyertelmﬂen meghatirozott, Ezért §F(x) = §(x), és ez utcbbi fiigg-
vény sehol sem zérus, ami ellentmondds, |

3.1 Definicié, Az (a,b) intervallumon értelmezett y 1’ Yor coor ¥y fliggvé-

3. 2 Definicid.

3.3 Definici6.

nyeket az (a,b) intervallumon linedrisan fiipretleneknek ne-

vezzik, ha

c yl(x) +c2y2(x) +... +cnyn(x) =

minden x € (a,b) -re csak ugy éllhat fenn, ha c1 =c_=
=...=cn=0 (cieR, i=1,2,..., D).

Az (a,b) intervallumon értelmezett Vo Voo eeer Yy flIgg_\_l' é-

nyeket linedrisan osszefiggSknek nevezzitkk az (a,b) inter-

vallumon, ha nem flggetlenek, azaz ha van Cpr Sgo ooes €

val6s szdm n-es, hogy Icll + ‘C2I+ ces + |cn] >0 és

+... =o0.
c +c2y2 +cnyn 0

1”1
(V.5. I Kotet, 9.1 és 9.2, ill. 16.6 és 16.7 Definicio).

Legyenek Yy yz, oo Y legal4bb (n-1) -szer differencidl-
haté fliggvények az (a,b) intervallumon. Az Yo Ygr soen yﬂ
fuggvényrendszer Wronski-féle determinénsdnak nevezzlk a

W(Yl. suy Yn) =1 ¥, ¥y i
Y Ya Tt Yn
“@-1y el (n-1)
12 9 vee o
determinénst.



3.3 Tétel. Ha Vir Vg oee ¥ linedrisan Usszeiliggd figgvények az (a,b)
intervallumon és 1A € Cn (i=1,2,...,n), akkor

W(yl, cesr Yo Y= 0.

a,b)

Bizony;;tés. 'A 3. 2 Definici6 alapjdn van cp c2, ey valés szdm n-es,
cee é + +... = 0. i -
melyre|c1|+ +| cn] > 0 és ¢y, ey, te v 0. Vegyiik en

nek a kifejezésnek az elss, ..., (n-1) -ik derivéltjit, akkor minden
x € {a,b) -re

¢y, ®tey,®+...+cy 0 = 0,
cly} (x) +c2y'2(x)+ +cnyl’1(x) =0,
cly(ln-l) {x)+c Y(n-l)(x) +..+ cnyin-l) (x) =0, (3.9)

Ennek a homogen linedris egyenletrendszernek van a <, -kben nem

trividlis megoldésa, tehdt az egyenletrendszer determménsa nulla. Ebbél
kovetkezik, hogy W(y1 P Ygr reer Vo y =0.

Megjegyezzilk, hogy ha W(yl, S A ) = 0 egy(a,b) 1ntervallumon,
abbél még nem kisvetkezik Vyr ween ¥y linedris osszefuggﬁsege. Ugyanis

(3.9) nem triviélis (Cl’ Cpores cn) megoldésa x-nek figgvénye lehet,

2

3.4 Tétel, Legyenek ¥ és vy, @ (3.7} differencidlegyenlet megoldédsai,
' akkor W(yl,yz)s 0 és y, és y, linedrisan &sszefipglk az

(a_,b) intervallumon.
Bizonyitds., Mivel ¥y és y2' (3.7) megoldésai, ezértaz
v, &y, 07 = ¥y, (® ¥, =0
;0 v, gy, 0 gy, &)

egyenldség minden x € (a,b) -re fennéll, azaz W(yl, y2) = 0.
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A tovébbiakban az 4ltaldnossdg megszoritdsa nélkil feltételezhetjiik,
hogy ¥y xX) #0, x €(a,b). Hiszen, ha vy (x} =0, akkor az &llitds nyil-

véin igaz;‘ ha pedig y , mema trividlis megoldds, akkor (3.8) szerint sehol

sem lehet zérus, Miutdn

’ y =

1
ezért ( )Y =0, ahonnan az integrdlszdmitds alaptétele (I, Kotet, -
2 y
17.1 Tétel) felhasznédldsdval kovetkezik, hogy —;1- = ¢, vagyis ¥, = oy,
2

{c 4llando) .!

’

3.5 Kovetkezmény., Ha yh(x) (3.7) nem trividlis megolddsa, akkor (3.7)

dsszes megolddsdnak halmaza {_cyh(x) tCcE R} ..
Ezt a halmazt, vagy rdvidebben a cyh(x) egyparamé-

teres fliggvénysereget nevezzilk a homogén differenciél-
egyenlet 4ltaldnos megolddsdnak,

Bizonyitds. (3.7) -be val6 kozvetlen behelyettesitéssel ldtszik, hogy cyh(x)
valéban megoldds. Legyen y l(x) valamely mis megoldds. Ekkor a 3.4 Tétel

alapjén van o ( IC()' + [c1f> 0}, hogy coyh(x) t ey, {x) =0 minden
X € {a,b) -re, Mivel i (x) nem a trividlis megoldds, ezért < # 0, tehét
c _ :
0
= - Y = .
ST e T !

A tovdbbiakban a (3.6) formuldval megadott inhomogén linedris egyen-
let megoldésait fogjuk vizsgdlni. Feltételezzik, hogy h(x) # 0.

3.6 Tétel, Ha y_ és y, (3.6) megolddsai, akkor y. -
3.0 letel. 1 2 g 177

9 2 {3.7) homo-

gén differencidlegyenlet megolddsa.

Bizonyitds, Mivel az inhomogén egyenletnek ¥, és yz' megolddsai, fenndli-

nak az aldbbi azonossdgok:

Y’l (x) + g(X)Yl (x) = h{x),
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¥,(0 + gy, () = h(x) .
Ezek kivonédsabél az
V00 - 7, + gy, 0 - gy, (=0,
azaz az
(y1 (x) - YZ(X))’ +g(X)(yl(X) " Y, =,

azonosséig adédik. !

3.7 Kovetkezmény. Ha v, @ {3.6) inhomogén differencidlegyenlet egy meg-
oldésa, v, @ megfeleld (3.7) homogén differencidlegyen-

let nem triviélis megolddsa, akkor (3.6) Usszes megol-
désénak halmaza {y, +cy, : c€ R} . Ezt a halmazt,

vagy révidebben az Y3 + oA egyparaméteres fliggvény-

sereget hivjuk az inhomogén linedris differencidlegyen-
let 4ltaldnos megolddsénak.

Bizonyitds. Legyen Yy (3.6) tetszdleges megolddsa. Ekkor a 3.6 Tétel alap-

jén Y,V (3.7) megolddsa, azaz a 3.5 Kovetkezmény alapjdn van c, hogy
- = I

Yy "V, = oy !

A 3.6 Tétel és a 3.7 Kivetkezmény nem mond semmit arro6l, hogy
vajon 1étezik-e (3.6) -nak megolddsa. Erre a kérdésre ad vilaszt a kbvet-
kezgd
3.8 Tétel. Minden %y €(a,b) és Yo ER-re a {3.6) differencidlegyenletnek

létezik egy és csak egy megolddsa, mely eleget tesz az
y (xo) =Yy kezdeti feltételnek. A megolddsfiiggvény értelmezé-

si tartoménya az (a,b) intervallum.

Bizonyitds. A megoldést az "4llanddk varidldsdnak médszerével" dllitjuk
el§. (3.8) szerint a (3.7) homogén egyenlet egy nem trividlis megolddsa

X
- J’ g(t)yde
X

yh(x) =e 0 . Ekkor tetszfleges c 4llandéra Yy, is megoldédsa
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(3.7) -nek. Elszdr megmutatjuk, hogy van c(x), x & (a,b) differenciél-
hat6 figgvény, melyre y(x) = c(x) Y {x) (3.6) -nak a kezdeti feltételt ki~

elégit§ megolddsa. Ahhoz, hogy y(x} = c(x) yh(x) kielégitse a kezdeti fel-
tételt, fenn kell 4llni a c(xo) =¥, egyenl8ségnek. Az y(x) fliggvényt be-
helyettesitve (3.6) -ba, ahhoz, hogy megoldéds legyen, teljesllnie kell a ki=

vetkez3 azonosségnak:

c’ (x) Yy (x) +c(x) y;l(X) + g(x)c(x) 1A x) = hx) .

Mivel ¥, (3.7) megolddsa, ezért innen ¢’ (x) = ho kovetkezik. Integréi-

V)
juk az utébbi azonossigot az % és x hatdrok kozott:
X X
f c’ (t)thf b de ,
¥, (©)
X X
0 0
vagyis
X
h{t)
=y + [ 2 g
c@W=y* [ 50
*0

Kozvetlen behelyettesitéssel meggydzSdhetiink arrdl, hogy

X
_ h{t)
vy =y, (x) (Y0+ f yh(t) d) ,
*o
vagyis
u X
. f gMdt - f g(t)dt
*o *o
) =<y0+ f b (u)e dlDe , x € (a, b)
%0 (3.10)
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val6ban a keresett megoldds, Most még az eg}értelmﬂséget kell bizonyita-
ni, Tegyiik fel, hogy @ és 1 (3.6) két kilonbsz6 megolddsa, és )o(xo) =

=Y (x) = Yo+ Ekkor a 3.6 Tétel szerint ¢ -1y megolddsa (3.7) -nek az
y(xg) = (p(xo) -y (xO) = 0 kezdeti feltétel mellett. Azonban a 3.2 Tétel

szerint ilyen megoldéds csak a triviflis megoldds, ezért 2 (x) -y (x) = 0.1

Az els8rendl linedris differencidlegyenlet irdnymezé&je geometriailag
elég egyszertlen szemléltethetS. Ha az x = c (fliggSleges) egyenes pontjaihoz
tartoz6 vonalelemeket meghosszabbitjuk, akkor az igy nyert egyenesek egyet-
len pontban metszik egymdst. A pont koordindtdi, ha g(¢) # 0, esak c-nek
lesznek fliggvényei.

A
/
/yz
=Yy
ne) 4+ ————
|
l -
|
! -
§te) 3 x

3.1 dbra

Ugyanis, ha felirjuk, egy ilyen x = c egyenesen levs két (c,y 1), (c,yz)

ponton ithalad6 egyenes egyenletét, a metszéspont ( § , ") koordinétdi
eleget tesznek az

M-y, = (gl)y, + h(c))(€ - ¢,
M =y, = (gle)y, +h(e))(E -

egyenletnek.
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E©=ct—is, ©(0) #0)
_ hic)
K T

A ( 8(c), "L.(c)) pontot az irdnymez6 x =c egyeneséhez tartoz6 sugdrpont-
jdnak nevezzik. Ha tehdt egy filggbleges egyenes sugdrpontjit megszerkesz«
tettitk, az egyenes tetszdleges pontjdhoz tartoz6 vonalelemet az e pontot a
sugdrponttal 8sszekots egyenes jelsli ki (ldsd 3.1 dbra).

3.6 Példa. Adott egy dramkor R ohmikus ellendlldgsal és L tninduk-
ci6s egytitthat6ju tekercesel. A kbrbe U0 egyenfesziiltséget kapcsolunk.

A bekapcsolds hatdsdra a tekercsben az dramerfsség idGegység alatti meg-
véltozdsdval ardnyos (az ardnyosségi tényez§ L) UO -lal ellentétes irdnyu

fesziiltség indukdl6dik. Ennek figyelembevételével, az dramerdsséget, mint
az idg fuggvényét 1(t) -vel jelolve Ohm torvénye a kbvetkezSképpen irhaté
fel:

dl
U0 Ldt =RT1 .,

Ezek szerint az dramerdsség kielégiti a

a &, _ %
dt L~ L

elsbrendu linedris differencidlegyenletet. A kezdeti feltétel legyen 1{0) = 0.
"A kezdetiérték feladat megolddsét a2 megfelels homogén egyenlet megoldé-
sdval kezdjuk. ’

d
dt

-

mls-—% t+c,

R - _
+LI-0,
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tehdt

R
- =t
L
I= cle
Az inhomogén egyenlet megolddsit
L
I= cl(t)e
alakban keresslik.
R _ R
dL =dc:l(t) . L R . (e L
dt dt L 1 '

ezért az inhomogén egyenletbe helyettesitve a kovetkez§ feltételt nyer juk:

dc_ () L L L
L e ) S ¢ (e =
a € 1YL L1

U
__0
- .
_ R,
dcl . L i _I.J‘Q
dt L !
'R_ t
de, ] 11_0_ . L
4t L ’
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azaz

Y9 L %t
©° "L R ¢ K,

ahol K 4lland6. Az inhomogén egyenlet 4ltaldnos megolddsa:

R . R . R
L ¢t LY wvu L ¢

U
I=(—Rf]-e + K)e = — +Ke .

UO UO
Mivel 1(0) = 0, ezért 0..=—R— + K, vagyis K = - =R Tehét a

kezdeti feltételt is kielégit§ megoldds:

- R,
U L
1=—2 {1-e
= .

3.7 Példa. Bernoculli-féle differencidlegyenletnek nevezziik az

v +gy = h(®y" (x #0, X#1, KER) (3.11)

0
(a, b)
egyenlet uj ismeretlen flggvény bevezetésével linedris differencidlegyen-

differencidlegyenletet, ahol g, h€ C , y> 0. A (3.11) differencidl~

letté alakithatd, Osazuk el a (3.11) egyenletet y % -yal:

-

y oy gy T =h .

1 -t -X
Ha u=y , akkor u' =(1 ~«)y  y . Eszerint, ha y kielégi* az
eldbbi differencidlegyenletet, akkor u kielégiti a behelyettesitéssel rer:

I -o v +g(xu=hE

linedris differencidlegyenletet, és forditva.
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1

. 1
Ha ez ut6bbi megolddsa u, akkor {3.11) megfelel§ megolddsa y =u
4. Az egzakt differencislegyenlet. A multiplikator-modszer

Elsdrendl differencidlegyenletet idénként célszerl a kovetkez§ alak=~
ban megadni

gx,yY)dx + hix,y)dy = 0, (4.1

ahol &ltaldban feltételezzilk, hogy g,h € C , U C.R2 nyilt és egyszeresen
dsszefliggd tartomdny. (4.1) ~et ugy kell érteni, hogy annak bal oldalén egy
négyvaltozos filggvény 4ll:

D(x,y; dx,dy) = g(x,y)dx + h(x,y)dy ,

mely a dx, dy véltozokban (homogén) linedris; az x,y, dx, dy vdltozék nem
figgetlenek, hanem {amint ezt a jelslés sugalmazza) dx az x, dy pedig az
y véltoz6 differenciélja.

Legyen 'Ix, il Iy valamilyen intervallum, Az Ix intexrvaHumon

differencidlhaté ¢ figgvényt, ill, az Iy intervallumon differencidlhat6 W

" fuggvényt (4.1) megolddsdnak nevezziik, ha minden x € Ix -re (x, p (x))€ u,

ill, minden y € Iy -ra (y, y{y)) € U és ha y helyébe (p(x)- ~et, dy hélyé—

be e fliggvény differencidljat d (o (x; dx) -etirva, ill. x helyébe y(y) -t,
dx helyébe d (y; dy) -tirva (4.1) azonossdggd vilik az I < ill. az I e

intervallumon, vagyis ha

gx, px))dx +hix, @ x))d P(x; dx) = 0, xE Ix, dx€ R, (4.2)
ill.

gV, Mdyly;dy) +h(vy),ydy =0, ye Iy, dy€ R. (4.3)

Mivel d ¢ (x; dx) = go'(x) dx, ill. d @ (y ; dy) ='gU'(y)dy, ezért (4.2), ill.
(4.3) még a kovetkez8képpen is irhaté: .

[g(x, @ (x)) + h(x, @ (x)) y:'(x)]dx =0, x€E Ix' dx € R,
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il.

[e(vm.NYEH +h(Ww@E,n]dy =0, vye L, dy ER.

Az utébbi azonosségok azonban nyilvan ekvivalensek a kivetkezdkkel
{dx -szel, ill. dy -nal osztunk)

g{x, @ () + h(x, @ (x)) P =0, xe 1,

X
ilk.

g( wy), )9 +h(yG),y) =0, yE Iy .

Ezek szerint a ¢ (x), ill. a (y) fiiggvény akkor és csak akkor megolda-
sa (4.1) -nek, ha kielégiti a

gix,y) + h(X.y)—gX- = 0, 4.4
X
illetve a
g(x.y)-é;- +hix,y) = 0 (4.5)

implicit differencidlegyenletet.
Legyen Ug’ ili. Uh az U tartomdny olyan nyilt és 6sszefiiggd részhal-

maza, melyen g, ill. h nem zérus, vagyis
g{x,y) # 0, (x,y)eUgc u,
ill.

hix,y) # 0, {x,y) 6Uh< U

Az Uh, .ill, az Ug tartomdnyon (4.4), ill. (4.5) a kivetkezd explicit difle-

rencidlegyenlettel ekvivalens

dy | E(hy)
dx. - h(x, y) 3 (xs Y) 6 Llh ’ (4'6)
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ill.

dy hix,v)
dX - g(x’y) ] (X, Y) 6 Ug . (4.7)

Ezek szerint az Uh, ill. az Ug tartomdnyon (4.1} a (4.6), ill. 2 (4.7)
explicit differencidlegyenlettel ekvivalens. Az U A U tartomdnyon {ahol
h g

sem h, sem g nem zérus), (4.1) mindkét utébbi differencidlegyenlettel
ekvivalens.
Az Uh n Ug tartomd4nyon a (4.6) és (4.7) explicit differencidlegyen-

leteket ekvivalenseknek nevezziik, ugyanis igaz az, hogy haa v fliggvény

(4.6) megolddsa, akkor inverze -1 a (4.7) differencidlegyeniet megoldé-
sa és forditva. Ezt a kovetkez8képpen latjuk be: mivel

vy _glx, @)
PO ="k, o ()

és g nem zérus (p'(x) # 0, p szigoruan monoton fuggvény, létezik diffe-
-1

rencidlhat6 inverz figgvény (o és az inverz fliggvény differencidldsi sza-
bHilyat alkalmazva az y = (© (x) helyen

dolw 1 b __h(r @,
i/ -
% P gl G ),y

Mivel az x,y Descartes-féle derékszogl koordindta-rendszerben az

-1
y = @ (%) egyenletl gorbe nyilvén ugyanaz, mint az x = ¥ (y) egyenleti
gorbe az is igaz, hogy az Uh N Ug tartoményon (4.6) és (4.7) integral-

gorbéi megegyeznek.
Lehetséges, hogy (4.6) és (4.7) egy kdzis integrélgorbéje 7 , melyre
1 C Uh N Ug’ része a (4.6) differencidlegyenlet egy 7, < Uh integrdl~

gorbéjének és a (4.7) differencidlegyenlet egy 7g < Ug integrdlgorbéjének.
llyenkor a % h V] 7g gorbét geometriai értelemben (4.1) integrélgorbé-

jének nevezzlk, (a "geometriai értelemben" megkiilonboztetés azt jelzi,
hogy 4ltaldban 9 Y ’Xg nem egyetlen megoldésfiiggvény grafikonja).
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Ha az (xo, yO) pontban h is és g is zérus, vagyis, ha

h(xo, YO) = g(xo, YO) = 0,

akkor az (xo, yo) pontot (4. 1) szinguldris megolddsdnak {(pontmegolddsdnak,

vagy egyensulyi helyzetének) nevezzilk, mivel minden dx € R, dy € R -re

g(xﬂ.yo)dx + h(xo,yo)dy =0.

4.1 Példa. Legyen a > 0 és b > 0 adott és tekintsitk a
b2x dx + azy dy = 0 (4.8)

differencidlegyenletet. Itt g(x,y) = bzx, h{x,y) = a2y.
Az Uh = {(x, y) iy D> 0} tartomdnyon (4.8) ekvivalens a

dy _ _ bx (4.9)

differencidlegyenlettel. Az Ug = {_(x, vy ix D> O} tartoményon (4.8) a

d azz
_dl‘_ = - 5 {4.10)
y b x

differencidlegyenlettel ekvivalens,
(4.8) (és (4.9)) egy megolddsa példdul a
o = b T < 0 fievény. wi
Sa(x) = b(l -—2—) > 0 fliggvény, u.i.
a

bzxdx + azga(x)dgo(x; dx) =

1

2
2 2 2 --b
:bxdx+ab(l--£2-') —‘——X—Z-—‘l— dx =0, x & (-a,a)
2 :
a a(l-x—)T
22
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(4.8) (és (4.10)) egy megolddsa példdul a

i
wiy) =a(l-li-)2 > 0 figgvény u.i,
b
2 2
b wiy)dw(y; dy) + a'ydy =
1
=b a(l-—L)z—;—y———-dy+a ydy =0, y € (-b,b) .
b2
b(l-L)

b

Az Uh A Ug =[(x, ¥ : x>0, v > 0} tartoményon

22
=b(]-T) . 0 < x a, ill,
a
2
* = afl - -'-—2-) » 0 < y < b ugyanazon negyedellipszisnek az egyen-
h

fcte, A 4.1 dbrdnaz y = @ (x), x € {-2,a) integriigorhét a folytonos vo-
nallal huzott félellipszis, az x = W({y), y & (-b,h) integrilgiirbét a szag-
gatott vonallal huzott félellipszis dbrdzolja).

A fentiekkel teljesen analdg vizsgilat vé;;rezheté' el az U: =
"(t,y) 'y < 0} "als6", ill. az U: {(x,y) X < 0} “bhal oldali™ félsikon,
Ha megfelel§ megolddst valasztunk az Uh , xll az Ug tartomdnyon is, az
integrilgorbék egyesitése az U, v Ug v U v Ug =R \{ (0,00} tarto-
ményon az

2
+L o1

2
a b

"
m] ¥

cevenletit ellipszis, mely (4. 8) inteprilgirhéjinek tekinthetd.
Az orig6 (0,0) a {4.8) differcncidlcgyenlet szinguldris megoldéd-u.
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4.1 #bra
Lo 0 . 2 .
4.1 Definici6. Legyenek g, h € C‘J és U< R” nyilt tartomdny. A
g, vidx + hix,y)dy = O (4.11)

differencidlegyenletet egzakmak nevezzik, ha van olyan
Fe C:, fuggvény, hogy F differencidlja

dF = g(x,y¥dx + h(x,y)dy,
azaz

F v = gly), F:/ (x,VE hix,y, ,NELU.

4.1 Tétel. A (4.11) egzakt differencidlegvenlemek az lx intervallunon
differcncidlhato ¢ , ili. az Iv intervaliumon differenciathais

¥y fuggvény akkor és c¢sak akkor megolddsa, ha
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Fx, ¢ ®E)=c x €L, i, F(y{), v=c, vy e Iy,
ahol ¢ az F figgvény értékkészletébsl vett tetszleges valos
szém,
Bizonyitds. Legyen ¢, ill. W (4.11) megoldésa. Ekkor fernill a
[gx, ¢ () +hix,@ () p'(X]dx =0,
ill. a

[E(V®. NV +ha(w(),N]dy =0

azonossédg minden (x, ¢ (x)) € U, ill. (Y (y), € U és dx, ill. dy tet-
szdleges valGs esetén. Felhaszndlva azt, hogy F;(x,y) = g{x,y) és

F;(x,y) =h{x,y), v} & U, afentiekbsl a

aF(x, ¥(0)) |, 8Fkx X)) d¥x =

3 x Ay dx 0.
ill. a
AF(WH),y) dwly) | 3FMWE),Y)
dx dy 3y -
azonos. . ~ fenndlldsa kovetkezik. Ez viszont a
dF (x, ¥Y{x)) = 0
dx = 3
tehdt az
F(x, g x)) =c, (4.12)
ill, a
dF(V®»,y) =
dy =0
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tehdt az

F(vy@),y) =c (4.13)

azonossigok teljestilését jelenti.
Megforditva, ha a (4.12), ill. a (4.13) azonossdg €érvényes valamely
@, ill. W fliggvényre, akkor (4.12)-t, ill. (4.13)-at differencidlva és a
helyettesitéseket forditott sorrendben elvégezve azt kapjuk, hogy ¢ , ill.
W kielégiti (4,11} -et . !
A (4,11) egzakt differencidlegyenlet geometriaj értelemben vett in-

tegrdlgbrbéje az F(x,y) = ¢ egyenletl gorbe. Ha F(xo, yO) =c és

Fy (xO, yO) = h(xo, yo) # 0, (xo, yO) € U, akkor az F (x,y) = c egyenlet
az X, pont egy Kx kdrnyezetében egy ¢ @ Kx +—> R differencidlhato,
0 0
implicit fiiggvényt definidl, mely megolddsa (4.11) -nek és melyre
@ lxp) =y, Ha Flx,y)) = c és F (x,,y) = glx;py,) # 0, x;y)€e U,
akker az F{x,y) = c egyvenlet az y 1 pont egy K"T kbrnyezetében egy

1
Y Ky —> R differencidlhat6, implicit fuggvényt definidl, mely megoldé-
1
sa (4.11)-nek és melyre Y (yl) = xl. Ldsd V. Kotet, 11.3 Tétel.

4,2 Példa. A (4.8) differencidlegvenlet egzakt, ugyanis ha F(x,y) =

2 2
= b2 —XT + a2 15— , akkor az F fliggvény differencisija

2
dF = bzxdx + a ydy

Igy (4.8) integrdlgorbéje az

2 x 2 2
F(x,y) = b '—2— +a —%' = ¢

egyenletii ellipszissereg, ahol ¢ > 0 tetszdleges.

4.3 Példa. Ha p = g(x,y)i + hix,y)] egy sikbeli eréteret leiré vek-
tormez8, dr = dxi + dy j az “elemi"” elmozduldsvektor, akkor a

p.dr = g(x,y)dx + h{x,y)dy = 0
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feltétel azt fejezi ki, hogy az erdtér hatdsa alatt végbemend elmozduléds az
erdtérre merdleges és igy ennek sorédn sem az erétér nem végez munkat,
sem az erStér  enében nem tirténik munkavégzés, Ha a fenti differenciél-
egyenlet egzak tkor ez azt jelenti, hogy a p vektor-vektor fliggvény po-
tencidlos, p = yrad I, ahol F az a folytonosan differencidlhaté fiiggvény,
melyre F; = g, F; = h, Adifferencidiegyenlet integrdlgorbéi az F poten-

cidlfuggvény F(x,y) = c egyenlett szintvonalai (c 4lland6). Eppen ezen gor-
bék normdlvekiora p és e gorbék mentén zérus a munkavégzés, hiszen szint-
vonalon torténd elmozdulds sorédn a potenciél értéke ("a potencidlis energia™)
nem viltozik.

4.2 Tétel. Legyen g, h€ C , U cr? egyszeresen dsszefggd nyilt

tartomdny. A
gx,y)dx+h(x,y)dy =0 (4.14)
differencidlegyenlet akkor és csak akkor egzakt, ha

2g - _3h
2y 2x '

(x,y) €U.

Bizonyitds. Tekintsttk a v(r) = g(x,y})i + h(x,y}j sikbeli vektormezst,

r =xi +yj . (4.14) egzaktsdga azt jelenti, hogy a v(r) vektormezdnek

van potencxal}a, tehdt van F(r) skaldr-vektor flggvény, melyre grad F(r) =
= v{r). A potencidlfiggvény létezésének qzukqeges és elégséges fol-

tétele (epyszeresen Usszefliggd nyilt tartoményon folytonosan derivéihat6

v (r) esetén), hogy a vektortér rotdciémentes legyen, azaz

%5 - ’%% = 0 legyen, (x,y) € U (Ldsd V1, Kotet, 15.5 Tétel) .

4 4 Példa. Tekintsiik a (3. 1) differencidlegyenletet az f € C( by’
ge C (c n gty # 0, ye (c,d) feltevések mellett. (3.1) az

1 -
f (x) dx pren dy A— 0

ekvivalens alakba irhat6.
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Ez a differencidlegyenlet egzakt, ugyanis teljesiti a 4.2 Tétel feltétele it

1
Ay 3 x - ’

x€ (a,b), y€ {c,d).

Meghatdrozhat6 az az F kétvdltozos fiuggvény, melyre dF =

=f{x)dx - —BTl(ﬁ dy. Miutdn F x szerinti parcidlis derivéltja csak x-tdl,
y szerinti parcidlis derivéltja csak y-t6l fiigg, F nem lehet mds, mint gy

csak x-t6l figed és egy csak y-tdl fliges flgpvény Osszege. Az x-tdl fuggs
fuggvény f bidrmely primitiv fliggvénye, az y-t6l figgs fuggvény - —:'- bar-

mely primitiv fliggvénye lehet. Ezek szerint

F(q,y) = [ f(x)dx -j-—ggé-)— .

Mivel F;(x,y) = - E{—:ﬁ # 0, ezértaz F(x,y) = c egyenlet rogzitcte «

és rogzitett primitiv fliggvények mellett egy » megolddst definidl, Ha az
kivinjuk, hogy @ teljesitse a go(xo) = yo kezdeti feltételt is, akkor példa-

ul az
X Yy
- - du
F(x,y) = f f{t)dt j ()
X0 Yo

vilasztdssal ¢ = 0 -t kell helyettesitentink és ¥ -taz

x oy
T _du
xj fOd - [ 5 =0
0 0

cgyenlet definidlja.,

Mint a fenti példdkban is ldttuk, ha cgy differencidlegyenlet egzakt,
akkor a megolddsa ugy tirténik, hogy meghatirozzuk azt az F kérviltozos
fggvényt, melynek differencidlja a (4. 11} cgyvenlet bal eldala, ¢s az
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F(x,¥) = c egyenlet 4ltal definidlt implicit figgvény lesz a megolddsfiigg-
vény. Az F filggvény meghatdrozdsa azonos {sikbeli) vektormezd potencidl-
keresésének feladatdval (v.5. VI, Kotet, 15.2, 15,3 Példa).

A (4.1) differenciélegyenlet dltaldban nem egzakt. Felmeriil a kérdés,
hogy ekvivalens dtalakitdsokkal nem tehetd-e egzaktta.

4.2 Definicio. Legyen Mg Cg .

ha (x,v) € U, Az M figgvényt (4. 1) integrdio tényezdjének
(multiplikdtorinak ) nevezzik, ha az

U< Rr? nyilt tartomény és M(x,y) # 0,

ME, Vg dx+ME, P hix,y)dy = 0 (4.15)

differencidlegyenlet mar egzakt. A {4.1) egzakttd alakitdsdra
szolgdld eljdrdst (M megkeresésével) multiplikdtor médszer -
nek nevezziik.
Nyilvinvals, hogy (4.15) ekvivalens (4.1 )-gyel. Ugyanis, ha (4.1)
ty: Ixi-" R, ill. ¥: Iy?—* R megolddsait (4.15)~be helyettesitjilk, azonossi-

‘got kapunk. Forditva, ha (4.15) megolddsait (4. 1)-be helyettesitjlik, szintén
azonossdgra jutunk, mivel (4.15) M # 0 miatt csak akkor teljestilhet, ha
{4.1) teljesul.

I
U 2>
g6 tartomdny. M akkor és csak akkor integrdl6 tényezdje (4. 1)~
nek, ha kielégitt a

2
4.4 Tétel, Legyen g,h, ME C U CR” nyilt és egyszeresen dsszefiig-

3 M Aglx,y)  3IM Jhx,v)
3y gx,y)+ M 3y " 3x h(x,y)+MB .

(4.16)
parcialis differencidlegyenletet,

Bizonyitds, A 4,2 Tétel alapjdn (4. 15) akkor és csak akkor egzakt, ha fenn-
ill a

o ME,v)gkxy) _ _2{MEhlxvh
Y - Ax

azonossdg., Felhaszndlva a szorzat differencidldsi szabdlydt, ez pontosan
azt jelenti, hogy M kielégiti a kivdnt parcidlis differencidlegyenletet, !
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A gyakorlatban sokszor eiffordul, hogy taldlhatunk olyan M multipli-
katort, mely vagy csak az x, vagy csak az y véltoz6nak fiiggvénye. Tegylik
fel, hogy az M multiplikdtor csak x-mek figgvénye. Ekkor M (x)-nek ki

I M

279

kell elégitenie (4. 16} -ot, azaz mivel = 0, ezértaz

M—Me 8]; =M’h(x,y)+M——J~‘l—ag: )

kbztnséges differencidlegyenletet. Mivel ebbgl

M =(32(X,Y) _e2hixy ) 1
M 3y 3 x hix,y) ’

az M{x) figgvény csak akkor elégitheti ki ezt a differencidlegyenletet, ha
e differencidlegyenlet jobb oldala is csak x-t&l fiigg.
Hasonl6képpen ahhoz, hogy csak y-tol fiiggd M multiplikdtor 1étez-

= 0)

26k, M-nek ki kell elégitenie a (4. 16) -bol nyert ¢ aax

M g{x,v) + M—'g-(—'"'Lae;{ ) = M—_‘L‘M,!a):{' )

differencidlegyenletet, azaz az

M o (2hbuy) | eglny) 1
M 3 x Ay g(x,y)

differencidlegyenletet. Ez viszont csak akkor lehetséges, ha ennek a diffe~
rencidlegyenietnek a jobb oldala csak y-nak fiiggvénye.

4.5 Példa. A (3.6) elsérendi linedris inhomogén differencidlegyenlet
ekvivalens a

(g(x)y - h(x))dx + dy = 0

differencidlegvenlettel. Ha feltételezziik, hogy g(x) Z 0, tovdbbd

1
g he C(a by’ akkor a (4. 2) Tétel alapjén ad6dik, hogy a differencidlegyenlet
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numn egzakt, Ugyanis

3

3 (g(x)y - hx)) 1
9x

ay = g0 #

=0, X & (a,b) .

A 4.4 Tétel alapjdn kereshetink M integrilé tényezdt a

) M
——5}]\1 {g{(x)y - h{x)) + Mg(x) = D x

narcidlis differencidlegyenlet megolddsai kozott., Vilasszuk M-et ugy, hogy
Al

=== (0 legyen, akkcr M egyvéltozés figgvény, és a

Aw

dM
dx

= g(OM

S g (x)dx
hemogén linedris differencidlegyenlet megolddsa M{x) = e {ahol
a Linov-hen g tetszfleges primitiv figgvénye 4ll, v.d. (3.7) és (3.8)). Mi-
vel M(x) # 0, ezért M integrdlé tényezs, Val6ban az

§20)dx [e(x)dx
v Xy - h(x))dx + e dy = 0

ditfu rencidlegyenlet egzakt. Meg kell hatdrozni azt a kétvédltozds fggvenyt,
m iy e

Jgx)dx
F;(x.y) = e (g(x}y - h(x)) ,
Sg(x)dx
F;(x.y) =e .
A midscdik feltételhsl
jg(x) dx
F(x,y) =yc +d)(x) ,

ahol Q tetszileges folytonosan dif ferencilhat6 fuggvény.
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Az els6 feltételbe valo behelyettesitésbdl kivetkezik, hogy

Jz)dx , Jg (x) dx
yg{xre + Px) = e (g(®y - h(x)) ,
vagyis
, Jg(x)dx
¢c(x) = -h{x)e
és
Ig(x)dx
O = - Jh(x)e dx .

A differencidlegyenlet megolddsai tehét az

fg(x)dx Jg(x)ax
ye - [h(x)e dx = ¢, c€ R,

egyenlet dltal meghatérozott fuggvények, ahonnan

-Jgx)dx, Jg (x) dx
y{x) = e (c +Jhix)e dx) , cCe&R,

(v.5. {3.10)).

4.6 Példa. A termodinamika elsé f6tétele szerint valamely adott rend-
szcrrel, pl. adott mennyiségll idedlis gdzzal kozslt dQ hémennyiség egyenld
a rendszer bels§ energidja dU megvdltozdsdnak és a rendszer 4ltal végzett
dL munkdnak a kulonbségével:

dQ =dU - dL .

Ha a klilsé nyomds p és a gdz térfogata v, akkor a rendszer Aital végzett
munka dL = -p dv, ahol dv a térfogat megvéltozdsa,. Jeloljik T-vel a
rendszer (abszolut) hémérsékletét; az U belsd energia és a p nvomis a
T és v (fuggetien) viltozok figgvényei.



Kis véltozdsokndl tehdt

dQ = 32 dr + 2 dv + pdv =
2 U 3
= T dT+(8v +p) dv.

Ugyvnevezett "adiabatikus folyamatoknédl”, melyeknél a kirnyezet és a rend-
szer kOzott nincs hicsere, dQ = 0. Ezeket az dllapotvaltozédsokat tehédt a

2 U 2 U
T dT+(

+p)dv =0 {(4.17)

A
av

differencidlegyenlet irja le. Ez a differencidlegyenlet nem egzakt, amint ez
konmyen beldthato. Azonban un. "reverzibilis folyamatoknal"”, melyek sordn
az &llapotvaltozds termodinamikai egyensulyi dllapotokon keresztill, lassan
aQ
» T
differencidl” éspedig az S “entropia' differencidlja. Ezek szerint

mepy végbe, a termodinamika mésodik f&tétele szerint mindig "teljes

]
_a..i dT'f‘ .l.(._a_L_ +p)dV .

. 4Q
ds - T T 3v

3
T T

Q

vagvis adiabatikus, reverzibilis folyamatokndl a (4, 17) differencidlegyenlet
integrdl 6 tényezdje -'1,}; és integrélgtrbéi az entropia szintvonalai (adiaba-

tikus reverzibilis folvamatmél az entrépia nem véaltozik).

5. Differencialegyenletek kbzelitd megoldasa

A 2.1 Tétel a differencidlegvenlet jobb oldaldra tett igen altaldnos fel-
tétel ek mellett biztositja az

vy, yGy) sy (5.1)
0 0
kezdetiérték feladatmegolddsdnak 1étezését és egvértelmiségét. E tétel
azonban nem ad utmutatdst a megoldds meghatdrozdsdra Altaldnos meg-
olddsi modszer nem is létezik, és az esetek nagyobb részében a megoldds

nem is &llithaté el§ végesszdmu 1épésben, integrdlok segitségével (Vkvadra-
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turdval™), Ezért nagy jelentfségiek az un. "kdzelitd megolddsi modszerek”.
Ebben a pontban két kizelit§d megolddsi modszerrel, a "hatvdnysor mod-
szerrel"” és a "véges differencidk médszerével” foglalkozunk. Azonban mind-
kettdnek csak egyszerll specidlis eseteit tirgyaljuk. Egy tovdbbi kozelitd el-
jardsrdl a "szukcessziv approximdéciorél” a 6. pontban lesz roviden szo,

A hatvdnysor moédszer azon alapszik, hogy bizonyos feltételek mellett
az (5.1) kezdetiérték feladatnak van egy és csak egy analitikus megoiddsa
(ldsd TV, Kotet, 7.2 Definicid). A moédszert egy rendkiviil leegyszeriisitett
esetben, homogén linedris differencidlegyenlet esetében mutatjuk be.

5.1 Tétel, Ha az

y =gxXy, yl=)=p (5.2

kezdetiérték feladatban a g(x) egyiltthato fliggvény az ( X - r,
¢ +r) intervallumban {r pozitiv szdm) analitikus, vagyis

o9

k
gx) = 2 gk(X'O(). Ix~o<§'\r,
k=0

akkor (5.1)-nek van egy és csak egy ( & ~ v, X + r)-ben anali-
tikus

= k
o) = S ¢ -y, x-mx] < (3.3
k .
k=20
megolddsa.
Bizonyitds. ElGszor az egyértelmiiséget bizonyitjuk. Tételezziik fel, hogy

az (5.3) konvergens hatvdnysor &sszege (3.2) megolddsa. Megmutatjuk, hogy
ekkor a Yy egylitthatok egyértelmilen meg vannak hatdrozva, Ugyanis a

kezdeti feltéteibsl
;?,;'0 = p{X) =73
A differencidlegyenletbdl

=gl v, (5.4)
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vagyis
= p() = g() @) = 8y P -
(5.4) -et differencidlva

P 2 g0 i tem P,
vagyis

i

¢, = 5 () =5 [ () @ (o) +g(e0) (o) =

1
=2 (&, 0o *Ee ]

és igy tovdbb a Leibniz-formula (II. Kotet, 14.1 Tétel) fethaszméldsdval

C C (k") k-l
v 0 =[¢'] - Z k 1) (k 1)
vagyis
k (1 (k-i-1), , _
th=?l!'q9(k)(o<)=f!- %;'( ) ()¢ () =
k-1 ) t
1§ ( )l! gi(k"1~l) ! (Pk‘i-l =
= —!;I- Z gl Sok_i_l ’ k = l, 2, 3' P (5.5)
i=0

Mivel rehat Po=h €5 Yoo gy ot LPk-l cgyértelmien meghata-
rozza H'k-t (k =1,2,...), ha (5.3} megoldis, akkor cgyértelmilen meg

van hatarozva.
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Most bebizonyitjuk, hogy ha ¢ 0 =3 -bél kiindulva (5.5) alapjdn rend-
re meghatdrozzuk a (pk (k=1,2, ...) egylitthatékat, az ezekkel az egyiitt-

hatékkal felirt (5.3) sor minden x€ (o -r, &t + 1) -re konvergens. Ezt ugy
14tjuk be, hogy kereslink egy a g{x) fuggvényt bizonyos értelemben "majoré-
16" flggvényt. Ezzel mint egyltthatéval felirjuk az (5.2) -nek megfelels
kezdetiérték feladatot. Majd megmutatjuk, hogy ez utébbi kezdetiérték fel-
adamak van analitikus megolddsa, mely az (5. 3) sort "majorélja".

Legyen a 0 < 0 < r szdm tetszblegesen adott, Mivel a

g@)= 2 gof
k=0

sor abszolut konvergens (ldsd IV, Kétet, 6,1 Segédtétel), van M > 0 szdm,
hogy

k
lg, 0 I <M,

vagyis

ngl<Lk , K=0,1,2 ... . (5. 6)
[T

Legyen a 1y analitikus fliggvény a kovetkezfképpen értelmezve

B0 = Aot - —
k=0 @ 1-
@
[x -xl< @, (5.7)
és vizsgiljuk a
R T LA S Ie

kezdetiérték feladatot,
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Ennek a megolddsa (3. 8) alapjdn

X
~y {t)dt _
l L -@Mln(l-"Q"‘—)
Yx) =B e =/pe =
-OM
=6(1--"-5—‘-) LoIxeal<Y .

AN filggvény az ( o - , ¢ + 2 ) intervallumon analitikus, mivel
(x - &} hatvdnyai szerint haladé konvergens binomiélis sorba fejthet8 (ldsd

IV. Kotet, (8.9). Jeluljilk a sorfejtés egylitthatsit '\pk-val, (k=0,1,2,...),
vagyis legyen

Vo= Q. P ko0, x-o|<e (5.9)
k=0

ahol ¢ 0° ¥ (0) = 3 . Konnyen l4that6, hogy minden k-ra sg 9 =58 A
azaz vagy minden K pozitiv, vagy minden ¥ K negativ szdm.{(A 3 =0

esetet kizdrhatjuk, mivel ekkor a ¢ (x) = 0 trividlis megolddssal, mint
analitikus megolddssal a tétel nyilvdn igaz). A 9 K egylitthatdk azonban

(5.5) -tel analég modon meghatdrozhatok, Ezek szerint ¥ (5.7) sorfejtésé-
nek egyiitthatéit felhaszndlva

k-1
1 M
wk_ k £‘=,0 3 lpk'i"l, k*1:2:3s s

i Q!

Mivel itt a szumindban mindzn tag egyforma elGjelii

15 M
Wl = % iZ:O ol W] k=128
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Az (5.6) egyenldtienségek felhaszndldsdval most mir a @y egylitthat6kra

a kovetkezd becslést tudjuk adni:

I?’(}l =IB| < FPOlz Iﬁl !

%] = [Bol [Pl £ M [Pol= Py -

Pt 2l P

k k Zo li k-i-l<
k-1

s L M _

Tk o Qi Iwk-i-ll "lwk]’

k=123, ...

Mivel az (5.8) sor abszolut konvergens, az utébbi becslésbgl kovetke-
zik, hogy az (5.3) sor is abszolut konvergens minden x ¢ (X - &, o( + Q)
ra. Miutdn azonban minden x € (X -r, o¢ + 1) -hez taldlhaté 0 < @ < 1,
hogy x € (X -Q , X +R), és az eldbbiekben @ tetszdleges r-nél kisebb
pozitiv szdm volt, azt kaptuk, hogy (5.3) valéban konvergens hatvinysor az

{ X -r, ( + r) intervallumon.
Ezek utdn mar csak azt kell megmutatnunk, hogy az (5. 3) fiiggvény,

ahol (pﬂ =/ ésa ?k egyiitthatokat az {5.5) rekurziés formuldval képez-
tiik, az (5.2) kezdetiérték feladat megolddsa, Nyilvdnvaldan % (0 = "PO Zﬁ .

A Cauchy-féle szorzisi szabdly (14sd 1V. Kotet, 3.4 Definicid és 3.5, Tétel)
alkalmazdsdval és (5.5) felhaszndldsdval

g0 Q0 = )L g oo, )P (x-e) =
k=0

5

it
e
~
ie
<
-
—_—
.
=~
I

Ity

_Sl—.



= Z k(kak-l E‘p’(x) , xe (X -1, of +1) . !
k=1

Megjegyezzilk, hogy az 5.1 Tétellel analdg tétel érvényes az iltaldnos
esetben is (14sd [7], 357. 0.), feltéve, hogy az (5. 1) kezdetiérték feladat-
ban szerepls differencidlegyenlet jobb oldala, f(x,y) "analitikus kétvilto-
z6s flggvény". Ez azt jelenti, hogy f(x,y) egy "kétvdltoz6s konvergens hat-
véinysor'" dsszege:

[==]

(9 = ) ey (o) (5= B)
i,k=0

k

Az 5.1 Tétel bizonyitdsdban szerepet jitsz6 (5.5) rekurziés formula
egyben gyakorlatilag is felhasznilhat6 a keresett analitikus megoldds hat-
vénysora egylitthat6inak szukcessziv meghatdrozdsdra. A hatvdnysor mod-
szer gyakorlati alkalmazdsdnak egy mdsik médja az un. Ansatzcal ("kisérle~
tez§ feltevéssel", német) valé szdmolds, mds széval a hatdrozatlan egyiiti-
hat6k médszere, Ekkor az (5.2) kezdetiérték feladat analitikus megoldésdt,
az (5.3) hatvdnysort hatdrozatlan egyutthatékkal behelyettesitjik az (5.2)
differencidlegyenletbe és az egyiitthat6kat az "egyiitthaté sszehasonlitds
modszerével" hatdrozzuk meg. A kovetkezSkben mindkét eljdrdsra muta=
tunk példét.

5.1 Példa, Vizsgdljuk az y’ = -% , y(1) = 1 kezdetiérték feladatot.

Ag(x) =- -Jl?' fliggvény a (0, 2) intervallumban analitikus, 1étezik konver-

o K+l k
gens hatvdnysor, mely &t elgdllitia, g(x) = Z (-1) (x-1), xe (0,2).
k=0
A kezdetiérték feladatra tehdt az 5,1 Tétel alkalmazhatd, van P {x) =

oo
= )] (Pk (1-1-1)k analitikus megolddsa az adott intervallumban, Meg kell
k=0
hatdroznunk a 9 K egyiitthatckat., A kezdeti feltételbsl (PO =@(1) =1

adédik. Behelyettesitve a ¢ megoldést a differencidlegyenletbe a <P1(x) =
= = ‘P 'X! . . G ae n
== azonosségot kapjuk. Ezt derivélva adédika ¢ (x) =

1
=P xt P X o .
= XX X) , majd ismét derivdlva a (pm(x) =

2

X
= 290X +2 P x-2 ¢ ()

3
x

azonossédg, stb.
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Igy a derivditakb6l rendre ad6dnak az egylitthatok:

A R A EEE!

p,=LL L Pwrpm -1,

o P 1 -dwmragm-200
! 1

stb. Igy tetszdleges sokdig folytatva a sorozatot, az egylitthatok meghatd-
rozhatok.
Ha felhaszndljuk az (5. 5) rekurzi6s formulét, akkor a k-ik egyiitthat6 a

o
—

1 i+l
ﬁok - k 1 ( 1) (Pk‘l"l 1) k_ 1)2s LA

&

tsszefiggésbdl kiszdmithaté, Most matematikai indukci6val bebizonyitjuk,
hogy minden k-ra (pk =1, ha k pdros és ¢ K= -1, ha k pdratlan.

k=0-ra és k =1-re igaz az 4llitds. Tegyiik fel, hogy (,02€ =1, ha
28 <k és (,02£+1=-1,ha2{’,+1< k. Ekkor

. _ WK
kcpk- ?k-1+?k-2 (pk_3+...+(1) ¢;0,
‘3

vagyis az indukci6s feltevés szerint

_ k, ha k pdros
k Pk =
-k, ha k pératlan .

Ez viszont azt jelenti, hogy 501( = (-l)k . Tehdt @ (x) =
¥ ok, k1 :

= Z -1y (x-1) = palt Errél egyébként (3.8) alapjdn egyszerlien meg-
k=0

gySzGdhettink (a g fliggvény ebben a példdban a (3.8) -ban szerepls g (-1)-
szerese),
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2
5.2 Példa. Adott az y' = e* y differencidlegyenlet. Ezt, jéllehet szét-
véilaszthat6 differencidlegyenlet, mégsem lehet megoldani ugy, hogy a meg-
2
olddsfiiggvény zdrt alakban dlljon elS, hiszen e*  zért alakban nem integ-
rilhat6. Most a hatdrozatlan egyltthatok médszerével keressik azt a meg-

o
oldést, melyre y(0) = 1. Ilyen @ (x) = Z" (pk & analitikus megoldds
2 k=0
1étezik, hiszen eX is elddllithaté konvergens hatvinysorral a (- o0, o)
intervallumon:

2 s 2k pad .
P IR S
e - K1 s eix R

k i

o)

, k=0,1,2, ... . Mivel ¢ meg-

ahol ei =0, ha i pératlau és eZk = -ki-!

oldds, ezért ¢ (x)-etaz §
o0

=1 k-1
‘Pl x) = kZ=:1 ?kkx ={Z_; 97{_}.1 (£+1) xe

d.rivditjdval egyiitt behelyettesitve a megoldandé differencidlegyenletbe a

o (ool co
& .
a ()08 + € +1) XE'—:Z e4xl Z Sok xk
7 =0 i=0 ' k=0

szonossagot kapjuk. A jobb oldalon a Cauchy-félc szerzidst alkalmazva
ldsd V. Kotet, 3.4 Definici6}), a

oo o 4
Do, @myxt=) () e ¢, dxt
£ Ten fo (e P

azonossdgra jutunk. Azonossédg viszont csak ugy dllhat fenn, ha minden

¢ -re x € egytitthatéja a bal~, ill. a jobb oldalon megegyezik.
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Ezek alapjdn

x0 egylitthatdja ?’1 =eyPq-

= +
X 2Py AT Py

X 3503=e0§02+el(,01+e2990,

1
b= 7 ¥ =75
_.i.( + )_-.l_( + )_—l_
P3="3 (g Py tey09 =3 Pat P =7

1 1 3
Pa= g CoPgte, 9)=7(P+e) =4,

1 ) ?o
Ps= 5 byt vpte, 9 =5 (p,r9,+5)-

€s igy tovdbb. Az eljdrids tetszflegesen sokdig folytathat6. A ¢ fuggvény
Maclaurin sora tehét az 5-od-foku tagig bezdrdlag a kivetkezs:

x2 x3 3x4 llx5
SU(X)=1+x+—2— +—3 + 3 + 40 + ...

A gyakorlatban sokszor alkalmazzuk nemlinedris egyenletek megold4-
sdra a fenti moédszereket. Egy nagyon egyszeril esetet mutat be a kovetkez§



5.3 Példa, Adott az
’ 2
yV =x-2y+y , yd)=1
“kezdetiérték feladat. Keresslik meg az analitikus megolddsét, A differencidl~-
egvenletet dtirjuk y' = (x-1} + (],f-].)2 alakba, az egyenlet jobb oldala az

eredeti jobb oldalon 4116 fuggvénynek az (1, 1) helyhez tartozé (véges !) két-
véltozos Taylor-sora, Az analitikus megoldds legyen

=) 9 6D =1k S g DS
k=0 k=1

Ekkor
. o9 k..l o
9 (x) = é} ¢, k)< = {Zzo Pyt @+ x-nt

tovdbb4 a Cauchy-féle szorzdssal (14sd IV. Kotet, 3.4 Definicio)

2 = &1
(pw-0"= 2. 2 ¢, ¢, DE .
g=2 =l

Ezeket az értékeket behelyettesitve a differencidlegyenictbe, a

oo co g -1
D @)y, . x-Df= -1+ o, (x-1t
220 £+1 ‘EZ::; 1Z=,1 (‘01 £-i

azonosségot kapjuk. Ebbgl az egylitthat6k §sszehasonlitdsdval adédik, hogy

901=0, fP1=0,
1

2¢, =1 $y= 72
— 2_ _0
3903—?1”0’ (PB_ ’
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-9
—.e
S
!
X
-3
—
s
f
I
jan]
s
e
I
anl

21 1
PP =29 Pyt Ps %0
6f6=29, 9,729,930 $6 = 0>
£-1 L &l
‘E<,0€=i§l ti Pe-r > L RS

Tehdt a keresett hatvinysor a hatodfoku tagig bezdrodlag

2 5
Y (x-L 6
@ (x) ~1 +(x2 ) +(x20) +0(x-1)

Természetesen az egyiltthaték meghatdrozdsa itt is tetszGlegesen sokdig
folytathato.

Awtérink a véges differencidk modszerének a legegyszeriibb esetben
valo bemutatdsdra. Ez a médszer gyakoriatilag a legfontosabb, mivel algo-
ritmusa programvezérlésll szdmolégépre jol programozhat6 és igy gépi
szdmolédsra a legalkalmasabb médszer. Lényege az a differencidlszdmitds-
bél jol ismert tény, hogy minden differencidlhat6é ¢ fliggvényre fennill a
kijvetkez6 kizelit§ egyenl§ség:

¢ (x+h) -9 W= ¢ (Oh , (5.9)

ha | h | elegendGen kicsiny,
Legyen most ?O az (5.1) kezdetiérték feladat megolddsa, akkor
(5.9) szerint

Po &gty = ¢ylxp+ 9010("0)“0 =¥o T g v By -

Legyen Y, =Y, +f(x0,y0)h0 és X =X, +h0 , tovdbbd jelsljiik <Pl-g'yel

az y' = f(x,y), y(xl) =y, kezdetiérték feladat megolddsdt.
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Ekkor ismét (5.9) szerint

O N N R A R AL

Legyen most Y, =V, +f(xl,y1)h1, X, =X +h1 . Folytatjuk az eljérdst
azzal, hogy 502 jelslje az y' = f(x,y), y(xz) =Y, kezdetiérték feladat

megolddsdt, ¢ g Te fenndll a
.
Py thy) = @ ,(x) + @, (x)hy =y, +1x,y) by

kiszelits egyenléség. Ebbfl az =y, +fx_,y.)h,, x, 6 =x_+h_ jelslé-
L34 Vg =Yy Ty Yy X3 =X Ty

sekkel uj ponthoz jutottunk, sth. Tekintslik az (xU, Yo (xl, yl), cee s

(xn,yn) pontokat dsszekitd un, Euler -féle tiréttvonalat, Ez a tSrottvonal

bizonyos értelmben az (5. 1} kezdetiérték feladat megolddsgbrbéjét kizeliti
(1dsd 5.1 4bra).

A
4 Iy 7"
% |y=1fre)
Y I |
“ I

| |

| | |

| | |

| 1 | .

0 X, J!c, JIL! xy x
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Feladatunk csupédn az, hogy megvizsgdljuk, milyen f filggvény esetén lesz
valdban j6 a kiszelités, hogyan fiigg ez a hi 1épéskizok nagysdgitol és ja-

vithat6-e anélkill is, hogy h nagysigit csvkkentenénk.

5.2 Tétel, Legyen adott az
y = f&y), vy =7,

kezdetiérték feladat, tételezzlk fel, hogy f € Cll) , ahol
D= {(x,y) : Ix-x0|< a, ly-yol < b} és |f(x,y)| < M,
(x,v) € D. Legyen

b
< X< i —_—
1] mm(a,M

és jelvljuk (@ -vel a kezdetiérték feladat megolddsdt, Osszuk
fel az [XO' Xy + 0(} intervallumot n egyenld részre és jelsl-

je £  azta fuggvényt, melynek grafikonja az [XO’ Xy + ]

intervallum e felosztdsdhoz tartozé Euler-féle térottvonal.
Ha n -~ ou, akkor az £n fuggvénysorozat az [XO' g o
intervallumon egyenletesen a @ megolddshoz konvergil.

L]

Bizonyitds, A 2.1 Tétel szerint ¢ értelmezve van az [xo, X

+ zArt inter-
o+l

vallumon. Integraljuk a

'MW = fx ¢ () (5. 10)
azonossdgot Xy ~t6l x-ig (x € [xo, Xy + o(]) :
X
90 - 9txy = Py = [ fep @) ar |
0
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Innen
X
| &) -y, |éj [fe, @ ())]at £Mx-x) £Mx < b,

*o

vagyis bevezetve a
D ={(x,y)=|)('xO |4 o ;IY'YO IéNlO(}

zdrt téglalapot, (x, ¢ (x)) € D , ha x E[xo + o(] . A feltételekbdsl

X
0
kovetkezik, hogy f és els§ parciélis derivéltjai a D z4rt téglalapon korla-
tosak (ldsd V. Kotet, 4.6 Tétel). Vezessiik be a ksvetkezs jelcléseket.
Legven

| f; (X.y)l<m1, If; (X.y)+f; {x,v) f(x,y)|<m2 ,

x,y) €D . (5.11)

hhi b < 2 - . ; -
Legyen tovdbbd h = pa mn=1,2, ...}, X = x0+kh, esl’n (xk) =¥

(k=0,1,2,..., n). Az Fuler-féie toristtvonal értelmezése szerint

Vi = ¥y Thix )s (k=1,2,...,n). (5.12)

k k-1"7k-1

Elfsziir megmutatjuk, hogy (xk,yk) € B: (k=0,1,..., n). Nyilvdnvalsg,
hogy (x0,¥,) € D. Ha (x, ¥) € D, (=0,1,2,..., k-1), akkor

ka'yolél yk'Yk_I|+]yk_l TVpep [Tty TVl

£h (|, Y[ eee HEGGy D <

? Y-
<hkM&LhnM=x M,
anei dliitdsunkat igazolja.
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Ezutdn megbecsiiljiik azl Yy ¥ (xk) | eltérést (k=0,1,..., n),
Az (5.10) azonossdgot differencidlva adédik, hogy

P00 = £ b0 POHE G, ¢ ) EG, P (D) -

(5.11) alapjén

]‘P"(x)](mz, xe[xo, X +cx] .

o

Tovéabb4

2
Pl = ¢ G +h gl Dl p(E ) =

2
h i
= PP, P N F— P ),
k=1, ..., n), §k6 [Xk-l' xk] {5.13)

(14sd I1. Kotet, 18,3 Tétel). A kezdeti feltétel miatt

| P -yl = 0.

(5.11), (5.12), (5.13) és a Lagrange-féle kozépértéktétel (V. Kitet, 9.1
Tétel) felhaszndldsdval a kovetkez8 becslések adhatok:

PG =y, [£19 G =yl + 0 | gy -ty ]+

2 2
h | h
+T|(P(§1)Ié7 My

196 v, [ S19 G~y |+ 0] £6), ¢ (x)) - 16y | +

W2, 2

- 3 H h
(Y yiz | o -y -
+= EEGINHA (Xl) Yyi +hm1[cp(xl) Y1|+ S M, £

-6].,



900 -y lele ) =y | +

2
h !
Fh]E g PO ) G Ly ) PR DI

2
h
2190 vl thm fo o -y v my <

2
h
LA+hm) Qe Y-y |+ my £

h? 2

h
I+ mylr g my -

h2 h2
—_ — P
|+(1+hm1)2 m2+ , M, 4

£@+hm)[a+hm) Q6 ) -y, ,

~(1+hm) |9 ) -y,

4(1+hm)[(1+hm)|§0(x Yk3!+h m, ]+

n? n’ 3
(1 +hm)—mmy +=—m, = (L rhm [0 ) -y, |+

2

) h
— £
flo+nm) +0+bm) + m

Pl
9 = =

2

+nm) o) -y [+[a+hmp e+ rm) +iEom e

k-1

2 12 (1+hm1)k-1
Z(1+hm)_m ==, m . -
= 2° 2 M9 (1+hnll) -1
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i
=ho= [a+nmp*-1] .

2rn1

Mivel

X m o in o in
(1 +hm1)k =(1 +—n—1—)k.é (1 +—;l—1)n <e 1

(ldsd I. Kotet, 16.2 Példa), ezért

t::*(m1
(e - 1), k=0,1,..., n. {(5.14)

m
|9 &) -y, J< n m,
Meg kell becsiilniink a @& - n(x) eltérést. Legyenx € [xk-l’ xk] , _
k=1,2,..., n. Jelsljiik Lk -val azt a linedris figgvényt, melynek grafikon-
ja az_ (xk_ T P (xk_ 1) ), (xk, % (xk)) pontokat 3sszekotl szakasz az adott
intervallumban, azaz
P - Plx )

- xk-l (x - )ﬁc-l) !

L®=¢ (xk_i) +

xe[xk_l, xk] K
[P ¢ (<] ¢ (x) - L ) ]+_lLk(x) ¢ ] . (5.15)

Elészor a (x) = L. (x)| eltérést, vagyis az inte dlgrbének és hurjénak
gy gr

ordindtaeltérését becstiljuk. Mivel

¢ (xk-l) = Lk(xk-i)’ ezért
[P0 -L[<]|px- P DI+ L ) - L (]«

1B Ibon )+l 6 - Ly |
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<9 O % D+ -9l ] =
=P DI+ CE DN x5 )

~ fal
ahol § " § « € (xk-l' xk). Figyelembe véve az (5. 10) azonossdgot és f
korldtossdgdt kapjuk, hogy

[P - L ) |&2Mh, k=12 ...,n

Most az Lk(x) -£ n(x) eltérést becsiiljitkk az [xk_ It xk] intervallumon,

Mivel itt két linedris fliggvény eltérésérsl van szé egy intervallumon, a kii-
lonbség is linedris és a killonbség abszolut értéke vagy az intervallum kez-
d8, vagy pedig a végpontjdban maximélis. Ezek szerint

Ly &) -2 00 | £max([Ly () -2 )], (L )-8 & )])=

= max (|¢ (xk) - YkH‘P(Xk_l) - yk—ll ) <

m2 o(ml
<h=—" (e -1, k =12, ..., n,
2ml

ahol felhaszndltuk az (5. 14) becslést. A két utcbbi becslést {5.15) -ben fel-
hasznédlva kapjuk, hogy

m, o my
o (x) -{’,n(x)| <h[2M + 2?1 (e -nl o,
XE [XO' xo + D(] . (5.16)

Legyen & > 0 tetszdlegesen adott; (S.16) -b6l adédik, hogy

[AERROING
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minden x € [xg, X + 0<:] -ra, ha

0

m2 X m1 o m2 o<m1
h[21v£+2ml (e -] = 11—[2M+2m1 (e - V]<E,
vagyis ha
0< My, XMy
—_— ——— - !
n > 3 [2M+2ml (e n] .

Megjegyezziik, hogy az [XO -, xOJ intervallumra hasonlé tétel ér-

vényes, az ugyanugy bizonyithat6 és az (5.14), ill. az (5.16) becslések is
érvényben maradnak.

Az (5.14) becslés gyakorlatilag is felhaszn4lhat6 a hibakorl4dt meghat4-
rozdséra, ha a kezdetiérték feladatot az Euler-médszerrel oldjuk meg (ekkor
a megolddsfilggvény kozelitése tiblazat alakjéban adédik, melyben az
(xk,yk) értékek vannak feltiintetve (k = 0,42, ..., n')l:_ (5. 14) -bél 14thato,

hogy a hiba "h nagységrendu". Lényegesen jobb ktzelitést kapunk {ugyan-
annyi szdmoldssal), illetve ugyanezt a pontossigot elérhetijiik lényegesen ke -
vesebb szdmol4ssal (1ényegesen kevesebb szdmit6gép id6 felhaszndlds4val),
ha az Euler-mdédszernél finomabb eljérédst, pl. az un. "Runge-Kutta m6d-
szert” alkalmazzuk (14sd [4]). Az Fuler m6dszer finomithats azéltal, hogy
minden Yy meghatdrozésit egy "iterdci6sorozattal” végezzlk, Az eredeti-

leg definidlt ¥t jelsljuk yg -lal, igy

0
Vi S V1 TG v P b

Ennek segitségével adjuk meg az elsd kozelitést:

0
1 . S V-1 HEG v .
Ve T V-1 2 ’
s ezt folytatva az i-edik kizelitést:
i-1
I SR LIV AR
Yk T Y1 2
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5.4 Példa. Tekintstk az y* = 2y (y > 0) differencidlegyenletet. E15-
szor megadjuk az y(I) = 1 feltételnek eleget tevs kozelits megolddst a vé-
ges differencidk médszerével az [ 1,2] intervallum 8 egyenld részre oszt4-
sdval. A szdmitds a kovetkezé:

Xy = 1 Vo =1 (P(x0)=1

x, = 1,125 Yy =V t0.125. 2y = 1,25 @ (x)= 1,266
x, = 1,25 y, =y, +0,125. 2|/;TF1 = 1,529 P (x,) = 1,563
x; = 1,375 Vg =Y, +0,125. 21/37;: 1,838 P ) = 1,891
x, = 1,5 ' y4=y3+0,125.2;/§=2,177 Px,)=2,25
xg = 1,625 ¥s = y, +0,125 . 2|fy, =2,546 P (xg) =2,641
X = 1,75 Vg = Vg + 0,125, 21/y_5 = 2,945 go(x6) = 3,063
x, = 1,875 ¥, =Yg +0,125 . 2)fy_ = 3,374 9 (x) =3,516
xg =2 y8=y7+0,125.2ﬁ;=3,83_9 P xg) =4

(Az utols6 oszlopban sszehasonlitdsul a tényleges megolddsfliggvény érté-

kei szerepelnek).
Most az y(1) = 1 kezdeti feltételnek eleget tevs megoldéds értékét
azonnal az X = 2 helyen szdmitjuk ki, vagyis n = 1, h=1, de iterdci6t

alkalmazunk.
Nulladik k#zelités:

y(1)=1+1.2ﬁ-=3,
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elsd kozelités:
yi =141, 2ﬁ;’2 3 243 - 2+|/y? ~3,732

mésodik kozelités:

2 _ 4y, 2Te2243 =2+/2+/3 =

Y 2

- 2+|/yi ~3,932 ,

harmadik kozelités:

y? =1+1, 2ﬁ+2*22+12+6 =2+[2+2+/3 =

4ltaldban az £ -edik kiizelités:

£-1
yf’ = 2+ y1 . £

[}

1,2, ...

és

Matematikai indukcidval kdnnyen beldthats, hogy az yf , L€ T vég-
telen scrozat menoton novekvs és feliilr§l korldtos (ezek bizonyitdsét az ol-
vaséra bizzuk), tehdt van hatérértéke, ha £ —~ oo

lim yf = A .

£ o0
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A rekurzi6s formula alapjén

lim yf = 2+|/1im yf'l

g —>o0 £ oo

és ebb6l az A hatérértékre az A =2 +|/I egyenlet ad6dik. Az egyenlet
megolddsa A = 4,
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Mdsodik fejezet
DIFFERENCIALEGYENLET RENDSZEREK

6. A megoldas létezése és egyértelmiisége

Legyen adott az {1 < R" nyilt és Usszefligg§ tartomény és az It
nyilt intervallum. Legyen fi : (Itx Q)y=R, (i=1,2,..., n)(n+1)vdl-

tozés fiiggvény. Vizsgéljuk a kovetkezd elsSrendi explicit differencidlegven
let rendszert:

!

dt = fl(t: xlr xzt sey xﬂ) ’

dx

. "G xs X, L)

dxn

o fn (t, X, xz, veny xn) . (6.1)

6. ! Definici6, Az I intervallumon differencidlhaté (xl(t), xz(t}, vees xn(t))

rendezett fliggvény n-est a (6. 1) differencidlegyenlet rend-
szer megolddsédnak nevezzilk, ha minden t € I -re

{t, Xl(t), x2 ,..., X (e It x Q és

dxl(t)

. - fl(t. xl(t). x2(t), xn(t)) ,
dxz(t)

” =f2(t. x, (®), xz(t). e X ),



dxn(t)

dt

=fn(t. "1“)' xz(t). vy X (D)L

Jelslje x = (xl, Xyp wees xn) az R" euklideszi tér tetszfleges pontjit

és “_{”=fo +x§+ +x§ az x vektor normdjét,

Vezessik be az f = (fl, f2. ceey fn) jelslést. Ennek segitségével (6.1) Gsz-
szefoglalhat6 a kovetkezSképpen:

dx _
o - fwx . (6.2)

Az R" tér elemeit egyben n-dimenzi6s oszlopvektornak tekintjiik,
Igy (6.2) -ben

dx dx. -
L e - - F 1
2EX0 £ K dt de | °
. ] dx2
2 2 dt
dxn
*n _fn_j ~ dt ~

(6.2) megolddsa (vagy megoldds -vektora) a 6.1 Definiciéban megadott, I-n
differencidlhat6

—

£ =[x, ©
X, t

x (0

. -

vektor-skaldr figpvény, P’xltaléban, egy n-dimenziés vektor-skaldr fliggvény
derivéltjdn, ill. integrélj4n a koordinétdk derivéltjaibol, ill. integréljaibol
alkotott vektort értjlik. Tobbszor szikséglink lesz a kovetkez8 becslésre.
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6.1 Segédtétel.

Ha v(t) =(v1(t), vees vn(t) )az E)( , [3)_] intervallumon
(x< 3 )folyionos, akkor

8 A
"O{ r(de ”if | z®] .

(6.3)
Bizongit-és. VezessUk be a kivetkezd jeloléseket
3 a
a
_ _ k _ k ,
ak = f vk(t)dt, bk = = T = A “
& .
L F 1) vou)
i=1 O(
k = 1,2, ...,n .
Ekkor
n
2 1
n g;i Y noo, 2 A
2wy e [ 22T ] vew).
k=1 Kk : k=1 X
- = of
n 9 2
P
i=l i
Azonban a Cauchy-egyenlGtlenség (Ill. Kotet, 16, 2 Kivetkezmény) felhasz-
néldsdval -
n n 3 B a
%_:1 ab = kZ__'l b j v (dt = [ él bkvk(t)dt
= = 2 &
i
2

éf[é hz:l [ 2, (t):l fuv(t)" d ,

~7] =



n
mivel Z bi = 1. EDbbfl az egyenlGtlenséghdl az el8z§ egyenl8ség figye-
k=1
lembevételével (6.3) adsdik.!
6.2 Definici6, Legyen x () (6.2) megolddsa. Az (nhl) -dimenzi6s térben a

t =t

x = x(0, tel

egyenletll ggrbét a (6.1) (vagy ami ugyanaz a (6.2)) differen-
cidlegyenlet rendszer integrdlptrbéijének (megolddsgtrbéjé-
nek), az n-dimenziés térben az

x = x(t), t €1

egyenletli gorbét (6.1), ill. (6.2) trajektoridjinak (palyagor-

béjének) nevezzik.

A tovébbiakban 4italdban az egyszeriibb, vektoros irdsmédot fogjuk
alkalmazni, i

Ha a (6. 2) differencidlegyenlet rendszerhez x (7" ) = & kezdeti felté-
telt csatolunk és olyan x(t) megolddst (megolddsvektort) keresiink, mely
(6.2) mellett ezt a kezdeti feltételt is kielégiti, kezdetiérték feladatrél be-
szélink,

A tovébbiakban megmutatjuk, hogy az n-edrendu differencidlegyenlet
rendszerekkel kapcsolatos kezdetiérték feladat milyen tsszefliggésben van
{6.2) -vel.

Legyen adva a kivetkez§

y(n) =f(t,y, ¥, +.u, y(n-l)) (6.4)

n-ed rendd explicit differencidlegyenlet, f : (It x @ )R folytonos filggvény,
1t nyilt intervallum, Q < R" nyilt és &sszefliggs tartomény. (6.4) megoldéds-
fliggvénye az az I intervallumon legaldbb n-szer differencidlhat6 y(t) figg-

vény, melyre (¢, v(t), ..., y(n-l)(t)) € It x Q és

s =ty © v © s D), e
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Nyilvdnvaléan itt is beszélhetiink kezdetiérték feladatrdl, ha valamely T
helyen eifirjuk a megoldasfiiggvénynek és derivéltjainak értékét az {(n-1)
-edrendil derivéltig bezirolag,

Vezesslik be a kivetkezd jeltoiéseket:

X, =Y,
x2 =Yy,
X3 =¥,
« = 40D ,
n
ekkor (6.4) a
S
dt I
dx2 .
dt I T
dxn-i .
dt n '
dxn
= f .
= (6 %, % ey X)) ®.5)

alakot 6iti. {6.4) és (6.5) kapcsolatit mondja ki az aldbbi, "4tviteli elvnek"
nevezett

6.2 Tétel. Az y € C? futq;;qvény akkor és csak akkor elégiti ki (6.4)-et és

vele egyltt az

Y(k)(T)=YlS, k=0,1,..., n-1

kezdeti feltételt, ha az

y(n-l)

x(M =), v ©, ..., ()
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vektor -skaldr fliggvény (6.5). megolddsa és kielégiti az
_,0 1 n-1
.)S(T)—(YO!VOI"'!VO )

kezdeti feltételt,

Bizonyitds, Flégitse ki y a (6.4) differencidlegyenletet és a hozz4 csatlako-
z6 kezdeti feltéteit, Ekkor fenndllnak a kivetkezd egyenlfségek t €1 -re:

(n-1)

@0 = te,y0, v O, ... v V0

y(k)(’r)=yg , k=0,1,...,n~1,

Ha az

vy ,

[

X, ()

X, © =y,

- Jn-1) .
x () SV (®
jeloléseket bevezetjilk, akkor a
dxl(t)
dt = xz(t) )
dx_ (1
1(2( ) =X (t) )
dt 3
dxn_l(t) C©
dt n
dx (t)
3t = £, x (0, ..., x (1))

egyenl ségeket kapjuk minden t €1 -re,
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Ez viszont éppen azt jelenti, hogy x(t} megolddsa (6.5) -nek, és (a kezde-
ti feltételek dtjelslésével) a hozz4 csatlakoz6 kezdetiérték feladamak is.

Forditva, legyen (6.5) és a kapcsolt kezdetiérték feladat megolddsa
x(t) . Ekkor minden t € [ -re

dxl(t)

pn = xz(t) )
dx_(t)

2

I = x3(t) ,
dx ()

n-i _ .
dt = xn(t) »
dx (t)

n —

dt - f(tr xl(t)l Xz(t)! “ ey x-n(t)) .

Miutédn a differencidlhat6 xn(t) figgvény xn_l(t) derivéltja, ez utcébbi
xn_z(t) derivéltja, és igy tovdbb, kivetkezik, hogy xl(t) n-szer differenci-
4lhat6 fiiggvény. Helyettesitsiik be az els§ egyenl8séghsl x 2(l:) -t a mésodik-
ba, a mésodik egyenl8ségbsl x3(t) -t a harmadikba, stb., végil az (n-1) -ik
egyenl&séghsl xn(t) -t az n-ikbe, akkor azt kapjuk, hogy

d"(x, (1)) dx. () &S ©
1 = f(t:xl(t), ; 3 eeay "_‘__11_")
at t a™

Ez azt jelenti, hogy az y(t) = xl(t) figgvény megolddsa (6.5) -nek, Az

— 0 1 -1
x(T) = (yo. Ygr = yg )

egyenl§séghfl meg az kivetkezik, hogy

y(k)(’ﬂ‘)=y§ , k =0,1, ..., n-1 .|

..'75._



A 6.2 Tételben foglaltakat réviden ugy fejezzik ki, hogy a (6. 4) n-ed
rendii differencidlegyenlet és a (6. 5) differencidlegyenlet rendszer ekviva-
lensek . Az &tviteli elv biztositja, hogy bdrmely explicit differencidlegyen-
let rendszer ekvivalens egy elsfrendii explicit differencidlegyenlet rend-
szerrel. Ugyanis az eredeti rendszer mindegyik egyenlete ekvivalens egy
{6.5) tipusu rendszerrel. Igy valéban elegends (6.1) tipusu, un. Cauchy-fé-
le normél alaku differencidlegyenlet rendszer megolddséval foglalkoznunk,

6.1 Példa. Legyen adva az
y! ] = f(t’ yl)

un, hidnyos mésodrendii differencidlegyenlet, f: D> R, D C R2 nyilt
és Usszefiiged tartomény. Az egyenlet Cauchy-féle norm4l alakja x 1 =Y

és X, = y’ jeldlésekkel a

dx1 - .
dt 2’
dx
2
= f
e (t, x2)

differencidlegyenlet rendszer. A mdsodik egyenlet xl-et nem tartalmazza,
ezért a differencidlegyeniet rendszer megolddsa xz(t) meghatdrozdséval

kezdddhet, x2(t) ismeretében xl(t) integrdlissal meghatdrozhats.

6,2 Példa. Legyen adva az

>

v o=y, y")

differencidlegyenlet {ezt is hidnyos mésodrendii differencidlegyenletnek szo-
kds nevezni, mert a | figgetien vdltozot explicite nem tartalmazza),

?
f+D+==R, P C R” nyill é= tsszefiiggs, f folytonos. Az egyenlettel ekvi-
valens elsérendl rendszer av
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jelolésekkel a dx dx

1 2
- - 6.6
dt ¥y Tat Exps %) (6.6)

rendszer. Itt fiiggetlenlil nem vizsg4lhat6 a mésodik egyenlet, hiszen mind-
két ismeretlen fliggvényt tartalmazza. Tételezziik azonban fel, hogy a (6. 6)

rendszer X =x1(t), X, =X 2(t) palyagtrbéjének egyenlete X, = xz(xl) alak-

ban megadhaté6, ahol x 2(xl) differencidlhaté filggvény. Ekkor a (6.6) rend-

szer misodik egyenletét az elsdvel osztva és felhaszndlva a II. Kotet, 20.2
Tételt kapjuk, hogy az x 2(xl) fuggvény kielégiti a

dx
2 . L, x) (x, # 0)

dxl x2 1" 2

elsérendi differencidlegyenletet, Ha az ut6bbi egyenletet megoldottuk és az
X, (xl) figgvényt meghatdroztuk, akkor a

dx1

dt

= x2 (xl)

elsfrendit (3. 1) tipusu differencidlegyenletbdl X, {t) fugpvény meghatdroza-

sa kbvetkezhet, Az eredeti mésodrendii differencidlegyenlet megolddsa az

y(y = xl(t)-

fliggvény lesz.

A tovébbiakban szitkséglink lesz a vektor -vektor fliggvények egy spe-
cidlis tulajdonsdgira,
6. 3 Definicio. Legyen f: (It x Q ) ~ R" vektor-vektor fliggvény, It R,

2 Cr" nyilt és Usszefiiggd tartomdnyok. Azt mondjuk, hogy
az f filggvény az It x () tartoméinyon x -ben eleget tesz a

lokdlis Lipschitz-feltételnek, ha minden T° € I §€ Q -hoz

van L k(mqtanc €s K( g § ) (I x 0 kornyezet hogy min-

den (t, x ), {t, x2) €K -ra érvénves a kivetkezd

(7, %)

cavenlotlenség:



ItexhteDlen)-2). .7

Lak (T%) kornyezethez tartozé Lipschitz konstans,
l —

6. 4 Definici6. Legyen G C It x {2 nyilt és bsszefilggs tartomaéany. Ha taldl-
hat6 egy helytdl figgetlen L Lipschitz konstans, mellyel

fenndll {6.7) ({t, xl), (t, x2) & G), akkor azt mondjuk, hogy
f a G tartoményban x ~ben eleget tesz az epysépes
Lipschitz-feltételnek.

A kivetkezs tételben egy konnyen ellen6rizhetd elégséges feltételt
adunk a Lipschitz-feltétel teljesiilésére.

6.3 Tétel, Legyén f= (fl’ . fn) a 6.3 Definiciéban szerepld figgvény;
ha ’ '

i, k =1,2, ..., n

7

akkor f X -ben eleget tesz a lokélis Lipschitz-feltételnek.

Bizonyitds, Tetszdleges T € It’ ; € Q -hoz van K (T ; )kb‘rnyezét,
2 T, 3

melynek E(Tr £) lezirtja is It x . részhalmaza: K(T:E ) C It X .E'l .

Weierstrass tétele (V. Kotet, 4.6 Tétel) szerint ekkor van k > 0 dllando,
melyre

|f;xk (t!_}_() |é ks (tl}_()e K( T[ 5 ) L]

i, k=1,2 ...,n,

A lagrange-féle kﬁiépértéktétel (V. Kotet, 9.1 Tétel) felhasznildsdval tet-

szfleges (t,gl),(t,g_z) €K, __ -revan X € K
( L,E_)

(T,5) "8

| £t xh ~£(t, x%) |£n max I£, &, ) - £, A =
i
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= n max 1(g'radx £ (t, D, El - 52) j£
i —

1
b

< n maxj grad_f£(t, B | ?51 ’ I<
i —_

gnnk|g -2 =< -2

ahol gradx fi az fi (t,x) fuggvénynek, mint x filggvényének a gradiense,

(a, b) két vektor skaldris szorzata, L = n2k, és felhaszndltuk a Cauchy-
egyenlStlenséget (111, Kotet, (16.7)) .1

Ezek utdn felvethetjilk a kérdést, hogy (6.1) -nek milyen feltételek
mellett 1étezik egy adott kezdeti feltételt is kielégitd megoldésa.

6.4 Tétel. (Cauchy-Lipschitz-tétel). Legyen adott a

dx
dt

= £f(t,%, E(T)=§ {6.8)

kezdetiérték feladat és tételezziik fel, hogy ha .
L ={e:|t-T] < a} és D={x € R*: | x-¥] < b},

akkor f: It x D+—>R" folytonos, korldtos, vagyis van M >0,

hogy || f(t,x) | < M, tovébb4 kielégiti x-ben az egységes
Lipschitz-feltételt az It x D tartomdnyon az L Lipschitz-4l-

landéval. Legyen -

; b,.
o/ = min (a, M).

ekkor a (6. 8) kezdetiérték feladatnak van egy és csak egy a
Ko o =( T -, T +a) intervallumon értelmezett x(t)

megoldédsa.

Bizényitds. Ugyanugy, ahogy a 2.1 Tétel kimonddsa utdn megmutattuk, be--
lathat6, hogy a (6.8) kezdetiérték feladat megolddsa ekvivalens az

{
x=% +J£_(17,_)_(_)d17 (6.9)
T



integrélegyenlet megolddsdval a kivetkez§ értelemben: ha egy fliggvény
(6.8) megolddsa, akkor (6.9) -nek is megolddsa, és ha egy folytonos fligg-
vény (6.9) megolddsa, akkor folytonosan differencidlhaté és (6.8) -nak is
megolddsa. A (6.9) integrilegyenlet megolddsénak 1étezését a ""Picard-féle
sorozatos kozelitéssel” (szukcessziv approximdcidval) mutatjuk ki. Defini-
dlunk egy flggvénysorozatot, és arrol bebizonyitjuk, hogy konvergens és
hatérfiiggvénye (6.9) folytonos megolddsa. A figgvénysorozat a kivetkezd:

zc_o(t) =&,

t
= =% +j (7, NIy aT, k=1L2.... (6.10)
T

(Az _)gk(t) flggvényt a megoldds k-adik approximdciéjinak nevezzik). E15-
k €T,

sz0r bebizonyitjuk, hogy (t, xk(t)) €IxD, hat€K ,
= t T, ok

k =0 -ral xo(t)- g | A0l < Mot £ b, Tételezziik fel, hogy
(t,x (1) € Itx D, hat¢ K’C“,O( » pontosabban azt, hogy

| &0 -5)< Mx 2b .

Ekkor (6. 3) felhaszndldsédval

t
1270 -5 1 =1 10, Koy avrj<
.

t
lf Iger, &) av]
T

Az indukciés feltevés szerint (U, 5_k (V) e Itx D, V€K T * de
/

ezen a tartoményon f korldtos, tehét

t T+
k+1 ,
I -2l <] [ Mawi< [ Mav -
T T

=Mo(éb, teKTO( -
i
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Ezek szerint a (6.10) rekurziés formuldval értelmezett fLiggvénysorozat min-
den tagja értelmezve van a K - T intervallumon és (t, x (t)) € I xD .

Legyen 0< X< X &g képezzik a kovetke26 figgvénysort:

E_Z_k(t), te[’t-a, T,
k=0 -
ahol
20 - _:go(t) =5,
. | _
20 = 0 -, k=12, .0 .

Bebizonyitjuk (matematikai indukci6val}, hogy ez a fliggvénysor ma Jorélhato
egy konvergens numerikus sorral,

nzmn-nxm-xmuénf () a4 we T

te [T- &, T+&]. Tételezzik fel, hogy

k ~ k
M Lit-T M L
120 ] Ao - #ole - GLT M g

Ekkor (6.3), (6.7) és az indukcids feltevés felhaszndldsdval

” k+1 ” xk+1

ol ® - 0|

: _ |
-Il (0, 7)) - 10, L)) || £
T
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T
: K K+
‘L lfl (L V- T]) a| < M (LltTh™,
L k! L (k+1) !
T _
LM (L)<
L (k+1) ! :
vk
Ezek szerint a Z z (1) fuggvénysornak van konvergens majordns nu-
k=0
merikus sora:
oo ~ k
M (L)
I+ 20 4 =5k

k=1

tehdt a figgvénysor a [‘t’— <. T+ '5(] intervallumon egyenletesen konver=
gens (14sd IV, Kétet, 4,5 Tétel. Ez a tétel "skaldrfuggvényekre vonatko-
zik", €és itt egy vektor -skaldr figgvényekbasl 4116 sorr6l van sz6. Azonban

Sk ¥ 37k k K
2. 2O = (2 A0 )2 0), slF0 k| Kol |
- k=0 k=0 k=0

i=12 ..., k €&T). Mivela fliggvénysor k-adik részletdsszege az

_:gk(t) fuggvény, k=0,1,2, ..., ezérta (6. 10) figgvénysorozat egyenletesen
konvergens a (T - o, T+ &) intervallum minden zdrt részintervallumaén.
A hatdrfuggvény legyen x(t),

x(0 = lim 1) |
k -~ 0o

x(), t€(T-, T+) folytonos fuggvény, mert egyenletesen konvergens
folytonos figgvénysorozat hatdrfiggvénye (Idsd IV. Kotet, 4.6 Tétel). To-
vébb4 (t, x(t)) € It xD, t € (T~ X, T+c(). Ugyanis minden

0<X < X -ra, 0 < &< M(cX- &) esetén az x(9, k € T végrelen
filggvénysorozat egyenletes konvergencidja miatt § -hoz van k €T, hogy

~

f| x(v) - G <&, te(T-x, T+X)
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és ié'y
Iz -3 11 £ | x0 - s 1| +I| &0 -Ell<

LE+MX KM .

Most megmutatjuk, hogy az x(t) filggvény (6.9) megoldésa. ﬁrvényes ugyan-
is f -re a Lipschitz-feltétel: ’

I 6, 20 - £, x> £ L] £ - x|

Emiatt ST e

-

lim £, X)) = £, x(0))

k’—’-m

és a konvergencia egyenletes. Igy

t
5(t)=lim_}£k+1(t) =1im(5+J£(?T, g_k(ﬁ')) av’) =

k- oo | ) T
. t "
=3_" +f1im£_(17’, 5"(0‘))d17=§+ HY, x(F))dV”,
ko= ca - 2
T r

(4sd IV, Kotet, 5.3 Tétel). Tehdt x(1), t € (T ~o(. T + o) valéban ki-
elégiti (6.9) -et, vagyis a (6. 8) kezdetiérték feladat megoldésa.
Véglil bebizonyitjuk az x(t) megoldds unicitdsit (egyértelmiiségét) a
K o intervallumon. Tegyilk fel, hogy van mésik X(t) megoldés is.
Megmutatjuk, hogy x(t) = g(:),_ te(T - o, T+X), Tetsz8legesen adott
£ > O-hozvan d3 0, hogy ) ' '

| 20 -x(z)ce . [t-7)<d
| 20 -X(TNce , |t-Tl<d

z

€s

Ekkor mivel
(T)=X(T)=y¢ ,
ezért =

| 20 -XO|< |20 -g || +]| ¢ - X< 2¢€
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Mésrészt, mivel mindkét filggvény kielégiti (6.9) -et, ezért

t
1260 -Z/] =||J;m, x(V)) - (T, X)) do €

T
t .
£L|J”£(1T)'Z(1?“)” QVC2E Lt -T|
T

ahol felhasznéltuk (6.3) -at és a Lipschitz feltételt, Tegylik fel, hogy
ky ~1k
20 -%@) <26 LTl (611

akkor

120 -ZO 4] [ [I67, 2(0)) - (5, T |jav]e
T
t
a1l 2@ -2l avl<
T

kﬂ't -Tl k+1

- |* L
<L|f 26 == dvrl<ae Y

Ez azt jelenti, hogy minden k € T -re fenndll a {6.11) becslés. De

k :
lim Llt X F! = 0 miatt ez a két megoldds azonosség4t jelenti a
kK»oo ) : .

K T $§ ktrnyezetben:

x(1) X0 ., |t-T]<8.

n

Jelslje (tl’ t2)- azt a maximdlis intervaliumot, melyre az azonossdg fenndll.
Ha (T -o(, T+X) C (tl’ t2), akkor dllitdsunkat bebizonyitottuk, Tegylik
fel példdul, hogy T -o& < < T .
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Az x() és X (1) fuggvények folytonossdgdbol

x(t)) - Z(t)) =lim (x() - X)) =0
t——t1+0

kovetkezik. De akkor a (tl’ X (tl) ) = (tl’ _i:(tl) ) pontra alkalmazhat6 az

elébbi gondolatmenet, igy e pontnak van kornyezete, melyben x() =X .
Ez ellentmond annak, hogy (tl, t2) a maximdlis intervallum, melyben az

azonossédg fennéll, | .

A 2.1 Tétel, melynek bizonyitdsét ott elhagytuk, a 6.3 és 6.4 Tétel
kizvetlen kovetkezménye,

Mint az 5. pontban utaltunk r4, a 6.3 Tétel bizonyitdsdban bemutatott
szukcessziv approximdaci6a differencidlegyenletek kozelits megolddsdnak méd-
szerei kzé tartozik. Exzt illusztrélja a ktvetkez§

6.3 Példa. Megoldjuk a % =-L,

a szukcessziv approximdcié moédszerével:

1 kezdetiérték feladatot

H

X
yl(x)=l+j(-Tl)dt=l - {lnt]’l‘ 1-Inx,

1

X
2
R R T e S0 R SO ,
y t 2
i

ha
2 k
)rk(x)=l-lnx+1rlx -+..;+(-1)kIL)S- .
2 k1
akkor
X lnkt

dt

n

kH+l —
- - - r
Yk+1(x)=l+J l1+Int +...t+(1) k!

1
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T

=l-Inx+,.. +{1) _(k—‘f'ﬁ_T .

Tehét

oo k
700 = lim y'( = ) (i e L

k == 0o k=

(=]

(v.6.: 5.1 Példa).
A 6.2 és 6.4 Tételbdl kozvetlentil adédik a

6.5 Kovetkezmény. Legyen adott az

Y(n) = f(tl ¥, Y” reey Y

(n-l))t

y{k-l)(’[.') - ;k, k=1,2...,n (6.12)

kezdetiérték feladat és tételezzuk fel, hogy az
It={t:lt-’t|<a}, .

n : =
n 272 s 1.1z
D=[x¢R .[izzi - 8717 <b} jetoiésekkel
f: ItiD +—= R folytonos, korldtos, vagyis van M, hogy
| £ 0| < M, tovabbs f;cke C?txD , (k=1,2,...,n) és
legyen ©(= min (a,-Mb—) , akkor a (6.12) kezdetiériék

feladatmak van egy és csak egy, a (T - o(, T+ X)
intervallumon értelmezett y(t) megolddsa.

Igen fontos kérdés annak a vizsgélata, hogy valamely differenciél -
egyenlet rendszer megolddsai hogyan fuggnek a kezdeti értékektsl. Ha ugyan-~
is a differencidlegyenlet rendszer valamilyen fizikai, vagy egyéb rendszert
ir le, a val6sdgban el@irt kezdeti feltételeket csak pontatlanu} lehet megva-~
16sitani. Jeldlje x(t; v, § )a —g‘f" = f(t,x) differenciéié'gyenlet rend-
szer azon megoldését, melyre x(%; T, E ) =§ {vagyis feltintettik azt,
hogy a megoldédsa a kezdeti értékektdl is fligg) .
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6.6 Tétel, Haa -(:1—); = f(t,x) differencidlegyenlet rendézerre teljesulilek

a 6.4 Tétel feltételei, akkor az x(t; T, z ) megoldds (mint a
kezdeti értékek fliggvénye) folytonos fliggvény,

Bizonyitds. Nyilvdnval6, hogy a (6.10) rekurzi6s formuléval értelmezett

flggvénysorozat minden Ek(t) tagja, mint t, T és ¢ ((n+2)-véltozds) fugg-
vénye folytonos. Ha a 6.4 Tételben szerepld T és ¥ értékeket most

T O-Ia._I és Eo-lal jeloljuk, akkor konnyen beldthats, hogy a t = T o
T= ’C'O, E = E 0 pont elég kis kérnyezetében az _Jik(t T, E ) sorozat

konvergencidja egyenletes. Ebbdl pedig a IV. Kotet, 4.3 Tétel alapjén {mely
tobbvéltozds fliggvények sorozatéra ugyanugy bizonyithatd) kovetkezik a ha-
térfiggvény x(t; T, ¥ ) folytonosséga. |

7. Lineéaris rendszerek

Legyen adott az It = (a,b) nyilt intervallum és az a

bi : Itr—a- R, i, k=1,2, ..., n folytonos fuggvények. Vizsgiljuk a kovetke-
v

ZItl—'—R,

z§ linedris differencidlegyenlet rendszert:

dx

1 .
el all(t)x1 + alz(t)x2 +... +aln(1:)xn +b1(t) .

dx

—-Et-‘-‘- =a ,(0x ta Ox, +...+a (x + b () . (7.1)

Nyilvénvaléan a (7.1) rendszer (6.1) -nek speciélis esete, tehit bevezetve
n

az _ii=(f1, veay fn), fi = kz_l a, X +bi’ i=1,2 e n jelslést, (7.1)

is dsszefoglalhaté a .

= £(t, x) (7.2)

alakban,



- Az Rn tér elemeit n- dimenziés oszlopvektoroknak (oszlopmdtrixok-
nak) tekintjitk, tovébb4 bevezetjilk az n-edrendii

A= [a,]
métrixot. Ekkor (7.2) a ktvetkez8képpen irhat6:

dx

a = A@Mx+b@O . ‘ (7.3)

(7.3) megolddsa az az 1 C It intervallumon differenciflhaté

x® = x®

X, {t)

;;n (®)
L _

vektor-skaldr filggvény (métrix-skaldr fliggvény), melyre teljestil a kovet-
kez§ azonossdg:.

— -, 7 7 7] 7
dx 1(t) _ :
& = all(t) alz(t) e aln(t) X, ® + bl ] .
dx2 (®)
it ?2"1;(? _ a 22(t) cee a2n(t) x2 (t) io2 ()
dx (t)
d‘: 2, a,0..a X (t) b (0

. o 0 0 . _ P
- 7.1 Tétel. Legyenek éik € C(a, by’ bi c C(a,b)’ i, k=1,2,..., n és
A= [a_ ] n-edrendd métrix, b = [b.] -n dimenzi6s oszlop-
= ik - i

vektor.
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Legyen adva T G (a,b) és E & Rn, valamint a

—g?- =é(t15 +b(® ,

x(T) =§ (7.4)

kezdetiérték feladat. Ekkor van K4 kornyezet, hogy
(7.4) -nek van egy és csak egy K ¢ -n értelmezett x(t)

megoldédsa,

Bizonyitds, Mivel {(a,b)x R™) nyllt tartoméany, van K kornyezet,

(7,%)
(T, %) yC (@, b)x R™). Az A(Dx + b(t) fugg-

korlétos és zArt tartoményon, tehdt Weierstrass

melynek lezdrtjdra fenndll K

: » £)
tétele (V. Kotet, 4.6 Tétel) szerint korldtos. Az f(t,x) = A()x +b(t)
figgvény teljesiti a 6.3 Tétel feltételeit (ugyanis f;x =a,0 i, k=

k .
=12, ..., n), tehdt eleget tesz a lokdlis Lipschitz-feltételnek. Igy van

2 ,
K (T, E y? melyben e fliggvény eleget tesz az egységes Lipschitz-feltétel-

vény folytonos a E(

nek, Ezek alapjdn a 6.4 Tétel alkalmazhaté olyan I x D nyilt tartomdnyra,
melyre IxD(K f\K A64Tetela1 jan van K 4-
Y (T,8) (T, EY Pl T

hogy (7. 4) nek létezik egyertelrnu x(t), te K~ megoldasa. !
Megjegyezzilk, hogy a 7.1 Tétel alht:isanél erdsebb 4llitds is bizo-

nyithatd, ti. az, hogy (7.4) -nek az egyértelmiien létez8 x{t) megolddsa az

egész (a,b) intervallumon értelmezve van (a bizonyitdst 14sd pl. [3]).

A tovdbbiakban a tételt ilyen formdjdban hasznéljuk.

A 7.3 differencidlegyenlet rendszer vizsgdlatdta b(t) = 0 esettel,
vagyis a
dx
dt - é(t)_)i (705)

homogén rendszer vizsgélatdval folytatjuk. A megolddshalmaz szerkezeté-
nek tanulmdnyozdsdhoz néhdny fogalomra van sziikségiink,
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7.1 Definici6.

7.2 Definici6.

7.3 Definicié.

Az (a,b) intervallumon értelmezett xl, 52, eens _)ik vektor-

skaldr fiiggvényeket az (a,b) intervallumon linedrisan filgget-

leneknek nevezzilk, ha

1 2 k
cli(t)+c25(t)+... +ck_)5(t) = 0

minden t € (a,b) -re csak akkor 4llhat fenn, ha

(:l =c2=... =Ck-=0 (cie R, i=1,2, ..., K.

Az (a,b) intervallumon értelmezett 51, 1:_2, cos Ek flipgvé-
nyeket az (a,b) intervallumon linedrisan §sszefilgofknek ne-

vezzUk, ha nem fuggetlenek, azaz ha van Cpp Cor enny C
val6s szdm k-as hogy |c,| + |c | ...+ |c, | >0 és

1 9 lk 2 k
c,x +c2§_ +...+ck_§ = 0.

. . 1 2 n
Az (a,b) intervallumon értelmezettx , x , ..., X vektor-
skaldr flippvéryrendszer Wronski-féle determindnsénak ne-
vezzik a

1 2 n 1 2 n
WX, x, oo, X)) = Xp o Xpeee X
Xl X2 Xn
9 g 00 Xy
1 2 n

X X eas X
n n n

determindnst,

(v.6.: 3.1, 3.2, 3.3 Definicio)

-

7.2 Tétel. Ha 3(_1, 52, vees _)gn linedrisan 6sszeflggdk az (a, b) interval-
lumon, akkor

w (11, _)52, . 1“) = 0
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Bizonyitds. A 7.2 Definici6 alapjdn van ¢

1P Spr e S val6s szam n-e§,
hogy
eyl + <] +..0 + [cn[ >0
és
1 2 n
X +c25 + ... +cn5 = 0.

Ez azt jelenti, hogy a

1 2 n
+ ... =
clx1 () + cle (1) + c X (t) 0,
1 2 n
clx2 () + c2x2 O+ ... + cnx2 1) o,
1 2 n
vas T =
Clxn {ty + czxrl () + <:nxn {t) 0

homogén linedris egyenletrendszernek t € (a,b) esetén van nem trividlis
Cpr Cor vves C megolddsa, Ez csak ugy dllhat fenn, (Idsd III, Kotet, 14.4

Kdvetkezmény), ha minden t € (a,b} -re a rendszer determindnsa zérus,
azaz W(x' (8, x20, ..., £©) = 0.1

A tétel megforditdsa nem igaz, ezt bizonyitja a kivetkezsd

7.1 Példa. Legyen

zl(t) =Ft21 ’ 3&2(1:) =rt] ' tEeER .

o] L

Nyilvdnyaléan igaz, hogy W(_)gl, _)_c_z) = 0. Ugyanakkor az .&1 és 52 fugg-
vények linedrisan flggetlenek a (-oo, o0} intervallumon, ui. a
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azonosséighél az kivetkezik, hogy minden t € R -re

clt+c2 = 0,

Mivel egy pontosan els 8 foku polinom egynél tibb helyen nem lehet zérus,
¢, = 0, Ennek kévetkeztében azonban ¢, = 0.

1
. 1 2 k PR
7.3 Tétel. Legyenek x, x, ..., x (7.5) megolddsai és 1 Sy
k
“er € tetszbleges 4llandék, akkor a Z <, 51 fuggvény
i=1
is (7.5) megoldésa.
S i
Bizonyitds. Helyettesitsik be (7.5) -be a Z X figgveényt, akkor a ko~
i=1
vetkezd azonossdg adédik:
X i
d ( iz_;l cx(®)) . ook i
— = = A =
dt = 1Zi % T a = IZ_i ¢ ADx (M) =

k.
2 AD(D] X ®).!
i=1

Bér a 7.2 Tétel megforditdsa, mint 14ttuk, 4ltaldban nem igaz, egy
homogén linedris differencidlegyeniet rendszer megolddsaira érvényes a

kovetkez§
n
7.4 Tétel. Ha az (a,b) intervallumon értelmezett x , x, ..., x flgg-
vények (7.5) megolddsai és van t{) € (a,b), hogy
1 2 n _
W (_)i (to)l _)S (to)l LELLE | _X_ (to)) - O ’
akkor az 1(_1, 12, vees lc_n fuggvények linedrisan tsszefliggdk
(a,b)-n,

-(’2_



Bizonyitds. A feltételekbdl kivetkezik, hogy a

1 2 n

X (to)+c2xl (to)_-l- +cnI-L1 (tO) = 0,
1 2 n

c.x. {t)+c.x (t0)+...+cnx2 (to) = 0

1 2 n
c X (t0)+c X (t0)+... +cnxn (tO)

it
[we

(7.6

egyenletrendszernek van nem trividlis ¢ ;E ) cz-*, cees cn;E megoldésa,
Tekintstik az
n .
x(0) = Z Cix gi (t) fiiggvényt;
i=1

ez a 7.3 Tétel alapjén (7.5) megolddsa és kielégiti az §(t0) = 0 kezdeti
feltételt. Ilyen megoldds viszont x = 0, ami a 7.1 Tétel felhaszndldsdval
(unicitdsl) azt jelenti, hogy
n *
Z ¢Fx = 0.
. i =

i=1

Ez viszont az adott figgvények linedris osszefiiggését jelenti az (a, b) inter-
vallumon, !

I 2 n P
7.5 Tétel, (7.5)-nek az (a,b)-n értelmezett x, X, ..., X megoldasai
akkor és csak akkor linedrisan figpetlenek, ha van tO € (a,b),

melyre

W i o e ) £ 0
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Bizonyitds. Ha 51, _152, eses _1_t_n linedrisan fitggetlenek, akkor kell, hogy

minden t € (a,b) -re W(El (t), _152 M), ooy En(t) ) # 0 legyen, mert ha van

to € (a,b), melyre ez nem 4ll fenn, akkor a 7.4 Tétel miatt
1

XY X, ooy _:gn linedrisan Gsszefliggbk lennének, fForditva, ha van
tﬁ € (a,b), melyre

W(gl(to), _:g_z(to), oees gn(to)) # 0, akkor _}_c_l, _:52, vres 5“

linedrisan fliggetlenek, mert ha sszefigglk lennének, akkor a Wronski

determindnsuk mindentitt, igy a to helyen is zérus lenne (ldsd 7.2 Tétel).!

'

7.4 Definicié. A (7.5} homogén linedris differencidlegyenlet rendszer

_)gl, _)52, vous _:p_c_n megolddsainak halmazit alaprendszernek
nevezzilk, ha 51, xz, ceny gn linedrisan fliggetlenek.

7.6 Tétel. (7.5)-nek van alaprendszere.

Bizonyitds. Legven T € (a, b)}, C = [cik ]egy {n x n)-es valés elemil regu-

liris mdtrix, és hatdrozzuk meg (7.5)-nek azokat a megolddsait, melyek
rendre kielégitik az

1 ~ 2, . * .on _ -

(T =[e; ]y x(T)Y=[e,] »eees X(T) =[Tc
21 €22 ®In
fnld Lcnz_l “nn

kezdeti feltételeket. Az igy meghatirozott

i
{.’i ' iz. esey _)gn} halmaz, (7.5} alaprendszere, ugyanis a 7.5 Tétel sze-~

rint, ha van T ¢ {(a,b), melyre

2 n

LN )

WENHT ), xXT), -ovs X(T)) #0, akkor az x', x

1%
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filggvények linedrisan fliggetlenek, és
1 2 |
w(i('r)s _JE_(T); ---nl{_(b))=d9tg # 0.!

7.7 Tétel. Legyen {x . _2, 1 } {7.5) alaprendszere, akkor (7.5)
birmely x(1) megoldésdhoz van egy és csak egy rendezett szdm
n
i N
» «ver € ) hogy x(1) = 2. ¢, x (1), (7.5) dsz

n-es (c,, ¢
1 —
i=1

2

szes megolddsainak ;

n .
{Z c._}gl(t):c, R, i=1,2, ...,n}

; i i

i=l

n :
halmazdt, vagy riovidebben a Z < 51 (t) n-paraméteres
E

fuggvénysereget nevezzilkk a homogén differencidlegyenlet rend-
szer 4ltaldnos megoldésénak.

Bizonyitds, A 7.3 Tételbsl kovetkezik, hogy Z < x (t) valéban megoldés.
i=1

Legyen x(t) valamely més megoldds, toe {a,b) és tekintsilk a
(t)+c (t)+...+cx (t) xl(to

€)%, (t ) +c2x2 (t Y +.ue +c Xy (t ) =X (to) .

. e s s

1 2 n
¢ X (to) +ec.x (to) Foote X (to) =x (to)

2n

egyenletrendszert. A rendszer determindnsa a 7.5 Tétel miatt nem zérus.

Tehét a 111, Kotet, 13.4 Tétel szerint van egyértelmilen meghatdrozott
%X

x
cpr cz, .oy cn megoldédsa.
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Tekintstik most ezekkel a cf értékekkel (7.5)-nek a

n * i

2. S x®

=1 *
megolddsit. Erre teljesil, hogy

il .
x(t) = IZ:'i Cf x (ty »

ami a megoldds egyértelmiisége miatt azt jelenti, hogy

x (0

AR 1]

n .
Z c? gc_l(t) . 7.7
i=1

Ha az eldbbi azonossdg mellett fenndll

n

DI I

i=1

x(0

akkor az el6bbit az utébbibél kivonva kapjuk, hogy

n .
2, G-Hx@=o0.
i=1

: : 1 oo, r_. - . ~ *
- Mivel azonban x°, ..., x linedrisan fiiggetlenek, innen € =¢

i=1,2, ..., n kivetkezik, vagyis a (7.7) elGdllitds egyértelmii. !

A 7.7 Tétel valéban indokolja az alaprendszer elnevezést, hiszen ezen
megolddsok ismeretében az 8sszes megoldds eldllithat6. A 7.7 Tételt ugy
is szoktdk fogalmazni, hogy (7.5) linedrisan figgetlen megolddsainak maxi-
mdlis szdma n,

Tekintstik most az eldbbiekben definidlt A mdtrixszal a

4aX
G- = A (7.8)
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"mitrix~differencidlegyenletet”. (X n-edrendi métrix. Egy métrixot ugy
differencidlunk, hogy minden elemét differencidljuk.) Konnyen beldthaté,

_}_{_2, cees _:gn (7.5) megolddsfliggvényei, akkor az

hogy ha x1

X0 =[x'o, Lo, ..., &0 ]

métrixfiggvény (melynek k-adik oszlopvektora 513 megolddsa a fenti mat-

rix-differencidlegyenletnek. Fzek alapjdn, ha {_}gl, 52, . gn} {7.5) alap-
rendszere, akkor az

X0 =[x, Lo, ..., f0]

métrix-figgvényt (7.5) "alapmétrixdnak” nevezzilk. Az alapmdtrix reguléris.

-

Altaldban, ha az X(t) n-edrendi reguldris métrix kielégiti (7.8)-at, akkor
(7.5) alapmétrixdnak nevezzilk.

7.8 Tétel. Haa (7.5) rendszer x(T )= s kezdeti feltételt kielégitd meg-
olddsdt keresstik és X(t) (7.5) egy alapmdtrixa, akkor a

-1
c = X (’C)E
jeloléssel a keresett megoldds
x(® = X®c . (7.9)

Bizonyitds. TetszSleges 4lland6 ¢ oszlopvektorra x(t) = X(t) ¢ (7.5) meg-
oldésvektora, amint errél behelyettesitéssel kénnyen meggy6z&dhetiink:

dx (t) dX {t)

i T g £ AMX®M)ec =AM X® o) =

= Aty x(t)

Tovéibba

AT = X(T)e=x(Hx ) ¥=¢ .1
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A 7.8 Tételb6l nyilvanval6, hogy tetszdleges X (t) alapmétrix oszlop-
vektorai (7.5) alaprendszerét-alkotjik.

Véglil a 7.3 és 7.7 Tételek egyszerl kbvetkezményeképpen kimondha-
t6a

7.9 Tétel. A (7.5) d1fferenc1élegyenlet rendszer megolddsai a folytonosan
differencidlhaté fiiggvények linedris terének n-dimenziés al-
terét a_l}_c_qli]_éﬁkw(lésd ITI. Kotet, 16.8 és 17.3 Definici6).

Megjegyezzik, hogy alaprendszer, vagy akér ep:yetlen megoldds meg-
hatdrozédsdra kvadraturdval nincs 4ltaldnos médszer. Ha azonban egy meg-
oldds ismert, akkor tovébbi fliggetlen megolddsok meghatdrozdsa eggyel
alacsonyabbdimenzi6s problémara vezet, més s sz6val l egy megoldds ismere-
tében a homogén linedris d1fferenc1é1egyen1et rendszer egyenleteinek szdma
és az ismeretlen fliggvények széma eggyel cstkkenthet (14sd[6]1. 143. o.).

-A tovébbiakban vizsgédljuk a

dx
dt

=A(t) x + b(1) (7.10)

inhomogén lineéris dlfferenmélegyenlet rendszert. Tételezzlik fel, Hogy a

(7. 10)-ben szerepls figgvények teljesitik a 7.1 Tétel feltételeit, tehat min-

den T, ¥ -hez van egy és csak egy, az (a,b) intervallumon értelmezett

x{t) megoldés, melyre x(7T ) = g.

7.10 Tétel, Ha x* és x (7.10) megoldédsai, akkor x - x a (7.5) homo-
gén rendszer megolddsa.

Bizonyitds, Mivel _ng és 52 (7.10) megolddsai, fenndllnak az alébbi azo-
nosgsigok:

ax' (0 1

it = A(t) x (t) + b(t) ,
dzz(t) 2

at = A() x°(t) +b(t).
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Ezek kivondsdhdl a

x®

1 2
ac | dt =AM x (- AR x () ,

vagyis a

dG W - X 0) L
I = A (0 - x7(1)

azonossdg kuovetkezik. !

7.11 Kovetkezmény. Ha 51 (7. 10) megoldédsa és _J_c_l, 52, cvos 3(_“} (7.3)

alaprendszere, akkor (7.10) 6sszes megolddsainak
halmaza:

e 2

c._)f :c.€R, j=1,2,..., n}.

Ezt a halmazt, vagy rovidebben az
1, § j
x + Z ¢ X n - paraméteres
=1

fuggvénysereget hivjuk az inhomogén linedris diffe-
rencidlegyenlet rendszer 4ltaldnos megoldédsénak.

Bizonyitds. Legyen x (7.10) tetszdleges megolddsa. Ekkor a 7.10 Tétel
alapjén az x - 51 fiiggvény (7.5) megolddsa és igy a 7.7 Tétel alapjdn van

2 Cogroeney © val6s szdm n-es, hogy

I n .
E'EEZ\C.}E] A
=1

(7.10) megoldédsainak meghatirozdsa (7.5) alaprendszerének (vagy am.
ugyanaz, alapmdétrixdnak) ismeretében az "4dllandck varidldsdnak mada=a~
rével" torténik.
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7.12 Tétel, ("Az dllandék varidldsa'™ Ha X (t} (7.5) alapmétrixa, akkor

van c: (a,by> RF differencidlhaté {oszlopvektor) fuggvény,
melyre az ’

20 = XO O (7.1)
fuggvény (7. 10) megolddsa.

Ha 6sszevetjiik (7.11)-et (7.9)-cel, l4tjuk, hogy az inhomogén rend-

szer EI(t) megoldését a (7.9)-ben szerepl§ c 4llandé “varidldsdval" kapjuk,
vagyis ugy, hogy a c 4lland6 helyébe egy alkalmasan vélasztott c(t) fligg-
vényt irunk.

Bizonyitds. Amellett, hogy bebizonyitjuk a tételt, egyben explicit médon elG-
allitjuk a (7.11) -ben szerepl6 c(t) fiiggvényt. TételezzUk fel, hogy van

c(t), melyre X(t) c(t) a (7.10) inhomogén rendszer megolddsa. E megol-
dést (7. 10)-be helyettesitve a kivetkez8 azonossdgot nyerjuk:

X e] = AOXO O+

vagyis
dX (v d c(t)
o SO FXM) T = AWM X ct) +b()
Innen
dc(t) d X (1}
X0 —5— =[A0 XM - ——] c® +b@® ,

vagy, mivel X (t) a (7.8) métrix differencidlegyenlet megolddsa, és igy a
jobb oldal els6 tagja azonosan zérus, ezért

de(t)

X —5 = b(t)

X (t) reguldris métrix, létezik tehét inverze E-l(t).
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Szorozzuk meg az ut6bbi azonossdg mindkét oldalédt balr6t l(-l(t)-vel:

dc(t) -1
T = X (9 b(v)

adédik. Az ut6bbi azonosségot integrilva (métrixot ugy integrélunk, hogy
minden elemét integriljuk)
ct) = f x 0 b a (7.12)

adodik.
(7.10)-be val6 kozvetlen behelyettesitéssel kapjuk, hogy

_JS_I(t) = X(t) j _)g'l(t) b(t) dt

valéban az inhomogén rendszer megolddsa. |
Ha (7.11)-ben az X(t) alapmétrix oszlopvektorait rendre

(7.13)

_}_(_l(t), cens _)gn(_t) -vel jelsljik, akkor 31 ®, ..., En (t)

] (7.5} alaprendsze-
re. Az dlland6k varidldsa elvének (7.11) ~pyel ekvival

ens alakja az, hogy ha
{51 ), ..., _)_c_n (t)} (7.5) alaprendszefe: akkor (7.10)-nek van

i}

£© = ) c, ® £ (7.14)

I=i

alaku megolddsa és itt a ci(t)' flggvények a rendszerbe val6 behelyettesités-
sel egyszerllen meghatérozhat6k.

7.2 Példa. Hatdrozzuk meg

az aldbbi differencidlegyenlet rendszer
dltaldnos megold4sét: '

dx 2

& - x1+(2-t)x2+t +t,

—Z .l (L s+ t>o0
d ~t 1 t 2 )
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Maétrixos alakba irva:

2
— = - +
it x1 1 2-t xl t + t
1
—— — 1
*9 t ot %9 t

dx 1 2-t Tx
e

A1,

t t

homogén egyenlettel. Behelyettesitéssel igazoljuk, hogy az _)_(_l(t) = (t2, t)
vektor-skaldr filggvény megoldds. Ugyanis

dx 2t
ar 1

és
1 2-t t2 = t2+2t"t2
1 1 2
t t 1 t —t--+—t——-t
i t t

valéban azonosan egyenlék. Megmutatjuk, hogy a homogén rendszernek van

_)Ez(t)=v(t) t2 + |0

t z (t)

i
alaku, x (t)-t6l figgetlen megolddsa. Itt v és z egyeldre ismeretlen fiigg-

venyek melyekre éppen azéltal kapunk feltételeket, hogy az x2 fiiggvényt
behelyettesitjlik a homogén rendszerbe.
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Ekkcr fenn kell 4llnia a kisvetkezd azonosségnak:

dztt tz +v() |2t [+0 2-t (v_(t) Ez +10 )

1
dz (t 1 1 |-
t » 1 " at : 1 t z (1)

amib8! minden t > 0-ra a

dv {t 1.'2 +|0 =11 2-t 0
dt
gz 1., z(t)
dt t t

egyenl8ség kovetkezik, Ebb6l

O 222 20,

ill,

dv (1) dz(t)y _, 1 _
@ "t =(g - z( ,

ahonnan v (t} kiktiszb'bﬁlésévéi

L0 =(+ -nz0 -2 20 - ﬂtﬂ .

Tehét z kielégiti a

dz Z

(=9
=]
-t

szétvdlaszthat6 véltoz6ju differencidlegyenletet, azaz integrildssal

z(t) = -E-
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Ezek szerint

av(@® 1 I
dt —2 (Zt)tv
t
2-t 1 1
v(t)—fadt- 2 +t'
t t
Igy
2]
2 1 t + 10 [=Jt-1{.
0 =(-5 + )
t
t L 1
t

Kozvetlen behelyettesitéssel meggySdzGdhetlink arrol, hogy 5_2(t) val6ban a
homogén rendszer megolddsa. Mivel det[il(t), zz(t)l # 0, g_l(t) és

52(1:) alaprendszert alkotnak, tehdt az alapmétrix:

X (1) =[t2 t-l:]
t 1

Az inhomogén differencidlegyenlet megolddséra az 4dllandé varidldsdnak
médszerét alkalmazzuk, A 7.12 Tétel alapjén van ¢ : (a,b)t——R2 differen-
cidihaté figgvény, hogy a cl(t) _)gl(t) +c 2(t) 3{_2({) fliggvény az inhomogén

rendszer megolddsa (ldsd (7.14}), és

c =j£-1(t) b(v) dt,

ahol példinkban



_}_{_l(t)g(t)=tl —lt;t— e | =[ t+1+1-0 .

-1 t t ‘t2 't+t2

c(® =j_}_(_-1(t)_11(t)dt= 2t 7.
2

P
2

Igy az inhomog#én egyenlet dltaldnos megolddsa:

2

2 t ]
LG S ED! .kl,kZER} ;

{(Zt + kl) t

t 1

8. Allandé egylitthatés lineéaris rendszer megoldasa

A (7.3), ill. (7.5) n-dimenzids linedris differencidlegyenlet rendszer
megolddsidra kvadraturdval az n 22 esetben nincs dltaldnos médszer. Fon~
tos specidlis eset az, amikor a rendszer egylitthaté métrixa dlland6, Ez
utobbi escthen van mdédszeriink az dltaldnos megoldds meghatdrozdsira.
Ezzel foglalkozunk ebben a pontban, Szikségimk van azonban bizonyos, a
métrix-analizis témakirébe tartozéelgkészitésre.

Polinom-elemit mdtrixnak (vagy ' A -mdtrixnak') nevezzuik azt a mét-
rixot, melynek elemei a A v4ltozoé polinomijai. Métrix-egyiitthatéju polinom-

nak nevezziik azt a poliromot, melynek egyiitthat6i azonos rendlinégyzetes
méitrixok, Minden polinem-elemt mdtrix azonosan egyenld (a vdltozé minden
komplex értékére egyenls) egy métrix-egylitthatéju polinommal.

8.1 Példa. A minden komplex értékére érvényes a kivetkezd azonos-
ség:

[212+k 22.2+x"51222 +A [1 0 +[0 1]
A+ 1 1) 00 Loof 1 o1]

Itt @ hai old~lon 4116 métrix elemei legfeljebh médscdfoku polinomok, a jobb
oldaln pedig egy métrix egyiitthat6ju masodfoku polinom 4ll.
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8.1 Segédtétel, (Bézout tétele v.5. III. Kotet, 7.2 Tétel).
Legyen P() ) = am}[m+... +all +a

0 m-edfoku po-

linom, A, C_, _C}l, vee, gm_i n-edrendii métrixok,

0

m-1
... +
A | +QI/7L <,
m-1) -edfoku métrix egyiitthat6ju polinom és E az n-ed-
(m-~1) -edfok Atrix egylitthatoj 1i és E d
rendil egységmdtrix; ha

P(AYE=(A - AE C(A) ,

akkor

P(A) =a A™+...+a A+a E = 0,
vy m-—— 1——- -

0

ahol 0 az n-edrendi zérusmatrix.

Megjegyezzik, hogy a ldtszdlag trividlis tétel kiilsn bizonyitdsdra
ezért van szilkség, mivel a métrix-szorzds 4ltaldban nem kommutativ.
Megjcgyezzilk tovdbba, hogy valamely P ( A ) polinom értékét az A négyze-
tes mitrixon ugy kapjuk, hogy a A védltozoé helyébe A-t helyettesitjik és a
polinom konstans tagjit a megfelel§ rendll egységmdtrixszal szorozzuk.

Bizonyitds.

- _ 2
(A-AEXC(A) —§g0+ A (A c, 90)+}L (A C

Mivel a feltevés szerint a P(A ) E polinom azonosan egyenld az utébbi poli-
nommal, a megfelels egyutthatéknak meg kell egyezniiik:

a E = -C
m=
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p = A -
) E 2 X7
E = A -
B = AL -G
E = A
Bk = 2 G,

Szorozzuk meg balrol az elsd egyenliséget _P_xm-mel, a masodikat ém-l-

nel, sth. az utolso eldrtit A-val, az utolsdl E-vel és adjuk Sssze az egyen-
lgségeket. A jobb oldalon a tagok rendre kiesnek és azt kapjuk, hogy

a A+ A : + = N
a A a .4 +...+a2§ +a1f_’.\ aO_E_ 0

8.2 Tétel, (Cayley-Hamilton tétel).
Minden négyzetes métrix kielégiti sajit karakterisztikus egyen-
letét (1dsd 111, Kotet, 14,3 Definicid), vagyis ha A n-edrendl
négyzetes mairix és

D(A) =det (A-AE) =(-1) A"+

#d A Ly +d A Hd,
akkor
D(A) = (-1 A" + d A"t
+d A+d E =0,

ahol 0 az n-edrendi zérusmdtrix.

Bizonyitds. Jelsljik az A - A E mdtrix asszocidltjat (A - ?LE)* ~gal,
A 11, Katet, 11,1 Segédtétel szerint

(A-AE) (A-AEY =det (A4-1E). E = D(A) E .

. P . . R
Miutdn az (A - A E)” mdtrix elemei az A- A E madtrix determindnsdnak

*
(n-1)-cdrendd aldeterminédnsai, (A- A E) olyan mdtrix, melynek elemei
legleljebb (n-1)-edfoku polinomok,
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Ekkor azonban (A- A _1;)* (n-1)-edfoku mdtrix-egyitthat6ju polinomnak te-
kinthetd, és P{A ) = D( A ) -val a 8.1 Segédtétel alkalmazhaté. !

SzUkségiink lesz a Lagrange-féie interpoldcios polinom egy elvileg
egvszeril és természetes Altaldnositdsdra, melyet a kbvetkezd tételben fo-
galmazunk meg (v.0. II. Kotet, 2.9 Tétel). A tételt hely hidnydban nem bi=-
zonyitjuk (a bizonyitdst 14sd [2]1I. 22. o.).

8.3 Tétel, Ha el8irjuk valamely (4ltaldban komplex) polinom értékét, elss, .
mésodik, stb. (mi-l)-edik derivéltjdnak az értékét a A i he-

lyen(i=1,2, ...,4; Ay # lk. i#k),
és

¢
n = Z m,, akkor van egy és csak egy legfeljebb (n-1)-ed-
i=1
foku polinom, mely deriviltjrival egyutt az adott helyeken az
eldirt értékeket veszi fel. Fzt a pclinomot az elfirt értékrend-
szerhez tartozé Hermnite-féle interpoldcios polinomnak nevez-
zik,

Nyilvdnval6, hogy a Lagrange-féle interpoldci6s polinom a Hermite-
féle polinom azon speciélis esete, amikor mi =1,i=12,...,0; &=1,

Ha az Hermite-féle interpoldciés polinom

_ n-1
h(?u)-hn_ A +...+h1A +h

1 akkor a

0!
() _ s . - -
h (?Li)-Hik, i=1,2,...,4; k—O,l,...,mi 1,

feitételek (H"k az eldirt értékek) n egyenlethsl! 4116 linedris egyenleirend-
szert alkotnak az ismeretlen !10, hl' ciay hn-l egyurthaték meghatdrozdsé-

ra.

Most értelmezzitk analitikus figev ény értékét valamely népyzetes
métrixon, A "figgvényériék" ugyanolyen rendd négyzetes martrix lesz. Az
értelmezés azon alapul, hogy természetes modon mér értelmeztiik polinom
értékét mdtrixon,
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8.1 Definici6. Legyen f (komplex) analitikus figgvény:

(A = 2. cklk ,
k=0

és A négyzetes métrix; definici6 szerint
= k
Ay =
£ = ) oA @.1)

vagyis, ha f hatvdnysordnak N-edik részletdsszegét
sN( A ) -val jelsljuk,

N k
si{A) = é_’o c. A
akkor
£(A) =N_1in; sy @) - (8.2)

Egy métrix-sorozatr6l akkor mondijuk, hogv egy adott métrixhoz kon-
vergél, ha mindegyik a megfeleld helyen 4ll16 elemekbdl alkotott sorozat a
"limes-mitrix" megfelels elemeéhe z tart,

8.4 Tétel. Legyen
= k
F(A)= ). c A
k=0

analitikus fuggvény és A n-edrendd métrix; ha f hatvényso-
rénak {nyilt) konvergencia kilre tarwlnazza A bsszes sajdt-
éreékér (ldsd I, Kotet, 14,2 Defiuicid), akkor "f az A he-
lyen értelmezve van", vagvis az f (A) n-edrendt méerix Ié-
tezik,

Bizonvitds, A kivetkez§ bizonyitds egyben médszext ad f (A) neghatirozd-
sdra anélkll, hogy a (8.1) véatelen métrix-tagu sort sszegezni kellene.
Legyenek az A mérrix kulonbozd sajdtérékei A " i=12....4)ésa
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£
A sajétérték multiplicitdsa legyen m, (n = Z mi). Ezck szerint az
i~1
A mdtrix karakterisztikus polinomja
n n,
D(A) = (1)

Legyen f hatvdnysordnak N-edik részletésszege sN(A } és osszuk ol az

SN( A} N-edfoku plinomot a D({ A ) n-edfoku karaktc risztikus polinommal.

A hényadost q, (A ) -val, a maradékot r_{ A ) -val jelilve
y N N ]

sg(8) = D) au(A) +xy(A), (N=1,2,..0)

Felhivjuk a figyelmet arra a fontos tényre, hogy mindven N-re az rN( A)

polinom fokszdma legfeljebb (n-1), vagyis N-t4l fuggctlen. Az eldbhi azo-
nosségot rendezve

sN(ﬂ)-rN(?\)=D(?’L)qN(A)- (8.3)
Innen

[:sN(?l) -rN(R‘).-l}l=?t_ =0,
i

illetve

dk

5 [op(2) -y (A)] 5 y =0

addédik. Ezek szerint
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i=1,2,...,€; k=0,1,..., m N=1,2,... .

i-1

Mivel a A ., szdmok f konvergencia korében vannak
i

lim rrgk) ( ?Li) = lim sék) (A )= f(k) (A i). (8.4

N > oo N - oo 1

A 8.3 Tétel értelmében van egy és csak egy

n(Ay=n A" en AT 4n A +h

n-2 0

legfeljebb (n~-1) -cdfoku polinom, melyre

W2y =™y,
i=112r"s£; kzo!ll"'l ml-l

rN( A), N=1,2,..., legfeljebb (n-1) -edfoku polinomok végtelen sorozata,
melyre {8.4) miatt teljesul, hogy

. (k) - ®
St ) -y

Ebbdl azonban az kivetkezik, hogy az rN( A ) sorozat a legfeljebb (n-1)-

cdfoku h( A ) Bermite-féle interpoldciés polinomhoz konvergal:

h(A) = lim rN(A) . (8.5)

N —=co

(Ezt ugy kell érteni, hogy mindegyik a megfeleld egyiitthat6kbol 4116 soro-
zat (A ) megfeleld egyltthat6jdhoz tart. Itt meg kell jegyeznlink, hogy
ha egy {n-1)-edfoku polinomot egylitthat6i n-paraméteres fiiggvényének te-
kintlink, akkor a polinom e paraméterek, az egytitthatok folytonos fliggvé-
nye. A polinom és derivdltjainak egy adott helyen vett értékei azonban 1é-
nyegében a polinom egylitthatdi, ha a polinomot e heiyhez tartozo Taylor-
polinom jdva rendezzilk 4t, Ldsd IV. Kétet, 7,2 Példa.)
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(8.3)-b6l és a Cayley-Hamilton-tételbél (8.2 Tétel) kovetkezik, hogy

sy@ = r (@, N=12..

Tehdt (8.5) alapjén

lim, sN(é) = lim N (A) = h(a) ,

N-» oo N-—= oo

vagyis f (A) létezik és

f(A) = h(a).!

Az eldbbiek szerint tehét adott f (A ) analitikus fuggvény és A négy-
zetes mdtrix esetén meghatdrozzuk f Hermite-féle interpoldciés polinom-
jét, mely az m, multiplicitdldsokkal vett Ai helyekhez tartozik és f (A)

nem més, mint a polinom értéke az A helyen.

Megjegvezzik, hogy a D( A ) karakterisztikus polinomnak az el6zé
bizony:tdsban jétszott szerepét betsltheti az a legalacsonyabb fokszdmu
p{A ) polinom, azun., "minimélpolinofn”, melyre p(A) = 0. Ezzel a sz4-
mitds gyakorlatilag egyszeriisithets (14sd [ 3)).

8.2 Pclda, Kiszdmitiuk az
S
0 1

miéirix 10C-adik katvanvdt, Az f(A ) = A 100 fuggvény a7 egész komplex
sikon umalivikus e. onmagdnak hatvdnyscra, A karakterisztikus egyenlete

D(.&)=|1-,1 2 |= a-2) =o0.

0 1- A

A =1 kétszeres sajatértsk, Az F{1} = 1, £ (1) = 100 értékekhez tartozé
h{A) = hl A+ hy Hermite-féle interpoldci¢s polinomra

L=h() =h +h
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100 = b’ (1) = h1

100 A - 99. Ezek szerint

Vagyis h(A)

_4100 100 A -99E =[100 200}-[99 0] =
0 100 0 99

= 1200]
0 1

A tovibbiakban minket els§sorban az exponencidlis fliggvény métrixon

n

felvett értéke érdekel. Az f(A ) = e A fuggvény az egész komplex sikon

analitikus, tehdt ¢— minden A négyzetes métrixra értelmezve van,

8.5 Tétel, Haaz A és B n-edrendd métrixok felcserélhetdk, vagyis

AB=BA,
akkor
A B A+B
e— e = e—
Bizonyitds. Definicié szerint
oo k co k
Aoy 2 By 2
P - 1
k0 X S

Itt a jobb oldalak olyan métrixnak tekinthet8k, melyek elemei végtelen sorok.

E sorokro6l kénnyen ldthat6, hogy abszolut konvergensek és igy alkalmazha-
t6 a Cauchy-féle szorzdsi szabdly (IV. Kotet, 3.5 Tétel):

o
A B_ 3 (Z 1 i k=i
e~ e = — . A B .
S\G e J
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Mdsrészt

k -
. K 1 k i k-i
W @R =gy 2 () AT -
i=0
= i 1 i k-
il y 2 = .
i=0 1..(k1)
Tehdt
A+B ey k . e
, -
A+B _ 1 |
T é’o (12___—(") ren A B )

Mivel az A és a (-A) métrixok nyilvin felcserélhetk, az el8bbi tétel
egyszerl kovetkezrnénye, hogy

Ok

0
+—§—I— +...+""" +... = E . (8.6)

0
1 k!

eée—=e9'=E+

(8.6)-b6l kivetkezik, hogy tetsz6leges A négyzetes métrixra eé reguldris
métrix és inverze

(eé) = e_.é . - {(8.7)

8.6 Tétel. Tetszfleges rogzitett A négyzetes métrixra az e}l © méaerix
fuggvény (t val6s vdltozo) differencidlhaté és

AT _ At | (8.8)
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Bizonyitds. Nyilvénvalé, hogy eé t minden rogzitett 1€ R-re értelmezve
van és

e (D"

Itt a jobb oldal olyan métrixnak tekinthet, melynek elemei t hatvinyai sze-
rint halads konvergens hatvidnysorok. Ezek nyilvdn tagonként differencidl -
hatok (egy mdtrixot viszont ugy differencidlunk, hogy minden elemét diffe-
rencidljuk). Ezek figyelembevételével

o AN
4 Ar _d 5T T -
dt L K
2 Ak kL
:' '———:‘—i—' =
R ()
w  ao<! R
= A e =A™
= -1} = .
]

Ezek utdn elvileg egyszerii az dlland6 egyiitthat6s homogén linedris
differenciilegyenlet rendszer 4ltaldnos megolddsdnak, vagy ami azzal ek-
vivalens, egy alapmdtrixdnak elgéllitdsa.

8.7 Tétel. Legyen A n-edrendil (val6s) 4lland6 elemil mdtrix és tekint-
siik a

dx

= éx

dt = (8’.9)

dllands egyitthatés homogén linedris differencidlegyenlet rend-
szert; (8.9) egy alapmétrixa az

X = &2t

matrix.
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Bizonyitds. (8.8) alapjin nyilvdnvalg, !
Elvi szemponth(l igen fontos a kovetken§ észrevétel, Ha A killonbozd
sajatértékei A és ;Li m:itiplicitdsa mi’ G=1,2,...,4;
i

4

At . " o
Z mi = n), akkor e— megheatdrozdsdhoz eld kell 4llitani az
i=1

f(a ,t)=e At figgveny megfelel 6 Hermite=féle interpoldci6s polinomjit a
n-1 n-2
= e +
h(A, t) 1nn_1 DA +hn_2 (A + +hI ® A h0

polinomot, Mivel

k
3 f(A,D kAt =01
k = 3dly veny
A
ezért az Hermite-nolinom egylitthatéit a

ALt
W ap-fe T, (8.10)

i=1,2,. .,8: k=0,1,..., m .,
feitételi egyenletekbdl kell meghatérozni. (8.10) a hj (t), i=0,1,...,n"1)
egytitthat6kra nézve inhomogén linedris egyenletrendszer, melynek egyiitt-

hat6é métrixa reguldris és "konstans vektora"

At At ml-i At gt Aot
(e , te peees t e seees € , te yeses

mp-1 A ,t
£e£).

way b
Kk Ayt
Innen 1dthats, hogy a hj {t} egyttthaték (j =0,1,..., n=1)t e alaku

tagok linedris kombindci6i, és ennek kovetkeztében az
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At n-1
e = hn-l(t) A +...+ hl(t) A+ ho(t) E

At
métrix elemei is tk e ' alaku tagok linedris kombindci6i.

Megjegyezziik tovdbb4, hogy mivel A sajdtértékei kozott komplex szé-

mok is lehetnek, e-é t elemei 4ltaldban komplex értékl (valés véltozés)
fuggvények lehetnek. Ilyen koordindtdju oszlopvektorok is kielégithetik a
(8.9)-rendszert. Ezek megfeleld linedris kombinéci6iként azonban mindig
el&4llithat6 olyan alaprendszer (ill. alapmétrix), melynek koordindtéi valés
értéki figgvények.

8.3 Példa. Legyen adva a kivetkez6 4lland6 egyiitthatGs linedris dif-
ferencidlegyenlet rendszer:

dx

1 __
T - x1+4x2+2x3.
dx
2 _
at = x2+x3,
&=x - 2x_ - X
de 1 2 3
M4trixos alakban:
dx
& C 2
3 .
ahol x € R™ és
-1 4 2 .
8= 1911
1 -2 -1 i

Célunk az alapmétrix meghatdrozdsa, Ehhez szli24zlink van az A mdtrix
sajétértékeire, melyeketa det (A - A E) = 0 rarmadfoku egyenletbdl
hatdrozhatunk meg (E a harmadrendl egységmétrix).

- 117 -



det A-AE= [1-A 4 2 =

] 1-A 1
1 -2 -1- A
=(-1-7L)l1—1 1 | 4 2, =
1-2 -1-A -2 1

= (-1~ A)(1-A) (-1- Ay +2]+4-2(1- Q)

= (~1-A )(12+1)+2(1+A)=(-1—A)(Az+1-2) =
=(-1-A){(A+1D(A-1) = 0,

ahonnan A =1 egyszeres és A = -1 kétszeres sajdtérték. Ennek megfele-

16en az e At fuggvény
2
h{A, 0 = h, (©) AS+ h (® A+ by (©)

Hermite~-féle interpoléci6s polinomjdt kell el§dllitani a ktvetkez§ feltéte-
lekkel:

h(l, t) = e,

hi1, =e ",

dh(-1,v) _ tet
A -

ami részletesen kiirva az aldbbi egyenletrendszer megolddsét kiveteli:

hz(t) +h1(t) +h0(t) = e,

1]
(¢}

h2(t) - h1 ) + ho(t)

I
-
(2]
.

--2h2 t) + hl {t)
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Az egyenletrendszer megolddsa

hG{t) =
h (t) =
h?_(t) =

Ezek alapjén az alapmétrix:

At =@ 0= 00 A +h O A+ROE -
= -‘II [et -(1+21) e-t_-] 3 -4 0 +
1 -1 o
-2 4
t -t » 1
+ & (2" - 2¢7h -1 4 270+
0o 1 1
. 1 -2 -1
1 t 't} 1 -
+[4 e +{3+20) e } 0
0o 1
a 0 1]
, i— 2240 et gt r(4t+8)et 4ef -4e”
e -+ et 2etr2ranet 2et -2
4t e-t -8t e-t 4e"t

Vizsgdljuk ezek utdn a

dx

dt

[ N L N

[et + (3 + 2t} e-t] ,

t -t
{2¢ - 2¢ ),

= A x + bt

-119 =

!:et - {1+ 2 e-_t] .

(8,11)



inhomogén differencidlegyenlet rendszert (A n-edrendl, valés, 4llandé
elemi métrix, b(t) n-dimenzios, folytonos oszlopvektor). Ha ismerjik a

megfeleld (8.9) homogén rendszer alapmétrixét, az H'é t métrixot, akkor
a 7.11 Kovetkezmény alapjdn az inhomogén differencidlegyenlet rendszer
egyetlen megolddsét kell ismernlink ahhoz, hogy megkaphassuk az 4ltalénos

mepolddst, Mivel az eét alapmitrix inverze az e-At métrix (14sd (8.7) ),
a (8. 11) inhomogén rendszer egy megoldédsa (7. 13) alapjdn

@ = eétfe-ét b(t) dt . (8.12)

-1
Mivel (eét) = e-ét = eé(-t}, ezért eét -t ugy invertdljuk, hogy t
helyére mindeniitt {~t)-t irunk,

A tovibbiakban visszatériink a (8.9) 4lland6 egylitthatés homogén line-
4ris differencidlegyenlet rendszer megolddsdhoz. Azt a specidlis esetet
vizsgéljuk, amelyben az A métrix sajétértékei mindkiilonbszsk. Egy fontos
métrixelméleti tételt haszndlunk fel:

8.8 Tétel, Legyen A egy-ii-edrendu mdtrix, ?\1, 7\2, ees A BZ A

mdtrix sajatértékei és a megfeleld sajitvektor rendszer:

sl, _8_2, R gn (lehetségesek komplex sajatértékek és sajdtvek-

torok is). Tételezzlik fel, hogy Ki £ A K ha i # &,

{i,k = 1,2,...,n), Ekkor gl, §_2, ..., S¢ linedrisan fliggetien
vektorok (ldsd III. Kotet, 9.1 Definicio}.

Bizonyitds. A sajitértékekre, ill. sajdtvektorokra vonatkoz6 matematikai

indukciot alkalmazunk. k = 1-re nyilvdn igaz az 4llitds, hiszen ¢ 1_s_1 =0
csak ugy 41lhat fenn, ha ¢ = 0. Tételezzilk fel, hogy §_l, _gz, . gk
linedrisan figgetlenek (1 <k < n), azaz a
¥ i
), ¢ 8 =0 egyenlfségbbl ¢, =0, (i=1,2,...,K)
i=1
" . . s : 1 2 ' ) R i .y
kovetkezik. Bizonyitaniakarjuks , s, ..., § linedris fugpetlenségét,
Tegylk fel az 4llitdssal ellentétben, hogy
1 2 k k+l .
¢, s te, 8 toto s te 8 =0 (8.13)
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ugy, hogy lcll + Iczl +...+ lckl + Ick+1 I> 0. Szorozzuk meg (8. 13)-at
balrél az A métrixszal:

1 2 k k+#l
fs_cl_s_ +_ﬁ_sc25 +...+éck§ +éck+1§ = 0,
amibdl
1 2 k k+1
e s +}1,2c2_s_ otk e s+ 0,8 =0 (819

adédik. Ha (8.13) R‘k+1 -szeresét kivonjuk (8. 14)-bsl, a

1 k
(- AP s ot (A -k e s =0

egyenl&ség adddik. Ami az indukcids feltevés alapjdn csak ugy lehetséges,
ha

(A APy =CA7 Aoy =ee = (A " A ) o = O
Mivel a sajdtértékek killonbozdk, ezért ebbdl a C = Cy = =€ = 0
egyenlfségek kovetkeznek és ez (8. 13)-mal osszevetve a Sl = 0-t is

adja, ami ellentmond a feltevésnek, !

8.9 Tétel. Legyen A egy n-edrendd métrix, melynek A o Agr e
A n sajétértékei mind kulénbozsk. Ekkor a

x
— = Ax (8.15)

ditferencidlegyenlet rendszer egy alaprendszere

At Ayt At
{e Vghe 2 g2 n n}, (8.16)

|en
-
(4]
7]
-
.
.
.
-
(0]
jn



ahol s’ a ’,},j-hez tartozo sajatvektor {(j = 1,2, ...,n).

At
Bizonyitds. e I g} (8.15) megolddsa. Ugyanis behelyettesitve (8.15)-
be, a
At At o, 2.t i
he Tg=pe Tglze s, Ge12.0m
llt 1 At

azonosség adodik. Az e 5 ,..., € s fliggvények linedris fligget-
lensége a 8.9 Tétel egyenes kovetkezmeénye, !

8.4 Példa. Megmutatjuk, hogy a (8.16) alaprendszer kiadédik a 8.7
Tételbgl is. Legyen A n-edrendll métrix, melynek ll, 2.2, . ?un

sajdtértékei mind kiilonbszsk és sl, §_2, ven ,§_n a megfeleld sajétvéktorok.

A s
— = Ax (8.17)

differencidlegyenlet rendszer eét alapmétrixdnak felirdsdhoz az e At fiigg -
vény Hermite-féle interpoldcids polinomja sziikséges, ami itt specidlisan
az Ln_1 (A, t} Lagrange-féle interpoldcids polinom (I1I. Kétet, 2.9 Tétel).

n ?\,kt
L_(?\,,t)-‘— Z: € p(?b):
n-1 k=1 k
ahol
) - (M= AR Aol A AL (A A D (7 A
PO TR A0 7 ) O a PO Ao (A 2y



At 1 7(‘kt
Igy e = 3 e pk(f_s_). A 7.8 Tétel alapjan nyilvanvals, hogy az
k=1
1 s s
At s, eét §2, cens e'ét §n vektorok (8.17) megoldasai. Tovdbba
i At At
X(t)* At s, & §_2'”., e _S_n]

s _ . At 1 2 n . .
reguldris matrix, ugyanisaz e ésaz |8, 8 ,...s S :I reguldris
matrix szorzata (14sd 8.8 Tétel). Igy X (t) alapmaétrix, Tovdbbd mivel

_ j
(@ D@ Ay DA A B B2, B) s
(A AP Ay k_l)( A A (A A

i
pk(A) 8

(A= X E)...(a- A, | EXA- 2, E) s Es)
O A AP A ;Lkﬂ A, )

(A= B)...(d- A EYA- A, E) ..(1Jsj-xnsj)

(R~ AP (A, ?Lk_l)(ﬂ,k A (A ™ A)

(A= 4B A=Ay BB~ A E). g (A A
(A AP (A" A, DA Ay, (a )

£ 00 A (A A A" R (A R
BE R W R N W VT W AN )

s, ha k= G, k=1,2,...,n) ,
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ezért

. n . At .
Atd - 3 o K pk(é)g_‘] = e 34 j=1,2..n

(Specidlisan ez azt jelenti, hogy eA sajdtvektorai, ill, sajitértékei A

sajdtvektoraival, ill. az e 2 szdmokkal egyenldk.)

8.5Példa, Tekintsiika

dxl
_dt =2x1+x2-x3-2x4,
dx
2 - + 9
a xz x3- x4,
dx3
_dt = =X -x2+x3+x4,
dx4
—-cTt— =2x1+2x2-x3+x4

differencidlegyenlet rendszert. Egy alaprendszer meghatdrozdsshoz szik-
ségiink van az

A =[2 1 -1 -2
0 1 1 2
-1 -l 1
2 2 -1 1

det {A - LE) ={ 2-A 1 -1 -2 =
0 1-3 1 2
-1 -1 1-A 1
2 2 -1 1-A



s a-ve-M(ai2a+2 = o

egyenleth§l a sajatértékek:

A,=1, A, =2 Ag=IH, A,=1Id

(i az imagindrius egység). Mint egyszerli szdmoldssal meggydzGdhetiink
r6la, a megfelel6 sajdtvektorok a kivetkez6képpen vilaszthatok:

1 . bt |
s = 1], _§2= -5 |, §3= -24 |, §_4= -2- | .
-1 7 2-i | 2H
1 1 1
0 3 i _ ~=i
Igy a komplex alaprendszer:
xo=¢[17, Lo=¢ [-5].
-1 7
1
3
3(0 _ (1 2 |, 2‘-4(‘:) (1-i)t 2 i
2-i 2+
1 1
i ' -i
3 4

It 'A,3 és A, ill. s és g, ill: _J_C_S és 3_4 egymds komplex konjugé.lt;

4 —
jai. A gyakorlatban rendszerint val6s alaprendszerre van sziikségiink,

Az 53 és _J_t_4 megolddsokbol az

Co=1 o+l - R’ ©)
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és az
o= Co-do) - me o)

val6s megolddsok szidrmaztathatdk:

_)55 (t) = e cost [ -2 ] -¢" sint 1 ,
2 -1
1 0
L 0 | 1

6 t - t
(t) = e cost 1 | +e sint -2

X =
-1 2
0 L
L1 0.
Mivel x°, _)52, _)_(_3, ;_(_4 linedrisan flggetlenek, ezért
2 3

det [_ﬁl, X, X, 54] # 0. Viszont

ami azt jelenti, hogy

det[ 51, 52, 15, 256 1 # o,

tehdt 51 (0, 52 (v), 55 (), 56 (t) alaprendszerr alkotmak,

- 126 -



9. Stabilitas

Ebben a pontban ismét visszatériink az dltaldnos

dx

-—F = _f-(t’ 1(_) (9. 1)

differencidlegyenlet rendszer vizsgédlatdhoz (v.6. (6.2); x és f n-di-
menzids oszlopvektor).Tételezziikfel, hogy az f fliggvény RxR"-ben kielégitia

6.4 Tétel feltételeit, Ekkor minden (t_, EO)-ra van (9. 1)-nek egy és csak

0
egy megolddsa, melyre i(to) = _150. Ezt a megoldést x (t; t{]’ 50)-1211 je-
161jtk, tehit _}g(to; tO, 5_0) = _)go. A 6.6 Tétel kimondja, hogy az

x {t; yr X ) fuggvény folytonos, azaz (9.1) megolddsai a kezdeti értékek-

nek is folytonos figgvényei. A gyakorlatban igen sokszor felmeriil a kérdés,
hogy ez a folytonos filggés t —» co esetén is megmarad-e, vagyis a kezdeti
feltételek "kicginy"” megviltoztatisa mennyire viltoztatja meg a megoldds-

fliggvényt minden t-re, melyre t> t{)'

A mechanikai, fizikai, kémiai, miiszaki "rendszerek" egy jelentss
részének matematikai modellje valamilyen differencidlegyenlet rendszer.
A "rendszer" dllapotdt (annak valtozdsét pl. az id6ben), a rendszerben vég-
bemend jelenség lefolydsédt, valamely gép mikiddését ekkor a megfeleld
differencidlegyenlet rendszer egy megolddsa irja le. A jelenség lefolydséat
ezekben az esetekben a rendszer kezdeti dllapota hatdrozza meg, melyet a
differencidlegyenlet rendszerhez csatlakoz6 kezdeti feltételek reprezentdl -
nak. Ha azt kivdnjuk, hogy a jelenség elSre meghatdrozott médon folyjék
le, a gép adott Uzemmddban miksdjék, be kell dllitanunk az ennek megfele-
16 kezdeti dllapotot. A rendszer kezdeti Allapotinak bedllitdsa azonban
rendszerint csak kizelit§ pontossdggal (bizonyos hibdval) lehetséges. Ezért
miszaki szempontbél alapvetfen fontos az a kérdés, hogy a rendszer, ponto-
sabban a rendszer meghatdrozott kezdeti dllapothoz tartozé miikédése "sta-
bilis"-e. A kivdnalom (melynek teljeslilése nélkiil a rendszer miiszakilag
hasznavehetetlen) az, hogy a kezdeti 4llapot kis megviltozdsa ne befolya-
solja Iényegesen a rendszerben végbemend jelenséget a (kezdeti pillanatot
kivetd) jovdben, mds széval az, hogy a rendszer milkddése stabilis legyen.
A stabilitds milszaki értelemben vett fogaiménak legfontosabb és leghaszndl-
hatébb matematikai modellje A(M, Ljapunovtél szdrmazik.
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9.1 Definici6. Legyen (t) (9.1)-nek azon megolddsa, melyre
<p(t0) = @ 0. A f(‘) megolddst Ljapunov értelmében

stabilisnak nevezziikk, ha

a) van O > 0, hogy a ‘PO pont K QVOQ
— »
minden 3{_0 elemére a (9.1) rendszer x {t; t

kiirnyezetének

xg) meg-
0* &7 e

olddsa a (to, oo } intervaliumban értelmezve van,

b) minden £ > O-hoz van 0 < d< Q ugy, hogy

50 € K 0 esetén ][ x (t; tO’ _)_:_0) - (p(t)”(f', .
_ ¢.d =
ha >t

9. 2 Definici6. A (9.1) rendszer ¥ (t) megolddsédt, melyre gp(to) = 900,

aszimptotikusan stabilisnak mondjuk, ha Ljapunov értelmé-
ben stabilis (teljesdl az el§z6 definici6 a) és b) feltétele),
tovabbé B

c) van 0 <1< Q ugy, hogy

0
x €K esetén

9%m

m |x(5t, x)- g®] = 0.
t —roo -

Az el6bbiekben felvetett kérdéseket e fogalmak ismeretében ugy fo-
galmazhatjuk meg, hogy a (9.1} differencidlegyenlet rendszer megolddsai-
nak stabilitds4t, ill. aszimptotikus stabilitds4t kell eldontentink. Kiilsnosen
fontos és gyakran felmeriild kérdés valamely rendszer "egyensulyi helyze-

tének" stabilitds vizsgdlata, Az _}_(_0 4llando vektort a (9. 1) rendszer
szinguldris mepolddsdnak (egyensulyi helyzetnek vagy pontmegolddsnak)

nevezzik (ldsd 4. pont), ha f(t, 50) = 0. (Ekkor nyilvdnvaldan az

x(t) = gc_o 4lland6 (9.1) megolddsa. A pontmegoldds elnevezés arra utal,
hogy az egyensulyi helyzet trajektoridja (1dsd 6.2 Definici6} egyetien pont,
ponttrajektoéria),
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Elgszér az dllandé egytitthatés homogén linedris differencidlegyenlet
rendszer,

dx
=éx

O x (9.2)

egyensulyi helyzeteinek stabilitdsdval foglalkozunk (A n~edrendd konstans
mdtrix).

50 (9.2)-nek akkor és csak akkor egyensulyi helyzete, ha az
Ax-= 0

egyenlet megolddsa, Ha A reguldris métrix, akkor 50 = 0 az egyetlen

egyensulyi helyzet.

n .
9.3 Definici6.  Egy p(1) = I a, 2, 2,6 R, §=0,1,2,...,m,
2.3 Detinici6. 5

an # 0 polinomot stabilis (vagy Hurwitz) polinomnak ne-

veziink, ha p( A} minden gytkének valés része negativ.
Polinomok stabilitdsdnak szilkséges feltételét mondja ki a kiovetkezd

9.1 Tétel. Haa p(7\.)=an7Ln+...+al7L+a0 polinom stabilis, és

an> 0, akkor a}_> 6, j=0,1,2,...,n,

Bizonyitds. Legyenek p( A) komplex, ill. valés gyokei 2,£= -0t i /53 .
( 68 multiplicitdssal, £=1,...,1), ill. A,k == 9 " (s, multiplicitds-

sal, k=1,...,q). Mivel p( A) stabilis polinom, ezért oAp > 0,
T >0, (=1,...,1; k=1,...,q). Tekintstk most p{ A ) gyoktényezss

felbontdsit (14sd III. Kétet, 7.7 és 7.10 Kovetkezmény, (7.7), (5.21) és
(5.25) ):

S : 6t bl
p(A) =a L (A+ op i3y ) (A+og+ipy kl(?tﬁ T

Sk_

T 6, q s
2 ¢
o, Taeoyns 12515 T+ 7y k.
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Mivel an> 0, és az utébbi szorzatban az dsszes tényezd Usszes egyiittha-
t6ja pozitiv, ezért a szorzéds elvégzése és rendezés utdn is minden aj
egylitthat6 pozitiviesz j=0,1,...,n.!

Megjegyezzik, hogy a 9.1 Tétel feltétele az n=1 és az n=2 esetben
egyben elégséges is a polinom stabilitdsdhoz, n > 2 esetén azonban 4ltald-
ban nem. Az olvas6é maga is konnyen ellendrizheti azt , hogy p(A ) =

=2, 1 2 + a; 2 +a0, ahol a2> 0, akkor és csak akkor stabilis, ha

a, >0 és ao> 0.
Szikségiink lesz a kovetkez8 becslésre.

9.2 Segédtétel, Legyen Y = [Yik] n-edrendd métrix; ekkor minden x

n-dimenzi6s oszlopvektorra érvényes

f Yx[<&n mix|yk\ 120 - (9.3)

r

Bizonyitds, Jelsljuk Y sorvektorait rendre _’j,'l, _'Y_L'z, cees ’LL'n -vel,

Ekkor minden tagban a Cauchy-egyenldtlenséget alkalmazva (ldsd III. Kotet,
16.2 Kovetkezmény)

1 1
2 n 2
lxxl =[Z u®] < [Zhalien® ] s
1
I 2 E
<hf[n mesl 7]
Mivel :‘—‘L’i =[V11’ y'12’ see Vin ] , ezért
;o2 “ 2 2
max 7M. = max < n maxiy,
i “__1 ll ; k 1 Jy l ik Iylkl
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Az €18z6 egyenldtlenségléncot az utébbi eredmény felhaszndlésdval folytatva
1

Jxsl € Delb® max [y [*]

y»

= nmaxfyy |-z

9.3 Tétel. Ha (9.2)-ben az A mdtrix karakterisztikus polinomja stabilis,
(A "stabilis métrix"), akkor az x =0 (egyetlen) egyensulyi
helyzet aszimptotikusan stabilis.

Bizonyitds. Ha A stabilis métrix, akkor a det (A -~ AE) = 0 egyenlet gys-
kel kozott nem szerepelhet a zérus (u.i. Re 0 =0 lenne), Igy det A #0,
azaz A reguldris métrix, tehdt (9.2) egyetlen egyensulyi helyzete

x = 0. Az x(t) = 0 megolddsfiggvény minden t-re értelmezve van, Te-

kintsiik ezek utdn (9.2)-nek az x{t; tO’ 50) megolddsét. Alkalmazva a 8.7,
7.8, valamint a 8.5 Tételt adddik, hogy

Aty
X} =e x .

x (& t0

A (t-t)
A 8.7 Tételt kovetd megjegyzéshgl 14thats, hogy az e 0 matrix elemei
K lj(t“t )
(r-to) e alaku tagok linedris kombindcioi, k = 0,1,..., mj -1,

ahol ’/Lj az A mdlrix sajitértéke mj multiplicitdssal
. 2 :
(i=1,2,...,¢; PN mj=n). Legyen ,’Li=-o(j+1/jj.

j=1
Mivel A stabilis métrix, ezért O&]_ >0,

1,2,..-,?,), éS

ALt ) —x (t-t ) i (t-t)
letg K e 0 eyt e T T e ) e
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- o (t-t))
= leer 1K i~ o
—Ittol e

o (t-t )
Tovdbbd, mivel t—>coesetén e . erdsebben tart végtelenhez,
mint (t-t 0) barmilyen pozitiv hatvinya (ldsd II. Kotet, 16.3 Példa), ezért

- °‘j (t'to)

lim rt—tolk e = 0, k=0,1,...,m-1;
t—co I
i=1,2,..., 0.
_ é(t'-to)
Mivel az el8bbiek szerint az e métrix minden Yik (t) eleme minden

véges intervallumon korldtos és t - co esetén zérushoz tart, ezért van
M >0 szdm, hogy

[y, O <M B e>t, ik=12...,n (9.4)

(9.3) és {9.4) alapjdn tetszdleges £ >0-ra érvényes a kivetkezd becslés:

Aft-t)
Ix@ e xX)-0)i=fe O L4 S

0
S M.n x| <§, t2t,

ha || _350“ <—h71_§.‘-r_1 = § , és ebbsl az x = 0 Ljapunov értelmében vett

- Alt-t)
stabilitisa kdvetkezik, Abbél, hogy e minden Vig (t) eleme zé-

rushoz tart t—>oo esetén, nyilvén az is kivetkezik, hogy (tetszSleges
0
x -ral)

lim j x (t; ty 50)[[ = 0,
t—»o0

ami az aszimptotikus stabilitdst biztositja. !
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Ha egy (nem sziikségképpen 4lland6 egyiitthat6s és nem szilkségképpen
homogén) linedris differencidlegyenlet rendszer egyik megolddsa stabilis
(aszimptotikusan stabilis), akkor az sszes megoldds stabilis {aszimptoti-
kusan stabilis). Ezen az alapon jogos linedris rendszerek esetén nemcsak
az egyes megolddsoknak, hanem magdnak a rendszernek a stabilitdsdrol
(aszimptotikus stabilitdsdrél) beszélni.

9.4 Tétel, Téeelezzuk fel, hogy a

dx

dt

A@®x+b(@® (9.5)

rendszerben az A (t) egyiitthaté métrix és a b (t) oszlopvek-
tor a {-oo , o¢) intervallumon folytonos és (9.5) egy ¥ (t)
megolddsa stabilis (aszimptotikusan stabilis); ekkor (9.5) min-
den megolddsa stabilis (aszimptotikusan stabilis), vagyis (9.5)
stabilis (aszimptotikusan stabilis) rendszer.

Bizonyitds. Legyen to tetszdlegesen rogzitett. A 7.1 Tétel bizonyitdsdt

kovetd megjegyzés szerint (9.5) Ssszes megolddsa értelmezve van a
[to, oo ) intervallumban. Fl8szor megmutatjuk, hogy  (t) stabilitdsdbol

{aszimptotikus stabilitdsdbo6l) kovetkezik a (9, 5)-hoz tartozé

dx

—dtf— =A@ x (9.6)

homogén rendszer x = 0 egyensulyi helyzetének stabilitdsa (aszimptotikus

. 0 _ . . 0, . .. ... _ ‘
stabilitdsa), Ha w = cf(to) és  x(t; tO' x )-lal jelsljiik (9.5)-nek azt a

megolddsit, mely—a t helyen az x = értéket veszi fel, akkor a 7.10
Tétel szerint x (i; tO' 5_0) = 1o (t} {(9.6) megolddsa, Tovdbbd minden
A Eo-hoz van EO, melyre A _}_{_0 = 3{_0 - 990 és igy (9.06) tetszdleges

_JEH € t, & 50) megolddsdra

0

F RN I ty ) - o
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o (t) stabilitdsdb6l kovetkezik, hogy minden £ > O-hoz van d > 0, mely-
re a

lax =12 - ¢°%<d
egyenldtienségbsl
I=" tU.AzG) =1 x@ tO,AEU) - @] <E,
t>t0

kivetkezik. { (o (t) aszimptotikus stabilitdsdbél

lim | 5H (t; t! Azo) | = Um|| x tr 30) - (f(t) =0

t —»co t—>» oo

ad6dik). Ezzel beldttuk, hogy x = 0 (9.6) stabilis (aszimptotikusan stabilis)
megolddsa.

Legyen most Y (t) {9.5) tetsz8leges megolddsa, (tO) = ’\1)0 és

£ > 0 tetszblegesen adott, Ekkor (9.6) x = 0 megolddsédnak stabilitdsd-
bhol (aszimptotikus stabilitds4bol) kovetkezik, hogy van d > 0, melyre ha

0 0 0
lax’| =] % -y]<d » akkor

I s tO,AEO) I = [x@ ¢ %) - yol<e .

l:)t0

oy UH 0 . 0
Mim |27 (6t Ax) | = lim || 2@t x) - wO [ =0,
t oo t=> o0

vagyis ap (t) stabilis (aszimptotikusan stabilis). !

A9, 2) differencidlegyenlet rendszer specidlis esete egy igen fontos
diffcrencidlegyenlet rendszer csoportnak, az "autonom" differencidlegyen-
let rendszernek. A

dx
- = f 9.7
— =t ©.7)
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differencidlegyeniet rendszert autonomnak nevezzik, ha (9.7} jobb oldala
explicit médon nem figg t-t8l. Szokdsos a dinamikai rendszer elnevezés is.
Az autonom rendszerek egy jellemz8 tulajdonsdga a kovetkezd: ha
Jug(t) (9.7) egy megoldésa, akkor tetszileges T~ &lland6ra a Y (1) =
= Lf(t + ¢') fuggvény is (9.7) megolddsa. Ugyanis

dw(@® _ dg (t+7T) _ -
= = y = L(@ G+ =L(¥©®)

Az autoném rendszerek egy mésik fontos tulajdonsiga a kovetkezd.
Ha (9.7) jobb oldala kielégiti a 6.4 Tétel feltételeit, akkor az x véltoz6 n-
dimenzi6s terében (az un. "fizistérben') egy ponton 4t egy és csak egy
trajektéria halad 4t, vagyis érvényes az unicitds a pédlyagorbékre is (ldsd
6. 2 Definici6. Megjegyezzik, hogy dltaldnos, nem-autoném rendszer esetén
az unicitds csak a (t, x) vdltozok (m+1)-dimenzids terében érvényes. Més
szo6val nem-autondm rendszer esetén az (1)-dimenzids tér egy pontjin egy
és csak egy integrélptrbe halad 4t, de a trajektéridk az n-dimenziés térben
metszhetik egymdst). Ezt a tulajdonségot a kbvetkezGképpen bizonyitjuk.

Tekintslink két tetszdleges olyan megolddst, melyek pdlyagbrbéi ugyanazon
3(_0 ponton haladnak 4t. Az egyik legyen x (t; tO’ 50), a mdsik

0
x (t; to-"c’ » X ). Az el6z8 tulajdonsdg értelmében x(t+7T7; t ., gc_o) is meg-

0
oldds, mégpedig az a megoldds, mely a ty” T helyen veszi fel az 50 éreé-

ket:
. 0 _ . o0 0
X{t+T; ty X) =x(ty ty x) = x .
t=t.~ T
0
Ekkor azonban a megolddsok unicitdsa miatt
x(@+T 5t gc_o) = x(tt-T, 1&_0) .

Miutdn x = x(t+T; t, _1_:_0) ugyanannak a gérbének az egyenlete, mint

0
x = x (t; e _}50) més paraméterezéshen, ezzel dllitdsunkat igazoltuk. !

A (9.7) differencidlegyenlet rendszer egyensulyi helyzetei az f(x} - ©
egyenlet megolddsai.
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Legyen a egyensulyi helyzet, vagyis f(a} = 0, tovébbd x(t) (9.7) valamely
més megoldésa: :

dx (1)
n = fx()
Ekkor
d{x() -a)
—a - = f&o-£f@ . (9.8)

Tételezzuk fel, hogy f koordindtdi, az fi n-viltozos fliggvények kétszer

folytonosan differencidlhatok és helyettesitsllk f(x)-et az x =a helyhez
tartoz6 Taylor polinomjéval és a Lagrange-féle maradéktaggal:

n
fi(5)=fi@+ 1§1 f;xk (g)(xk-ak) +

+o A @roE -2 & -a),

i=l,2,.--,n, OS'& Sll

(14sd V. Kotet, 9.3 Tétel). Vektorosan dsszefoglalva, f(x) deriviltmétrixdt
(az fi(g) fuggvényrendszer derivélt mdtrixdt, ldsd V. Kitet, (11.5))
df _
T;_ = [ fixk] -val jelslve ez az
dffa
£® - @ =~ &-a +

r i@t px-a; E-a)

2 f

egyenlségbe megy at.
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Igy (9.8) a kivetkezdképpen irhato:

d (x(t) -a) df (a)
dt dx (1)

+ dz.f_(i +ay (x(t) -8), x{() - &)

™o =

Ha elhanyagoljuk az utébbi azonosségban a sdsodrendi differencidls, zzt
ldtjuk, hogy az ;(t}) = x(t) - a megvéliczds ("varidcio®) “kezelitdleg egy
lincdris differencidlepvenlet rendszert elégit ki". A (9. 8)-bdl 11y mndon
"linearizdldssal" nyerhets

dy  difa)

T dx y (9.9

4lland¢ egyltthat6s homogén linedris differencidleeventet rendszert a (9.8)
autonom rendszer z-hoz tartoz6 elsd varidcifs rendsezercrek nevezzik,

- - -
Ervényes a

9,5 Tétel. Ha (9.8) elsS varidcits rendszerében az

daf ()

—

A =53

egylitthaté mdtrix karakterisztikus polinomja stabilis. akker
az a cgyensulyi helyz<t (9.7) aszimptotikusan stabilis meg-
olddsa.

A tételt nem bizonyitjuk, bizcnyitdsdt 14sd [3].

Végezetlll egy “nmagdhon is fontos példén kerosztil mutatjik meg,

hogyan viselkedhetnek a mcgolddsok egyensuly: helyzetek ktzelében,

9.1 Példa. Vizsgdljuk a

dx
1 = a X <+ a X
dt 11 71 272
dx
2 =a_  x, *+a X 5.1
dt 2171 22 2
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differencidlegyeulet rendszer egyensulyi helyzeteit. Ha bevezetjuk az

21 %2 *2
jelolést, akkor (9.10) a kovetkezdképpen foglalhat6 Gssze:

I - Ax.

Csak azzal az esettel foglalkozunk, amelynél az A métrix Aq és }'\,2

sajatértékei kilsnbozsk (egyszeresek). Ekkor az 4ltaldnossig megszoritdsa
nélkil feltehetjilk, hogy | lll > Ilz |- Az A miétrix 7\,1 -hez, ill,

A ,-hiz tartozo sajdtvektorait sl- el, ill. s2-vel Jelsljitkk. Az Altaldnos
9 5 gy s

megolddst az

Xt At
51(t) =e 1 sl, Ez(t) = s

alaprendszer ismeretében el§ tudjuk dllitani:

ALt A1

1
x{t) = c_e sl+ce 232
Legven det A = li . 2,2 £0.
Vizsgéljuk el8szor a valos sajdtériékek esetét, Ekkor az _3_1 és 52

2

sajdtvektorok is valésak, igy az 4ltaldnos megoldds az sl, s~ A4ltal kife-

szitett ( , } ferdeszdgl koordindta-rendszerben
1 52 g

|
o
o]

£,.0

1]
(¢

£,® 9 € ,
ami a trajektéria paraméteres egyenlete.
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Ha a paramétert kikiiszoboljik, a
A2
)"l
,=k%,

2

gorbe egyenletet kapjuk. Ha A, 1 és 7[,2 azonos eldjelli, akkor a trajektéria

egyenlete
Y8
t,=k 4, , O<upu<i,

ami egy un. “4ltaldnositott parabola”-egyenletének felel meg.
a) Legyen el8szior 9(,1 >4 2 > 0. Mivel ekkor

im g ®| =lm |§,0] =0,
t—>oco t—=co

az x = 0 egyensulyi helyzetet nem stabilis (labilis) csomd&pontiak nevezziik
(1dsd 9.1 4bra - a trajektoridk rajzdn t novekedésének irdnyét a nyilak
jelzik). A ¢, =0, ill. c, = 0 esetnek a 31 i, 32 tengely felel meg.

b) Vizsgdljuk most a 9(.1 < ?&,2< 0 esetet. Ekkor az origé stabilix
csomopont (1dsd 9.2 Tétel). Ekkor

lim gl(t) lim gz(t) = 0,
t—=oo t—00

és fenndll az iszimptotikus stabilitds (1dsd 9.2 dbra).

¢) Legyen most lk> 0> ),2. Ekkor a trajektoria egyenlete

— - -ILL 0
5, 7 k&, <<t
éa cz “altaldnositott hiperbola®. Ekkor

Lim 'gl(t) = 0, 1lim |§2(t)| =09
t—> oo t =00
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—

G, 1 dbra

Ekkor az origdt (remi stal'ihg) tyeregpontmnak nevezzik (14sd 9,3 dbra).
Vizsgdi juk mwost a ?\.3, =d iR, A= o-iB3 34 0 komplex
sajdtértékek esetét, Ekkor a val6s alaprendszer:
3
1 Aty Xyt

x {t) = Re g, _)gz(t) =Im ¢ §1
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9,2 4bra

az dltaldnos megoldds pedig

' "
x(t) = ¢ (e Cos /3y t_gl -eX ! sin[btg_z} +

1
¥ cz(eu[ sinfyty +e tcosff)tgz).

ahol g’ = 11 +1¥°, vl, _\5_2 val6s vektorok (ldsd 8.5 Példa).
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-

f

9.3 4dbra

. . 2. .. ) . ; .
Mivel ¥v© és v~ linedrisan fiiggetlenek, czért az dltaluk kifeszitett ferde-

szogii koordindta-rendszerben a trajektoridk egyenlete:

oAt ot
t 3 . Qi
§l() L€ cosdt+cye sinfyt,

1]
gl

t

1

£,

Vezegsik be a

c._C * t (.O(
COSs = C o
2 &) 1

¥

sin ,(’f) L

.



jeloléseket, akkor

'gl(t) a cos(ﬁt+¢)th ,

E,0=a sin(Bt+p)e xt

Innen

2 2 2 2t 2
‘§1+§2=ae =Q ,

ami a { @ . t) "ferdeszdgl" poldrkoordindta-rendszerben a

Q=|a! eokt

egyenletii gbrbének felel meg.
dy Az o =0 esetben a
Q= |a]
egyenlet ellipszisnek felel meg - ekkor az origé stabilis (de nem aszimpto-
tikusan stabilis) egyensulyi helyzet, un. centrum (ldsd 9.4 4bra), a tra-
jektoridk zértak (ez felel meg a periddikus megolddsnak).

e) Ha (>0, akkor mivel

lim Q () =o0
t—>00

az origdt labilis fékusznak nevezzlk (l4sd 9.5 dbra}.

fy o <0 esetén

limQ () = 0,

>

ezé€rt az origot stabilis fokusznak nevezzik (ldsd 9.6 dbra). Az origé ekkor
aszimptotikusan stabilis,
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9.4 dbra

Legyen most det A = ,\,l R,z ~ {}, azaz ?«,2 =0 és A’l # 0.

EYkor az 4ltaldnos megcldds

x{tj = ¢ elit sl+c 52
& "')_ 2 7 =
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9.5 dbra

2 - et
Ez s ¢és s ferdeszigli rendszerében a

At

‘gl(t) =c e , gz(t) =<,

paraméteres egyenletet jelenti., Fkkor a b L 0 egyenes minden pontja

(cl =0, <, tetszéleges) egyensulyi helyzet, az origé nem izoldlt szingul4-

ldris pont,
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Is

9.6 abra
Ha -;{,l> 0, akkor
lim !gl(t)| = @
t —» 00

I¢vén az origé és a §! = () cgyences minden pontja nem stabilis cgyensu-

lyi helyzet (Hdsd 9,7 dbra),
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Ha < 0, akkor a = 0 egyenes minden pontja stabilis {de nem
1 1 24

aszimptotikusan stabilis) egyensulyi helyzet (14sd 9.8 dbra),

9.8 dbra

10. Az n-edrend{i linearis differencialegyenlet

Legven adott az It nyilt intervallum és az a Iti—a-R,

(i=0,1,2,...,n-1), b: It B R folytonos fiiggvények. Vizsgdljuk az

y(n) +an_l(t) y(n-l) +, ..+ al([) y’ +ao(t) Yy = b (t)

- 18 -

(10.1)



n-edrendi explicit inhomogén linedris differencidlegyenletet. (10.1) a (6.4)
4ltaldnos n-edrendii differencidlegyenlet specidlis esete. Vezessitk be a ko~
vetkezd jeldléseket:

X, = ¥
Xz =Y,
X3 =y,
(n-1) -
X = ,
n
ekkor (10.1)a
dy
1 - x
dt 2!
dx2 _
dt 3’
dxn_1
= X )
dt n
dxn
e = - ao(t) x1 - al(t) x2 . = an_l(t) X + b (t) (10.2)

alakot 6lti. Az dtviteli elv alapjan (6.1 Tétel) {10.1) és (10.2) ekvivalensek.
A bevezetett jelolésekkel (10.2) métrixos alakja:

dx
el Aft) x +b() , (16.3)
ahol
A =[ 0 1 0 ---0 0 'l.g(t) 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 .

aO(t) -al(t) -az(t).. . -an_z(t)~an

LW b (t)_i

T
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Ezek alapjdn (10.3)-ra a 7.1 Téiel nyilvdnvaléan alkalmazhar6, pontosab-
ban fenndll a kévetkezd

10.1 Tétel. Legyenek 2, bg C? , 1=0,1, ..., n-1, és legyen
t
TE L ¢ R" tetszGleges. Ekkor (10.1)-nek van egy és

csak egy, az It-n értelmezett y(t) megolddsa, melyre
y(T)y=2¢ v

vy (T) = ¢

y(“'l)('t) = é .

n

2]

Bizonvitds. (10, 3)-nak van egy és csak egy x(t) megolddsa, melyre
x(1) =§ és x(t) értelmezve van az It intervallumon (lidsd 7.1 Tétel).

Az irviteli elv (6.1 Tétel) alapjén viszont az
y@ = x,@

fuggvény (10. 1) megolddsa, melyre

y(t) g,
§2

y(n-l)ET) =& .l

n

V()

Foglalkozzunk el8szor itt is az

y(n) (n-1) +

+an_1(t) y ...+f11(t) y' +ao(_t) y =0 (10.4)

homogén ditfcrencidlegyenlettel, vagy ami ezzel ckvivalens, a

dx

e A x (10.5)
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differencidlegyenlet rendszerrel (A az elSbbiekben bevezetett n-edrendi
miétrix). (10.4) megolddshalmazénak vizsgdlatihoz elegend§ azt tudni, hogy
(10.5) megolddsvektorainak els§ koordindtdi (10. 4) megolddsai, Igy véltoz-
tatds nélkil érvényesek a homogén linedris rendszer megolddsaira vonatko-
z6 tételek itt is; a 7.3 Tétel megfeleldje a

10, 2 Téiel. Ha yl, yz, crey yk {10. 4) mepoidésai és < (i=1,2,...,K)

tetszdleges dliandd, akkor a

Sl

ciy

Ll
—

i
fiiggvény is megolddsa (10.4)-nek.

* 2
Ha v', v7, ..., yn (10.4) megolddsai és a nekik megfeleld

|
X, 52, cess gc_n fliggvények (10.5) megolddsai, akkor a két figgvényrendszer

Wronski dctermindnsa egvenls:
i 2
Wi, v, YD =W (&l. 52.---.5n)
(1dsd 3.3 és 7,3 Definicio). Ennek és a 7.5 Tételnek ksivetkezménye a

10, 3 Tétel. (10.4) yl, yz, veos yn megolddsai akkor és csak akkor lined-
risan fijggetlenek az l! intervallumon (1dsd 3.1 Definici6), ha

van tGE ]t’ melyre
t 2
Wy G vt heeen v (1) # O

10,1 Definicio, Legyenek yl, yz, cee ,yn (10.4) ﬁegoldésai. Az

{yl.yz. seey yn} halmazt a (10.4) homogén linedris
differencidlegyenlet alaprendszerének nevezziik, ha

y], yz, cees _vn az !' intervaliumon linedrisan fugget-
lenek.

A 7.6 Tércl alapjan nyilvdnvalo a



10.4 Tétel. (10.4)-nek van alaprendszere.
Tovdbba a 7.7 Tétel megfelelGje a

. 1 2
10,5 Tétel. Legyen {y 2V seeey yn} (10. 4) alaprendszere, akkor {10.4)
bdrmely y(t) megolddsdhoz van egy és csak epy (c 1 Cgr et

cn) rendezett szdm n-es, hogy
& i
vy = S ey ®
i=1
(10.4) 6sszes mepolddsainak
2 i
Z c.y ®:¢c. € R, i=1,2,...,n
i=1 ! '

halmazit nevezziik a homogén linedris differencidlegyenlet 81-
taldnos megolddsanak.

Az alaprendszer meghatdrozdsdra dltaldnos esetben itt sincs médszer.
Azonban egy nem trividlis megoldds ismeretében a differencidlegyenlet
rendje eggyel cstkkenthetd.

10.6 Tétel, Legyen v, # 0 (10.4) megolddsa, akkor van v:I—~R, }LCIt
legaldbb n-szer differencidlhaté fiiggvény, hogy az Y, =V Yy
fiiggvény is (10.4) megolddsa, és vy €s v, 2z I interval-

lumon linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitds. A bizonyitds sordn megmutatjuk, hogy v és ezzel az yl-t()'l
figgetien Yy megoldds meghatdrozdsa egy (n-1)-edrendi homogén linedris

differencidlegyenlet megolddsan mulik. Ha yl(t) {10. 4) megolddsa, akkor

fenndll az
y(ln)(t) ta _® y(l“'”(t) foba @y @ ta 0y 0 = 0

azonossdg, vagy az an(t) =1 jeltléssel a
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za 0y = o

azonossdg. Tételezzik fel, hogy van v (nem azonosan konstans) fliggvény,
melyre az Yy = VY, fuggvény is (10,4) megolddsa. Ekkor fenn kell 4llnia

n n
5 200 2 a0e.yom® = o
k=0 k=0

azonosségnak. Mivel azonban
GNP CR () 5,0
Yo TR T a4y Vi '

(14sd II. Kotet, 14.1 Tétel), ezért ez utSbbi azonossdg a kivetkezSképpen
irhaté 4t:

n k
W oy D)
S a0 ® Do =
k0 X iéo (‘) .
n
- > a0()) o ¥ 00 +
S

=

) |
+ 37 a0 Z() Wy gy
k=1

()(t)+ ZA(t) v()

k=1

n
= vy a(t)y t = 0.
k=0

Mivel y (t) (10.4) megolddsa, v(t) egylitthatdja zérus, és mivel Ak(t)
k)

az 1smert a (t) és ¥ (t) filggvények szorzataibél 4116 ismert fiigevény,

az azonossagbél az kovetkezik, hogy a v(t) figgvénynek ki kell elégiteniea
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n
2 A0 WO g
k=1

linedris differencidlegyenletet.
Mivel:

I

A =2 (“) yg“'“’(t) = y,® £ 0,

n

van olyan ICII: intervallum, melyben a fenti differencidlegyenlet pontosan
n-edrendi, ¥ ) #0, t€1.

Ez viszont éppen azt jelenii, hogy ha v a kivént feltételeknek eleget tevs
fuggvény, akkor a =z{t} = v’ (t} derivalt fuggvény kielégiti a

[—

n-
x)y _
Ak_H(t) z = 0

(M

k

I
o

pontosan {n-1)-edrendil differencidlegyenletet. Megforditva, legyen =z(t)
ennek a differencidlegyenlemek egy nem trividlis megolddsa (ilyen létezik,
ldsd 10.4 Tétel). Ekkor a v() = / = (t) dt fiiggvény nem azonosan kons-

Térjlink vissza a (10.1) inhomogén linedris differencidlegyenlet, ill,
a vele ekvivalens (10.3) rendszer megolddsainak vizsgélatdhoz. A rendszer-
re vonatkoz6 tételek megfeleld inhomogén esetben is érvényesek: (1dsd:
7.10 Tétel, 7.11 Kivetkezmény):

i 2o . 1 2
10,7 Tétel. Ha yl és y~ (10.1) megolddsai,akkor y -y (10.4) meg-
olddsa.

g 1 2 n
10,8 Tétel. Ha yI (10.1) megolddsa és {y sV 5 eees ¥ } (10.4) alap-

rendszere, akkor (10, 1) 6sszes megolddsainak halmaza:
n .
{YI+Z c_yJ:c_€ R, j=1,2,...,n}
=1 ] I

Ezt a halmazt nevezziik az inhomogén linedris differencidlegyen-
let dltaldnos megolddsdnak,
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Az elbbi tételbdl 14that6, hogy (10.4) alaprendszerének ismeretében
(10.1) 4ltaldnos megolddsénak meghatdrozdsshoz (10.1) egy megolddsat kell
_ ismerntink. Ez ut6bbinak meghatdrozésdra "az éllandok varidldsdnak" maod-
szerét alkalmazzuk,

1 2
10.9 Tétel. Legyen [ Y 2V soees yn} (10.4) alaprendszere, akkor
vannak olyan < : It R, (i=1,2,...,n) legaldbb n-

szer differencidlhaté fiiggvények, hogy

n s
yO = X c®7y©
i=1

(10.1) megolddsa (v.5. (7.14)).

Bizonyitds. A bizonyitishoz elegends megjegyezni azt, hogy a (10.1)-nek
megfeleld (10, 3) rendszerre alkalmazhat6 a 7.12 Tétel és (10.1) megolda-
sdt a (7.11) (ill. ami ugyanaz a (7. 14)) vektorfliggvény elsd koordindtdja
szolgidltatja.!

A (10.1) inhomogén differencidlegyenletben szerepls b(t) fiiggvényt
kiils§ kényszernek nevezzik. Kiils§ kényszerek "szuperpozicicja" esetén
érvényes a kovetkezd

10.10 Tétel. {"'Szuperpozici6 elve'). Legyen yl {t) az

y(n) + an_l(t) y(n—l) R al(t) vy’ o+
+ aO(t) y = bl(t) ’
ill. yz(t) az
o) (n-1)

v +an_1(t)y +...+al(t)y +

tag®y = by®

. I 2
differencidlegyenlet megolddsa, akkor y (1) +v (t) az
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;™ *a__ o a®y +

+ ao(t) vy = bl(t) + bz(t)

- differencidlegyenlet megoldésa.

Bizonyitds. Ha yl(t), ili, yz(t) a kivént megoldds, akkor fennilinak az
aldbbi azonosségok:

1 (D It
vy () + an_l(t) y (t) +...+al(t) vy +

+ao(t) yl(t) = bl(t},

2(11) 2(11'1) 2?
y (t) + an.—l(t) y (t) +.. .+ a, Wy @© +

+a (0 v = b, @ . -

Az azonossdgokat dsszeadva az

) 5 Ll H@-1
y ®+y () ta (©) @ ©+y ) +.., +

+a,006" 0+ )+ a0 6" 0+’ 0) =

(n) (n-1)

200 +a_ 060 k0) e

+al(t) (yl(t) +y2(t) Y + a, (t) (yl(t) + yz(t) ) =



= bl(t) + bz(t)

azonossig adaédik, ! _
Legyen most specidlisan ai(t), (i=0,1,...,n) konstang filggvény,

ai(t) = ai' és foglalkozzunk az

o NI

-1 y = b{t) (10.6)

...+aly +ao

4llandé6 epylitthat6s linedris differencidlepgyenlettel. Legyen eldszor
b{t) = 0, aza=z

n) {n-1) .
y +an_ly +...+aly+aoy = 0. {10.7)

Ha (10. 7)-et rendszerré irjuk 4t, a szokdsos jelélésekkel, akkor a

dx

— = A 10.8
at A X ( )

homogén linedris differencidlegyenlet rendszert kell vizsgdlnunk, ahol

- -
é = EG 0 . .

0 ] 1 ...

| o ...

L‘ao "al "az .. "an_l-

n-edrendi konstans matrix. A (10, 8) rendszerre alkalmazhaté 8.7 Tétel
alapjdn (10.8) alapmaétrixa az

X@® = A

matrix,

- 157 -



Emnek meghatdrozdséhoz az A mitrix sajétéreékeire, azaz a
det (A - ) E)= 0 karakterisztikus egyeniet gytkeire van szikségiink:

det(A-2AE)={-2 1 0...0 O =0 .

Emeljiik ki a determindns utols6 sordbél a {(~1) szorzét. Adjuk hozzd a de-
termindns utols6 oszlopdnak 7, -szorosit az utolsé elfttihez, majd az uj

utols6 eldtti oszlop 7, -szorosdt az azelbttihez, és igy tovibb, végil az uj
mésodik oszlop 2, -szorosit az elsghoz. Ekkor a f64tléban 4116 (- A )-k
helyét nulldk veszik 4t, az utolsé sorban pedig az torténik, mint amikor a

n n-1
D(A) = A +a A +...ta A ta (10.9)

polinomot a Horner elrendezés szerint (14sd 11, Kotet, (21.10)) irjuk fel. Igy

det (A -AE)=4 0 1 0 ... 0 0 ,
I ... 0
0 ... 0
0 0 0 1
P(A) D__ (A ... MAta Dia . Aa__

ahol az utolcé sor elemeit rendre D{ A,), Dn-l( .V Dl( A)-val je-
15lve Dk( %) k-adfoku polirom (k = 1,2,...,n-1).

Az elsd oszlop szerint kifejtve

det (A - A E) = (-1 D(A)det B = (-1 D(R).
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Ezek szerint az A métrix karakterisztikus polinomja (egy esetleges (-1)
szorzotdl eltekintve) (10.9) és a sajitértékek a

D(AY=A"a  A™!

+...+a A +a_ =0 (10.10)
n-1 1

0

karakterisztikus egyenlet gytkei. {10.10)-et az 4lland6 egyitthat6és, homogén
linedris (10.7) differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének, a karak-
terisztikus egyenlet megolddsait (10.7) sajdtértékeinek nevezziik. Megje-
gyezzilk, hogy a karakterisztikus egyenlethez mds uton is eljuthatunk.

Ugyanis, ha feitételezziik, hogy (10.7)-nek van e At megolddsa, és ezt
behelyettesitjik (10.7)-be, akkor az aldbbi azonossdgot kapjuk:

AMe Mty M, ea't+...+7l,al1 e"t't+aL0e7"t = 0,

és ez nyilvén csak ugy 4llhat fenn, ha X kielégitia D(A) = 0 karakte-
risztikus egyenletet. A A, sajdtértékek ismeretében az X(t) alapmdtrix
meghatérozhaté. (10.7) alaprendszerének ismeretében azonban erre nincs
is szilkség. A 10.12 Tételben explicit médon felirjuk (10.7) egy alaprend-
szerét, Bhhez azonban egy kis el@készitésre van szlikség. Bevezetjlk a
kovetkezd szimbolikus jelslést. "A t viltoz6 szerinti differencidlds ope-
ritor4t” p-vel jelsljiik, vagyis

- 159 -



Ha y k-szor differenciélhat6 filggvény, akkor

k
k d
py=——1 .

k
dt

Legyen B( A } N-edfoku polinom:

N N-1
B(A)=by A +by A +...+b A +b . (10.11)
A p operédtor B(p) polinomja a
N K N dk
By = Z bp = 2 b —
k=0 k=0 dt

szimb6lum, vagyis ha y N-szer differencidlhaté fliggvény, akkor

N k N
d k)
Bo)y= S, b —¢ ¥= o bky( .
k=0 k=0

k
dt

10.11 Segédtétel. Legyen B{ ) ) a (10.11) polinom és m € T; ekkor

N
B (p) [tme A't-_|= e M PX (m) B(h)( l)tm—h ,
h=0 b

h
ahol B( )(}L ) B-nek A, szerinti h-adik derivaitjat je-
1oii.

Bizonyitds, Vezesslk be az y(t) = tm e At jelolést. Ekkor a Leibniz-féle
differencidldsi szabély (II. Kotet, 14,1 Tétel) alkalmazédsdval

k
Y(k)(t) = 2

h=0( i) (thh) ( o t)(k'h) )
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i

k B - -
Z (:;)m (m-1) ... (m-b+1) b h 'Lk h e At =
L=

k - -
= e At 21 (l)m (m-1) ... (m-h+) £ h xk k R
h=0 ‘"

(k = ll2!"'lN) »

k
mivel (h)= 0, ha h>k.

N
B y® = 2 b vy o =
k=0

N N
my\ m-h k-h

= e > b t U k(k-1) ... (k=B A =

Z 5

(h)
N N
At m\ m-h k _
=M s (M) Zn (5 -

N
-y (f)tm "e™ay .

10.12 Tétel, Ha A A s--eyAp a(10,10) karakterisztikus egyenlet

1’ 2
killonbozs gyokei rendre m_, m_,...,m

1 2 'y multiplicitdssal

A
( Z m = n) » akkor (10.7) alaprendszere a
k=1

T At
ko "k }
{t e :rk=0,1,...,mk'1; k=1,2,...,6

filggvényhalmaz,
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Bizonyitds. Az, hogy a fiiggvényhalmaz elemei (10.7) megoldédsai, azonnal

r Xt
adodik a 10.11 Segédtételbdl. Ugyanis bevezetve az Ve = t k e k jels-
1ést

At mn T r. -h
k k) k
DE y, = © 3 )D (Agt ~ =
rk fo 'h k
%kt rk rk ) . rk-h
=e Z(h)nm)t = 0,
h=0 k
mivel

)
D(A)=D(A) =...=D ¥ (A = o0,

hiszen 2,1( a D(A) polinom m, -sZoros gytke és m >

k=1,2,...,¢L.

k,

Bebizonyitjuk, hogy az Yok fiiggvények alaprendszert alkotnak. Te-

kintsUk a figgvények Wronski-determindnsdt. Ennek a determindnsnak elsd
sorédban az Yok fliggvények, a mdsodikban ezek derivéltjai, a harmadik-

ban a mésodrendil deriviltak, ..., az n-edikben az (n-1)-edrendi derival-
tak dlinak. Megmutatjuk, hogy a Wronski-determindns nem zérus. Ebb&l

a 10,3 Tétel alapjdn 4llitdsunk kisvetkezik. Azt, hogy a Wronski-determi-
ndns nem zérus, sorainak linedris fliggetlensége diztositja. Tegylk fel, hogy
a Wronski-determindns sorainak valamilyen lineédris kombindci6ja zérus,
vagyis vannak olyan €y €p7r Cpop allandok, hogy minden r = T Ta

és k-ra

M T (-1

¢ 2 yrltz n-1 yrk

+ ¥
oYk Ve ¥ T

Ha bevezetjik az M(p) = € -1 pn.1 R c,P + o jelolést, azt latjuk,
hogy az Yok filggvények az M(p)y = 0 differencidlegyenlet megolddsai,
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Ez a 10,11 Segédtétel szerint azt jelenti, hogy

Nol =
sz

T
M(p)}f]_,k = M(p)[t ke

-h

m
o

At nz-:l (rk) (h) Tx
= e M7 (A )t
ho " k

ahonnan

(rk)
M(?l,k)=M(%k)=M (kk)=...=M (R,k)=0

kovetkezik (k = 1,2,...0; r, = 0,i,..., mk-l). Ezek szerint }\.,k az
M (A ) polinom m, ~$Z0Tos gytke (k =1,2,...,0). Mivel

£
2 m_=m, ez azt jelenti, hogy a legfeljebb (n-1)-edfoku M(A.) poli-

k=1
nomnak (multiplicitdsokkal szdmitva) legaldbb n szdmu gycke van, Innen

a IlI. Kotet, 7.7 Kdvetkezmény alapjdn adédik, hogy Chop ~°°0=¢ =

=¢y = 0, vagyis a Wronski-determindns sorai valoban linedrisan flggetlenek. !

10.1 Példa. Oldjuk meg a

Py ® e AN L iy ta

=0, t
1 » t>0

n-1 0 y

Fuler-tipust linedris differencidlegyenletet (ak, (k=0,1,...,n-1) 4llands).

Ez az egyenlet uj fiiggetlen véltoz6 bevezetésével 4lland6 egylitthatés lined-
ris differencidlegyenletté alakithat6., Legyen t= eV . Ha y(t) megoldés,
akkor behelyettesitve a differencidlegyenletbe azonossdgot nyeriink:

n (n) n-1 {n-1)
t ¥

Uy (t)+an-l W+...+

L]
o
.

+a1 ty’ (t)+aoy(t) (10.12)
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Az uj vdltoz6 bevezetésével, az y(t(¥ ) = y (e v ) fUggvényt y-mal
jelolve

4y &1
d dJ T de dv Tt
Feltételezziik, hogy a k-adik derivéltra
k k~ k'lrv
L}} =(E_YT( bo, Y, L
gt A k-1 d«)k-l L a7k

ci€ R, (i=1,2,...,k-B,

(10.13)
akkor a (k+1}-edik derivilt
d_k+_1£ I lkl -
dtk+1 dt dtk
a a5 &y dy . da¥ 1
08 C R o T et te g e
da¥ dy t
k\.« k"lN ~
d d d -k
+(—% +c — +...te L) —— -
a0k k1 T 1 43’ Tkn
o J ol
=[ 1l T T e ke )+
day day d~y
+ +(c-kc)d—2‘z - ke —di] 1
«ee 4 !’
1% .2 1do | ot

vagyis matematikai indukci6val beldttuk, hogy meghatdrozott, k-t6l figgd
< dllandokkal (10, 13) minden k-ra fenndll,
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A derivéltakat (10, 12)-be helyettesitve tehdt a

IILV - dn'l-s./ _ _gi ~ o~
-——Ln +an_1 _—Ln-l +...+al g +a0y = 0
dny dy

azonossdg adédik, ami azt jelenti, hogy az
ye?) =5 ()

filggvény kielégiti a

. n*l. - A --
_..g_!_ +Z _d_._!_ +. ..+ '5’ ﬁ + 3 ’3” = 0
) ™ n-1 dn?n-l 1 dv 0

dlland6 egyiitthat6s differencidlegyenletet. Legyenek ez utébbi differencidl-

egyenlet sajdtértékei 1,1. 5\,2, seiry rendre m, mz,...,m‘Z multi=

plicitdssal, akkor a 10.12 Tétel szerint az alaprendszer a

. rk A«k'a'
{ v e :rk=0,1,...,m -} k= 1.2....-,2..J

k

fuggvényhalmaz, vagyis az eredeti t viéltozéra visszatérve az Euler-féle
differencidlegyenlet alaprendszere

N
[t kh'lkt:rk=0,1,...,mk--1; k=1,2,...,ZI.

A (10.6) 4lland6 egylitthat6s inhomogén linedris differencidlegyenlet
megoldésdnak megkeresése az dlland6k varidlds4val torténhet (18sd 10,9 Té-
tel). Igen sok, gyakorlatban fontos esetben alkalmazhat6 azonban egy egy-
szerilbb médszer, az un. "Ansatz"-cal valé megoldis.
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10,13 Tétel. Legyen a, CR, tovdbb4

(.;Olt
b{t) = e (Pl {t) cos wzt +

+ P2 (t) sin wzt), 7 (10.14)

ahol W W, ER és P,, valamint P, {legfeljebb N-ed-

foku polinomoek. Ilyen feltételek mellett az

(n-1) '
n-ly +...+aly +

+a0y = b(t)

differencidlegyenletnek van

wit

y(t) =t e (Ql(t) Cos Gt +

+Q, (1) sin wzt)' (10.15)

megolddsa, ahol r az w_+i

] ) gytk multiplicitdsa a

n n-1 .
+ = 0
A +an_1}\. +...+all a4,
karakterisztikﬁs egyenlethen, Q | és Q 2 pedig (legfeljebb)
N-edfoku polinomok,

A tételt nem bizonyitjuk. A bizonyitdst ldsd [7] 153,0. Alkalmazésa
minden konkxrét esetben tulajdonképpen a szoban forgd esetre bizonyitds.
A 10.13 Tételt gyakorlatilag ugy alkalmazzuk, hogy a QI és Qz poli-

nomokat hatdrozatlan egyitthatékkal vessziik fel és az egylitthatokat a diffe-
rencidlegyenletbe val6 behelyettesités utjdn hatdrozzuk meg.
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10.2 Példa. Vizsgéljuk egy rug6 egyik végéhez rogzitett m tomegi
test rezgéseit harmonikus "kényszer" hatdsdra. A rug6 tomegét elhanyagol-
juk és a nehézségi ers hatdsit is kikiiszobbljuk, vagy elhanyagoljuk (m-et
tehdt csak mint "tehetetlen tomeget” és nem mint "sulyos tomeget" vesszik
figyelembe). Az elmozduldst jelsljuk y-nal. Hooke t¥rvénye szerint a rugé-
ban fellép az egyensulyi helyzete felé mutat6, a kitéréssel arédnyos "rugé

erd”’: -ky, ahol k a rugalmassédgi dlland6 (rugéslland6). Hat a testre a

sebességgel ardnyos, a mozgdst akadédlyozé -b —-y— erd (“csillapitds" a

kills surlédds, ill. a "hiszterézis" kovetkezteben), tovdbbi egy kiilsé peri-~
6dikus kényszerers: a cos ¢ t. Ezen erék hatéséra 1étrejové mozgést
Newton 1. torvenye szerint az

%y d
m——r =-ky-b—-1- t+acosaw t
at d -

differencidlegyenlet irja le, m, k, b, a pozitiv konstansok, t az id5,

dy a sebesség és 4y, gyorsulds. Rendezve az egyenletet a

2
dt dt
d2 b d k a
2y +— LY o — ¥y =— cosat (10. 16)
dtz m dt m m

dlland6 egylitthat6s linedris differencidlegyenletet kapjuk.
Vizsgéljuk eldszor az a =0 homogén esetet, tehdt azt, amikor nincs
kiils§ kényszer. A karakterisztikus egyenlet:

2 b, .k _
ASH At =0,

amib6l a sajdtértékek:

-b+|b? - 4mk

2’1,2= 2m :

b #0, tehdt A Y A, nem tiszta képzetes gyokok.

2
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Legyen b2 > 4 m k, akkor 2,1. }1,2 valés negativ szdmok, tchdt az 4l-
taldnos megoldds

5\,1t 7\,2t
y(t) = c1 e + c2e .

Ha b2 =4mk, akkor A = )

1 valdsak, az édltaldnos megoldds

2

7th At
y(t)=c1e +c te .

Ha b2< 4mk, akkor }Ll és 2,2 egymdés komplex konjugéltjai, a
valos 4ltaldnos megoldés:

b b
-t -5t
2m 2m I/Z
y = c1 e cos @ t+c2 e sinQ ¢, Q=——b 24]:1“k ,

© -ta rendszer sajétfrekvencidjdnak szoktdk nevezni. Mindhdrom esetben
a mozgis csillapodé.

lim y(t) = 0,
t —»oo

ez megfelel az y =0 egyensulyi helyzet aszimptotikus stabilitdsdnak,

A Kiils6 kényszer hatdséra tortén§ mozgdst leiré (10. 16) inhomogén
differencidlegyenlet 4ltaldinos me golddsét ugy kapjuk, hogy a homogén egyen-
let 4ltaldnos megolddsdhoz hozzdadjuk (10. 16) epy megolddsdt. A 10,13 Té-

tel alkalmazhat6, Mivel most a Pl és Pz polinomok nulladfokuak,

o, = o, 6.)2 =co és ico nem sajdtérték, igy (10.16) egy megolddsa

I :
y@© = Al cos @ t+A2 cinco t= A cos(wt+y),

ahol A és @ alkalmas &llandok.
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Miutdn a homogén cgyenlet dltaldnos megolddsa t-+oo esetén zérushoz

lart, az _vl(l) megoldds aszimptotikusan stabilis, Ezek szerint bizonyos
idG clieltével a rugd dtveszi a kényszer frekvencidjit és ennek megfeleld
harmonikus rezgést végez. Az dumeneti dllapotot, mig ez a helyzet beall,
tranziens jelenséonek nevezik.

b
Sok csctben a csillapodds gyakorlatilag elhanyagolhats, ™ 1. Ek-

kor a "szabad rezgést" (kills6 kényszer nélkiil) leiré differencidlegyenlet:

2 .
LY_ + _.}.\_ v = 0 .
2 m
dt
Amibdl
2 k
2.1 m - 0 ]
azaz

Tehét az dltaldnos megoldés

l/k [k
y(t)—c1 cos J/— t+c2 sinjf— t .

'v'f; a rendszer sajitfrekvencidja. A test val6ban csillapitatlan periédikus

H

mozgést végez. Itt y(t) korldtos és elég kis kezdeti értékeket vdlasztva
tetszlegesen kis amplitudéju rezgést létre tudunk hozni; y =0 stabilis
egyensulyi helyzet. ’

Végiil vizsgdljuk a kényszer hatdsédnak kitett, csillapitatlan rendszert:

2
_Q_y_ +£ y=—a— coswt.,
dtz m m

Legyen el8szor w # /-rl;(]- » vagyis iG2 ne legyen sajatérték.
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Ekkor a 10.13 Tétel alapjén van

y{) = Csincwt+Dcoscot
alaku megoldés.
—d%EQ Cweosw t=Deosinwt ,
Farey 2 2
2 =~Ce¢y sinwt-Dw” coswdt,

Cdt

amibél a differencidlegyenletbe helyettesitve

. 2 . k . k
-Cw smwt-Dwzcoswt+—ﬁ;Csmwt+; Dcoswt =

CosSCJIt

]

g |w

addédik. Tehdét

(-Cw2+kE C) singnpt = 0,

2k a
- . —— E———- t .
(-Deo  +— C) coscot COS L

Igy

Az 4ltaldnos megoldés:
a
k k m
= i l/—— + [ t+ % .
y{t) ¢, sin mt c2 cos [~ t _IS..-COZ coscot
m
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Ha o és I/k; viszonya racionélis, akkor a rezgés periGdikus, ha irracio-
nélis, akkor aperi6dikus mozgis jon létre.’
k £
Legyen most w = ™ tehdt a kényszer frekvencidja egyezzék meg

a rugo sajitirekvencidjéval. Ekkor, mivel v egyszeres sajitérték, a meg-
oldds a 10. 13 Tétel szerint

y(t) = t(C1 gincot+D_ coscot).

1

%t(—t)- = C1 sin co t+D1 coscot+ .

+t(Clw cosCot - cho sin co ),

2

_@_}é_{ﬁl :2Clw cosu_)t-ZDloJ sincyt -
dt

-t (Cl(,o 2 sin o t+Dloo 2 cos W t)
Behelyettesitve a differencidlegyenletbe;
2C1(_o cosco t -2D1w sincwt-t (Cl(.o2 sinco t +
2 k . ]
+D w cosat)+ — t(C_ sinwot+D coscot) =
1 m 1 1
a
=" Ccoswt.

m

Amibél

a
2C cos t =— coswt
lc,o w m wt,

2D1co sincot = 0,
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azaz

Tehét az 4ltaldnos megoldés:

a
t) =¢, sin t+c_ cos t+ —— t cos .
y(® 1 w 2 w 2meo wt

Ez lényegileg kiilonbizik az osszes tobbi esettsl, mert y{t}) nem korlidtos.
A rezgés amplitud6ja minden hatdron tul ng, un. "rezonancia” jon létre,

11. A Bessel-féle differencidlegyenlet. Bessel -fiiggvények

Tobb fontos miiszaki-fizikai feladat vezet az

2 .
xz-g-yz—-!-x—dy— +(x2-p2)y =0 {i1..1)
dx dx

differencidlegyenletre, ahol p # -1, -2,..., egyébként tetszdleges val6s
szdm. Kuléndsen gyakran vezetnek (11.!)-re a hengerszimmetriit mutaté
feladatok.

A (11.1) differencidlegyenletet p-indexil Bessel-féle differencidlegyen-
letmek nevezzuk,

Megmutatjuk, hogy (11.1)-nek van

vy = ¥ Y

alaku megolddsa, ahol Y a (-00 ,00 ) intervallumon analitikus fliggvény.
Kozvetlen behelyettesitéssel adédik, hogy ha vy kielégiti (11.1)-et, ak-
kor Y a kbvetkez§ differenciflegyenlet megolddsa (és forditva)

2

b3 Y+(2p+1)-qx+x\’=0. (11.2)
dxz dx
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Megmutatjuk, hogy {11.2)-nek van

o0
Y{x) = Z < X

n=0

analitikus megolddsa. Tételezzik fel eldszor, hogy e hatvdnysor sszege
megoldds, és helyettesitsik a hatvdnysort (11. 2)-be. Mivel

2
dy & n-l dy @ 0® .y N2
ol 2::; c nx dxz = n‘éz c n{n-1) x s
kapjuk, hogy
(o) - = -
x Q) cnn(n-l) x" 2+(2pl-1) 2. c !+
n=2 n=1

o0
n
+chx = 0.
n
n=0

Az elsG két taghan az n-1 =%k, a harmadikban az n+l =k Osszegez$
indexet bevezetve, majd k helyébe r-et irva a

n, & n
1 (ntl) nx" + nﬁ,}(zpﬂ) c )X +

Mg

n

vagyis a
SO n _
(2p+1) ¢, t+ nz_l: [(n+1) (2p+1+n) ca ¥ cn-l] x £ 0

azonossdgot nyerjiuk. Ebbsl kovetkezik, hogy xn (n €. T) egylitthat6ja zé-
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rus, vagyis a

@pthe, = 0, (11.3)
“n-1
“at1 T " T@iD@ptnrn 0 B2 (11.4)

Osszefilggésekhez jutunk. (11.3)-b6l p # - -;— esetén kvetkezik, hogy
¢, = 0. Vélasszuk cl-et zérusnak p = -;— esetén is, Ekkor ugyanis (11.4)

miatt minden pératlan indexii egylUtthaté zérus:

c1 = c3 = ... = C2k+l = ... =0, k=0,1,2,... .
A péros indext egyiitthatck g segitségével felirhatok:
c a0
2 2(2p+2)
2
cz (-1) o

C = = =

4 4(2pH) 2. 4(2p+D)(2ptd)

(-1)k o
“ok T 2.4... 2k 2pt)(2pHh). . (2pt2)

(-% ¢
= 5 0 ,k=1,2,...
27 k! (pHi)(pt+2)...(ptk)

- 174 -



Tehdt, ha az Y (x) analitikus filggvény (11, 2) megolddsa, akkor

) .k
Y =c, 2. —5 (-1) 2k
k=0 27 k! (pt])...(p+k)
k 2k
= 53 ("1) _.E.
‘o é} k! (ptl)...(p+k) (2 J (11.5)

ahol < tetszbleges dlland6. Be kell ldtnunk, hogy a (11.5) hatvanysor

minden x € R helyen konvergens. Ez azonban nyilvdnvals, mivel legaldbb~
is bizonyos k indextdl kezdve érvényes a

o
k! (ptD)...{p+tk) \2

becslés, ésa

23 (@]

sor konvergens (ldsd IV. Kotet, 2.2 Példa). Mivel a minden x-re kon-
vergens {11,5) hatvdnysor egytitthatéit éppen a (11.2) differencidlegyenletbe
valé behelyettesitéssel hatdroztuk meg, az el@bbiekbdl kivetkezik, hogy

az dltala elGdllitott figgvény megolddsa (11.2)-nek, ésa p# - -;— esetben

nincs més ettdl linedrisan filggetlen analitikus megoldds. Ennek megfele-
1Gen (11,1) egy megolddsa

2k

oo k
_ p _ p (-1) l
y(x) = x Y{x) = x o k%- k! {p+1)...(ptk) (2) ’

N\
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Legyen (11.1)-ben p=n € T, akkor a megoldds az

n o (_1)1\’ x 2k
Yo =epx 2, 4 (n+1). .. (ntk) (—E) N
. k=0
=c. 2" n! f: _ent (_X_ ek
0 : k! (n+k)! N\ 2
k=0
alakban irhato6, CO = nl védlasztdsdval (11.1) megolddsa a
2 n!
[ o)
k n+2k
Jx) =20 (-1 @_ }
T e o 2) , x€ER, p=n€T  (11.6)

filggvény.

11.1 Definici6. A (11.6) fuggvényt elséfaju n-indexl Bessel-fiigprvénynck
nevezzik.

Megjegyezziik azt, hogy definidlhat6a ] els6faju p-index Bessel-

figgvény p tetszdleges valGs, s6t komplex értékeire is (ldsd [S]).
A killonbozd indexi Bessel-fliggvények kozott fennéllnak a kivetkezd
rekurzi6s formuldk:

L@ = 1 +D6, n=1,2..., (117
L@ =3 10 -1(®, neT. (11.8)

E rekurzios formuldk gyakorlati jelentSsége az, hogy segitségiikkel egy
egész indexl Bessel -filggvényre vonatkoz6 tdbldzat ismeretében mis egész-
indexil Bessel -filggvény értékei szdmithatok,
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(11.8) bizonyitdsa.{l1.6) alapjdn

Dywa 5 GO (T e
= 1 ‘ =
X ‘n =0 k! {(n+k)! 2 X
, oo k n-i+2k
D e ) N z) n
1 ! !
k=0 ki (otk)! 2 2
illetve
PSS 1) S L mec
n"’ k! (n+k)! 2) 2
k=0
Vonjuk ki az els8 egyenldséghdl a masodikat:
oo " n-1+2k
n P = o LD (X X =
k=0
ntl+2k-2

_— (! (z)
- =11 -1)!
=1 (-1} {n+l+k=-1)! \ 2
Bevezetve a k-1 =m Osszegez§ indexet, majd m helyébe k-t irva:

n+1+2k

k
n v = 5D /x ,
) @ - L0 = 2 e (2) =l ™!

(11.7) bizonyitdsa analég mddon térténhet, igy .t azolvaséra bizzuk,
Az egész-indexl Bessel-fiiggvények tovdbbi tulajdonségaihoz jutunk,
ha a

w(z) = e = e e , X€E R; w,z€ Z (11.9)



figgvény két tenyezﬁjet kitlon-kiilsn z hatvdnyai szerint haladé Laurent-
sorba fejtitlk (14sd VII. Kotet, 10,1 Tétel)

k

vos BEE A Ew 0y

Szorozzuk dssze a két sort az abszolut konvergens sorok Cauchy-féle szor-
zdsi szabilyénak megfelelfen (14sd IV. Kotet, 3.4 Definici6 és IV, Kdtet,
3.5 Tétel).

n+2 2

» 2 1 X -X 1{x
Wiz =... + [n' 2) (n+l)l( ) (n+2)' ('z') i(z)*"'J*

ntl n+2 2
s L ) ok (B) (3 et (9 563) s

oo

= Zl cn {x) z

n=~oo

Az egylitthatok

n+k

n 2 0-ra ¢ (x) = kZ::o (n+k)! (2) ﬁ (“}255( )

o (-l)k (§3n+2k 1w,

Q

= & K @)
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ntk 7 k
n<Ora c (= Z (n-i-k)l (- 22{') 1%1(

- . itk n+2k
! - ! X n
& (a0 (E) =C0 .

Nyilvdnvald, hogy az y{x) = (-1)]1 ]n(x) fiiggvény is megolddsa a

(11,1) differencidlegyenletnek (p =n, az n-indexil és a (-n)~indexii Bessel -
féle differencidlegyenlet ugyanaz az egyenlet) és a (11 7), (11.8) rekurziés
formuldknak is el eget tesz. A

1= 6D I, n=123.. (11.10)

figgvényt is els6faju Bessel-fiiggvénynek nevezziik. Az elSbbiek szerint
(11.9) Laurent-sora

X 1
= (Z - ...) o0
e? Z = Z J“(x)zn .
n=-oco
X 1
9(z-7)
Az els6faju egész-indexl Bessel-filggvények az e ugynevezett

generdtor filggvény Laurent-sordnak egyltthatdi,
Tekintsiik a Laurent-sor egylitthat6inak integril el8dllitdsdt (l1dsd
VII. Kotet, 10.1 Tétel).

X 1
1 1 3 @-3)
I =573 f el € dz,

n=0,+1, +2,...,

ahol C az origé kortili pozitiv irdnyitdsu zart gorbe.
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Legyen C az origé6 kbzéppontu egységsugaru kr, akkor

z = ¥ , dzziei(f’ de, elbT,m]

helyettesitésével
m . s
f % ¥ -¢7'%)
1 e . i
J (x) = ; , ie d =
n 2T i ol {(nt+1)e ¥
=T
T
1 i {x sin -n ) _
= —————2 e (P cp d(P =
- T

sincp - ng )dcp +fei(xsian —n(,o)dgo]-
o

_1 [ fo ei (x
T

2

Az els6 integrélban alkalmazva a (p = - helyettesitést, majd 1y helyébe
@ -tirva a .

T
Jn(x) - 2]1]_ [ei (x sing -np )+e-i (x singp - ng )]dgﬁ _
Q
L
1 .
=T J‘ cos (x sing -ng Yydg (11.11)

0

integrédlformulét kapjuk.
A kuvetkezGkben az egész indexii Bessel-filggvények zérushelyeinek

elhelyezkedésével foglalkozunk. (11,10) alapjdn elegend8 a nem-negativ
egész indexil fuggvényekkel foglalkozni.

11.1 Tétel. Ha az f analitikus fuggvény a (11.1) Bessel-féle differenci-
dlegyenletnek az y(x) = 0 fuggvénytsl kilonboz8 megoldd-
sa, akkor f-nek nincs zérust6l kilonboz§ tdbbszdros gyo-

ke.
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Bizonyitds. Tegylk fel, hogy %o # 0 az f fiiggvénynek tobbszorss zérus-
helye, akkor f(xo) =f (xO) = 0. Behelyettesitve f-et (11,1)-be az

X Fx P D+ -pAEM = 0 a1.12)

azonossdgot kapjuk. Innen f"(xo) = 0 adddik. (11, 12) tovdbbi derivdldsd-

val s x =x, behelyettesitésével 77 (xo) ={(, majd az eljardst folytat-

), 0

va f (xo) =0, k€T adédik. Ez viszont analitikus f-re azt jelenti, hogy

f(x) =0, ami ellentmondis.!

11.2 Kovetkezmény. }n(x) -nek és ];](x) -nek {(n=0, +1, +2,...) nincs

zérust6l kiilonbsz6 kizos gyoke.

11.3 Kovetkezmény. Jn(x) -nek és }n +l(x)-nek nincs zérust6l kiilonbszs

kozbs gybke (n=0, +1,+2,...).
Bizonyitds. Azonnal adédik (11, 8)-bol. !

11.4 Kovetkezmény. Jn(x) (n=0, +1, +2,...) valos zérus helyei (fel-

tételezve, hogy végtelen sokan vannak) nem torléd-
hatnak valamilyen véges szdmhoz, vagyis }n(x) ~nek

minden véges intervallumon legfeljebb véges sok zé-
rushelye van.

Bizonyitds. A zérushelyek nem torlédhatnak O-hoz, mivel (11.6) alapjdn
n
jn(x) = ;:_r (1+...); itt az els6 tényezd x #0 esetén nem zérus, a

masodik tényez6 az x =0 helyen 1 és igy 0-nak van olyan kirnyezete,
ahol ez sem zérus. Tegylik fel, hogy a #0 a ]n(x) fiiggvény val6s gyokei-

nek torl6ddsi helye. Ekkor Rolle tételébsl {l4sd II. Kotet, 15.3 Tétel) ko-
vetkezik, hogy az "a" hely ]I'l(x) val6s gyOkeinek is torléddsi helye.
]n(x) és ]]’_l(x) az "a" helyen folytonos flggvények, tehit ]n(a) =

= J;l(a) = ., Ez azonban ellentmond a 11.2 Kovetkezménynek. Az dllitds

dtfogalmazdsa az 1. Kotet, 17.2 Tételbdl kivetkezik. !
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11.5 Tétel, A Jn {x) fuggvénynek (n=0, +1, +2,...) megszdmldlhat6-

an végtelen sok pozitiv zérushelye van.

]n(x) (11.6) elGillitisdbél 1dthat6, hogy Jn(x) péros, vagy pératlan

fiiggvény, tehdtha x, a J (x) figgvény val6s zérushelye, akkor -x
geveny L Zev

0 0
is az. Ezek szerint a zérushelyek az origéra szimmetrikusan helyezked-
nek el. Ebbdl a tételbsl tehdt az is ad6dik, hogy _[n(x)-nek megszamlél -

hatéan végtelen sok negativ zérushelye van.
Bizonyitds (matematikai indukci6val). Eldszdr n = (0-ra igazoljuk a té-
telt, Megmutatjuk, hogy a ]0(}() (minden x € R-re folytonos fiiggvény)

végtelen sokszor viltakozva vesz fel pozitiv és negativ értéket. Ebbg!
Bolzano tétele alapjdn (Idsd I1. Kotet, 7.2 Tétel) kovetkezik, hogy ]O(x) -

nek végtelen sok valds gyske van. Tekintslik Jo(x) (11.11) integrii-els-

4llitdsdt,
"
JO(X)=#— f cos(xsing Ydg =
0
i
2 m
=-%[ j cos (x sin¢p ) dy + f cos(xsin(p)dqp] .

0 T

2

A mésodik integrdlban a @ =1 -4 helyettesitést alkalmazva, majd
helyébe @ -tirvaa

T
2 0
Jo(x) = % [ f cos (x sing ) de - j cos (x sing) dqa] =
0 : T
2
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T
2
=-% f cos(xsincp)dcp

Usszefiggéshez jutunk. Vizsgiljuk ]O(x) ériékeit az X = {2k+1) —g—-
helyeken (k=0,1,2,...),

I
2 -

JO (xk) = fZ_ J. cos(€2k+1) ITZ— singD) de.
0

Az integril el&jelének meghatirozdsdhoz alkalmazzuk a
.
t = (2k+1) 2 sinp
helyettesitést, ekkor

= arc sin t,

-2
(Zk+1)T

2
e f—2
9 = [1 ((2k+1)TF t)] at,

(2k+l)%- ) ";'
Jo(xk) = "('2-!(:3)—”“2- OI [ I-_GZI:I-I)TF t) ] cost dt.

Az

f(t) =

1 cost, t€ (0; (2k+1) E) '
[ @) 0 2
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integrandus els§ tényez§je monoton ng; a masodik tényezd periédikus, a

t. = (2 j+1) T . ] = 0,1,..., {k~1) helyeken zérus és jelet vdlt.

f}([}) =1, ésa tk = (2k+1) Iz[ helyen f hatdrértéke a Bernoulli-1’ Hospital
szabily alkalmazdsdval (l4sd II. Kotet, 16.1 Tétel)

. cost . -sin t
lim .= lim =

S el ) T 2 )

2
1 )

_((2k+l)rr 2 lim sint ., _( 2 t\‘_z -0
N2 t T :
t—t
k
Figyelembe véve, hogy f els§ tényezfje monoton ng és
fcos {t+ T )] = |cost] , az
cos (t4+ 17 ) > cost (11.13)

2
e ) | |-

egyenlStlenséghez jutunk. Megmutatjuk, hogy

Y1 g

f[f(t)ldth [ £@] d, j=0.1,2,...,0%k1), (11.14)
J )

ahola j=0 esetben felléps t_1 ={,
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gy T
t (2+3) 5
[1 Ff(o | dt = r cost .
J

J 2
t. sy IT {2z
L (2541} /1 (kD) t)

Alkalmazzuk a t =7 +717 helyettesitést, majd irjunk T helyébe ujbol
"t"~-t, ekkor

e (2§+1) 12I
~
j-ff(t)ldt= J cos (t + 1) de
.2
t, ST )
i (2j-1) 9 Ml (Wt +'!T'))

A (11.13) egyenidtlenségbdl a 1I. Kotet, 23,10 Tétel alapjn

e (Zj+l)%_ ?

J | £@) | at > f cost de> f | £¢r) }dt ,
2

t, LT M2 t,_

] @D lﬁ ((2k+1)ﬂ' t) 1

(a médsodik egyenlétlenségben 2 > jel csaka j =0 esetben 1ép fel).
Az f fuggvénya tO’ tl, ety ) helyeken pontosan k-szor jelet valt.

Ebbgl, figyelembe véve (L1, 14)-et kivetkezik, hogy
>0, ha k=2m

IO(Xk) m € T,
<0, ha k=2m+l

vagyis ]O(X)-nek minden((4m+l) T—%- . (4m+3):;f) intervallumban (m€ T)
van zérushelye, A 11,4 Kovetkezménybdl és az . Kotet, 17,2 Tételbst
adé6dik, hogy epy ilyen intervallumban és a (0, g) intervallumban csak

véges sok gytk van, és igy ]O(X)'l'lek megszdmldlhatéan végtelen sok po-

zitiv zérushelye van,
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Tegyiik fel, hogy ]n(x)-nek megszdimlélhatéan végtelen sok pozitiv
zérushelye van, Igazoljuk, hogy Jn+l(x) pozitiv zérushelyei halmazdnak
szdmossdga is megszdmldlhatéan végtelen. Megmutatjuk, hogy ]n(x) bar-
mely két szomszédos pozitiv zérushelye kszott Jnﬂ(x)-nek van egy és csak
egy zérushelye. Legyen X és X, a Jn(x) fuggvény két szomszédos po-
zitiv zérushelye. Ekkor a (11.8) rekurziés formuldhol

INCRIEEN A CH R

n+](x2) = -J;l(xz) ,

vagyis

5 [ Ty ) Jpaix] = se[1 ) I ()]

A 11.2 Kgvetkezménybél azonban adédik, hogy a jn(x) fliggvény az x |
helyen lokédlisan fogy6, az x 2 helyen pedig lokdlisan noveked6, vagy for-

ditva, vagyis
s 1,00 160 ] = sg[ 6 1) ] <0

Innen Bolzano tétele alapjdn kovetkezik, hogy van olyan e (x 1’ xz) .
melyre Jn+l ( €) =0.

Hasonl6an beldthat6 a (11.7) rekurziés formula segitségével, hogy
Jn- l(x)-nek is van (xl,x 2)-ben zérushelye. Ebbdl kivetkezik, hogy

Jn +1 (x)-nek csak egy gydke van (xl, x2)-ben. Ha ugyanis lenne
& 1 g 26 (xl, xz), melyre Jn+1( '3 1) =]n+1(§ 2) = 0, akkor az eldbbiek
alapj4n lenne x' € { ‘gl, g 2), melyre }n(x’) =0, ez azonban ellent-
mond annak, hogy X és X, ]n(x) két szomszédos zérushelye. ]n(x)

és Jn 1 (x) pozitiv zérushelyei tehdt elvélasztjdk egymdst. |
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Tcekintstk a Jn(x) Besscl-fuggvény (ne T) pozitiv zérushelyeinek
monoton nisvekvd sorrendbe rendezett A, K (k=1,2,3,...) végtelen so-

rozaldtl, vagvis legyen

Iﬂ(zlk):ﬂ' li(‘;{‘2< .“<2"k< vos

k=1,2,...) .

]n(l],x). Jn(lzx).---. Jn(/'l,kx),... (11.195)

fiiggvényrendszer egy fontos ortogonalitdsi tulajdonsédgit mutatjuk ki. E1§-
szor megmutatjuk, hogy tetszfleges A alland6ra az y(r) =jn(2, r) fugg-

vény kiclégiti az
2y ary +(A 2 -nfy =0 (11.16)

differencidlegyenletet. A Jn(x) fuggvény megolddsa (11.1)-nek (p =n),
azaz

X M0+ x 00+ o - 09 1 = 0.

Tekintsik ezt az x = A r helyen, ekkor a

A2 A+ A rrAn+ (A% -ad 1 ()

1}
o

(11.17)

azonosségot nyerjik. EbbSl figyelembe véve, hogy
, , . ' 2.,
v =AJ (Ar) é y'@) =A"T(AD ,

addédik ~

r2 y”(r)+ry’(r)+(7l,2r2-n2)y(r) = 0,
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vagvis az y{r) = }n( A r) fiiggvény valoban kielégiti a {11, 16) differenci-
dlegyenletet.

11.6 Tétel. A (11.15) fuggvényrendszer a (0, 1) intervallumban a Q) =x
sulyfliggvény mellett ortogondlis (ldsd IV. Kotet, 13.4 De-
finici6).

Bizonyitds. Be kell 1dtnunk, hogy

1

[x L, Q@10 &
0

=0, ha i=k

#0, ha i #k.

A jn( A kx) iii, Jn( ;\,ix) fuggvények megolddsai a {11.16) differencidl -
egyenletnek, ahol r =x, QA =ﬂ,k il, A= ?Li, vagyis

2 2
x“d" ] (A %) dl_ (A x)
n Mk n vk 2 2 2 _
+ AL X -] (A % =0,

de dx

2.2
xd T (A .x) xd] { A .x)
“2 L 4 "d 1 +(7\,?x2-n2)}(2,.x) = 0.
dx X 1 1t 1

Figyelembe véve, hogy

2" r d )
Xy A xyt o= x oo =y,

a két egyenletet az

d] (A x)
d n k 2 2 2
X dx (x dx ) +(A'k X' -m) ]n”\'kx) = 0,
d] (A %
d n i 2 2 2 -
* ax (x dx ) +(A’i x =) In(a"ix) =0
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alakba irhatjuk. Szorozzuk meg az elsd egyenletet i ]n( Z,ix)-el, a mi-
1 . . P .
sodikat X Jn( }ka)-el, majd vonjuk ki az els6b8l a méisodikat és integrdl-

junk a (0, 1) intervallumon, ekkor

i

dj (A x -
d n k¢
f[ Jn()"ix) dx (X dx /T
0

d] (A x) .

d n ""i
) Jn("‘“ kx) dx (X dx )

| Sp—

2 2
=J (A - R,i)xjn(lkX) ]n(ﬂ,iX) dx .
Rendezve, a

(lzk'lzi) IXJH(?LkX) ] ¥ dx =
0

1
:-J’[J(lkx)-&; ( dJn;xliX)) )

0

d d](lX)
- Jn( JLix) O (x

LN -

egyenl8séget nyerjitk. A jobb oldalon mindkét tagot parcidlisan integrilva:

2 2 A )
%% [ xpam 10 e -
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dJ (A .% d] (A x)
- _m it —n "k _
-{Jn(;th) X I jnm'i") x ™ J = 0,
0

és innen, ha i#k, vagyis } i £ A K akkor

1
[ x5 m e = o
0

addédik. Ha i =k, akkor

1

2
[ x[naw] #o
0

fenndll, mert ]n(lkx) £ 0.1
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Harmadik Sejezet

ALLANDO EGYUTTHATOS MASODRENDU
LINEARIS PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

12. Allandé egyiitthatés masodrendii linearis parcialis
differencialegyenletek osztalyozasa

Az u(x), x-= (xl’ ...,xn) € Dc Rn, ismeretlen fUggvény, annak

els6 és mdsodrendd parcidlis differencidlhdnyadosai és a fiiggetlen viltozok
kozott fenndllo

F(_)Ev Ll, u;{""l U' s uu ,U” 7 ey U." ) = 0

1 Xn Xl XI » Xl X2 Xn Xn

Usszefliggést n fliggetlen v4ltoz6t tartalmazé mésodrendil parciélis diffe-
rencidlegyenlemek nevezzlk. Az u(x) kétszer differencidlhaté fuggvény

a differencidlegyenlet megolddsa, ha az egyenletbe behelyettesitve azonos-
sdgot nyeriink,

Haaz F fuggvény az u fliggvény mésodrendd deriviltjaiban lined-
ris, a figgvényt és elsdrendl derivaltjait azonban nenilinedris médon tar-
talmazza, akkor kvézilinedris, ha mind az u fliggvényben, mind annak
derivéltjaiban linedris, akkor linedris parcidlis differenciflegyenletrs! be-
szélink. A matematikai fizikdban fellépd parciélis differenciélegyenletek
legnagyobb része mésodrendl linedris egyenlet, melynek 4ital4nos alakja:

Doy T i S SN T
=1 kT 8% 08X k=1 K 9%
tex)u+fx) = 0, (12.1)

ahol a4 bk (i,k=1,2,...,n), ¢, f n-vdltoz6s fuggvények, melyeknek
DC R® értelmezési tartoménya kozis.

Ha f(x) = 0, akkor a (12.1) egyenlet homogén linedris, ha
f{x) # 0, akkor inhomogén linedris.
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Ha a0 bk’ ¢ (,k=1,2,...,n) A4llanddk, akkor (I12.1) dlland6_
egylitthat6ju mésodrendu linedris parcidlis differencidlegyenlet,

A (12.1) egyenletrdl azt mondjuk, hogy kanonikus alakban adott, ha
mdésodrendii vegyes parcidlis derivdltakat nem tartalmaz. Ebben a pontban
megmutatjuk, hogy az 4lland6 egyiitthat6s mdsodrendii linedris parcidlis
differencidlegyenletek linedris koordindta-transzforméciéval kanonikus
alakra transzformélhatok,

Tekintstik a

n It
2 u u _
2y : t A b o teuti® =0 (12.2)

differencidlegyenletet, ahol az aik' b,c ((i,k=12,...,n) egylitthatok

k
dllandok, f€ COD és DCR™ nyilt és Isszefiiggs tartomény. Ha u meg-

olddsfliggvény, akkor ilyen feltételek mellett kétszer folytonosan differen-
cidlhat6, tehdt a vegyes parcidlis deriviltak egyenlék {ldsd V. Kotet, 7.2
Tétel):

2
3 u 3% o
9x 3ax axkgxi s i,k=1,2,...,n,

igy - az éltaldnossidg megszoritdsa nélkiil - feltehetjlik, hogy a, = aki

ik=1,2,...,n. Ezazt jelenti, hogy a mdsodrendi deriviltak egyiittha-
t6ibdl alkotott

A= [a,]

n-edrendii mitrix szimmetrikus, A’ =A. Az A szimmetrikus métrixhoz
~ -1
van M = [mik] ortoponélis métrix, melyre A=M AM=-M A M

diagondlis métrix (ldsd II. Kotet, 19.11 Kovetkezmény).
Végezziik el az M mdtrixszal az ortogondlis koordindta-transzfor -
mdécidt, vagyis vezessuk be az x vdltoz6 helyett az X uj véltozét az

X=M x=Mx (12.3)
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vsszefliggéssel és fejezzlk ki a (12.2)-ben szerepld parciélis derivéltakat
az uj viltozok segitségével

o~

: n 9 X,
u _ ». 28w _—J K=1,2,...,n

axk j=1 ij 6xk’

(14sd 14ncszabély: V. Kotet (8.1) formula), A (12.3) formula alapjdn

n
X. = ) m_, X%, j=1,2,...,n,
=
és igy
3 X,
—1 _ ,
Sxk kij
n
:x“ =5 du m,  k=12...,0.
Kk =1 9% I
Tovdbbé
2 n
2 u _ Z m 3 .2du _
Ay T
3 xigxk ) kj 9 %9 Xj
n n %
=£ m Z a xh Qzu -
o1 Koopo 9% 20
n 2
= Z m m —Q——-u—.-::— i,k=1,2 n
- s : -~ » y Ty sy sy ile
n521 ih ~kj 9 xha‘x].
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Behelyettesitve (12, 2)-be, a

a n 5] 2u
> oa, 2 om N
= ik he =1 ih " ki 9 h ‘E)xj
n n du o
+ Z bk P mkj —9“‘:)(:— +cu+f(x) = 0
k=1 j=1 §

egyenletet kapjuk, ahol ;(g) =f(M z) . Az Osszegezés sorrendjénck fel-
cserélésével az egyenlet a kovetkezSképpen irhatd:

n n N 2
Z. ( Z m a m )__a___u_____
At Gy ih ik kj axhaxj
n n C 3y .
+ 2‘ ( ; mkj bk‘_fa—;.m tcu+f{x) = 0,
j=1 * k=1 j
A mdsodik derivdltakat tartaimazo6 rész =
2
i 5y 0 u_
hejel hj 3 X D xj
n
kifejezésbe megy 4t, ahol ahj = : kz—ll m.oa. mkj . Fz viszont azt

jelenti, hogy az egyiitthatékbél alkotott

=2

g:[;hj] -MAM

matrixdiagondlis, Jeldljik a szimmetrikus A mdtrix sajdtértékeit Z,j-vel

{(i=1,2,...,n, minden sajitértéket annyiszor veszilink, amennyi a mul-
tiplicitdsa), Mint tudjuk {ldsd I1I. K#tet, 19.4, 19.9 Tétel és 19,11 Kovet-
kezmény) a sajitértékek val6sak, Zhj = }Lj o) hy? és M j-edik osz-

lopvektora a A j-hez tartozo EJ egység-sajdtvektor.

- 194 -



Irjuk az elsérendil deriviltak egyiitthatéi helyébe Ej ~t, azaz legyen

n 2
?\.] 9 u + Z 3 9u +
i
+eu+f® =0 (12.5)

egvenlethe megy at,
~ oz . A g
Ha most az X valtozo helyett az X véltozdt vezetjik be, ahol

_L
R A 2 1,2
X, = . X.y =1, 4,0 s 1,
1 l I J :
akkor
2 2
Qw1 Qdu_ s 2w 1 d u
1)0\1 - . ~2 - 2 »
o Ml 8% 3%, |25 a’ﬁj
j=1,2,...,n
A (i2.5) cgyenletbe beirva, a 5 E £ . és az S — b, = b
il ] EY I
iclisléscket bevezetve . a
n L2 n : 3
E l; 5 h, _.,\J;‘- +cu+f@(>?)) = 0
S T L j X, -
il R il J
(12.6)
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kanonikus alakba irt differencidlegyenletet nyerjlk, ahol Ej =+ 1,
ill. 0, aszerint, hogy a megfelel§ )Vj sajétérték pozitiv, negativ, ill.

zérus.
A (12, 2) egyenletet elliptikusnak nevezziik, ha (12.6)-ra transzformilt
alakjdban E‘j =1, j=1,2,...,n, vagy 53. =-1, j=1,2,...,n(a

(12.2) egyenletben szerepld mdscdrendl derivdltak egyiitthatéibél alkotott
A métrix sajirértékei mind azonos elgjeliiek). Elliptikus a potencidi-elmé-
letben szerepl§ Laplace-egyenlet:

g u + 2 u s 2w _ 0,
ax 2 9x.2 3x,>
1 2 3
és a Poisson-egyenlet:
2 2 2
8u ., 8w , B U L ieox.,x) = 0
9 x 8x2 ‘axz 123
1 2 3
Azegyenlétet hiperbolikusnak nevezzik, haaz §£ X 62,..., 6n kbzott
o, -1 _ -
van egy, melyre 61 = (-1 és E’k = 1) k=1,2,...,i-1,

i+l,...,n. (Az A métrix sajdtértékei ktziil egy a tobbivel ellenkezd elGje-
14). Hiperbolikus az elektromigneses, rugalmas stb, hulldmok terjedésé-
nek leir4séra szolgédlé hullédmegyenlet:

ahol 4ltaldban Xy =t azids, (x,x) € RZ.

Ultrahiperbolikusnak nevezziik (12.2)}-t, ha




(12.2) parabolikus, ha az £ , 52, cees (‘,n kézott van egy, melyre
£i=0 és E,k=1, k=1,2,...,i-1, i+l,...,n, illetve 5i=
és ¢ C -1, k=1,2,...,i=1, i+l,...,n. Parabolikus az id§ben vil-

toz6 hémérsékleteloszlést leirs hfvezetés differencidlegyenlete (az idst
Xy -mal jelslve)

82u 82u 2u
2 + 2 -BX =0,
axl 3x2 3

(12.2) tdgabb értelemben parabolikus, ha

M
1]
™
H
!
tn
X

ahol {i P | }= {1,2,.,.,n} és 0<m<n.
1 n

Megmutatjuk, hogy a (12.6) egyenlet még tovibb egyszerﬂsuhetﬁ
Irjunk (12.6)-ban £ helyett x-et, helyett bJ-t és f(__ (_)) he-

yett f(x)-et, azaz tekintslik a médr kanonikus alakra hozott

n 3 2u n 3u
/ E. 5 + ' b, 3 +cu+f(x) = 0 (12.7)
j=1 1 8xJ =1 ] xj

differencidlegyenletet.
Vezessiik be a

n
C L My
i=1
vi{x) = e u (x) (12.8)

osszefliggéssel az uj v filggvényt, ahol My {1=1,2,...,n) egyelére
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hatérozatlan 4lland6. Ekkor {12.8)-boi

n
.Z i %
i=1

du v
= +
ax, € (ij ax.) !
J ]
n
X
57 iél Hi 2 9 20\
; = e (M_v+2u. av +_a2v}"
9 x ) xj D x
} ]
és
n
f % Ju'lxi
3 “u du - [ 2
6 Py - = 6 . +|. . t
ioL7 I oax © (3““1 ’JMJ)V
T
2
2 y..+b) 8 v + &, 3 ZV‘J
]9} ] i i axj

Ha €, %., =«kor e megvélaszthaté ugy, hogy
2 . ,+b, = 0
6] M ] i)

legyen, egyébzént Mo = J. Ezt (12,7)-be helyettesitve a v fiiggvényre
J

olyar. 2 (12.7) egvenlettel ekvivalens kanonikus alaku egyenletet kapunk,

meivzen, k2 . # 0, akkora v fuggvény xj szerinti elsdrendd par-

cidiic gerivdltja mir nem szerepel. Ezek szerint szlikség esetén még
(-D)-gyel végigszorozva és a v-t nem tartalmazé fliggvényt ujbol 1-lcl
ieltlve az 4llandé egyiitthat6s mésodrendd linedris parcidlis differencidl-

egyenlet lepegyszeribb 4dltaldnos alakja az elliptikus csethen
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n 82
Y, —— +Cviily =0, (12.9)
j=1 ij

a hiperbolikus esetben

- I 4Cv+f(® = 0, (12.10)

‘™M =

| SR Sy
L
3y
)

L Y
Q@
x

és a parabolikus esetben

n 2

5 2% +b 2L scv+i@ = 0. (12.11)
= i 3x,

j=1 ax . i

j#i )

13. A h8vezetés differencidlegyenlete. A Fourier médszer

Ebben a pontban egy mésodrendd linedris differencidlegyenletre ve-
zetd fontos fizikai feladattal foglalkozunk, Vizsgiljuk a hiterjedés folyama-
4t egy homogén, izotrdp testben. A test pontjainak halmazét jelsljuk

A-val (Ac R3). Legyen © > 0 a test anyagénak slirisége, ¢ >0 a faj-
h8, k>0 a hévezetd képesség és u (r, t) a h8mérsékleteloszlds, mint
a helynek és az i16nek a fiiggvénye; r € A, és t€&€1 valamilyen id§-
intervallum, u az A x I halmazon értelmezett r koordindtdi szerint
kétszer, t szerint egyszer folytonosan differenciédlhaté figgvény, @ , ¢, k
pedig a test anyagdra jellemzd 4llandck. Feltételezzilk, hogy az A test bel-
sejében sem héforrdsok, sem hényelSk nincsenek. Ha a hGmérséklet rogzi-
tett ¢ id§pontban a test kilonbtzd pontjaiban nem ugyanaz, akkor a maga-
sabb hgmérsékletii helyekr@l a legnagyobb h8mérsékletcsdkkenés irdnydban
h&dramlés indul meg. Ha a hémennyiség 4ramlésdnak sebességvektordt
g-val jeldljuk, akkor ezt a tapasztalati tényt a

g = -k gradu (13.1)

formuldval irhatjuk fel {grad u u-nak, mint a hely figgvényénz=k gradiense
rogzitett t mellett),
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Tekintsilk a vizsgélt test egy tetszfleges (mérhetf térfogatu) Ve A
részét, melyet egy egyszerl zdrt reguldris F felilet hatdrol (F normd-
lisét kifelé irdnyitjuk). Rogzitett t iddpillanatban a h6mennyiség V-ben

Q = [[[cov@ v av,
V) |

és ebbSl a "hémennyiség idSegység alatti megvéltozédsa”

du(, v
V)

(Az, hogy a derivélds és az integrélds sorrendje felcserélhets, az V. Kotet,
12.2 Tételének bizonyitdsdval analég médon belédthat6).
A V térrészben a h6mennyiség idSegység alatti megvéltozdsa (n6-

vekedése) az F felllleten idGegység alatt bedramlé 5t h8mennyiség-
gel egyenld. Mivel
—%;Q --f a@v aF (13.3)

(F)

(l4sd VI. Kotet, 13.4 Definici6é és (13.18) formula), ezérta hfegyensuly fel-
tétele

—E'C% - - ﬁ a(, ) dF (13.4)
(F)

A (13.3) feldleti integrélt a Gauss-Osztrogradszkij-tétel (1dsd VI. Kotet,
14.3 Tétel) segitségével 4talakitjuk térfogati integréllé:

@ q(, v dF = ﬂf div g (x, 1) dV.
(F) V)
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Figyelembe véve a (13.1) és a (13. 2) formuldkat, (13.4)-bdl a

du(r, v
jﬂ c@—37— & = [[[ divigradu@ 9) av
V) V)
egyenl8séget nyerijilk, mely a
Bu(rt) -l
ﬂf [c@ —57— -kdivgradu(, ) ! dV = 0

(V) B

alakba irhat6. Miutdn a V< A térrész tetszés szerint vilaszthats, az
eldbbi egyenlfség csak ugy 4llhat fenn, ha

gu(, v
c@ 3 kdivgradu(r, ty = 0,
re A, tel. {13.5)
N . k 2
Az egyenlet mindkét oldaldt c Q -val osztva, bevezetve a ) =a

{a € R) jeltlést és a Laplace-operédtort (1dsd VI. Kétet, (12.21)) azt kap-
juk, hogy az u({r, t) hémérsékleteloszlis kielégiti a

21: - azAu = 0 (13.6)

mdsodrendd, homogén linedris, parabolikus tipusu parciélis differenciél -
egyenietet,

13.1 Példa. Tekintsiink egy homogén izotwrop h hosszusigu szigetelt
rudat, A rud keresztmetszete legyen elég kicsiny ugy, hogy a hGmérsékletet
egy keresztmetszet minden pontjidban sllandénak vehessiik és igy a rudban
lejatsz6d6 hivezetési folyamatot egydimenzitds problémaként tdrgyalhassuk.

Vegylnk fel egy Descartes-féle derékszogl koordindta-rendszert a 13.1
4brén l4dthaté mdédon.,
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A

13.1 abra

FEkkor (13.6) alapjdn az u (z, 1) hémeérsékleteloszlds figgvény a

[§=4
I
47

= {13.7)

Qi
<+
oo

differencidlegyenlctnek tesz cleget, Az egyenletnek végtelen sok megoldésa
van. Ahhoz, hogy a rudban lojétszodo hivezetési folyamat egyértelmilen
legven meghatdrozva, tovalibi feltételekre, mellékieltételekre van sziikség.
Ilyen mellékfeltérelt nyeriink, ha ismerjitk a t =0 kezd§ pillanatban a rud
hémérsékleteloszldsdt az

ulx, ) = f(x), =x € [o, (13.8)

fiiggvényt, (13.8)-at, ahol f kétszer folytonosan differenciaihats, adott
figgvény, kezdeti feltételnek nevezzik. A szigetelésb8l kovetkezik, hogy
a rud két végén nincs hgkidramlds, vagyis

2u(@,t)  Bu(h?b
2@x = 2 x

=0, t€{0,00) (13.9)

(az u filggvény gradiense most u’X). A (13.9) feltételekef peremfeltételek-

nek nevezzik. Fontos megjegyeznink, hogy a (13.9) peremfeltételek
"homogének”, ami azt jelenti, hogy ha két vagy tobb filggvény eleget tesz
a feltételeknek, akkor azok bdrmely linedris kombindcidja is kielégiti a
feltételeket.
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A feladar tehdt a (13.7) diffcvenciziegyenlet azon u (x, t) megoldéd-
st meghatdrozni, mely a (13.8; 45 a (13.9) mellékfeltételeknek is eleget
‘csz. Ezt a "viltozok szétvdlasztdsdnak miodszerével”, az un. "Fourjer-
inddszerrel” hatdrozzuk meg.

Tegviik fel, hogy (13.7)-nek van

ulx, ) = X(x) T{®, xgfo.n], t20 (13.10)

nem triviflis inegolddsa. Behelyettesitve a differencidlegyenletbe az

2
xe 4ITO . 2 EX@ o
dx

nsszefilggést kapjuk. A filggetlen vdltozdknak van ciyan halmaza, hogy
L) T@) # 0. Ekkor a2 X (x) T(t)-vel osztva az

b d7Xe 1 1 dT( (13.11)
X () d)(2 az T (t) ds

epvenlethez jutunk. Ahhoz, hogy a (13.7) differencidlegyenletnek a (13.10)
fiiggvény mcgolddsa legyen, (13.11)-nek minden olyan 0 < x <h, t>0
értékre telji stilnie kell, melvre X(x) # 0 és T(t) # 0. Miutdn (13.11)
bal oldala a t véltozdidl nem filgg, vagyis t-ben dilandd, ezért a jubb
videlis dllar 6 kell hogy legyen. Hasonl6an, miutdn a jobb oldal x-tdl
figgetlen, e .4rt a bal vldal is 4lland6. (13. 11) bal- és jebh oldala tehat
ugyanugy o allanddval ogyenls:

1 X L1 dT@
3y - - ’
X (x} dx2 32 T (D) dt
vagyis az X, ill. = T fuggvény a
4L s xx - oo, (13.12)
dx”
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ill. a

4T

2 .
- O =
it a T 0 (13.13)

differencidlegyenletnek megolddsa (  egyeldre hatdrozatlan 4llando),
Konnyen beldthats, hogy (13.12) és (13.13) megolddsainak szorzata valsban
a (13.7) differencidlegyenletnek megolddsa.

El8sz0r olyan (13.10) alaku megolddsokat kerestink, melyek a homogén
mellékfeltételeket, vagyis jelen esetben a (13.9) peremfeltételeket kielégi-
tik. Ahhoz, hogy a (13. 10) figgvény kielégitse (13.9)-et, teljestilnie kell a
ktvetkezf feltételeknek:

dX(0) _ dX(
dx T dx

= 0. (13.14)

Ha o >0, azaz o = 7\,2, A.> 0, akkor a (13.12) differencidl-

egyenlet,

Ennek 4ltaldnos megoldédsa

X = c, e +c2 e

(Ldsd 10,12 Tétel), ahonnan

Ax -Ax
_%@L:A'(Cle T € ).

Figyelembe véve (13.14)-et,

4dX© _ (e, = e N

dx

H

0,
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vagyls ¢, =c,=c és

Ah - Ah

dXt) Ac (e -e ) = 0,

dx

ahonnan c¢ =0. Ekkor azonban X(x) =0 és ezzel egyiitt u(x, t) =0. Ezek
szerint pozitiv ot esetén (13.7)-nek nincs a trividlistél kiilénbsz6,(13. 9)-et
is kielégit6 megolddsa.

Ha o =0, akkor a (13.12) differencidlegyenlet,

2x 0
3 =

dltaldnos megolddsa

X{x) = c1x+o:2 .
A {13.14) peremfeltételekbsl

dX(0) _ dXt _ =

x - dx G =0

adadik, tehdt X(x) = c2 és ufx,t) = c2 T(t).
Havéglll o( <0, azaz of = - ?\,2, A >0, akkor a
2
d 2X + 7L2X = 0
dx

differencidlegyenlet 4ltaldnos megolddsa

X{x) = < sin 3, x+c_cos A, x,

2
és innen

AdX6) - i
e —}L(clcos}Lx c,sin A x) .
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A peremfeltételekbsl

d X(0

ahonnan c1=0, és

X , -
. cza,sm?\,h = 0.

Trividlistéi kulonbsz8 megolddst csak akkor kapunk, ha ¢ 5 £ 0, de ak-

kor sin AL h=0, ebb8l Ah=nT , n=1,2,3,.... Igy(13.12)-nek a
a (13.14) feltételeket kielégit6 trividlistél klilonb6z6 megolddsa csak

esetérn van  £spedig

Xq(x}=cos - X, n=1,2,3...

A {i2.13, zgvenlethe o értékeit beirva a

ok n =0,1,2,...

cpenleieket pvrrily, melyelnek megolddsar rendry

-

Ty o= e , n=0,1,2,...

{14=q 3. 2 Tétel).
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Meghatiroztuk tehdt a (13.7) differencidlegyenlet végtelen sok olyan meg-
olddsét, mely a (13.9) peremfeltételeket is kielégiti:

2
] (EI_T_ )t
h ntl
u x,t) = Tn(t) Xn(x) = e cos = X,
n=0,1,2... . (13.15)

A differencidlegyenlet azon megolddsit, mely a {13.9) homogén felté-
telcken kivill a (13. 8) "inhomogén' feltételt is kielégiti, a (13.15) fuggvé-
nyek szerint haladé sor alakjdban Allitjuk el§. Tételezzitk fel, hogy

2
_(nTT
(21 a) ¢

Qo
ux.t) = Z Cn € cos b

X,

t €{0,00), xelo, 1],

€s a jobb oldalon 4116 sor t-szerint egyszer, x-szerint pedig kétszer ta-
gonként derivélhat6. (A differencidlegyeniet és a peremfeltételek homoge-
nitdsa miatt a (13.15) fiiggvények birmely linedris kombiniciéja és az
utobbi végtelen sor Ysszege is kielégiti azokat). A megolddsfiiggvénynek a
(13.8) kezdeti feltételt is ki kell elégitenie, azaz fenn kell 4llnia az

ufx, 0) = E c cos nl;lT x = f(x)
n=0

egyenl8ségnek, Tekintsik f-nek {-co,co )-re val6 pdros és 2h szerint
periddikus kiterjesztését, F-et. Ezen F flggvény Fourier-sora,

a oo
0 Z nlt
Fr\J —_— e
2 & an COos h X



a [0, h} intervallumon el§allitia f-et, vagyis

a
-0
f) = + a cos = — X X€ [0, h]

o n[‘r
n=1

(ldsd IV. Kotet, 10,2 Definici6é és az utdna kivetkezd megjegyzés). Mivel
fenn kell 4linia a

a [
E c, cos n':'l[' xs-—ég- + 2 ancos%:[-x
n=0 n=0

azonossdgnak, megkapjuk u(x,t) sorfejtésének egyiitthatdit:

c. = és ¢ =a , n=12,3... .

%o
0 2

Ezek szerint a perem- és kezdeti feltételeket kielégit§ megoldéds az

FLLER

a o0
ufx, t) =——2(-)— + Zl a e cosglx {13.16)
n=

fliggvény, x € [0, h] , t20.

Az u hémérsékleteloszlds-fliggvény t-roo esetén felveszia t=0
idépontbeli hdmérsékletdtlagot, ugyanis

h h
25 1 g 1
Iim ufx,t)=—— = — J F(x)dx = = j- f{x) dx,
2 2h h
t—> 00 “h 0

ami az f fuggvény integril kozépértéke a [o, h] intervallumon, Megje-
gyezzilk még, hogy a fizikai szemlélettel osszhangban a hémérséklet ki-
egyenlitddés anmdl gyorsabban megy végbe, minél nagyobb a k hévezetd
képesség, és minél kisebba c¢ fajhd, a @ sUrliség és a rud hossza.
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Ugyanis (13.16) sor tagjai anndl gyorsabban tartanak zérushoz, minél na-
gyobbaz e (negativ) kitevGjében szerepls

tényez8.

Az el§z6 példa megolddsdban alkalmazott Fourier -médszer sok fontos
esetben sikerrel alkalmazhat6 mésodrendif, 4dlland6 egylitthat6s homogén
linedris parcidlis differencidlegyenletekkel kapcsolatos perem- és kezdeti-
érték feladatok megolddsdra. A modszer akkor alkalmazhat6, ha a mellék-
feltételek egy része homogén, és a mellékfeltételek olyan gorbék (feliiletek)
mentén vannak elGirva, melyeken az egyik koordindta (fliggetlen véltozo)
dlland6. (Ezért van szilkség gyakran polér-, vagy henger- esetleg més gor-
bevonalu koordinéta -rendszer bevezetésére). El6szor egyvéltozoés figgvé-
nyek szorzataként olyan megoldédsokat 4llitunk elS, melyek a homogén mel-~
1ékfeltételeket kielégitik. Igy a probléma kizibnséges differenciélegyenletek-
kel kapecsolatos peremértékfeladatok megolddséra redukdlédik, A ksztnsé-
ges differencidlegyenletben szerepld paraméter azon értékeit, melyek mel-
lett a peremérték feladathak van nem-trividlis megolddsa, a probléma
sajétértékeinek, a peremfeltételeket is kielégit6 megolddsokat sajdtfiggvé-

nyeknek nevezzlik, (A (13.1) Példdban ezek a 7L,n = n;I]T szdmok, ill, a

ny_
h

cos x fuggvények, n=0,1,2,...). Ezutdn a nem-homogén feltéte-

leket kielégitd megolddst az eldbbi megolddsfiiggvények szerint halads vég-
telen sor alakjdban 4llitjuk el§. Az esetek jelentSs részében ezek a fliggvé-
nyek (a sor tagjai) ortogondlis-rendszert alkotnak és igy a sor egyiitthat6i-
nak meghatdrozdsa viszonylag egyszeril (részletesebben 14sd|5|). A kovet-
kez& pontban a médszert egy tovdbbi fontos példdn mutatjuk be,

14. A rugalmas hitir és membrén rezgései

Rezgési folyamatok leirdsdndl gyakran jutunk hiperbolikus tipusu mé-
sodrendil lineéris parcidlis differencidlegyenlethez. Példaképpen tdrgyaljuk
a hur és a membrén kis transzverzilis rezgéseit. Ahhoz, hogy a valésdg-
ban lejétsz6dé folyamat matematikai modelljét megalkothassuk, néhény a
folyamat szempontjéb6l kevésbé 1ényeges jelenséget el kell hanyagolnunk.
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14.1 Példa. Vizsgdljuk egy az x tengely mentén végpontjaiban rég-
zitett, h hosszusdgu, @ > 0 4lland6 silriségl hur kis transzverzélis
rezgéseit ( (Q az egységnyi hosszusdgu hur tbmege). A hur keresztmetsze-
te legyen elég kicsiny, ekkor a mozgis leirdsindl elegend6 a hur kézépvo-
naldnak mozgdsdit vizsgdlnunk, azaz a problémit egydimenziés probléma-
ként térgyalhatjuk, Feltesszilk, hogy a hurra kiflsG erék nem hatmak. "Lon-
gitudinélis rezgéseket™ nem veszlink figyelembe, vagyis azt az esetet vizs-
géljuk, amikor az elmozduldsvektor x tengely irdnyu komponense zérus
(az elmozdulds az x tengelyre merSleges, "transzverzilis"). Tovidbbi a
hur minden pontja egy kdzts x, u sikban mozogjon az x tengelyre merg-
legesen, Fkkor a hur tetszdleges pontjdnak kitérése a tetsz8leges t id§-
pillanatban megadhaté egy u(x, t}), x & [0, h] , t& I (valamilyen idg-

intervallum) figgvénnyel. Feltessziik, hogy u€ (32 . A hurt abszolut haj-
lékonynak €s rugalmasnak fogjuk tekinteni, vagyis bdrmely pillanatban a

hur pontjaira hat6 p (x, t)} feszitSerd irdnya megegyezik a hur alakjéhoz
huzott érint§ irdnydval, és nagysdga ardnyos a megnyuldssal (Hooke tor-
vénye érvényesill), Csak "kis rezgéseket" vizsgdlunk, Ezen azt értjitk, hogy

(u;()2 a szdmitds sorén elhanyagolhat6.
Vizsgdljuk a hur egy tetszdleges X xz]c_ [0, h], Xy =X +dx
(dx > 0) szakaszédt. Régzitett t pillanatban ennek hossza

3.2
ds =|II+(ux) dx = dx,

ami azt jelenti, hogy gyakorlatilag nincs megnyulés, vagyis p(x,t) =
=j p(x,t)| fuggetlen az id6tdl: p(x,t) = p(x). Megmutatjuk, hogy ez a
helyt6l sem figg. TekintsUk rogzitett ¢ mellett a hur X, abszcisszdju

pontj4t, és jeloljuk a hur e pontbeli érintjének hajldsszogét o -val. Ekkor
a sz6ban forg6 szakaszra az X, pontban haté eré x tengely irdnyu kom-~

nonense

plx,i=p(x) cosx = 7R P(x)
2 2 /li+(u; (x2, 1)

és hasonldéan az x, pontban

1

plx, )1~ -p(x) te 1
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(14sd 14.1 dbra). A hurelemre haté p_(xz, t) +p (xl, t) erd x irdnyu

komponense

px) - plx) = O,

mert longitudindlis rezgéseket nem vettink figyelembe. Innen

p (xz) = p(xl) = Py
u A
¥
S
&
bud
J]
ﬁf"“/t) lf
[ ——
Pxs) COS X
X
T ——
A A
14,1 dbra

Transzverzélis elmozdulds a feszitfer8 u tengely irdnyu komponen-
sének hatdsédra jon létre, Ez az X, abszcisszdju pontban t pillanatban;

0 = b sino a .
ROy 8 [ =pysinciz py g =pyu (x,0), tel,

mert a kis kitérés miatt ]O( figen kicsi, igy sin o ~ tgx . Hasonléan a
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sz6ban forg6 szakaszra, az X 1 pontban hat6é erd u tengelyirdnyu kompo-

nense p(x 1’ ) j=- u;( (x X t). A vizsgdlt hurelemre hat6é erd u tengely-

Po
irdnyu komponense

’ - ] = ’”
Py (xz. 1) Py ux(xl,t) Py uxx(x,t) dx, xe (xl,xz). te I,

ahol a Lagrange-féle kbzépérték tételt (14sd II. Kétet, 15,4 Tétel) alkal-
maztuk,

‘azujx,t!

6t2

A hurelem minden pontja kozel azonos gyorsuldssal mo-

zog. Felhaszndlva Newton méscdik axiémdjdt a

2 2
2 ubgt) Q dx=p 2 ukxH dx, x€ (x,,x.), t€l,
2 0 2 1772
at 8 x
2 Py
egyenldséghez jutunk. Bevezetve az a % jelslést, és figyelembe vé-

ve, hogy a hurelem tetszdlegesen vélaszthat6, az u(x,t) fuggvény kielé-
giti a

8 u 2 9u (14.1)

hiperbolikus tipusu mésodrendi 4lland6 egylitthat6ju homogén linedris par-
cidlis differencidlegyenletet.

Legyen a tovdbbiakban I={0, + Oo) . Abhoz, hogy a kitiizott rezgé-
si feladatmak egyértelmU megolddsa legyen, mellékfeltételekre van sziik-
ség, A rogzitésbél kovetkeznek az

u(@0,t) = u(, ) = 0, t20 (14.2)

peremfeltételek. Ezen kivlUl tegylk fel, hogy a t =0 kezddpillanatban
adott a hur alakja és minden pontjdnak sebessége, vagyis

8 ulx, O

AL WM, xe [0, n], (14.3)

ufx, 0) = ¢ (x),
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ahol p,yWe CZ[D h] adott fuggvények, és (14.2) miatt @ (0) = 2 (h). =

= 0. A probléma "d’ Alembert-féle megolddsdt” mutatjuk be.
Vezessilkbea — ’

‘é = xtat, m, = x-at

uj véltozokat, {Ekkor x=}2' € +m), t =2—la (§ -m)). Az T(§ ,m) -

=u (%( £ +m), -Zl—a (¢ -m )) fiiggvényre a ldncszabdlyt alkalmazva
(l4sd V. Kotet, (8.1)) a

8u _9% 91 32u=825+2825+82'1r
8x 9¢ ©°&m’ 5 %2 8§2 dEdm, Bm,2
e =a(ai_ a“u') azﬁ'=az(azﬁ’_ azu”+azﬁ’)
dt 3¢ om /)7 4 2 9¢2 O£8M, 9m2

gsszeflggéseket kapjuk, Behelyettesitve a (14, 1) differencidlegyenletbe az
u(€,m ) fuggvényrea

9 _u _ 0 (14.4)

differencidlegyenletet nyerjik. Ha U’ (14,4) megoldédsa, akkor nyilvdnvalé-

gu .
an —ao 2 € véltoz6rol fuggetlen, vagyis
I -
8 ,Q = f (”l) ’
és ebbgl

V(E,m) = (8 +6,(m)
ahol f1 és f2 kétszer folytonosan differencidlhaté tetszdleges filggvény.
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Forditva, badrmilyen f és f2 kétszer folytonosan differencidlhaté fligg-

1
vényekre fl( )+ fz(ﬂ'z,) (14.4) megolddsa. Igy (14.1) megolddsa

u(x,t) = U(x +at, x-at) = £ {x + at) +f, (x-at) (14.5)

és fl' f2 kell§ megvilasztdsdval minden megoldds ilyen alakba irhaté.

Eldszir tekintsliink egy "végtelen hosszu hurt" és legyena t =0 pil-
lanatban

W 0= ¢ 0, 228Dy cer (14.6)

ahol @, és Y 1 folytonos fliggvények. A (14.5) megolddsfiggvénynek
a (14.6) kezdeti feltételeket ki kell elégitenie,

u; (x,t} = f’1 {(x +at)a - f:,z(x-at) a,

és igy

w(x0 =alf -] .

A (14.6) kezdeti feltételekbdl

u(x,0) = f0+f,0 = ¢, 0,

W

u;(x, 0) =a [f'l (x) + f’2(x)] = 'Lpl (x), t>20 (14.7)

feltételeket kapjuk. A mdsad ik Gsszefilggést valamilyen x helyt4l integ-

0
rélva, majd a-val osztva az f1 és f2 figgvényekre az

fl(x) + fz(x) = Sbl(x) s
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, x
fl(x)'fz(x)Ei f "l,Ul(s) ds + ¢

*0

egyenleteket nyerjik, ahol c¢ &lland6. Innen

X
1
fl(x) =3 cpl(x)+-21—a f ’l,[)l(s) ds +§ .
*o0
X
1 1 c
fz(x)= = gol(x)'z—a f ‘lpl(s) dS_E
*0

Ekkor a végtelen hosszu hur rezgéseit leiré megoldisfiggvény:

u(x, t) - —;—[ (pl(x+at) + gol(x-at) ] +

xtat x-at

+.2La[j wl(s)ds-f’!,ul(s)ds]=
*0 *9

=-;~ [cﬁl(x-Fat) + gﬂl(x-at)]+

xtat
"5; f ’lpl(s) ds, x€&€R, t20, (14.8)
x-at

Ezt az eredménylinket felhaszndljuk az eredeti probléma megolddsé-
ban. A {14.3) kezdeti feltételekben szerepld ¢ és 1y fliggvények értel-
mezését kiterjesztjlk a (~oo ,00 ) intervallumra ugy, hogy a megfeleld
(14.8) megoldédsfiggvénynek a [0,h]x [0, e=) tartomdnyra vonatkoz6 le-
szikitése mind a {14.2) perem- mind pedig a (14. 3) kezdeti feltételeket ki-
elégitse.
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{14.2)-bé8l kivetkezik, hogy a (14.5) alaku megolddsfiiggvényre

w01 = f @) + (a0 = 0,
uh,t) =f1(h+at)+f2(h-at) = 6, t=0.
Ezek szerint minden y € R-re
fl(y) +f2(-y) = 0 (14.9)
fl (y+2h) + fz(-y) = 0

(az els6 egyenletben at, a madsodikban (at-h) helyébe irtunk y-t).
Az utébbi egyenletekbdl

£+ = £
és f 9 y) = £ ) (-v) kovetkezik. Tehdt (14.2) teljesllésébdl az kivetkezik,
hogy f 1 és f 5 periédikus filggvények 2h periddussal. (14.7) els6 egyen-
letébdl és (14.9)-bsl

(W]

cﬂl(-X) = fl(-X) + fz(-X) = -fz(X) - fl x = - L, (x)
adodik. A (14.9) azonosségot differencidlva
fl & - fz(-y) = 0.
Innen és (14.7) mésodik egyenletébdl

'lpl(-x) = a[f’l(-x) -f’z(-x) ] = a rf’z(x) - f’1 (x) ] =

= - ‘l,Vl(X) .
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@ 1 és Y i tehdt pératlan fliggvények. Konnyen beldthat6, hogy - forditva -
ha @ 1 és Y 1 pédratlan és 2h periddussal periédikus fiiggvények, akkor ane=

kik megfeleld (14.8) megoldds kielégiti a (14.2) feltételeket is. Ezek szerint
az adott (p és 1 fuggvények értelmezését ugy terjesztjitk ki a [0, h] in=~
tervallumrél 2 (-co, 00 ) intervallumra, hogy pératlen és 2h periédus-
sal periddikus-fiiggvények legyenek, ill, 2 ezen kiterjesztését ¢0;, ill.
Y l-gyel, jelslve, a (14.8) figgvény O,h] x(0,00) -re val6 leszlkitése

megadja a (14.2) perem- és a (14. 3) kezdeti feltételeket kielégit§ megolddst.

14.2 Példa, Rugalmas membrén mozgdsdnak leirdsa kis transzverzd-
lis rezgések esetén. Rugalmas membrénnak neveztink minden olyan lemezt,
mely nyirdsnak és hajlitdsnak nem 4ll ellent, csak felszinniveléssel szem-
ben van ellendlldsa és ez ardnyos a felszimdvekedéssel (Hooke torvénye
érvényestil). Tekintsiink egy kor alaku d 4tmér6ju, dllandé Q > 0 silri-
ségli, D<Kl vastagsdgu, kerlllete mentén egyenletesen kifeszitett rugal-
mas membrint, mely nyugalmi helyzetében sik. Tegyitk fel, hogy kilis§ erdk
nem hatnak rd. Helyezzik Descartes-féle deréksztgl koordindta-rendszer -
be ugy, hogy nyugalmi helyzetben a membrdn az x, y sikban, kézéppont-
ja az origéban legyen. A membran kis transzverzilis rezgéseit vizsgaljuk,
vagyis feltételezzitk, hogy minden pontjdnak kitérése az x,y sikra merdg-
leges. (Longitudindlis rezgéseket nem veszink figyelembe, azaz a kitérés
x és y irdnyu komponense zérus). Ekkor a kitérés megadhat6 az

2
i 2,2, 4" 5 e i
u (x, y, 1) fiiggvénnyel, ahol x" +y < el t20 aziddés u a vdl

tozdi szerint kétszer folytonosan differencidlhaté fuggvény. (Rigzitett t
idépillanatban az u =u({x, y, t) egyenletii fellilet adja a membrén helyze-
tét). Csak "kis rezgéseket” vizsgdlunk., Ezen azt értjilk, hogy az

(u’x)2 + (u')2 négyzetdsszeget a szdmitds sordn elhanyagoljuk,

Jeloljik p (x, y, t)-vel a "fesziltséget”, vagyis a membrén-kereszt-
metszet egységnyi teriletl darabjdra haté rugalmas erét, Feltettik, hogy
a membrén egyenletesen van a szélein kifeszitve, tehdt p (x, y, t} bdr-
mely ponton, birmilyen irdnyu, az x y sikra merdleges keresztmetszet-
ben a keresztmetszet sikjdra merGleges és nagysdga fiiggetlen a kereszt-
metszet irdnydtol. Vizsgdljuk a membrin egy tetszés szerinti feliletelemét,
melynek vetllete az x, y sikonegy dx >0, dy >0 oldalhosszusdgu

P tégl h ;

P PP, teg alap, ahol P, (xl, ye Py (xy ¥ P, (xl. ¥o)
g =x, + =y +dy. i

P 4 {x g ¥ 2) és X, =X, dx, vy 5 =Y, dy. A fellletelem felszine

dF = Vz +(u;()2+ (u;)z dx dy = dx dy
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a mozgis sorén gyakorlatilag nem véltozik, a p (x, y, t) fesziiltség ab-
szolut értéke, p{x, y, t) = | px, v. ¥ | az idSt6l fuggetlen., A feliilet-
elemre hat6 er6k eredfjének az x,y sikkal pdrhuzamos komponense zé-
rus, igy konnyen beldthaté, hogy p(x, y, 1) = Py dllands, a helytfl sem

fugg. (Az igazolds az el6z6 példdban bemutatott igazoldssal analég). Rog-
zitett t idGpontban a fellletelemre hat6 fesziiltségek tehdt érintSirdnyuak,
az x, u, ill.a y, u sikkal pdrhuzamosak, merglegesek a megfelels ke-
resztmetszet sikjira és abszolut értékilk dllandé: Py Jeldljiik az x =x

siknak megfelelS keresztmetszetre haté fesziiltségnek, a p_(xz, v, 1) vek-

tornak, az x, y sikkal bezdrt szogét, X -val. Mivel || kicsi, ezért
P (xz, ¥, tyu-tengely irdnyu komponense o} (xz, v, k= po sinoy =~

P tEOL = Py u;(x ¥ t). A kiszemelt fellletelemet hatdrol6 masik hdrom

keresztmetszetre hat6 fesziiltség (14sd 14,2 dbra):

}z(xl, v, k= - Py ux(xl, v, t,
p(x, Yo Nk ~ Po uy(x, Vor o,
p(x, Yy k= " P, uy(X. Yy 13

A felliletelem "kicsinysége" miatt az elsé két kifejezésben ye& [yl, y2] )
a mésodik kettében - x€ [xl, xz] tetszblegesen vdlaszthaté. A kereszt-

metszetre hat6 erdk u-tengely irdnyu eredfjének nagysdgéat megkapjuk, ha
az elgbbi kifejezéseket a megfelel§ keresztmetszet felliletével megszoroz=-
Zuk és e szorzatokat sszeadjuk. Az elemi membrindarabot mozgats erd
tehdt

p

o s pO[ ux(xz, v, t) - ux (xl, v, t)]D dy +

+p0[uy(x, Yor t) - uy(x, Y t)] D dx .
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u A

14.2 dbra
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A Lagrange-féle kozépértéktételt alkalmazva (s az els§ tagban y-t a ma-
sodikban x-et megfelelSen vélasztva)

_ LE ] »
P, =Py uxx (x, v, t) dx Ddy +p0 uyy(x, y, t) dy D dx ,

x £ (xl. xz). y € (YI, Yz). t20.,

Mivel a vizsgélt felUletelem méretei kicsinyek, igy minden pontjénak gyor-
suldsa kozel egyenl6; alkalmazva Newton mésodik axiom4&jit

u;(x, ¥, Y@ D dxdy =p0[u;{’x(x, y, t) +
+ v’ (x, y, ] D dxdy,
Wbcy)] y

X E (xl, x2). YE (yl, yz). t>z 0 .

P
Bevezetve a @Q- =a" jelolést és a kétdimenziés Laplace-operdtort (1dsd

V1. Kotet, (12.21)), tovdbbd figyelembe véve, hogy a feliiletelemet tetszG-
legesen vélasztottuk, (O D dxdy-nal val6 osztds utdn azt kapjuk, hogy az
u fiiggvénynek ki kell elégitenie a

9 u _ .ZA, (14.10)

hullémegyenletet.

Vezesslinkbe sikbeli poldrkoordindta-rendszert, azaz az x, v flig-
getlen véltozok helyett az 1, o uj fliggetlen véltozdkat, ahol x =rcos p
és y=rsing . A Laplace-operdtor sikbeli poldrkoordinéta-rendszerben
felirva

2 + Su + L 82u
Or 1,2 2

L L

3y

(ldsd VI, Kdtet, (16.21)).
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Ennek felhaszndldsdval az u kitérést mint r, ¢ , t fliggvényét ujbdl
u (r, @ t)-vel jelslve, az u (r, @, t) filgevénynek ki kell elégitenie a

2 2 2
37w _,2 (a 3 + 1 g“ +_!2. -3—‘21) (14.11)
Or T * r 3¢

differencidlegyenletet.

A tovdbbiakban legyen a kerlilete mentén rgzitett membrén dtmérGje:

d =2, Mivel a transzformécié sorén az x2 +y2 =1 kirvonal képe az
I, sikbanaz r=1, 0 5@ < 2T szakasz, igy

u(l, ¢, =0 0X¢@<2M, t20 (14.12)

Az y=0 x20 félegyenes képe egyrészta (=10, r 20, mésrészta
@w=2T ,r20 félegyenes (14sd 14.3 dbra), igy az

u(r, 0, y =ufr, 2T, t) (14.13)

Su(r, 0, t) - Sulr, 2T, 0 <v <
dy By , 051 <1, t20 (14.14)

egyenldségeknek teljesilnitk kell ahhoz, hogy az u kitérésaz y =0,
0 £ x £1 szakasz pontjaiban is folytonos és folytonosan differenciélhat6
filggvény legyen. A megoldds tehdt ki kell, hogy elégitse a (14.12), (14.13)
és (14.14) peremfeltételeket.

Tegyiik fel, hogy 2 t =0 pillanatban ismerjik a membrén minden
pontjdnak kitérését és sebességét, vagyis az

ulr, ¢, 0 = f(r, ¢), (14.15)
—a—“—%—%—(ﬁ —gr ), 20 (14.16)

kezdeti feltételek adottak, ahol f és g adott, kétszer folytonosan diffe-
rencidlhat6 fliggvények.
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A feladat tehdt a (14.11) differencidlegyenlet (14.12) - (14, 16) felté~
teleket kielégit§d megolddsdnak meghatdrozdsa. Mivel mind a differencidl~
egyenlet, mind a koordindtavonalak mentén adott peremfeltételek homogé-
nek, a feladatot az el6z§ pontban ismertetett Fourier-mddszerrel oldjuk
meg,

Y
i \lp A
-2 X
2T r
r=0 re{
P f)
| X P O .
/ r

4.3 dbra

El8szor egyvéltozos fliggvények szorzataként a homogén peremfelté-
teleket kielégit6 megolddsokat dllitjuk elS, Tegyiik fel, hogy (14.11)-nek van

ufr, @, t =R (@) T (14.17)

alaku nem trividlis megolddsa. Ezt (14. 11)-be helyettesitve az

2 2
R § () 4T 2 (4RO 5 oyrg s
' dt dr

+ 2420 Gy T +
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2
+L R (o) T(t)>

r d(/i)2

egyenidséget kapjuk. Azon a tartoményon, ahol R (1) @ ()T #0,
az a’R () ¢ () T kitejezéssel oszthatunk:

1 dR@ .11 dR@) L 1 1 & )

RD 2 ' r RO @ 2z J(p ap?
11 dTew
a2 T (t) dtz

Az egyenlSség bal oldala csak r és ¢ fliggvénye, t-ben dllando, igy a
jobb oldalnak is &llandénak kell lennie, és hasonléan a jobb oldal csak t-

nek fliggvénye, r és @ véltoztatésa mellett dllando, igy a bal oldal is
az, Tehdt

1 c12R(r) +1 ! dR(@m .1 1 dz(Egg_o)z
Riry .2 r R(r) dr 2 Ol d‘PZ
L1 dre
2 TO a2
vagyis
&1 2
L4TO o, T@M® = 0,
2
dt
2
1 d Rir S dR(r) +
R({r) 4 2 r R{r) dr
T
2
S SRR N X 7))




. 2 .
Ez utébbi egyenldséget r -tel szorozva és rendezve

2
2 1 d” R (r) 1 dR{x) _ 2
¥ R@ 2 TTR@m  ar xr =
dr
2 .
. “d (o) _

ugyanis itt a bal oldal csak r, a jobb oldal csak ¢ fiiggvénye. A (14.11)

differencidlegyenlet minden (14.17) alaku megolddsdnak tényezéi rendre
kielégitik a

2
d'ZF % alT = 0, (14.18)
dt
2 d2R dR 2
r +r —a;-_+ (-or"-3)R = 0, (14.19)
dr .

illetve a
(14, 20)

differencidlegyenletet, ahol o/ és 3 tetszbleges dlland6k. Konnyen beldt-
hat6, hogy a hdrom mdsodrendil kizonséges differencidlegyenlet megoldé-
sdnak szorzata (14. 11)-nek megolddsa.

A (14, 20) differencidlegyenlethez (14, 13) és (14, 14) szerint a

3 id@ _ dadem)
Oy = p@m), ie T dp (14.21)

peremfeltételek csatlakoznak. A 13,1 Példdban ismertetett médon beldtha -
t6, hogy ha 3= -b2, akkor a differencidlegyenlemek csak a trividlis meg-

oldésa elégiti ki a peremfeltételeket, és ha 3 =0, akkor (P () = <y
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lland6. Véglilha 3 = bz, b >0, a (14.20) differencidlegyeniet megolddsa
() = ¢, cos b +c,sinbg

{l4sd 10,12 Tétel), ahonnan

d

4 =b (-c1 sinb @ te, cosb¢p ).

Figyelembe véve (14, 21)-et N és c,7re a

c, = ¢ cosb2T+czsinb2ﬂ' .

bc2=b(-clsinb2'ﬂ'+czcosb2'ﬁ-)

egyenletrendszert nyerjik. Rendezve:

<, {1 -cos 2bT) - <, sin 2bT

1}
o

¢ sin 2b T{‘+c2 (1 - cos 2bT )

il
<

Trividlist6l kUldnbzé megolddst akkor kapunk, ha a rendszer determindnsa

2 2
(1 -cos2byr) -sin"2bT =0,

vagyis ha
sin 2b 77 =0,
l-vos 2b 77 = 0.
Ez utbbi b = 1,2,3,... esctén teljesill és ekkor sin 2bTT  is zérus,
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A (14.20) - (14.21) feladat sajdtértékei tehdt

_ 2 -
ﬁn =n, n=90,1,2,...,

sajét flggvényei pedig

(YPl=Acosny +B sinngy , n=0,1,2,... . (14.22)
n n gp n QO

Irjuk az igy kapott 3 n értékeket a (14.19) differenciflegyenletbe.
Ekkor az
2 dR dR

T +r +(-0&r2-n2)R=0,
drz dr

n=0,1,2,... (14.23)

differencidlegyenletet kell megoldanunk, Ha (< 0, azaz & =-A. 2,
A > 0, akkor az

2
2
IZ‘E-R' +1'_d'§ +((a.1') '112) R =0; n=0)1!2l"'
dr2 dr

differenciélegyenlet megolddsa az

R@- = J (A1)

fuggvény, ahol Jn az n-indexii elsGfaju Bessel-fuggvény (ldsd 11.1 Defi-
nicié és (11.17)). A (14,12) peremfeltétel szerint

R(D = ] (1) = 0,

vagyis ez akkor teljestl, ha A az n-indextl els&faju Bessel~-fliggvény pozi-
tiv zérushelye. A ] fiiggvény megszdmlélhatéan végtelen sok pozitiv
n
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zérus helyét rendezziik monoton noveked6 sorozatba:

A® <% e

2
(l4sd 11.5 Tétel), Tehdtaz o = -(ﬂ, (;)) , {in=0,1,2,...; k=1,2,3,...)
értékeire az R(r) = }n ( ,'L(;) r) fuggvény a (14.19) differencidlegyenlet-
nek a peremfeltételeket is kielégitl megolddsa, Ha X =0, az

2
2 +r ar nR=0 n=012,...

differenciflegyenlet Euler-tipusu (1dsd 10,1 Példa). Altalénos megoldésa

n -n
Rn(r)—clr +c2r . n=123,...,

illetve

Ro(r) = c1 + czﬂnr.

Kinnyen l4thats, hogy e fiiggvények koziil csak a o

felel@ trividlis megoldds jon szémitdsba. Egyébként ugyanis a fuggvények
vagy nem elégitik ki a (14.12) peremfeltételt, vagy a membrén r =0

=c, = 0 esetnek meg-

kozéppontjéban nem végesek. Ha végill o(> 0, vagyis - =(i & )2,
> 0, akkor a differencidlegyenlet

2

2

. +r—gr11 +((i4’.,(,r)2-n2)R = 0,

n=01,2,...,

megolddsa pedig az
o R{x) = ]n(ip_r), n=0,12,..-

- 227 -



komplex értékll fuggvény, ahol (14sd (11.6) )

n+2k

ca k
o (-1) it
J,G Q) = k=20 k! (! ( 2 )

n=0,1,2,...

Ez a filggvény azonban a peremfeltételeknek nem tesz eleget, ugyanis az
r =1 helyen

2k

co k n+2k
. _ -1 M . _
I, () = k=ZD Kt ()| ( 2 ) M B
o ok n+2k
_n - A
-t gj) kI (nHk)! (2) 70

(2 sor pozitiv tagu}. Tehdt a (14.23) differencidlegyenlettel kapcsolatos
feladat sajatértékei

2
= [7 (m);
' T (’1 k ’
és sajat filggvényei

- ) -
Rkn(r) - ]n (a' kr)' n_o!llzl"'l
k=123 ... .

2
Ir juk be az X =T (;L (E)) sajdtértékeket a (14.18) egyenletbe.

2
2 2
d'T (n) a T =0
de +(/’L k)
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differencidlegyenlet dltaldnos megoldésa

@) . {n)
K &t +blmsm A L 2t

Tkn(t) = a _ cos A
n=0,1,2,..., k=1,23,...

Igy (14.11)-nek a (14.12) - (14.14) peremfeltételeket kielégit6 megolddsai

u,(r.p,t}=J, (l(;’)f')(Cﬂk cosallt+ D, sinazl(,:’)t)cosngn +
+J, (A‘:)r)(A,,,{ cosaA’t + B, sin aﬂ([)t) sinng

n=30,1,2,..., k=1,2,3,...,

0<% . 2% 1™ - o,

0<r<1, 0_<_9952TI', t20. - (14.24)

A (14.11) differencidlegyenlet azon megold4sdt, mely a (14,12) -
(14.14) homogén peremfeltételeken kiviil a (14.15) és (14. 16) inhomogén
kezdeti feltételeket is kielégiti a (14.24) fuiggvények szerint halad6 sor alak-
jdban 4llitjuk eld. Tételezzuk fel, hogy

U(I‘,(P,t)=Z ukn(r,cp,t),

o
- O

05rL1, os®Zlay, t20, (14.25)

és a jobb oldalon 4116 sor a viltozdi szerint kétszer tagonként differenci-
4lhat6. A differenciélegyenlet és a peremfeltételek homogenitdsa miatt a
(14,24) fuggvények bdrmely linedris kombindci6ja és a (14, 25) végtelen
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sor Usszege is kielégiti azokat., A (14.15) és (14. 16) kezdeti feltételek sze-
rint fenn kell &llniuk az

o
u(r, @ ,0 = ) ukn'(r.go.o) =f(r, ¢ ),

©u . @, 0)

Ju(r, ¢, 0) Z
= =g, )
ot n=0 gt 14
k=1

egyenlségeknek. Az u_ flggvények (14.24) kifejezését behelyettesitve

kn

az

JSrey=>" (CH,CJ,, (/1(,:’)1‘) cosnp+A4,J. (/?,(k”)r) sin n¢9) ,

nk

gr.p)=ay 2(D,,J, X% )cosnp + B, J, (A7 )sin np)

n.k

(14.26)
feltételeket kapjuk,
Megmutatjuk, hogy a
(n) o, .
}n(,’L X r} cosny , ]n( A kr) sinng ,
n=0,12,..., k=123... (14.27)

filggvényrendszera Q = {(r, @w):0 <rL1, 0% @ <2 'ﬂ"} "téglalapon
ortogondlis az r sulyfuggvény mellett” (14sd IV. Kaotet, 13.4 Definicié),
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azaz

() ()
ff r] (A rjcosn ¢ J (A “r)sinnyp drdy =0
Q@ ! 5 2 )

nyn,=0,1,2..., k,k=123..,

i Rt ) =0 hak kg
r ]nl ( 5 r) cos n jnz (A 5 r) cos P dr d vagy n, #nz
()] 1 2 #0, ha kl = kz

és n =n2

I () (n,) =0 hak #ky
r j“1 (A . T} 8in nlp }nz (A . r) sinnzsa drde vagy n1 #nz
@ 1 2 #0, hak =k,

és n, =|12

(14.28)

A (14.28) formuldk kozll a mésodikat igazoljuk, a tobbi ezzel analég mo-
don kénnyen beldthaté.

2T 1
(n) (n,)
S [ S r]nl(ﬁ. 5 r)cosnlap an (A ) r)cosnz(pdr]d§a=
0 0 1 2
. () 0y 2T
= j I'Jnl(/l . r) an( A ) r) dr f cosnyp cosn, dg
0 1 2 0

(14.29)

Mivel az 1, cosx, sinx, cos2x, sin2x,..., cOSnx, sinnx, ... figgvényrend-
szer ortogondlis bdrmely 21 hosszusdgu intervallumon (l4sd IV, Kotet,
13.2 Definici6, (10.4), (10.5)és (10. 6) formula, (14.29) mésodik tényezSje
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akkor és csak akkor killénbbzik zérustél, ha n_, =n_ = n. Ekkor az elsd

172
tényezl
1 =0, ha k #k,
() {n)
[r1(a o DI (2 ) o) o
0 #0, hak =k ’

1 2

mert a {j (,'L ™ r) : k=1,2,3,... _} figgvényrendszer a[O l] inter-

vallumban az r sulyfiiggvény mellett ortogonéhs {ldsd 11,6 Tétel),
n=0,12,... .

Ezek szerint az adott f(r,p ) és g(r,o ) fuggvényeketa Q
téglalapon a (14.27) ortogondlis fliggvén;rendszer fiiggvényei szerint hala-
d6 (14.26) un. "Bessel-Fourier-sorba"” fejtjlik. A sorfejtés egylitthat6i a
flggvényrendszer ortogondlitd=a miatt elvileg egyszeriien meghatdrozhatcék
(v.6. IV. Kétet, 13.5 Definici6). Az ily médon meghatdrozott egylitthatsk-
kal felirt (14.25) sor (ldsd az Yn fuggvények (14. 24) kifejezéseit) dssze-

ge a feladat megolddsa, feltéve természetesen, hogy a (14.25) sor konver-
gens és kétszer tagonként differencidlhato.
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