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A feladatok Jelentfs részének sorszdma elftt csillag jelrés talfltha -
t6. Bzzel hivjuk fel a figyelmet arra, hogy & kitet mésodik felében
talihats megolddeok kuzbtt ezeknek a feladatoknak nem csupén &
végeredményét kztljuk, hanem & megoldéas menetéhez utmutatfst

{5 adunk.

A bekeretexzett sorazimu feladstok megoldisit részleteiben g ki-
dolgoztuk, egyes esctekben tébb megoldist is ktzltink.

A azerkesztl






Differencialgeometria

1. Téxgbrbék

Egy—= -tengellyel pirhuzamos, tfle & tivolsigbana =z
tengely ktrtl dlland6 co ‘sztgsebességgel forgs egyenesen £llan-
d6 b sebességgel mozog egy pont. t =0 idSpillanatban & mozgs -
pont koordingtdi{a; 0; 0). Irjuk fel a pont mozgdsének egyenle-
tét, ha b sebesség felfelé van {rduyltva.

Irjuk fel a térbelf pontmozgis egyenletét, ha
a) t = 0 {d6pillanathan a pont ax origében ven;

b) egy egyeuesgn moxdg egyenletesen ¢ sebesaépgel, az egye-
nes t = 0 {d6pillanatban az x tengellyel esik egybe;

c) ax egyenes a x tengely koxill w egyenletes szbigsebegséggel
forog; &8 végll

d) ax egyenes Nggleges irinyban felfelé b egygnletes sebeaség-~
gel emelkedik. )

Igazoljuk, hogy a pontmozgds kupfeliileten tUrténik]
Igexoljuk, hogy az

t} = _@coszt-!-j_ﬂs(ntcost-b_k_ftslnt

gurbe rejta fekazik ax

12 + y2 1 zz = R2

gumbtin és ax

+ y2 -Rx=0

hengeren (Vivieni-féle gtrbe).

Igazoljuk, hogy az
)= Lemtcoa pt +ied'tain ft+k 'xemt

térgtrbe majta van a



10,

i1

r=Jix ty
kupfeliifeten (kupos caavarvonal).
Melyek ax

= e dye 70k

térgtirbe azon érintSf, melyek pdriuzamosak az

x+3y+2z = 36
aikkal? {(Felirandck ez érinté egyeneack egyenletet. )

{gaxoljuk, hogy az egyenes kUrhengerre it ceavarvonal a
henger alkotdit £ilands sxtg alatt metszi. '

Keressik sz
) = (-tcost+aint)l +(telnt+cost) j+(t+ 1)k

térgtirbénck axon pontjait, melyekben az érint§ pdrhuzamos az
(y.z) il. (x,x} koordinétasikokkal.

Szémitsuk k1 ax alfbbl térgtrbék ivhkogerdit & megadott ha-
td rok ktzbet:

) = 1 [tecost+fftaimetky 0<£¢t <R,
' t, &
x{t) = 1 costcos {nlntg(2+ 4)}«&.,
t X
+ ] coat sain { aln tg(-2-+ T)}f{slnt;

{(a > 0 adott {llands); 0 =1t < %‘ ;.

£(t)=tcoa(3int)iftsln(3int)j_+2t§_; 0<t €20,

_ cont sint . ) P
) = pran i+ ch 1 _j_+(t tho) k; 0<¢ <0,



12 r@) = @-stnOL+(l-cpat)| +4enF ki 0 <t <10;

t
«13. _r_(r):!_.:uk coapt + le“t slnp t+_k_3‘e“t'

a kup csucspontjitdl e t, peraméterl pontg;

4. =at+ F3abc’] +26%Kk; 0Lty

(a és b poxidv 4llanddk);

&lS. 11=3y, 2xy =9z, 0 < x £ 2.

16-24. Hauiroxxuk‘meg ar alibbf téxgtirbék ({l1. térbeli pontmozgdaok)
kio€rs triféderének hiromt egységvektonit, hdrom sikjinak egyen-
lecét, girbllletét, toxxi6jit, sebeaaégét, gyorsuldsdt, a gyorsu-

48 érint§ és norm4 e irdnyu komponenseit ax adott ¢ paramé -

tex! poatban.
r{t) = (3(2 - 2t +!3_1 + {1 - )k ; t =2;
— ol ___t 0 )
2 3
17. (@} = {t - l)_]__+(t+Q)L+(t - tk; t0= 1
18. r(t) = 4 cost +2 stnt] + 2tk ; e =&,
- —_— ol _' 0 3 .
i9 r(r)=3t21+(2t+3)j_+3t3k- t = -1
R * bl J o ¥
S .03 2 2
20. x(t) = {t -20M +@3c+ 2}t -5k t0= t;
3 t3
21, oty = (v -2}t +([+l)j_+'—3-.k.; to=l.
22, (Y = ichet+jahetke; t=t°
23. _1:(:)=Lachtcoet+!__a'chtelnt+5¢t t=t°
(4 adott §llando);
224, 1) = et ¢ e f Ttk t=t
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25-28.

ERE

*27.

28,

29,

30.

32,

A ktivetkez( feladatokban a térgtirbe két felilet metszégvonalaként
van megadva. Ilyen esetekben a gtrhének csak geometrial jellem-
z8it gzdmithatjuk, u.i. pontmozgisrdl nem beszélhetituk, mert
cesk & mozgés pilydja ismeretes, a befutdsl tbrvényszertiség
(“menetrend”) nince mégadva. Az alébbi gtrbéknél hatd rozzuk
meg tehdt a kisér$ triéder hirom élvektordt, hirom sikjit, a gtr-

bitletet &s torziGt az adott pontban.

x + 3y + 4z = 26; xz+y2+zz=56; P(6; 4 2);
A 2

4x” -3yz+6y=0;, 3x +xz-6z=0; P(0; 0; 0);

Xy -22=0; x4+y+z-3=0; P(1; 1; 1);

Loyt ¥ -2xez=0; P(L; 1 D).

Igazolfuk, hogy az

(ty={ acoat+ja sinocsint+kacosoc aint (a és o adott
4llandok) térgrbe norm4l sikjat dthaladnak az

x=0; ytgoc+z=0
egyenesen.

Igazoljuk, hogy az

}_'(t_) = i_er cos ¢ +j_e[ ain t + Eet

kupos ceavarvonal simulésikje a kup tengelyével (z tengely) 41-
land6 szbget z4&r1 be,

Igazoljuk, hogy az

) = (F-201 + 6 -5 -k

stkgtirhe, és ixjuk fel & girbe sfkjdnak egyenletét.

Igazoljuk, hogy tetar6leges £11and6 a, b és c vektorok esetén az

=g +bttc
stkgtrbe.



33.

35-37.

36.

37.

38-40.

39.

40.

Igazoljuk, hogy az

KO =1(t -sin)+ (1 -cost) +k 4 sin —

egyenlettel adott térbeli pontmozgtis sebessége és gyorsulisa
mindentitt merSleges egymésra,

Hatdrozzuk meg azt az 41lands irdnyt, amellyel az

rt) = 2d + 3t2_j_ + 3t3§c_
téxgbrbe érint6i 41landé szbget z4rnak be, Mekkora ez a szog?

Irjuk fel az aldbbi térgtirbék evolvensének egyenletét, Az ivhosz-
szat az adott t paramétexil pontté! szdmitsuk,

r{fty=1acost+jasine+kbt; (aésbadott {llandok); hen-

geres csavarvonal; to = 0;

) = 1 et cost 1—}'_et sint+ka et; {a adott 41land6});

kupos csavarvonal; o

cost . sint . _
(t) = cht -~ The j+{t-thyk; to-O.

Meghatdrozand6 az alibbi térgérbék gorbileti kzéppontjainak
mértani helye:

{t) = L cht+jsht+ke;

hengeres csavarvonal; (egyenlete: 35. pl.}
M =et+e '+ 2tk
Milyen sikgtrbét alkotnak az

() = _{et sin t +iet +Eet cos t

térgtirbe érintSinek az (x, z) slkkal val6 diféspontjai?



42.

43.

44-46.

*45.

46.

48.

Milyen sikgbrbét aikotnak az
(t) = fa coszt+_j_a costsint+kasint

(a adott dlland6) Viviani-gtrbe érintéinek az (x, y) sikkal valo
dioféspontjai?

Hatdrozzuk meg az

t3 t2
o) = 37 i+ 5 j+&

térgtirbe binormilis egyeneseinek és az (x, z) sik ktzts pontjai-
nak mértani helyét.

Hatd rozzuk meg az aldbbl térgiirbék gorbiilet! kiirének egyenletét,
az adoit t pa raméterli pontban.

(t) = (t2-1)1+(t3—2)i+(t+3)l_<; tO—O‘;

) =lcost+jsint+kg o

x{t) lcost + j sint + _lget; to

Hatirozzuk meg az
x(t) = 3costl+6j+3Isintk
kommek az

X=y=z2

egyenestdl vals tdvolsdgit. (Tévolsigon a két egymdshoz legkt-
zelebb levd pont tdvolsigit értjuk.)

Milyen tdvol van az
2 3
r(t) = 2d + 3uj + 3tk

térgdrbe az

K+ ya - 0siktol?



Irjuk fel az aldbbi hirom ponton dtmend sik (egy) kétvdltozés
vektor-skaldr fliggvénnyel adott egyenletét, Irjuk 4t a kapott
eredményt :

49-52.

Ax+By+Cz+D=2¢

alakba.
49, PI(Z; 3; 5% P2(4; 5; -6); P3(1; 3; 2).
50. PI(Z; 1; 9); Pz(l; 5; 10); P3(0; 4; 0).
S1. Pl{—i; 4; 0); PZ(G; 3; -2} P3(~1; 0; 1).
52. PI(O; 0; 3); PZ(G; -1; 0); P3(2; 0; 0).

53.] Az

) = ia coszt-t-i‘a costsint+kasint

(a > O konstans) Viviani-gorbe minden pontjin 4t p4rhuzamost
huzunk az

egyenessel. Irjuk fel az igy keletkez§ hengerfeliilet egyenletét.

54-60. Irjuk fel a hengerfeliilet vektoregyenletét, ha adott a2 vezérvona-
la és alkotéjdnak irdnya:

54, Vezérvonal: xz - y2= I:z = 0; alkot6 z tengely irdnyu;

(TR X

55. Vezérvonal: x~ +y =8 ; z=0; a=(@; -2; 5);

56. Vezérvonal: az (x, y) sikban fekvd, polirkoodinitdikkal adott
r=acq {a> 0 4llando) spirdlis; a = (0; 2; 3},

-11 -



57.

58.

59.

60.

61-67.

63.

64.

65.

66.

67.

Vezérvonal: (y, z) sikban fekvl 9y2 + 472 = 36
ellipszis; alkots x tengely irfayu;

Vezérvonal: (x, z) sikban fekvé x2 - 922 = 9 hiperbola;
alkoté y tengely irdnyu;

h3t +j3 'shst;

Vezérvonal: =14 1
(2; 3; -6);

®

- IH

= (cht+tsht)1+(sht—tcht)k
(1; 5i -D.

Vezérvonal: r(t)
E =

Irjuk fel a kupfeltlet vektoregyenletét, ha adott a vezérvonala
és csucspontja:

Vezérvonal a Vivianl gbrbe:

{t) = ia cos?'t-l-ia costsint+kasint
(a > 0 4lland¢); csucspont &z origd;

Vezérvonal: yz = 4x; =z = 0 parabola; csucspont P(2; 1; 3);

Vezérvonal: z = xz; y = -1 parabola; csucspont P(2; 3; -4);

Vezérvonal: az (x, y) sikban fekvl y2 - x2 = 1 hiperbola;
csucspont a z tengely (0; O; 5) pontja;

Vezérvonal: (x, y) sikbell y= x4 gbrbe,
csucspont: (0; 3. 7)
Vezérvonal:

{t) = 2(sint -tcost}i+ Z{cos t+ t sin ) k;
csucspont: (0; -8; 0)

Vezérvonal:

3t 3:2
t) = 3 it k; csucspont: {(5; -1; -1).
[+t 1+t

_12-




68-70.

69.

76.

71-76.

73..

74.

75.

*76.

77-88.

78.

79.

80.

Irjuk fel az alibbi térgorbék érintSegyenesei 4ltal alkotott feliilet
egyenietét:

x(t) = 3costi+2sin ti+$;

HO = 41 cos’t + 2jsin 2t + dksing

KO = 1 e cost+je sinttke.

[rjuk fel a forgdsfeltlet egyenletét, ha adott a megforgatott vonal
egyenlete ég a forgdstengely: (V.b.: Példatdr, V. kitet 2. pont)

(v, z) sikbell 2y - 3z = 7 egyenes; y tengely kordl;

(x, z) sikbell (x - 8)° +z> = b* (@ > b> 0 4lland6k)

kor; z tengely koxil;

(v, z) sikbell z = y2 + 5 parabola; y tengely kbxiil;

{y, z) sikbeli z = yz + 1 parabola; =z tengely korifl;
r = (2cost-cos2t)i+(2sint-sin2t)j;

x tengely korll;

x - 1 =y =z egyenes; z tengely koxil,

Irjuk fel az aidbbi vektoregyenlettel adott feliletek égyenletét
(explicit vagy 1mplicit) skalfralakban s —ha lehet — £llapitsuk

meg a feltiiet tipusdt:

r(u, v) = i achuchv+jbchushv+kcshu

(a, b, c pozitiv adott 4lland6k);

_ 2
o{u, v) = 1uchv+iushv+g Sh v

r{u, v) ul + vi + uzk

rfu, vy=iacosuchv+jbsinuchv+kecshy

(a, b, c adott pozitiv £lland6k);
- 13 -



81.

*83.
%84,
*85.

+86.

%87,

#8§.

£9-93.

90.

9l.

93.
94-98.

r(u, v)=jucosv+jusinyv;

1y, v) = ichu+jshutkv;

{8 c053u+3v)i+(8 sin3u - 2v) § + 5 vk;

{u, v} =

r(u, v} = 3ichu+jv+kshuy;

u, v} = _ivshu+_j_vchu+5(l—v)£c_;

{u, v} = i(a+bcosu)cosv+1(a+bcosu) sinv + k b siny;
: . 2

(u, v) = _;ucosv+lusinv+1_((u + 1);
.|/ 2 . 2 .

u, v) = i 2u +2utlcosv+] Zu"+2ut isinvi+ku

Vilasszunk alkalmas paramétereket és ixjuk 4t kétviitoz6s vek-
tor-skaldr fiiggvény alakjiba az aldbbi kétv4ltoz6s fiiggvényeket:

[z=fx, y)]
fix,y)=h+a V.\’2+ yz;
fxo vy = are ta L s

(x,¥} = arc tg e

XAy
x -y

f(x.y) = arcig

f(x.¥) = In x¥3

2
f(x.y) * sin jx +Y¥

Milyen vonalak az alibbi felliletek paramétervonalai:

Ay s oy N

_::(u.\') - _1_‘1

(r., I, és I, adott 411and6 helyvektorok);
It I

r{u,v) ~ r{u} 4+ vay riuj adott fligavény (térgirhe) és a illando
vektor;

_[4_



96.

97.

98.

99.

%101,

102-107.

163.

104.

£105.

1G6.

r{u,v) = ¢+ v(r{u) - ch r) adott fliggvény €s ¢ 4llandé vekior:
r(u,v} = if{u) cos v + if(u) sin v + k gfu);
f(u) és g(u) adott egyvéltozos skaldr figgvények;

r{u,v) = r(u) + v £(w); r(u)adott fiiggvény:

Igazoljuk, hogy az
r(u, v)=iucosv+tju sinv + k f{u}

ahol f(u) adott egyvéltozoés fliggvény, fellilet paramétervonalai
egymisra merdlegesek.

A gomb azon pontjai, melyeken —fdldrajzi terminolégidval élve —
a hosszusigi és szélességi szogek megegyeznek, a Viviani-gor-
bét alkotjsk. Irjuk fel a Viviani-gbrbe egyenletét,

Mi annak a feliilet! gorbének az egyenlete, mely a

2 2
z = Arc tg ix—:t;l—

feliileten fekszik s az x = 2y paraméterek kozti dsszefilggéssel

van adva.

Hatirozzuk meg az alibbi felitletek érint8sikjit az adott paramé -
texii pontjiban:
' 2 2

ruvi=uvit (U tv)jE{u-v ki u=1,v=-1:

. s T
r{uv)=jucosv+jusinv+k Arctgu; u=1,v =4

4, 2, 3
_r_(u.v)=u_1+3u\fl+v khu=2, v=1,

) 2 2 : 3

ruv)=(u+v)i+ (u +v )_J+ (uw +v )k
az érintési pont P(2; 2; 2}

r(u.v} = (cos u - v sin u) i+ (sinu-vcecosu}pj+(utvik

e=0, v=1;



107.

108.

109.

#1111,

112-124.

HI3.

x]14,

r{u,v)=fucosv+jusinv+kv;

u=ua ., v=VvV_.
o Ly

Hatirozzuk meg az
ruv)=u+v)i+(u-vijtuvk
felilletnek az -

Xx+2y+ 2z =32

sikkel pdrhuzamos érintsikjét.
Igazoljuk, hogy az

r{u,v}=(a cosu—vsmgcos u} i+ (a smu+vsm§'cos u}j+

5k (a > 0 4lland6)
{M6blus-féle) fellllet P(a, 0, 0) poutjdban a fellileti normdlisok
ellentétes {rdnyltdsuak aszerint, hogya Pazu=0; v =0, vagy
az u= 2%, v= 0 parmméterértékpiroknak felel meg.

+ v COS

Szdmitsuk ki a torusz felszinét,
Szdmitsuk ki a Viviani-féle felitiet nagysdgat.

Sz4dmitsuk ki az alibbi felliletek felszinét az adott hatdrok kbzoit:

riu,v}=iucosv +jusinv + kv csavarfeliilet,

02u <1; 0<v £2%;
r(u,v}=(cosu-vsinu)i+ (sinu+vcosu)j+(u+vlk;
0 u<sth; 0<v =i
. hu - .
r{u;v} =fucosv+jusiny +5—ﬂ— (h és a >0 4llanddk), integrd -

l4st tartomdny:




115.

116.

117.

118.

*120.

*122.

123,

+124.

125-129.

£126.

127.

S, 2
r{u,v)=iu + j2ucos v+ k2usinv

0cu<l; 0=£v 2%
E(u.v)=j4chucosv+_j:4u+g4chusinv;
0=2u<2; 0 £ veER

A 2
_1_:(u,v}=_§v+_]_(u+ln 3-v)+kchv
0<u <4, tv <1,

g_(u,v) = iu +_3:(v +tgu)+kchu

0=e<sl; 2 £y =4
x2
= = . <5 £ Ly &
z 2y ¢ 0<x £1; 12y £2;
z = arc sin(sh x sh y); 2<£y£3; - ! £shx< 1
r L Shy Shy

Z = XY; (x2+y2)zéx2-y2; x>0, y =0

z:arctgz‘ fx2+y2_4.Arctgi—; x>0 y =

[
X

9
1-(x+y); x20; y20;, z =20,

N
1l

e
2]

x2 y2 X
Ty = = L. i
2z — t 5 7+ 3 =1

fs
>

Szamitsuk ki az aldbbi feliiletek kivint gtrblileti adatair:

r(u,vy=iucosv+jusinv+ kecv{c >0 4llandd);

dsszeg és szorzat gbrbulet, fégorbiletek, f6irdnyok;

z -1 In S5 ;. Osszeggorbitlet;
n <€0Ss ny

z= 4x2 - 2xy - 3y2 +x + 2y + 5; f6gorbuletek az
x =1, y =3 helyen;

- 17 -
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1 2
128, z=arch— - I/ - (x +y2); szorzatgdrbllet;

V"2+Y2

2 2 - - o e
*129. r{u,v}=(u +v }i+2uvj+(u-v)k; foirinyok, fometszetek

sikjinak egyenletei u = -1; v = -1 paraméterii pontban.

%130. Mely pontokban lesz a

x2 yZ
z= 3

hiperbolikus paraboloid osszeggirbillete zérus?

131, Hatdrozzuk meg az

r(u,v) =ifa+ b cos u) cos v tjfatbceosu)sinv +kbsinu
(a > b > 0 4lianddk) toruszfeltlet elliptikus, parabolikus és hi-
perbolikus pontjait.

132, Hatdrozzuk meg az

u, v,
u,v)y=e i+ e j+(u-v)k

felillet u=40, v = 0 paraméteril pontjidban az

=2

’

< |-

feltétellel megadott normdlsikjdval = 30%-0s szb‘get beziré fer-

demetszet gorbitletér.

-8 -



Vektoranalizis

3. Skaldr-vektor fiiggvények

133-140. Milyen felilletek alkotjék az alibbi skaldr-vektor fuggvények szint-
feluleteit:

133. u(n)=2z - xz - yz;
2
134, u(xj=x -y-=z

135, u(@® =1

136. u(r) =a. r, (a adott 41land6 vektor);

u(x) = lg Xr | , (a adott 41land6 vektor);

138. u(r)=(r - 3)2, (a adott dllands vektor);

u(r) = frzl , (e adott 4llandé egységvektor);.

140. u(r) = I/ 52 -~ (e 5)2 . {e adott 4Hand6 egységvektor.

141-145. Képezzilk az aldbbi fuggvények gradiens-vektordl:

T 141, u(n)=c 52, (c adott 41lando);

142, uw{r)=ar, (a adott dlland6 vektor);

143. u(n) = [rl:

l-
r}’

144, u(r} = |

145, u(r) =« In, (n > 1 pozitiv egész).

146. Hatdrozzuk meg u(x) = In | ¢ | gradiensvektorit a FO(Z, 3, -0
pontbarn.

_19-



147-150.

148.
149.

150.

151.

152,

*154.

155.

156.

Hatirozzuk meg az adott skalirtér adott pontjiban az elbirt irdny-
ban vett irdny szerinti deriviltjidnak értékét:

w(r) = xy° - 2¢5 tsinz; BO; 2; ) a=3i-4+12k
2

u(r)=2xy - xyz; P(L; 1; 2); a=1+3j-5k
32 .

u() =x"yvz; P(1; 2; -3); a=-2i+35] -3k
2 2

wWr) =x"y+2xz; PG3; 1; -3) a =31 - 4j+ k.

Hatirozzuk meg az u(r) =| r | skaldr-vektor figgvény irdnysze-
rinti deviglgjit az

r{t) = fcost+jslnt+k2t térgbrbe t, =
paraméteri pontfabeli érintGvektora {xdnydban.
Igazoljuk, hogy

1

u uzgrad u, -y g:radu2
grad —

H
t

u

L]
=
[

4, Vektor-vektor fliggvények

Hatdrozzuk n;eg azt a tenzort, mely a tér bdrmely helyvektord -
hoz annak az origén 4tmend ¢ (adott egységvektor) irdnyu egye-
nesen levd vetiiletét rendell hozzd. Mennyi a tenzor matrixdnak

a rangszdma?

Hatf rozzuk meg az origén 4tmend ¢ (adott egységvektor) irdnyu
egvenesre vals tikrozés tenzorét.

Hat4 rozzuk meg azt a tenzort, mely a tér birmely helyvektord -
hoz annak az origén 4tmend ¢ {adott egységvektor) normilisu
sikon valé vetiletét rendell hozzé.

Hatd rozzuk meg az origén 4tmend ¢ (adott egységvektor) normé -
lisu sikra val6 tkrbzés tenzorit.
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157, | trjuk fel azt a vektor-vekior fiiggvényt, mely a tér tetszdleges

pontjdhoz annak az

¥ ~ 1 y—3_z+I

egyenesen valé vetiiletét rendeli hozz&! Tenzor-e az eredményiil
kapott vektor-vektor fiiggvény?

Melyik az a tenzor, mely az (1; 1; 1) vektor irfénysban A-szo-
ros nyujtist végez?

158/a) Melyik az a tenzor, mely az g(el; ez; e3) irdnyban {e egy-~

ségvektor) A -szoros nyujtist végez ?
z

158/b Melyik az a tenzor, amelyik a tér vektoraft az 3°Y= >
egyenes irdnyfban 14-szeresre nyujtja, majd tiikrézi az egye-

hesre ?

Melyik az a tenzor, amelyik a tér vektorait a 2x - y + 2z
= 0 sikra tilkrdzi és a tiikorképet 9-szeresére nyujtja ?

158/¢

%159, Melyik az a tenzor, mely az origén 4tmend, (i; 2; -2) {rdnyu
tengely korill o¢= 30%-0s szbggel pozitlv irdnyba elforgatja a tér

pontjait.
160-166. Szdmitsuk ki az aldbbi vektor-vektor fggvények divergenci4 jit
és rotdciejit: '

2
¥(r) =1 r :
2
161, ¥ =1 e£ H
162. w(r) = (ax r)xr, ahol a =i+ j+ks

2 2 2 2 22
163 v(r) ~ ("2 i+ (2 +x ) j (s + ¥ )k

2 2 2
164. v(r} - Xyzi+xy zjtxyzk:

X
165. _g(r)r—z 2}+—2x—i’l+l§;
X +y X t+y



166. v(r) = exy_i + eyzj + ezx_l_c_.

167-170. Szdmitsuk ki az aldbbi vektor-vektor fliggvények divergencifjit
és rotici6jit a megadott ponthan:

167, w(r} = 3xi+xyj+zly P(l, 2; 3)

2 2. 2 2. 2 2
(x -y )ity -z)j+(z ~-x}k, P2 1; 0}

i}

168. v(r)

169. g(£)=3—’f_i+3 j+xz k, P 2; 3):

2 2 2 2 2
170, w(x) = (< -y @ -2 ) j 2+ O P(Os 1 2).

Szdmitsuk ki az alibbi vektor-vektor filggvények derviiltenzorit

171-172.
divergencidjit és rotdcis6jit:

s

71 v(r) =

.
i “

"

172, v(x) = grad In frj.

173-178. Szdmitsuk ki az aldbbi kifejezéseket:

173, divgrad| ¢ |;

174, div grad ; :
r

175. rotgrad| ri: ,

r
176, grad div. ——
fri

2
177. graddivy . 1
178. rot rot (¥ i+ ¢ j+ ¢ k).
179. lIgazoljuk, hogy
rot rot v = grad div v - Av.
[80-193. Szdmiisuk ki az aldbbi vonalintegrdlokat:

- 92 -



vir) = -yi + xj; A(l; 0) ponttsl B(0; 1) pontig a két pontot tsz-

i81.

*182.

*183.

184.

185.

186.

[87.

=188,

*189.

£90.

£191.

szekotl egyenes meneén;

mint 180., de az ut a két pontot dsszekitd egységsugaru koriv;

mint 180,, de az ut a két pontot dsszekits

Y(x} = ‘, 1 - x parabolaiv;

5 ; az origét egyszer kionilvevs zart gorbe men-
X +y

tén pozitiv irdnyban;

vix) = (x+ yz)i + (x2 - zz);: + (xy + z)ks A(l; I; 1) ponttél

B{0; 3; 5) pontig a két pontot tsszekité egyenes mentén;

mint 185. az ut azonban a két pont kbzitt el§szor az x, majd az
y és végll a z tengellyel halad pirhuzamosan;

vi(r) =yzi+zxj+xyks A(-1; 2; 0) ponttdl B(S; 5; 9) pontig a
két pontot dsszekité egyenes mentén;

mint 187, az ut azonban a két pont kézbtt elGszor az x, majd
az y és végll a z tengellyel halad pirhuzamosan;

v(r) =yz i+ zxj+.\'_y_k_;£(t)=_iArcsint+(t2+1)j+t3K;'
0£t £1;
PSP )
vir) = 2x -5 i+ (x-2)lg
2 .3
@@= - i+{ -Hj+tk; 0zt £2;
vir) =y r{f)~ 1 cos?t+ jcos tsint+ksint

Viviani-gbrbe; 0 <1 £ —} ;
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*192,

%193,

194,

195-198.

195.

196.

197.

198.

Y=ty rnie Yz e x4y 2D

@ =1lcht+jshe+2tk; 0<£t<£2

22
¥(x) = 2xyz I+xzj+x yk; integrieibés ut a z = 3 sikban fekv§
2 )
x2+ y = 1 ktirnek ive az A(l; 0; 3) ponttol a B(—E— ; A H 3')

pontig, V2 V2

A koordinitarendszer kezd@pontjiban elhelyezett M ttmeg a
P(x, y, z) pontban elhelyezett tomegegységre a fizika tanitdsa

szerint

r

B () ™

erst gyakorol, ahol f a gravitdcios dlland6. Mekkora az ertér
ellenében végzett munka, ha az egységnyl tomegpont az

r{t) = fcost+sint+kt

esavarvonal mentén mozog a t = (0 paraméteri! pontbdl kiindulva
a t = 4 paraméterl pontig?

Potencidlossk-e az aldbbi veltor-vektor fliggvények; ha igen, hol;
&g dllapitsuk meg a potencidlfiiggvényt:

3
v(r} = (2x ~dxyzyi+ 3z -~ 2x2z)j + {9 yz2 - 2x2y} ks
T, 9
v(r) = Y2 {(2_\- +Xyz+ ygz + yzg)i +
)]
+ (2y + x3z +xyz+ xza)l +(2z + x3y + xy3 + xyzz) 15} )

w{r) =t (42} + 7K
1+ (x+yz)

2
D 4
25y X 1+21y§2 K.
4-z 4 -z (4-z)
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199.

200-206.

201,

202,

*203.

Potencidlos-e a

yitx]
¥(r) = 5
Xty
vektor-vektor fiiggvény ? Ha igen, hatirozzuk meg a potencidlfiigy-
vényt. Szamitsuk ki a vonalinfegrilt a kivetkezd zart gérbe mentén
x(t) = 1 cos t + j sin t + kt csavarvonal 0 £t £2W;
x=1,y=0egyenes 2>z 20 (irdnyitis lefelé).
Miért nem zérus a zért gorbére vett vonalintegr4l?
Szé&mitsuk ki az aldbbi felllleti integrélokat felfelé mutato feliile -
ti normdlis mellett:

vir) =yi+zj+xk 2 feliilet origéd kbzéppontu, egységsugaru

gimbfeliilet azon része, melyre

y(r) =xi+ yj:a feliilet origé kizéppontu, 4 egységsugaru gomb-
feliilet 1. temyolcadba es0 azon része, melynek vetiilete az

x2 + y2 - 4x = 0 kor fele;

(r) =r: a feliilet

| =

r(u,v) = i{a + bcosujcos v+ jla+ beosu)sinv+k bsinu

(a>b>0 £llanddk) toruszfelilet (x, y) sik felett levo része;
1 i
vir)=-—i+ y— j. a feliilet az
) 3 . 3 . 3
r{u,v) =5icos ucosv+ 5j cos usinv +5ksin u

s¥2

forgas! asztrois feltllet z = ) sik felett levd része;

2
v(r) = -yxi - xyj vzk; a feliilet z = x2 - y hiperbolikus
paraboluid azon darabja, melynek vetiilete az (x, v) sikon:

-2 x %2, -3 Ty T3,
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206.

*207.

2 2
v(r) = £; 4 feliilet z = x +y [forgasi paraboloid xz + y2—4x=0
henger belsejébe esd része;
R : 2 2 _ Yoo g
viry =(y +2) i +xzj+(x +y)k; aleltilet z =;fe1ulet azon ré-

sze, melynek (x,¥) sikon valé vetiillete az 1. fbrin lathaté,

¢

<

RN

MHNNN

1. &bra

Hatdrozzuk meg a

24
A . XHZ A :
¥(r) = (2x - sin \Iﬂ)y (e -y i+ Vx2+y2+3x)5
vektor-vektor fugpvény feliileti integriljdt arra a zért feliiletre
2 2 ‘
vonatkozélag. melyazx +y <1; x20; y20; 05252 térrészt
hatdrolji befelé mutatd normilis esetén.
Szemléitessik az alibbt feladatokon a Gauss-Osztrogradszki
tételt ugy, hogy mind a feltlet!, mind a térfogat! integralt kisza-
mitjuk:

2 2 2
v(r) * yi ¥z xky atéreeszix” 1y vz 1,
y 20, z20,
2 )

2 ) 2 . 2 ..
v(r) (-x iV z)it{x-y #z)jr(x+y -z )k atCrTesz;
0cx<2 0<2y<2 0£z<£2,
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210.

211

212. v(r) =

214-218.

2217,

218,

v(r) = (x - 2z} i+ @x+ y) j+ (x -y + z2) k; a térrész:

x2+y2+zzé4;

5 2 2.
v(r) =r; a térrész: 0£z%55 —--Z-V X +y 5

(R > 0 4llandd);

A gomb ktzéppontjdra vonatkozs imercia nyomatéka:

/] (x2 + y2 + 22) dav.

)

Szamitsuk ki ennek értékét fellileti integriltként a Gauss-Osztrog-
radszki -tétel felhasznéldséval.

Szemléltesslik az alsbbi feladatokon a Stokes-tételt, hogy mind a
feltileti, mint a voualintegralt kiszAmitjuk: -

v(r) = (x + 2)i+(3y - 2z) j+{5x - 3y) k; a felitlet Jc2 + y?' = 1;
z = 0 alapktrt és (0; 0; S) csucspontu kuppalést;
v{r) = xzzi + zyzl + nyE; a fellletz = 4 - x2 - yz forgési
paraboloid z > 0 darabja;

. . 2 2 2
v(r) = (xty+z)itxyzj+x k; afeliletz=x +y forgdsparabo-
loid azon része, melyre x* + y° < 4;
¥r} = (x-yhi+ (x+ylj+xyk; a fellletz=xy hiperbolikus pa-
raboloid azon része, melyre x2 + yzé 4,
v(r) = (y4 dz)i-(x+ 22)j - (3x -2y} k;

a feldlet az xz + y2 1 7.2 = 4 gomhfellilet azon része, melyre

y20; z > 0.
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Megoldasok

Az egyenes t = 0 1d0pillanatban az x tengelyt metszi. Tetszlle-
ges t 1d6pontban az egyenes és az (x, y) sik dtféspontjdnak koordind-
tél: x = a coswt; ¥y =a sinwrl; az egyenesen mozgo pont z koordiné-

téja pedig bt. Tehét a pontmozgds egyenlete:

t)=lacoswt +ja sinwt + k bt.

A mozg4is pélydja: hengeres csavarvonal.
y=ictcoswt +jctsinwt +k bt

A felilet egyenletét ugy nyerjtk, hogy a térgirbe egyenietét skaldr-
paraméteres alakban irjuk és a t paramétert kikliszobdjiik:

x = ct cos it
y = ct sincwt
z=ht

&g a felitlet

x2+2~-£—- 22
EA )

kupfelillet.

A vektor-skalar fuggvényt dtirjuk skaldr-paraméteres alakba
(14sd el6z6 feladat) s x, ¥ és z értékeit a megadott felllet egyenleté -
be helyettesitve, azonosségot kell kapnunk.

Az 1(t) vektor merdleges a sik normdlvektordra. Mer6leges
vektorok skaldris szorzata zérus. Igy a skaléris szorzat zérus volta
t-re — lényegileg — masodfoku egyenletet szolgdltat.

A két megoldis:

! -4x _ 3y+1 _ 1-22

4 3 2
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4-x _ 3y+8 _ ., _
7 = =% =2 -z

A ktrhenger alkotdinak irdnyvektora k, a csavarvonal egyenlete
pedig
rfty=iacosbt+ja sinbt+kct

ahol a, b és ¢ adott llandek. A keresett szdg: az érintévektor é5 k
4ltal alkotott szdg. Ennek (ill. a cosinusdnak) t-t6l fuggetlennek kell

lennie.
t = kX (k egész); (y, z) sikkal pdrhuzamos érint6jli poutok paramé-
tere,

t=0¢és 2k+ 1) —‘25~ (k egész); {x, z) sikkal pdrhuzamos érint6jii pon-

tok paramétere.

) =i¥tcost+ Visint+kt

15({):{_((:03t ~I/t_sin{)+i( sin t +i/l—'cost) + kK;

2Vt

1
5 - 2)2
[ £t} | ={( cost -i’?siut) +(i"—E +tc05l‘y'+l} =
21T 2Vt

-,

t
p—_ Ny
-+
~
-+
S
[——
85 | e
1
+
N

Az ivhossz szAmitasanal fellépd integrdl improprius, de konvergens:

2X 29

oo [ (= s[5

0




10.

1l.

12.

13.

14.

15.

1+ a ;—L
27 V14,

10.

20.

A csucspont paramétere t = -0 .

ot
L. oﬁ2+ (32+oc2 3‘2.

ol

a+ 2b.

A térgorbe itt két fellilet metszésvonalaként van adva, Jelen
példsban a gorbe paramétexes egyenlete Is egyszerlien felirhat6, ha
az x-et valasztjuk paraméternek:

Xx=t
1 2
y=3 ¢t
2 3
z 27t

)=t + 1 t2 + 2 t"k;
]_-()"_ 3 _j_ 27 Iy

Az eredmény: 37 "

K18szor kiszamitjuk az elsd hirom derivalt értékét a t, helyen,

ot) = (.'it2 -2+ t3i+ {(1-tk,
()= (6t - 21+ 31’21 -k,

() = 6L + 6y,

u

(1) = 6}

-3[-



(2)=8{+8] -k
$(2)= 100+ 12) -k, [H2)| = 245=7 (s,
£(2) = 61+ 12§,

T(2) = 6f.

Az érint6 egységvektor:

£
£=——- = _j.'.g_.._ i + 12 j - 1 k.
¥} 7§ 7Ws © 1¥s
A gorbdlet:
[£xi]
K’ =—".
.3
L]

(Természetesen ~unden érték a t, = 2 helyen veendd. )

Ixr= i i 1 k| =6(21-j+8k),
100 12 -1
6 12 0]

[txE|= 6/ 69; [£]°=343.5. /5 = 1715 /5,

. 6 169 ’
""1715[’5' '

A binormalis egységvektor:

Tehit

8
j+ k.

2
b= fe—j
Y69 3] )
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A fénormdlis egységvektort a b és t (ilyen sorreadben vett) vektori
szorzataként nyerjlk,

E: ng.: ! l _j— E =
7¥s V69 ) o 8
10 iz -1

L (-o51+ 82 +34K).

7V 345

A simul6sik normélisa a binormélis, egyenlete:
2Ux -8) -(y-8)+8(z+1)}=0,

vagy:

2x -y + 82=0.

A pormilsik normélisa az érint8, egyenlete:
I0(x-8)+12(y -8 -(z+1)=0,

vagy:

10x+ 12y -2z -177=0.

A rektifikalés sik normiélisa a fénormalis, egyenlete:
-95(x - 8) + 82(y - 8) +34(z+ 1) =0,

vagy:

-95x + 82y + 34z = -138.

A torzid:
PEE
T =
lix ¥l

Y P = (fx DF = 6(2-j+8k. 6] = -36,

3
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A sebesség veklor:

v=1I=10{+12j -k

A sebesség abszolut értéke:
[v| =v=715.

A gyorsulds vektor:

a=71-= 61 +12f.

A gyorsulds abszolut értéke:

fa[=a= 6 V.
A gyorsuldsvektor felbontdsa érint6 és fGnormalis irdnyu komponens-

re:

=

%% -7 ¢
Mindkét oldalt szorozva t egységvektorral skaldrisan, és figyelembe

véve, hogy a merdlegesség miatt t. n = 0, kapjuk:

¢ = 9
2.7 4o
tehat
2
- ENCESE) L gorerzy - - —2— 7= 22
! 7/s 7Vs 77s

Majd n-nel szorozva skaldrisan:

2
= a.n=(6l+12)) L (-951+82) +34K) =

v
¢ = 7{34s
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6
L6 gt
7y 345
Tehét
e 1 b
7{s

A feladatot megoldottuk, vagyls minden kérdésre vélaszt adtunk,
A tovibbiakban egyes adatokat més médon fogunk kiszdmitani.
Tekintstk pl. a gyorsulds felbontdsinak képletét:

2
t+-— n.
¢

=N

\
£

g:

(=N

Képezve az
d
a-S-t=a-@.ut

vektort, ennek irdnya n és abszolut értéke v2-tel osztva a gorbiletet

adja. Az elGbbiekb6l

204
ats= ’
7V
és igy
v2 204 1 ‘
n=a-(a-0t=6i+12)- L= 10+ 12) - K =

T 7¥s  7fs

61 +12j——§40—; (10i + 12§ - k) =

L (-570i + 492j + 204K).

245

Ennek Irinyiba mutat6 egysdégvektor, vagyis n (az egyes komponen -
gek oszthat6k 6-tal):



1 (-951 + 82] + 34k),
7V¥345

és az abszolut érték:

o _6.7.V3%5 _ 6/36
g 245 35

v2 = 245-tel osztva, kapjuk a gorbiiletet:

-'1—='2C __6¥345 6 345 __ 6 -69

Q 35. 245 1715 25 1715 5°

A gorblletet és a fénormélist kiszémithatjuk az els6 Frenet-képlet
segitségével 1s:

dE dE ds
T = . 5T TX.n.v.

dt ds ° dt

Ehliez azonban ki kell 4ltalénosségban szémitani t érint§ egységvek-
fort:

P (Gt-2i+30 -k

- r

E:

Trg «

&s ezt kell a t paraméter szerint derivalnunk:

} 2 4
VS(){ - 24t 4+ 4+ 9 + 1

i 61 + 6tj ]
dt
V‘}t4 +3t.‘3t2 - 24t +5
1 36t3 + 72t - 24 Z
- = -9 “i -
> 3 {6 -mi+3 k).

27
(9!4 + 36[2 - 24t + 5)°

t helyébe = 2-tirva:
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17.

18.

dc 6(i + 29 :
— = 2 Goerz-p -

de -9 745 245V 245

R (-951 + 82§ + 34Kk).
245 245

Ez n irényba mutat és v = ¥ 245 -tel osztva az abszolut értékét

6 6 69
K=—r . TV3I4 =Tz - = -
2452 1715 5

Hasonl6an lehetne a torzi6t is kiszdmitani a 3. Frenet-féle képlet
segitségével, de b vektort 4ltaldnossdgban felixni, majd t szerint de-

rivélni, nagyon munkaigényes.

—L— (7 8 1)

£=-§- ¢ 1 2y n=
V234
b= —— G -& I
{26

simulosik: 3x - 4y - z+12=10;
normi4l sik: 2x +y +2z -3=10,
rektifikals sik; 7x + 8y - 11z - 24 = 0;

2§26 . e 3
K= a7t 7 I
v = (2, 112} [vi= 3
16 2
a = (2, 0, 6); [a|=m; §=~§-t+-§y26n.
(= —14 (2fE no n= - —— (8 10V3; 373,
17 V391
2
b = —— (V3; -2; 4)
V23



8 2 23

]
simulésik: ¥3x - 2y + 4z = —3 r= 171 17

o~ 4
T PR

T T3t

normél sik: Zﬁx—y-zz =33 -

rektifikdls sik: 8x+ 10/ 3y+313z = 46 +21 /3;
= (2% L 2 |y|=V11s a= (2 -¥3.0)

V 3 l} 23
= N = e 1 —
2| {7, a=3 7 + 2 7 a,

1 !
- t= 13 (-6, 2; 9y n= -7 (7; -6, 6);

b= - —— (6,9, 2)
—_ ll ¥ E) :
tmul6sik: 6x + 9y + 2z = 21; x= =2
Sim N Y = M = 171 ;
normdlsik: 6x ~ 2y - 9z = 43;

pprt — 6
rektifikdlsé sik: 7x -~ 6y + 6z = -3; T = - SETE

v = (-6,2,9); yvi= 154 a =6, 0, -3)

e ST O
m {42
b= —— (1 L -1y
V3
3 3
simulosik: x+y-z=8§; =031
normélstk: x - 3y - 2z = -8;
I

rektifik4ls sik: Sx - y + 4z = -20; T = 3
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21.

v = (L 3 2; |v|=V14 a=@&06G 2%
laj= 2/2 2= 2_ o+ 2 m
/14 /42
f- Ao on= = G 10 15
yi1 110
_’Z_)=—f}_—'(1‘,0;—3)', '}C='i2T“ 'ig‘:
10
simulésik: x -3z =-2; =0
normélsik: 3x + y+z= -%};
rektifikals sik: 3x - W0y +z = -7
v=@; L1y |v]=15G a = (6; 0; 2);
jafl= 210, a2 = 20 t+ 20 .
F Y110
1 k
t = ?:7 (Lehe +j+ 3¢ )
2 ¢]
n= —=— -ktht;
= ch t = o
1 L3
= -i th STy
b V7 (1 t(flﬁi cht )
- t
. ) . _o
slmulésik:  x th 4 v+ h to o to

normiélsik: x sh t + vy ch t,tz

X
cht
o

rektifikalo sik: -z th tu

-39
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t +sh?2t;
0 0

i1+t tht;
o ©




i 1
xX= ; T= 5

2ch2t 2ch’t
o [
Z:éshto+ichto+g; I!f = ]/:‘Z-chto;
_z;:lchto—rjshto; [g_f =Pch2to;
a = 2teht +m,
= = 0
£=_L— {g(sh t, cos t()-cht0 si.uto)+
Vacht,
+ j(sh t sin to+ch t, cos to)+15};
n S S -i(cht sint +sht cost ) +
= o o o o

- ﬁch t
[

+ l(ch t, cos to - sh to sin to) - l_c};

- - f + -
b h . (-1 cos L, isin % k sh to),

gimulgstk: xcost ty sin to -z sh to = a(ch ty " to);

normaélsik: x(sh to cos {o - ch to sin t-o) +

+y(sht sint +cht cost)}+z =
o o] o o

=zafsht cht +t}
af o o o)'

rektifikéls stk x{ch to ain to + sh to cos to) -

-y{cht cost -sht sint )+z=-a{cht sht +t };
¥ 0 0 o o) ( 0 o o)'
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24.

th to . 1

x = : L= )
V_Z.acht ach ¢t
0 o

1=a{1(shtocosto~chtosmto’)+
4+ j(sht sint +cht cost )+k};
=" o o ° o =

v =a¢2_cht;
| o

2a sh to(-_i_ sin t0 +jcos to); Igl = 2a sh to;

§=
}/— 2
a =F¥2ash t0(£+g).

( et ) ( t -t
N T SR U A o
= t <, o= t -t !

e + e e+ e ¢
(o 5 )
€ ;e 3 FZ
b = :
- to =t
e®+e®
-t t0
simulésik: € % - e y - /—22 = -2 to;
t —to 2t -2t
normalsik: e% - e y + I'r:'l—z=eo-e 0+2t;
0
to -t
rektifikals sik: fox + ﬁy+ (-e  +e O)z =
{to —to
= 2 - + }.
}[_e (1 to) e (1+t0) :

A gorbtiletet és a torzidt a Frenet -formuldk segitségével szamithat-

juk. A torzi6nal vigydzzunk a negativ elGjeire.
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25.

|
n
p—
o

t
o
a = (e ;e
% oy -
(e - e %+l
Tekintsttk paraméternek x-et, és y-t és z-t az x paraméter figgvé-

nyének: y = y{x); z=z(x).
Az Implicit féggvények derivdldsi szabdlya szerint:

_8_:

1+35" +42z° = 0
2x+ 2yy" + 2z =0/:2 )

A szémoldsndl természetesen x' = 1, y és z értékeit behelyettesitve

a

3y’ +4z" =-1
' +2z2 = -6

egyenletrendszert kell megoldani. Ebb3l

Tehat
. 11 7
i=(n -5 3)

tHasonl6an szé&mitjuk I-tis a (x) egyenletbll, figyelembe véve, hogy

x" =0
3y +4z" =0

3‘2 LY} 12 e
L+y T Hyyt 4z +zzh =0
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Az ismert értékeket beirva:

9" + 42" =10

wpogmn oy . 121 49 _ 39
4y" +2z" = -1 25 25 = 5 -
Igy

"—-—-—7—8—-‘ z"-—il..z_-

A T - 750 ¢

és

. 78 . L7439 ., 4
£=(0 -35 55 ) “50 (& % Y

¥ meghatérozdsa ugyanigy torténik, ezt jelen példiban azonban feles-
leges kiszdmitani. U. 1. ¥ értéke csak a torzi6 kiszdmitdsdndl
szlkséges, Itt azonban sikgdorbérdl 1évévn 626 (x + 3y + 4z = 26 sikot

jelent), a torzi6 0.

39 e je. 20) = -32 (1 3
(-5; 15, -20) = -5 (1 3 4

is!
"
I
h
~
22
=}

Ixr
b=——"—7=7- (1; 3; 4)
£ x £l V26
1 :
n=bxt=-— & L -2).

/30

Simulosik: x -6+ 3y -4+ 4z -2) = 0

vagyls
x + 3y + 4z = 26,

A példibol is 14thaté, hogy a sikgorbe simulésikjiban fekszik.
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26,

Normdlsik: Sx - ily + 7z = 0.
Rektifikdio sik: Sx+y - 2z = 30.

A gorbiilet:
e || _ 39V2% .5 1
= = = ,
I£] 50 . 195> Y30
ugyanis
195=15. 13.

A gorbitlet elemi uton is szdmithat6, ha észrevesszik, hogy a sz6-
ban forg6 gorbe kor: gomb és slk metazésvonala. A sik tdvolsiga az
origotsl, a gomb kbzéppontjétol, Y26 és a kor sugara Pythagoras té-

telével szimolva [30. Ennek reciproka a gbrbllet.

Ezt a feladatot — el§szor — az el6z6 példa megolddsdtol eltérd modon
tirgyaljuk. Ez visszavezethetd u.i. paraméteres alakra. V4lasszuk

paraméternek az x-et, legyen x = t. Ekkor
2 )
4t ~3yz+ov=19
2
I+ -6z=0
A mésodik egyenlethdl z-t, majd az els6bdl y-t fejezzitk ki:
'
T 6-t
2
6t - t3

3_t2 + 2t - 12

S}
"
(IR

Ezzel megvan a paraméteres cléllitis és a megoldis a 16, példa

menetével egyeztk:
x = I

Az elemi mitveleteket elvégezve:
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act - 4 ¢ 48t - 144t

. 4
3 3+ 2 - 12
5= 36t - 3t2
6-0°
A tovibbi derdvéltak - szintén a szUkséges eleml mitveletek elvégzé-
se utdm:
=0

39 -196 + 180t> - 108t + 216

v

.32
3 @ + 2t -12)°
. 216
©-0°
v= 0

. 32 ( 7(-57t2+360 t - 108) (3t2 +2t - 12)
3 @+ 2t - 12°

| 3(6t + 2) (-19¢ + 180¢° - 108t + 216) )

(3t2 +2t - 12)4

648
©6v?

Z =

L4thato, hogy a deriviltak kiszAdmitdsa meglehetfsen munkaigényes.
Mivel x a paraméter ég az &6irt pontban x = 0, azért a dexrivaltak ér-

tékel a t = O paraméterértéknél szdmitandok:

r=(l; 0; 0)

1™
I

. Y
(0-'391)17

H
£ - (01 O' '2_.)-
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Szimitsuk ki a derivaltak értékeit az origéban az el6z6 feladatban al-
kalmazott eljirassal.

4x2—3yz+6y=0
9 P(0; 0; 0)
X" +xz-6z=0

8x -3y'z -3yz" + 6y =0
=y =02z =0

6x+z+xz' -6z =0

yzh =1

i

8§ -3y"z - 6y'z" ~3yz" +6y" =0
}éyﬂ .

642z 4+ xz" -62"=0

S3y'tz - 9y'z' - 9y'z" -3yz’ "+ 6y " =0 I
:jyll'l=0; z-!!‘ii'-

3z +xg’" -62"" =0

A tovabbi szdmolds mar ugyanugy folytathatd, mint az el6z8 felada-

tokndl.

27.

t=(L; 0; O} n = é ©; 4 -3)

1
h_ g (Or 31 4)!

simulosik : 3y + 4z = 0
normilstk: x = 0;

rektifikals sik: 4y - 3z = 0,

t

K

Megoldhatjuk mindkét m6don. lmplicit figgvényként derivalva —akér-
csak az el6z6 pbldandl — a szimolds sokkal egyszerlbb.

Szémol4s nélkl felirhatjuk a slmulésik egyenletét:

x+ytz=0

és megadhatjuk a torziot: T=0.

_46_




28.

30.

31.

i 1
t =7 (lv l- 0)- o= — (If 11 —2'
=7z o - )
b= -—1—- (1; L, 1)y
3

normélsik: x ~y=0;
rektifikils sik: x -y - 2z = -2;

stmulésik: x ~y+z=1;
normélsik: x+y=2;

rektifikélo sik: x -y - 2z = -1;

1
T=1

A simulésik és a z tengely altal bezdr szig

arc cos
Fo

3x +2y+3z+16=0.

a) me qldés
Egy r{t

ax + by + cz = d sikegyenlet, ahol

2 .2 2 .
a“+b” + ¢ # 0 és amelyet a gorbe minden pontja kielégit.

) = x(t) 1 +y(t)j + z(z)k gorbe sikgorbe, ha 1étezik olyan



Feladatunkban

ax+by+cz= a(t2 - 2t) + b3t - ) + c(-tz - 2)
={a - c:)t2 + (3b - 2a)t - 5b - 2c.

Ez a kifejezés csak akkor lehet minden t-re dllandé értéktt, ha a pa-
ramétert tartalmazé tagok kiesnek, azaz, ha

a-c=0.

és

3b -2a =0,

Ez teljestl, haa=c#0ésb= 3

Teh4t a gorbe val6ban sikgorbe. A sik egyenleténck fellrdsahoz le-
gyenpl. a=c=3, akkorb=2ésd= -5 - 2c = -16.
A keresett sik egyenlete tehdt

3x+2y+3z+16=0.

Meglegyzés: & = c = §-b6l b = 0 adédna, s igy fenti feltevéstinkkel el-
lentmondé4sba kerlliink: nincs sik-egyenletlink,

b) megoldds

Ha egy gorbe sikgorbe, simulésikja dllandé. Ezért elegendS a simu-
1651k normélisdnak (binormalis {rdnyu vektornak) az elGallitdsa.

Feladatunkban:
i ] Kk
rxc = 20-2 3 <20} =61 - (FAv+ 44 41) - Ok
2z o -2

A simuldsik normilisdnak irdnya tehdt a 3i + 2j + 3k (4lland6) irdnyu

vektor.
A sik normélisdnak, s egy pontjéiak ismeretében a szébanfor-

g6 slk egyenlete felirhai6.
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34,

c) megoldés
Sikgorbe torziéja T =0.

Azt kell tehst beldtni, hogy £ T I vegyesszorzat
bekivetkezik, ha — mint jelen feladatunkban is — I

0. Ez biztosan

= 0.
Az érint§ vektor:

. 2
I(t) = 21+ 6tj + 9t k.
A keresett irdny:

v = ai +bj + ¢k,

ahol a, b és ¢ egyenlére ismeretlenek.
i(t) és v vektorok 4ltal bezért szog legyen g, tehat

28+6tb+9t2c
cos § =
: ﬁ+36t +81t r+b +c

A feltétel szerint cos " 4lland6. Jeloljik a

cosg‘ I/a +b +c2

&llando6t g-val. Ekkor cosy kifejezésébél dtrendezéssel

(2 + 9t2) = 2a + 6tb + 9t2c.

Ez az egyenlGség csak

a=q; b=0 ésc=q

esetén 4llhat fenn. Vagyls
=qli+k

tehit a keresett irdny 1 + k vektor irdnya és a s20g

2
2 t
+9 _ 1 . 72450.

- +

cOB ‘K =
egroh{z (2
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35, Legel6szdr ki kell szdmlitan: az ivhosszat t = 0 paxamétertdl kezdve.

'{(t)=—1asint+lacost+lgb;

(i) = fa” +b%
t

8 =f Vaz+h2dt=tpaz+b2.
0

Ebbél

&s a hengeres csavarvonal egyenlete az ivhossz fllggvényeként:

E(s)=1accs——£—-—+]asin 2 + k bs .
v 2+b2 Va2+b2 ,[fa2+b2

a

Ennek s szerintl derivdltja a t(s) érintd egységvektor:

dr

a S
= mHe) = L sl e+
PRI V22 4 b2

N a s b
+ j———— cos +k .
- 2 I/ 22 |/ 2
V;2+b a +b a2+b

Maost méar felirhatjuk az evolvens

p(s) = x(s) - st(s)

egvenletét:
ple) = (acos ; S 25 sin g YL+
;2 2
La er2 pa +b2 b az+b2
+ (a sin —— -2 co8 ? ) .
2 2z
[2en2 {a?en? a4 v
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A hengeres csavarvonal evolvense tehét sikgorbe. Ha az
5 helyébe visszairjuk a t paramétert, akkor az evolvens

2 2
a +b

egyenlete:

g(t}::(acost+atsint)1+(asiut-atcost)i,

36. [_)'(t) = ietsin t - ietcos f.

37. p) = CO8 ¢ ‘¢ sintcht+costsht i+
- cht Chzt

2

sint costcht ~-sintsht t
(cht -t )l+( 7 —tht)g.
ch't ch’t

38. A keresett mértani helyet az

5® = O+ —— 20

egyenléttel kapjuk. A gb'rbtﬂetet- és a fénormadlist az els§ Frenet-kép-
lettel szdmoljuk:

d
dar
Tehat

r)=icht+Jsht+kt

ity =isht+jcht+k;

ds

/
3 fv[=]£]= "shzt+ch2t+l= V2che,
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39.

40,

41.

1 H
t=—— (@ the+j+k ——)
ﬁ ht
i%__}_.(i 1, shey
a T bl chzt)
t
dt z cht ' [v] "1 a - 2ch2t ’
1
=157 -ktht;

&8 a keresett mérxtani hely:
El(t) =3lcht+]sht+k(t- sh 2t).

2 2
b b
gl(t)-7 L—a— cost ’13— sin t + k bt.

1ok

t -t t -t
r,(t)=(2e te N+(e +2 )]+
1 -V

Irjuk fel az adott térgtrbe tetszbleges t paramétert pontjdban az €rin-
16 paraméter legyen A.

t6 egyenletét. Az egyenesben szerep

-

t .t t
ty=1le sint+je + ke cost;
. t .t L
rt)=1e(sint +cos t)+je tke (cost - sint).
Az érintd egyenes paraméteres egyenletrendszerc:

| . t

x=e sint+ Aef{gintt+cost)
t {

y=e + Ae

z=-et cost+ ]\et {cos t - sin t).
Az (x, z) sik egyenlete:
y=0.
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y helyébe belrva az egyenes megfelel§ egyenletét:
e+ e =0.
Innen

A:'ir

és a keresett gorbe paraméteres egyenletrendszerét az egyenes egyen-
letrendszerébdl ugy nyerjik, hogy A helyébe (-1)-et irunk:

t
x=-e Cost
y=90

¢
z=e sint

Legyen az (X, z) slkban a poldrszig ¢ = t, az origdtsl valo tdvolsdg

g = x2+22,

akkor a keresett gorbe polirkoordinitds egyenlete:

o=c?,

vagyls eredménylnk logaritmikus spirdlis.

. [/ (x - ap
42. y= 2a - x

4 4 2
43, z = 3 (4z - 3x} [169 (4z - 3x) +I] .

44. A gorbilleti k&r kdzéppontjiba mutaté helyvektor

it.

1
c= —_—
c=x+ 5 1

Az elsd Frenet -formula segitségével (1dsd. 38. pl.) meghatarozzuk

X -t ésm-t.
2 3 ..
ry=( - i+t -2)l+(t+3)5;

() = 2tl + 3t2_j_ +k;



|i(t)] =]yvf= V4t2+9t4+ L;
2,

2+ 30+ k

t=2 ——————;
V'4t2 + 9t4+ I
2+ 64 _ 8t+36t3

dt
-dT =
I 4 v ot 2Va? v ot 41

és ezek értékel t{l = (-nél:

2t + 3:2'_j_+ k),

r=-1-2j+3k

=k (v[=L t=k

a garbtileti kéir kbzéppontja pedig

I
- = ] -92j c.
c=-5 L-2+3k

A keresett kor a simulssikban fekszik. A binormaélis:

b=txn=}J;

a simulosik egyenlete: y = -2.
A gorbtleti kor egyenlete:

2
Py 2 1
(x+2) + (z - 3) —Z,y~-2.

A gorbliled kor kdzéppontja:
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46,

47.

sugara 2 egység, és sikja

T
-== 0.
x+z 2

A gomb, melynek egyik fdkbre a gorbtilet] kbr:

2
CrgrnieE-3) =4

A gomb és sik pontjainak helyvektora, azaz a keresett kor vektor-
egyenlete:

=1 ﬁsint+i(—1+2cost)+1_c(i2t— - ZSLut).

2 2 2
P 1 2 T B
x-yt+tz=2; (x+3) +(y+3) +(z 3) =3 -

Az eredmény sik és ggmb metszésvonalaként van megadva. Paramet-
rizidlds csak a gomb paraméteres egyenletrendszerének segitségével

adhaté,

A feladat lényegében szélsGérték meghatirozds. Jeldljuk az egyenes
és kor egy-egy tetszbleges pontjdnak tdvolsdgnégyzetét A-val:

A= cost—J\)2+(6~]£)2+(3 smt-Jl)z.

(Az egyenes egyenletében szerepld paramétert most A -val jeloljuk. )
/\ két véltozos fuggvény: t-nek és A -nak filggvénye. Ennek a fugg-
vénynek kell a minimumdt meghatdrozni.

;)_{l_ =2(3cost -A){(-3sint)+2@sint -A}. 3cost=
=6 sint - 6Acost;

gf =-233cogt - A)-26-A)-2@s8lnt-A)

2
24} = 6Acost+ 6Asint;

5



44.

2
9L _ .
3t33\—-6sint 6cost;

A

o =06,

32

_%%— = 0 egyenlethl A= 0 éstgt= 1 ktvetkezik.

2B -

IA

= 0 egyenletbe A=0 értéket helyettesitve: cos t+ 8int

egyenletet nyerjuk t-re; ennek val6s megolddsa nincs.

-1- TR . St
tgt = 1-b8l t_l el 6, = adodik.

= 0-ba:

' A
¢t -et helyettesitve
1 y A

6 +6-3a=0>A, =2+ V%

——n

2

és t, -t helyettesitve:

A =2-V2.

2
A Hesse-féle determindns csak &y, Ay értékparmial pozitiv és ebben

az esetben minimum van. Tehit a keresett tivolsag négyzete:

Aoy =2 122 =302/ 2 - 1

és a tdvolsdg:
@{z-n¥3.
/2

e
-

3
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r, ~I, =b.

49. Legyen Ia Pi pont (i= 1,2,3) helyvektora, I,-x =2 és 3 i
a és b a keresett sikkal pérhuzamos vektorok, melyek —ha a hérom
pont nem fekszik egy egyenesen — nem pirhuzemosak, Ha a sik tetsz6-
leges P pontjénak helyvektora r, akkor ez pl.

r=rx +ua+vb

alakban fejezhet ki, ahol u és v skaldrls mennylségek (2. 4bra).

L=ty +ug +vh
Jelen esetben

2. 4bra

=21 +2f - 11k,
- - 3k,

i

o
H

és a keresett egyenlet:

r(u,v)=(2+2u - v) i+ (3+2u) J+(5 - lu-3v) k.

Ugyanez Gauss -féle alakban:

x=2+2u-v
y=3+2u
z=5-11u - 3v.

KikUsz6boljuk az u és v paramétereket: a masodik egyenletbdl
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50.

51.

52.

53.

_y-3
u= 2 r

az elsGbbL:
v=2-x+y-3=x+y-L

u és v kifejezéselt a harmadik egyenletbe helyettesitve:
11
z=5-5 (-3 -3(-x+y- 1)

vagy
6x - 17y -2z +49=10..

g(u,v)=(2 -u -2v)1+(1+4u+3v)i+(9+u - 9vik;

39x + Iy - 5z - 44=10.
rlu, v}= (-1 +uM+{4-u-4v)] +{-2u + v)k;

9x +y+4z+5=0.

{u,v) = 2vi - u}_ +3(1 -u-vk;

3x - 6y +2z - 6=10.

A henger felilet egyenlete, ha vezérvonala r = r(t) és alkot6jdnak
irinya a:

Ly r{ul 4 vt




54.

55.

56,

57.

58.

59,

60.

61.

Ebben a példiban:

2
r=iacosu+jacosusinu+kasinu+iv+jv+kv;

a keresett egyenlet tehat

r=r{u, v)= (v+ac082u)_i_+(v+a cos u sinu) j+ (v +a sin u)k,
r{u,v)=1ich u+1shu+5v.

x(u,v) = (8 cosgu +3v+ (8 S].ﬂall - 2v) |+ Svk.

r(u,v}= iau ;:os u +1(a u sin u + 2v) + 3vk.
r(u,v)=iv+2jcosu+ 3k sin u,

r(u,v)=3ichu+jv +kshu,

(o, v) = (2v + 4 ch°u) I+ (3v + 3 sh30) j - Gvk.

r(u,v)= (v+chutushu){+5vj+(-v+shu-uchu)k.

Az origé csucspontu kup vektor
egyenlete, melynek vezérvonala

= x(t): -u=const
T = x{u,v)=v r{u).

Ebben a példaban

2
rfu,v)=1avcos u+
+javcosusinu+kavsinu,

Ha a kup csucspontjdnak helyvektora

c és vezérvonala x = r(t), akkor a
kupfelillet vektor egyenlete:

4. abra

r=x{u,v)=c¢c+v{r(u) - ¢

Iizt az egyenletet ugy nyertik, hogy
a kup csucspontjénak helyvektordhoz hozzdadtuk az alkot6 irdnydba

esb r(u) - ¢ vektor v-szeresét (5. 4dbra). Persze az alkot6 irdnya
¢ - r{u) vektorral is megadhaté és a kupfelilet egyenletét ugy is felir-
hatjuk, hogy eldszdr az r = r{t) vezérvonal egy pontjdhoz mut~+6 hely-
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63.

64,

65.

66,

67.

68.

S. 4bra

vektorhoz adjuk az alkot6 Irdnyvektordnak v-szeresét:

x(,v) = ) + v(x() - c).
Mi az elébbl egyenletet fogjuk hasznélni. Tehdt a vezérvonal

2. .
r(t) = t 1+ 2tj.

és a kup egyenlete:
r(u.v) = 2i+ j+ 3k + (u2 - 2) v_i + (2u - I)V_j: - 3vk =
=@2+uv-2i+(L+2uv -9 it - 3v) k.
l)
r{u.v) = (2 £ uv - 2v)_i + {3 - 4\')1 (-4t v 4v k.

ruv) =iv shu+jvchu#5(l -vk.

4
aw it 34 uv-3dvpj(l-vk.

3:(;1.&') -
riu. v} v(sinu - ucosu)i+ 8 - 1)j + 2v(cos u 4+ u sinu)k.
2
3 uv
c(uv) 51 -V (-1 T \')_j_+ (-1 ML +v)g.
L+u I+u

A kérdéses felulet egyenlete dltaldnosan:

r(u, v} = @) + v ).
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69.

70.

71.

Ebben a példdban
r{u}=3icosu+2islmutku

és

()= -3t slnu+2jcos u+k.

A kérdéses fellilet egyenlete tehét:

r(u,v) = 3(cos u-v sin u)i+2 {sinu+veosuw)j+ (u+v) k.

r{u,v) = 4(coszu ~v sin 2u)i+ 2 (sin 2u+2v cos 2u) |+ 4{sin u + v cos u)k.

- u ) Cu
r(u,v) = e [cosu+v(cos u-sinu)ji+e [sin u+

+v(sin u + cos u)} i+eu(l+v)g.

Az egyenes — egy — paraméteres egyenletrendszere:

_2y-7 y=3t+2}
z 3 = z=2t -1

A y tengellyel bezdrt pozitiy forgdsiranyu sziget v-vel jeldlve a for-
gisfeltlet vektoregyenlete:

r{u,v) =i(2u-~1) sinv +ii(3u +2)4 k{2u - l)cos v.

Ennek a feluletnek — alakilag mas — vektoregyenletéhez ugy is eljut-
hatunk, ha kupfelliletként tekintjilk a forgdsfeltiletet. A kup csucspont-

7 p .
ja, a (G; 7 0) pont, vezérvonala az (x, z) sikban fekvd origé kdzép-

pbntu 3Z egység sugaryu kor:

7 7
=173 cos t+k 3 sin t.
A kupfeluler egyenlete:

(L -v} 1 Kkovsinu.

| =)
Li ).,

L7 .
r{u,v) Ijveosudt )
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72,

Igen egyszeril annak igazoldsa, hogy a formallag két killonboz6 vek -
toregyenlet ugyanazt a feltletet dllitja el6. Ktisztboljuk ki a paramé-

tereket:

forgisfelitlet kupfellilet

x{u,v) = (2u - I)sin v x{u,v) =;§v cos u

y(u,v) =3u 42 .Y{U.V)=';‘(1 - V)

z{u,v) = (2u - I}cos v z(u,v) =-§v sinu
Az els6 és harmadik egyenlet négyzetisszege:

2 2 2
X +z'2=(2u—1) x2~1-z2=(3z v)

A misodik egyenletb6l u-t 11l v-t kifejezzik és a négyzetosszeg jobb-
oldaldba helyettesitjik: :

_¥Y-2 -1. 2
u 3 v=1 7y

g 2 [29-7\% 2 2 {7 2 \?
x +z =(—X§~—) X +z =(§- -3 y)

A két egyenlet ugyanaz.

A megforgatott kor paraméteres egyenletrendszere:
x=a+ bcosu;

z= b sin u.

Az x tengellyel bezért pozitiv forgdsirdnyu szog legyen v, akkor

r{u.v)  i{ad heusuycosy 4 jid heosulsin v + kb sin u.



73.

74.

76.

77.

6. 4bra
2 . . 2
r{u,v} = i{u +5)sinvd jutk{u +5)cos vy
. s 2
r{u,v) =iucosv+t) usinv+kfu + 1)
r(u,v} = i{Zcosu~-cos 2u}+ {2 sin u - sin 2u) cos v +

+ k(2 sin u - sin 2u) sin v.

irjuk az e egyenest paraméteres alakba s fejezzlk ki egy tetszdleges
pont z tengelyt6l valo tdvolsdgat:

2 . ]/ 2
(v =1 Y2u"+20+1cosv+j [2u + 2u+ L sin v+ ku

[rjuk a vektoregyenletet kétviltozds skaldr-paraméteres alakba:

s(u.vy=achuchyv
ylu.v) = bchushv
z{u.v) = ¢ shu

Az allandokkal osztva képezzik a négyzetek killonbségéc (hiperboli-
kus flggvényeknél igy célszert! eljdmi, gondoljunk az alaptsszeflig-

gésre:

2 2
cht~sht =1}k

t~
)

= 1.

X
2

Tl

z_
2
C

[
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78.
79.
80.

81.

82.

83.

84.
85.
86.
87.
88.

89.

A feltilet kétkopenyU hiperboloid.

2 2 2
52_ D S 52_ = 1; egyktpenyil hiperboloid.

z=0; (x,y)sik.

2
x2 -y” = 1; hiperbolikus henger. Ldsd 54. pL

[ ] %)

2
3z 2z 3
( ) + (y+) =4 LésdS5. plL

X 22 = 1 hiperbolikus henger. Lésd 58. pL
25y2 - :Z.’Sx2 =(5 - z)z. Lésd 64. pl.

[ 2 2
(l':t2 +y -a) + 7.2 = bz, torusz. Ldsd 72. pl.

2 2
x +y =z-1; l4sd 74. pl.

2
"
Z:u(‘+2y2 -4 (z+ —;—) = 1. L4sd 76. pl

gy kétvéaltozos fuggvény végtelen sokiéle képpen parametrizdlhaté.
Ha a felitlet explicit alakban van adva:

7 = f(x, )

akkor a parametrizilds egészen formilis s lehet:
X=u, y=v, Z*< f(u, v}

vagy vektoralakban {rva:
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r(u,v) =ui+ vj+ fu, ‘)_I_{.

Szokds megtartani az x és y betﬁi(et is:

rix,y) = xi+ yj+ f{x,y)k.

A kétviltozés skaldr-skaldr fugpgvényeknek ezt a formélis parametri-

z&lasht e most kovetkez6 példdk megolddsainal figyelmen kiviil hagy-
juk, bér a kés6bbiekben (pl. vektor-vektor fiiggvények feliileti integ-

riljdnak szdmitésakor) sziikséglink lesz ri.
Megoldés:

X = ¥ COS u; y = v &8in u;

ekkor

és gy
z="h4 av.
Tehat

r{u.v)=ivecosuz jv sinu+t (h+av)k.

Mésik megoldds:

x~-l-l- g v; -2
=z BV YT
ekkor
2
X2+ 2— L(Iz +])——__9_2_~__.
y - 2 gv - 2 2 ¥
a a cos v
ég igy
z=h+ .
COos Vv
"ehdt

i

u u
rfuv) i tpve j—d k(hd
- -2 fa - Cus v
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90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

rfu,v) =ivcosu+ jvsinu+kuy

r(a,v) =u(sin v + cos v}i+u(sinv -cosv)j+vk;
u, v,

ru,v)=eite j+ (u+tv)k,

vagy:

utv u-v

‘ 2., 2
rfu,v)=e it+e i+ uk;

£(u,v)=_iusinv+jucosv+ksinu.

Az adott egyenlet slk egyenlete, melynek 3 adott pontja Pl' 2_’2 és P3.

Ezek helyvektorai adottak. A v = b=const. paramétervonalak:

ru) = r, + (g, - giut (g -5

egyenesek, melyek irdnyvektora r, - I, és helytk b-&xtékétol fiigg.

A paramétervonalak pirhuzamos egyenessereget alkotnak.
Hason!6an 14that6 be, hogy az u=a = const. paramétervonalak

is egyméssal pdrhuzamos egyenesek, irdmyvektoruk- ry - I {Lasd
2. dbra).
A hengerfellllet paramétervonalat:

v = const: az r = r(u) vezérvonal parhuzamos eltoldsaibdl adedik;

u = const, : alkoték egyenesei. {Ldsd 3. dbra. )

A kupfeltilet paramétervonalai:

v = const. : az r = r(u) vezérvonal eltolt és nagyitott 111, kicsinyitett
gorhél;

u = const. : alkotok egyenesel. (Lésd 4. abra.)

A forgastest paramétervonalai:

v = const, : merididn gorbék;

u = const. : korok.
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98.

100.

101.

Vu:

8. dbra

7. abra

v =b = const.: £l(u) = r(u) + bx(u) térgorbék;

u = const: az r(u) térgorbe érinté egyenesel,
Az R sugaru gomb paraméteres vektoregyenlete:
ru.v) =_§l{ Ccos U Cos v oA iR cos u sin v 4 1_<H sin u.
A Viviani-giirbe eseténu=v =

2
r{ty ik cos t+ jRcost sin t + kR sin €.
Vilasszuk paraméternek az y-t- y = t.
r(t) = 2ti+tj+karc g St.

Az érintést pontot ugy kapjuk, hogy az adott paraméterértékeket a
felitlet egyenletébe helyettesitjuk.

r(f; -1)= -i; azaz P(-1,0,0).

Az érintésik normalvektora

=
i
|
oo-
1
<
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103.

104.

105.

106.

107.

108.

110.

o o=vituj+k ol - =1+ 2j+k
r=ultj -2k PO RS S R

n=3{+3] -3k
Mivel a normélvektornak, csak az irdnya [ényeges, a fenti n vektor

-;— —dal szorozhaté &s az érinté sik egyenlete:
x+y-z+1=0.
iy
XxX+y-2 2z= 2= 3
Yez= {2- 5

3x - 32y + 128z + 16 =0.

Az adott érintési pont segitségévelu és v meghatdrozdsira az aldbbl
egyenletek szolgélnak:

Megoldis: nincs érintdsik.

2x+y+z-2=0.

xsinvo —ycosv0+zu0 - u0v0= 0.

Ix + 4y + 4z -3 =0.

A torusz egyenlete:

rluvl R heos ulcos v 8 j(ae I cos u) sin v + k hsinu,

ahol a kér kézéppontjinak a forgsstengelytdl mért tivolsdga a, b pe-

dig a megforgatott kor sugdra, 2 > b. A hatirok: mind u, mind v 0-t6l

2R -ig viltozik, Az alkalmazott képlet:

R | P ,
E = et xx [ du dv.
J

(Tu,v)
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Ebben a példdban:

rl'i:—lbsinucosv~jbslnu sin v +kbcosu;

r’ = -ifa + bcosu) sin v + j(a + bcosu) cos v;
I, Ji

1 4 k
r'x;;=b(a+bcosu) -sinucosv -slnusiny -~9su =

-sin v CO8 ¥ t]

=bla+bcogu)(-lcosucosy -jcosusinv -k sin u);

];1'; x;;'=b(a+bcosu),

2 AW 9
F = f b(a+bcosu)dudv=43abR",
V=O ) -u:O

Megjegyezztik, hogy ez az eredmény sokkal egyszerubben adédik a
Pappus-Guldin tétel alkalmazdsival.

A Viviani-feltlet a gombfeldletnek az a része, mely : beible egy
gombsugir atmérdji henger hatdrol, a gomb kdzéppontja a henger
paldstjara illeszkedik. (Ldsd 3. pl.} A gomb vektoregyenlete (R a

gomb sugara):

il

riu.v) = il cos uw cos v + jlii cos usinv + kR sin u.

A henger dtmérdje essen az x tengelyre. A meghatdrozands felszin
4 egyenlG részre oszthat6. Az [. térmyolcadba es6 részt szdmitjuk.
Hatdrok megallapitisa a hatdrvonalak (u, v} sikon val6 felrajzolisdval

tdrténik.
A hatdrvonalak egyenlete: v = 0; u=v. .
kzek az (u,v) sikon nyilt tartomdnyt hatirolnak. Hozzivéve u = —=

pontot (a gumbon v tetszbleges) ez az (u, v) slkon egyenest jelent s ez
zdrja le az integricids tartomdnyt. Tehdt a hatdrok:

0<u< %5—; 04y “u.

Eredmény: 2R2(:T- 2).
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112,

113.

114.

115.

Ezt a feladatot az

mes F = [[VEG—FZdudv

(Tu,v)

képlet alkalmazéséval oldjuk meg, ahol

E=r2; F=rrx; G=r,
~u Uty v
;u=§cosv+§sinv;
r =-fusinv+jucosv+k
L i vtk
2
E=1; F=10 G=u +1.
1 2% 1
2 1 2
mes F = 14u dvdu=2T V. 1+u du.
u=0 v=0 u=0

Az integrélt u = sh t helyettesitéssel szimoljuk, Eredmény:

mes F = (Y2 +arshl).

/2

Az u paraméter megfelel 2z (x, y) sikban az orig6tsl valé tdvolsdgnak,

v pedig a poldrszbgnek.
Tehit a hatdrok:

1
Nl?—“\
N
-
[N
m‘m

0 <u < acosv;

Eredmény:

5
% al l[;lz +h.

—S-si‘— QV7 - 1.
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116. 81?(2#% sh 4).

117. 4sh 1,
118, 2 sh 1.
119. A feldlet felszinképlete, ha az egyenlet z = f(x, y) alakban van adva:
mes £ = f/ teele? axdy.
‘ . !
(Tx,y)
Jelen példiban:
x x2
Gy LT
2y
2 e o 2 2
pHE T £ =1 + = [1+ =]
¥ 4y 2y
/ l 2 13
F:f ] (11——_)(1)((1 = —
) 12
y=1 x=0 ¥
s
120. V1+f'2 + 7 = chxchy .
. X b4 — Ty
1 -shxshy

innek x szerintl integraljdt t = sh x helyettesitéssel azdmolva:

chy arc sin {sh x sh y).
sh v

Lredn ny:

f(rsh3 -1nsh 2}
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121.

122,

123,

124,

125,

Ha az integréldisi tertomdny egyenletét dtirjuk poldarkoordindtikra,
akkor l4thats, hogy a tartomény az r = Vcos 2¢ lemniszkita I. sik-
negyedbe es része.

Eredmény:
5 0K
9 12 °

Az Integriciés tartominy meghatdrozdsa itt 18 poldrkoordindta -
rendszerben torténik.

Eredmény:
2 2
111 [ e T i 2
2[3 i+ 3 (4 -2)+-§— ar sh 2-!-3:|
13
i2°

Vezesslink be elliptikus koordinitikat.
Eredmény:

2228 /2.

Elfezbr kiszdmitjuk a sziksbges deriviltakat, majd ezekb6l a Gauss-
féle ele6-, és mésodrendd f6mennyiségeket :

r=iucosv+tjusinvtkcy,
r =icosv+]jsiny,

Tu ‘
=-lusinv+jucosvtke,

v
r =0,
“ud
r =-isinv+jcosy,
Taow :
yr =-lucosv - Jueslnv;
L E
-2-1- =rr =0 -2‘~21u"
B =F, " B TR0 Byt LT :
{Ur\’rUU
= -U'
bIJ [r x:[
u ¥
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b = — vTuy c .
12 - irz—"f *
!qugvl c +u
“u ]-:v vy
bZZ_ 'r xr | = 0.
~u’ vl

A szorzat gorbiflet:

2

Ko © % = Byy Py "Pyy ) 2 )
s S 2 (2 4u?)? ’
811822 " 812 ¢ ru

az 8Bgszeg gorbllet:

gy Py " 2812 Pyt 8y by

H= ’Kl + 7C2 = _ b = 0_
811 822 " Bp2
A fégorbiileteket megad6 egyenlet:
2 T
¥ -Hx+K=0,
- ¢ - _ C
azaz ‘Kl =73 2 ¢s 762 = - 3
¢ tu ¢ +u
A foirinyok:
- x
i P2 T*Bi (ngy Y gzz)
T T b, xg,  \"¥ T T, Fs,
) by *Ey ba "X
‘1{1 -hez tartozdé féirdny:
“a c c2 + u2 22
k‘:" = - — P = - c +u ;
i [, 2 2
c +u

v = 1 vélasztis mellett

A 2 2 . : 2 2
£1=-( ¢ +ucosv+usinv)i-(}fc +u sinv -ucoesv)j+ck.
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Hasonldéképpern +opjuk a ?Cz-hﬁz tartoz6 (Sirdnyt:

2 - 2 2 .
g2= (Vc +u cosy ~usinv)i+ (Ve +u sin v+ucos v)j+ck

126, Parametriziljuk form4lisan a fellilletet:
_ _ 1 co8 nx
=, y)=xi+yj+ o In S ke
Eredmény: 0.

1162
167 ) 334

T

127. H=0,3805=
K = -0,00046 = - *1.3_2_;
167
?Cl =(,3817; ;cz = -0,0012, .

128. -L

Ha csak a fometszetek irdnyait kell meghatdrozai, akkor - Taa
kdvetkez8 egyenletet irhatjuk fel:

A f8irdnyok: t, = IT+]3

A fG6metszetek sikjaf az adott pontban a aormilisra és a {dirdnyokra

{lleszkednek:

z=0, x+y=4.
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130,

131.

132,

b 0

A g by, - 289 byt ey by T
feltételbdl] a
3> - g2 - 6=0

Usszeftiggést nyerjik. Ez a térben egy hiperbolikus hengert jelent.
Ennek és az adott

L
EET2 78

felliletnek kozcs pontjai a keresett pontok. Irjuk az adott fellllet egyen-
letét

6z = 3x2 - y2

alakba, s hasonlitsuk dssze a kapott

ij2 - y2 =6

egyenlettel. Innen

z= 1.

A keresett pontok tehdt a z = 1 slkban fekv6

3x2 -y2=6

hiperbola pontjai; vektor egyenlete:
rt)=i2cht+ j6shiqk.

— -
1 3ic < 2

*

Elliptikus pontok 0 cuc

parabolikus pontok u= —— és S+

(%]
2

hiperbolikus pontok % <y< 5

A ferdemetszet gorbtiletét, x -t, Meusnler-tételével szamoljuk:
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X
n

cos %

X =

alol % a normilmetszet gorbillete:
1 2 2

13
bnu +2b12uv+b22v

1}2+2 uv+ 2
811 B2 B9g ¥

Eredmény: - § .

133, z= &+ yz + ¢ forgésparabololdok.

4

9. 4bra
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134, z=x2 - y + ¢ parabolikus hengerfeliiletek,

135.

136,

137,

10, dbra

x2 + yz + z2 = ¢ origé kbzéppontu gombfelliletek,
Azon sikok tsszessége, melyeknek normélvektora a,
Legyen a = al+ bj+ck, |
ekkor

axrx= iz -cy)- i{az - ¢x) + k{ay - bx).

A szintfelllletek egyenlete
am—cw2+@z-cmz+@y-bm2=u§,

ahol u = const,

A szintfeltiletek tehdt misodrendl feluletek, A feltfletekr6l tovibbiakat
csak a médsodrendt felllletek esetén szokisos vizsgilat sordn tudha-

tunk meg,
Ha a feltlletnek nem az egyenletére, hanem a fellegére vagyunk

kivdncslak, geometrial megfontolds vezet kbnnyen célhoz, Ugyanis

[axz[=u

egyenlibséget olyan r vektorok elégitik ki, melyek az adott a-vatl £1-
lando (uo) teriflettf paralelogrammait alkotnak. Ilyenkor r vektorok
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végpontjai pedig egy olyan kirhenger fellletén helyezkednek el, mely-~
nek tengelye az origon halad 4t és a irdnyu,

I
=

| @ xr|= const.

11. 4bra

138. a végpontja mint kbzéppont korll elhelyezked6 koncentrikus gombfeldl-
letek.

ez

139, u = (x| =er.

o |r

Hae=1cosar+jcosfh+k cosy, akkor a fellilet egyenlete:

xcosut ycosfitzcos g _ u

2 2 32 °
l/x +y 4z

A tort eliminilisa €s négyzetre emelés utdn misodrendl feltiletet
kapunk eredménytt,

A midsodrendd fellilet alakjit geometriai megfontoldssal dllapit-
hatjuk meg: e r° a két vektor 4ltal bezdrt szdg cosinusit jelenti s ez
dlland6 1évén, 1 csak olyan vektor lehet, mely e-vel 4llandé szoget
zir be. 1 vektorok Usszessége tehdt origé csucspontu, e tengelyird-

nyu kupot alkot,

140, Korhenger sereg, melynek tengelye az origén dtmend, e irdnyu egye-

nes,
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141, gradu=2c 1,

142, gradu-=a.

143, gradu = !—g-‘— .

x
144, gradu= - ——%——
[x]
145. gradu=n || n-2 o

1
146, graq u (1_:0) =77 (21 + 3] - k).
147, Az irdnyszerinti derlvilt skaldr értéket jelent:

e grad u,

ahol e az adott irdnyba mutaté egységvektor,

gradu = (y3 - 2ex)i+ 3xy2 jtcoszk;

gradu(go)=6g—15; la] = 13;

e grad u (;0) = 13 -

148, ggradu(l_‘o)= Vi, 4.

149, 0

150. e grad u(;'o) = Q.

1

X i 2Z
151, egradu= - + + .

2 10 10 5
x2+y2+z [— V_— r

A vektoralgebrdbsl ismeretes, hogy valamely r vektornak e egység-

153.
vektor irdnydba esé vektorvetllete:

={e. 1)

=<
nm-
e
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154.

155.

156.

157,

A skaldr és vektor mennyiségek sorrendjét csexéljik meg:

v=efe. 1),

. és a skaldris szorzat rdsdndl alkalmazzuk a matrix irdsmédot:

v=efe’ D.

Matrixok szorzata asszociativ:

X

)

15
0

iw
ne

=

-

A keresett tenzor

x
=e €,

=3

és matrix rangszima I,

A feladat megoldisinak menete: a tikrozendd X vektort feibontjuk e
irfnydba es6 és arra merdleges komponensre, majd r-hez hozziad-
juk 2 merdleges komponens (-2)-szeresét. Eredmény:

I=2ggx-§-
T=E-ge.
T=E-2¢"

Jeldljtk az egyenes Pl(l; 3; -1) pontjinak helyvektorit gl-gyel, az

egyenes {rianydba mutaté egységvektort ¢-vel:
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1
{21

a vetitendS P pont helyvektorit r-rel és a vetilletét y-vel. A P1 -b6l
ennek vetlllete az egyenesen (153, példa):

{2; 4 1),

e

P-be mutaté vektor ¢ - I

e -z

1

A )4 vektort megkapjuk, ha a fentl vektorhoz még az I, ~et hozzdadjuk:

X
v=eeg (r

£ £ )+ £1 '.
vagy a matrix-aritmetika segiteégével 4talakitva:

)+ ( -e *)

1]
ey
ne
1

I

g:

Iy
ne

A kapott vektor-vektor fliggvény linedris, de nem homogén, tehdt nem

tenzor,
Helyettesltsiik be az ismert adatokat:

v=a- 21z 4 rx]+gql o0 o0
4 ¥ 6 1 0
1 z 0 0 1
- r21f2 4 )1
21
4 3

-1

[

Ha elvégezzilk a kijelSit milveleteket, a

= —lﬁ {(4x+ By +2z -5)i+ (8x+ 10y +4z+ [1}j +

TE]

+(2x - 4y 4z -34)k }

vektor-vektor fUggvényt kapjuk.
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158. A feladatot a ktvetkez§ 1épésekber oldjuk meg:
elGszir transzforudljuk a koordindtarendszert, hogy a megadott
{1, 1, 1) irdny az uj kcordindtarendszer z tengelyével essen egybe,
azutdn elvégezzlik a nyujtdst, majd az uj koordindtarendszert vissza-
transzformdljuk, Ha az uj koordindtarendszerben a helyvektorokat

vesszdvel jelsljtk, a transzformicis:

r
¥

-
=
1™

ahol M a transzformdlé izometrikus tenzor, Mivel r = {1; 1; Dirdny-
nak r = (0; 0, 1) kell, hogy megfeleljen, azért M utols6 oszlopdban
az (1; 1; 1) vektor irdnyu egységvektor kell, hogy 4lljon. A mésik két
oszlopba olyan egységvektorokat kell irnl, melyek merélegesek (1;

1; 1) irdoyra és a hirom sorrendben vett oszlopvektort jobb-rendszert

{1; -1; 0) vektort, ak-

alkot. Irjuk pl. a misodik oszlopba az 1
kor az els6 oszlop vektorit az V:?

{4
(B
o

A g noxwny=—2 |1 4

.0
ﬁ Vé— 1 1 1

vektor] szorzat adja. Az M transzformé4lé tenzor tehét

1\__4:—3— -1 V3 V2
a -1 -3 V2
[ 2 o V2

A transzformilds tenzora pedig

_l _ Mx'

=

A transzformilt rendszerben a z tengely Irinyu A -szoros nyujtds:

T = 1 Y] 0
4] i 0
0 1] A

Feladatunk megolddsa ezek utdn:
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IT=MT' M =

=é— B! 3 /2] 1 0 0 -1 -1 7] =
-1 -3 12 0 1 0 i3 -y3 o
| 2 0 1z |0 0 A fz fz 2

1 — -

=—3— 2x -4+ -l+A L.
~lHA HA -lHA
SIHA -HRA 267

158/a T=(A-1)ee +E.

Az r vektort felbontjuk e-vel pirhuzamos és e-re merdleges kom-
ponensre (Id. 153 pl.). Az e irdnyu komponenst A -szorosra nyujt-
juk. Igy v = A efer)tr-eler)

(A-1) ef{e )+ r.

il

Matrixos irdsmdédot bevezetve

g=(7u-1)gg’f£+1§£=(()\—l)ggx+§)£-

Eredményiink tehit a fenti tenzor.

1 121 45 90
158/b o4 45 1 30
| 90 30 46 |
158/c r 1 4 -8 7]
4 7 4
-8 1

L 4 .
159. A feladat megoidisfinak menete megegyezik a 158. példdéval. Egy
transzformici6s tenzor pl.:

-
"3

2
1
2

2
-2
-1

I
2
-2

A z tengely koriili 30%-os forgatds tenzora:

=

cos 300
sin 300
0

-sin 30O
cos30°
0
- 83 -
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160.

161.

162.

163.

164,

165.

166.

Az eredmény:

I=MT M =
=i%3_ 8 V3 +2 2 73+10 2v3+2 |.
23-2 5/3+8 4¢3 -1
2¥3-10 4V3 -5 5/3+8

A vektor-vektor figgvény részletesen kiirva:

¢ = (x2+y2+7.2) (x1_+y1+z15).

2 2
div v = 3x +y2+z +X2+3Y2+z2+x2+y2+3z2_

= 5(x2+y2 + zz) =5 _1_-2;

rot ¥ = i i k =0;
2 2 - 8
dx ay 2z
3 2 2 2
X Xy +XzZ X y+y3+yz2 x2z+y2z+z3
2. r
divv=Q3+2r) e ; rot v = 0;
divy=2(x+y+z) rot v = 3{{1 -v) i+ (x -z)l-ﬁ-(y—x)_ig};

divy =0, rotg=2{(y-z)_l+(z—x)l+(x-y)_lg};

7 2
divv=6xyz;, TrOty= x(z” - yz) 1+yx™ - z2')1+ z(y»2 - xz)l_q

x2-2 .2
divy=-"5 2.2 ;
(x* ty}

B 2-21 -x2 K-
roty = 5 23 .9
(x +y)
divg=yexy+ze_yz+xezx;

roty = -(y eyz_i_ +z ezxi + X exyl_g}-,

-84 -



167.

168.

169.

170.
171,

172,

173,

174,

175,

176.

177.

178.

180.

div v = 5; rot v = 2k;
div v = 6; rotg=41+2i_c;
2 R
div v = 5 ¢ rotg-; 1—314—4_1_:_,
divy = 6; roty = 41 + 2k,
D= 13 y2‘{_22 xy
|zl -Xy x2+z
-Xz -yz
2
divy = ; rotv =0;
iz
D = L -X +y2+z -2xy
- ¢ 2 2
= -2xy X -y +z
-2xz ~2yz
div v = 5 rot v =10,
I
2
bz’
2
4 r
L
0
21
- 5
]
10r;

2 2 2
- {(y +z }eyzii- (z +xz)ezx1+(x2+y2)exyf_<}'

Az ut vektoregyenlete:
r=ti+(1-10j;

derivaltja:
f=1-)

A hatér—ok: t’o = I az alsé és tl = 0 a felsé.
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A vonalintegrél kiszdmitdsi képlete:

B t

1
/ yodr = f ¥(x(t)) o(e) de.

A (L) &

Jelen esetben:
B 0
v dr = f {—(1-t)-t}dt=l.

18, — .
182. Az ut egyenlete —formalisan parametrizdlva —
rty=t+ [ 1-tj.
) 4
Eredmény: 3

183. A szdmolds legegyszerlibh az egységsugaru, origé kozéppontu kor

mentén. Erxedmény: 2 1L, z
|
2 8
184 317,
71
185. "G
17
186. _2— N
A (141
187, 225; Y
, B 035
i
‘A ! Y
S
Y 3
X 13. dbra
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188. 225, mivel a vektortér potenclilos, az integril éxtéke flggetlen az
utt6l, csak a kezdd €s végponitsl flgg,

189, Az integril:

1
5 3
L (St:4 +3t2) Arc sin tjdt,
2
1 -t
Az els6 tag konvergens improprius integrdl, a mésodlkat parciflisan

integriljuk:

1 1
5 3
[(t5+t3) Arc sin t] - /—-t———+~—t——— dt.
2
o} o l’l -t

Az improprius integrilok osszege 0 s az eredmény: 2. Ugyanezt az
erediaényt kapjuk, ha kiszdmitjuk a potencidlftiggvényt:

u = xyz,
és ebbe behelyettesitjilk a két hatdrpont koordinétdit, majd a két fugg-
vényértéket egymiéshol kivonjuk.

190. -38.
191. Ha kiszamoljuk a
v{z(t)) £(t) .
kifejezést, zérust kapunk, -
Ez — minden szdmolas nélkUl —a vonalintegrdl definici6jabsl is

kovetkezik: ugyanis r mindig meréleges barmely, a gombon fekvs
gorbe érintévektordra, gy skaldris szorzatuk zérus.

Az eredmény szdmithaté vonalintegrdllal, de szdmithat6 — egyszertib-

ben — potencilfiggvény segitségével is,
Az integrilds a kovetkez6 azonossigok figyelembevételével egy-

szerlisithetd:
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193.

194,

195,

chzt + shzt = ch 2¢;
cht+sht = et.
A potencidlftiggvény:

u=§l- (13+y3+23)+xy+xz+yz.

Eredmény:

1 2 1 ;
= @ - 3¢ )+ g e -e ™ s e 4 21

Ez a feladat is megoldhat6 potenciéifiggvénnyel. Eredmény:
3V2
5 -

Az er6tér 4ltal végzett munka:

4
/ F (x(t)) ) d
=0

az erbtér ellenében végzett munka ennek a (-1)-szerese. Megoldhat6
potencialfipgvénnyel is. Eredmény:

(1 —V-—l_l;)fM-.

Van potenclélfiggvény, ahol a fugegvény értelmezve van, a térrész
egyszeregen dsszeflggG, és rotdciGja zérus,

i i k
- 2 2 2 -
oty = Ix 3 oz =0,
3,2 2,2
2x-4xyz 3z -2x z 9vz -2x'y

65 a fUggvény az egész térben értelmezve van. A potencialfiggvény
legegyszeriibben a tengelyekkel parhuzamos egyenescken vett vonal-

integrdlok Gsszegével szdmolhatd:
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b 4 y
3 2
u= / {2t - 4tyozo) de + / (320 2x zo) dc +
=y

t=x
o
z X
2
+ f (‘)ytz - 2x2y) de = [ t - 2t2yozo] +
&=z =x
o (v}
y z
+ [3Zit - szzot J + [3}13 - 2x2yt:’ =
tzyo t*--zo
= -2xy z -x7 +2x z+323 -2
sx Y Yo% T Vi TN V%"

i

2 3 2 2 3 2
x +3yz -2xyz- (xo + 3yr0z0 - Zxoyozo).

A ziréjelben lev$ kifejezés — mivel Po(xo; v zo) rogzitett pont ~ al-

lands, igy a végeredmény:

2 3
u=x +3yz -2x2yz+c.

Préba: valéban

gradu=¥,

2 P
196, u= (x:Z + yz +z )exyz + ¢; az egész térben;

197. u=arc tg (x + yz) + c; az egész térben;

2
198. u= —Ll’z—- +c; z>2, -2<z<2, z < -2 térrészekben
4 -z ktulon -kliltn,
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199, u=arctg ——%— i -, olyan térrészben, mely a z tengelyt nem tartal-

mazza, Az integril értéke 210 ; nem 2érus, mert a zért girbe a z
tengelyt egyszer V¥ rillveszi. (Ldsd még 183. példit.)

iz
- 2T
=~
r=4
| h=2
Y
14
14. abra

200. A gombfeltiler egyenlete (lésd 100. pl.),

r=icosucosv+jcosusinv+Kksinu

Az Integricios tartomény: 0<u £ ;E i 04v <A

A feltleti integral kiszdmitdsara vonatkoz6 képlet:

f/z daf = // v(x(u, v)) [;; x z’v] du dv.
(T, o J

)

i i k
rxr = -sinucos v -sin u sin v cos u =
“u” v

-cosusinvy COS U COB ¥ 0

2 . 2 .
= -jcosucosv -jcos usinv - k sinu cos u.

Mivel 0 £ u < %—— , azért a normélis a fenti vektorl szorzatndl lefe-

16 mutat. A normills elGjelét tehdt meg kell vélioztatni, Az integral:
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201.

202.

203,

RN
2
3 2
vdf = {cosucosvsinv+sinuces usinv +

() u=g v=0

. 2
+sinu coszu cos v) dv du, melynek eredménye 3

A hatdrok megdllapitisdra nézve ldsd 111 pl, -t, Eredmény:

TH 7
64 (T 9 )
3.1{2 abz.

A I tdrok megéllapltédsa: v a forgdsszog, tehdt 0 és 21 kozott val-
tozik. u viltozdsitaz

3 .s¥2

Ssin"u 2 5
egyenldtlenségbdl nyerjuk:

<u <

-h{#)
~lR

Eredmény: 6% in 2.
A felitlet egyenletét formalisan parametrizaljuk:

2 2
x,y)=xl+yj+(x -y)k

A megoldds menete most mdir az el6z6 feladatokéhoz hasonic:

1
by

]
r' xr' = 1 0 2x = -2xi+2yj +k,

0 i -2y
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205.

206,

207.

208.

212,

2 3

2
/fgdfzf f (2xy+2xy2+x2-y2)dydx.

(F) x=-2 y=-3

Az integrilok kiszémitdsa utdn az eredmény: -40,
-24,

20

3

[t |',=1

Alkalmazzuk a Gauss-Osztrogradszki-tételt. Eredmény: -

A fellletd integr:? kiszdmitdsa: a gombfeliiletre vonatkoz6 integrait

a 200. péld4ban kiszdmoltuk; az eredmény 32- volt,
Az (x,y) sikra vett felllet! Integrdl: a sik egyenletét

r=ziucosv+jusiny
alakban irjuk, mert félksr az integriciés tartomaény.

u du dv k (polarkoordinitds felllletelem).

df= -
1 w
2 2
//\:df= -f /u slnvdvdu= - 3-
{F} u=o V=0

A zart feltletre vett Integril a hirom felllleti integrdl dsszege: 0,

A térfogatl integrdlt szdmitani sem kell, mert az integrélando:
divv =0,

-48;

3

A térrész kirkup belseje. A kup csucsa a z tengely 5 pontjdban van,

2 2 —
az alapkor pedig az (x,y)} sikon az x~ +y = 4 kor. Eredmény: 201L.

iz .5
-— R7IL.
z T
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213. legyen v=1 . I

divy= 5(x2 + y2 + zz).

Tehét a v vektor-vektor flggvény felllet! integréljinak az Htodrésze
a keresett inercia-nyomaték,

@zdlf = gzzz-di-

(F) (F)

Gombrél 16vén sz6 1 és df egylrdnyuak, tehdt

r.df = jrpdf.

Az Integralandé fuggvényt a felilletre kell lokalizdlni;
jr| =R,

ahol R jelentse a gomb sugarat. gy

#gdj = #R3& :R3 ﬁdf=4R5‘Jt, mert

(F) (F) (F}
ﬁ df = 4R2‘IE a gumb felszine.
(F)
A keresett nyomaték:
RIS

5

-

214. A fellleti integril kiszamitdsa:

a kuppaldst egyeniete:

I=chosu+ivsinu+sg(l - v);

i i k
r xr = -v sin u vcosu 0 =
‘u v
cos u sin u -5

-(5L v cos u + 5j v sin u + vk);
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irdnyitsuk felfelé a normdlist, akkor a negativ elfjelet el kell hagyni.
A hatdrok:

g2u £25;, 0<£v £1,

i i k
= | 2 2 2 = 4
rot v ox Iy 3z = -i - 4],
xtz 3y-2z 5x-3y

A feltleti Integrdl tehat:

[[mra- [ ]

€ v=0 us=

—

E

(-Sv cos u - 20 v sin u) du dv = 0, mert
0

mind sin u, mind cos u integrilja 0-t6l 2 -ig zérus,

A vonalintegrdl:

a girbe egyenlete:

r=fcost+jsint

a vonalintegral:
21
/gdg = [ {-sintcos t+ 3 sintcos t}dt= 0.
® - o
215. Q.
216. -4797 3 felitleti normilis felfelé irdnyitva.
217, A gorbe egyenlete:
r=2icost+2jsint+ 4k sintcost.
Eredmény: 87 ; feltleti normdlis felfelé {rdnyitva.

718. 8% ; feltlett normélis felfelé irdnyltva.
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Kedves Jegyzetielhasznalo!

A j6 jegyzet nagyon hatékony segitség a tanulasban. A legjobb jegyzeteket pedig még aktiv
mérntikként is haszndlni lehet. Egyetemi tanulményal alatt val6szindieg kiiionbézd szinvonald
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- a jegyzeteket értékelni lehessen, amelynek eredményeként a legjobb jegyzetek szerz6i

nivédijat kaphatnak.

Kérjlik, hogy a kikiildott kérdGivet a Jegyzetbolt bejérata (V2 foldszint) mellett elhelyezett

gyljtladaba dobja be.
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