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VEKTORANALIZIS

1. Vektor-vektorfiiggvény divergenciija

a) Jelentsenek F , Fy, ..., F, l..a P pontot belsejiikben vagy

hatdrukon tartaimazé zért fellileteket; tegytlk fel, hogy e feliiletek mérhetd
felsziniiek és irdnyithat6k, az Altaluk bezdrt térrész mérhets térfogatu, és
hogy a fenti sorozat tagjai a P pontra rézsugorodnak. Ezen pontosabban-
azt kell értenilink, hogy az Fn felilletek pontjainak P -t51 valé tdvolséga
is zérushoz tart. 7

Legyen a ¥ = ¥(F) vektor-vektorfiiggvény folytonos a fent defini4lt

Fl’ PTIRERY Fn’ ... feliileteken. Ekkor beszélhetiink V(¥) Fn feliile-

tekre vonatkozé skaldrértékii felilletmenti integraljirsl kifelé mutaté felll-
leti normélis mellett (14sd Matematika I/2. jegyzet 50. fejezetet), Az
F I For vons Fn, ... feliilletek 4ltal bez4rt térrész térfogatat

Vl’ Vz, ey Vn' ... -nel jelélve az
[/ F(F) df // w(x) df // wWE df
Fl FZ Fn
V1 V2 - Vn

sorozat hatdrértékét - amennyiben ez létezik, véges, és a feliiletsorozat
véilasztas4tol fliggetlen ~ a () vektor-vektorfiiggvény P pontbeli diver-
genciijsnak nevezzitk és igy jeloljik:
/ f ¥ df
F.
n

Q [div \Tr(f)] o = lifn 2

(]5‘n zdrt feliilet, V  az Fn dltal bezirt térrész térfogatinak mérdszama,

a feliilebmenti integralt kifelé mutaté feliileti normélissal kell szdmitani, &
lim jel pedig azt fejezi ki, hogy az Fl’ eesy E feliilletek a P pontra

nr et
zsugorodnak ri).
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Az (1) definiciét div ¥ Ignatowsky-féle definici¢janak szokéds nevezni.
E definicié a felvett koordinitarendszertdl fliggetlen, un. koordindtainvari-
ans definicid.

Telvetfdik a kérdés, hogy milyen elégséges feltétel adhaté meg arra
nézve, hogy az (1) definiciéban szerepld hatdrérték létezzék. Bel4thato,
hogy ha ¥(F) = Xi + XJ + 2k, &% X, Y, Z parcidlis deriviltjai folyto-
nosak a P pont kérnyezetében, akkor az (1) hatdrérték létezik. Erre a
kérdésre késGbb még visszatériink.

Az (1) hatdrérték elnevezését kinnyen indokolhatjuk abban a specidlis
esetben, amikor V() Aramlé dsszenyomhatatlan folyadék sebességi vektor-
tere. Ekkor ugyanis - amint arrél a Matematika I/2. jegyzet 50. fejezeté-

ben részletesen beszéltiink - F*/ V(¥) df az Fn feliileten az id8egység
n -

alatt 4tdramiott folyadék térfogatinak mérdszam4t, illetve, mivel a felli~

letmenti integralt kifelé mutatd feliileti normélissal sz&mitottuk, az Fn

feliileten az idSegység alatit kilép§ és belépd folyadék-térfogat kiilonbségé-
nek mérSszam4it adja meg.

Ez az érték csak akkor lesz zerustol kiilénb&zo, ha az dramlési tér-
ben elhelyezked§ zart ¥, feliilet belsejében forrasok, ill. nyelSk (ezek he-
lyett a tovidbbiakban szintén forrist - negativ forrast - mondunk majd) van-
nak. Az F, feliilefre vonatkoz6 skaldrértékil felilletmenti integril tehét
F, belsejében a forrdserfsséget méri. Ezt a mérdszamot az F, feliilet
4ltal bezirt térrész Vn térfogatdnak méroszaméval osztva, a nyert

/ f v(r) df
F

\'
n

hényados az F_ feliilet 4ltal hatdrolt térrészben az Atlagos forriserdsség-
siiriiséget (forr%serc')’siiriiséget), e hanyadosok (1) definiciéban szerepld
hatarértéke pedig a P pontbeli forriserfsségsiiriiséget méri.

Ezek szerint [div \'r(f)] (®) a folyadék P pontbeli szétdramlisarél ad

nekiink képet, ez indokolja a divergencia elnevezést.

Ha v(r) elektromégneses erStér, akkor (1)-ben a szdmldléban 4116
integral a fluxus, 2 hinyados tehdt az 4tlagos fluxussiirliség, hatdrériékben
tehdt div v a P pontbeli fluxussiiriiséget szolgéiltatja,

Ha egy térrészben divv = 0, akkor ez azt jelenti, hogy nincsenek
forrasok a térben, Rviden az ilyen tereket forrdsmentes tereknek nevez-
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zilk, Hasonl6 okoskoddssal ad6dik az (1) definiciébdl, hogy divvy = ¢ azt
jél_enti, hogy a forrdsok egyenletesen vannak a térben eloszolva.
b} Legyen
V= Xxy,21 + Yix,y,2)] + 2&,y,2)k

a Po(xo,yo,zo) pont H kornyezetében érteimezett vektor-vektorfiiggvény.

Tegytik fel, hogy H -n ¥ koordindtii, valamint ezeknek parcidlis derivalt-
jai folytonosak.

Legyen

K= {(x,y,z) P x 2 x§x0+Ax, Y,2 ¥ Sy, +ay, z0§z§z0 +Az} ,

és 4x, 4y, 4z legyenek oly kicsinyek, hogy mir X € H. Ezen kikttés
mellett  [div ¥ ] létezik elobbi megjegyzésiink érielmében.
®)
o

Za

f(xo*AX:ya +A4Y Z, A4

]
I
/‘@LXO,_Q’&Z_,)_ —f——
(Xt AN Y, Z,) (XardX Yot 8y,Z, )
Y
1, dbra

Tétel

Az el&bbi feltételek mellott

VE = XTI+ Y] + Zk
divergencidja

2X Y 27
ox 2y +_ 2z °

div 3 + YJ + 2k) =



Bizonyitéds

A K halmaz F hatdra az XYZ derékszogii koordindtarendszer koor-
dinatasikjaival parhuzamos oldalu egyenes hasib feliilet. Szdmitsuk ki ezen
F zart feliiletre kifelé mutaté feliileti norméilis mellett a koordindtdinak par-
cidlis derivdlijaival egyiitt folytonosnak feltételezett v(r) vektortér ska-
larértékii feliiletmenti integraljat.

é/{r(f)df—= /F/xidﬁ /F/‘Y]’df+ /F]zﬁdf‘.

Az Xi vektortér F Ieliileire vonatkozé feliiletmenti integrilja a hasdb
+k, -k, +j, -7 normdlisu lapjaira (ezek egyenlete z = z + Az, z=1z2,
y =7, tay, ¥=y) zérus, a +i ill. -i normélisu x =x_+ Ax,

ill. = = X, egyenletil lapokra vonatkozé feliiletmenti integralt v és z -t

vezetve be paraméternek az YZ paramétersik T tartoméanyédra (2. 4bra)
vonatkozd kettGs integrilld Atalakitva:

//XT di = /[X(xo +AX, vy, z)iidydz + /]X(xo,y,z) i(-i) dy dz =

F T T
= //[X(xo + AX,y,2} - X(xo,y,z)} dy dz.
T
74
Integrilandé fiiggvényiinkre a
Lagrange-~féle kozépértéktételt al-
Zythz | ———— ~ kalmazva (ez a fent tett kikttések,
/ // vagyis a K halmazon X, Y, Z
T parciilis deriviltjainak 1étezése
zL // és ¥(r) folytonossiga mellett meg-
L 1 tehetd)
a |
[ |
1 | . y
Yo Yo+ Ay
2. abra

29X

- = :< g
{X(x0+Ax,y,z) X(xo,y,z)} % Ax, ahol 0 1}1 1,

1
-
(x Jlax,:v,ZJ
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vagyis

//Xidf=...=/T/{ o Ax}dydz:

+
k4 (x_ +4%,y,7)

+
zo+z]z yo 4y

-% Ax dy | dz.
50, v, )

il

Z=ZO y=y0

Alkalmazzuk elSszor a belsd integralra az integralszimitis kozépértéktéte-
1ét (az integrdlandé fliggvény feltételezett K -beli folytonossiga miatt ez

megtehetd):
yo"'Ay

29X Axdy = gx

I X (x0+ 'v‘lle,y, zZ)

AX Ay,

it

X
(x0+y°14x,yo+ q}zay, )

Yy=%¥

< <
(0:1); £ 1.

Hasonléképpen a még visszamaradé z szerinti integrilban az integrilszs-
mitias kozépértéktételét alkalmazva adodik:

ZO+AZ
F 7 = Zo (x0+ Jldx,yoi-q)zzay,z)
{2)
= —g—-& AX Ay 4z, {Oé':/agél).

X
(x0+1/alax,yo+ 1/§Ay,z0+q/a34 Z

Teljesen hasonld ckoskoddssal nyerhets, hogy
I
3 Yj =
(3} // j df ay
F

0 és 1 kizdtti szamok,

[

y ) 4x4y4z, ahol 1}:1"‘}5"‘}6
(x0+1}44x,y0+ 5Ay,z0+1,6.ﬂz)



Z

- AXAyAz, ahol o2, 7}8’ 'z/%
(x0+1}'7 AX, yo-i-yqéay, z.o-!-q}éa z)

4 //zﬁdf'=
F

0 6s 1 kozotti szamok.
(2), 3), (4) argumentumit roviden P’, P’’, P’ -vel jelslve

(P’€ K, P’ € K, P’”€ K), mivel a vizsgilt hassb térfogata
AX Ay Az, a kivetkezl eredményre jutottunk:

[fod f(ax sy oz J axogas
F

_ (P,) ’ y (P!!) d (P”’) _
- Ax Ay Az

92X . 2% 27

B ax -+ 2y -y )

Ha az F f{eliiletek rédzsugorodnak a_ P (x 1Y 2 ) pontra, akkor ezen spe-

cidlis derékszogii hassb-feliiletekb§l éllé sorozat esetére a V(r¥) vektor-
vektorfuggvény koordindtdinak parcléhs deriviltjaira tett folytonossigi ki-
kotések mellett

[div (XT+Y7 + 2R ]
®)

il
5
e
2
&
|

(5)

I
-
=
g
e,
Qo
» [
+
+
&l
—
il

Pi. a (0,0, 0) pontban elhelyezett egys'%;gnyi pontszerii toltés elektro-
sztatikus terét el8allito

F X =¥ - Z

E = = i+ j+
H 3 V x2+y2+z2 3 VX2+Y2+ZZ 3 V x2+y2+z2 3

-8 -
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vektortér divergencisja ((x,y,z)_-.# 0,0, 0)) :

2 x 3 - y .

(Vx2+y2+z2)3 ay 2, N 9z (Vx2+ 2,23

H

div E

Foiee Tl =
{xz +y2 ¥ z2)3 :
_ x2+yz+z2-3x2 + N _
2 2 2 5 " aw LI N ] -
(Vx4 +2") '
- y2+zz—2x2 z2+:~:2—2y2 N x2+y2-222 -0
2 2 2 B
(V;+y2+z )? (Vx2+y ,+z2)5 (sz-a- 2+zz)5

vagyis ez az elektrosziatikus tér divergenciamentes. {A szémitdsok sorin
-az y és z szerinti parciilis deriviltat, mivel a vekiortér x, y és z-ben
‘szimmetrikus, az x szerinti parcilis deriviltbdl ciklikus cserével ir-
tuk fel. )

Egy vektortér divergencidjinak kiszimitdsdra szolgilé képletiinket
- (5) - konnyen megjegyezhetjiik, ha bevezetiink egy szimbolikus vektort,
a v ‘jellel jelolt és nablinak nevezett operitort:

d -, 3 = 2 ¢

® ‘ VEar ity it ke

E vektornak tnmagsban nines értelme {ezért is neveztik szimbolikus vek-
tornak), csupén az bir értelemmel, hogy v -t, mint operitort, utasitést,.
egy skaldr; vagy vektorfiiggvényre alkalmazzuk:

__.9-7._9__‘74_1— 77—_9X oY 9&_
7y v.v= (——Qx i% gy-3+ P k)_(X1+Y]+Zk)— % + Iy + o div ¥,

A maér.korébban definiflt grad u vektor is elS4llithaté u -béla v vektor
alkalmazdséival: ' :

S 23,2 : 2z _Qu: du- Gur_ .
(8) Vg (3x1+3y]+azk)u 9x’+ 9y1+ k—gradu.-

az



c) Egyszeril szdmoldssal igazolhatdk az aldbbi dsszefiiggések:
{9) div (vl(r) + vz(r)) = div vl(r) + div vz(r),

(10} div ( 4(r) . ¥(¥) }= ¥(r) grad w(¥) + u(¥) div V() .

Magukut a képleteket a ¥ szimbolikéval (a bal oldalon 4116 vektorfiiggvé-
nyekre o V vekiort formalisan alkalmazva) célszerii megjegyezni, ez a
gondolatmenel azonban nem igazoldsa a fenti 6sszefiiggéseknek.

Példaul (10) esetében ¥ =Xi+ Y]+ Zk mellett

div (w(@ . 7 (5)) = 99“:: 4 92}; N 9;3 -
du Ju Jdu IX Y  JZ
axX+3y Y + azZ-l—u( ax+ 3y+ P
= gradu . Vv +u div v.

A ¢ operétor segitségével ez igy irhaté fel:

V. V)=(Vu ¥ +u(VvVy),

s ebbdl kiolvashaté az a més esetekben is helyesnek bizonyulé szabily, hogy
a ¥ operétort egy szorzatra ugy kell alkalmazni, mint a differenciilis
miiveleti jelét, azaz minden tényezdre kiilon alkalmazzuk a tSbbi viltozat-
lanul hagyédsa mellett, és az adédé tagokat sszeadjuk.

A vektor-vektorfliggvények tirgyaldsandl emlitettitk, hogy kiilon tir-
gyalast érdemelnek azok a vektorterek, amelyek egy skaldrtér gradiense-
ként szdrmaztathaték, {(Az ilyen vektorterekrdl beldttuk, hogy alkalmas
tartomanyban futé z4rt gorbe menti integraljuk mindig zérus, Matematika
1/2. jegyzet 49. fejezet.) Ha ¥ = grad u, akkor div¥ a kdvetkezd alak-
ban irhaté fel:

u - QU,— 9
2yt g

div grad u = div ¢( Zu k=

Amennyiben tehdt egy ¥V vektortér potencidlos (¥ = -grad ¢, ¢ = -u), ak-
kor

- 10 -



divy = o, y, 2),
esetében a vektortér potencidlja a

2 2 2
3 f - 9 2 _ a (z = @(Xsy,z}
ax” 2y Iz

div(-grad ¢} = -

parcislis differencidlegyenleinek tesz eleget. Ezt a parcidlis differencial-
egyenletet @ = 0 esetén Laplace-, egyébként Poisson-egyenletnek neve-
zik, Ezen nevezetes parcidlis differenciilegyenleteket még a kbvetkezd ri-
vid alakban szokds felirni. A © operitor kétszer egymés utdn t6rténs al-
kalmazédsdval adédé ©w° operdtort A4 -val jeldlve (a A operatort
Laplace-operitornak szokds nevezni):

ax Qyz 922 ,

és igy a Laplace-, ill. Poisson-egyenlet a kiivetkezoképpen irhaté fel:

-A¢ =0,
ill.

0P = @ (x, ¥, 7).

E parcidlis differencidlegyentetek megolddsi médszereire késGbb tériink ki.

2. Gauss-Oszirogradszkij-tétel, sikbeli Gauss-Oszirogradszkij-tétel,
" Green-tétel

a) A Gauss-osztrogradszkij-tétel a kivetkez$ fontos 4llitdst mondja ki:

Legyen ¥ (r) folytonos a mérhetd felszinii, irdnyithatd zirt F felis-
leten, valamint az F feliilet dltal bezdrt mérhetd térfogatu térrészben;
ugyanitt legyenek V(r) koordindtdinak parcidlis deriviltjai is folytonosak.
Ekkor

(0 //{r(f) df = //div?rdxdy dz ,
' ’ v

F

- 11 -




ahol a feliiletmenti integrailt kifelé mutats normailissal kell szamitani.

A Gauss-Oszirogradszkij tétel tehat zart felifletre vonatkozé feliilet-
menti infegrilt alakit 4t a feliilet 4ltal bezsrt térrészre vonatkozé hirmas
integralls,

Bizonyitas

A Gauss-Osztrogradszkij-tételt abban a specislis esetben fogjuk bebi-
zonyitani, armikor az (1) -ben szerepld V tartomény mindhirom koordi-
nitasik felSl nézve norméliartomsny. Ezen kiviil v({T), ill. F -re a tétel

. kimond4ssban szereplo feltetelek teljesiilégét természetesen megkdveteljiik,

Mivel

///dwvdxdydz ///dlv(X1+Y3+Zk)dxdydz
Y z
//—-—dxd dz +/]/—99—;.dxdydz+// gzd;cdydz;

v v

a tételt bebizonyitottuk, ha e hdrom hirmas integrilt megfelels hirom fe-
lilleti integrall4 tudjuk Atalakitani. Az 4talakitdst mi a felbontdsban szerep-
18 harmadik intsgrilravégezziik el, a mésik kett§ dtalakitsisa teljesen ha-
sonld 1épésekben torténik, ’

Az Atalakitds els§ lépéseként végezzilk ela z viltozé szerinti integ-
réldst, Mivel feltevésiink értelmében V az XY sikra nézve normiitarto-
miény, a két hatdrolé feliilet egyenletét z =F, (x yh, ill, z = 2(x y)

alakban megadva, az XY sik megfelelo tartoményét T -vel jelolve (3. 4b-
ra) adédlk

/// —dxdde' /[ / —"_dzldxdy__

T ‘z=F (x y)

Fo& ¥
/[ [Z(xjy,z)] dx dy =

S - z=F (x )
= U Z(x,sz(i.y))dx &y+[/-Z(X.y,F1(x,y)) dx dy.
T ‘ : T
-12 -




E két kettds integral koziil az el-
sb felfoghaté a 7= Zk vektortér F,

feliilet menti integraljanak felfelé mu-
tats feliileti normdélis mellett, az XY
paramétersikban kettSs integrilld 4t-
alakitott forméban, Mésodik integri-

lunk ugyanakkor ugy tekinthetd, mint

a ¥=%Zk vekiortér F, feliilet

menti, lefelé iranyitott feliileti nor-
malissal szamitoit integriljinak ket~
t0s integrall4 alakitott forméja, azaz

[ 3w

De mésrészt az F feliilet az Fl és F2 feliiletdarabon kiviil csak egy, 4

7 tengellyel pirhuzamos alkot6ju hengerfeliiletbSl 4llhat, s mivel ezen hen-
gerfeliilet norméliséra a v =72k vektortér vektorai merdlegesek, e hen-
gerfeliiletre Zk feliiletmenti integrélja zérus. Irhatjuk tehdt, hogy

// ZRdf+/F[ZEdf: /F/ZEdf,'

¥

vagyis

(%) //]—g—fdxdydz=//z§df.
'

F

Teljesen hasonléan adédik:

m [ v [
vV F

(roe¢) /j/%}dxdydz=//Yidf,
v

F
- 13 -



ahol az ad6dé6 felifletmenti integrilokat kifelé mutaté feitileti normélissal
kell szféimitani, A (¥), (xx) és (u %) Osszefilggések Ssszeaddssval adédik,

ogy .
dX Y 3Z

]]/div'\"dxdydz=/_// dxdydz+//—dxdydz+///———dxdydz= ;

v ax - v ay v dz :
=//def +//Yj'di" +//z§df=

F F F

//i‘r(f)df,

F

amit bizonyitani akartunk.

A most targyalt specidlis esethdl kivetkeztethetiink a Gausg-Osztro-
gradszkij-tétel érvényességére minden olyan V térrész esetében is, amely
az itteni tipusu térrészekbdl rakhat6 ssze ugy, hogy az egymissal fedéshe
kerilld felifletrészeken a feliileti norm4lisok iranyit4sai ellentétesek legye-
nek. A gyakorlatban csak ilyen térrészekkel dolgozunk.

Az el6z6 fejezetben egy elégséges feltételt adtunk arra nézve, hogy egy
V(%) vektortér divergenciija a P pontban létezzék. Azt mondtuk, hogy ha
V(F) koordinitdinak parcislis derwélt_]m folytonosak 2 P pontra rizsugo-
rod6 zért F.,...,F_,... felillet 4ltal hatdrolt térrészekben, akkor az (1)
definici6ban szereplo hényadosck sorozaténak van hatdrértéke, ezt a hatdr-
értéket {div ¥] ®) -vel jeldltiik.

Valéban, jelentse Fn a P pontra rdzsugorodd zﬁrt felliletsorozat egy
tagjat, Kn az Fn feliilet 4ltal bezdrt térrészt, Vn pedig ezen térrész

térfogatinak mérfszdmat. Mivel P € K » a tett folytonossagi kikdtések
mellett ( £ 7§ )y e Kn esetén

I'é'eranr+ az] .
= ( ] ’;)!
L3x 3y Bz ®) A

[ax 2Y Qz]
+ +
3
Ix Iy Ty g

ahol (f » M s f)—=P eseténall:.?—'-ao.z_l

ax
Mivel azonban [ + 7y + Qz_l

gradszkij-tétel értelmében irhatjuk:

dllandd, a Gauss-Osztiro-
(P)

- 14 -



f/ Q(I+Yi+zﬁ)df=///(9;i +39§+ gz,dxdydz—

F K
n n

- [y ///axcww=

[ 9x 2Y az]'
= = + + ‘
2x Iy Iz )

ahol
Hn = // 7 dx dy dz.
K

Tetsz6leges & > 0 mellett

.
|H S & v

mihelyt Kn beleesil P -nek olyan kirnyezetébe, amelyben Iqt< €.
Atosztva A # 0 -val, adédik:

aX 2Y az ]j H
(2) [9x+ ay+ az Y]+Zk)df——v .
F_

(P) n n

Ha marmost az F felilleteknek P pontira rézsugorod6 sorozatét tekint-

jik, az ezeknek megfeleld / (XI +Yj+ Zk) df sorozatok biz-

F
n

n

tosan konvergensek, és hatdrértékik 9X + oY + C) Z] , hiszen
x 2y 2z ®)

-0, gigya (2) Osszefliggéshil az 511i-

a tett kikdtések mellett 5
tas adodik, n

A Gauss-Oszirogradszkij-tétel segitségével kinnyen bel4that6, hogy a
¥(r) = T vektortérnek birmely mérhets felszinii, irdnyithaté zdrt F fe-
lliletre vonatkoz6 feliiletmenti integréilja kifelé irdnyitott felllleti norm4lis
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mellett az F feliilet dltal bezdrt K térrész térfogatinak hiromszorosival
egyenld,
Ugyanis

divi=divxi+yj+zk =1+1+1=3,

és igy a Gauss-Oszirogradszkij-tétel értelmében
]/fdf=///divfdxdydz = 3// dxdydz = 3 V.
F K K

Hapl. F egy R =2 sugaru gombfeliilet, akkor

Néha nyilt feliiletekre vonatkozé felilletmenti integrilok kiszamitasira
is alkalmazhatjuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt. Ha ugyanis a nyilt feliiie
tef alkalmas feliilettel (leginkdbb sikkal) kiegészitve z4rt feliiletet nyeriink,
erre alkalmazhatjuk a Gauss-Oszirogradszkij-tételt, eredeti feliiletiinkre
az integrail értékét pedig ugy nyerjiik, hogy az Atalakitdssal nyert hirmas
integril értékébll levonjuk a kiegészitd feliiletre (sikra} vonatkozé feliilet-
menti integral értékét,

Pl. szimitsuk ki a

V=(x-yfit+yzJ+ (xz-yz)E

vektorfiiggvény felliletmenti integraljat az
Fo :z=—x2—y2+4 feliilet z > 0 ré-
szére feifelé mutato feliileti normalis mel-
lett. Az F o felliletet az XY sikban fek-

v F1 siklemezzel {F1 ={(x,y):x2+y2§ 4})
kiegészitve zéart feliiletre jutunk (4. dbra),
vagyis a Gauss-Osztrogradszkij-tételt al-

kalmazva

H vir df + // r) df = -
F F
0 1

* //div? dx dy, dz, illetve
v

4. dbra

- 16 -



: //\’r(f)df:///divfrdxdydz -//v(f)df
F v F

ahol F -t felfelé mutato, F1 -et lefelé mutats normélissal kell venniink,

ekkor ugyams az F0 + F_ feliilet normélisa éppeh a Gauss-Osztrogradszkij
tétel kiovetelményeinek megfelelGen kifelé mutaté normalis lesz.

Harmas integréilunkat hengerkoordinitis transzformdcidval célszerii
kiszamitani, mivel pedig ¥_. az XY sikban fekszik, s igy pontjaiban
z = 0, tovdbbi F norm#lisa -k, adédik:

//v(f')df ///(1+z-y)dxdydz //[{x-y)1+xk:|(—k)dxdy—

2% -r+4

2
/ / / (1+z—rsin50)r dz| d¢dr - [/(—x%dx dy =
r=0 J

z=0
F 1

i

1‘30082(P d(,o dr =

]
o
&._______'N

=0 Cf=0
7 2

2
[(r—rzsmqp) (—r +4) +-§-——-—)-— ) (fdr +

]
S—bo
gt._am

r=0 (f

bo
=

rscosch dqa dr =

+
'ﬁ\m

<

?:

2
= ol
L

=0

—e,

5 3
—r3+4r+r—-4r3+8r+-r—)dr=

r2 9 r4 1 6 :
= 2% [122—-5 e +Er_6] = 27?(24-18+13—6) =§$2Ez71.
r=0
(A szdmolés soran felhasznéliuk, hogy mivel F1 épp az XY paraméter-
sikban fekv§ giklap, a feliileti integrilt kettds integralld 4talakitva az in-
tegricids tartomény is F1 lesz; ezen integrilt poldrkoordinitds transz-

formiciéval szdmitva ki, mivel cosch = —1-2293—29& 68 cos 2¢p ,
ill, sin ¢ -nek [0, ZTL’] -ben vett integrilja zérus, a kettls integralok

szdmitdsa sordn az Sket szorzdéként tartalmazé tagok kiesnek.)
-17 -



b) Az un. sikbeli Gaugs-Osztrogradszkij-tétel a kiivetkezG allitdst
mondja ki:

Legyen T mérhetd teriiletii tartomény, ennek L hatdrgdrbéje sza-
kaszonként folytonosan differencidlhalé paraméteres eifallitdsu, a p(x,y)
és q(x,y) fiiggvények T -ben és T -nek L hatdrdn, p(x,y) €8 q(x,y)
parciélis derivdlijai pedig T -ben folytonosak, Exkor

[[(—QE%{J;P— + —99%}5;% dx dy = /(-q(x,y) dx +p(x,y) dy) ,

J
T L

ahol az L gdérbén pozitiv irdnyu befutdssal kell integrilnunk,

B3

5. abra

Bizonyitds

Tétellinket az dltaldnos Gauss-Osztrogradezkij-téteibdl abban a speci-
alis esetben nyerjiik, ha azt a

T=p&x,y)1+uk 97

vektortdrre és olyan V t8rrész-
re alkalmazzuk, amely a T far-
tomény {6lé emelt, a Z tengely-
iyel parhuzamos alkotdju egység-
nyi magassigu henger (6. dbra).

Ekkor ugyanis egyrészt (eldszor a
z szerinti integrilist végezve el)

/<

abra

- 18 -



/]/dlvvdxdydz= // / -g‘%"}dz) dx dy =
z=0

1

[l-g] o

z=0

[
J] GGy

Méasrészt, axz dltaldnos Gauss-~Osztrogradszkij-tételben szerepls feliilet-
menti integrilt (kifelé mutaté feliileti normdlissal) atalakitva, a 6. dbrin
lathaté mddon az T henger alaplapjat F1 -gyel, feddlapjat F2 -vel, pa-

lastjdt pedig F3 -mal jeldlve

i r
ﬂv(i)df-; U(phqj‘,df-://(phqj)df=fj(pi+q§)df+
v T F, F,

+/[ uﬁ+qi)df=//(pi+q3’)df,
J

Fs ¥

mivel sz Fl’ ill. F2 feliiletek kifeld mutaté normalisa k, ill. -k ird-

nysba mufat, igy e felilletmenti integrilok kéttfs integralla torténd atala-
kitisandl az integranduszck zérusnak adodnak. :
A visszamarado F,,. feliileire vonatkoz6 felifleimenti integrédlt az L

gorbe menti integrilla fogjuk Atalakitani. Az F3 palist egyenletét az

TV = x®T + y@F + vk, «stEg ., 0=2vEl
paraméteres alakban adhatjuk meg, ahol

x = x{t),

¥y, o<EtE28

¥

az L gorbe paraméleres egyenletrendszere. Mivel

~ 19 -



L)
all
W)
1]

[

[}

=1

x 2o= k3 0 |=yT-4]

Q)
pay
[\S)
-

0 0 1

(@ t paraméter szerinti derivéltat jelSltlik ponttal) és ha az L gborbét po-
zitivan jirjuk koriil, azaz ha T balkéz felé esik, akkor ez vaiéban a fel-
tevésnek megfelelSen a térrészbdl kifelé mutaté norm4lisiranyitisnak meg-
feleld, nyerjiik:

/ / (o1 + qfy df = // [P, ytnTax®, ye) 7] 61-5) dav=
F ™

3
A

= / / [p&x®, y®) 3 - atx(t), yt) %] dvdi=

t=oL v=0
1

- ] [ttt y) 5 - atxt, yen &0 v | -
t=o v=0
A

= [ (-q(x(t), y{O) x +px(t), y{t) y) dt.
of

Ez utébbi integrdlunk azonban nem més, mint a ¥= -qi +pj vektortér
L gorbe menti infegriljinak koztnséges integralld atalakitott forméija, az-

az
// (pf+qi)df=---=/(—qi+p3)df= /—q(x,y)dxw(x,y)djr-

F3 L L

-

Egyrészt tehdt azt az eredményt nyertiik, hogy

(3) ///dwvdxdydz.—///dw(p1+q])dxdydz
/f( )dxdy,
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mésrészt

(4) ”Wﬂdf_‘//(pﬂ'qj) df =
F

¥
f ~q{x,y) dx + p{x.y) dy,
L

azaz az éltalanos Gauss-Osztrogradszkij-tétel értelmében 3) és (4
baloldalainak  fenn4llé egyenl8ségébll kivetkezik, hogy

dp , _2dq _f
//(ﬁ‘* ay)dXdY— -q dx + p dy.
T

L

amit bizonyitani akartunk,
A sikbeli Gauss-Osztrogradszkij-tételt a
P, y) = x, q4x,y) =y
fiiggvényekre alkalmazva a mérhets teflile,fﬁ T tartomdény teritletét szol-

géltats ujabb képletre juthatunk (e teriilet ugyanis nyilvan egyenld
1. dx dy értékével).

T S
Mivel ———P-gx + —Clgy =1+1=2, a T tartomdny teriiletét t -vel
jeldlve
//(g§‘+——gq‘)dxdy=2//dxdy=2t=/_ydx_‘_xdy,
T y T N
azaz :

-
n

SR
L

c) Alkalmazzuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt a

= _ _ aVr avr _a_y_—
__v—» Ugrad\r’—U—~——ax i+U 7y j+U D2 k
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vektor-vektorfiiggvényre. Legyenek tehdt U elsdrendii és V maésodrendii
parcidlis deriviltjai folytonosak a vizsgalt mérhetd felszinii, zdirt F felii-
leten és az dltala bezdrt K térrészben. Ekkor

2 2 .
div 7 = SU 931 + U 92V SaU QaV +Ua\27+99b aav +U9;J=
X dx y ¥ ay 2 oz dz

UAV +grad Ugrad V.

Az F feliiletre (kifelé mutatd feliileti normadlis mellett) és az F fe-
itilet Altal bezdrt K térrészre a Gauss-Osztrogradszkij-tételt alkalmazva
adédik:

/j/divﬁdxdydz=///(UAV+gradUgradV)dxdydz=
K K
=//v(f~)df_=//v df=//i~—ﬁ df =
n -
Inl
F - F F
it av
= Urradv——df=//u——df,
[/ 8 (il gn

F F

(az 4talakitdsok sordn ¥(f) I normilissal vett felilletmenti integraljat 4t-
alakitottuk V0 irényu vetliletének v =7 % -nak felszin szerinti in-

n
tegriljivd, majd felhasznaltuk azt a tényt, hogy valamely V(x,y,z) skalar-
tér n irdnyu deriviltjat —g—:{— -et grad V és az 1 iraAnyu egységvekior

gkalaris szorzata szolgdltatja), azaz

(5) /] (UAV+gradUgradV)dxdydz=/U %‘;df.
K F

Az (b} Usszefiiggést szokds Green-tételnek nevezni.

A Green-tételnek egy mdsik, szimmetrikus alakjit az (5) Usszefiiggés-
b0l a kbvetkezd gondolatmenettel nyerhetjiik:
Alkalmazzuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt specidlisan a

V¥ =VgradU
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vektor-vektorfiiggvényre, Ekkor az (5) -h6l U és V szerepcseréjével
2dédé

(6) ///(VAU+gradUgradV)dxdydz=//V gidf
8 F
osszefliggésre jutunk. (5) -bél kivonva (6) -ot adédik:

(7 //](UAV—VAU)dxdydz=//(U %K—V@)df

K F

A (7) Osszefiiggést szokis szimmetrikus Green-tételnek nevezni. (E tétel-
nél tehit U és V miésodrendii parcidlis deriviltjainak folytonossagit kell
kikttniink a vizsgdlt F feliileten és az dltala bezdrt K térrészben.

Ez a iétel fGleg az un. potenciilelméleti vizsgilatokban jatszik fontos
szerepet.

Ha ugyanis a vizsgélt vekiortér potencidlos (¥ = - grad ¢ } ésis-
merjilk a vektortér divergencijit (div ¥ = g), akkor mivel
div grad ¢ = 4¢p , a vektortér o potenciilja a

"A(f=g

Poisson-egyenlet megoidisaként adédik.

Szémitsuk ki eldszdr e Poisson-egyenlet megoldisat alkalmas vé-
gesbhen fekvG V térrészben.

Jeldljik x, y, z -vel azon P pont koordinitiit, melyben a
potenciili keressiik, £, m, ¢ -val pedig a viltozé (futd) pont koor-
dinatait, Tegyitk fel, hogy a P ponta V térrésznek a belsejében
fekszik; vegyiink fel a P pont mint kdzéppont kiriil egy kicsiny r
sugaru gémbfeliiletet, melyet F, -lal, az altala hatdrolt zart térrésat
V, -lal jelsljiikk, & Vo térrészt V -bol elhagyva, a visszamarads
V -V, térrészre, valammt a V -t hatdrolé F feliiletre és V, -4t
hatarolo F, feliiletre (ezek hatdroljdk V - V, -4t), az ismeretlen o
potenclalfuggvényre és a

_ 1 1
Vo= Tor

Vg% + (9n® ¢ (¢-2)°

fliggvényre irjuk fel a saimmetrikus Green-téteit (7). Mivela V -V,
térrész minden pontjiban (’u értelmezve van és

1
'
[
t
1
]
]
1
1
1
1
[
]
1
1
]
'
]
r
1
1
1
'
'
t
]
I
1
i
1
[l
1
[l
[l
[}
]
t
r
1
1
1
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aw 99/ aw_a_ -, 9 y-m, 3 z-%

+ = =

Ay = 22 9,? 332 % 3 8? SO SR

2§ 0 (g’ - (fon® | 299" (50’ (g m”
b3 ’ 5
r r

2 2
208 -2)” - (F-2° - p-y)

T

:0,

(7} értelméhen

///"_iﬂ?df dg dg =//(C/’"59;% ran)d“//(?’ an)df-
v-v ‘
(8) // (T o) af,

ahol a jobb oldalon szerepls két utolso feliiletmenti integr4lban a zdrt
feliiletbd] kifelé iranyitott norm4lis radialis, a V, g5mb kozéppontja
felé irdnyitott normalist jelent.

Vizsgiljuk meg a fenti integrilok hatdrértékét, ha az F, gbmb
felillet a P pontra razsugorodik, vagyis, ha ro—> 0. & és .?EZ_
folytonossiaga esetén e fiiggvények V -ben korlatosak, azaz an

| <K GEiq.p) = eey,a+ €

és igy

// af | gL // =—K 41‘ =a4FKr -0, }
r gn r . o

ha r,o— 6. Teljesen hagonléképpen, mivel

I
1
I
H
I
!
[
1
1
1
1
I
t
1
!
1
!
I
[
i
1
1
i
1
|
|
1
1
t
!
1
]
1
I
[
]
I
I
1
I
I
1
1
1
i
1
!
]
!
I
|
1
)
1
1
1
1
]
1
!
!
|
1
|
!
[
!
1
1
|
!
t

2N

91‘ o 1 n_ T F
—gradT._—- 3 - )

2n {1) || 3
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= (§-x1 + (7-9)] + ( §-2)k, az F, gombfeliilet P(x,y,z) pont
fele irdnyitott normélisa tehdt fi= - F) ) '

F
[0}
= //(((P)'Lz df+//£'—1-2—;df=q1(P-)lT4r2ff+H,
r r r °
F0 o 0 0

ahol H—=>0, ha r —0, mivel feltételezett folytonossdga miatt
tetszdlegesen kicsiny €1 >0 mellett | & ((,7,8%) | < El ha
mir 1, elég kicsiny (vagyis (£, 7, $ )} mar elég kizel fekszik
(x,y, z} -hez), ekkor pedig

. v 1
H] = //6—2 df | <&
F r

0

o]

o
S
x

oo

F.'}
i
[1-9
=
™

ami épp az 4llitast adja,

Mivel tehat r =0 esetén (8) jobboldala. - és igy a baloldala is -
véges hatirértékhez tart, konvergens az -

///-—i— A dp dy dy
v

1mpropr1us mtegrél és

HIT Agdgdydf = [[“”af %%%)dﬁ+gﬁ)o P).
v - .

Belathats, hogy ha a P ponta V térrészt hatirols F feliileten fek-
szik, akkor hasonio okoskod4ssal

)1
/]/ T agdy dg 4 /,/(‘f’ = - ra )df+2ftcf (P),
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illetve ha P a V térrészen kiviil fekszik

1
1 xs 1 2
///‘T Agdg d?ds=f/<?’ Frrr ek
Vv F

adédik.

Ha a vizsgélt ¢p potencidl marmosta - A =g Pbisson—egyen—
letnek tesz eleget, a (9) Usszefiiggés ennek figyelembevételével
@ (P)-ta kvetkezOképpen adja meg:

1
. a
w0 ¢y -] ag agas- & [foEars Lo //l.ﬁdf
v F

{E képletben az elsd integral térbeli eloszlds, a masodik @ nyomaté-

ku kettds réteg, a harmadik pedig %‘% feliileti siiriiségii egyszerii
réteg potenciiljat szolgaltatja.)

Ha V az egész teret jelenti és az elsd és masodrendii parcidlisai-
val egyiitt folytonosnak feltételezett ¢p potencidl r—co esetén O-

hoz tart { ¢ = 0(1)), —9—'2 pedig r -rel szorozva is 0O-hoz fart r+co
esetén (—Lf- = of —) )s akkor a (10) képlet jobboldaldn 4ll6 két utolsd

integril r-=oco esetén 0-hoz tart, s igy a ¢ potencidl értékét a ko-
vetkezl harmas integril szolgéltatja:

g(f.7,¢)

1
Q@@ =5 /// e L = df dgdy .
Ry

-x) -y} +(§ -z)

Ha ui. pl. F R sugaru gdombfeliilet, akkor

2
//cp—lg—df <o(1)f‘—R—f—‘:—=4/’Eo(1),
R 2

R .
1
/f 1 9¢ |- df <-1- 2 —41?0(1—{)
r In - 0(_) ¢ 1
R
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ahol a Matematika I/1, jegyzet 28. fejezetében foglalt definicid értel-
mében eredményeink épp azt fejezik ki, hogy a fenti integrilok abszo-
lut értéke R - oo esetében 0(-hoz tart.

Belathatd, hogy a g(¢,%, 5) fliggvényre tett megfeleld megszo-
ritdsok mellett a (11) -gyel definidlt fiiggvény valéban megolddsa a
Aff =-g

Poisson-egyenletnek.

3. Vektor-vektorfiiggvény roticidja. Vektorpotenciil

a) Jelentsenek Fl’ r s Fn’ .«. 4 P ponfot belsejilkben vagy

2° *
hatirukon tartalmazé zart feliileteket; tegyiik fel, hogy e feliiletek mérhetd
felsziniiek és irdnyithatok, az dltaluk bezdrt {érrészek mérhetS térfogatuak,
és hogy a fenti sorozat tagjai 2 P pontra uzsugorodnak ri,

Legyen a ¥V = ¥(r) vektor-vektorfiiggvény folytonosaz ¥_, F_, ...,
ces Fn’ ... feliileteken., A feliiletek dlial bezart térrészek térfogatit

V,, Voy ooy V., ... —nel jeidlve kifelé irdnyitott felilieti normaélis mellett
a 2 n*
- /] vxdf - .//?xdf - //?xdf_
F1 F2 Fn
V1 VZ ' ' Vn

sorozat hatirértékét - amennyiben ez létezik, véges, és a felosztdssorozat
vilasztdsatol fliggetlen - a ¥(F) wvekitor-vektorfiiggvény P pontbeli roticié-
ja&nak nevezziik és igy jeloljiik: _ @) x &

5y [rotv@®] = lim ——"—V—-———
(P) n

(A v(r) fiiggvényre és az F_ {elliletekre tett feltevések mellett az (1) de-
Tiniciéban szerepld vektorértékii feliilletmenti integrdlok (ldsd Matematika
I/2. jegyzet 50. fejezet) léteznek.)

Az (1) definiciét rot v Ignatowsky-féle definicidéjdnak szokds nevezni.
 E definicis koordindtainvaridns, vagyis a felvett koordindtarendszertol
fliggetlen,

Beldthatd, hogy ha ¥(f} parcidlis deriviltjai is folytonosak a P pont
kdrnyezetében, akkor az (1) hatdrérték Iétezik. Erre a kérdésre késcbb
még visszatériink,
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‘b) Legyen
’ v = Xx,y, 20 + Y(x,y,2)] + Z{x,y, 2)k

a Px,y.,z) pont H kérnyezetében értelmezett és koordinbtiinak els§-
rendii parcidlis derivaltjaival folytonos fiilggvény. Legyen a
- (g z):x £x< <y < $.%
I‘{ » { (x,.y, z): X, =X =X +AX, ¥ = y_yo +dy, z =z =z, +Az}

halmaz H -nak résznalmaza; K< H,

Tétel

W) = XT +Yj+ Zk roticisja -

Q7 Y - 99X 2z
rr X

rotv=‘9y—az;1+ -3 Y i+

ill. az 1, fejezetben bevezetett szimbolikus v vektor segitségével felirva:

i j k

- - _ 2 2 2

(2) roiv="9 x Vv = Ix 9y 92
X Y Z

Bizonyitds

Specidlisan az elGbb definidlt K halmazt hatdrd6lé hasébfeliiletre, ill.
ilyenek P € K -ra rdzsugorodé sorozatira fogjuk felirni ¥(f) vektorértékii
feltiletmenti integraljat, majd meghatdrozni az (1) definiciéban szerepld ha-
tirértéket. Amennyiben a definiciéban szerepld hatirérték létezik, specii-
lis felilletekbSl 4l16 sorozatunk esetében az ad6dé hatdrérték csak az (1)
definicidban szereplfvel egyezhet meg, '

A (7) abrabél l4thaté, hogy

- x= s 2 S5 normélisa +
F1 = {(x,y,z).x X +Ax, Yy y5y0+ay, z =% zO+Az} , F1 normélisa +1,

—_ <..< < < a1 -
= = Sy= 4 . = + - -
F {(x,y,z).x—xo, y0 y=y +4y, z TZ zO /_‘Lz] , F nor_{mallsa 1,

4
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2 { (X, v,2)17=y +Ay, x = Sxfx oTA%s zoé zézo-i-az},‘ F2 normélisa + 3,
5 ={(x Y2y, . xoé x§x0+Ax, z0"=<‘>!z§z0+4z} . F5 normélisa - 3,
F, ={(x Y:2)i78 +AZ, X _xgx JFA%, yoéy§y0+Ay}, F, normélisa +k,
Fe {(x .27z, xo§x=x0+Ax, yoé y_§y0+Ay], F . normilisa - k.

E normaélis-irdnyitdsokkal az F = F1 + Fz + F:3 + F4 + F5 + FG felii-
leth8l kifelé irdnyitott normalist kaptunk.

Ly ‘:Q
1

X . 7. sbra

Szamitsuk ki az F1 és F 4 feltiletekre vonatkoz6 vektorértékil felii-

letmenti integrilok tsszegét:

j/vxdf // //v(x—x +Ax,y,z)x1dydz+
+ //?(xqo,y,z)x’fdy dz,
T

ahol T -vel az YZ ik 8. 4brén l4thaté tartoményat jelsltiik. Tekintettel
arra, hogy
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bd
Iz —— =
7
ZQ ——————
I !
I i
; |
| E .
A Yty Y
8. abra
i il k
vxis= X Y Z = Z7-Yk,
1 0 0 |

az F_ és F 4 lapokra vonatkozé feliiletmenti integrilok 8sszege

1
-// Vxdf - //Trxd'f: //- (Z(x0+Ax,y,z) ~Z(x0,y,z))]’dydz+
F1

1'4 T

-V Nk
+/j (Y (x *O0x,y,z) - Y(5,y,2)) kdy dz .
T
A két kettSs integrilban szerepls fiiggvényekre a Lagrange-féle kozépsrték-

tételt alkalmazva (ez a fett kikétések mellett - 2 és Y parcidlis deriviltjai-
nak 1étezése, Z és Y folytonossiga - megtehetd)

9 4
Z(x +O%,¥,2) - Z(x_,¥,2) = '.é_z Ax, 0= q}l 271,
(xo-i-JIAX,y,z)
Iy < <
Y(XO"'AX,.V,Z) - Y(XO.'.):Z‘) - 9y Ax, 0= 1}2 =1 ’

(x0+ 1/"'2Ax,y,z)
adédiict
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-
N 9Z = 20X T -
_]/vxdf—//vxdf—/J,/{-(ax) 3+(9x) ;{]Axdydz—

&+ 4%,7,2) (& + Y,a%,7,72)

z +Az (¥ +AY

- O/ ]f [ :Iaxdy dz.

El§sz8T a belsd, majd a kiils8 integralra az integrilszdmitas kSzépérték-
tételét alkalmazva

/lvxdf //ixdf= /{ +(—§1} E}axaydp
= (x+1}nxy+JA3, z) x

e * 1}20 XY ¢ z&ay, z}

={ gi .+(.%¥-] kjdx Ly Az =
(xo+1}1m;,ys+1éay,zo+1}54z) e, ﬂ} AX, Y +J4y,z +J az)
={_ (———Zz] j'+(—-——)3Y ft}axdydz
X ax’
®) ®,)

(1}1 és "’a}. ~hoz hasonléan vq 1} .Y
fekszik).

5,1& értéke is 0 68 1 kozdit

Teljesen hasonléan adddik:

F2 F5 3) (P4)
o =[] gl 2% X <
_/jvxrﬁ—//vxdf— —{gx) 1+(az) j}AxAyAz,
Fy Fg (P5) (PS)
ahol P3’ P Pﬁ’ P & K.

Az (1) definicidban szerepld integral:
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—//‘{rxdf _F/vadf-i{vxd'f‘-g;xdf-{{vxdf-gvxdf-//hdf

F FG
v N AX Ay Az
2y - - i
- -t5h  Jrepn  Ek-cgm k31
®,) ®,) ®,) ®,)
ay -
Y 1+2 7.
®,) ®y

A tett folytonosségi kikGtések mellett, ha az F feliilletek a P pontra ri-

zsugorodnak, azaz Pl, Pz’ P3, P4, P5, P6 —'TP a-fenti parcidlis de-

riviltak e derivaltak P -ben felveit helyettesitési értékéhez konvergilnak,

azaz
-//\'rxdf_
D
Vv

[rot v ] = lim
(P).

— ,aZ ZY\T ,QX_ 9Z,— ,aY 9 1
_[‘Zy- A R 2R R s 9}351{] ’

amint dllitottuk.

Az € egységvektorral megadott tengely kirill «w szigsebességgel
forgt merev test scbességi vektorterét a

V= w(@Exr=cxr
vektortér sllitja el8, ahol a
T=w €
vektort, vagyis a forgastengely irdnyiba mutaté és a forgis szogsebessé-

gének mérdszamaval egyenlS nagysdgu vekiort a szogsebesség vektoranak
nevezitik (Matematika I/2. jegyzet 48. fejezet).
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i j k
V=CXT= c1 02 03 = 1(czz-c3y) - ](clz—csx) +k(cly-czx)=
b4 y Z
i j k
- - 2 9 3 _
rot v= ¢9xv= Ix 2y 22

= ‘i(cl - (- Cy- cz) +k(c ) = 2¢.

Azt latjuk tehdt, hogy rot ¥ a szigsebesség vekforinak kétszeresét szol-
giltatja. A rot ¥ vektor tehdt ekkor a vizsgilt test forgémozgasarsl ad
képet, ez indokolja elnevezését,

Természelesen beszélhetiink olyan vekiortérek roticiéjarél is, ahol a
rot ¥ vektor nem bir e geomeiriai jelentéssel.

Az egységnyi pontszerii t5ltés elektrosztatikus terét el8allitd

= r
E=—
I3
fliggvény roticidja
i j k
7= 2 2 2 -
rot I = ax ay dz -
y z
v 2 3 2 2 2 3
X +y +z x +y +7 X -y 4z

R R N T
I71° I¥ I7| It] Iz I7|

Altalaban, ha egy vektortér egy skalartér gradienseként allithaté eld,
akkor feltéve e skaldrtér misodrendii parcidlis deriviltjainak folytonos—
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sigat, a vektortér mindig roticiémentes (azaz rotiacidja G -val egyen-
15).

i i k
2 2
rot arad u = A e =1—,32u_é)u‘”—,9u_92u‘+
rob s 2x  Jy 3z \gyaz 23y "1V oxaz 925%

2 2
+K(3u 3

- } = 0.
dxdy 3Jyax
Az it kizolt llitas a vizsgilt térrészre tett bizonyos kikttések mellett
mey is fordithaid, Atkalmas térrészben rotdcidmentes vektortér skaldr-
i¢r gradienseként #llithatd elG (potencidlos). Ezen 4llitds pontosabb meg-
fogalmazdsira és igazoldsira a kévetkezd fejezetben tériink ki,

cj Konnyen igazolhaldk az aldbbi Gsszefiiggések:

= v, I -+ ~ Ir ;
2) rot \1 rot v2 ;

rot (v, -~ ¥
{ 1

Tot (CcV} = ¢grot v,
ha v kétszer differenci:ilhaté;

div rot v = {,

= graddivv- (AXT+ A Y] + AZK),

<l
i

rot rot

ahol ¥=XI+ Y]+ Zk, &s az utébbi zdrdjeles kifejerist szokds még rovi-
den AV -vel is jeldlni,

Mivel fenii harmadik Gsszefliggésiink értelmében div rol v = 0, fel-
meriil az a kérdés, hogy leheti-e a divergenciamentes vekiorierekel egy
misik vektoriér rotacidjaként elGallitani, Tehal

divV =0 esetében igaz-e, hogy V = rot v
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Az ilyen ¥ vektorteret a divergenciamentes V vektortér vektorpoten
cialjinak nevezik,

Adott divergenciamentes vektortérhez dltaldban lehet divergenciamen-
tes vektorpotencialt taldini. Ha ugyanis

V=rol v & divv=u,

akkor V roticidjinak ismeretében a vektorpotencial koordindtiinak meg-
hatdrozisdhoz egyv-egy Poisson-egyenletet kell megoldanunk (akdrcsak az
¢16z fejezetben réscletezett médon a potencidlos - tehdt roticiomentes -
veltortér divergencisijanak ismeretében @ potencidi - pontosabban skaldr -
potencidl - meghatdrozisinil).

l.egyen ugyanis

rol Vo= b, y.2) T+ qix,y,2) T+ sz, y, 2) k.
Ekkor

pi++sk=rotrol v=graddivi- AV=~- Av=

=- AX1-4Y7j- AZK,

azaz a vekiorpotencidi koordindtai a kévetkezd egyenleteret kell hogy ki-
clépitsclk:

AX = - Pixey,'&):

AY = - q4(x,y,2),

A/ o= -8ix,y,2).
X aY 37
an’ In In ¢

tett alkalmas kikotések mellett megoldva, hasenléd gondolatmenettet,
mint amivel a 2, [cjezet (11) kipletére jutottunk addodik:

,//; — 2})(’(’,”?.21’) = dfdnfd;:
v V(F-X) F(-yy +{§-u)

1
Y(P) - IF [// e szf,'? . 3) 5 dg dpdg,
V(f ~X}
1

Izon egyvenleiclet az egésy térben X, Y, Z
5. O 3 ? 3

. 1
Sy = —ﬁf

+ '7-3()}3 +(5-y)



1 s(£.7..1) '
Z(P) = ﬂ/// df dndt,
47 V(f—x)2+(:’7-y)2+{j-z)2 74§
A

illetve eredményeinket 6sszefoglalva:

1

(3) Tr(P)=5,i:— ///mtv(f’?’ﬂ\/ > dfdo?di
Vv E

2
(£-0"+ (997 + (5 -2)

és ezzel specialis esetben a vektorpotenciil meghatdrozdsara szol-
g4 integriira jutottunk.

d) Tegyiik fel, hogy a ¥(f) = X + Y] + Zk vektor-vektortliggvény koor- °
dindtdin.« parcislis deriviltjai is folytonosak a zdrt F feliileten és az 4l1-
tala hatdrolt V térrészben, F -en pedig csupin ¥(f) folytonos. Legyen
F mérhets felszinii és iranyithats, V mérhetS térfogatu; jelentsen
i= nlf + nzj_ + nSiZ a zért V' térrészbbl kifelé iranyitott normélis egy-

ségvektort. A tett feltevések mellett marmost a kivetkez& integraltétel
mondhaté ki: '

(4) _//{r(f)xdf=//dfxi(f')=//rot?dxdydz.
F F v

Bizonyitds
A vizsgilt vektorértékii feliiletmenti integral stalakithaté a ¥(¥) vektor-
tér 0 feliileti normailis egységvekiorral vett vektoridlis szorzatdnak fel- .

szin szerinti integraljavs (ldsd a vektorériékii feliiletmenti integral defini-
ci6jat: Matematika 1/2. jegyzet 50, fejezet):

—//\‘r(ﬂxaf=//df'x§(i) =//ﬁxfr(f)df=
F r Fr .
=//(Zn2-Yn3)df I+ //(Xn3—Zn1)df 7+ //(Ynl-an)gf k.
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Az egyes zardjelekben 4ll6 felszin szerinti integradlok azonban ugy is
felfoghatok, mint a (Z] - Yk), (Xk - 21}, (Y1 - Xj) vektorfiiggvények ska-
larértékii feliiletmenti integraljai, tehat:

—//\_fx df = ]/{Zi—YE)df‘ i+ //(xﬁ-zi)df j+///(¥i-xi)df k.
F F F F

Az itt szerepld integralok mindegyikére a Gauss-Osztrogradszkij-tételt al-

kalmazva {2, fejezet) adédik:
i+ /// J)dxdyd / i+

ffora- (35
///tax s | = [

amit bizonyitani akartunk.

A (4) tétel értelmében konnyen beldthatjuk, hogy V(T) -re, ill. a V()
vektortér koordindtdinak parcidlis derivéltjaira tett folytonossigi kikité-

sek mellett a [rot ?] vektor definiciéjadban (1) szerepld hatarérték

P)
valoban létezik. Ha ugyanis F,, a P pontot belsejében tartalmazé zart
feliilet, amely a P pontra rézsugorodd Fl, F ... feliiletsorozatnak mar

elég tavoli tagja, akkor rot v feliéielezett folytonossaga miatt az F fe-
liilettel hatarolt K térrészben
rotv = [rot V] + 7, ahola P pontban lim n =
P)

A (4) tétel alkalmazdsdval azonban

-//v(f)xdf=///rotvdxdydz =
F K
n
=[rot\—r] ///dxdydz+H=
® g
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=-'[rot ?:I . Vn + H,
(P}
ahol Vn -nel jelsltik az F a fellilet Altal bezart Kn térrész térfogaténék

mérdsziméat és adott £ > 0 mellett

[ reee

n
nyezetébe esik,

|H|= <€ . Vn’ ha Kn a P pont alkalmas kor-

Eredményiinket 4trendegve irhatjuk teh4t:

©) [rot ¥] == // i x 7- —]
n Fn

(F) n

Ha mérmost az F_ feliiletek a P pontra rdzsugorodnak, akkor a fentiek

A
n

gens vektorsorozatot alkotnak, amint azt dllitottuk.

értelméhen — 0, vagyis az (5) jobboldalin 4116 integrilok konver-

4, Stokes téiele. Potencidlkeresés

a) Stokes tétele

Ha ¥(¥) és koordinitdinak parciilis deriviltjai folytonosak a mérhetd:
felszinil, irdnyithaté F felilletdarabon és annak rektifikalhaté L gbrbével
megadott hatdrin, akkor '

(1) //rotir'df=/vd",
F L

ahol az L gorbe befutisinak irdnyit és az F feliilet feliileti normaliss-
nak irdnyit ugy hangoljuk 6ssze, hogy az L gérbe befutdsi irdnysdba mu-
taté érintGvekior, az erre merdleges, a fellilet belseje felé mutats vektor,
&g a fellileti normilis jobbrendszert alkosson,
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Bizonyitds
Miutdn v=Xi+ Y]+ Zk esetében
rotv=rotXi+rotYj+rotZk,

és igy

/jrotir’df=//rotX’fdf+//rotYfdf+//rotzﬁdf,
F F F F

]Trdf = Xidr '+/Y_Tdf + /ZEdf,
L

L L
az aldbbiakban csak a

//rotxidf=/'x1’df
L

F

Hoe—

osszefiiggést fogjuk bizonyitani, a két masik megfeleld tsszefilggés bizo-
nyitdsa teljesen hasonld, ezen Gsszefiiggések igaz voltabdl pedig a Stokes—
tétel kovetkezik.

A tétel bizonyitdsinak egyszeriisitése céljabél tegylik fel, hogy az F
feliilet egyenletét T = T(u,v) alakban adhatjuk meg, az F feliiletnek fe-
leljen meg az UV paramétersik T tartoménya. Legyen T norméltarto-
mény, T = F(u,v) koordindtdinak pedig u és v szerinti masodik parcia-
lis deriviltjai is legyenek folytonosak T belsejében és T -nek L’ hatérén.
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Jelentse

v
u=uf), v=v{t), «=2t=4
az L’ gorbe paraméteres egyenlet-
rendszerét &s tegyiik fel, hogy uft) és
' v(t) szakaszonként folytonosan differen-
N cidlhaték, ha o2t £48.
&
é, 7
10. dbra
Mlvel _i j- E
- - 2 3 9 9 X - 9 X —
= VXxXi= = - k
rot X1 ' Idx Iy 2= a:°' 9y
X 0 0
és a tétel szvegének megfelelfen irdnyitott feliileti normalis
i jJ k
2% (9T _ [ 2x 2y 2= 9y 2z 2z ay\~_Eax_:9_z__g§__a_z_
Ju 2v 2u 9u Ju =054 oy " 9w v "0 av Iv o
dx 9y 9=z + Ix dy 2y 2x %
av 9v v ‘3u v 2u 9V)

rot X7 feliiletmenti integrilja igy alakithaté 4t kettGs integralia:

[frnsrafJ s

QXE)(gi X g ) du dv =
//(9X?x 229X 9x 919X ax 9y
dz v du 2z FJu v 2y Ju 3v
aX 3y dx

2y du 9v) du dv.



A tovibbiakban az / _/ X 1dr gorbementi integralt alakitjuk 4t tdbb lépésben
_ L
ketiGs integradlld, amely integrilnak legutébb nyert kettds integrilunkkal
valé azonossdgit kimutatva allitdsunkat'igazoltuk.
Miutdn az L gorbke egyenlete

T = Tu(t), v(¥), xS2t24,

adddik: A

/ X1dr: / X(Fuft), v(t) T Fu(e), vt)) dt = -
L of

A
d
=/X(r(u(t),v(t))) T ‘%r 3;‘ + ?)5 d:', dt =
d -
5 .
d dv_ - d dv -
- [, ven T3 G + 22 ST G SY Ay,
o
9z du  Jz dv _
o e oy e B A
A
d d
/ (XE, V) = B @, v 25 LY a
ol -

A legutébb nyert integril azonban ugy is felfoghai6, mint a

- 2% - 2K =
=X ——8&. +
vEXSiA Aoy &
vektortérnek (|él| = |&,| = 1) aparaméterértékek sikjéban fekvé T tar-

tomany 1.’ hatdrgdrbéjére vonatkozé gorbementi integrélja, a t paramvé—'
ter szerinti kbzOnséges integrill atalakitott formdja:

FTaT - - - 9% 9x
/}sldr-...—/x 9ud1|+X avdv.
L 1.}

Alkalmazzuk erre a girbementi integrilra a sikbeli Gauss-Csztrogradszkij-
tételt (2. fejezet b)):
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Ix
Q(X )
2 . 3
/X Qﬁ du+ X dv-—// - v l)‘}dud‘..f=
i’ T
9X9x+9X ay+9X 7 9x+ 9%
((Qx du 2y du 2z u’ 9v dudv
i )
2
- dX 9% X 2y , 28X 9z 9x 7x _
- Tox v t 2y 9av_ 2z v’ '9u+X9v9u’dudv—
X 9y +9X dz 9x JX 9y Ix
9y du v 9z Zu 2v 8y IJv Ju
! 9X 9z 32
zZ X .
"9z 9v gu B
mivel feltevésiink értelmében
3% _ 2%
dvIu Juov’

Mint l4that6, integrilunk a felifletmenti integral stalakitdséval nyert ket-

t0s integrallal megegyezik, és ezzel 4llitdsunkat igazoltuk,

b) Jelentsenek specidlisan FI’ Fo, vves Fk’ ... 2 P

sikfelilleteket, melyeknek hatirgsrbéje Ll’ LZ’ vess Ines oo

ponton 4thaladé
. Tegyiik fel,

hogy az Fk feliiletek, ill, az Lk gbrbék a P pontra rdzsugorods soro-

zatot alkotnak, vagyis az L, gbrbe pontjainak P -t61 mért tdvolsdga 0 -

-hoz tart. k

Mivel valamely vektortérnek adoti T normé&lisu siklapra vonatkozé
skaldrértékii feliiletmenti integralja ugy is felfoghaté, mint a vektortér #
irnyu vetiilletének ugyanazon siklapra vonatkozé felszin szerinti integral-
ja, (Matematika 1/2. jegyzet 50. fejezet), rot ¥ folytonossigsnak felté-
telezése mellett, ha az Fk siklap, ill, annak Ly hatdrgbrbéje mar bele-

esik a P pomt elég kicsiny kdrnyezetébe, irhatd:
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//rotfrdf=//(rot{r)ndf= [(rot?)n] /jdf+H=
@) i

Py F K

= [+rot Tr)n](P) £+ H,

ahol fk -val az Fk siklap teriiletének (felszinének) mérdszimat jelsltiik,
és

(rot 9)_ = [(rot G)HJ(P) £,

ahol (x,y,2z) P esetében 7% —- 0. H -ra tehét a kivetkez8 becslés ad-
haté: adott & > 0 mellett

H = //’?(x,y,z)df £ € fie s
P

és el8bb nyert dsszefiiggésiinkben még

—%— is tetszdlegesen kicsinnyé

teheté", ha F, a P pont alkalmas kbrnyezetébe esik,

k
A Stokes tétel értelmében azonban

f/rot\'rdf=/§rdf,
F L
n

n.
azaz :
[{rot i*)n:[ fn + H =/'\7 dr,
(P) i
n
vagyis 1[ ¥ df
[‘r"t ‘-’)n] = = - ? '
(P) n n
ahol —-—?—— tetsz8legesen kicsiny, Ezt mésképp ugy is irhatjuk, hogy
n ‘
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[ va
L
(2) (rot V) = lim ———

]

ahol az L hatargorbéjii n norméiisu siklap felszine f az L gérbe
befutasi irdnydba mutatd ermtovektm, az erre meroleges a aart L girbe

belseje felé mutaté vektor és # Jobbrendszert al-

‘ kot, a lim pedig azt jelenti, hogy rot ¥ @ irdnyu
Ln veiiiletének P pontbeli értékét a jobboldalon 4llé
hédnyadosok P -re rdzsugorodé Ln gorbékre vo-

natkozd sorozatdnak hatdrértéke szolgiltatja. A (2)
5 képletet rot ¥ N irdnyu komponensét megadd
Ignatowsky-féle formulinak nevezik. A.(2) -ben
11, 4bra szerepld hatarérték ¥ ~re, Fn’—re, Ln -re a

Stokes-tétel kimondisakor tett feltevések mellett - az eldbbi okoskodis ér-
telmében - létezik.

I 4

Ez utébbi eloillitdsbél is levezethetOk rot ¥ derékszégii koordinatai-
nak értékei, feltéve, hogy ¥(F) -re, az L gorbékre, valamint az 4ltaluk

bezdrt A vpormaélisu s1k1apokra a Stokes- tetel kimondéisakoy tett feltevesek
teljesiilnek,

“Szémitsuk ki a (2) hatarertek értékét speciilisan a P pontra rizsugo-
rodd A B C hdromszigek sorozatira, ahol ezen hiromszig-lapok nor-

milis egységvektora
(® ﬁ=coso<i-+cosﬁf+cosgl?,
és a hiromszig csucsai -

AR FAX LY a2y B LY FAY Lz, C LY LE HAz )

Jeloijiik az AanCn héromszog teriiletét a kivant befutdsi irdnyban

Ln -nel. A hdromszbgetaz x = x Y=Y z =z, sikra levetit-

n’
ve, a vetillet-hdromszdgek esucspontjai, ill. keriiletilk 2 12. dbran jelzett
befutdsi irdnnyal:

On(xn,yn,zn), Bn(xn,ynMyn,zn), Cn(xn,yn,anzn); L. .,
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Onlipo Yot Ol Yy Fan),  Arax vz Ly

Onps Ve 2y Ajl +Ax Ly Lz ), B G,y Ay L2 )5 Ly

Nyilvanvalgan fenniil:

/'df=/?df+/?df+/\—rdf,
L, L
1 2

L L
n

mivel a jobboldalon szerepld integ-
rélokbanaz A B, BC, CA
nn n n nn

éleken kiviil szerepld 0 A , 0 B,
nn nn
Oncn éleket kétszer, ellentétes

iranyitassal futjuk be, s igy az ezen
¢lek menti integrélok az Ssszevonds
sorin kiesnek.

@]

v=X1+Yj+2k

esetében marmost a sikbeli Gauss~
Osztrogradszkij-tételt alkalmazva 12, dbra
(2. fejezet) a ¥ koordinitdira tett

folytonossigi kikotések meileit

o _{[ 2z 23y ~ 2L _9Y

/vdr—/ﬂdy+Zdz)—//657-g'z)dez~ gy-=gz)(P)‘£n1
T
n

L L
n n

(az Ln gorbe ugyanis az YZ sikkal parhuzamos x = X egyenletii .

sikban g’ekszik). Hasonléképpen irhaté

[ _ . X 2% IX 2%
/"vdr=/(Zdz+de)=//(‘9-‘Z‘—§)dx_dzx‘:(z-£)(})) tn )
L L Ty :

n n
2 2 2
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[ Ix Y 2X
j 74 r~/de +Y dy = //—~ , dxdy =5 - 2y b,
i_ J

n
3
ahol Tn , Tn s ’]‘n -mal az Ln R L.ll s Ln gorbe iltal bezart tar-
1 2 3 1 2
torndnyt, e haromszogek teriiletét pedig [ tn . tn -mal jelsltiik, &
1 2 3

hiromszogek az A B C A  vetliletel, 0z x=x , y=y . z=12 sikra.
nnn n n n

Kénnyen beldthaté, hogy a 7 teritletii hdromszig ¢és annok 1 teriiletii
vetiilet-hdromszige esetében fenndll a

t =T cosw

Usszefliggés, ahol w a két hiromszig sikja dltal be-
zdrt szog. (A 13. dbrardl leolvashatd, hogy ha az ere-
deti és a vetlilethiromszignek egy kizis éle van - ami
most vizsgili feladatunkndl fennill - a hiromszigek
magassigaira fennill

m=Mcosw ,
azaz

13, abra

an LLIVICOSLU
{ = _,_f{_ - 5 —— =T cos tu,)

Ennek figyelembevételével az AanCn hiromszig tertiletét fp -nel je-

16lve, mivel (%) értelmében e hiaromszbglapnak a vetiilef-hiromsrigek
sikjaval bezdrt szdgei oc, 8 ill. g, adédik:

= = 2%z 9y . .. 9X 37, ; .
J/vdr,v[( - )incosa<.+{az—9 )f:,u S+

dy az
LI'l
P 2L 2% ]
(Qx 9y ) n”““‘f?/d. {+)
azaz
j v(r) dr
L r, .
o 2P7 9% IX 27 9Y 2x |
fn NI__(gy 92) cosot + (5~ Py )cos B + )(uba’j“‘l
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ahol a kéizelitéseknél elkdvetett hibik 0 -hoz tartanak, ha az L_1 girbéket
Pl aps !
a P pontra razsugoritjuk,
Ha n vizsgilit ’\anCn hiromszog specidlisan az x = X, siikhan felk-

szik, akkor e sik normilis egységvekiora

=71
lévén (¢ = 0, ﬂ:J:T{ﬁ:)
f
j 7 dr
1.
Hm —— - (92Z QY)
f ‘9}’ dz’’

haaz ABC A4 az y =y sikban fekszik
nnn n

L 92X D7,
R PR TR

hapedigaz ABC A az =y sikban fekszik
npn 1

[

Ln» _ . 9Y 39X

= )
fn dx ay

=1k,

[o Vo]

T

lim

és ezen 1, 1, k vektorokra vett feliiletekbf1 felirt

5=,QZ_8Y,T+,9X_ QZ_-+,9Y_?)X\I—-
"~ Yoy 2z’ Yoz ox' 1T ox Qy’(

vektornak n=coscc 1+ cosf3j+ cosy k iranyu vetiilete valéban

Y VA) | . 2% 22 Y _9x .
am—-(gy az)cos-oc*r(az - Qx)cos/:'+(3x ~ Qy)cosg' :
/'\'Idi:
Ly
= lim ————

¥ vektorral egyenls.
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¢) Mint mér emlitettikk, ha a ¥(F) vektortérnek van potencislja, ak-
kor

= grad u = - grad ¢

és amennyiben Vv koordinatdinak parciilis denvalt_]al is folytonosak a tér
vizsgilt tartoménydban, ott

rot v = rot grad u = rot(-grad ¢ ) =

azaz e térrészben V roticiGmentes.

Szintén emlitettiik mir, hogy ez az 4llitds bizonyos mértékig meg is
fordithaté, ill, pontosabban a kivetkez8 mondhaté:

Tegytik fel, hogy a V(I) vektortér rotdciémentes a térnek egy bizonyos
V részében. A Matematika 1/2. jegyzet 49, fejezetében elmondottak ér-
telmében tudjuk, hogy a vektortérnek a V térrészben van potenciélja, ha
a kérdéses térrészhen futé birmely zart L gorbe mentén

Ha méarmost a kérdéses térrészben fekvd barmely zdrt L gbrbéhez sike-
rill olyan F {feliiletet taldlni, amely mentén feliiletmenti integril szamit-
haté, ugyancsak a kérdéses V térrészben fekszik, s hatdra éppen az L
gorbe, akkor az L gorbére és az F felilletre alkalmazhatiuk a Stokes-

tételt:
/Trdi‘ =/]rotw‘rdf'=//ﬁdf=0
L F F

ebben az esetben van tehit a vekiortérnek potencidlija.

El8bbi okoskodasunk jogosultsiga a V térrésznek azon tisztin geomet-
riai természetii tulajdonségan mulik, hogy lehet-e benne minden zirt L
gorbéhez a kivént fulajdonsdgu felilletet taldlni, Minthogy a gérbementi
integril tetszGleges pontossiggal megkszelithetS a gorbébe beirt tértvonal
menti integrallal, azért megelégedhetiink itt avval is, hogy minden zAart
gorbe helyett minden zért tértvonalhoz lehessen megfeleld iranyithaté poli-
éderfeliiletet taldlni. Az ilyen tulajdonsdgu térrészekre a kivetkez§ elne—
vezést vezetjilk be:
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Definicié

Az olyan V térrészt, amelyben minden benne futé tértvonalhoz 0z talsl-
hat6 olyan benne fekvs irfnyithaté poliéderfeliilet, amelynek az adott tirt-
vonal a hatdrgérbéje, egyszeresen Osszefiiggd térrésznek nevezik.

Ilyen egyszeresen 6sszéfﬁgg()’ térrész példaul egy gomb belseje, vagy
dltaldnosabban minden konvex térrész.
Definicié

Egy K térrész konvex, ha birmely két pontjdval egyiitt az azokat 6sz-
szekot$ egyenesszakasz pontjait is tartalmazza,

Az az 4llitds, hogy minden konvex térrész egyszeresen Osszefiiggs,

nyilvdnvalé, mert ha P,,P_,...,P_ a konvex térrész pontjai, ésha ¢ a
0’71 n

konvex térrész egy tovibbi pont-
ja, akkor az OP P OP1P2, cee

OPnPO hélromsz&iglapok egy, a

konvex térrészben fekvl iranyit-
haté poliéderfeliiletet adnak meg,

amelynek a Popl ‘en PnPo

tortvonal a hatdrgbrbéje.

A fenti definiciék értelmé-
ben az egész tér egyszeresen -
Usszefiiggl. Az egész tér egy 14. 4dbra
pontjdnak elhagydsa utdn is -
egyszeresen osszefiiggd marad.

Nem egyszeresen Osszefiiggd pl. a térbdl egy egyenes pontjainak elha-
gyésa utin visszamaradé térrész (az egyenest "megkerulo” tértvonalakhoz
nem lehet megfeleld feliiletet taldlni),

Az egyszeresen sszefiiggh térrészek a kidvetkez8képp is jelle-
mezhetSk:

egyszeresen osszefuggoatartomény (térrész, vagy specidlisan sik-
rész), ha a tartomédnyban haladé minden zirt gorbét a tartomanyon be-
lill egy pontra lehet 8sszehuzni. Pl.az T= (3 +2cost) cos vi+
+(@3+2cost)sinvi+2sintk torusfellilet 4ltal hatdrolt végesben
fekvo tartomény nem egyszeresen Osszefligel, mert pl, az
r=3cosvi+3sinv _] korvonalat nem lehet a toruson beliil egy pont-
ra Osszehuzni.

-49 -



El6bbi okoskoddsaink eredményét tehat a kovetkezd tételben foglalhat-
juk Sssze:

Valamely egyszeresen tsszefiigegl V térrészben a folytonosan diffe-
rencidlhaté v(r) vektor-vektorfliggvénynek akkor és csak akkor van poten-
cidlja, ha ott roticiémenies.

Aﬁnennyiben e feltétel teljesiil, akkor a potenciilt a

dE=-u@=- df + ¢

W) S
<t

képlet szolgaltatja (a vonalmenti integrilisndl az integrilds utja az egy—
szeresen Osszefiigel V térrészben az a helyzetvektoru ponttél az T hely-
zetvektoru pontig futé tetszbleges gorbe).

‘Ha az a térrész, amelyben ¥ rotdciémentes, nem egyszeresen 0sz-
szefiiggd, akkor e térrészben 4ltaliban nem lehet ¥ -hez potencislt taldlni
{erre a kérdésre alibb még visszatériink), Ha a kérdéses térrésznek vala-
mely egyszeresen Usszefliggd részére szoritkozunk, pl. egy pontja koriil
felvett elég kicsiny sugaru gomb belsejére, akkor abban mir van a vektor-
térnek potenciilija.

Pl, az - T

E =

-3
Iy
elekirosztatikus tér az egesz térbSl a P(0,0,0) pont kirekésztésével nyert
egyszeresen Osszefiiggl tartoményban rotdciémentes, van tehit potenciilja,

és e potenciél - amint azt 2 Matematika I/2. jegyzet 49. fejezetében ki is
szémitottuk ~

1
R

Egy végtelen hosszu vezetd mégneses terét - a vezetSt a Z tengelybe
helyezve - a

2 2 2
X +y X +y
vektortér 4llitja el8. E vektortér csak az egész térnek a Z tengely pontjai-
nak elhagyésa utan visszamaradé részében (ez mir nem egyszeresen $ssze-
fiiggd tartomany) van értelmezve. Az x>0 térrész azonban mir konvex
(teh4at egyszeresen daszefiiggl), itt mAr van potencidlja a vektortérnek,
mégpedig
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x,¥) : y ¥
6 =- Rar-- [ =-—1—f
2 X ¥, 2
1+
(1,0 o X5 y=0 "%

=-arctg—i—.

AQ potenclé.lfuggveny az x < 0 térrészben is potenciilfiiggvénye
H -nak, az x= 0 sikban azonban elveszti értelmét, Az x= ¢ sikban 1sx
van azonban potenciil (az y = 0 egyenes kivételével) mégpedig arc tg -;—,

ez viszont az y = ¢ sikban nincs értelmezve. Olyan fiiggvényt, amely a

Z - tengely pontjai kivételével mindeniitt potenciilja a megadott vektortér~
nek, nem sikeriil taldlnunk, legaldbbis ha egyértékii fiiggvényekhez ragasz-
kodunk,

' Legyen T nem egyszeresen osszefliggl tartomény, és legyen a

! T -ben folytonosan differencidlhaté ¥(I) vektor-vektorfiiggvény rot4-
1 ciémentes, Altaldban nem allit-
{  hatjuk ekkor, hogy ¥ T -ben

! futd zirt gbrbe mentén vett in-

1 tegréiljza mindig 0. A T -ben
| fekv6 @ és T helyzetvektoru
I pontokat (jeloljilk ezeket A és
P -vel, (15. 4bra)) dsszekosts

i killonbsz8 gorbék mentén tehst

! Kkiilonb5z6 lehet
E

1

{

[}

|

|

f

f

t

f

1

1

[}

L

1

V() dr

fO ) S—— )

értéke, Ha egy u(®) = - @ (@) 15, dbra
fiiggvényt az

T
Mﬂ=/Wﬂﬁ=-¢m
a

egyenlfséggel akarunk értelmezni, akkor ezzel az utasitdssala P
ponthoz fltaldban végtelen sok értéket rendeliink hozzd. A kivetkezd
meggondoldssal azonban ezt a tobbértékil fliggvényt (ill. ennek (-1)-sze-
resét) bizonyos tigabb értelemben a V(F) vektorfiiggwény potencidl-
fliggvényének tekinthetjlik,
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Tekintsiik T -nek valamely egyszeresen Osszefiiggl T résztartomi-
nyét (pl. egy - T -ben fekvG gémb belsejét). Szemeljik ki T -nak egy
fo helyzetvektoru P_ pontjit s kossilk 6ssze az A és P pontot a
T tartomédnyon beliil valamilyen L gorbével. L’ -vel ]elolve egy
tetsz8leges, P_ -v6l P -be vezetd és a T C. T egyszeresen 6ssze-
fliggd tartomanyb6l ki nem lépo gorbét, Iegyen

fL(f) = / V(D)dT + / V(1) dF.
' L |
Nyilvanvalg, hogy f (f) értéke L° megvilasztdsdtél mir nem fligg, -
hiszen T, egyszeresen Usszefiiggl volta miatt minden T, -ban fekvo
és P0 —bél P -be vezetS gorbe mentén ugyanakkora V(f) vonalmenti
integriljdnak értéke.
fL(?) nyilvan a tobbértékii -(.'b(i') fiiggvény egyik lehetséges értékét

(agdt) szolgéltatja. Megforditva, kimutathats, hogy - (F) minden le-
hetséges ériéke megkaphaté ezen a médon az L gorbe alkalmas meg-

vélasztdsdval, Ha ui. L1 egy misik T -beli A -bél P -be vezetd

gorbe, akkor —¢(f) azon értéke, amely az L1 menti integrildssal
adédik, egyenld az

=L, + (L")

vilasztdsnak megielel§ fL(f') értékkel, ahol L’ ismét teiszlleges,
T, -nbelill P_-bél P -he vezet$ gorbe. Tehdt -@(F) értékeia

T, tartoméanyban egyértékii dgakba rendezhetSk; minden A -bél P -

ba vezets T -beli L gdrbének megfelel egy ilyen egyértékii fL(f')
dg, de kiilsnbsz8 L gorbek szolgiltathatnak azonos agakat,
Minden egyes -f (r) ag potencidlfiiggvénye a v(r) vektorfiiggvénynek

a T0 resztartomanyban, hiszen az fL(r) fliggvényt definidlé kifejezés

els§ tagja P helyzetvektoratél, T -t&l fiiggetlen 4llando, arnasodlk
tag pedig a T tartoményban egyértékit

T P
[ V{T) df = / ¥(r) aF
T P

O

o
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integrallal azonos, amely itt ¥ potenciédlfiiggvényének (-1) -szeresét
szolgdltatja, EbbSl kﬁvetkezik hogy

- Cf}(r) tobbértékii potencidlfiiggvény egyes -fL(r) dgai T -ban
csak egy dllandéban kiilonbdzhetnek egyméstol.

Péld4ul az el6bb mar vizsgalt

H = Y T+ X7

2 2 2
X +y¥ X +y

vektoriér a térbdl a Z tengely ponijainak elhagydsa utdn visszamaradd
mér nem egyszeresen Osszefliggl T térrészben van értelmezve. Mi-
vel a vektortér rotdciémentes T -ben, de T nem egyszeresen Ossze-
fiigg8, csak tobbértékii potencidlfiiggvény 1étezését allithatjuk.

Valdban, az A= (1,0,0), P =
= (x,y,2) vélasztissal, A -bdl

P -be az L1 + L, + L3 gbrbe z

mentén haladva,ahol L1 az X

tengelynek (1, 0, 0) és

P,
{ x +y , 0,0) kozodtii szaka- X e

sza, L_ az XY sik origd ki-

riili U'x +y sugaru koré-

‘—nek a ( V xz + yz, 0, 0) ponttél 7

az (x,y,0) pontig terjedd ive, ALy
Lg pedig az (x,y,0} és (x,¥,2) L A0}
pontot 0sszekGtl egyenessza~/ x5z 0o/ Xy, 0/
kasz, akkor L

X 16, dbra

/ Hdr=0, (mert L, -en y = 0),

[ Hdr =0, (mert L, egyenlete T = xT+yjetk, T=FK,
L

3 - ésigy HAEW) T(t) = 0),

mivel.pedig L2 egyenlete;
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=Rcosti+Rasint3d,. (Oété(,o),
ahol R = Ux +y K 4 pedig az (x,y) pont poliarszige)

¢ .
/ = ~Belnt o, Reost 5 pointi+Reost])dt =
L,

"SI

t=0 -R2 Rz

i
=
o+

I

-9

t=0

Aszerint, hogy ¢ a lehetséges, egymistl 27 egész szimu tSbbszs-
rogeiben kiilonbszg értékek kiziil melyikkel egyenld az

r
/ H(F) dF = ¢

| 3
integral végtelen sok kiilonboz8 értéket vehet fel,
Az x >0 féltérbenpl, a - —-'5— =473 —’L vilasztas mellett
& = Are tg (Arc tg _y_ -szel az arc tg ftiggvény féértékét jelsl-

tik), vagyis a keresett potenciél egyériékii gaként

- Arc tg —XL

adédott. Konnyen beldthats, hogy grad(-Arc tg —yx—) =H.

d) El8bbi eredményeink felhaszniligsival megoldhaté most mér a ko~
vetkezd feladat:

valamely T sikrészben meg vannak adva a folytonos parciilisokkal
rendelkezd p{x,y) és q(x,y) fiiggvények. Kérdés, van-e T -ben olyan
u(x,y) fiiggvény, melyre

2u
2x - ’ ay_q(x y)’

-

és ha van, hogyan hatirozhaté meg? (Kéiviltoz6s kvadratura feladat.)

Jeloljiilk V -vel a T {616 emelt hengerazerii térrégzt (17. dbra). Le-
gyen T egyszeresen bsszefilggl, (ekkor a V térrész is egyszeresen osz-
szefliggh lesz). Minthogy a V térrészben a
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v=pl+qj

vektortér abban az esetben ro-
tdcibmentes, ha T -ben

® _9p _ 29

Ay ax

(ot v= VX ¥= k(Qx y»’

azért egyszeresen Osszefiiggl T
esetén a (x) Usszefiiggés fenn-

dl4sabol kovetkezik, hogy V - 17, &bra
ben van olyan u(x,y,z) fliggvény,
melyre
gradu = v,
azaz
du _ du _ Jdu
aX = p(X,Y), ay - Q(st), a Z - 0,

hiszen a tett feltevések mellett az reté.mémenbes tér potencilos, ufx,y,z)~-
vel pedig a potencidl (-1} -szeresét Jeloltuk A fenti harmadik egyenlGség
miatt azonban u nem filgg z -t6l, azaz u=u(x,y). Ez a fliggvény fel-
adatunk megolddsa, Ha viszont van a feladatnak megoldisa, akkor -u(x V)
nyilvén az egész V térrészhen potenciflja ¥(T)-nek, -8 azért teljesiil a

%}‘?— = —g—i— reldcié. Vagyis ahhoz, hogy az egyszeresenxosszefuggo T

- sikrészben folytonos parcidlisokkal rendelkezd p{x,y) és qaix;y) figgvé-
nyekhez taldlhaté legyen olyan u(x,y) filggvény, amelyre T -ben mindeniitt

2u du _
ax (p(x y): 9 y - Q(X,Y)

érvényes, szilkséges és elégséges, hogy T -ben fennilljon a
2p - 29
3y 7 x

kapcsolat, Ha ez teljesiil, akkor

- 55 -



T x., 9
ufx,y) = / ¥(r) dr = px,y) dx + q(x,y)dy + C,
a (‘xsﬁ)

ahol a=oci+ B] a T sikrész tetszbleges rogzitett pontja, az integril
az (e, ) és {x,y) pontokat Oszekotl tetszésszerinti T -ben halads gor—
be mentén vehetd,

Az egyszeresen Osszefiiggd sikbeli tartoménynak még a kivetkezd jel-
lemzései is megadhatok:

Egy korldtos sikbeli tartoméany egyszeresen Osszefiiggl, ha hatdra egy
darabbdl 411, Ha egy sikbeli tartomany hatara t5bb kiilon4ll6 darabbsl 4ll,
akkor t6bbszorbsen Ssszefiiggd.

eqyszeresen ft)bszc)rasen

dsszefiggd gssrefy }q

sikbalf tartomdny sikbeli farterndmy
18, Abra

Pl, egy onmagit nem metsz8 zart gérbe belse]ebol 4116 sikbeli tarto-
mény egyszeresen Osszefiiggs.

Egyszeresen Ssszefiiggd egy sikbeli tartomdny, ha minden benne futé
egyszerii zart gorbével (Jordan -gorbével) egylitt a gorbe belsejében fekvd
pontokat is tartalmazza.

e) Az el8z8 fejezetben emlitetiiik, hogy a rotdciémentes vektorterek
egy skaldrpotencidlb6l (annak negativ gradienseként), a divergenciamentes
vektorierek pedig alkalmas differencidlhatésagi kikotések mellett egy vek-
torpotenciilb6l (annak roticidjaként) szdrmaztathatdk. Egy tetszoleges
vektortérre a kivetkezot mondhatjuk ki:

Tetszlleges folytonosan differencilhaté v(r) vektoriér fglbohthaté egy
divergenciamentes és egy Trz _rotaciémentes vektortér Usszegére.

\S!
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Legyen ugyanis pl.

. divi=g, rot ¥=14,
akkor, ha
V= VI + v2
és
(#) rot v, = 0, div v, =8
akkor a
iTv Y

vektortér divergenciamentes lesz, rotdcisja pedlg megegyemk ¥ roticid-
javal:

div v

1= divﬁ-vz) = di\a'v--divv2

i
o
1
™
I
g

I
o]
1
o
il
o

rotv1 rot (V - vz) = rot ¥ - rot v, = a

Az (%) tulajdonsiggal rendelkezd vektorteret ugy 4llithatjuk eld, hogy
a-4¢ = g Poisson-egyenlet megoldisaként elGallitjuk potenciélfiiggvé-
nyét, majd ?2 -t ennek negativ gradienseként.

f) A Matematika I/2. jegyzet 48. fejezetében megadtuk a derivdlttenzor

definicidjat. A V(F) = XT + Y[ + 2k vektor-vektorfiiggvényt akkor mond—
tuk differencidlhaténak, ha megvéliozdsa igy volt 1rhato

(%) V(E+OT) - T(F ) = AT+ Z_“Af,

ahol az £ tenzor métrixénak minden eleme |A_fl -0 esetében 0-hoz

tart, az A derivilt-tenzor mitrixa pedig:

3IX 2X X
2x 9y 2z

A = oY 9Y 9Y
2x 2y dz

2z 297 2%z
"dx 29y 9z
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Ezen A métrixot egy szimmetrikus és egy antimetrikus métrix 5ssze-
gére bontva fel, a nekik megfeleld szimmetrikus és antimetrikus tenzorck
skaldrinvariinsa, iil, vektorinvarﬁénsa (lasd Matematika I/2. jegyzet 48.
fejezet)

Ha mérmost (%) ~ban eltekintiink a kicsiny AT esetében az elsd tag mel-
lett elhanyagolhaté utolsé tagtsl, és az A derivilttenzort A, szimmetri-

kus és Aa antimetrilms részének tsszegére bontjuk, akkor
(ex) v(ro+z]r),~.,v(ro)+AsAr+AaAr

.adédik. Ezt az eredményt a kivetkezSképpen szemléltethetjiik:

Irja le ¥(F) egy 4ramlé folyadék sebességi vektorterét, Ekkor (mx)
‘értelmében a folyadék vizsgalt darabjdnak mozgésa j6 kozelitéssel hirom
mozgésbol tehets dssze. (%) jobb oldali elsd tagja nem tartalmazza
AT -et, ez tehit valamennyi vizsgilt részecskére kozos, ugyhogy a vizs-
gélt folyadékrész \’r(fo) sebességii merev testszer§ haladé mozgssit mu-
tatja. A harmadik tag @x F alakban is irhaté (€ A, ill. A vektorinva-
rifnsa), eszerint ez a tag azt mutatja, hogy a vizsgilt folyaélékdarab merey
testszerii forgd mozgést is végez, melynek szbgsebesség vektora &.
(Ezért nevezziik.a derivalt tenzor vekiorinvaridnsdnak kétsz eresét rot 7 -
nek.) Igazolhatd, hogy a ¥(f_ + AT) sebesség kozelitd értékét szolgsltats
képlet kizépsd tagja-arra mu%at, hogy a folyadékdarab alakvéltozdst szen-
ved, az A szimmetrikus tenzor (azaz az A tenzor) skaldrinvarisnsa a
térfogatvéﬂozés sebességét, a folyadék szétdramlisinak gyorsasigit méri
ezt a vektortér divergenci4jinak nevezzilk,

5, Skalir-vekiorfiiggvény gradiensének Ignatowsky-féle definicidja

a) A Gauss-Osztrogradszkij-tétel kovetkezményeként a kbvefkezb’ ne-
vezetes integraltétel vezethets le (un. gradiens-tétel):
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Tétel
Legyven F egy mérhetd félszmii, irdnyithaté, zdrt feliilet, i az F

feliilet dltal bezdrt mérhetS térfogatu V térrészbil kifelé mutats normilis -
egységvektor. Legyen u(f) és- grad w(F) folytonos V -ben &s ennek F

hatdrin. Ekkor
///gradudxdydz = //u(f'} df .
v ' F

Bizonyitds |

f= nlf + n2}+ nSE, (1] = 1) mellett alakitsuk 4t a tételben sze-

repld felilletmenti integr4lt fe lszin szerinti integrall4:

T=]/u(f)df$ //(u(i')ﬁ) df =
F ¥
= //u(i")nldf .'i'+//u(_f)n2df j+ //u(f')nsdf k.
F F F

Az utébbi hirom integral ugy is felfoghat6, mint az u(®i, w(®J és u(mk
vektorfiiggvények skaldrértékii feliiletmenti integrilja:

1= //(uf)di 'i+;'//(u})df' j+ //(ufc)df k.
i F F F

Alkalmazzuk kiilon-kiilon az itt szerepl§ z4rt F feliiletre vonatkoz6 feltllet-
menti integrilokra a Gauss-Os_ztrogradszkij-tételt. Mivel

div(ui_)=-%, - div @j) = 3; div (uk) = 3;"
ad6dik: '
o[l a-([fas e A gy
F v /

-59 -



+ // —g—:-dxdydz E=///gradudxdydz,
v v _

amint allitottuk,

b) Az el8bbi tételbdl konnyen adédik grad u(f) P pontbeli értékét
szolgiltaté koordindta-invaridns Ignatowsky-féle definicisja.

Jelentsenek F\I’ Fz, ey Fn’ ... a P pontra rézsugoerodé zirt fe-

lilleteket, Vi Vo e Vs +.. bediga fenti felilletek 4ltal bezdrt téx-
részek térfogatinak mér8szamat. Ha az Fi feliiletek mérhetd felsziniiek

és irdnyithatok, u(r) pedig parcialis deriviltjaival egyiitt folytonos az Fi
felilleteken valamint az 4ltaluk bezdrt mérhetd térfogatu K, térrészekben
(K. - térfogatdt jelolje *Vi), akkor kifelé irdnyitott feliileti normaélissal szi-

molva az
//u(i‘) df // u(r) df // w(r) df

Fl . F2 Fn

V1 V2 : Vn

sorozat konvergens és limesze:

// u(®) af
F
n

(1) lim = [gra_d u(f)] .
n : {(P)

A tett feltevések meil_ettugj}anis ha Fn mér eléggé rézsugoroaik P -re,

akkor az Fn feliilet altal bezdrt térrészt Kn -nel jeldlve:

j, // u{F) daf =///grad u(r) dx dy dz- = [grad u(f}:] \A +#,

F K. P)
n n

ahol grad u folytonosséga révén

grad u = [graduJ +-p'z,
{P)

--H -



ésa P pontban lim% = 0, H pedig % integrilasbol adéds hibatag.
Ha K mér beleesik P alkalmas kbrpyezetébe, akkor tetszSleges

//7(r)dxdvdz —£//dxdydz £. V \

El15bbi eredményiinkbdl v, # 0 -val 4tosztva tl%hét irhatjuk:
; sy

[grad u(f)] = -‘—fl—- //u(f) df < J“Vl :
r) n n

E>0 meIiett

ahol

Ez azonban éppen azt jelenti, hogy F -re rézsugorodllf) Fn zért feliiletek-
re az (1) hatdrérték léfezik, ezt akartuk bizonyitani.
[dw v] , it [rot v] —nek az 1., ill. 3. fej‘e‘,zetben megadtuk az

Ig‘natowsky fe[e koordinata- mvarmns definicidjat, md;d ebbol ki is szdmi-
tottuk az XYZ derékszogi koordinitarendszerben V=X T+YJ+Z Kk
divergencidjinak és rotici6jinak értékét, Az ott kbvetett okoskodasokhoz
hasonlé okoskoddssal adédik (1) -bSl a kordbban més Iuon mar levezetett

grad u(x,y,z) = gi i+ 93‘; y 32 k

szamitasi utasitis. Ennek részletezésére itt nem té’rh’nk ki.

c) divV, rot¥ és gradu kiszimitisira szolg_ﬁlé képleteinket az un,
nabla~-szimbolikdval kénnyen megjegyezhettiik: '

9 . @ = 9 =
v = = 1+_._9Y j+ £y kk
mellett '
© divi= V¥, fotV = VXV, gradu=9u,
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Vezessiik be a szimbolikus v vektor koordinstainvarians definiciéjaként a

I

(3) [¢] =tm ——

P) n
jelslést, ahol Fl’ Fz, caes Fn’ ... a P pontra rizsugorodé zart feliilete-
ket jelentenek kifelé mutats feliileti normaélissal, Vl’ VZ' cens Vn' ee. AZ

ezen feliiletek 4ltal bezirt térrész térfogatdnak mérGszdma, A formilis
(2) Ssszefiiggések alapjén a (3) -ban definidlt v vektor segitségével kony-
nyen felirhatjuk (ill. megjegyezhetjilk magunknak) [grad u] ,
_ ®) ,
[div 'w'r] . [rot 17] koordindta-invaridns, Ignatowsky-féle defini~
P) (P) '

cidjat: _
/ / u(r) daf
. F
[grad u:l = lim —H—— s
(P}

. Vn
/ / V() of
Fn

[div VJ(P) = lim “—T-,
// df x (%) - // ¥(T)x df
F F

[rot VJ(P) = lim _—n_‘T——— = lim _r_l_‘?____ .

. n n

6. Altalsnos (gbrbevonalu) koordinstik

Ha egy pont helyzetét a térben hirom adat (lehetSleg kilestnosen) egy-
értelmilen meghatirozza, akkor ezeket a pont koordinitdinak nevezzilk, Az
a tény, hogy a pont helyzetét hdrom adat, mondjuk 45 dgs g (pl. a pont

gombi koordinit4i - a szokisos jeltléssel r, 12, ¢f) egyérielmilen meg-
hatdrozza abban nyilvénul meg, hogy a pontnak valamely XYZ deréksziogl
koordinitarendszerbeli koordinitdi kifejezhetSk, mint a dy»> 490 93 vil-

tozok (paraméterek) fiiggvényei:
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X = X(Qqr Ay 9g) s
(1) ¥y =y@p 95 49,
z = z2(q;, 9 q3) »
az
= Y(d: 99, 9g) = (4,09, dgh 1+ 5{dy, 9y, d5) J + 240,95, d5) k
helyzetvekiorokkal is jellemezhetjilk a tér pontjait. Az uj 4.9 93 vé.l—

tozék rendszerét iltaldnossdgban gdrbevonalu koordmétarendszernek ne-
vezzilk, melynél a koordindtavonalak egyenletei:

x = x(qy, b, ¢},
(2) y =y(@y,bc), il réviden ¥ = T{q,,b,c),

z = z(q;, b, ),

X = x(a, 0y, ),

{3) y = y(a, qz,c), ill. réviden T = T(a, dg» c),
z = z(a, 5, C)s
X = X(a’ b’qS)’

{4) y = y(a, b,q3), ill, réviden T = T(a, b,q3),

Zz = z(a’ b, Q3)!

ahol a, b, ¢ dllanddkat jelentenek.

.A tovédbbiakban feltessziik, hogy az (1) jobboldalan 4116 fiiggvények
folytonos elsSrendii parcidlis derivéltakkal rendelkeznek.

A koordinétavqnaiak érintovektorais

(5) ?a'.=9f", i=1,2 3,




az érint6 egységvektorok:.

(6) 8, = L i=1,2,3,

A gorbevonalu koordindtarendszer ortogonilis, ha

a1a2 = a2a3 =83, = 0. |
Az aldbbiakban tobbnyire csak ortogonilis koordinitarendszereket fogunk
vizsgilni. 1
Az (1; gorkevonalu koordinitarendszer koordinitafeliileteinek egyen-
letei: '

b
3

 %(q;,4,, ),

(7) y = y(qlsq2, C), ill, roviden r = T(QI,Q25 C),

z =:z(d;, 95, ©),

x = x{q;,b,q,),
(8 Y = ¥y, b,dg), - ll. rbviden T = Tq,,b,qs),

z = z(q;, b, dg);

X = x(a, q2’.q3)’

(9 y y(a,qz,qg),' ill. réviden T = T(a,qy,9),

Z = Z(a,qz,qS),

ahol a, b, ¢ 4llandok,

E koordinitafeliiletek normilisait ugj definié.ljuk, hogy azok a koordi-
natavonalak (5) -ben felirt &, érintSvektorainak reciprok vektorhdrmasdy
alkossik. (Matematika I/1. jegyzet 9. fejezet.) Az :

(10} a1a2a3 = D

'jel'dléssel (D # 0)



11 T = Fla nré.l'a-ﬁ—aqz 9C[3 _afzxa:i

(11) T = (,qz,q3) ormélisa: B = 5 =—= ,
2T X 2F

12 T =ga,,b,q,) normilisa: & = %% i = it Dol

( ) r _r(ql! !q3 a . 2_ D D 3
27 ar .
—_— X -
2q 3q a. X a

(13) r =¥ ¢) normélisa; n, = 1 2 _ .1 2

ql!qzi - . 3 D D

(Az ﬁi normé.lisbél ﬁz és 53 ciklikus cserével is nyerhetd, ) n1 1—12 és

53 létezését a D # 0 feltétel biztositja.

Mivel al, a2, a, és nl, nz, n, reciprok vektorhdrmast alkot, se-

3 3
‘gitségiikkel adott ¥ vektor érintd, ill. normalis irdnyu keordingtdi kény-
nyen meghatirozhatok:

(14)" ¥

Z V.Ei=v5 +v, a_ +v, E  esetén vi=ﬁi’ i=1,2,3,

(15) v

.':ﬂ
it
+
[}
=1
+
o
=
@
0
]
o8
=]
[
i}
<
o
P
I

'3 ,
); i1 %™ T %l o3l i~ 1,2,3.

Ha a2 vizsgilt gérbevonalu koordindtarendszer ortogonélis, akkor a
koordindtafeliiletek normalisai és a koordmé.tavonalak érintévektorai ko-
zitt egyszeril Osszefiiggés 41l fenn:

(16) A =—2—, i=1,2,3.

Mivel ugyanis ortogondlis réendszer esetében

D=3ays, = |a1| ENgE 5|

f:rpl. a, X 2, az 8 vektor irdnydba mutats Iazi |a3 | nagysédgu vek-
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8y Ialla] & !
Bk

5, X
n = = —= — — —
! D 12,1132} {251 |3,

Hasonléképpen vezethetl le ortogonalis rendszer esetében nz
képlethen felirt értéke.

Irjuk fel néhiny gyakrabban eléfordulé gbrbevonalu koordinitarend-
szer esetében az (1) transzforméiciés formuldkat,vizsgiljuk meg, mik
lesznek e koordinatarendszer koordindiavonalai és koordindiafeliiletei,
irjuk fel a koordinatavonalak érintévektorait, a koordinitafeliiletek norma-
lisait, vizsgiljuk meg a rendszer ortogonalitisat,

és Ea—nak a (16)

a) Gombi koordinitarendszer

Az

G=R = g

jeldléssel a transzforméciés formuldk:

X = R sin u cos v,
y = R sinu sin v, ill. 7=Rsinucosvi+Rsinusinvi+Rcosuk,
Z = R cosu,

(R, u, és v jelentését lisd a 19, sbran).
A koordinatafeliiletek:

[ Y4 R=a _
P4 r:\
\ 0(0,0,0) kozéppontu koncentrikus gémb-
\ feliiletek,
\ p b
u =

Z tengelyii forgaskupfeliiletek, melyeknek

I
|
I
R | csucsa az 0(0,0,0) pontkan fekszik,
I
1
1 N - v=_=a&
v | //ly ¥
' ‘\; e Z tengelybdl kiindulé, az XY sikraime-
VAR \'og réleges félsikok.
A
19, dbra
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A koordindtavonalak ezek dthatdsi gdrbéi, vagyis

I = ¥(R,b,c¢) egyenletii félegyenesek,
¥ = F(a,u,c) egyenletii félkirivek,
T = F(a,b,v) egyenletii az XY sikkal parhuzamos

sikban fekvo kbrvonalak.

Ezen koordinatavonalak érintGi:

- IR

5 - GT®R,bo) _ l: gf(R,u,v).]
1 dR - -

= [sin ucosvi+sinusinvi+cosu E:[
u=

b,
v=e,
- _ dfauq _ [ TR, u,v) ] -
2 du Ju R=a,
v=c
= [:R cosucosvi+R cosu sinv'f—RsinuE:]
R=a,
v=c,
5 - dr@bv) _ | IF®,uv) | 0 _
3 dv av R=a,

u=h

[— Rsinusian+Rsinucosv;T:l
R=a,

u=h.
Mivel

a rendszer ortogonilis,

PO

A késobbiekben sziikséglink lesz még a kivetkezs eredményekre:

- . 2 . 2 2 2 . 2 ]
|a1|= sinu cos v+ sinu sin v + cos’u ={/sin"u + cos u=1,
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- y 2 2 2
Iaz‘ = Vchoszu coszv + chos u sin’v + stin u =

= ‘[Rz(éoszu + sin’u) = R,

|§3| = Vl%zsmzu sinzv + stinzu coszv = Vstinzu =R sinu

mivel. 0 < u<7 esetén Vsin®u = |sin u| = sin u. Ebb81 kivetkezik
a rendszer ortogonalitisidra vald tekintettel, hogy

- = 2 .
D—alaza3 = Rsinu

és a koordinstafeliiletek normélisai:

)
o1

n,. o =a, i, = —/—, n, =
1 1 2 R“-a 3 stinzu

b) Hengerkoordinéfarendszer

A szokasos

I
N

q1=R, 4y =5 Qg =

jeloléssel a transzformiciés formulidk:

x = R cos Cf s
y =R sing , ill., F=Recosp I+Rsingpj+1zk,
Z =z 4z -
: - &3
(R,cr , es z jelentését lasd a 20. \\
dbran). S
S P
A koordinatafeliiletek:
R=a
7
4 R //!J - 4
20. 4bra - S
: Xt N j
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% tengelyii, ill. a Z -tengellyel pa.rhuzamos alkotéju egyenes kbrhenger-
feliiletek,

¢ =b
7 tengelybl kiindul6, az XY sikra merdleges félsikok,
zZ = ¢,
az XY sikkal parhuzamos sikok,
A koordindtavonalak ezek dthatisi gbrbéi, vagyié

T = F(R,b,c) egyenleti az XY sikkal parhuzamos sikban fekvd, a
Z tengelybdl kiindulé félegyenesek,

H
1]

T(a, ¢fic) egyenletii az XY sikkal parhuzamos sikban fekvd
kbrvonalak,

T = T(a,b,z) egyeliietii ‘Z tengellyel parhuzamos egyenesek.

Ezen koordinitavonalak ermto1

5 - GE®,bio) _ [ 9%, qﬂz)]
=b

I}:o; ¢ ’1"+'sin @ ﬂ%) N

1 &R L 2R L
z=¢ z=c,
- :
- df(as @, C) g f(R: <&, Z):I . T T
a = - 3 = = |-R sing1i + R cos ]
2 d‘-f L I R=a, [ 7 4 ]R=a,
» zZ=C . z=c,
; - dF@b,z) _ gf(R,gpz):! , 3
3 dz L Jz -
] R=a
¢=b
- Mivel

, 3,3y = 2,3, =343, =
a rendszer ortogondlis, és teki,nﬁeftel arra, hogy

a| =Vco.s.2 +sin’ep = 1,
S R
[3,]

VstinzqJ + chosch = R,

.-1’

o1
0

adédi_k:
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D= a1a2a3 = R,

a koordindtafeliiletek normaélisai pedig:

¢) Altaldnos hengerkoordinitarendszer
A transzformiciés formuldk: |
x =q, Hay) +cq,,
LY =g 8lg) + Coly ill, r= 9, EI(qz) + q3Tr, ahol ?=01T+02'j4-0317:,
z = q; higy)+ ¢y, T(ay) = flag) + g(dz)]'+ hfgy) k.
A koordinstafeliiletek: -

9, =a:F=a rI(qz) + 4V hengerfeliiletek,

=b:F d + g v . i
q, b:¥ qld 4 sikok,

4 =e: T =gq rI(qZ) + eV kupfeliiletek.

A hengerkoordinitarendszerek dltaliban nem ortogonilisak. Pl. az

X =u a cos i,
¥y = u b sin t,
2=z

(q1 =u, g, = i, dy = z) elliptikus henger-koordinitarendszer esetében

a koordindtavonalak érintd-vektorai:

- _ 391 _ < LT

al— gu—cost1+bsmt],

_ 27 - -
- = - i i+ i i

a, oY uasinti+ubecost],

- ar -

8 = az-—k,
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és mivel

de 9 9
§1§2=—ua sintcost+ub sintcost# 0,
ha a # b, a rendszer ezen kikbtés mellett nem ortogonilis,

A tovdbbi targyaldsok leegyszeriisitése érdekében vezessiik be a ki-
vetkez§ jelvléseket:

.. _JdF JIF o N

(17) aiaj = 9q aq] = gIJ = ng s 1,) = 1! 2'! 3
specidlisan
(18) l5.|% =53 =g =12, 3)

i i ii ’
itl, az
(19) |5| =B, jelslessel |7|” = HZ.

i i i i

7. A gradiens kiszdmitdsa gdrbevonalu koordinitarendszerben

; Egy skalartér gradiensét legeldszor ugy definisltuk, mint a skaldr-

vektorfiiggvény differencidlhdnyadosit, vagyis az u(f) fiiggvény megval-
- tozdsénak forészében (a du’ differencidlban) szerepld "arinyossigi té-
nyezd"-t:

Au =uf + AT) - w(T) = AT + £ AT

éshaitt |El—0, ha {AF|-—0, akkor u(F) differenciilhats, és

- _ _ _du
a=grad u = =
Teljesen hasonléképpen
(1) r = 1(q;,9,, 45}
esetében
w(T) = u(q,,9,,3)
megviltozdsa
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du=uff(d; +44;,d, + Ady, dg + Agy)) - W(T(g]: 4y, 95))s

ezen megvaltozas f6része

. 3
- Jdu
@) du = grad u df = 1=Z1 5a,

Aqi .
Mivel azonban (1) megvéltozdsa

T =T, + 44,0y + Ady Gy + A qg) - T(a; 49, G),

ennek firésze

7

Ezen e‘redméhyiinket (2) -be behelyettesitve adédik:

. ,
: - du _ -
du = gradudr = (Z n_)dr,
= 9y 1
- azaz _ 3
Ju -
(3) grad u = Z n =
i 24 1
__2u 5+ 9u,1_1 . Fu =

Ha tehat g'drbevonaiu koordindtarendszerben & V vektort igy-definidljuk:

' - 4 _ 3 - 2
4 "V =1 +1n +n -,
1 ,aql 2 9q2 3 9q3
aklkor a (3) képlet most is
gradu= Vu

- alakban jegyezhetl meg a legktnnyebben.
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. A (8) képletet ortogonélis rendszer ésetében az

a a, é

5 = SR S
R H,
1 1 1

jelslés felhaszndldsfival még a kivetkezd alakban is felirhatjuk:

3 .
§ R E 1 -
gradu= 5 H Qq & -

i=1 Hi ) i=1l i

8. A divergencia kiszfmitfsa gbrbevonalu ortogonilis-

koordinitarendszerben |
- ' : \

a) A P pontra rizsugorodd mérhett felezinii, z4rt, irdnyithatd .Fn'
feliileteken, ill, az altaluk bezart Vn térfogatu térrészekben folytonos

v(r) vektorfiiggvény esetében, ¥() koordindtiinak parcidlis derivéléjai—
rél is feltételezve a folytonossigot beldttuk, hogy kifelé mutaté fellileti

normélis mellett _
: V() df

[aiv 7] - tim -

E hatdrériéket az 1. fejezetben specidlisan derékszogil hasibok esetére ki-
szémif:va jutottunk div v derékszogii koordinitas kiszdmitdsdra szolgild
képletiinkre. ‘ B - ,

" Vizsgaljuk most a tér azon (s dg, qz) pontjainak K halmazit, me-
iyekre '

HA
A

q1+Aq1,

< 3
qz =+ A qzi

o]
B
(1]
o]
o
[}]

< ’
q3 + Aqs.

wyﬂ
1A

o
1

E pontok egy gorbevonalu hasdb belsejében, ill, hatiran helyezkednek el,
amely a P pontot tartalmaz_za és amelynek oldalai
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F_: ¢ = r(ql + Aql,qz,q3),
F,o:r= r(ql,q2+ qu,q3), .

" Fq : T =7(;,d,q5 + 4q3),

o
=
1

. = Fia? :
4 * r(ql’ qzs q3)’

&
o
[

- f(qlﬁ Cl’z, Q3):

F ir= r(ql’q2,Q3)’
feliiletek,

Tegyiik fel, hogy T = F(ql,qz,q3) elsd

€s masodrendii parcidlis deriviltjai (vagyis
az @&,  vektorok parciilis derivaltjai is),
valamint a vizsgilt V(F) vektortér koor-
dinitdinak parcidlis derivéltjai is folytono-
sak a fenti K halmaz pontjaiban, Ekkor
¥(t) -nekaz (1) -beli F (i=1,2,3,4,5,6)
feliileteken létezik a feliilefmenti integral -
ja, tovabbi, ha Aql, /_'\qz, Aq3 méir

21, dbra elég kicsiny, tetszileges P, € Kpontra
[ai] ~ [aiJ . V(P ~V(P), PEK),
Y (P}
ahol a kizelitésnél elkti_vetett ‘hiba Aql, qu, A Gy — 0 esetében
0 -hoz tart. (@, = sz’ i=1, 2 3. '

E feltevések melletta K halmaz pontjaival megadott gorbevonalu ha-
sdb térfogatit olyan egyenesvonalu hasib térfogatdval kiizelithetjiik meg,
" melynek élvektorai

s ] ] = H ) af
T(q +Aq,,q,,4) - T(Q’,q),q2) =
1 174993 1749 Y 2q

Ag, =
1 1

= 8, (P) bq,
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= = T :
) ] E _ ) ] s . =
T(q), 9t 49,, 95) - T(a;, 95, 93) = 7q, 4G, =

(@j. ayt 24 Ag,,q))
= 5,(P,) Aqy,

27
8q3 Aq3 =
(1) G0 d+ ¥ 4dy)

= 85(Fy) Aqy

T(d). dyr dy+ 4gg) - T(ay, q),93) =

(itt Oé'u‘;él, oéquél, 051}3 51, azaz P €K, PEK, P.€ K.
A vizsgalt gbrbevonalu hasib térfogata teh4t kizelitdleg

[alazas] 44,4q,4q,
D - (P)

(2) vV [al(Pl) 3,(P,) 5,(P,) 4q, 4q, Aq3,.

ahol a kbzelitésnél elkivetett hiba még 4q; 4q, Aqy ~mal osztva is
-‘0=hoz tart Aql -0, qu -0, ,_A_q3 - (O esetében,

A ¥(7) vektor-vektorfiiggvénynek a fenti gorbevonalu hasib-feliiletre
vonatkoz 6 feliiletmenti integraljat kifelé mutaté feliileti normalissal a ko—
vetkezdképpen szdmithatjuk ki,

[l ff <)) a-fre)
e ffoa)

?.hol az Fl, itl. F4 lapnak a5, 111. —al, F2 és F5 -nek __az és -a,,
F3 és F6 -nak 53 és -53 irdnyu a kivént irdnyitdsu normélisa,
. . P s 3 S < ’
T -vel jelolve a qu Gy paramétersik dy = qy = q2+ qu,

'S q. S o inyat, mivel 3, X &, = D@ ik:
ag 2 qg ® qg + Aq3 tartomdanyit, mivel a, X 4, Dnl, adédik:
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| I
% g+dg, 4z
22, dbra

//fr(f) df + [,/v(f) af =
Ty Fy

_ s ’ H - 3 ’ o
T

- f/ V(¥lay, a4y, 930 D(a3, ng,' ) (@], dy0 4) da,day.
T

Az integralok kiilonbségét az integrélandé fiiggvények killonbsége integral-
jaként felirva, a tett folytonossdgi kikbtések mellett a kivetkozd kizeli-
tések végezhetdk el: '

D) - (v, D) =

@D
(@;t84;,955 %) - (97295 Gg)
[a(vﬁln)] - [aﬁrﬁln)] /
"L o4, Cdq W g 18q,
ql ; 1 7 9q1 1
(aj+* 84,99, . ®)

éhol P € K az a rigzitett pont, amelyben divv. értékét'ki akarjuk sz4-
mitani. Ez azonbon azt jelenti, hogy '

Joadlsas 22| o, ]

: vdf-!-defz -_—a—‘l-l——;, A?I,Tﬂqzd%

1 4 “®

[ 2&,D) ] "y

= A :

el LR
®)
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ahol a kozelitésnél elkbvetett hiba még a a4y 849, Agy mal osziva is
0 -hoz tart & d Ay, B Gy~ 0 esetében, :

Teljesen hasonléan adédik, hogy

_ _ [ 2@, ‘
frafoa- 52
J o 2 d(p) L

2 5 :

foeefa255] o
‘ vdf +[fvdf= __a(i_s———J Aql Aq-z Aqa .
. F3 FG '

- ® -
Eredményeinket tsszefoglalva

[

) d(Vi,D) (D)

- = + +
v | D) p)8 qy 89, 80 2q; 24,
d(¥i,D) J . & | 2680
+ —————1| Aq, 4q_, Aq, = = —_—
9ag fp, 129 IDl &= 29 | p)

Ha mérmost olyan gérbevonalu hasibokat vizsgdlunk, amelyek a P ponira
razsugarodnak, akkor ezek sorozatdra a fenti kbzelitésnél elkbvetett hiba

zérushoz tart (ilyen hasibok sorozatdra ugyanis szikségképpen agq,—=0,
"qu -0, A dg—> 0), vagyis.

//v af 3 5@ - |
B e s
®) / =t TN @)
(:3_) '» L _ _1_ [a(irﬁln) , 9 (¥h,D) ; 9(‘-,;,3]3)].
| D} 9q1 9(12 : 9.q3 ®) :

A (3) képlet te_tsz{fi_lege§ nem-ortogonilis rendszer esetében is érvényes.

A (3) kéi)letet jobbsodrasu ortogonélis rendszer esetében konnyen fel-
" irhatjuk még tovdbbi két alakban. )
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V= v.a
2 v
esetén
Vh = v, ,
i i?
vagyis
@ v=_1_ Z3 (v, D)=A [Q(VID) +9(V2D) . 9(V3D)
{DI = ql DI 9q1 24, 9‘13

Felhasznilva azonban a

air -
’ 2q |3, | = B,
jelolést 3
v = Z bie1
i=1
5'1
egetén, mivel g, = s e H =a, azaz
i Hi ii i
i - f b, £3 b, '
Vo= E = a, .
i=1 =1 By =B
bi
A {4) képlethbe v, helyébe i -t téve
i
b
e 1 4 _i -

i 9 a 3
— (b HH) + (b GH) + 55— (b H H,)
H1H2H3 { 9q1 273 3qa 31 2}

b) Ha a ¥V vektor a reciprok rendszerberr, vagyis normélig irdnyu Gsz-
szetevGkkel van megadva:



akkor el6z8 eredményeinkb8l igen kénnyen vehethetjiik le div ¥ ortogond-
lis rendszerben valé kiszdmitdsdra szolg4lé képletinket, Ekkor ugyanis

2
D =D(o i} + c,A, +c,fif) = Do i = D 152517
3 (040 ¥ Cghyhy + egngly) = Dojn, = Dey o2 =
2 2
1 D ?
- - - -2
mivel a feltetelezett ortogonalitds miatt n2n1 = fn = 0, a, X asl =
= |a | |2 | 3 Hasonléképpen adédik:
D)
H2 H H2 oo
iD= o 371 D= o 172
P TS Ty Vig 3 D
mig végiil, eredményeinket Ssszefoglalva irhatjuk
2 J 9 0
9q1 9q2 9q3
2 1
- 1 H 0 0 —=c .
div Z en, = DI 1 D1 =
‘ 2 1
0 H2 0 D (,2
2 1
(6) 0 0 H3 o 03
1 2 "1 J 1
=—— {=Z + 21%) +
DI {aq G oy Hy Hy) 74, D %" )
1
2 1 2 1
o H,)
Ja, ‘D ¢y Hy Hy

-Anéllﬁ'il,’ ,-h';)gy ezt levezetnénk, feiirjuk nem-ortogondlis rendszer esetében
a div ¥ kiszdmitdsdra sz olgdld képletet:
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2 7 2 o '
9q1 9!12 9q3
R _]__. c -
5 11 12 83 D%
- 1 _
dwz c.n, = 5 1 . (g, =2, a.)
& ti Dl €21 Bso B3 D% ke ik
) : 1
831 %32 %3 D%

Fenti képleteink segitségével igen kinnyen be lehet pl. 14tni, hogy az .
egysegny1 pontszerii t611és elekirosztatikus tere dlvergencmmentes. Gombl
koordinitarendszer esetében ugyanis

- 3 A
E=T"3"" 9 >
|7l R
(iisd 6. fejezet a)), vagyis
2
o 2
div B = —= oY s S‘;’“, 0.
R sinu R
T~

¢} Kiilgn foglalkozm szeretnénk a A operitor {Laplace-operitor) meg-
addsdval, ill,

AU = V2U = div grad U

felirassval 4ltaldnos gorbevonalu, maJd specidlisan gdmbi- é&s hengerkoordl-
néitarendszerben.

A grad U vektort normélis irényu Bs_Szetevﬁkkel felirva

JU_ '+ dU_  JU _

dq, ™ "9, Dy g g -

gi‘adU= VU= Z 3U i, =

(6) értelmében ortogonélis rendszer esetében
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2u

(8) AU-=div —i
=1 aqi g

rendszer esetében:

Specidlisan gombi koordinétarendszer esetében tehst a 6. fejezet a) pont-
i=1,2,3),1ill. D

2 Jy
(9) AU=div g a—-
abol gy =ad, i k=
jéban kiszémitott . |3, ]| =

haszn4ldssval

1

h]

1,2,3.

1
IDI

2 2 2
29, Ja, I
H 0 o
0 Hi 0

0 0 Hg

-8l -

2 2 2
a q 2 4, 9q3
811 Bz By |
821 B3 By
831 ?32 €33

- ala2a3

<

L
c

ol
i
=]
[

W
s

(o Bl
W
=)
X3

W
<

|

w il
Q
5

= |5i|, i=1,23), ill. (7) értelmében nem-ortogonilis

<

WV
c

gl= i
DV W
a2

W
=)
]

Q
(]

o=
Q®©
2

érték fel-




9 9 _2 0
IR Ju av
R sinu 2R
1
(10} AU = 9 ) = =
. stinu 0 R 0 ——-——21 _2u
Rsinu Ju
1 aUu
2,2 —
0 0 Rsinu stinu v
1 U 2 2%u 2u
= — ’»2R.sinu—9§-+R sin u 2+cosua— +
R sinu 2R v
2 2
+ sinu 91; + ,1 9;}}
311 sinu av

A 6, fejezet b) pontjdnak eredményeit felhaszndlva, hengerkoordinitik
esetében ’

P ) d 0
IR acp 9z
1 90U
1 0 0 = Fw
1 - =
(11) AU = —— .
R 0 g2 o LU
R d¢p
1 32U
0 ¢ 1 R 9z
_ 1 au 32U 1 32U 920
"R yer T2 TR gcfzJ’Raz'
Z

Péld4ul gombi koordindtarendszerben 14thaté be legktnnyebben, hogy az




skaldr-vektorfliggvény kielégiti a Laplace-egyenletet. Gmbi koordinatak-
ban ugyanis (az el8bbi jeltlésekkel)

1
U = R’
és igy
AU = —21—— (@R sin u (- 1—2) +R%sinu (—?‘5—)) = 0.
R sinu R R
9. A rotéci6 kiszir . _Jevonalu ortogondlis
: _sarendszerben

A ¥(r) vekiortér P pontbeli rotdciéjinak meghatdrozdsira a kovet-
kez8 koordindtainvaridns definicist adtuk meg:

]fdfx? -é/ixdf

[rot Tr] (P)= lim ——F———V— = lim —'—‘;—-‘* s

ahol I -fel a P pontra rizsugorodé feliilleteket jelvltiik, az ezen feliile-
tek dltal bezdrt térrész térfogatat jeldlie V, az T {eliiletekrdl feltettiik,
hogy mérhets felsziniiek és irdnyithaték, az dltaluk bezirt térrész mér-
hetd kibtartalmu, a felilletmenti integrilokat pedig kifelé iranyitott nor-
mélissal kellett sz4Amitani, i

Bebizonyitottuk, hogy amennyiben ¥(r) koordindtiinak pareidlis de-'
rivaltjai is folytonosak a P pont kirnyezetében, a fenti hatarérték min-
dig létezik.

Szamitsuk ki most ezt a hatdrértéket specidlis P -re razsugorods zirt
feliiletek, gorbevonalu hasdbok esetében.

Legyen P(q’l, q’z, q’a), és P valamely H kifrnyezetében legyen

f(ql,qz,q3) elsG és misodrendd parcidlis derivéltjaival, ¥(F) pedig koor-

dindtiinak parciélis deriviltjaival egyiitt folytonos.
Jelentse K a tér azop pontjainak halmazit, melyekre

y & < 9
94 =4 =9q; * Aql,

G Sq, 2q,+ A,

<

43 =45 + 445,

ahol dqu qu, Aq3 mAir olyan kicsiny, hogy KT H.

A

A3
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A K tartominyt hatarolé gérbevonalu hasdb a 21. dbran l4that6, a 8,
fejezet (1) képletéhen meg is adtuk e gérbevonalu hdasibot hatirolé Fl’ Fz,
F3, F & F5, F felilletek egyenlefét. E has#b térfogatinak kozelitd ériéke
a 8, fejezet (2) formuléjénak értelmében

Va [515.23.3] 4q, Aq, 4q, I = | D) Aq, 8q, Aqg |,
(P) (P)

mig a hasé.bot hatdrol6 F lapoknak a zart terrészb61 kifelé mutaté nor-
miélisai

1
. . - = - 1 ’

- = +
az Fl lap esetében a,X 8, nID "——2‘| 211 D, a(ffl_l A9,,9,,95),

i
. | : :
az F, lap esetében -(@,%X3,)=-n,D= Iz ,-2 D, a (@), 9, 95)

paraméterériékek mellett, az F2 és F5, ill. a.z' F3 és F6 lapok ese-

tében pedig a feliileti normélis a fentibdl ciklikus eserével nyerheﬂ . Nyil-
vinvaléan fennill:

j/?rxdf /_/ ?xdf+f/w”rxdf_+// def+__// i"xdf+//1?xdf+/?xdf-;
_F _ F Fy Ty Fy s Fs_
v IR v T
Szémitsuk ki a kivetkez8 integralokat: ' :

jﬁ-‘]--'%df+ gi-fél

3 . . P
V= Z co. . esetében a- 9yr Yy Qaramétersik megfelelo tartomény#t

T -vel jeldlve: T ={(a,,9,): 4} Sq, Q400,045 q, S qémqs}

N // {[ 2% ](fi’f'aqrqmqs) [3 0 % xa3)]€°l’1+a‘11’qziqasdq2dq3 |
] cBemm] Yo
x: TG 5y Gy) qpqz »dg)
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= // {["’253] * ["352] *

v (45+4d;,d, ) (q’1+Aq'1.q2,q3)
* [czﬁs] , - {53, ] , }dqz dgg =
(ql,qz,%) (Q;:95:95) 7.
, _a(ca)] I:a(ci)]
293 372
~ - | —= | — ‘ ~
~ //{ L 29 Jg ) 9 q; - )}Aqldqqua
T qllqz’qS . ql,qz’q3
[ 9(c.5.) 2(c.i,)
2°3 392 _
z{- 9‘11] +[ 9‘11] }Aql //dqqui?_
o B ®)/ T
(e, ale,d )]
3 32
= |- T+ (|  4q 4q, Aq, .
[ qu 9q1 ®) 1772 %43

A szfimolds sorén a kovetkez8 atalakitést végestilk:

a 1 1
= x8 D=—2 1 2

. a a
) X D= -2 — =7D=-34,
2 3 2 1 |52| 2 |§.1[ 2 Ja3| |a2| iall 3

ﬁzx(axa

ill. B, X (azx a3) =..= &, nIX(ézx 33) =0,

a kizelitéseket pedig czﬁ’ és 035— és ezek parciilis derivaltjainak
feltételezett folytonossdga miatt vége'z%xettiﬂc el.

Hasonléképpen adédik:

// B // _ { 2(ega) .3(c1‘é3)]
vxdi+ [/ xdf |- + 4q.484q,484, ,
dq 17 °2773
F F 2 (P)
2 5

2 q,

) // _ | segy  awea) }
vxdf + ff ¥ xdf x)- + = . Aq. Aq, Aq, .
// ‘ ’r)q3 9q3 ®) 172778
F6. s

T




Eredményeinket Osszefoglalva tehit Aq., oq, 4 -mal roviditve adé-
1 2% 49

dik
/ / yxaf [20r9 g3y 20ty MRy o) dleydy)
F

. e H 99y 24, 74, 9q, | 995 | _
v IDI (P)
[ 8c2§+c 9a3_9c35 . aaz +903§+c aal_
(Dl aql 3 2 9q1 3041 2 73 aql aqz 1 73 9q2
aclé_1 . 9a3+901 . 9a2-9025 . 9a1} 3
da, 3 139, Jdqg 2 1 Iq; Jq; 1 2 Fqg ®)

1 " (9c3— 302 . chs _901)-;-5 (902_ 9c1)
IDI)"1%3q,  2q, 2'9q,  Jqq 3'9q, dq, .

ahol felhaszniltuk, hogy a tett folytonossdgi kikdtések mellett fennill

dag ) 2% _ 2% _ 93,

dq; 799,29; 94594, 9q3
ill. hasonléképpen:

9§2=9a1 2 3 _ 9a2

Jda; g 29, 9dqq

Be lehet bizonyitani, hogy az okoskodéds sorin végzett kozelitéseknéi elks-
vetett hibdk a gorbevonalu hasibok P -re valé razsugorodésakor, amikoris
szilkségképpen Aql, qu, Aq3~—>0, 0-hoz tartanak, és igy elSbbi

eredményiinket determindns-alakban felirva adédik:

a; 5.2 53
- 1 g 2 2
rot ¥ = —=—
D] 99 399 Iy
Cl CZ_ 03




3
ahol V= Z ciﬁi’ amit bizonyitani akariunk.
i=1

E képlet akkor is helyesen adja meg rot ¥ értékét, ha a rendszer nem
ortogonilis, ekkor azonban a képlet levezetése 1ényegesen bonyolultabb.

A fenti képletbfl a rot v derékszogii koordinatds alakjat szolgiltatéd
ismert képlet azonnal adédik,

GOmbi koordinitak esetében {a 6. fejezet a) pontjiban hasznilt jelslé-
sekkel)

! ) a4
rotv = 1 2 2 2 {c, = va))
= , = V&,
&2 sin u 2R Ju 2V i

1 ) %

E képlet felhaszndldsdval konnyen beldthat6 az egységnyi pontszerii t6ités
elekirosztatikus terének roticiémentessége.

- T 1 -
E - =——3
-13
II‘I Rz 1
tében ugyanis c. = Ea N c.=Ei_ =10 =Ea =0
ese gyan 1 172 % g = G T RAg =
a azh 2,
rot v = 1 2 2 2 =0
. 2R 2u av )
R sinu
_.__Zl_ 0 0
R

vel:

a;, & %
rot v = 2 2 2 = ¥a,)
R 2R 3({? a2z |’ (cl— it *
° € 3







KOMPLEX FUGGVENYTAN

10, Komplex szimok

a) Ismeretes, hogy a geometridban és a fizik4ban milyen elénnyel jar
a vekior fogalménak bevezetése és az a koriilmény, hogy a vektorok kizott
_bizonyos miiveletek: 68szeadis, kivonds, szdmmal vald szorzis, skalAris
és vektoriilis szorzds, érielmezve vannak, Bizonyos kényelmetlenséget
okoz mindenesetre az a kirillmény, hogy a vektorok szorzédsival kapesola-
tos miiveleti torvények elég lényegesen kiilonbdznek a szimok szorzdsdnak
miiveletl torvényeitSl (a vekioriilis szorz4s nem kommutativ, vektorck -
szorzfisa nem asszociativ), az osztis milveletét pedig vektorok esetére nem
is tudtuk értelmezni. Ezért szilkséges, hogy a szdmokat és a vektorokat :
irdsban egyméstol gondosan megkillonbbztessik.

Felmeriilhet a gondolat, nem lehet-e vajon a vekiorok szorzédsat ugy
értelmezni, hogy annak miiveleti tdrvényei minden tekintetben megegyezze-
nek a szdmok szorzisdnak miiveleti térvényeivel. Kimutathaté, hogy tér-
beli vektorokra ez nem lehetséges, Sikbeli vektorokra azonban lehetséges;
hogy miképpen, azt az aldbbiakban fogjuk megvizsgiini.

A valés szé&mokat egy egyenes (& valés szdmok tengelye) 1ré.nyéba mu-
taté sikvektorokkal is jellemezhetjilk. A szdmegyenes 0 pontjabélaz 1
pontba mutaté vektort - & -vel jeldlve és nem téve kiilonbséget a szdmegye-
nes pontjainak koordindtdi és a hozzéjuk tartozé helyzetvektorok kozott, pl.

3 =3e,

= (-2)8,
és ézen ag, b8, cé vektorokra a kivetkezl milveleti szabdlyok érvényesek:
aé + be = be + ae (az tiss'zeadé.s kommui;atii')l

_-aé + (be + ce) = (a€ + be) + cé = ae + beé + cé (az-Osszeadds asszociati\f)

(ag)(be) = l(bé)(aé) , (a szorzds komtﬁutativ)
(a8) [(b8)(c8)] = [(aB) (bB))(cE) o (a Bzorzas asszociativ)
- (ag) [(ﬁ_é) + (ce)] = (a8) (be) + (a8) (ce) (a siorzas disztributiv)
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A szimegyenes irfinydiba mutaté vektorokkal jellemezve a valés szadmo-
kat, mivel valés szdmok szorzata, ill, hényadosa is valés szdm, ezen vek-
torok szorzata megint az egyenes irénydba mutats vektor (hdnyadosa ugy-
szintén). Minthogy tovdbbd az & vektor az 1 val6s szimnak felel meg,
azért a vele valé szorzédsra a kivetkez8 szabdly érvényes:

(1) 8, (a€) = ae., specidlisan 8.8=a,

Ha mérmost ltalénositani akarjuk a szdmok miiveleti szabélyait kielé-
gitd ezen speciélis vektorok (vagyis a valds szdmok) fogalmat, a kdvetkezd-
képpen jarhatunk el:

Tekintsiink egy sikot, ennek vektorait jelsljiik a szok4sos médon az
i, b, stb. jellel, A vektorok Ssszeaddsit és szAmmal valé szorzasst a
szokott médon értelmezziik. A vekior hosszusigit most is a vektor abszo-
lut értékének nevezziik.

Vegylink fel a sikban két egymésra merSleges szimegyenest, az egyi-
ken az elébb értelmezett & egységvektor legyen 2 tengélyena 0 pont-
bél az 1 pontba mutaté vektor, a misikon a hasonléképpen definidlt egy-
ségvektort jelolie J. Ezen egységvekiorok segitségével a sik birmely +
vektora felirhaté ’

(2) V=28 +bj

alakban, ahol a &s b valés szimok, Specidlisan b = 0 esetében a
(2) vektor az & egységvektorral jellemzett szdmegyenes irdnydba mutats
vektort, vagyis az (ad) = a valés szémot jellemzi,

Vizsgéljuk meg, hogy lehetséges-e sikvektorok szorzé.sét&gy értel-
mezni, hogy a szdmok szorzisshoz mindenben hasonld miiveleti | szabilyo-
kat kbvessen. Ha ez lehetséges, akkor birmely két vektornak a szorzatst
kiszdmithatjuk, mihelyt ismerjilk az 88, 8j, Jj szorzatok eredményét.
Ugyanis

(3) (a8 + bj) (cé + dJ) = ac(8€) + ad(€] ) + be(§) + bd(]) = ac & + (ad+be) (E])+
+ bd (i)
mivel elGbbi okoskod4dsunk értelmében
86 =&,
&5 a szorzis kommutativ.itését megkivetelve

ej =je .



Az € vektorral valé szorzés véltozatlanul hagytaa ¥ = a8 vektoro-
kat (amelyekkel a valés szdmokat jellemezhettiik), célszerl ezt barmely
més sikvektorral kapcsolatban is megkdvetelnlink, vagyis legyen barmely
{2) tipusu sikvelktorra

ev=Ve =¥,
specidlisan a ] vektor esetében
) ej=je=7.

Az alfbbiakban még a Gp = 32 szorzat értékét kell megsllapitanunk,

E célbodl gondoljuk meg a kivetkezbket: a szdmok szorzésénil érvényes
volt az a szabdly, hogy a szorzat abszolut értéke egyenld a tényezSk abszo-

lut értékének szorzatdval. Ha ezt a szabilyt e sikvektorok szorz4sdndl is
fenn akarjuk tartani, akkor sziikségképpen

171 =137 = 1
azaz T° is egységvektor kell, hogy legyen. Nyilvénval6 tovébba, hogy
e +7]=]2 - 3] =Vz
(23. dbra), tehit egyrésat
|6 +DE-D|=]e+7|le-T[=V2V2=2
mésrészt
16 +9@ -l = 8% -7 =15 - 7%,
és ezt elébbi eredményiinkkel 6sszevetve adédik:

|& - 7 = 2.

=

Eredménylink azt jelenti, imgy a 'jz egység-

vektor végpontja egyrészt a kezdSpont kériili egy- £ 7
ségnyi sugaru kor kerilletén, mésrésztaz 8 vek-
tor végpontjatoél 2 egységnyl tdvolsigra fekszik,
teh4t szitkségképpen -8 -vel egyenl§:
5) '12 = -e.
23. dbra
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A (3) szorzés tehat -(4) és- () figyelembevéielével igy irhaté:

U7 = (a8ibj)(cd+d]) = ac & + (ad+be) T + bd(-€) = (ac-bd) & + (ad+be) .
- A (2} sikvekiorok Usszeadisa kommutativ és asszociativ:
U+v=v+T,
T+ (W) =@ T =0+7V+W,

ill. a fentf értelmézés szerinti szorzdsa kommutativ, asszociativ és disz-
tributiv: :

W = i,

u (VW) = (uv)w,
i + W) = O¥ + uw,

amint az ktinnyﬁ szémol4ssal igazolhat6. _
"Az asszoclativitis fenndlldsa pl, a kovetkezGképpen ldthatd be:

(a8 + bj) [(cB +d}) (f6 +£7)] = (a8 + b)) [(cf-dg) T+ +cg)T] =
= (acf - adg - bdf - bog)  + (adf + aog + bof - bdg) T,
[(a8 + 17) (c5 + dfy] (6 +gl) = [(ac - bd) 3+ ad + bo) 7] e + & =
' = (acf - bdf - adg - bog) & + (acg - bdg + adf + bef) T.

) 'E sikvektorok miiveleti torvényei megegyeznekitehét a szémok kérében

megismert miiveleti torvényekkel. E vektorokkal ugy lehet szdmolni, ahogy
azt a szdmokkal tettiik. A késGbbiekben ezért a fent értelmezett ¥ sik-
vektorokat komplex szimoknak fogjuk nevezni, Az elnevezést indokolja,
hogy e vektorok specidlis esetként a valés szdmokat is megadjik, a valés
szédmfogalom &ltalédnositdsai.

A valds szdmok &8 a szimegyenes pontjai kbzitt kolesondsen egyértel-

mii megfelelkezés 4llt fenn. Hasonlé a helyzet a komplex szdmok {e speci-
dlis v sikvektorck) és a sik pontjai kbzdtt. A koordindtarendszer rogzi-
tése utdn minden x& + yj komplex szdmnak az x& + y] vektorral,
mint helyzetvektorral jellemzett P pont, és minden P poninak egy,
‘a ponthoz mutaté xe + yj sikvekior, &s ennek egy komplex szdm felel
meg. Mivel a sikbeli pontokat valés szdmokb6l 4116 rendezett szdmpérokkal
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jellemezzik, a komplex szdmokat nemasak sikvekiorral, hanem a sikvektort
helyzetvektorként véve fel, e vektor végpontjdnak koordinitdival, ill, az
ezekbll 4116 rendezett szdmpéirral is megadhatjuk.

A sikot, amelynek pontjai és a komplex szdmok kézitt a fenti kiles8nos
egyérielmii megfelelkezést létesitettik, komplex szfimsjknak nevezziik.

Tekintettel arra, hogy az € komplex szdm a szorzédsnil éppen ugy
viselkedik, mintaz 1 szém, € helyetta tovibbiakban mindeniit 1 -et
irunk, és mint szorzét szok4s szerint elhagyjuk, Megéitlapodunk még abban
is, hogy a j komplex szim helyett is egyszerilen j -t irunk (j helyett
szokds az ircdalomban még i -tis irni), és a komplex szdmokat feliil-
huzéds nélkiil, =z -vel jeldljiik, A sik (x,y} pontjival jellemzeit komplex
szdm, vagyis a koordinétarendszer kezddpontjgdbél az (x,y) pontba mu-
taté helyzetvektor:

z=x+jy.

. A komplex szdmsiknak egyik szdmegyenesén (amelyen az & vekior
fekszik) a z = ag = a alaku valds szédmok helyezkednek el. Ezt a tengelyt
valés tengelgnek nevezzik., A komplex szdmsikban felvett derékszogii koor-
dinftarendszer mésik tengelyén, amelyen a j vektor fekszik, a z = bj
alaku un. tiszta képzetes szdmok helyezkednek el. Ezt a tengelyt képzetes
engely_qek nevezik (24. 4bra).

A z=x1}y komplex szdm

.valés részén az  x, képzetes ré-
szén az y valés szémot ért]ﬁk
és igy jeloljik:s =
%t |
x = Re z, ____-_?Z=2ﬂ
y=.Imz.. -ilé
A komplex szdm valés és kép- 2t
zetes részével torténd
24, fbra

Z=X+jy

alaku megold4sdt a komplex szém algebrai, vagy kanonikus alakban torténs
megadésdnak nevezzilk. Késdbb a komplex szdmok megadisénak méig méd-
szereivel is meg fogunk ismerkedni,

b) Komplex szdmok esetében a négy alapmiivelet kiilsntsebb nehézség
nélkill elvégezhets.

Komplex szamok Osszeadéséra, klvonéséra Szorzisira vonatkozéan
ui. a kovetfkezo mondhat6:
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zl = x1 + Jyl, z2 = x2 + ]yz
esetében
Zl +z2 = (xl +x2)+_;(yl +y2) s

%1% = R Ry~ YY) FI GGV, * Xy,
vagyis a komplex szdmokkal e miiveleteknél ugy szdmolhatunk, mint a va-
16s szémokkal, csak'a j2 = -1 egyenl@ségre kell tekintettel lenniink,
Két komplex szdm 8sszegét, ill. kiildnbségét mint a nekik megfelel§ sik-
vektorok Usszegét, ill. killonbségét is megszerkeszthetjiik. Pl. : '
{2 +3j) + (-5 + 2j) = -3 + 5j,
(-1 -5j) - (3 - 12j) = -4 + Tj,
B-4j) (2+5) =6- 8j+15j-20j2=26+'7j.
A komplex szimok osztdsdnak targyaldsa eldtt célszeri még egy uj
fogalommal megismerkedniink:
Definicis

Két komplex szimot, amelyek egymistél csak képzetes fésziik elfjelé-
ben kiilonbbznek, konjugilt komplex szdmoknak nevezziik.

A Z =x + jy, komplex sz&m konjugiltja (jelben Z} tehat
Z=x-1Jy.

Konjugilt komplex szamok ﬁsszegé és szorzata mindig valés sz4m:

zZ + Z = 2%,
(z -z=7j2y),

= 2 . . 22 2 2
Z2.Z =X +xyj -xyj ¥j =x +y,

Mivel x = Re z, y =1Im z, a vektorokhoz hasonléana z komplex
szémot megadd sikvektor hosszusfgdinak mérfszamsat z abszolut 6rté-
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kének nevezve és - |z | -kel jeldlve, fenti Osszefiiggéseink még igy is ir-
hatoék:

Z + 7
(6) P _= Re z,
zZ - Z
(7) i 2j = Im z,
(8) zZ.,Z = lzl2 .

Komplex szimok osztdsdra vonatkozéan marmost a kivvetkezd mond-
haté:

2, =X+, zZ, = X, +Jy,
esétén z_ -nek z_ -vel val6 osztasit ugy végezziik el, hogy az adédé tort
szé.mlél()j%t és nevez$jét a nevezl konjugilijaval beszorozva az igy ad6dé

- valds nevezc')’jﬁ tortben a sz4ml4lét tagonként eloszijuk a valés nevezdvel:

AR, G Ry E ) XXy TR XY

Zg  Xotlyy, By Iyl - yy) x: + yz
I B L TR S
ERE } 2 2 °
*2 7 Y2 *2 7 Y2

Két komplex szam osztdsst tehit mindig el tudjuk végezni, feltéve, hogy az

: 2
oszté nem 0, Ha ui. =X, +jy2 # 0, akkor X, + yz # 0, sigy fent

Z
2
a jobboldalon 4ll6 komplex szimnak van értelme, és konnyil szamoldssal
igazolhaté, hogy e szimnak Xy + jy2 -vel val6 szorzata éppen Xy + jyl.
Pl,
2+3j _ _(2+3)6E+]j) 10-8+(2+16)) _ _7 17
5= j 6-1)(5+1) 25+1 26 26 1

A z=x+jy kompies sz&m n -edik hatvinyat (n pozitiv egész
$zdm) a binomidlis tétel alkalmazisédval szdmithatjuk ki (kombinatorikus
"uton a binomiilis tételnek komplex szimokra is érvényes bizonyitds adhatd):

S (2= o™,
k=0
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ahol kinnyen igazolhaté médon

Ak+l

] =1,

Ak+2 2

} = J = -1,

4k+3 3

j =1 = =)

+
j4k4?j4=1s k=0,1,2 ....

Pl.

@ = (£)20 cop? o[ ) 2ban® +(4) Rean? +
(&)t (4]

= 81 + 216j - 216 - 86§ + 16 = -119 + 120 j.

c) Lé.ttuk, hogy kilcsintsen egyértelmii megfelelkezés 1étesithets a
komplex szimsik pontjai és a komplex szdmok kdzitt. A komplex szdmsik

pontjait aZonban nemcsak derék-
szbgll, hanem polirkoordinits-
ikkal is jellemezhetjiik, Ezen po-
lirrendszer kezdSpdntjat a valés
{ ;ggﬂ: irsing és képzetes tengely metszéspont-
Y jaba, a polzirtengelyt pedig a va-
16s tengely pozitiv felére helyez-

>4

26. dbra

‘ve (25, fbra) az - (x,y) szdmn-
parral, mint derékszogii koordi-
nitikkal jellemzett pont polar-
koordinatii r, Q. melyekre

r= V x +y2,

_X '
.OOS'(,P = s 5
UX2+y2

p o= e
TR
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(Ezen két Osszefiiggés helyett szokéds révidebben tg g = —}%— , ill. @ =
= arc ig -i— -et is irni, ekkor azonban minden esetben még kiilén meg kell
gondolnunk, hogy arc tg -‘;— , vagy W +arctg _}y{__ szolgélfatja-e

helyesen az (x,y) pont polarszgét.)

Mésrésztaz x és y derékszdgli koordinitakat a pont r, @
polarkoordindtiival az

X =1 cos (p,

(=)

y =1 sin g

Usszefiiggés kapcsolja bssze, és itt r nem més, mint az  (x,y) ponthoz
mutatd vektor, vagyisa z komplex szim abszolut értéke, r = |z},

¢ pediga =z komplex szdmot megadé vektornak a valés tengellyel bezért
szbge. E szdget a komplex szdm arkuszénak (vagy argumentuménak) nevez-
zik és igy jeloljik:

Cf= arc z.

Az algebrai alakban megadott z = x + jy komplex szimba a (%) bsz-
szefliggBseket behelyettesitve ad6dik tehat:

Z =x+jy=rcos‘(,0‘+jrsin(_f=

9

I}

z = r(cos¢+ jsinep), ‘ahol r =izt , ¢= are z.

Ez ut6hbi alakot a komplex szém trigonometrikus alakjinak nevezzilk. Egy
komplex szdm frigonometrikus alakjat tehdt a komplex szfm abszolut érté-
kének és arkuszinak ismeretében tudjuk felirni. Ezek az adatok a komplex
szém valds és képzetes részének ismeretében kénnyen meghatirozhatsk,
amint.arra a ¢) pont elején mar kitértiink.

Adot 1 =1zl & (f= arcz értékekhez egy és csakis egy komplex
szém tartozik, z = r(cos ¢ + jsine ), egy z komplex szdmnak azon-
ban nemcgak arc z =<, hanem minden ettSl 2i tbbszbrosében
kiilsnbbz8 szog is arkusza:

z = r(cosg+j sinep ) = r(cos(+2T) + jsin (¢+27)) =

r(cos(¢+2k ) + jsin(ep +2kk)) , k= #1, #2,...
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Trigonometrikus alakban megadott komplex szdmok szorzasa, osztésa
és hatvanyozédsa igen egyszerii eredményre vezet:

Zl = rl(cos c,a1+3s1n (fl), z2 = rz(cos cfzﬂsm sz)
esetében

z1 . z2 = rlrz((cos ¢ lcoscfz-sin(flsmcfz)ﬂ {cos cplsincf2+sin(flcos (fz))=

= T T,(co8(PF @) + §Sin (@t Fy)

azaz
|z1.zzl= [zl| . z2| , arc (8,.z,) =arcz, +arcz,,
z1 ) zl.z2 B rlrz(cos cf1+]sm(fl)(coscp2—]smcf2) ~
Z, 2 B
29 Zgrty r,
r

I

1 : . ‘o . _
rz (cos gplcos gp2+ smq:lsm q:z)+] (sin clplcos (fz-cos g)lsmq)z)—

r

r: (cos (¢p,-p) + 181G~ P,),

]

azZaz

“1

29

| z

1
2| ’ arc Zz = arc Zl - arc ZZ .

_’z

Szavakban: két komplex szdm szorzata az a komplex szdm, amelynek ab-
szolut értéke a két tényezl abszolut értékének szorzata, arkusza pedig a
két tényez8 arkuszanak sszege; két komplex szdm hényadosa az a komplex
szédm, amelynek abszolut értéke (az osztist tort alakjdban irva fel) a szim-
1416 és nevezsd abszolut értékének hdnyadosa, arkusza pedig a szAml4l6 és
nevezl arkuszanak kiilsnbsége.

E szabidlyok segitségével kb'nr;yen meg is szerkeszthetd Z; és Zg

ill, a

ismeretébena z_.z komplex sz4dm. (26. ill, 27, dbra).

172

%
2

Ha ugyanis a komplex szamsikban Zys ill. z, 2z 0{0,0) pontbsl a
Pl’
pontjat A -val jeldlve: A = (1,0) az OAP1 hiromszightz hasonld

ilt, P2 pontba mutaté vektorok, akkor a valés tengely egység-
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OPZC hiromszdg OC oldalaa 2z z_ 2 komplex szdmnak (megfeleld ol-

12
dalak QA és OPz, ill. OP1 és 0C), mig azZOPZP1 harom-
szOghtiz hasonlé OAD hdromszdg OD oldala a ~ komplex szdm-~
2
nak felel meg (megfeleld oldalak a hasonlé hdromsziogekben OP, és oD,
. p 1
ill, OP2 és 0A).
[
Py
Py
. e D
1 Ano Al10)
26, dbra 27, &bra

A hatvinyozis szabilya a szorzés szabilydnak ismételt alkalmazass-
val adédik:

z = r(cosq+j sin¢f )

esetében
n_n . : Lo <
(10) Z =71 (cos n¢ +jsin nqﬂ ) (n pozitiv egész szdm),

E képletet Moivre képletének is nevezik. Ennek értelmében

n n n
|z ]=|z| , A4rcz =n are z,
A z komplex szdmbél térténd gyckvonis miiveletét a kovetkezdképpen
értelmezzitk:
n
V~z {n pozitiv egész szdm) azokata w komplex szimokat jelenti,

amelyekre
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Ha
|w'|=9, arc w=y , |z|=r, arc z =@,

akkor a {10) Moivre-formula értelmében

]

Iw'l = lw "= @" = r = iz}, tehat @" =,

n
arc w =narcw—n(p=arcz,

mivel azonban a 2z komplex szdmnak nemcgak ¢ hanem @+ 2kt
is arkusza, a w" = z egyenlSségbfl a két komplex szdm arkuszéra néz-
ve a kivetkez8 Bsszefliggésre jutunk:

ny = @+ 2k

(Masképpen megfogalmazva, abb6l, hogy két komplex szAm egyenld, esak
az kovetkezik, hogy arkuszaik egym4st6l csak 27 egész szdmu t5bb-
szorosében kiilonbtzhetnek. )
Fenti Ssszefiiggéseinkbdl kifvetkezik:
n

lwl=9¢ = Vr,
arcw=y=LEEL oo, 4,

sa s »

Ha tehit
Z =7 (cosg) + jsian),

akkor
n Vet
(11 Vo= Vr (cos L—f“ +j sin —(ﬂ——fkf‘v)».

A (11) formula értelmében a' z komplex szdmnak litsz6lag végtelen sok
n -edik gytke van, hiszen k tetszlleges egész sz4m lehet. A cos x &3
sin x fiiggvények periodikussfga miatt azonban e végtelen sok komplex
gytk kozott ceak n  szdmu lesz egyméstél killénbdz8. k=p és
k=p +n -reugyanis

T . 21 ~ o,
COSM= cos(_ﬁﬂ.+2.éi_2+2”_) = cos(—cf' +—2n—tE) .

n

sin —FH20 (). =sin(—:1£+ 2R 4 o) = s +2EB)
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barmely egész p értékre, vagyis k -nak pl.a 0,1, 2,..., n-1) érté-
n

ket adva, |/ z minden kiilénboz5 értékét megkapjuk. E gyskoket a komp-
lex szémsikon dbrézolva azoka z = 0 kozéppontu VT sugaru kér-
vonalon helyezkednek el és egy szabdlyos n-szg csucspontjai lesznek.

Specidlisana z = 1 szdm n -edik gySkei az un. egységgytkok

rco8 0+ jsin 0=1,

n n 008 21 +jsin 2Iia )
€ =V1=VYcos 2k +j sin 2k = L ~
n 47 . . 4nh
< ccs + _,
2kf . . 2kW
= ¢os + j 8in = .
n .
C o 2k-1T C o 2k-L I
\ cos " + j sin n

28, dbra
Példak
1° =3 - 4 1-7

z1 = s z2 = -1 - Tj.

|22} =7

are zlz2 = ?
Mivel 4 Vo

z1=V9+16=5, arcz1=-arctg§z—53,13,
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={1+49 ~7.07, ‘arcz_, = & +arctg 7 = 261, 87°,

) 2

adoédik:

_ - o |
|zlzz| = [z1| . |z2|~35,4, arc Z g = arc z1+arc z2~208,74 23,64

(A példét természetesen ugy is megoldhattuk volna, hogy algebrai alakban
elvégezziik a 2%, szorzist, majd az igy 2dédo komplex szédmnak szimit-

juk az abszolut értékét és az arkuszat.)

o . o A L9
2 11-2+5], Zy = 4 + 3j.
Z
1
Z =7
2
Z
are zl =%
2

Az eib’bbihez hasonléan okoskodva

|2,|= Va+25 ~'5,39, arcz, =arctg ‘2‘ = 68,2°,

1 :
|z2|=V 164+9 =5, arc z, = - arctg % = 1800—36, 9°= 143,10
vagyis
7 %1 5,39 %1 o o 0 E
—|z—2 21,08, arc— x=68,2 -143,1 =-74,9 =-1,3L"
~z.2 5 zz i

(A feladatot ugy is megoldhattuk volna, hogy kiszimitjuk a

o N o S 26
z2 zzzz 7 25 25

komplex szidmot, majd ennek hatirozzuk meg az abszolut értékét és az ar-
kuszA4t. )

o 33 z=3-3,
¥z =2
Mivel
z»=V‘9+ 1= 3,17

arcz = - arc ig g—z— 18,40,
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és igy
z 2 3,17 (cos(-18,4°+k360°) + j sin(-18, 4%+k360°)),

[8) 0 [¢) 0 .
- + - +
[ ”———3,17 (cos 18,4:2 k360 +js 18,42 k360 Y

L~
~

{ 1,78 (cos(-9,2°% + j sin(-9,2%),
4] . s 0,
1,78 {cos 170,8 + j sin 170,8),

Az adédoé két gyok csak eldjelben kiilonbozik egyméastol, mivel
cos(-9,2°% = cos 9,2° = - cos 170,8° és sin(-9,2°) = - sin 9,2° =

= - sin 170, 8°.

11, Komplex fagu sorozat és sor

2} Definicié
A

(1 zl,zz,...,zn,.‘..

komplex tagu szdmsorozatrdl azt mondjuk, hogy hatdrértéke a z o komp-
lex szfim, ha

lim [z -z | =0,
n "ol
Az (1) szdmsorozat z_ -hoz val6 konvergencidjst a valés szadmok ko-
rében alkalmazott médon ketféleképpen is jelsihetjiik:

lim z =2,
n~oo O o

ill.
zn—>z0, ha n—oo ,

Mivel az (1) szdmsorozat tagjait ésa z o Szédmot a komplex szim-
sik megfeleld pontjaival szemléitethetijlik, és |zn_ - z0| a z és z,

komplex szdmokat dbrédzolé pontok tivolsdga a sikon, a fent megadott de-
finicié az n-dimenzids t6r pontsorozatainak konvergencidjira adott definicis-
bol specidlis esetként adédik (Matematika I/2. jegyzet 27.) fejezet). EbbSl
kévetkezik, hogy 2 _
: z =X iy, (xnrés ynvalés, n=90,1, ...)
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jel6léssel a

lim z =1z
o
n-> co
reldcid egyenériékii a
lim x =x ' lim =
n o’ Y yo
n—> oo n—ao

reldcidk egyidejii fennélldsaval,

A komplex szimsikban a z, kozéppontu £ sugaru kérlemeszt (két-
dimenziés gbémbit), vagyis a z_ pont £ sugaru kiirnyezetét a

o
[z—zol < £

egyenltGtlenség jellemzi.

Az el8rebocsitott definieié birtokdban egyszeriibb alakban mondhaték
ki az n -dimenziés tér konvergens ponisorozataira a Matematika 1/2.
jegyzet 27, fejezetében megfogalmazott fontos tételek:

L. Tétel

A %, Zy, .esy Z_,... Sorozatra lim z_= z , ha tetszGleges
= 7 2 n —_— o}

n>co 1

€ > 0 -hoz megadhat6 olyan N = N(£), hogya z, pont & sugaru

ktrnyzetébe a sorozat minden olyan z, tagia beleesik, melynél n > N:

|2, -z | < & , valahdnyszor n > N.
n ) _—

II. Tétel (Cauchy-féle kdnvergenciakritérium)

A Zl’ ZgresesZoses sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha tet-

szoleges & > 0-hoz megadhat6 olyan N = N(&), hogy n,m > N(f)
esetében

|z -z !<£.
n m
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Definicid

A Z) Zgseses zn, ces komgl_ex tagu szémsorozat korldtos, ha meg-

adhaté egy olyan valés K szim, hogy a sorozat minden iagja benne fe-
kildjéka z = 0 korilli K sugaru kbrlemezben, vagyis ’

|z,| <K, n=12... .

111, Tétel (Bolzanc-Welerstrass-tétel)
Korlitos komplex tagu szédmsgorozatbdl kivilaszthatd konvergéns rész—
sorozat.

A valés szdmokra érvényes hasonls Allitdsokhoz hasonlé médon 14tha-
tok be a hatdrérték kbvetkezd egyszerti tulajdonsigai:

Ha
lim a és lim b = b,
n n
n-»oo n-- oo

1}
I

akkor
lim (a_ +b)=a+ b,
n n
n=->oc

lim(an-b )=a - b,

n—>oco .

lim (a b) = ab
nn -
n-—»oo
ésha b # 0, akkor még
a

-a
b

lim
n—~ococ n

b) Valés tagu sorozatok tdrgyaldsdnil azokat a szimsorozatokat, ame-
lyek nem teitek eleget a konvergencia valamely sziikséges és elégséges fel-
tételének, divergens szdmsorozatoknak neveztiik. A divergens szdmsoroza-
tokon beliil kiilén foglalkoztunk azonban az un. "plusz végtelenhez" vagy
"minusz végtelenhez" tarté szdmsorozatokkal. Ilyen sorozatok esetében a
valés szdmok szemléltetésére szolgild szdmegyenest kiegészitettikk a
+ 0o (vagy - oo ) ponttal, e pont kbrnyezeteineka (K,+os), (vagy (-e<,~K))
intervallumokat nevezve, az el6bbi 1. Tétel mintdjdra mondhatjuk:
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X — too, ha tetszGleges K > 0- esetében megadhat6 olyan N
.8zém, hogy X > K, hamir n> N (az X, szémok n > N ese-
tén mir mind beleesnek a (K, + 0o) intervallumba),

X —> -, ha tetszbleges K > 0 esetében megadhaté olyan

N szim, hogy xn-< -K, ha xﬁé.r n > N.

Komplex tagu zl,zz, SETL PR szimsorozatok esetében is, ha a so-

rozat nem konvergens, divergensnek mondjuk. A divergens szdmsorozatok
koziil azonban most nem tudjuk megkiilsnbdztetni azokat, amelyek + co -hez,
és amelyek - co-hez tartanak, hanem abban 4llapodunk meg, hogy {elG-
jelre valé tekintet nélkiil) végtelenhez tarténak mondjuk azokat a szdmso-
rozatokat, amelyekben \znl—>oo.

Szemléletesen a kivetkezS mondhat6: egészitsiik ki a komplex szim-
sikot a végielen tdvoli ponttal (ennek felel meg a végtelen abszolut értékii
komplex szdm). A végtelen tdvoli pont kirnyezeteinek nevezziik azon z
komplex szdmok halmazait, melyekre |z | > K, vagyls amelyeka z = 0
kizéppontu - K sugaru kdrvonalon kiviil helyezkednek el.

Akkor mondjuk tehit, hogy

Z - 0O , ill, lim z =oo,
n n

n-»co

ha a oo pont minden kirnyezetéhez megadhaté olyan N, - hogy a szdin-
sorozat N -nél nagyobb indexii tagjai valamennylen beleesnek a végtelen
tavoli pont adott kirnyezetébe. :

J6l szemléltethetSk a konvergens és végielenhez tart6 (divergens)
komplex tagu szdmsorozatok az un, komplex szé.mgombon.

Egészitsiik ki a komplex szdmsikot a végtelen tavoli ponttal, Erintse
a komplex szémsikot egy R sugaru goémb a sik tetszdleges pontjaban,
Legyen ez a pont egyszerliség kedvéérta z = 0 pont. A gémbezen D
érintkezési pontjaval ellentétes pontja legyen E. Létesitsiink egy kol-
csonosen egyértelmii megfelelkezést a gbmb &3 a komplex szdmsik pontjai
kozott ugy, hogy az E pontbél kiindulé félegyenesek 4ltal a gombfeliilet-
b6l, ill. a komplex sz4msikbél kimetszett pontokat feleltessitk meg egy-
mésnak (sztereografikus projekcié). Ezdltala z = 0 pontnaka - D pon-
tot ("déli pélus'), mig E -nek ("északi pélus") a végtelen tévoli pontot
feleltettiik meg (29. 4bra). A sik barmely z pontjét tekintve ' z, 2

végtelen tavoll pont is lehet) z, kérnyezetei a gombfelillet pontjaib6l alls
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29, Abra

nyilt halmazok {tartoményoky, z = 0 és 2z =oco kirnyezetei speciflisan
gombslivegek lesznek, st beldthaté, hogy minden kérlemez képe a gbmbon
gbmbsiiveg.
Ebben a szemléltetéshen a konvergens és a végtelenhez tarts (&8s igy
divergeéns) komplex tagu sorozatok azonos modon jellemezhetfk a kovet-
- kez8 értelemben:
Ha a z -sikban Z =2, akkor a z, —ekn_gk megfeleld gémbi pon-

tok tartanak a Z, -nak megfelel§ gémbi ponthoz, és ez akkor is igaz, ha
z =00,
4]

Komplex =z esetén is érvényes, hogy

lim z" =0, - ha 0< lz| < 1,
n-»- oo ’ )

illetve n g
limz =00, ha lz] >1.
n->co

0< |zl <1 esetéhen ugyanis tetszSleges €>0_.i,m'él,lett
Izn—OI = ,zn'= 'zln <£’ ha n>N=M_

ill. tetsz8leges K > 0 mellett |z| >1 esetében

n n In K
2= 21" >k ha mér n >~
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z1+'z2+...+zn+... = Z Zk
k=1
komplex tagu sor konvergencidjat és osszegét is a valés tagu sorok minté-
jara értelmezhetjilk,

Definicid
o

A Z z, 8or konvergens, ha az
k=1

n
sz

k=1

részletdsszegek sorozata konvergens, és ekkor a sor Osszegén a lim s
hatdrértéket értiiik. n-ocol

A valéshoz hasonléan l4thaté be pl., hogy az
(2.0}

2 n k
T+z+z +.,.+2 +...= Z zZ

k=0
geometriai sor 1zl< 1 esetében konvergens, és dsszege 12
Definicié
oo
A Z Z, sort abszolut konvergensnek mondjuk, ha a
k=1

»kél |7 |

sor konvergens.

Miveli a Z I Kk I sor valés, pozitiv tagu sor, a komplex tagu so-
k=1
rok abszolut konvergenméjénak megéllapitdsdra haszndlhaté a pozitiv tagu
(valés) sorokra érvényes konvergencia-kritériumok biarmelyike (14sd Mate-
matika I/2, jegyzet 19. fejezet).

A valéshoz hasonléan l4that6 be, hogy komplex tagu sorok esetében is
érvényes az az 4llitds, hogy az abszolut konvergens sorok konvergensek,
hogy abszolut konvergens sorokban a tagok sorrendjét megvéiltoztathatjuk,
ill. két abszolut konvergens sort szabad tagonként dsszeszorozni.
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Igypl. 2 oo k 2 n
z z z z

Kl =1+ T + X +o. .t ol

+oan
k=0

sor (melynek Osszege valés z esetében ez) tetszbleges komplex =z
esetében abszolut konvergens, hiszen ‘

z" I - lzfn
n! | n!
és a valés tagu o oo
Dol 2wt
k=0 | k! k=0 k!
" 1zl
sor konvergens (Osszege e ). o i
Kézenfekvd megdliapodni abban, hogy a Z ?{l sor Osszegét komp-

k=0
lex z eseténis e° -vel jeldljiik. Ez annil is jogosultabb, mert itt is
érvényben marad a kézds alapu hatvinyok szorzésfira vonatkoz6

Zy¥E, %) %
e = e e
szabily., Ha ugyanis az
Z Z Zz Z3 Zn
1_ 1 1 1 1
e =1+ 1 + 21 + 31 +. ..t ot +,..
és dz . . 2 ' 3 A
2 2 2 P 2
e Sl+ymHrTar T et e

sorokat ugy szorozzuk 6ssze, hogy azon tagokat gyiiitjilk egybe, melyekben

zZ, és =z 2 kitevGje egyiittvéve n (a sorok abszolut konvergens volta mi-
att ez megtehetd), akkor ezek a tagok ilyen alakuak: -
zn n-1 z n-2 z2 n-1 n
n! (-1} 11 (n-2)1 21 *°° 11 (a-1)! n!
n zn—k zk .n
=Z 1 2 _ 1 Z(n)zn-kzk
=0 (n-k)! kI nl o VK/ 1 "2 *
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Mivel a binomialis tétel komplex szimokra is érvényes, a tételt fel-
hasznélva irhatjuk:

n
n) n-k k
Z( Z z, = (z, +z,.) ,
=0 k 1 2 1 2
igy tehéat co
2y % Z @y +32,) “1*2,
e e = = e ,
nl
n=0 '

amint #llitottuk.
Az el8z8khoz hasonléan lathats be, hogy az

2 4
1B, E
21 4t
es a 3 5
z - —— 2
3! 5! 0

sorok minden komplex z esetében abszolut konvergensek, s minthogy
osszegik valés z eseiében cos z, ill, sin z, azért megillapodunk
abban, hogy e sorok Osszegét komplex =z esetében is ugyanugy jelsljik,
vagyis:

2 4
Z Z
3) cosz =1 - 21 + al -+...= Z (1) (2k)! ,
3 5 2k+1
. _ . Z Z_
(4) sinz = z 31 T e Tt Z (1) (2k+1)’ :

" fr

Konnyii tovibba meggyozodni arrél, hogy

, . .3 .4 . 5
e? =1+ UZ) 3 Aiz) +%%—+—%%L+...

1! 21 31
2 3 4 5
=1+ 22—t E L E +j - =
YU T T2y e T4 51 "
z2 z4 23 z5
-(I-T ‘4_!'——+...)+](Z—T+5! -+...) =
= cos z + j sin z .
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Ervényes tehét a kivetkezd dsszefiiggés:
(5) el = cos z + j sin z,

Ezt az Gsszefiiggést Euler-féle reldcitnak nevezik,

A cosz és sinz értelmezésére szolgilo végtelen sorokbél (lasd
{3) és (4)) rogton latszik, hogy

cos(~z} = cos %,

gin(-z) - sin z,
és igy az (5) Usszefiiggést 2z helyett (-z) -re irva fel:

(6) e % = cos z - jsinz.

(5) -héz (8) -ot hozziadva és 2 -vel osztva, ill, (5) -bSl (6) -ot levonva
és 2j -vel osztva a

N
{7) COS Z = - 5 >
illetve
jz -iz
. _ e -8
{8} 8in z = 21

képleteket nyerjiik, melyeket ugyancsak Euler-reldciknak,ill. cos z és
sin z exponencidiis alakjit megadd képleteknek nevezziik. Ezek a képletek
indokoljdk meg végsS fokon a trigonometrikus és hiperbolikus fliggvények
kozott érvényes sok analégiat.

A (7) és (8) képletek alkalmazdsaként igazoljuk, hogy a valés szi-
mok kdrében fennill6 un, "addiciés képletek" komplex z esetében is
érvényesek, Pl.

1 1 2 2

sinz, cos z_ + cos z_ sin z,_ = ———2 e *+e +

1 2 1 %0 % 2 2

iz -jz iz -iz
. -8 lie 1 e 2. e 2

2 2]

e tz,) gtz etz -j(zgtz,)

. e - +e - e N
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Mo, +z) e, -z) e -z) -z +z)
+ e + e : e . = =
4j
e](zl + zz) ] e-j(z.1 + zz)
== — 2 = sin(z1 + z2) .

Hasonl6képpen 14thaté be, hogy

cos (zl + zz) =CO0S Z,  COS 2, - Sinz

1 o sin z

1 2°

Az (5) ~ben felirt Euler-formulit felhaszndlva a
z=r(cos ¢ +j sincf)

trigonometrikus alakban megadott komplex szdmot még a kbvetkezs alak-
ban is felirhatjuk:

{9) z=reJ(F s
ahol
r={z|, ¢=arcz.

A (9) -ben felirt alaket 2 z komplex szdm exponenciilis alakjfnak ne-
vezziik, :

" A szorzés, oszifs, hatvanyozis és gybkvonis miiveletét exponencislis
alakban megadott komplex szdmokkal a kivetkezSképpen végezhetjilk el:

=7 e]ql =r eJ ?2
S | ’ Lo T ¥y €
esetében
P+ )
Z12p = TiTy ’
%y _ rl J(CPl-ffz)
Z r :
9 2
njep
n _ n 1
(Zl) (1‘1) e
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‘ n n j(q:1+2kr? ) Vn j(‘:/’1-{.21{&\‘)
= 3 n
V=, Vr; © Iz e :

Az exponencidlis alakban tortén felirdssal azonnal 14tszik, milyen kapeso-
lat 411 fenn két komplex sz4im és azok szorzaténak, hanyadosdnak, ill. hat-
vénydnak és gytkének abszolut értéke &s arkusza kozsit,

Az exponencilis irdsméd segitségével konnyil az al4bbi Ssszefliggése-
ket is beldfnunk:

(zlzz) = El Zy
_z_1-)= 21

(Zz Z, '
Nzl = szl
arc z = - are z,

mig’az algebrai alak segitségével igazolhaté, hogy

Példik
f_o Z=7j,
3
Vz=2
Mivel 7 o~
lz| = 1j] =1, arcz=4arcj=—— + 2k7,

2

s sfypean ke 2D
Vi< Ve e ,

és igy a hdrom killonbsz8 gysk:

azért tehat
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I

i - :
6 A N I §
z =e —cosﬁ+]sin6—2+]2,
2R
S ST SR VE
2 )-—C 6 J 6 2 ] 9 !
e AT
z =ej( 6+ 3) -cosi’z+ smﬁi:—
3 = g ) 6
A hirom gy6ka =z = 0 koriili
egységsugaru kdrvonalen fekszik {30.
z abra),
20 z = -4,
] 4
! Vz =2
i
! A z = -4 szimu exponenciélis alak-
Z, Ja: L B
j{r+2k )y
30, &bra z=-4=e ’
és igy Y
[ il
1,414 e = zl,
2
. W42k T
4 4 joiEEL Lite *=z,,
V_ z = » 4 e . = L 57{-
jT
1,414 e ='z3 s
j i
4
1,414 e =z4 . -

A gyﬁkvonés4ere_dményeként adodé négy killonbozd gyok tehdtaz z = 0 ko-

zéppontu  \ 4 = 1,414 sugaru kirvonalon fekszik, a gytkok egyf2 oldalu
négyzet csucspontjait adjik meg (31. 4bra).
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A | ‘
3° zy=2e 3 % &
= ‘
4 —_— 2k
Zz =3 e s -4 7
Rez z_=7? ' Z3 %
i2 .
Im 2% " ? 31, &bra
Re(z1+zz)= ?
Im(zl+z2) =7
Mivel 3-7’—':
cee 12 A I
z_lzz—ﬁe —6(00812 + j sin 12),
adédik:
TR S _ -
Rezlzz-—ﬁcos 12 = - 6 cos 12 =-6cos 75 ~ ~1,55
P ' P M
Imzlzz—ﬁsm 12 = 6 sin 12 =6 sin 756~ 5,8,
Mésrészt
- EE - .
Zy ?(0053 +]sm3) 1+_]V—3-,
z, = 3 (cos’—T-&'sinE) ~L+' 2
2 g TIERO S ST

azaz

Im (z1 -!'zz) = 1[5 +

-

4° Irjuk fel az

az.2+bz+c=0

méisodfoku egyenlet megold4sait. (a, b, c, tetsz8leges komplex szimok
a # 0.)
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Feladatunk megold4ssnak menete teljesen megegyez8 avval, ahogyan
a misodfoku, valés egyiitthatéju algebrai egyenlet megoldé képletét elfta-
nulményainkban levezettiik. '

Fenti egyenletinket a -val beszorozva {(a # 0) adédik:

azz2+abz+ac=0,
azaz
2 2
(az + —2-) -'—4—+ac=0,

2
b 2 b - 4a
(az + E’ =———;———‘-’-;

a jobb- és baloldalbslnégyzetgyikot vonva irhatjuk:
. b + b2 ~4ac _
2 - 4

(%) -
+ U b - dac

_— 2 3

az+

mivel birmely z komplex gzdm két kiilénbbz8 négyzetgySke egyméastol
caak elGjelben killonbbzik:

e
2
z,=Vre .
Ve = whemy 3w ¥ iz
z, =Vre =yTe =Vyre ” (cos T+jsinT)=-Vre .

() -b6l =z -t kifejezve adédik:

b - Ji:az—él‘a,f:. -b-'”bz-4ac

= - — =
z - = 2a 2a ?

a val6ésban nyert eredménnyel egyezden.

Eredményiinkbil kvetkezik, hogy ha egy valés egylitthat6s masodfoku
algebrai egyenletnek komplex g!fokei vannak, azok csak konjugilt komplex
szdmok lehetnek. Pl.

y2+3y+5=0
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megoldisai: -1,5+1,66],

- 3%iVo-20 _ -3%yij _
1.2 ? 2 1,5 - 1,66 .

12, Komplex viltozés fiiggvény

a) Az elGbbiekben littuk, hogy az analizis alapfogalmai {sz4msorozat
hatarértéke, végtelen sor konvergenciija stb.} és az ezekkel kapesolatos
alapvett tételek megfeleld médositdsokkal dltaldnosithaték oly médon, hogy
a valds szdm fogalma helyébe a komplex szam 4dltaldnosabb fogalmit tesz-
sziik, Ez az Altaldnositis bizonyos esetekben azzal a haszonnal is jart,
hogy olyan Osszefiiggésekre deritett fényt, amelyek a valés analizis krében
maradva érihetetlenek volnénak, igy példédul az Euler-formulék az exponen-
cidlis &s trigonometrikus filggvények kizoiti kapesolaira mutatnak ri. A to-
vébbiakban az analizis tovédbbi fogalmait dltalanesitjuk komplex szdmokra,
mégpedig a fliggvénynek, a fliggvény hatirértékének, folytonossaganak, a
differencidlhinyadosnak és az integrédlnak fogalmit. Az ekként feléplils
komplex valtozoés {iiggvénytan médszerei és eredményei az alkalmazésokban
igen nagy jelentSséggel birnak.

Definicid

A w komplex viliozéa z komplex viltozdnak fiiggvénye, ha. =z
minden sz6bajovl értékéhez w -nek meghatdrozott ériéke tartozik.
Ezt a korlilményt a valoshol atvett

(1) w = f(z)
jéllel jeloljtik,

A Matematika I/1. jegyzet 22. fejezetében a fiiggvényre adott 4l-
taldnos definicicbdl azonnal adddik specislis esetként w = f(z) értel-
mezése: :

w = f(z) olyan utasitds, amellyel a =z -sik bizonyos P, rész-
halmaz dnak minden eleméhez a w -sik meghatdrozott elemét ren-

deljitk hozz4. Ezen utébbi elemek halmazit R1 -gyel jeiblve P1

az f(z) fliggvény értelmezési te{rtoménya, Rl pedig értékkészlete,

Ha (1) -ben a fliggs és fliggetlen valtoz6t valés és képzetes részére
bontjuk:
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{2) w =1+ jv, Z=x+),

“akkor u és v nyilvin x és y fiiggvényei lesznek:

u = ux,y)

) v{X, ).

v

A w=1(z) 'fiiggvény megadédsa tehit a (3) fliggvények megadasdval is t6r-
ténhetik. » ' '

“Igy pl.
1-0- w = z2 . esetében.
.- .2 2 2 .
u+tjv=xX+jy) =x -y + 2jxy,
azaz 2 2
u=x ~¥,
v = 2xy.
. | .
2 W = = esetében
. 1 X - ly
u + = . = - 3
+
b4 jv <2 & y2
azaz
X
U=
X 4y
= ——
v 5 2
X 4y
'30 W= eZ ~ esetében
+i .
u + jv = ex - eery = e)'((cosy+ jsiny),
azaz - '
o X
u=e cosy,
X ., )
v=e siny.
4° ‘w=gsinz esetében, mivel az eldzd fejezetben'létt‘uk, hogy az

addieciés képlet alkalmazhaté:
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u + jv= sin(x + jy) = sin x cos jy + cosxsinjy?
2 2 2 .2
J-Y_-}_eiy 1y 1Yy

: e e - e
= 8In X 08X — o ——— =

- 2 2

= gin x chy +cosx §shy,

azaz

sinx chy,

c
[}

cos x shy.

<
i}

5 w = cos z esetében elGbbi eredményeinket felhasznilva:
u-&-jv=cosxcosjy- sin x sin jy =

=egcosx chy - jsinxshy,

azaz
u=cos x chy,

v = ~sin x sh y.

Z esetében

(=}
£
1l

u + jv=x - jy,
azaz
u = X,

v = -y.

|z| esetében

u+ jv= Vx2+y2,
dZaZ
' u=Ux2+y2,

v =20,

-3
S
i

b) Definicié
Az f(z) fliggvényneka z, helyen A a hatdrértéke, ha birmely
€ > 0 -hoz talflhaté olyan dJ > 0, hogy
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f(z) - A| <€, ha mir 0<|z-z0|<<§.

Mds szavakkal: f(z) hatdrértékea =z, helyen A, ha A tetszSle-
gesen kicsiny & sugaru kdrnyezetébe beleesnek a  z, hely alkalmas
S sugaru kdrnyezetébe es8 =z értékekhez rendelt f(z) fliggvényérté-
kek. Ezt a tényt a valésban bevezetett jeloléssel juttatjuk kifejezésre:

lim f(z) = A.
Z>7Z
0

A definici6bél azonnal kiolvashat6, hogy a
z2=x+jy, sz =X tiy, f®)=u+jv, A=a+jb

jelolésekkel a

lim f(z) = A
Z->Z
o
reldcié egyenértéki a
Hm ufx,y) = a és lim w{x,y) =b
X+>X XX
o X
- —-
>y, y=y,

vsszefliggések egyidejii fennédlldsdval, EbbSl azonnal adédik a kivetkezd

Tétel

Az f£(z) {figgvénynek a z, pontban akkor és csak akkor hatdrértéke
az A szidm, ha birmely ZsZgrensZpyes komplex tagu szidmsorozat-

ra, melyre z # z m=1,2,...) és N egyszersmind
f(z_)— A. '
n

A tobbviltozés fliggvények tdrgyaldssndl kbvetett gondolatmenethez ha-
sonléan definidlhatjuk komplex viltozds fliggvényeknek a komplex szamsik
valamely H halmazira szoritkozva vett hatdrértékét.

Definicié

Az f(z) fliggvényneka =z, pontbana H halmazra szoritkozva ha-

tarériéke A, ha f(z,) = A, yvalahinyszor Z1,Zg 40 olxan" tetszlle-
ges komplex tagu szdmsorozatot jelent, melyre
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Zn#zo, znéH (n=1,2,...) és Z —>= Z .,

E definici6 abban az esetben, amikor z_ a H halmaznak bels
pontja (H z, -at alkalmas kis kbrnyezetével egyiitt tartalmazza) korabbi
definiciénkkal megegyezik. Az ut6bbi definiciéban azonban természetszerii-
leg feltételezzilk, hogy z, nem kiils§ ponta H halmazra nézve, (nem
adhat6 meg =z, -nak olyan alkalmas kis kirnyezete, amelyben nines H -
hoz tartozé pont).

Hasonl6 az f(z) fiiggvény 2z, helyhez tartozé végtelen hatdrértéké-
nek definicidja:

Definicid

Az i(z) fﬁggy'énﬂek a z, ponthan végtelen a hatirértéke, ha bar-
mely Zys z2, SETEIRTY komplex fagu szimsorozatra, melyre zn # zo

s z —~z, (n=1,2,...) egyszersmind f(z )= oo,
£8 z o n

Definicid

Az i(z) f{iiggvénynek a z, pontbana H halmazra szoritkozva vég-
telen a hatirértéke, ha f(z,,) = oo valahinyszor Zys Zgees olyan

tetszdleges komplex tagu szimsorozat, melyre zn # Zs zn € H
n=1,2,...) és zn—»-zo.

E definicié akkor is alkalmazhats, amikor =z
tot jelenti.
A val6s analizisben kivetett okoskodds mintdjira 14thaté be, hogy ha

o & végtelen tavoli pon-

lim @z} = w;, lim g(z) = wé, (fv;] &s |w,) véges),

akkor Z,zo z_’Zo
lim (f(z) + g@@) = w1 + wz,
z-»zo

lim (f(z) - glz)) = w, - w_,
Z#ZO

lim (f(z) . g(@) =w, . w

Z~>7
(o]



és ha Wy # 0, akkor

f(z - wl'

lim @ -
Z-Z g 2
o

-c} Az egyviltozds fiiggvények esetében mondottakhoz hasonléan a kovet-
kezb’képpen adhatjuk meg az f(z) fiiggvény zZ, pontbeli folytonossigs-
nak definicibjat:

Definicié

& f(z) fi én a z helyen folytonos, ha

lim £(z) = f(zo) .

Z>Z
0

Mas szavakkal: f(z) folytonos a 2z helyen, ha oft értelmezve van,
van hatirértéke és ez megegyezik a fiiggvgny z, ~beli helyettesitési ér-
tékével. Ez tehét annyit jelent, hogy f(zn) -—f(zo), valahinyszor egy

Z1’Z2""’zn"“ sorozaira Zn+ Z . Ha z, hatirpontja a komplex '
szdmsik egy H halmazénak, és f(zo) egyenls f(z) 'zo ~beli, a H

halmazra szoritkozva képzett hatdrértékével, akkor azt mondjuk, hogy
f(z) a z, -pontban a H halmazra szoritkozva folytonos,

A folytonossag definicisjahol azonnal adédik, hogy

fizy=u+jv, =z=x+jy, z0=x°+jy0 7‘
' mellett f(z) z, -beli folytonosséiga egyenértékii azzal, hogy az u(x,y)
és vix,y) filiggvények az (xo,yo) helyen folytonosak.
A'valés, egyviltozés filggvényekre vonatkoz6 megfelels tételekhez ha-
sonléan igazolhaték az alabbi 4llitdsok: '
. Ha f(z) és g{z) folytonosak a zZ, helyen, akkor
f(z) + g(2),
f(z) - g(2),
i) . g@)
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és g(zo) # 0 esetén
i(z)
g{z)
is folytonos a Z, helyen. '
Ha g(z) folytonos a zZ, helyen és f(w) folytonosa w = g(zo)
heiyen, akkor f(g(z)} is folytonos a z, helyen. ;
Pl. a W=z W= zz, w=¢e’, w=sin 2, W = cos z,

w = sinzz, W =-Co8 z2 figgvények minden z -re, w = % a z=0
hely kivételével minden z -re folytonos '

w = |z| folytonossdgat példdul igy lathatjuk be: tetszdleges
ZysZgrenesZpy e sorozatra, ha z, " 2 ‘akkor a megfeleld

|z]], |z2|, veesy |zn|, .+. Sorozat
is konvergens és |zn|—> Iz-bl’
|z, - z0|§ |zn| - |z | ahé-

romszdg egyenlGtlensége miatt
{32, 4bra))

‘w = |zi folytonossigsbsl
kivetkezik, hogy £(z) -vel
egylitt |f(z)| is folytonos.

A folytonos fliggvények elSbb
felsorolt tulajdonsdgai kiinnyen
beldthaté médon a H halmaz-
ra szoritkozva folytonos fiiggvé-
nyekre is 4llnak, Az dsszetett
fiiggvény folytonossigéra vo-
natkoz6 tétel példiul igy sz6l:

32, &bra

Ha g(z) 2 zZ, pontban .
a H halmazra szoritkozva folytonos, f(w) pedig a kbzbnséges érte-
lemben folytohos a w = glz,) helyen, akkor f(g(z)) is folytonosa H
hal._mazra szoriﬂ;(qzva a z, helyen. ;

Definicié

Az f(z)' fiiggvényt a H halmazon folytonosnak mondjuk, ha H
minden pontjiban, legaldbbis a H halmazra szoritkozva folytonos., (H - .
vala z komplex szAmsik pontjaigak egy halmaz4t jelsltiik.) '
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Korl4tos és zdrt F halmazon folytonos f(z) {fliggvényekrsl a ké-
vetkezd két nevezetes tétel mondhaté ki (korlitos z4rt ponthalmaz definicié-
jat 14sd Matematika 1/2. jegyzet.27. fejezet).

Tétel (Weierstrass tétel)
Ha f(z) a komplex szdmsiknak egy korldtos és zdrt F halmazin

folytonos, akkor ott korldtos is, azaz alkalmas K -ra |f(z)| < K.
(A tétel valds és képzetes részre vald bontdssal kénnyen igazolhatd.)

Tétel

Ha f(z) a komplex szdmsiknak egy korldtos és zdrt F halmazén
folytonos, akkor ott egyenletesen folytonos, azaz tetszlleges £ > 0 -hoz
taldlhaté olyan o >0, hogyha z € F, z, €F és [z ,-z,| <4&,

i 2 — 172
akkor if(zl) - f(zz) | <E&.

13. Komplex viltoz6s fiiggvény differenciilhatésiga és
regularitdsa. Harmonikus fliggvények

a)_‘ Definicié

Az f(z) fliggvénya z helyen differenciilhaté, ha létezik a\véges

fz) - f(zg)

(1) lim

hatarérték,

"Ebben az esetben az (1) hatdrértéket az f(z) fiiggvény z, helyen
vett deriviltjdnak, vagy differenciflhinyadosinak nevezzik és az

fzy, B o jelekkel jeldljik.

dz

1. Tétel

Az f(z) fliggvény akkor és csakis akkor differenciilhaté a zZ, pont-

ban, ha a zZ, €8 z + Az pontokhoz tartoz6 megvéitozdsa a kovetkezd

alakban allithatd elf:

-124 -




2 - f(zo-l-Az) - f(zo) =xxAz+ E£AzZ,

ahol o nem filgg Az -t61és &£ -0, ha Az 0.

Ekkor
o = f (zo).
A tétel ugyanolyan gondolatmenetfel l4thaté be, mint a valés egyvilto-

z6s differenciflhaté fiiggvényekre kimondott hasonlé 4llitds (Matematika
1/1. jegyzet 28. fejezet).

II. Tétel

Ha {f(z) a 2z, helyen differencidlhat6, akkor ott folytonos is.

Ez az 4llitas a (2) formul4b6l azonnal kivetkezik. _ 7
A valés egyviltozos fliggvényeknél kivetett gondolatmenettel 14thaték
be az aldbbi differencislédsi szabdlyok: ' _

ha f(z) és gz) di:ﬁterenciélh_até, ¢ &llandd, akkor

@ =0t @=1,2..0, @ =0,

(e.f(z)’ = c. ' (2),
(f(z) + g(z))* = £ (z) + g’ (z),

(£(z).g8@)° = T (2).8(z) + {(z).8°(2),

[f(z) ) _ Pz gz) - g (2) i(z)
2 - 4
| 86z) 22)

(teen)’ = £ @e).g @.

Ezen szabilyok alapjsn pl. a racionslis filggvények mindeniitt differen-
cislhaték, ahol a nevezdjik nem zérus.

Keressiink olyan szitkséges és elégséges kritériumot, amely alkalmas
lesz a w = f(z)  fliggvény differencidlhatéséginak vizsgalatira. E célbdl
vizegéljuk meg eldszir, mint mondhatunk egy differencidlhaté f(z) fligg-~
vény u(x,y) valés és v(x,y) képzetes részérSl. '
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Ha f(z) = u(x,y) + j v{x,y) differencidlhatéa z = x + jy helyen,
akkora Az =h + jk, '(z) = A + |B £=£1 + j€2 jeltléssel

£z +4az) - () = (A+jB) Az + £ Az,
ill részletesebben kiirva
Lutx +h, y H) + jux + b, y+9] - [,y +ives,y)] =
=Ah+Ajk+ jBh - Bk+ Eih+ € jk+jEh - £k,

tehat

u{x + h,y+k) - u(x,y) = Ah - Bk + alh - £2k,

) v HLyH) - vix,) = Bh+ Ak + Eh+ £k,
ahol A és B 4llands, és €, €, 0, ha hk—>0, hiszen f(z)
differencisihatésdgabol kivetkezik, hogy & = 61 +j€,—0, ha

Az = h + jk =0,

Arra az eredményre jutottunk fehit, hogy ha f(z} a =z helyen dif-
‘ferencidlhat6, akkor ot u(x,y) és v{x,y) is differenci4lhats, (%) -bo6l
azonban még az is kiolvashats, hogy

Jdu av

A= Eri els§ egyenl8séghil, A= 9y a 'mésodikbél, azaz
Bu _dv
7x 2y °
. 2u P P s 2V PP .
és B = - az elso egyenloséghdl, A= a misodikbél, tehit
ay ax
_2u _ 9dv
2y 2x °

Lattuk tehdt, hogy ha f(z) differencidlhaté a z helyen, akkor ﬁ(x, y).
és v(x,y) is differencidlhaté ugyanott és ’

{3) Ju _ v __du _ _3Iv
Fx 2y 2y adx
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A (3) OUsszefilggéseket Cauchy-Riemann~féle parciilis differencisl-
egyenleteknek nevezziik,
~ Allitdsunk meg is fordithat6. Az 4llitdst és annak megforditisat a ki-
vetkez§ tételben rendhatjuk ki:

IH. Tétel

Ahhoz, hogy f(z) =u+jv a z=x+jy helyen differenciilhaté le-
gyen, szilkséges és elégséges, hogy ufx,y) 8&s v(X,¥y) 2z (x,¥) helyen
differencidlhaté legyen és kielégitse a Cauchy-Riemann-féle parcislis dif-
ferencidlegyenleteket. i

A feltétel szilkséges voltdt az eldbb mér belattuls, elégséges voltata
kivetkezlképpen igazothatjuk.

; Legyenek u(x,y) és v{x,y) differencidlhaték az (x,y) helyen és
teljesitsék a (3) Usszefiiggéseket. Ekkor fennill

u(x+h, y+k) - ufx,y) = g: h+ g; k+ f?lh-iu '72k,

v(x+h,y+k) - v(x,¥) = 39:; h+ g; k+fr13h+ '741(,

ahol My ;72, ,73,,,?4-4,0, ha h,k—>¢. Ekkor azonban

fx+jy+h+jk) - fx+jy) =
= [u(x +h, ytk) + jvx +h, y + k)] - [u(x,y) + jv(x,y)] =
= ufx +h, y+k} - u(x,y) +‘j(v(x+h, y+k) - v(x,y)) =

_ du 2u A av
..———.gxh-:- 9yk+f:71h+r?2k+3 [9xh+ 7y k+'73h+f?4k:| .

A (3) Usszefiiggések alkalmazdsival azonban e kifejezés még a kovetkezs
alakban is felirhato:

f(x+jy+htjk) - f(x+jy)=

Qu Qv - . o
_(ax +j ax }(h+;|k)+'71h+f72k+/73h3+f74k3 =
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_ o b+ Rkt Pghit ki
-G i 2w+ T G,

ahol feltevésiink értelmében 9., 7,5, 74, 47,0, ha h, k=0, 6és ezért

ozlh+/92k+ft]3hj +74kj
h + jk

-:-0’

hiszen

. — K i<
| b+ ik és l b+ K l=1'

A
-

Ez azonban éppen azt jelenti, hogy f£(z) differenciélhatél‘, amit bizonyita-
ni akartunk, _ -

Fenti okoskoddsunkbél még az is adédott, hogy £(z) differencidlhi-
nyadosa;

@ £(z) = g‘;ﬂ g: .

A differencidlhaté f£(z) fiiggvényre fennallé (3) Usszefiiggések értelmében
az f’(z) deriviltat még a kivetkezd alakban is felirhatjuk: -
v du

5 i = - .
(9] (z) 2y 7oy

A (4) és (5) képleteket kiozvetleniil a differencidlhdanyados definiciéjs-
b6l is levezethetjiik, Ha ugyanis az (1) hatdrérték létezik, akkor e hatirér-
téket specidlisan Az = Ax, ill. Az = jay esetében kiszimitva dif-
ferencidlhényadosként éppen (4), ill. (5) adédik. 2 :

. A III, Tétel segitségével igazoljuk, hogy w = e~ minden z -re

differenci alhaté,

+
w=ez= x1y__e eJy= ex{cosy-l-j-siny),

tehit

o X
Re w=u=ecosy,

exsin Y.

Im'w=v

u és v mindeniitt differenci4lhaté fliggvények, és mivel
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911=excos 3V=éxsin '
2% ¥, 2 x Yy,
du _ -exsiny A A eX Cco8 ¥
2y ’ 2y ' ’

a Cauchy-Riemann-féle parciélis_'differencié.legyenietek is kielégiilnek, s
igy w = e® valéban differenciflhaté.

e’ differencidlhdnyadosa a (4) képlet felhaszn4lsssdval:

(ez)’= 9u+, CA =e'cosy+je siny=e”
I x J ax CO8 Yy + } ¥ P

tehat itt is érvényben marad a val6sbdl megismert differencislési szabaly,
EbbS1 kisvetkezik, hogy .sin z és cos z is minden z -re diffe-
renciilhaté és

{sin z)' = cos z, {cos z)’ = - gin z,

- Péladul _
o jz _ _-jz . jz iz
; PR e - vy o1 . J8 o -jz e +e -
(Blnz)’ = (T ) = Ut = (-he ) = 2
= @OS EZ.

Vi_zsgél}‘uk meg, hol differencidlhaté az

f(z) = 2

filggvény., E fﬁggvény esetében

u=%x, 7 v=-y
azaz
du 3 v
ax - L 2y =-L
tehdt
2u #_Q__\_f_ .
dx 2y’

a fliggvény sehol sem differenci4lhats.
Vizsgéljuk meg, hol differencidlhaté a

w=snhzZ
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fiiggvény, Valés és képzetes részre bontissal adédik:

u = gin x ch y,

v = -cos X sh y,

és igy e differencidlhaté fliggvények parcidlis dervidltjai

Qu av

9x=cosxchy, Dx = ginx shy,
2u = sinx shy, I v = -~ cos xchy,
2y dy
Ju v . : . - .
% - 5 v csak akkor 4llhat fenn, ha mindkét parcidlis derivalt

zérussal egyenlS, azaz ch y # 0 folytdn, ha cos x = 0, vagyis

x=(2k+1)—g——-.

_2u _9v szintén csak akkor teljesiilhet, ha a szerepld két parcis-

ay ax ~
lis derivélt zérus, Mivel azonban az x = (2k + 1) —’2‘— helyeken

sin x # ¢, a parcidlis derivéltak csak sh y=0, azaz y = 0 esetében
tiinnek el, A Cauchy-Riemann-féle parcidlis differencidlegyenietek tehét
csak az

¥y =0

Nlhz

Xx = {2k + 1)
pontokban teljesiilnek, sin Z tehit csak ezeliben a pontokban differen-
cidlhats, és deriviltja mindezen pontokban zérus.

Definicié

Az f(z) {figgvény ey =z o Dontban reguldris, haa 2z, hely egy
kérnyezetében mindeniitt differencidlhats.

Ha f{(z) a komplex szdmsik T nyilt halmazédn differenciilhats
(vagyis T minden pontjiban differencialhaté), akkor f{z) minden ze T
helyen reguléris, Ekkor azt mondjuk, hogy f(z) a T nyilt halmazon

reguléris,
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Pl, ez, sin z, cos z _az egész komplex szdmsikon differencisl -
haték, tehat reguldrisak is, - az egész komplex szdmsikbana z = 0

pont kivételével differencidlhats, =z # 0 esetén regulédris is. Lattuk, hogy
sin Z az x= (2k+ 1) _’L , ¥ = o' pontokban differenciglhaté, mivel

azonban ezen pontok kornyezeteben nem differencidlhats, sehol sem regul4-
ris.
Sokszor keriil felhasznilisra a kivetkez§ tétel:

IV. Téiel

Ha f(z) a z  helyen reguldris, akkor f'(z) a =z, helyen foly-
tonos,

A tétel bizonyitdsira itt nem tériink ki.
Regularis fiiggvény helyett szokds még anahtlkus ill. holomorf fugg-
vényt is mondani.

c) Definicid

Az u(x,y) filggvény harmonikus egy T nyilt halmazon, ha méisod-
rendi parcidlis deriviltjai folytonosak T -ben és kielégitik a

2 2
Au=9;+9;=0
2 x 3y

Laplace-féle parcidlis differenciélegyenlete‘g.

A reguldris és harmonikus fiiggvények kapesolatarsél az aldbbiakban két

tételt mondunk majd ki. El§z8leg azonban néhany fontos fogalmat kell defi-
nidlnunk: (v.5. 4. fejezet d.))

Definicié

A T halmaz 6sszefiiggd, ha birmely két pontja a halmazon beliil
}&hgonnal osszekotheto egymissal,

Ha T osszefuggo nyilt halmaz, tartomdnynak nevezziik., A T tarto-
mény (a sikban) egyszeresen sszefiiged, ha T barmely benne futé t5bh-
8z8rds pont nélkiili zdrt poligonnal egyiitt annak belsejét is tartalmazza.

- 131 -



V. Tétel

Ha f(z) regulirisa T tagtomédnyban, akkor u(x,y) valés és
v(x,y) _képzetes része harmonikus fiiggvény T -ben,-

A tételt most még tovdbbi megszoritissal fogjuk igazolni, nevezete-
sen f(z) -rdl feltesszilk, hogy T -ben kétszer differencisthaté és ma-
sodik deriviltja folytonos T -ben. (KésGhb majd l4tni fogjuk, hogy ezen
utébbi megszoritasck el is hagyhatsk.)

A teit feltevések mellett T -ben mindeniitt

du_ _ _gv 2u _ _2v

2x Iy dy  9x °

az els6 Usszefiiggést x, a mésodikat y szerint parcidlisan derivilva
Usszevondssal adédik:

2% Zzu‘ 2% 2%
2~ . ) =0

Au = 5 =
ax dy Ixdy 2yax

ill. az elsd Gsszefiiggést y, 2 mésodikat x szerint parcilisan deri-
véilva dsszevondssal:

- sz + 92v _ 32u _792u
9.y2 9x2 dydx  Fx3y

AV =0,

hiszen a tett feltevések mellett a szerepld vegyes mésodrendii parcislis
derivéiltak egyenlok. Ezzel sllitdsunkat igazmoltuk.

Egyszeresen Osszefliggl T tartomény esetében az V, Tételben ki-
mondott 41litds meg is fordithaté:

Vi, Tétel

. Ha u(x,y) az egyszeresen Osszefliggl T tartoményban harmoni-
kus fiiggvény, akkor mindig talslhaté wu(x,y) -hoz olyan T -ben harmoni-

kus vi(x,y) _fliggvény, hogy

f(z) = uix,y) + jv(x,y)

T -ben reguléris legyen. A v(x,y) figgvényt u(x,y) harmonikus t4r-
sénak nevezzik, : S
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A feltétel értelmében u{x,y) és v(x,y) harmonikus tirsa ki kell,
hogy elégitsék a Cauchy-Riemann-féle parcialis differencidlegycnieleket,
azaz

av. . _9u
dx dy
v _ _du
7y adx
Dea
g u -+ 9 u -
X -1+ 5"
x) 9, y 2 x J
vektortér roticiémentes az egyszeresen dsszefiiggd T tartomdnyban:
T3 T
2 2
rot. ( s, QU‘E)" d 2 2 | g 2n 911)_(
- = - T =k Ty =L
7y 7 x dx Jdy u 2 XZ 2,2
__2u __QWLL 0
dy dx

s igy a Stokes-tétel értelmében (a tétel alkalmazdsinak feltételei teljesiil -
nek) (%) potenciilos vektortér. Valoban létezik tehat T -ben olyan
v(x,y) [figgvény, melyre

- Ju - du -
grad v = - —— 1 4 N

dy

Korabbi eredinényeink alapjin:

F
- Pu - Pu -~ -
v—/(—g 1i-9x_])d1,
a

ahol tetsz8leges T -benfuté ésa T -beli 4 és T helyzetvekioru
pontokat 8sszekitc L girbe mentén integralhatunk.

Az u+jv lidggvény ekkor I -ben mindeniitt kiclégiti a Cauchy-
Riemann-féle parcialis differencidlegyenteteket, u &és v parciilis de-
rivaltjainak folytonossdgdbdl pedig v ¢és v differencidlhaté volta ko -
vetkezik, igy tehat a III, Tétel értelmében u + jv T -ben mindeniitt dif-
ferenciathatd, és igy reguliris is. Fonek kovetkeziében v is harmonikus,

s
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u(x,y) harmonikus tdrsit, v(x,y) -t térmészetesen csak egy addi-
tiv. C 4llandé erejéig tudjuk meghatdrozni. M4ds szavakkal, wu(x,y) -nak
a tett feltevések mellett végtelen sok harmonikus tdrsa van, ezek azonban
egymiéstol csak egy additiv dliandéban térnek el.

Keressiink példiul egy olyan reguléris fiiggvényt, melynek valés része

2.
u=x - yz.
Vizsgéljuk meg el8szér, hogy u harmonikus-e?
Ju . du
Jx % oy - W
2% 2%
R 2 = %
Jx dy

Au =2 + (-2) = 0,

Olyan v(x,y) fiiggvényt kell tehdt keresniink, melyre

dv __ 2u _ .

9 X 9 y A

dy “du ,

Jy Ix .x.

Ilyen fiiggvényt szolgiltat a
T x, )
Vix,y) = / 2yl + 2xJ) dT = f 2ydx + 2dxdy

0 (0,0

gorbementi integril. Mivel u(x,y) az
egész sikban harmonikus, az integrilt a
33, abra szerinti ut menién szdmitva ki:

¥
vz, y) =/ 2x dy = Z2&xy.
' 0
£yl
u(x,y) egy harmonikus tirsa

vix,y) = 2xy,
egy keresett reguldris fiiggvény tehit pl.

33. dbra
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. 2 2. . .2
utjv=E -y)+ilxy=x+iy) =

14, Xomplex viltozds fiiggvények Altal létesitett 1eképezesek
Kortarid és konformis leképezés

a) Egy w = f{z) komplex véltozés fiiggvényt a kivetkezd médon lehet
szemléltetni:a z és w viltozokat egy-egy szdmsikon dbrazoljuk, és
a z -sik minden olyan z pontjinak, melyben £(z) értelmezve van, meg-
feleltetjiilk a w -siknak w = £(z) pontjat. Ilyen métion a fliggvénya 2 -
sikot, vagy annak egy részéta w -sikra, vagy annak egy részére képezi
le. Ezt a leképezést azutdn az4ltal szemléltethetjiik, ho&y alkaimas =z -sik-
beli gbrbéknek megadjuk a2 w -gikbeli képeit. 1

Igy pl. konnyii beldtni, hogy a

{1} w = az

leképezés a z -siknak a kezdBpontra vonatkozé lal -szoroés nagyitisét
(lal <1 esetében kicsinyitését), valamint ugyancsak a kezdopont koriil
arc a  szdggel valo elforgatisat jelentl. Példsul a 34, és 35, 4bran lithaté

N2 A e

, d
s
34, sbra 35, abra
lz|= 1,' arc-z=%, Rez=2, Imz-=-1, Rez=Im}
gorbéknek a
w= 3z
leképezésnél a
lwi =3, arc w = —— 4, Rew=6, Imw=-3, Rew=Imw

gorbék (l4sd 36. és 37. &bra), 4
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~

jit
w = -3z =3¢ z

leképezésénél a
~ I
hwi= 3, arc w = A+ 4

)

- l e Rew = -6, Imw=3,
y Re w = Imw
\ sirbék (lisd 38, és 39, abra), a
AN
\ &
l 9
w=jz = e 7

36. dbra . P
leképeutésnél a

7 |
v |
/ |
/ |
/ |
/ !

— L.

. IO
.'/ [
s |
I
‘ |

I {1 -
37. dbra l

lwi= 1, arc w = —% +—f;—, ITmw=2 lew=1, Hew = - 1Imw

girbék (1dsd 40, és 41. ibra), a

(%) w=(l+)n =V2 e 7
leképerésnél a
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38, abra

-
3

] //
| Vs
| y
| /’

_{_.-..‘ [ P,
|

A0, dbra
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i @
S | R -
— \_. I:
N, \
N :
S
\\l
N,
HERN
41. 4bra

VT BT -
[wi=V2, arcws= 4 + Imw=4 -Rew,

4’ Imw=-2+Rew,

Rew=10
gbrbékbe viszi 4t (l4sd 42. és 43, 4bra).

@

§.
e e
A
AN
A
N
A Y
AN
A
oY
/]
/

hY
N\
o™

AY

42, 4bra 43, dbra

Ezen leképezéseknél a képgdrbék felrajzoldsa kevesebb nehézséget okoz,
mint azok egyenletének felirdsa., A (%) leképezésnél péiddul a Re z = 2
egyenes a nagyitis és forgatds utan is egyenes marad, egyenietének felird-
séhoz elég tehit két pontjat, vagy egy pontjit és irdnyat ismerniink,

Re z =2 a kezdOponttél 2 egység tdvolsdgban haladt, az Im z =0 egyen-
. ' A

T J
letli x tengellyel alkotott szbge —’2"'— volt. Az (1+j)z = Vz e ¢ z leképe-
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zés utdn az egyenes a kezdSponttél 2V2 tavolssgban halad, ésa Rew=u

tengellyel —g— + _Tf_ = 3’f szoget z4r be, egyenlete tehdt

v=4-u,
mivel a 44. dbran l4thaté egyenidszdru derékszsgii OAC haromszogben
2
oc? = @2ve)™ + (2 V'2)2 = 18.

Ve
4

I
o

1

44, 4bra

A v=Imw, u=Rew jeldléssel a kivint eredményre jutottunk.
Konnyen belathat6, hogy a

(2) w=2z+b

leképezés a z -siknak a b komplex szdmot dbrazolé vektorral valé el-
toldsat jelenti, Pé&lddul a 36, dbran lathaté gbrbéknek a

w=2z+3-]j

leképezésénél a

I "y
2374 ry
[w-3+j| =1, w=38-j+te , Rew=5 Imw=-2, w=3-j+te

gorbék lesznek a képei. Pl. az utolsé kép-gorbe esetében igy okoskodha-
tunk:

A w=2z + 3-] leképezésnéla z-sikbeli Re z = Im z szogfe-
lezd minden pontjit a 3 - j komplex szémot dbrézolé vektorral el kell
!

tolni. A "z-sikbeli sziigfelezd egyenletét célszeriibbena z=te
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ban irva fel {a sziigfelezénazok a z komplex szamok fekiisznek, melyek-

p
o i L
i . ¢4 pa - .

nek arkusza —— vagyis amelyek e 4 dllandészorosai), az egyenes
4 3 B, )

pontjait a 3-j komplex szdmot dbrazolé vektorral eltolva a kép-gorbe fen-
i egyenletére ik, Ezen képgdrhének az a szukasza, amelyben

g B i s cos - "
e ardnyossdgi tényezdje pozitiv az  arc z = 4 félegyencs képét

adjamega w=z+3-] leképezésnél.
A
3) w = az +h

leképercs (1) és (2) Usszetételeként nagyilds (kicsinyilés). lorgatis ¢s egy
eltolds egymasutdn valo alkalmazdsédval nyechets. Pl a

w = (L+j)z +3 -]
leképexésnél [z = 1 képének egyenlete:

lw - @G -j)| =v2
) o '
(a leképezdés V2 -szeres nagyitdst, = det valo elforgatist és 3 - j -vel :
vald eltolast jelent), :
tészletesebhen kivianunk foglaikozni a
1

() W=

fiiwovény dltal létesitett leképezéssel. E Higgvény a  z-sik kirvonalait és
cuoyeneselt vagy kibrvonalakba,vagy egyenesekbe viszi dt. Ennek belitasira
célszeril lesz eldszor altaldnossighan felirni ezen girbék egyenletél.

Az a kbzdéppontu, R sugaru kirvonal egyenlete:

|7 - af =R,

(45, abra), ill. mivel

<,

2 o _
|z - al” = (@ -a) z-0) = (z-a) (7 -0,

- - — - - 2
(3) s — a4 - arn +an = 1
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Megforditva viszont minden
ZZ ~aZ -8z +c¢c=10

alaku egyenlet valés ¢ <aid esetén kir
egyenlete, mert az R2 = af - ¢ jelo-
iéssel az egyeniet az (5) alaku egyen-
letbe megy 4t,

" Specidlisan a =& = ¢ esetében a
korvonal kbzéppontja a z = 0 pont,

2 .
a2 - R = 0 esetében pedig a kbrvonal 45, dbra

fthalada z = 0 ponton.
Az Altaldnos helyzetil egyenes egyenlete:
) az + dz = ¢ (¢ valés).

Ezt az egyenletet a kivetkez§ okoskoddssal sllithatjuk fel: Az XY
, sikban fekv$ egyenes dltaldnos egyenlete

Ax+By+C=0, (A, B, C, val6s szdm.)

" Ugyanezen egyenesnek a =z - sik-
y ban az egyenlete az

: %+ Z
x=R,éz=—-§——

y Imz=——-2—j-——-

Usszeftiggések felhagznéldsbval

zZ+ 7 zZ -2 _
| A 2 + B oY + C=0,
46, dbra illetve
A-Bi,, ArE ;g

ami az
~-C

W A-Bl  __ A+p
2 ] = 2 »

jeltléssel épp a (6) egyenletet adja meg.
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Megforditva, azomnal adédik, hogy minden
za + Za = ¢

alaku egyenlet valdés ¢ esetén egyenes egyenlete,

Mivel mirmost w = % esetén

1 .1
2=, Z=-=,
w w
(5) képea w = % leképezésnél
—l—-—i— - a-lr—i——l—+a5-R2=0,

w W W w

més alakban felirva: (wW -tal beszorozva)
(7 1-aw-§.ﬁ+{a§.—R2)wﬁ=0.

a=0 esetében w =0

(7} aa - R2 # 0 esetében kir, specidlisan a

kozéppontu kilr, aa - R2 = 0 esetében egyenes egyenlete,
1

{6) képe a w = leképezésnél (¢ valds)

z

<~

1 -
a— +a =c,
w

més alakban felirva (ww -tal beszorozva):
(&) aw + aw - c(ww) = 0,

(8) valés ¢ # 0 esetébena w = 0 ponton dthalad6 kdér, c = 0 eseté-
bena w = 0 ponton 4thaladé egyenes egyenlete (c = 0 esetén (6) at-
haladta z = 0 ponton). )
Mivel a komplex szAmgombin (14sd 11. fejezet) 2 z-sik egyeneseinek
és Koreinek egyarint kibrvonalak felelnek meg, fenti eredményiinket révi-

den ugy foglalhatjuk Ussze, hogy w = —i kortarts leképezést 1étesit,
Részletesebhen: w = "zl— a komplex szdmgdmbin fekvl kbrvonalakat a

komplex szimgombin fekvo kirvonalakra képezi le. A komplex sz4dmsikon
maradva az egyenest végtelen sugaru kirnek tekintve, szintén réviden kor-

tarténak nevezhetjik a w = -i— leképezést.
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az + b
) W= cz +d

leképezés ¢ # 0, bc - ad # 0 eseténa (3) és {(4) leképezésekbdl
dllithaté 6ssze, amint azt a kdvetkezd szdmitds mutatja:

d ad
az + b _az +b a(z+c)_c +b_
cz +d d, = d -
- c(z+c) c(z+c)
= 2 bc - ad 1
T e 2 d
c .z
c

Minthogy a nagyitds (kicsinyités), forgatds és eltolds egyenest egyenesbe,
kort korbe visz 4t, a w 1= -—;—- leképezés pedig - mint el8bb beldttuk -
kortarts, a (9) fliggvény is egyenest és kirt vagy egyeneshe vagy korbe
visz 4t, tehdt kbrtartd leképezést 1étesit,

Az alkalmazisok szempontjdbél 4ltaldban nem az az érdekes, hogy egy
adott w = f(z) filiggvény valamilyen, a z-sikban megadott gorbét, vagy
ezen gorbe 4ltal hatdrolt sikrészt 2 w-sik milyen gorbéje, ill. milyen ré-
szébe képezi le, hanem adott leképezéshez keresiink olyan fliggvényt,
amely a kivani leképezést létesiti. E feladat akkor a legegyszertibb, ami-
kor egyenes, vagy korvonal 4ltal hatdrolt tartoményokat hasonléképpen egye-
nes vagy korvonal 4ltal hatdrolt tartoményba leképez{ fliggvényt keresiink.
Ekkor ugyanis kénnyen felirhaté olyan linesris-, vagy linedris tort-fugg-
vény, amely a kivint leképezést létesiti. (Altaldban természetesen végte-
len spk ilyen fliggvény van, a feladat megolddsshoz elegendS azonban csupén
egyetlen, a kivant leképezést 1étesits fiiggvény felirdsa.)

1°° A Rez>0 félsikotaz Im w< - Rew + 2 félsikba (47.

dbra) pl. a

-~

)

_j3i
w=e 4 z + 2j
Ly
leképezés viszi 4t, mivela Re z > 0 félsikota 3% = e 4 leképezés
beforgatja az- Im 5 < -Re 3 félsikba, miga w = 3T + 2j leképezés
olyan eltolds, amellyel épp a kivant képtartomdnyra jutunk.



47, dbra
'2° A 1zl <2 ‘kbrlemezt a 48, &bran l4thats |w - (1+))] > 1 tar-
toményba a

2 .
W= 2 + (1 +j)

leicéﬁezés viszi it. A |z] <2 korlemez ugyanisa ¥ = -zl- leképezés-
nél a |X| >—-§— tartoményba megy 4t, és igy kétszeres nagyitds és (1+j)-
vel valé eltolds utén jutunk a kivént |w - (1+))] > 1 képtartoményra,

48, Abra

3° A |z{<2 korlemezta Re w < 0 félsikra leképez§ linedris
tortfiiggvényt a kisvetkezSképpen irhatunk fel. Harom pont egyértelmiien
meghatiroz egy korvonalat. Vegyink tepst fel a |zl= 2 k&‘)rvonal__qn"h,é,x
rom pontot, feleltessiink meg ezekneka Re w = 0 egyenesen hfrom al-
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kalmas pontot, és prébiljunk felirni egy olyan linedris tortfiiggvényt, amely

a kijelslt =z 17 %92 %3 pontokat &épp a nekik megfeleld wl,w:'zl,w3 pontba

viszi 4t, Amennyiben w s Wos W kozott a 0 pont és a végtelen tdvoli

1 3
pont szerepel, konnyii ilyen linedris tortfiiggvényt felirni. Példankban pél- -

dédul legyen

z1=2 képe w_, =0,

zZ, = 2] képe W, =1

= -2 képe w, 6 =00,

Z3

(49. dbra).

49, 8bra
7z - 2
(%) . w= z + 2

a zy = 2 és Zg = -2 pontokat nyilvan a kivant képpontokba viszi 4t.

A ¢ 4llandét ugy kell most még meghatiroznunk, hogy a (%) fliggvény
z, = 2j -t w,=] -be vigye 4t. Ehhez a kivetkez8 egyenleteket kell

megoldanunk:
= o 2j-2
) 2j+2°
azaz 2 .
SRS .5 SURPOU ¢ | B
i-1 G-1(-§-1) 2 ’
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és igy .z -2

a jzl= 2 kbrvonzlata Re w = 0 egyenesbe viszi 4t. Mivel a fiiggvény

a z =0 pontot w = -1 -be viszi dt, fiiggvénylinka |1z]1<2 tariomanyt
egyben a Re w < 0 félsikba is 4tviszi, vagyis feladatunk megolddsat ad-

ja. (Haolyan w = f(z) fiiggvényt irtunk volna fel, amely z1<2 -t

Re w > 0 -ba viszi at, akkor w = -f(z) vimmé 4 |z{ <2 -t Rew < 0-

ba.)

A példa megolddsiandl lattuk, igen lényeges volt, hogy a kép-tartominy
hatdrgorbéjén a kezdGpont rajta fekiidt. Ha nem 4ll fenn ez az eset, igy
okoskodhatunk:

4° Irjuynk fel egy olyan fliggvényt, amely a |zl <2 kirlemezta
Re w < 4 félsikba viszi 4t.

Az elSbbi példdban lattuk, hogy

z + 2
a |zl <2 kirlemertza Re w < 0 félsikba viszi 4t,

z -2
w= z+ 2 +4

tehat nyflvan 2 [z]| <2 kirlemezt a kivint Re w < 4 félsikba viszi 4t.
5° _ Adjunk meg egy olyan fiiggvényt, amelya Re z > 0 {félsikot a
{w - 2| <2 kbrlemezre képezi le. (50. 4bra.)

® @)

\\\\\

N

50, fibra
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A 3% péld4nsl kovetett okoskod4ssal egy olyan linedris torifiiggvényt
irunk fel {implicit alakban), amely pl. a kivetkezd pontokat felelteti meg
egymisnak:

wl = 4 -nek megfelelteti Z 1 = (¢ -at,

= j— f = _j -
W, 2+2j-nek Zgy i -t

=0 = it = -
w3 0 -nak Z‘3 co -t

w - 4
Z=C
w

az elsé és harmadik kivetelménynek nyilvin megfelel. A méisodik kivetel-
mény értelmében

e 2-2
12 € 2y 0
S 14 )t 2
c=-} =+J =] >=-19—
i-1 2
vagyis 4-w
zZ =
w

ill. explicit alakra hozva

egy, a kivint leképezést adé fiiggvény. (Azt a tényt, hogy e fiiggvény nem-
esak a tartoményok hatargbrbéit, hanem magukat a tartominyokat is egy-
mésba képezi le kbnnyen beldthatjuk: w = 2 -nek megfelel 3z = 1,)
Altaldban a kévetkezSlképpen adhaté meg egy olyan w = f(z) lineéris
tortiliggvény, amely a2 z-sikban a végesben fekvd egymdéstsl kiilonbozd
LN pontokat 2 w-sik hdrom végesben fokvl, egymist6l kiilsnbszd

W1 WosWa pontjdba viszi 4t:

) Wo-W, WgmW, Z-2zZ, 2z3-13,

WS W, Wy - W, Z-%, Zg-Z

() valdban linedris tortfiiggvény és a =z
ba (k=1,2,8) viszit.

pontokat a kivént w,_ pontok-

k k
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Ha a zk vagy wk

szémldléiban, ill. nevez8iben azokat a killsnbségeket, amelyekben ez a
szidm szerepel, l-gyel kell helyetﬂesiteni. Hap., z,6K =00 és w, =co,

P 3 1
akkor a (x) Lképletaz

szAamok koziil egyik végtelenné vilik, akkor (%)

1 ws—wz_z-z1 1
wo- W, 1 Z - Z, 1
ill. zZ - Z
w=w, + (W —w)—-————z--
2 3 2 z—zl

alakot olti. Ez utébbi filggvény valébana =z =z 1 pontnak a w, = oo,
a z =1z, ponitnaka ~w = w2 + (w3 - w2)0 = WZ’

9 + (w3 - wz) . 1= Wy pontot felelteti meg.

Megjegyezziik, hogy (%) az egyetlen nlyan linefris tortfiiggvény,
amely adatt hdrom klilénbbz8 z 12290 %g pontot adott hirom kiilénbtzd

WorWa pontba viszi 4t (amennyiben e pontok valamelyike nem fekiidne

a z=12z2, =00
3

pontnaka w=w

Wys

a végesben, a fent részletezett (%) -bol felirhatd linedris torifiiggvény a
leképezést létesitd egyetlen linedris tortfliggvény), Az dllitds bizonyitisira
nem tériink ki,

Sokszoggel hatdrolt tartomdnyok leképezésének kérdésére a 22, fejezet- .
ben még visszatériink,

MielGtt a reguldris komplex véiltozds fliggvények 4ltal nyujtott leképe-
zés vizsgalatdra ratérnénk, foglalkoznunk kell azzal a kérdéssel, hogy
hogyan a legcélszeriibb dltaldban a komplex szimsikon futé gdrbe egyenle-
letét a tovabbiakban felirnunk,

b) Térgorbék, specidlis sikgdrbék egyenletét egyparaméteres vektor-
skaldrfliggvénnyel, ill, paraméteres egyénletrendszerrel adtuk meg. Pl.
egy, az XY sikban fekv6 L gbrbe megaddsa

T = T{f), (X EtEg)
alakban, ill,

x = x(t),

y = yit), (2t =)

paraméteres egyenletrendszerrel torténhetik. Ha mérmosta z komplex
szAmsikban fekv8 L gorbe egyenletét akarjuk felirni, az a fentihez ha-
sonléan
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x = x(t),
y =y (x2t£p)

paraméteres egyenietrendszerrel torténik, ahol x = Re z, y = Im gz,
vagyis a fenti paraméteres egyenletrendszert rovidebben

z=x@) Fiy), (x=t 2 4)
ill.

z(t) (x 2t 2 p)

z

alakban is felirhatjuk. A komplex sz4msikon haladé gorbe egyenletét tehit
avalés t paraméter z(t) komplex értékii fiiggvényével adhatjuk meg.

Pl, a z, és Zg komplex szamokkal megadott Pl és P2 pon-

tokon ithaladd egyenes egyenlete

(%) z=zl+t(z2-z

alakban is felirhaté, ahol t  valds
paraméter. Ha t 0 -t6l 1 -ig
valtozik, a megfeleld z befutja a
P, és P, pont kozotti egyenes-
szakaszt (51, dbra).

Specidlisana z =0 és
z = 2-j pontokat 6sszekots egye-
nesszakasz egyenlete:

z=(2-))t, 0S5tE1,

51. dbra

A z=a3a kozéppontu R sugaru
korvonal egyenlete

(3% Z=a+R e,

Ha ugyanis a = 0, akkor a vizsgéilt kérvonalon azok és csak azok a
komplex szdmok fekilsznek, melyeknek abszolut értéke R, vagyis ame-
lyekre :

z=Re3t
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{(a komplex szdm arkuszdt t -vel jelSltiik). Ha a vizsgalt kir kbzéppontja
a#0, akkora z = (0 kozéppontu R sugaru kdrvonalbél a -val
tortén('f eltolissal adédik a vizsgilt kérvonal egyenlete,

Pl.a z =3 kozépponiu R = 2 sugarukdrvonal Im z > 0 ré-

szének (52, 4bra) egyenlete:

z=8+200, 0<t<k.

52, &dbra

- Ha a komplex szdmsikon haladé gbrbe egyenletét a valés t paramé-
ter z(t) komplex értékii fliggvényével adjuk meg, 14thaté, hogy

i%t@—=z’(t);é 0

esetén z’(t) mint komplex vektor a gbrbének a t paraméterﬁ'pontbeli
érintbvektordt adja meg. Ha tOrténetesen a paraméter az s ivhosszuség,

akkor g:

Haaz L gtirbe egyenletét megadé z(t) fiiggvény folytonosan dif-
ferencidlhaté az o St< B intervallumban, akkor az ezen paraméterér-
tékelmek meﬁelelo gorbedaraf ivhosszusiga:

s—/Vx (t)+y(t) dt-/lz {t)1 at.

Ennélfogvaa t=o¢ és t paraméterii pontok kozstti ivhosszusig

# 0 az érint8 egységvektort szolgiliatia:

t
s{t) = f 1z’ ] dt,
«
‘és igy
= |z’ ml.
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~©) Legyena w = {(z) fiiggvény a z, helyen reguléris, és tegyiik
fel, hogy 1’ {zo) # 0. Legyen tovébbd L egy, a z ponton 4thaladé
z = z{t) paraméteres eldillitdsu gbrhe, melyre z(to) =z, és
z’(to) # 0. Legyentovdbbd L’ a w -sikmak w = f(z(t)) elSallitdsu

gorbéje; vagyis legyen L' az L giorbe w-sikbeli képe, amelyen a
1:0 paraméterértéknek az f(zo) =W, pont felel meg.

ElsSsorban beldtjuk, hogy az L’ gorbének is van érintSje a v
pontban, Ugyanis:

d f(z(t — 3 — 2 4
[—U-D—dt ]t:t =fEt) . 2 t)=E). 5 ¢) # 0

a tett kikttések mellétt.

Az L gbrbe 1z, pontbeli érintdjének irdnyszogét (az érintének a
valos tengely pozztw irényA4val bezirt szogét) -vel, L' w_ -beli
érintSjének irdnyszogét y -vel jeldlve az adédott tehdt, hogy

W = arc (d_f(_z_(g)_) = arc (f’(z ). 2z (t ) =

= arc f (zo) + arc z (to) = arcf (zo) +ep .

Eszerint tehdt a z, pontban érintSvel rendelkezd gbrbék képei a W,
ponthan érintével rendelkeznek és a képgérbe érintSje az eredeti gorbe
érintGjéhez képest az arc ' {z o szbggel van elforgatva. Két, a Zg
ponton sthaladé ¢, és @, irdnyszogll érintdvel rendelkeézd gorbét

vizsgilva a megfelelS képgdrbék érintSinek irdnyszoge:
wl = arc f’(zo) + C’Pl’

Y2
vagyis az érintSk 4ltal bezdrt szog:

arc § (zo) + (102’

(/’1 -(//2 = (arc f’ (zo) +q:1) - {arc f’ (zo) +q>2) = gol 2

Arra az eredményre jutottunk tehst, hogy a tett feltevések mellett a Z,
ponton 4thalad6 gorbék érintGinek hajldsszige megegyezik 2 képgorbék
érintGinek hajlisszogével, a leképezés sziigErté a Z, pontban.
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Ha tovébbd az L gorbe elGallitdsdban z’(t) a t, hely kdrnyeze-
tében, f’(z) pedig z, kiornyezetében folytonos, akkor s(t) -vel je-
i6lve az L gbrbén, S(t) -vel pedigaz L’ pgbrbéna t, paraméteril
ponttél szamitott ivhosszusigot

ds , , e ds '
[—J}H =_|f(zo).z(t0)|—|f(z0)][dt]t=t L

8] O

ugyhogy a képgirbe ivhosszusiginak megviltozdsa t -nek kis megvélio-
zésa esetén j6 kizelitéssel |f'(z,)| -szerese az eredeti gorbe ivhosszu-
siga megviliozdsénak., A z o Ponton sthaladé kiilsnbtz8 gorbék ivhosszu-
gégai tehdt ugyanolyan ardnyban torzulnak, a leképezés ardnytarts.

Definicié

A szbgtarté és ardnytarté leképezést konformis leképezésnek nevezziik.

'E16bbi okoskodédsaink eredménye tehit a kiivetkezd 4llitdsban foglalhatd
Ossze: :

A repuidris 1f(z) fiiggvény dlial létesitett leképezés konformis minden :f
olyan =z = pontban, ahol f (z;}) # 0, -
Pl, w= z2 az egész sikban reguldris fiiggvény, w’ = 2z # 0,

ha z # 0, tehdta z = 0 pont kivételével mindeniitt konformis leképe-
zést 1étesit. Valéban a '

[z] = 2 és arcz =0
gorbéket {(amelyek egymiast a z = 2 pontban deréksztghen metszik) a

|w[=22=4 és arc w =20

gorbékbe viszi 4t, és ezek szintén derékszigben metszik egymist (53, 4b-
ra). Ha azonban az egymésta z = 0 pontban metszd

_ . _ K
are z =~ és arcz= -
i . . T Iy T -
félegyeneseket tekintjlik {ezek hajlizszige 7 "6 " 12 ), e gorbéket

a w= zz fiiggvény 4dltal 1étesitett leképezés az
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N

-
\

53. dbra

~ o~
L [ ~
arcw=2-’6—-=-§— és arcw =2

|
i
rofx)

gorbékbe viszi At (arc w = arc z2 = 2 arc z), s ezen képgbrbék hajlis-
szdge:

RO
67 12

b =

=
3

a leképezés a =z = 0 pontban valéban nem szdgtarts (54. sbra).

54. _ébra

A w=12 fiiggvény 4ltal 16tesitett leképezés az
. — {1y 3 1 <4+ < 1
L: z={1)jt (2 =t= 2_+E)

egyenesszakaszt az
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2 1
2

A
A

L’ w = 2jt t —;'4-&)
szakaszba viszi 4at.
L ivhosszusiga s = |[(1+ €| =V2 €, mivel pedig az= (1+j)%

helyen {w’l = |2, (1+)) -,l;—| = |(+})| =VZ adédik, hogy
L’ ivhosszusiga SaxV2Zs=V2V2¢ =2¢,

Pontosan elvégezve a szdmitdst L’ ivhosszuségira
R SRS 1t YRR I T S I BRSNS
S =265 +6) - 26" | = 2 G +e) -] = 26+ 26

adédik, és ez kicsiny &£ > 0 esetében valéban jé kizelitéssel 2§& -nal
egyenl§,

Mé4s példaként vizsgdljuk mega w = sinz fliggvény 4ltal létesitett
leképezést. E fiiggvény az egész komplex szdmsikban értelmezett reguls-
ris fiiggvény. A fliggvényt valés és képzetes részre bontva ugyanis (lasd
12,) 4% z =x + jy mellett

]

Re gin z

u gin x ch y,

(10)

v =1Im gin z = cos x sgh y,
e fiiggvények differencidlhaték és kielégitik a Cauchy-Riemann-féle parcif-
lis differencidlegyenleteket,

Mivel

Ju . v

(sin z)’ = Ix +}f9-‘; =cosxchy-jsinxshy=cosz,

a w=sinz filggvény 4ltal 1étesitett leképezés a z # 2k+1) -"2‘— he-

lyeken konformis., Az y = b, (b#0) x = ¢ egyenesek képel teh4t
egymést derékszoghen metszd gbrbék lesznek, a z-sik un. koordinatahslé-
zatit tehdta w = gin z fiiggvény 4ltal létesitett leképezés ortogondlis
gbrbeseregbe viszi 4t.

(10y -re valé tekintettel az y = b egyenesek képei

u = ginxchb, sinx =

i11.
o ¥
cos x sh b, | . COBX= oh b b#0,

u_
chb °

q .
n
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vagyis utébb nyert két Gsszefiiggésiinket négyzetreemelve és Gsszeadva
adoédik:

u2 Vz
+ =1.

ch%b sh’b

Az y=b (b # 0) egyenessereg képe teh&t ch b, ill. |sh b
féltengelylii ellipszissereg. Ezen ellipszissereg konfokilis, mert birmely
b # 0 mellett az adéds ellipszis fokuszai az u tengely

+ Vchzb - sh2 b=+ 1 pontjai (65. dbra).

PR Y S Th S

—_——d

55. 4bra
Az x=¢ egjenesek képei (10) -btl ad6dban a

u

chy “smo {c # ki)
_ v
shy = s e

képletek négyzetreemelése és 6sszevon§§§.b61 adéddan az

) u2 v
2~z 1
sin ¢ co8 ¢

- 155 -



hiperbolék. E hiperbolék is konfokélisak, hiszen barmely c# kiZ  mel-

lett az ad6d6 hiperbola fékuszai az u  tengely + Vsin“c + coszc =+1
pontjai. :
Specidlisan az x = kit egyenesek képei (10)-bbl kiolvashatéan az
= ( ‘egyenes megfeleld szakaszai, mig y = 0 képea v =0 egye-
nes -1=u £ 1 szakasza, \
Hasonléképpen vizsgilhato a w'=cos z, ill. a w=1tgz =
fiiggvény dltal 1étesitett leképezés,

sin z
cos z

15, Az exponencislis fliggvény és annak Riemann-feliilete. A logaritmus-
fiiggvény. Az 4ltalinos hatvényfligg vény '

a) A w= e~ fliggvényt a 11, fejezetben értelmeztiik:

[e o)
z Z zk
e = ol
k=0 :

w =;eZ az egész sikban reguléris fiiggvény. Az Euler- osszefuggésbb'l ki—
olvashatéan 27j szerint perlochkus fliggvény:

r". ~. — ) -
(1) ez+2 ti = eze2' I ez(cos 2 +jsin 20) = ez.
Vizsgéljuk meg a fliggvény 4ltal 1étesitett leképezést.

A z -sik val6s tengelyével pirhuzamos, azaz .
y=¢

egyenletii egyenes képe a  w-gikbeli kezd6pontb61 knndulé ¢ -irdnyszogi
félegyenes, ennek egyeniete

arc w = ¢.
(Mivel ugyanis e =" W = & eJY, y = arc ez.)

A z-sik képzetes tengelyével parhuzamos, azaz

x=b

_egyeriletii egyehes képe a w-gikbeli kezdSpont koriili eb sugaru kidrvo-
nal; ennek egyenlete '
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lwi=e

(Mivel Iez| = ex.}

Lathaté tehdt, hogya w = o’ fliggvény a  z-sik tetszdleges
a<y=£a+2, -oo <x<+00 shvjitazegész w-sikra képezile
w = 0 kivételével; birmely z és z + 2iUj pontrak ugyanaz a kép-
pont felel meg, annak megfelelfen, hogy e 2f j szerint periodikus
fiiggvény.

Ha a z-siknak egy olyan D tartoményit akarjuk megadni, amely-
nek kolestnosen egyérielmii leképezését adja meg w = eZ a w-sikra,
akkor D nem tartalmazhat olyan pontckat, melyelknek w = e? ugyan-
azon képpontokat felelteti meg. Birmely egész k mellett azonban a

2 ~00<KX< +00, Ck-HL <y < 2k + LT

sédvot azon w. értékek halmazdra képezi le kblestnisen egyértelmiien
w = e%, amelyekre

3) o< lwl<oco , (2k-1)T < arcew < (2k+D) T,

{3) a negativ valés tengely mentén bemetszett w-sik. A (2)-beli sdv-
hatdroknak a bemetszés "partjai' felelnek meg az e? fiiggvény 4ltal 16-
tesitett leképezésnél, Az y = (2k-1)T egyenesnek (a (2) sdv als6 hatdra-
nak) az alsé part, az y = (2k+1)T egyenesnek (a (2) sav felsG hatarinak)
a felsd part felel meg.

Mivel a (2) savokkal a z-sikot végtelen sok részre vighatjuk fel, s
ezek mindegyikét kiilon-kiilon a negativ valés tengely mentén bemetszett
w-sikra képezi le kilesonosen egyértelmiien. w = e”, ahhoz, hogy az egész
z -sik kolesonisen egyértelmii és folytonos képére jussunk a w = eZ
fiiggvény 4ltal létesitett leképezésnél a kivetkezSképpen okoskodhatunk,

Vegyiik a negativ valés tengely mentén bemetszett w-siknak végielen
sok példany4t. Legyena k -adik sik (k-sik) a (2) s4v képe 2 w = e”
filggvény 4ltal létesitett leképezésnél. Ragasszuk Ossze ezeket a sikokat
.egyméassal ugy, hogy a nekik megfelel6 sdvok csatlakozzanak egymdéshoz.
Tehdt a 0-sikkal kezdve (eza -7 <y< W - oo <x<oo siv képe) e sik
bemetszésének felsd partjdhoz ragasztjuk az 1-sik (ez a t<y< 37,
- 0o < X< 00 siv képe) bemetszésének alsé partjit; az 1-sik bemetszésé-
nek fels§ partjsta 2-sik (2 370 < y <51 - 00<x<00 s4v képe) bemet-
szésének alsé partjdhoz ragasztva, az eljardst k=3,4,... esetére foly-
tatjuk. A 0-sikon szabadon maradt a negativ val6és tengely mentén tdrtént
bemetszés alsé partja; ehhez a -1 -sik(a 3T <y < -N, ~o0o<x<o0
sév képe) bemetszésének felso partjit, a (-1) -sik bemetszésének alsd
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partjdit a (-2)-sik bemetszésének fels§ partjshoz ragasztjuk (e sik a
-5 <y <-3FC, -o00<x<oo sivképe) és az eljirdsta k = -3-4,,..
sikokra hasonléképpen folytatjuk.

Az igy megszerkesztett R végtelen soklevelii feliilleteta w = eZ
fiiggvény Riemann-feliiletének nevezziik (56. 4bra), A w= ¢t fiiggvény
az egész nyilt z-sikot (az egész z-sik, anélkiil, hogy azt a végtelen t4-
voli ponttal kiegészitendk) kélesondsen egyértelmiien és folytonosan képezi
le az R Riemann-feliiletre,

Jol szemléltethet a 0 < Re z < a sivképea w = g2 fliggvény
4ltal 18tesitett leképezésnél az e* R Riemann-feliiletén, E sév képe az
1<iwt<e® korgyiiril {6161t csigalépes6hoz hasonlé médon elhelyezkedd
végtelen csigaalaku sdv (57, dbra).

<i

58, dbra 57, dbra

Megjegyezziik még, hogy w = & a w=0 és w =oco ériékeket
sehol sem veszi fel. E pontok felett tehit e R Riemann-feliiletének
nincsenek pontjai.

b} A val6s mintdjara a

@ w=1Inz
fliggvényt a
©) z=e"

saszefiiggéssel értelmezziik.

A (4} fiiggvény valés és képzetes részét a kivetkezd meggondoléssal
kaphatjuk meg. Legyen .

w=u + jv, iz] = r, arc z = ¢,
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(5) értelmében

: + .
i =eu]V=eueJV,

re
azaz mivel két komplex szdm akkor és csak akkor egyenlS, ha abszolut érté-
keik megegyeznek egyméssal, arkuszaik pedig egyméstél csak 2% tobb-
szorosében kiilonbtznek

r= eu, o+ 2k = v,
vagyis misképp irva

u=Ilnr=1I jzi,

v= ¢+2ki =arcz + 2kl .,

Béirmely z szimra (z # 0) tehdt In z végtelen sokértékii filggvény,
értékei:

(6) Inz = Inlzl + j(arcz + 2ki}

Az In-z fliggvény fGértékének azt az 4gat nevezzilk, amelyben az
arc z + 2kl érték - W &s W kozé esik; rbviden irva:

(N Inz =1n)z| +jarcz, ahol -H<arczS @

Inz tobbiértéke a (7) f8értékb6l 2] egész szdmu tobbszdrvsének
hozzdadasédval adédik.

Minthogy - U < arcz < W esetén arc z folytonos fiiggvény, azért
In z fO0friéke, Ln z, a negativ valés tengely mentén bemetszett sik-
ban folytonos filggvény. Ugyanitt differencilhaté is, merta

w = Ln z, w =Lnz
0 o
jeloléssel
Inz-Inz wW-w W - W
g_ o _ o
Z -z % -% w o ow.’
o o e - O

és'ha z—>2z,, akkor Ln z folytonossdga miatt w->w,, ugyhogy

W -Ww
o 1 _1

W, W z

o e © o

w
e -¢€
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Tétel

Ha =z nem fekszik a negativ valés tengelyen s z # 0, akkor ér-
vényes a

.dInz 1

dz Z

differencidlfisi szabdly.

A (7) fiigevény egyértelmiien és konformisan (mivel —QLD—Z # 0)
képezi le a negativ valés tengely mentén bemetszett sikota - T <v <,
-oo<u < +0o sivra (Lnz = u+ jv). Ha a negativ valés tengely egy -a
pontjdhoz feliilrdl (az Im z > 0 félsikbsl) kozelediink, akkor
In z —~1n a + &j, haugyanehhez a ponthoz alulrél (az Im z < 0 fél-
sikbsl) kozélediink, akkor Ln z —In a - TTj. Ezt réviden ugy fejez-
zik ki, Hogy a bemetsz3s kiilsnbdz8 partjain (ti. felsS és alsé partjan) az
Ln z -kiilonb6z8 (egymést6l 271j -ben kiilonboz8) értékeket vesz fel.

A (6), vagyis a tobbértékii In z fiiggvény dltal létesitett leképezést
vizsgélva a kivetkezdképpen jarhatunk el. Legyen D a negativ valés ten-
gely mentén bemetszett z-sik, D -t (6) egyes 4gal (a (6)-bsl k kii-
lgnbtz8 értékel mellett adsds fiiggvények) 2 w-sik egyes (2k-1) T <
< v <2k+1), -co<u< + oo shvjaira, a negativ valds tengelyt pe-
diga v = (2k+1)T egyenesekre kepez1k le. A D tartomény nyilvén vég-
telen sokféleképpen helyezheto el z = eV Riemann-felllletén (jelsljlk ezt
R’ -vel). Helyezzikk ela D tartoményt a Riemann-feliilet (0)-lapj4n.
Ekkor v =arcz ~-f és K kozbtt viltozik, vagyis In z az R’
Riemann-feliiletet kblcsondsen egyértelmiien az egész w-sikra, Ln z R’
fent kijeldlt leveléta -co<Re w< +oe, -7 <Im w =7 sévra képe-
zi le.

Pozitiv z ~kre arc z =0, Ln z = 1ln z, vagyisa valéaban mér
megismert kizonséges logaritmus-fliggvényre jutunk. Konnyen beldthats,
hogy In z (In x -nek a komplex szimsikban valé folytatésa) rendelkezik a
legaritmus j6l ismert tula;donsﬁgawal

» In (zlz.z) = Ln zg + Ln Zy
olya‘ul Zy és z, -re, melyeknél arc Zgs arc Z,, are z, + arc z,
(-, 7]-be esik.
Az In z fiiggvény értelmezéstbil folyik, hogy kinnyen kiszimithaté
pl.: .
. T B
=In1+j (—§+2kﬂ.'),= J(‘E'l- 2kiC)
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In{-2) = In 2 + j(&+ 2kT) = 0,69 + j(2k + )T,

In(3-4j) = In 5 + j{- 0,98 + 2ki).
) A w=3z" ltaldnos hatvanyfligevényt (z # 0), ahol A= +jp -
tetsz8leges komplex szdm, a

a aln z
Z =g

(z # 0)

Osszefliggéssel definidijuk. /= 0 és raciondlis o¢ esetén e definicis
az eddigi definiciéval sszhangban van,
z -t exponenciilis alakban irvafel: z =r ¢! ¢
Inz=Inr+ j(¢+ 2kT),

tehat o
22 = e(tx+j,6)ln z _ Veocln T -fB(p+2kT) ej(oc(?+2k75 3 r) .

Ha 3= 0, vagyisvalés a esetében z° Osszes értékeia

lwi = ’Zalzealnr= 2

ktrvonalon helyezkednek el, mig ekkor
(® arcz” = % = 8¢ + 2kica,

Ha a raciondlis, vagyisha a = —El— P és q # 0 egész és

relativ prim), akkor (%) értékei kbziil esak q gzimu olyan fordul el8,
amely egymistél nem 2% egész szdmu tobbszdrésében tér el:

= - B o - | = | P
cfo_aq:, ql_aq:+q2n,, sz ar,0+q4r¢,...,(7pq_l ac,o+q(q 2% .

Latjuk, hogy raciondlis a = % értékek esetében a z2 fliggvény

azonos a qup fliggvénnyel:

Irraciondlis a esetében nincsenek (%) értékei k6zo# olyanok, ame-
lyek egyméstdl csak 27  tobbszdrosében killonboznének, (ha ui. egész
kl és kz, esetében k1 # k2 és 21«:1 a - 2k2.’ri.' a=2Tn volna,
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ghol n egész szdm, akkor - a- raciondlis szdm volna),

1 2
a

a alnz
w=z =€

figgvény tehat irracionilis a esetében is végtelen sokrétii fliggvény.

Példgk T T
- : L ~ T ~
i jin Jin 1+ j( 9 +2kTY) (2 + 2k )
jo=e = e . =g ’
o~ ~— T o s~ T o~
' 1nj .u,(ln1+](2 + 2kTY) 3:’1(2 + 2kT)
jm =e =g =g .

Az hatvényfliggvény definicidja értelmében e {Gbbérickii fiiggvény-
nek kivilaszthaté reguléris 4ga, ugyanott, ahol az In z fiiggvényé. PI.
kivalaszthaté z° reguldris 4ga a negativ valds fengely mentén bemetszett
sikon: '

alnz a{lnz+jarcz ~
e =e( J ), (-T<arcz S ).

Ez az 4g reguléris, az Osszetett fiiggvény differencisldsi szabilya értelmé-
ben:

dza_ deaan _eaan g._=aza—1
dz dz A :

Speciélisan, ha a > 0, a kovetkezOket mondhatjuk. a > 1 ese- |

P & oy s alnz K Yol . A
tén =z Gértéke (e ) a- a <arcz < —;L- szogteret kilcso-

—

nosen egyértelmiien és konformisan képezi le a negativ tengely mentén

bemetszett w sikra (a = esetén lisd az 58, dbrit), a

@
D

3

W

58. dbra
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o

0 <are z< % sztgtér a felsd félsikra képzédik le. Ha a <1, ak-
kor a negativ valds tengely mentén bemetszett sikra valé kidlesdndsen
egyértelmii leképezés nem lehétséges. Ha azonban —;— < a<l, ak-
kor z= ffértékea 0 < arc z < £ sziogteret kilestnosen egyér-

a
telmiien képezi a felsd félsikra (a = -i:— esetén lisd az 59. 4brat).

@

¢ 74

59, dbra

TW.

Mi4s tobbértékil fliggvény esetén is bevezethetl a Riemann-feliilet fo-
galma, de arénylag igen egyszerii fiiggvényekhez tartozd Riemann-feliile-
tek sem szemléltethetGk a térben mindig ugy, mint w = In z Riemann-
feliilete,

Vizsgiljuk megpl. 2 w=VYz (z = wz) fiiggvény 4ltal nyujtott le-
képezést, E fiiggvény kétértékil, minden z # 0 értékhez két kiilonbozd
fliggvényériéket rendel. A fiiggvény 4ltal nyujtott leképezése a 2z -siknak
a w -gikra tehil nem kolcsOnosen egyértelmil, A leképezés kblesdndsen
egyértelmii azonban a z -sik és w2 alabb megkonstruilandé Riemann-
feliilete kbzott. .

Tekintsiik két példany4t (lapjat) a =z -siknak, mindegyiken bemetszést
végezve 2 negativ valés tengely mentén, Tegyik fel, hogy az I. lapon fekvs
z -khez w =vVz egyik ériékét (pl. a valés z > 0 é&rtékekhez +Vz °
értékét), a I, lapon fekv8 z -khez w =Vz megfelel§ masik értéksét .
(valés z > 0 esetén -Yz értékét) rendeljiik hozzi. Helyezzik a II, la-
pot az I. lapra ugy, hogy az azonos koordinat4ju pontok egymaés felett he-
lyezkedjenek el. Ezutdn dsszeragasztjuk egymdssal az I. lap bemetszésé-
nek alsé partjat és a II. lap hemetsz ésénck felsd partjat. Ezutdn a bemet-
szések még szabadon maradt két partjat (az I. lap bemetszésének felel
partjét és a I, lap bemetszésének alsé partjit) kellene Seszeragasztani
egymiéssal, amit azonban a kbzonséges térben nem tudunk megvalésitani,
hiszen a két Osszeragasztandd part kizbit teriil el az elsd ragaszisssal
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nyert fellilet. Enmnek ellenére ugy képzeljlik, mintha ez az 6sszéeragaszté.s
is megtortént volna és az igy ad6ds felilletet nevezzitkk z = w- (ill.

w =V z) Riemann-felllletének. Ezen R feliilet a teljes z -sik felett
helyezkedik el, kivévea z = 0 pontot, minden z # ¢ pont felett R
két kiilonboz8 pontja fekszik, amelyek amnak killénbz8 lapjaihoz tartoznak.
E Riemann-feliilet és a komplex szimsik kozétt (2 z = 0 pont kivételé-
vel) w =Vz Lkilcsbnbsen egyérielmii leképezést 1étesit,

d A w=Inz C{iiggvény segitségével értelmezhetjiik a
w=g8ln z , W = cOoS z, w=1ig =z
fiiggvények inverzeit, Pl,
w=arcsinz jeleniése =z = sinw,
azaz w _ _-jw

vagyis .
@2 - 212 @™ - 1 =0,

; .j’_\' 2
e]w“_ 2jz 47 + 4 =jzj—_1’1—z2,

- 2

azaz végeredményben

w=arc'sinz=3,1-1n (jziul—z }y =

=arc(jzi\}1—z )+2th'-jln‘jziV1—z ‘

A w=arcsinz fliggvény 4ltal létesitett leképzés a w = sinz fligg-
vény 4ltal iétesitett és a 14. fejezetben tirgyalt leképezés inverz leképe-
zége. :

Hascnléképpen adédik, hogy

arc cos z i—--j;;ln (z;!_-qzz—l),
_ 1 d-z
arqtgz =3 In i+2

w

w

{Az ut6bbl fliggvény csak =z # j esetében van értelmezve.)
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Pl.

arcsin 2 = arc 2j+ V8 j) + 2k - jIn [2j+V3 j|=

i

2

+ 2T - jIn |24+y3], -

arc cos j = -il- In (j +V-1-1) = -—?-ln (li@)j =

it

H

—:;lnll_-i;\(_zl+arc (1 +V2) j + 2k«

(are (1 +VD)j = —’2‘—, are (1-V2)j = - 5.
arctg2j=-21j—1n—%—=——Jz"ln13—+%(ff+2_k’i').

16. Komplex viltozds integral '
a) Definicié

~Legyen L egy rektifikdlhaté gorbedarab a komplex szdmsikban,
f(z) pedigaz L gorbe pontjaiban folytonos komplex viltozds fiiggvény.
Osszuk fel az L gbrbét a befutds sorrendjében a ZopByreesly g

ZyseesBy osztéponiokkal részekre (zo tehdtaz L gGrbe kezdd, zZ

pedigaz L végpontjit megadé komplex szédm). Legyen yk a gorbe-

darab %1 &8 1z, osztépontok kozbtti ivén fekvl tetszlleges pont (60.

. 4bra). Az L gorbe bdrmely minden hatdron tul finomodsé felogztis-soro-
" zatdshoz ilymédon képezett :

n n ) -
) e -z p= Y (s ) An
k=1 k=1

0ss ) 0 astol fliggetleniil \ o 1 3
vergilnak, amelyet az £(x) komplex viltozés fiiggvény gorbe menti

{x) /f(z) dz.

L
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60, dbra

Az L gbrbe minden hatdron tul finomodé felosztis-sorozatin olyan
felosztdsok sorozatit értjiik, amelyekben a girbén felvett osztépontok sz4-~

ménak ndvekedésével egylitt két-két osztbpont kiszbtti gorbeivek hosszusiga
is 0 -hog tart.

A (%) batsrérték létezését a kivetkezSképpen l4thatjuk be.
Legyen
z=X+jy, 2z =X +]y, S = St iy
f(z) = u + jv.

Ekkor az f(z) filggvény integrilkdzelits Ssszege:
n

Z Yy -z g =

k=1 | |
= f [u( o M) FiviE ’71{)] [(xk-xk_l) + j{_‘]k—yk_l)] =
k=1 .

- Y [ wmm - e ¢
k=1

] Z [v(Ek’”lg(xk—gk—l),'bu(.fk'7k’&k_yk-1)] :
| =1 |
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Az itt adéd6 két 6sszeg azonban az  u(x,y)I - v{x,y)], ill. az
vix, Y1 + ux,y)j vektor-vektorfiiggvény L gtrbe mentén vett skaldrérts-
kii vonalmenti integriljinak integrilkszelits Ssszege {14sd Matematika 1/2.
jegyzet 49, fejezet), amely Osszegek a {eit feltevések mellett az L gér-
be minden hatiron tul valé finomitisfinil az '

[ {udx - wvdy), ill, / {vdx + udy)

L L
hatdrértékhez tartanak, EbbSl kivetkezik, hogy az f(z) fliggvényre és
az L gorbére tett feltevések mellet a (%) hatdrérték létezik, és
(32¢) f f(z) dz = / fudx - vdy) + j / {vdx + udy) .

L : L
b) Konnyen igazolhat6, hogy az f(x} figgvény L girbe mentén vett

integrilja a kovetkezd tulajdonssgokkal rendelkezik:

1° / (@) +1,(2) dz = j/ i, (@)dz + / £, @)z,

L L L
2° /c f(z)y dz = ¢ /f(z) dz .
L L

Ha -L jelentiaz 1 gbrbedarabot ellenkezb’ irdnyban tSrténd befu-
tas mellett {61, fbra), akkor

3° [f(z) dz = - /f(z) dz.

-L L
. z
—‘L\ N
. \ =
61, abra - 62, dbra
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Ha az L gorbeaz L_ é&s L2 gorbék egymashoz fiizésével ke-
letkezik, (62, dbra) akkor

4° /f(z) dz = /f(z) 'dz + /f(z) dz.

L Ll L2 \

E tulajdonsdgokat a (%) integréilnak a vektorfiiggvény skalarértékii vonal-
menti integraljival vald kapesolata révén ((#x) formula) azonnal belat-
hatjuk.

Konnyen igazolhat6 kozvetleniil az aldbbi egyenlStlenség:

5° Haaz L gorbe ivhosszusdga / és L  mentén |f(z)] £ M,
akkor

]f(z) dz | £M{ .
L

Ekkor ugyanis az L gtrbe birmely felosztdsa mellett

n n
Zf(;)(z-z )éZ M|z, -z |§ME.
k=1 K'Yk "k-1 =1 | k "k-1
c) Az f(z) fiiggvény L gorbe mentén vett integraljat gyakran a
kovetkezSképpen szimithatjuk ki:

Legyenaz L gbtrbe egyenlete paraméteres elfsllitdsban megadva:
L: z = z(t), xEtEH,

Tegyik fel, hogy z’(t) ( x£tE£ 3 ) folytonos (ekkor 1L biztosan
rektifikdlhaté), A (xx) formula segitségével ekkor a kivetkez&képpen
alakithatjuk 4t f(z) L mentén vett integraljata t valés paraméter
szerinti kozonséges (Riemann-féle) integralla {pontosabban komplex érté-
kii valés véltozés fliggvény Riemann-integriljava, amin a fiiggvény valos
része integriljinak és a képzetes rész integrilja j -szeresének Sssze-
gét értjiik): ’

f fz)dz = / lutx, y)dx - vix,ydy] + / [vex, y)dx + u(x, ydy) =
L L : , L
. :

= f [aat), yENx’ @) - vis®),y®)y’ 0] dt +
o
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+

j f [y, yo)x © + ueet), yoy’ ] dt =
=0

/ [ut®, y@) + v, yw)] [x ¢ + iy’ ©] & =

t=oe
A
= / fz )z’ (t) dt.
=
Eredményiink tehit: P
(1) / f(z) dz = / f(z )z’ (&) dt,
_ L t= o

ahol t valés. valtozé, E képlet a helyettes1teses integrilds képletére em-
1&keztet,

PlL, jelentse K az a kiozéppon-
tu r sugaru kort az éramutaté jarisa- z
val ellenkez§ (pozitiv) befutds mellett r
(63. 4bra). Ekkor XK egyenlete .

i+ 5
z=a+reJ, O§r<2m,

dt = 21,

K Y ) 63. dbra
ha viszont n # -1 egész, akkor

2 : 2
[ (z\—a)n dz = [ rjet dt = § oL / oW 4

K
i

2k _
= jrn+1 / [cos{n+1)t + j sin (n+1)t] dt =

[3)
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21
= 0-

- [ sin(atlt -cos(n+1)t |
h n+l n+l

A (%) Iintegrilnak a primitiv fiiggvény segitségével val6 szdmitdsdra
Bzolgalé eljards most a kovetkezd forméban érvényes:

Tétel .

Ha a siknak egy T tartoménysban F’(z) = f(z) ésaz L gbrbe
az_a ponthél a T _fartoményon beliila b pontba halad, akkor

/f(z) dz = F(b) - F(a).

L
Az

f(z) = u + v, F(z) = U + jV

jeliilésekkel ugyanis, mivel egyrészt

, du . . _av
Fa =3¢+t 35x
mésréset
oo _ 9V . JU
Fe =25y 15y

az T'(z) = f(z) Osszefliggés értelmében

2U _ 2V _dv__  du
y = = = v =

x gy’ VT 9x T3y

és igy

jf(z}dz=/(udx-vdy)+j /(vdx-t-udy) =

L L L
_[[Ru .  _2u /a_v LAV Y _
../(axdx-!- 3y dy)+j (axdx-l-gydy)_
L L
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]gra_dlidi‘wj/gradVdfé_
L L

Ub) - U@ + j( (V(b) - V(a)) =

F{b) - F(a),
amivel allitdsunkat igazoltuk,
d) A kbvetkez8 nevezetes tétel mind a komplex valtozés figgvények in-

tegrildsdnak technikdjn, mind a tovabbi elméleti vizsgdlatok szempontjs-
bél alapvetd fontossdgu:

Cauchy-féle alaptétel

Ha f(z) reguléris az egyszeresen Gsszefil g T tartoményban, és
C egy T -ben fekvl tibhszorda pont nélkiili zart, rektifikilhaté gorbe,
akkor o

]f(z) dz = 0,
c

A tett feltevések mellett ugyanis f£(z) = u + jv Lkielégiti a Cauchy-
Riemann~féle parciilis differenciilegyenleteket: -

u _.9Y
2x 3y’
{2eex)
_ 9u= v
2y 2x-

és () fdlytonosséga miatt e parci&lis derivaltak folytonosak is, Ez
azonban azt jelenti, hogy a () fo_rmul_ﬁban szerepls

7 ] {udx -~ vdy}, i, / (vdy + ﬁdy)
C ’ : c h

integrélok a @e=m) miatt rotdciémentes ?1 =ul - vj, il ?2 =vi+uj

vektortereknek az egyszeresen Ssszefliggf T tartomé&nyban futé C z4rt
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gorbe menti mtegréljal, s igy a Stokes-tétel értelmében 0 -val egyenlSk
{a Stokes-tétel alkalmazdsanak feltételel teljesiilnek), azaz

[f(z) dz = /(udx—vdy) + i /(v¢:+udy)_={)+30=0,
L L L

amit bizonyitani akartunk,

e) A kovetkez&kben szilkségiink lesz néha: 7 geometriai fogalomra és
tételre, amelyek az un, topolégia témakdrébe tartoznak,

Definicié

A 1obbsziros bont nélkiili zart sikgtirbékét Jordan-gérbéknek nevezik.
(E definicié méir a Matematika 1/2. jegyzet 27. fejezetében szerepelt.)

Jordan-féle gbrbetétel

Ha C egy Jordan-gbrbe, akkor a C gbrbe pontjait a sikbdl el-
hagyva, a sik megmaradé része két kbzbs pont nélkiili tartoménybsl all;
ezek kbziil az egyik korldtos, a masik nem, és mindkettCnek hatdraa C
gorbe. A két tartomény kizlil a korldtosata C gorbe belsejének, a mé-~
gikat a C gorbe kiilsejének nevezziik.

A tétel 4llitdsanak helyességét szemléletink alatdmasztja (64. dbra},
szabatos bizonyitdsa azonban eléggé kirillményes, ezért erre nem tériink ki.

64, 4bra
Definicié

Egy rektifikdlhaté C Jordan-gorbe két kiriiljirdsi irdnya koziil po-
zitivnak mondjuk azt, amelynél a gbrbe belseJe a bal kéz felé esik.-A méasik
befutdsi irdnyt negativiak mondjuk,
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Azon, hogy a gbrbe belseje bal kéz felé esik, pontosabban a kovet-
kezbt kell érteni:

A C gorbének barmely * z pontjdban, amelyben van a gbrbé-
nek érintSje, tekintsilk a gérbe normélisanak azt a félegyenesét, amely
az érintdnek a befutss irénydnak megfelelen irdnyitott félegyeneséhdl
pozitiv irdnyu 90°-o0s forgassal keletkezik. Ennek a félegyenesnek a
z, pontbol kiindulé elég rovid szakasza a C gbrbe belsejébe esik,

Kimutathaté, hogy minden Jordan-gtrbe belseje egyszeresen dssze-
fiigg§ tartomdny, a Jordaun-gorbe kiilseje azonban nem egyszeresen ssze-
fiigg$ tartomany, hanem un. tSbbszorosen Ssszefligg tartomény.

A tovébbiakban gyakran haszniljuk majd fel az aldbbi 4llitdst:

Allitas

Ha T egyszeresen Hsszefiiggld tartomdny és L clyan nmagit nem
metsz8 torivonal, melynek egyik végpontja T -nek hatdrpontja, egyébként
azonban T belsejében fekszik, akkor T -bol elhagyva L pontjait, a
visszamaradé T' halmaz is egyszeresen 8sszefliggt tartomény.

Allitasunkat a szemlélet aldtdmasztja, bizonyitdsdra nem tériink ki.

.f) A Cauchy-féle alaptétel kidvetkezd nevezetes kivetkeményei mondha-
tok ki:

1. Tétel

Legyen T egyszeresen ﬁsszefiiggﬁ tartoméany, C1 és C2 ket,

T -ben fekvd rektifikdlhaté Jordan-gbrbe, a pedig olyan pont, amely
C1 -nek és C, -nek is belsejéhez tartozik, Ha f(z) a T tartomény"
ban az a hely kivételével reguldris fiiggvény és a C1 és C2 gorbé-
ket megegyezd irinyban futjuk be, akkor

/ f(z) dz = / f(z) dz .

¢ Gy
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Bizonyités

Vegyiink fel az a pont, minF kozéppont koriil olyan kicsiny sugaru K
kort, amely a C. és C2 gorbének is belsejében fekszik. (65. dbra.)
Meg fogjuk mutatni, hogy

]f(_z) dz = /f(z) dz,

CI K
/f(z,) dz = /f(z) dz,
Cz K

ahol K -t a Cl és C, gorbékkel megegyezd irdnyban futjuk be. Eb-

bl a tételben kimondott 4llitds nyilvan kivetkezik., Elég persze az elso
egyenlGséget igazolnunk, a bizonyitds sorin pedig egyszeriiség kedvéért

“Cl helyett C -t irhatunk. -

65, dbra

FeltehetG, hogy T nem 4ll az egész sikbol; ellenkez8 esetben T
szerepét valamely, a C gbrbét tartalmazé kor belsejének adhatjuk 4t.
Minthogy T egyszeresen Usszefiiggl, azért C belseje, s ezzel egylitt
a K kirésaz a pontis T -hez tartozik.

. Fektessiink most az a ponton 4t egy egyenest, s haladjunk ezen a
K kbrrel koz6s pontjaibdl elindulva a -t6l tdvolodva mindkét irdnyban a
C gorbével kizds legelsS pontjiig. A felvett egyenesnek igy adéds két

szakaszat jeloljiik L1 és L2 ~vel., L1 és L2 C belsejéhez, s
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igy T -hez fartozik, A C girbétaz L1 és L2 szakaszokkal ki-

zds pontjai két ivre bontjdk, jeloljiik ezeket C’ és C*’ -vel, miga

K kornek az Ll és L2 szakaszokkal kézos pontjai 4ltal meghatiro-
zott félkorivét K’ s K -vel jelsljik (66. o
dbra)., A 67. dbrardl leolvashaté (és szabatosan
is bizonyithat6, hogy megvilaszthatjuk e jelt-
lést ugy, hogyaz a ponta C’, Lys K,
L1 darabokbél 6sszetfett CI Jordan-gorbé-

nekésa C”, Ll’ K, L2 darabokbél

Usszetett CII Jordan-gorbének is kiilsejében

fekiidjék, Ha mairmeost a CI és CII gor- 66. &bra
béket olyan irdnyban jarjuk kérill, hogy a ¢’
G és C” ivek hefutdsi irfnya egyméshoz

csatlakozzék és a C gOrbének az in-
tegral kiszdmitdsindl megkivant irdnyu
koritljarasat adja, akkora K° és K»

. félkbrivek befutdsi irdnya is egyméshoz
csatlakozik, dea K kirnek a C gor-
be kbriiljardsaval ellenkez8 irdnyu befu-
tisat adja, az L1 és L2 szakaszok

x
a

pedig kétszer, ellenkezd irdnyban keriil-
nek bejirdsra, Ennélfogva

/ f(z)dz + ,/f(z)dz =

67. dbra CI CII
= /f(z)dz + /f(z)dz - /f(z)dz + /f(z)dz +
o L K’ L
2 1
+ ]f(z)dz -/f(z)dz —/f(zd)dz —/f(z)dz =
C’! LI K” Lz
= /f(z) dz - /f(z)dz.
C K
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Allitssunkat igazoltuk tehit, ha még megmutatjuk, hogy

/f(z)dz = /f(z)dz = 0.

Cr “n

Ezen Usszefiiggés azonban a Cauchy-féle alaptételbdl kovetkezik. Mini-
hogy ugyanis az a ponta CII gorbe kiilsejében fekszik, azért a

Osszekdthetf valamely T -hez nem tar-
tozé6 ponttal {ilyen van, mert T nem

az egész sik) CIE metszése nélkiil egy

snmagit nem metsz8 tortvonal segitségé-
vel (68. 4bra). E tortvonal dtmetszi :
T hatdrat; a -télelsd, T hatdri-

val kbzts pontjaig terjedd részét jeldl-

jiilk L -lel. Ha 1 pontjait elhagyjuk

T -bSl, egyszeresen Bsszeflgesd T’
tartoményt nyeriink (az e) pont 4llitdsa-
nak értelmébeny, T’ -ben f(z) mér
regulirig (hiszen az a pontot L -lel .
égylitt ethagytuk T -b8l), igya T -ben
68, 4bra fekv zdrt C; gorbére 'f

/f(z) dz = 0,

i

Hasonléan adodik a CI gorbére az allitds. Ezzel a tételt igazoltuk.

E tételt snokds még altalanositott Cauchy-féle alaptételnek is nevezni,
mivel e tételbSl az eredeti Cauchy-féle alaptétel konnyen levezethets.

II. Tétel

Legyen T egyszeresen dsszefilggl tartomdny, C T -ben felvl
rektifikalhaté Jorddin-gbrbe, a pedig olyan pont, amely C belsejéhez
tartozik, Ha f(z) a T tartom#nybanaz a hely kivételével reguldrig;
az_ a _hely kbrnyezetében pedig kori4ios, akkor :

/f(z) dz = 0.
) .
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Bizonyitds

Jelentsen K§) az a pont, mint kézéppont kbriil felvet! kicsiny @
sugaru kort, amely C belsejében fekszik (69. dbra). Az I. Tétel értel-

mében _
/f(z) dz =/f(z) dz.
c K

Utdbbi integrilunkat a b)
pontban eimondottak értelmé-
ben a kivetkezSképpen becsiil-
hetjiik meg. f(z) regulari-
tasa, ill, az a hely kor-
nyezetében feltételezett korld-
tosséga miatt megadhatd egy.

olyan R szim és. M kor-
lat, hogy

lfz) | < M,
hacsak 0<jz-a]l <R,

ésigy @ <R esetén

69. dbra

/ f(z) dz

Ko
Ez a becslés azonban 9 tetsz6leges volta miatt az 4llit4st adja.

Integralok kiszdmitdsa sordn j6i fel lehet haszndlni az aldbbi tételt:

émzﬁ“ga .

I, Tétel

Legyen T egyszeresen Osszefiiggd tartomény, C T -ben fekvs
rektifikdlhaté Jordan-gérbe, Ay gy eeey B pedig olyan pontok, ame-

lyek C hbelsejéhez tartoznak, Ha f(z) a T tartoméinyban az

a 1° 8oy eaes a_ helyek kivételével regularis fliggvény, akkor
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/f(z)dz = /f(z)dz + /f(z)dz +...+/f(z)dz,

C Kl K2 Kn

ahol Ki olyan a, kozéppontu kobrt jelent (i = 1,2,...,n), amelyet
C -vel egvez§ irdnyban futunk be, C belseiében fekszik és sem bel-
sejében, sem hatirin nem fekszik egyetlen ay # a, tk=1,2,...,n)
pont sem,

70, &bra

A tétel 4llitdsit szemléletesen a 70, dbran 14thaté médon léf;hatjuk be
{0 = / / / / / A pontos bizonyitdsra nem té-
’ C” .
riink ki,

17. A Cauchy-féle integrilformula és kovetkezményei

Tétel

Legyen T egyszeresen Osszefiiggd tartomdny, C a T tartomény-
ban fekvo rektifikdthaté Jordan-gbrbe, z, pedig C belsejében fekvs

pont, Ha az f(z) fiiggvény T -ben reguldris, ésa - C gbrbét pozitiv
(az 6ramutaté jarisival ellenkezs) irényban futjuk be, akkor
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_ 1 i{z)
(%) f(zo)— Y / g dz.

zZ -7
0

Cc

Ezt az bsszefiiggést nevezik Cauchy-féle integrilformulinak,

Bizonyitis

Vegylink fel a z, pont koriil olyan kicsiny r sugaru K. kort,

mely C belsejében fekszik. Ekkor az el8bbi fejezet 1. Tétele (4ltaldno-
sitott Cauchy-féle alaptétel) értelmében

]_f@_d“ /__fu_dz
Z-Zg Z -z '

K
T

Mivel azonban

j,_z /_@L;_gﬂdﬂf(z,/

zZ - Z

K K
r r

/—f@-———(—ﬂ)—dz *+ 1) 27
0

dz =

az eldzd fejezet (2) formuléjénak értelmében, s igy a fentib6l adédik,
hogy

, f(z) -~ £(z )
(xx) f(z)2?fj=/—f‘@l—dz—/———0dz.
C Z-ZO Z'-ZO
KI‘ KI'

A jobb oldalon szerepl§ misodik integral azonban az elézd fejezet
II. tétele értelmében 0, mivel f(z) T ~ben, s igy zZ, -ban is regu--

laris, a z€T és Z, helyhez tartozé kiilsnbségi hanyadosa tehit nyil-

vén korlitos, vagyis az idézett tétel feltbtelei ki vammak elégitve, (mx) -bol
tehdt 27%j -vel val6 4tosztés utdn (®) adodik, Allitdsunkat igazoltuk,

E fontos tétel tehat lényegében azt mutatja, hogy egy reguldris fiigg-
vénynek a C Jordan-girbe belsejében felvett értékei mar magina C
gorbén felvett értékek segitségével meg vannak hatirozva, éspedig a C
belsejében fekvé z pontban
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1
o f(z) = == / 18D gy

Ezen Usszefiiggésbll egy segédtétel elSreboesdtdsa utan fontos tovabbi
kovetkezményeket vonhatunk le.

Segédtétel

Legyen L egy rektifikalhaté gbrbedarab, legyen G@z) 2z L
pontjaiban folytonos, s az L -hez nem tartozé z _pontokban értelmezze

a g(z) fuggvényta

glz) = / -J““ :
képlet. Ekkor g{z) az —hez nem tartozé pontokban akdrhinyszor
differenciilhaté és
(
e™ ) =1 _fy n -4y,
e L ( ;‘ '—Z)

azaz g(z) derwélt]al az integriljel alatti derivilissal szamithat6k.

Bizonyitis

Az alliths n = 0 -ra igaz. Tegyiik fel, hogy (n-1) -re teljesiil;
megmutatjuk, hogy akkor n -re is igaz, s igy a teljes indukci6s bizo-
nyitdsi eljirdssal 4llitisunkat minden természetes szdmra igazoltuk,

Ha az L -hez nem tfartozé pontokban feltevésiink értelmében

,g(n—l)

@ = (D! / —
L

akkor L -hez nem tartozé =z és elégkis h meliett

1
1
1
1
1
1
[}
!
I
1
1
1
1
|
!
1
|
|
t
1
1
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g(n-l)

- g1 -
(z-!-h)h £ (z)_ inhm ¢ 1 - - 1 n]df
1 {§ -z-h) { -2)

LS | (t-m” - (f-z-n"
h

n n dj' =
4 (=" (§-2)

n-1
_in_l)_/?(“h[(r -z)" +(r-z) (t-z-h)-l- +“-7_h) ]dj

(f -z-h)" (o -z
tehat
AT Y el ) S P g -
n+i
h L -
[ ‘n-1 n-1
- =z-h
com [pup | |
L i (r -z-h) {f -z7) { -2
[ n n-1 n-t
($-2) HE-z) “(¢-z-h)+, ..+ (§-z}(§-z-h)
=@t [ ) P g
{ -z-h) (] -z}

L L

n($-z-h)"
dy .
T _z_h)n(; _z)n+1 ] iy

Mivel azonban

{52+ (5 2" g ah) +ok (§ o2 (p 20" hon (ool =
= I_( Fea)" - j-z-h)n] + [( f—z)n'l -(f —z-h)n'l] (f-z-h) +...+

+ [ - (gaw] (g2t

-és itt a szbgletes zarojelekben 4116 kiilonbségek a

(% —z)k—( } -z—h)k =h { (3 —z)k_l +{3 -z)k—2 (3 -z-h) +...+

+ (; —z—h)k-1 }
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mintéra alakithaték 4t, ezen 4talakitist elvégezve végiil is a kivetkezd
addédiks:

1 i
g™ M ian) - g0V - nl / @8y 4 =

h L ( j’ _Z)n+1

Z o B
(f-2) (f-z-h
G —z—h)n(j' __Z)n + 1

d;,

= @-1)1 h /Cf(;)
L

ahol a jobboldali szdml4léban meghatdrozott (h -tél fiiggetlen) szdmu
tag dll, a h -t6l fiiggetlen oc és B kitevikkel.

Ha most @ jelentia z pontnak L -t3l valé tdvolssgit, és |h]|
mér kisebb, mint —g— , akkor ¥ € L esetén

i§-21%¢, |y-z-nl2-5
(lasd 71, &bra), és alkalmas M szémra

Ig—zféM, l;—z-hlgM.

-Ennélfogva alkalmas M, szdmra

1
| Z 52" 5 nf | sm,

ésigya |¢(y)| flggvénynek egy L-
re vonatkozo6 felsd korlatjat M, -vel je-
161ve: - ' '

[¢(3)| #M,, ha JelL,

71. dbra a kovetkezd becslést nyerijiik:
-1 -1 .
g(n )(z+hl - g(n )(z) - at / @y dg <
h L { ,’,_Z)n+1
M, M
£ (n-1)! |ni A

9 n-i-'l(_g_)n
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ahol £ jelentiaz L gbrbe hosszusédgit, A jobb oldal h -0 ese-
tén zérushoz fart, s ez az 4llitdst adja. A tételt teh4t teljes indukciéval
bebizonyitottuk,

A segédtételt az (1) Osszefiiggéssel dsszekapesolva a kovetkezd fon~
tos tételre jutunk: .

Tétel

Ha f(z) reguldris egy tartoményban, akkor abban nemcsak egyszer,
hanen, akirhinyszor differencidlhaté.

Ha ugyanis z, a tartominynzk egy pontja, s a K kort ugy vettlik
fel, hogy kozéppontja z, legyen és egészen T -ben fekiidjék, ha tovabba

Kl a K -val koncentrikus kisebb sugaru kort jelent, akkor K belseje

egyszeresen Osszefliggl tartomdny, melyben f£(z) reguldris, tehst a K1
belsejében fekvé =z pontokban (1) értelmében

f(z) =

Enmnek folytin a segédtétel értelmében K belsejében, igy a z_ helyen
is, f(z) akdrhanyszor differencidlhaté, ©

Tétel

Ha T egyszeresen Osszefiiggl tartomdny, C ebben fekv rektifi-
‘kéalhaté Jordan—gbrbe, 2z, T -nek C belsejében fekvs pontja, s f(z)
T -ben reguliris, akkor

. (n) - fgzl
(2) f @) ZM (Z_z) dz

ahol C -t az éramuiaté jarasaval ellenkezb"értelemben futjuk be,

E tétel allitdsa is az el6bb mondottakbsl azonnal kbvetkezik,
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18. Komplex fiiggvénysorok

Ha egy végtelen sor tagjai a z komplex viltozé fiiggvényei, akkor
komplex fiiggvénysorrdl beszéliink:

co
(1) L@ + 1) +...+ ] (2) +... = Z £, (z)
k=1

M -mel jeldlve azon =z -k halmazit, amelyekre az fk(z) k=1,2,...)

fiiggvények valamennyien értelmezve vannak, ezen zeM értékek kiziil
bizonyos z értékek mellett az (1) fiiggvénysor konvergens, més zeM
értékek mellett divergens lehet. Azon =z értékek N halmazit, amelyek-
re a fliggvénysor konvergens, a sor konvergenciatartominydnak nevezziik.
Nyilvanvalé, hogy N C M, de speciilis esethen N meg is egyezhetik
M -mel, vagyis ekkor a sor az egész M halmazon konvergens.

A konvergenciatartomény kiilonbdzd pontjaiban a sor Ssszege 4ltaldban
més és més, azaz a sor Usszege z -nek fliggvénye:

oo
f(z) = Z f, @) (z €N).
S k=1
Pl, az
oo
f(z) = Z ekz = e + ezz o +e? ...
k=1
fiiggvénysor konvergens, ha
Iez| = |ex”ejyi = iex|< 1,

azaz, ha x < 0. E feltételnek elegettev6 z helyeken (vagyis a komplex
széimsiknak a 72. 4brin lithaté félsikjdban) a fiiggvénysor dsszege

[oe)
kz Z 1
e =e .
k=1 1-e:
Pl. a2 z = -1+ 2j helyen a sor &sszege
o~ 142] 1 _ ol 1-¢ 18 B
~1+27 -1+9 -1-2§ -
1. 1*2 1 - 12 _ 1-25, -2
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e—l(cos 2+jisin2) - e-2 _ ecos 2-1

l—e—1200$2+em2 e2—2ecosz+1

+ e sin 2 ~ - 0,25 +0,29 j.

62—2300524-1

fore)
Az, hogy a Z f (z) {filiggvénysor
k
k=1
a z helyen konvergens, annyit jelent,
hogy barmely kicsiny &£ > 0-hoz taldl-
haté olyan N0 szidm, hogy -asor n -

edik részletbsszegét sn(z) -vel, a sor

Osszegét pedig f(z) -vel jeldlve -
n

(5,00 = 2 £ @)
k=1

AN

’Sn(z) - f(z} |< €, hacsakn > No. 72. &bra

Adott kicsiny & > 0 -hoz kiilonbz8 2z helyeket vilasztva kiilsnb5zé
No szdmok tartozhatnak, az N0 szédmot tehit € és z megadéisa

hatarozza meg,

Definicié

Akkor mondjuk, hogy a

[0 o)
Z £,(2)
k=1

fiiggvénysor valamely H halmazon egyenlétesen konvergens, ha birmely
£ > 0 -hoz taldlhat6 olyan, a z -t6l filggetlen n index, hogy fenn-
alljon:

| 8 (z) - f(z) <&,  hacsak z€H, n> n.
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Konvergens, ill. valamely H halmazon egyenletesen konvergens komp-
lex tagu fliggvénysorokra a megfeleld valds tételekhez (14sd Matematika 1/2,
jegyzet 22, fejezet) hasonlé tételek mondhatdk ki, E tételek igazoldsa is a
valéshan kpvetett okoskoddssal végezhetS el.

I. Tétel
[or]

A Z fk(z) fliggvénysor akkor és csak akkor konvergsl egyenlete-
k=1
sena H halmazon, ha tetszbleges € > 0 -hoz mindig taldlhaté olyan
n hogy n,m > D z € H esetén

t'sn(z) - s (z) |< €.
n m
(6,0 = ) 5@ = ) £
k=1 k=1

Ii, Tétel
- [o=d

Ha az fk(z) filggvények folytonosaka H halmazon és a Z fi{(z) =
k=1
=f(z) sor H -n egyenletesen konvergens, akkor £(z) is folytonos a
halmazon,

I, Tétel

Ha az fk(z) tiigevények folytonosak az L rektifikélhaté gorbén, és
oo

~a Z fk(z) = f(z) sor 1L -en egyenletesen konvergens, akkor

Jore)
/ f(z) dz = Z / fk(z) dz .
! .

k=1
k=1
L

Fiiggvénysorok tagonkénti differencidlbatésdgira lényegesen egysze-
riibb tétel mondhaté ki komplex fiiggvénysorokra, mint valésakra (v.5, Ma-
tematika 1/2. 22, fejezet, V. Tétel).
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IV, Tétel
o

Haa Z fk(z) = f(z) sortagjaia T tartoményban reguldrisak
k=1 )
és a sor T -ben egyenlefesen konvergens, akkor f(z) is reguliris T -
ben, és
oG
n n
f( )(z) = Z fli)(z) .
k=1

Bizonyitds

Legyen Z, & T tartomény egy tetszdleges pontja. Jelentsen
K, ill, K0 két, z, kozéppontu, T -ben fekvS kirt, ezek kizill
legyen Ko sugara nagyobb, de még K0 belseje is tartozzék telje-
sen T -hez, Mivel a K0 kir belseje dltal alkotoit egyszeresen 8sz-
.szefiiggs tartoméinyban az fi(z) fliggvények reguldrisak, a K bel-

sejében fekvd z helyeken a Cauchy-féle integrdlformula szerint

£ (3)

_ 1
@ = 57 / $-z 95
K
tehit ezen z -kre
o0
£(3) X ()
AT ké/ I /gl | -
Kf K
f(3)
_ 1 /k=1k3d_1/f(“d
27 y -z 3 2R f-z 95 -
K K

A most alkalmazott 4talakitds jogos volt, mert ha ¢ jelenti z-nek
K-t6l valé tavolsdgit, akkor S € K esetén (73. 4bra)

1
b=
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tehit a Z fk(g) sorb6l, amely K -na
k..
feltevés értelmében egyenlietesen konvergens,

1 L ; .
¢ 2 -vel vald tagonkénti szorzds 4ltal is-
mét K -n egyenietesen konvergens sori nye-

X riink, hiszen ha mir a Z tk(z) sor s (z)
0

k=1
73. dbra és. sm(z) részletOsszegére K -n mindeniitt

|sn(z) - sm(z)| <f, n,m > n
akkor
sl’l(z) - s;n(z)' = |

1 1
- |sn(z) - sm(z)| < o £ ,ha n,m >n
K -n mindeniitt, vagyis az I. tétel értelmében a "beszorzissal‘' nyert
sor is egyenletesen konvergens. A Cauchy-{éle integrilformula kbvet-

kezményeinek bizonyitdsénsl felhasznilt segédtétel (17. fejezet) sze-
rint tehit az

fiiggvény K belsejében reguldris, és iit

co

£(5)
m ._ _nl i(5) _ _n! /Z.__‘E____
e =57, / _ g = i k=1 -z)

2unj (r —z)n+1

o0 .
_ / WSV m /fk‘f’ dee
- i n+1 - 21 A
{{-z k=1 K -Z)

= Z f‘“’(z),

k=1

ismét azért, merta
(o]

Z £(3)

el (} _z)n+1
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sor K -n egyenletesen konvergens, hiszen egyenletesen konvergens
sorbdl legfeljebb
sal adddik. Igy tehdt

il abszolut értékil szorzéval valé végigszorzis-

o

e = ) P
k=1

a K kor belsejében, fehdta z =2z o helyen is. Mivel azonban Z,

a T tartoménynak tetszlleges helye volt, ezzel igazoltuk, hogy 41-
litdsunk az egész 1 tartoméinyban érvényes,

Egy komplex tagu fliggvénysor egyenletes konvergenciidjinak megvizs-
gildsara a kovetkezd elégséges feltétel adhatd meg:

Weierstrass-féle kritérium:

A

Haa H halmazon mindeniitt |f (z)]
ey k

Mk és a g Mk sor kon-

vergens, akkor a Z fk(z) sor H -n egyenletesen konvergens.
k=1

Az 4llitas a valds tagu fliggvénysoroknél kivetett okoskoddssal 14thaté
be.

19. Komplex hatvinysorok

A fiiggvénysoroknak fontos speciilis esefei a hatvanysorck. A hasonld
valés tétel mintdjara (Matematika 1/2. jegyzet 23. fejezet) most is kimu-
tathaté, hogy ha a

f k
(x) z
- k=0. ak

hatvinysor a zZ helyen konvergens, akkor |z ] <|z | esetén abszolut

konvergens. EbbS] a ténybdl a valésban kovetett okoskoddssal adédik, 4
hogy a (%) hatvéinysor konvergencia-helyeit illetSen hdrom eset lehetsé-

ges: _

1° asor csak z = 0 esetén konvergens, vagy

0

20 a sor bdrmely z mellett konvergens, vagy

3" wvanolyan r> 0 szim, hogyasor [z]| <r esetén konvergens,

|z} >r esetén divergens,
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Ez utébbi esetben tehdt a sor konvergenciahelyei a kezdfpont koriili
r sugaru kor belsejébil (esetleg a kor egyes hatdrpontjaibél is) 4linak.
Ezt a kbrt a kérdéses hatvénysor konvergenciskdrének, az r szimota
sor konvergecréciasugarénak nevezik,

Pl. a Z Ek_ sor bidrmely z -re konvergens (ugy is szoktuk mon-
k=0 ki y
dani, hogy a sor konvergenciasugara végtelen), a Z Z  geometriai sor
k=0
azonban csak |z} <1 esetében konvergens, tehit a sor konvergencia-
sugara: r = 1,

Egy hatvinysor konvergenciasugarat a gyakorlatban a numerikus sorok
abszolut konvergenci4jinak meghatdrozdsara szolgdld kritériumok (Mate~
matika I/2. jegyzet 19. fejezet) segitségével lehet megkeresni. Komplex
hatvanysorokra is érvényes a Cauchy-Hadamard-féle téiel, melynek ériel-
mében a (%) Sor r konvergenciasugarirél a ktl);vetkezb’ mondhaté:

Haa Z akzk hatvanysorban lim sup Y layl = A, _akkor a hat-
k=0

vénysor konvergenciasugara 0 < A < +oco esetén

P L
A *
A =0 esetén
r=+c0,
A = +00 esetén
r=20,

A tételt valés tagu hatvénysorokra mar igazoltuk, komplex tagu hatvény-
sorokra ugyanugy bizonyithats.

Ismét a megfelelS valés tétel mintdjara L4thaté be, hogy a () hat-
vénysor konvergenciakdrének belsejében a sor abszolut konvergens, tovabb4,
hogy ry < r esetében (r -rel a konvergenciasugarat jelbltiik) a sor a

kezddpont koriili r1 sugaru kirben egyenletesen konvergens., A Weier-

strass-féle kritériumot alkalmazva ugyanis, mivel |z} £ r, eselén

,ak Zklé ]akl I'II
(oo

. k :
és kgo , akl ry konvergens (a sora z = r, helyen abszolut konvergens),
oo k=

I
Z a2 . Iz ] = ry esetében egyenletesen konvergens.
I=0
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g&ointhogy tovibbi az akzk fiiggvények mindeniltt regulirisak, azért

a Z akzk gor 6sszege a konvergenciakdr belsejében reguldris, és ott
k=0
a sor akdrhinyszor tagonként differencidlhaté az eldzs fejezetben bebizo-
nyitott IV, Tétel értelmében.
A fentiekhez teljesen hasonlé illitisok mondhatdk az sltalanosabb
oo

() 0 a-z)f

k=0

alaku hatvinysorokrél, csakhogy itt a konvergenciakor kizéppontja a =
hely. °
Foglalkozni fogunk még a

) oo bk
(009 ) T
k=0 (z - Zo)

alaku sorokkal is ({z - z ) negativ kiteviijii hatvanyai szerint haladd hat-
vénysorok). A

i
Z -7
o]

7 =

helyettesitéssel a (oix) sor dtmegy a
o
Z b, 2"
k=0

sorba, ugyhogy az ilyen sdrokrél a kiévetkezGket mondhatjuk:
10 a sor vagy egyetlen z -re sem konvergens, vagy
2° asor z= z, kivételével minden =z -re konvergens, vagy

3° asora gz pont koriili bizonyos kor kiilsejében konvergens,
belsejében divergens.

Ez utébbi esetben a kérdéses kir kiilsejében a sor abszolut konver-
gens, s minden kongentrikus nagyobb sugaru kér killsejében egyenletesen
konvergens. b

Minthogy a z, helyet kivéve a —'——k—? fliggvények reguldrisak,
(z-2 )
azért a kérdéses kor killsejében a (rowm) soersszege is reguléris,
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A fent elmondottakbdl kbvetkezik, hogy az

o

K
z_Z z
¢ = Kt

k=0

fiiggvény mindeniitt reguliris, s deriviltja

R f Zk-l f Zk-l _ 4
©rs k=1kT= i ST

amint arrdl mar régebben meggySzbdiiink,
Hasonléan igazolhaték a

(sin z)’ = éos Z,
ill,
- sin z

{cos z)*
szabilyok is.
A val6sban alkalmazott okoskoddssal irhaték fel pl. az aldbbi hatvany-

sorok:

a) sin z -nek (z - 2) hatvényai szerint haladé sora (z = 2 helyhez
tartoz6 hatvénysora):

sin z = sin((z-2) + 2) = sin(z-2) cos 2 + cos(z-2) sin 2

lévén
zZ—2 (z-213 (z-.?.)2 (z-2)4
smz:cosz(T— 31 +,..) +8in 2 (1 - 21 + Tl
-+,..) = s5in 2 +.co8 2 {z-2) __s_zi_nr__z__ (z-—2)2 .

A sorfejtés minden 2z -re konvergens.

b} cos (2z - 3) -nak =z hatvinyai szerint haladé sora (a z, = 0 hely-
hez tartozé hatvinysora) az elSbbihez hasonlé okoskodsssal:

cos (2z - 3) = cos 2z cos 3 +sin 2z sin 3 =

w2t
21 1 -+...)

=cos 3 (1 -
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. 27 23z3
+ sin 3 (77 - 31

1 +~-...}=cos 3 + (2 sin 3)z -
—(2c0s3)z2—+...

A hatvinysor minden z -re konvergens.

¢) Az 78 filggvénynek 2z hatvényai szerint haladé sora:
1 1 1 1 Z z Z3
e T Ly 2, B
z-3 3 z g Arg T gyt
1 "
3
A sorfejtés konvergens, ha
% <1, azaz, ha |z| <3 .

Ugyanezt a fiiggvényta |z| >3 tartoményban is el§4llithatjuk hatvény-
sor Osszegeként. Az '

1 11

zZ -3 Z 3
%

1 -

dtalakitdst alkalmazva ugyanis a misodik tényezd % hdnyadosu geometriai
sor dsszegeként foghatt fel, vagyis

1 1 3 9 27 1 3 9 27
==(1+=+ —— + == ==+ = 4 ==
— Z(1 . 2+ 3+...) . 2+ 3-i- 4+...
Z z Z A Z
és ez a hatvanysor konvergens, ha
3
=| <1, azaz, ha |z|>3 .
/
L .
d) Az e’ fiiggvény =z hatvanyai szerint haladé sora:
1
Z_ a1 1 1 1 1 1
e =k 31 Pt T Tt
Z Z Z

A sorfejtés z = 0 kivételével minden z -re konvergens.
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20, Laurent-sor

a) Legyen f(z} az a helykoriilli r és R sugaru korok kozstti
gyliriiben (vagyis r< |z - a] <R esetén} reguldris. Megengedjiik az
r=0 és R =00 esetefis. Meg fogjuk mutaini, hogy e korgyiiriiben
(74. dbra) f(z) eld4llithaié egy (z-a) pozitiv hatvinyai szerint haladé
és egy, (z-a) negativ hatvdnyai szerint halad$ hatvianysor dsszegeként:

oo oo c
k -k
i(z) = ck(z—a) + R e
k=0 k=1 (z-a)
Py >
F4 .
x "'"Ef
m oy . i,
i g 1‘:_—1\ G :‘;:‘:
\ \ J ;(
/
\ . Kf,’l ;1
\ S ’
S~—r" DR St
~
74, dbra 75, dbra

Legyen ugyanis z a fenti kbrgylirii egy helye; az a kﬁzéppc;ntu

K1 és K‘2 }{iiriiket vegyiik fel ugy, hogy ry és r, sugarukra

r<r< fz-aj<r

1 <R

2
fennilljon (75, dbra). Fekiessiink az a ponton 4t egy 2z -t nem tartal-

mazb egyenest, ennek K1 és K2 kizti szakaszaibdl és a Kl és K2

kirnek a kérdéses egyenessel kiizds pontjai altal meghatdrozott iveibdl 4l-

litsuk Sssze a 75, dbra szerinti C1 és C2 Jordan-gbrbéket. A

Cauchy-féle integrilformula szerint konnyen beldthaté médon

o1 £(§)
t(z) = 27 ] / [ d¢ ,

!

{z egy, a 'Cl Jordan-gtrbe belsejében fekvS pont), &és a Cauchy-féle

alaptétel szerint
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2!(.] / g =

(a =z pontnem fekszik a Cz Jordan-gGrbe belsejében),
Minthogy 2 K, és Kz kdrdk pozitiv értelmil befutisa mellett

[<][-]-]
C1 C2 KZ Kl
azért tehat

1 f( ¢
0 - 5 /()dj A /_u_)_d;

Az itt szerepld elsd integralt alakitguk 4t a kovetkezokeppeﬂ’:

> o]
1 1 1 11 bak
$-z2  {-a-(z-a) T ya 272 T t-a éo( B
y-a
= k
- Z fz-a
=0 (-

A fenti dtalakitds jogos, mert ha 3- a K2 koron véltozik, akkor

Z - a

y s | <D

8 igy a jobb oldalon szerepl§ geometriai sor ‘konvergens,
Ha még a K2 kdéron alkalmas M2 -

ESNE

(ilyen M2 f(z) feltételezett regularitisa miatt létezik), akkor

k
f(y) —a) _EMZ zZ-a k= M, ( iz-al)
(f a)k+1 r, -2 Ty T,
ugyhogy a



numerikus sor K_ -n valé konvergencidja miatt a Weierstrass-kritérium
értelmében az

E TN S T

“-a°
S' -Z k=0 (g_a)k"'l
hatvinysor K, mentén egyenletesen konvergens. Ennélfogva tagonként
integrilva
oo
1 (&) . _ Z 1 / £(3) K _
27 / v 93 = 27 ] i1 45 | ) =
K k=0 K (-2
2 2
= k
= Z C (z - a)
k=0
adédik, ahol
¢ (3}
(1) % = 2%; / (5 -0 dg .
KZ
Hasonléan alakithaté at a Kl menti integril is:
- m k "
l = 1 = - 1 1 = ;-1' Z (—i—- a ) =
§ -z {-a-(z-a) z-a .l_f—a z-a o lz-a
Z-a
coO
_— _ﬁ;@lk_
k=0 (z - a)k+1
Itt is jogos az dfalakitis, mert Kl mentén -z——:—% <1, sigya
jobboldali geometriai sor konvergens, Igy tehat
Co
f ' k 1
_iif__sz- 2 o) (3-a — o
k=0 {z-a)

" s

s itt az eloz0khéz hasonlé indokolassal tagonként integralhatunk:
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og
1 £(3) - 1 L PP S S
T 2% /j-z d = Z 2% /f(f)(j'a) di kt+l

k=0 (z - a)
K1 KI
Ha itt k helyett (k-1) -et irunk, akkor ez még a
o© / co
1 k-1 1 1
Z = f(3) (§-3) ag | — = Z ¢, ——f
=1 21 Kl @ - 5")k =1 k (z-a)
alakban irhat6, ahol
I | k-1
(2) e, = 2] / i(y) (f-a) dg .
5
Végiil is azt nyertiik, hogy
. oo oo
@) f(z) = Z ¢, (z - a)k+ Z c_ —IE- ,
k=0 k=1 (z-a)

ahol ¢y és . értékét (1), ill. (2} szolgiltatja,

Ezen egylitthatokat el4llit6 integralok litszélag z -t5l filggenek, mert
a z -~t6l fiiggben vilasztott K1 és K2 kortk mentén vannak szimitva,
Minthogy azonban az

_i(j_!L{_ & i(5) U_a)k-l
+1

(5-2)

filggvények az r < |y -a|' <R kirgyiirii-

ben regulirisak, azért a Cauchy-féle alap-

tétel felhaszndldsdval kinnyen 14thats, hogy

e fliggvényeknek a Kl’ ili, K2 menti Ky
integrilja egyenld egy ezekkel koncentrikus, K
de tetszdleges r ¢és R kbzotti sugaru Ay

K kibr mentén vett integrillal (76, Sbra):

76. 4bra
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I f(¢)
%« T2T; / ol
Los-a

(4)

1 k-1
= 2 /f(;) ($-2)° ~df .
K
(Ennek igazoldsa az iltalénositott Cauchy-féle alaptétel mint4jara torténik.)

Arra az eredményre jutottunk tehit, hogy a (3) sorfejtés az egyiitthat6-
kat megadé (4) képletekkel a vizsgilt r<iz-z| <R kisrgyiiriiben mindeniitt
érvényes, amint azt dllitottuk.

Szokés a (3) -ban szerepld két sort egyetlen sorba sszefoglalni:

5 k
(5) f(Z) = Z ck(z -a),
k=-00
ahol
o1 £(£) )
@ kT 2% / a1 95, k=0, +1, +2,...),
K (." —a)

.Az (5) sorfejtést a benne szerepld egyiltthatskat (6) -tal definislva
az f(z) figgvénynek a kérdéses korgyiiriihdz tartozé Laurent-sorinak
nevezik,

b) Kiilonosen fontos az az eset, amikor f(z) az a hely k6riili R
sugaru kor belsejében mindeniitt regularis, Ekkor az elSbhi okoskoddshan
r =;0 vilaszthats, s f(z) -nek Laurent-soriban a negativ kitev8jii tagok

i : -
elmaradnak, mert f£{{) ( $- a)k 1 ekkor az egész kirben reguléris,

igy a Cauchy-féle alaptétel szerint az abban haladé K kor mentén in-
~ tegrélja zérus. Mésrészt viszont a Cauchy-féle integralformula kivetkez-
ményeként adédik, hogy

1 () -1 (k)
2 7] / w1 4 T @

g (-2
- ugyhogy a Laurent-sor most ezt az alakot 5lti:
L) |
' 7 (a) k
(7 Hz) = Z R L
: k=0
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A (T) sort f(z) -neka z = a helyhez tartozé Taylor-sorsnak ne-.
vezzilk; e hatvinysor az a kozéppontu R sugaru kir belsejében min--
deniitt konvergens és elS4llitja f(z) -t.

Ujabb fogalmat vezetve be az itt elmondottakat érdekes tételben fog-
lalhatjuk Gssze,

Definicié
Az f(z) fliggvénya =z = a helyen analitikus, ha az a hely alkal-

mas kérnyezetében (z.- 3) hatvinyai szerint haladé hatvinysor dssze-
geként dllithats eld. ’ ]

Tétel

f(z) akkor és csakis akkor analitikusa z = a helyen, ha oit regu-
laris, :

Valéban, ha f(z) az a helyen analitikus, akkor a definicié értel-
mében reguléris filggvények egyenletesen konvergens sorinak dsszege, s
igy reguléris filggvény. Megforditva, ha f£(z) reguldris az a helyen,
akkor a alkalmas kbrnyezetében a (7) hatvénysor dsszegeként 4llit-
haté el8, vagyis analitikus.

.El6fordul, hogy valamely f(z) fiiggvényt egy T tartoméanyban kon-
vergens hatvénysor §sszegeként 4llitunk el§, a hatvénysorazonbanmég a T
tartoményon kiviil fekvs bizonyos pontokban is konvergens. Ez lehetGséget
nyujt arra, hogy a fiiggvény értelmezését a fliggvény analitikus voltanak
megtartdsa mellett kiterjessziik.

“Pl. legyen zoe T . Ha f(z) -t
(z - zo) hatvényai szerint hatvénysorba

fejtjlik, és e sor konvergenciatartoménya,
N, tartalmaz T -hez nem tartozé pon-
tokat, akkor ezen pontokban f£(z) -t a

(z - zo) hatvanyai szerint halads hat-
vénysor osszegeként definislva, £(z) -t
az N - T . halmazon analitikusan ér-
telmeztiik. A fliggvény értelmezési tar-
toményénak ilymédon valé kibovitése az
un, analitikus folytatds legegyszeriibb
médja (77. 4bra), ™. sbra

- 189 -



¢) Definicis

Ha van olyan R, hogy f(z) az a kozéppontu R sugaru kérben
az a hely kivételével reguldris, akkor az a helyet izoldlt szinguléris
helynek nevezziik,

Ha a az {(z) fliggvénynek izoldlt szingularis helye, akkor £(z)-
nak az a helyhez tartozé Laurent sora 0< jz-a] < R esetében (tehit
az R sugaru kor belsejében mindeniitt, kivéve magdn az a helyen) )
eldallitia £(z) —t.

Ilyenkor hirom eset lehetséges:

1° Ha f(z} Laurent-soriban nem lépnek fel negativ kitevSjii tagok,
azaz
® f(z) = c, + cl(z—a) + cz(z—a.)2 + .44y, (0<]z-21<R)},

akkor az f(a) = e, megéillapodissal f(z) az a helyen is reguldrissa
tehetd; £(z) -nek az 2 helyen megsziintethetS szingularitisa van,

2° Ha f(zy Laurent-sorsban fellépnek ugyan negativ kitevGjii tagok,
de csak véges szdmban, akkor a Laurent-sor ilyen alaku:

(4] ]
o) f(z) = —B—p —2HL

@) (-2t

te ke (@-a) +.. , (c_ FO).

Ilyenkor azt mondjuk, hogy f£(z) -nek az a helyen n -edrendii pélusa
van,

3° Ha f(z) Laurent-sorsban végtelen sok negativ kitevdil tag van,

akkor az a hely {(z) -nek lényeges szinguliris helye.
Konnyen beldthaték az aldbbi 4llitdsok:

Ha f(z) -nekaz a helyen megsziintethetd szingularitésé. van, akkor

lim f(z) = ¢
)

¥

ahol c,6 2 (#) -beli megfeleld egyiltthats,

ha f{z) -nekaz a helyen n -edrendii p6lusa van, akkor

lim £(z) (z—a.)n =C_p»
Z>a

ahol c_, a (m) -beli megfeleld egylitthats,
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mig ha f(z) -nek az a hely lénveges szinguldris helye, nem adhato
meg olyan p termeszetes szim, hogy a

lim f(z.) (z-a)P
Z>a

hatirérték 1étezzék,

Tétel

Ha f(z) 2z a helykbriilli r< {z-al <R kirgyiiriitartomsnyban

oo oo

00 2 g
=) aeaf+ ) —E o) a4 g
=0

k=1 (z —a) k=-co

alaku sorba fejthets, akkor e sor nem lehet mis, mint f(z) Laurent-sora.

Bizonyitis

Vegyiink fel egy a kozéppontu és a kirgylriiben haladé K kort
{78. dbra}., K mentén mindkét sor egyenletesen konvergend, s ilyen ma-
.rad nyilvin (z-a) béirmely pozitiv vagy negativ kitevSjl hatvanydval valé
szorzis utén is. De akkor f(z) Laureni-sorinak egyiitthatéira

78, fbra -
- 201 -



n 2Kj A (}_a)n it k____wK U_a)n+1
[o.=]
_ 1 Z / kn-1
T o2Rj k=-oodk (3-2) ¢

adédik, Mivel azonban

/ G- ag -

- K

2%, ha k =n,

0 kiflonben

(l4sd 16, fejezet), a kapott sorbdl tehdt csaka k = n  indexil tag marad
meg,

|

c =

Tj =
Y dn 2T dn,

-

J

amivel llitdsunkat igazoltuk.
Ennek a tételnek alapjin vildgos, hogy pl. a

sin- z 1 23 z5 1 Z z3
T T T Egr ter e T T T Y e
z z
sin z Lo T
sor a P fliggvényneka z = 0 hely koriili Laurent-sora. E Laurent-
z :
sorbél az is kiolvashat6, hogya z = 0 helya gu; 2 fliggvénynek elsf-
rendii pélusa, z
l- cosz - R "
Az ——— figgvényneka z = 0 hely koriili Laurent-sora:
2 4 3
l1-cosz 1 z Z __E_  _Z
P T TR e el Taak R P

A fiiggvénynek a -z = 0 helyen megsziintethet§ szingularitisa van,

Az f(z) = cos ; fiiggvénynek a z = 0 hely koriili Laurent-sora:

” .
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cos L =1~ + L + ...,
Z z 21 Z 4!

a filggvénynek a z = 0 hely lényeges szinguléris helye,

d) Konnyen bebizonyithat6 az eddigiek alapjn az algebra un. alaptétele;

Birmely {val6s, vagy komplex egyiitthatés) p(z) polinom elsSfoku
gybktényezBk szorzatira bonthats:

R o2 oy
p(z} = c(z-al) (z»az) (z-ar)

valés egyiitthat6ju polinom pedig els8- és méasodfolu valés gyokibnyezdk
szorzatira bonthat6:

g 61 2 6,
p(z) = c(z—.‘:t1 (z-ak) (z +r z+81) eee (Z Hrp z+sy )

Bizonyités

El6szr is megmutatjuk, hogy birmely legalsbb elséfoku p(z) po-
linomnak van zérushelye. Ha ugyanis az egész sikban p(z) # 0 volna,

akkor

p(;) * az egész sikban reguldris volna, és igy az egész sikban

konvergens

1 =cC +CZ+CZz+
" plz) o 1 2

hatvanysorba volna fejthet§, De a

n-1

I
I
]
]
]
i
I
I
1
]
1
!
I
I
i
1
t
r
I
|
1
1
1
f
I
!
{
|
I
]
!
]
I

= n >
plz) = bnz + bn—lz +oout bo’ (b11 #0,n21
Jelsléssel ]
1 1 _ 1 1 _
* . piz) u n b b ?
bnz L 4 bo : b o+ n-1 =2
D . z .
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itt

b b b |
n-1 bt o] < n
z Z 2
ha =z elégnagy, ugyhogy ekkor
b l b |
n-1 0 n
bn + ot n > 2
Z -4

. Tudjuk azonban, hogy - a 0 hely kérilli R sugaru kort
KR -rel jelslye ~

o = 1 / 1 1 dz
k  2ij p(z) . k1 ’
K .

T
tehdt elég nagy R mellett
e, |& == 2R = —— —————,
| kl 2 Rn bnl Rk+1 i bnl Rn+k

és igy |ck| te'tsEEilegese_n kicsiny szfmn4l is kisebb, e, = 0

(k= 0,1,...). Igy tehét ;(15 = 0 adédnék, ami lehetetlen.
Legyen most p(z) -nek egy zérushelye ‘ a,. Minthogy k > n
esetén p(k){al) = 0, azért p(z) -nekaz aq helyhez tartozé

Taylor-sora ilyen alaku:

Pz) = A, (z-a)) + Az(z—al)'z + ...+ An(z-al)“.

Ha itt A1=A2 = L., =Aoc1-;=0’ de Aal#ﬁ, akkor
*1 -- n-o
= - ; - - 1
p(z) {z al) [AQ‘i + A “1+1(z a1)+...+An(z aI) ] -
o¢

1
- (z—al} pl(z) ’
ahol p'l(z) egy (n—ocl) -edfolu polinom, melyre pl(al) # 0,
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Ha p,(2) -nek egy zérushelye a,, akkor hasonléan
X2

ahol p,(a,) # 0. Az eljarast tovdbb folytatva, végiil

ol X o
@) = (22)) zay o ... (z-a)  a(z)

adodik, ahol q(z) wmér nulladfoku polinom, azaz illandd:

ol e 4 oc
) P@) = o@-ay) (aay) ... (za)

Megjegyezziilk még, hogy a (%) elB4llitds a tényezdk sorrendjé~
181 eltekintve egyértelmii. Valéban, az vildgos, hogy az 81yeeesp
szAmok éppen p{z) kiilonbtz8 zérushelyei, tehdt p{z) 4ltal egy-
értelmiien meg vannak hatdrozva a sorrendtdl eliekintve. Ugyanez 4ll
azonban a kitevOkre is: ha

oL ol d, o{’.

e 1 r_ ., 1 T
p{z) = c(z-al) cae (z-ar) =c (2 al) T (z—ar)‘
R
ésg itt pl. lod 1 < oci, akkor (z-al) -gyel végigosztva z # a;
esetén
>
(o & Te's ol - o]
2 by s i T
c(z—az) ces (z—ar) =g (z—al) “re (z—ar) R

ez pedig lehetetlen, mexrt =z —~a, .esetén a baloldal hatirértéke nem

1

zérus, a jobboldalé ellenben az, Igy ocl'= oc’l, rees OGS o(; , 8

végiil aztdn ¢ = ¢’, Az egyes al, ey ,ar zérushelyeknek megfe-
lel§ (az elSbbiek szerint egyértelmiien meghaté.rozottj ocl, ooy OC,

kitevGket a megfelel§ zérushelyek multiplicitds dnak nevezziik (mint
ahogy azt a valésban is tettiik). '

Ezzel 4llitdsunk els8 részét igazoliuk,

Ha most pf{z) valés egyiitthatéju polinom, akkor minden a nenh
valés komplex zérushellyel egyiitt - & (a konjugéltja) is ugyanannyi-
szoros zérushelye p(z)-nek, Valds egyiitthatéju p(z) polinom ese-
tén ugyanis '

— = "Th T "n-1 -
p(z) bn z + bn—l Z o
b 2 4+b 0t ...+ b =
n n-1 0

p(z),
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tehat L
pz) = p() ,

azaz a
z-a2)% qz), aqf@) # 0

i

p{z)

jeldléssel

— oC - - — —

(z-2)™ aq(Z) = (z-a) (@) = ptz), qfa) # 0,
ami mutatja, hogy & 1is o -szoros zérushelye p{z) -nek. A p{z)
polinom komplex zérushelyeinek megfelels gyokiényezik tehdt paro-
sdval ugy csoportosithatsk, hogy egy parba két konjugalt zérushelynek
megfelel§ gybktényezd keriiljon. Csakhogy a

(z-a)(z-q) = z2 - {a+a) z +aa

polinom valés mésodfoku gytkiényezs, hiszen a +3 és aa  valésak,
amivel 4dllitdsunk mésodik részét is igazoltuk.

21, Reziduum-tétel

Definicid

Ha az f(z} fligevénynek a izol4lt szinguléris helye, akkor f(z) e
helyhez tartozé Laurent-sorsban z—-l-i egyiitthatojat f(z) a helyhez

tartozdé reziduuminak nevezziik és a

Res {(z)
zZ=g
jellel jeldljiik,
Igy példaul Z
e
Res 5 =1,
z=0 z
mert
_9_2_=i2”+1_+_1_+z_+ o
7 z z 21 3!
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Tétel (Reziduum-iétel)

my a

Legyen f{z) a T egyszeresen dsszefiiggS tartoményban a véges szd-
1 a2, cees an helvek kivételével reguldris, sa C rektifikkdlhatd

Jordan-gorbe fekiidjék T -ben és ne haladion 4t az 2 ' helyek egyikén.

sem; ha C -t pozitiv irdnyban futjuk be, akkor

az Osszegezésta C gdrbe belsejében fekvl a.

[f(z.) dz = 210 Z Res {i(z),
c ™

helyekre terjesztve ki.

k

Bizonyitis

f
|
]
!
|
1
i
1
|
;
I
I
|
!
]
I
i
l
1
i
1
1
i
I
1
|
|
I
!
]
|
!
|
[
i
i
]
]
1
{
1
i
}
1
I

Feltehet, hogy T nem 4ll az egész komplex szfimsikbédl, ellen-
kezs esetben ugyanis T szerepétegy, a C gorbét magiban foglals

k

‘helyhez tartozé Laurent-sordban a negativ kitevljii tagok ssszegét

{gk(z) ~t az {f(z) filggvény Laurent-sora fSrészének is szokis nevez-
ni}. A gk(z) fiiggvény az ay hely kivételével az egész sikon reguld-
ris, az £(z) - gi(z} kilonbségnek pedig az a helyen megsziintet-

het§ szingularitisa van; ezérta
hiz) = f(z) - g,(2) - ... - g ()

fiiggvény 2 T tartoményban mindeniitt reguldrissa tehetf, A Cauchy-
féle alaptételt alkalmazva teh4t

/[f(z) g - .. g )] A=,
C

azaz n
ff(z) dz = Z gk(z) dz,
C k=1 C

Az dltaldnositott Cauchy-féle alaptétel szerint azonban, ha a, a C

k
gorbe belsejében fekszik, akkor alkalmas a kozéppontu K kirre
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gk(z) dz = / g,(z) dz.

O~

K
Mivel azonban
oo
c
-V
gk(z') = Z )
v=l  (z-a)
adédik
(0.0
Z dz_ o~ ~
gk(z)dz= c ~————=2hjec =2hjRes iz)
v=l ¥ (z- )v -1 z=a
K K 7% _ k

teldntettel a hatvainysor egyenletes koﬁvergencié.jéra és az itt szerepld

"integrilok ismert értékeire (18, fejezet),

79. dbra

Ha viszont ak c kiilsejében fekszik (79, dbra), akkor 2y -t

C metszése nélkiil egy tortvonallal T hatardval 6sszel.<6tve‘, a
megmaradé egyszeresen Osszefiiggd tartoményban gk(z) regularis,
tehdt ‘

' ‘/gk(z) dz'= 0.
c .

Ezzel allitdsunkat bebizonyitdt‘tuk.
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A Reziduum-tételben kimondott dllitis a Cauchy-féle alaptételnek (pon-
tosan be nem bizonyitott) kvetkesményébil (16. fejezet, III. Tétel) w Lau-
rent-sorfejiés egylitthatdit szolgaltatdé képletre vald tekintettel (20. feje-
zet (8)) kizvetlenil adédik. Ha ugyanis az {(z) {fiiggvénynek az a5 2ps

a, izol4lt szinguldris helyeia C gorbe belsejébe esnek, ezen helyek,

3

mint kozéppont koriili alkalmas kicsiny sugaru kortket pedig Kl’ 99

K3 -mal jelljiik, akkor az idézeft tétel értelmében (ldsd 70. 4bra)

{x) /f(z) dz = /f(z) dz + / f(z) dz + / i(z) dz,

K
C K1 K2 5

a kbéroket C -vel megegyez6, pozitiv irdnyban befutva. Ha azonban f(z)-
nek az al, A9, 2 szingularis helyekhez tartozé Laureni-sora:

3
O co (o o)
k k k
Z b (Z-a ) 3 Z c (Z—a' ) ] Z (Z—a ) E]
e-co X 1 oo &2 k“—-OOdk 3

akkor e sorokbana b_ 1° d egyiitthatokat (az a

a1 % 1* %20 33
izolélt szinguliris helyekhez tartozd reziduumokat) a Laurent-sorfejtés
egylitthatéképletébSl adédéan

_ 1

Ky
c_1=-2—%—j /f(;)d;,
KZ
d, = z?lz' /f(“df

j
K3

szolgaltatja. Ezen integrilok értékét () -ba behelyettesitve éppen az iga-
zolandé Ssszefiiggésre jutunk.

Adott fiiggvény reziduuminak kiszimitdséara gyakran j6l haszndlhaté a
kovetkezd szabdly:

Ha f(z) -neka =z =a helyen n -edrendii pélusa van, akkor
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dn— 1

Q Res f(z) = lim [(z -9t i@ ] .

z=a @-1)1 z-a dz"
Ha ugyanis f(z) -neka z = a helyen n -edrendii pélusa van, ak-

kor Laurent-sora:
[ore)

k
= L c (z -a),
k=-n
vagyis

(2!-—.21)Il f(z) = c_+ c_n+1(z—a)+. .ot c_l(z—a)n-l + co(z-a)n+. -

n

A ¢4 egyiitthaté meghatiarozisa céljabsl differenciiljuk ezen utdbbi

azonossigot n - 1 -szer (a tagonkénti differencidlds a sor egyenletes
konvergencidja miatt jogos):

n-1

dzn_l [(z—a)n f(z):l = (n-1)! c_1 + n(n-1) ... 2co(z_a)+“_ .

Elvégezve ezutén a =z —a hataratmenetet (kbzvetleniil nem helyette-
sithetlink be =z ]?elyébe a -t, hiszen £(z) az a helyen nincs értel-
mezve) !

) a1 n |
lim 1 I:(z—a) f(z)] = (n-1)! c
z+a dz

adodik, ahonnan direndezéssel az (1) formulét nyerjiik.

Ha f(z) .és gl(z) reguldris az a helyen, g(a) =0, g’(a) # 0,
akkor .

f(z) - f(a)
@ Res ")~ 2@

Valéban, a mondott feltételek melleit, ha f(a) # 0, akkor az —;((%—
fiiggvénynek els8rendii pélusa van az a - helyen, és igy (1) értelmében

Res @ lim |:(z—a) _f_(g)_} = lim f(z) () .
7=3 g(Z) 7 a g(z) a z)y~g(a Y
- - 7-a g’ (&
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Ha f(@a) =0, (gla) =0, g’(a) # 0), akkor az ——g{zz—l)—— fliggvénynek

megsziintethett szingularitdsa van az a helyen, és ekkor a (2) képlet

trivialisan helyes.
Példaul

,[ _____~smzz dz

K 1+z

értékét, ahol XK a |[z|= 2 kOrvonalat jelenti pozitiv irdnyu befutdssal,
a kdvetkezGképpen szdmithatjuk ki. Az integrilandé fiiggvénynek két izo-
l1alt szinguldris helye z) = is z, = -j. esika K gtrbe belsejébe,

Mindkét helyre a (2) képlet alkalmazhato:

SRE gp= 2%j | Res BB 2 ., Res smrz =
K 14z L z=j 14z z=-j l1l+z = |
- -
—~ sin z sin z
- ]. Pl + —_— =
w|(4s) v ()
L z=]j z=-] ]
= 27 %-L=zitsinj ~ 7,38 j.
Az
[
-2
G e-2)

integral értékének kiszdmitdsandl, ahol € a jz|= 3 kirvonalat jelenti

pozitiv irdnyu befutds mellett, az integrilandé fliggvény z =0 és z = 2
helyhez tartozé reziduumait kell kiszdmitanunk.

Res Z_42 = 2z—4 5 =-f—}—=—l,

z=0 z{z-2) (z-2) + z(z-2) =0

Res —2— 42 = % lim d‘i 22— lim 1,

z=0 z(z-2) Ton=>2 Z>2 v
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tehat

/L‘Lz dz=27%j | Res Z'42 + Res—zn—%— = 27§ (-1+1)=0..
C z{z~2) z=0 z(z-2) z=2 z{z-2)

Gyakran el8nytsen felhaszndihaté a reziduum-tétel valés integrélok
kisz&mitdsara is. Tekintsiik pl. az

-co
A 2z =0 helykorili r sugaru félkor alsé felét K. a z=20
hely koriili R sugaru félkdr felsd felét KR’ alsé felét Kh -rel, a

valds tengely -R <z <-r, és r <z <R szakaszit LrR -rel je-
I6lve (lasd 80, 4bra) irhato:

KR‘
L
e rR —
- -r Fa 7]
b /
' \—'/ /I
\\ %, /
N s
~ / ;
80, dbra
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R—»oo R»oc "TR
jz ~jz
= 2| 1im / © _ 4z - Hm / © a4z .
2 2jz 2iz
r-0 LrR r-+0 LrR
R»oo R-»c0

Mi az alébbiakban a kovetkez8 z4rt gérbe mentén vett integralokat fog-
juk kiszidmitani:

jz K
I1 / 2jz dz
- C
és ®o '
e 2
I, = / o
]
_ CrR
ahol CrR és CrR a 81. 4bran lat- Leg

hat6 gorbéket jelentik; majd megmutat-
juk, hogy ezen integrilok kiilonbségének
a kiszdmitand6 integralidl valé eltérése
r-0 & R-—=—oco esetébena ( -hoz
tart, amivel feladatunkat, az I integ-

ral kiszdmitds4t, meg is oldottuk. ' L
A reziduum-tétel érielmében 81. &bra
ejz ejz e0
I, = —_— = i = Ly — =
1 27 dz = 27j Res 272 20 2] fr,
. C z=0
TR

mig a Cauchy-féle alaptétel értelmében

12 = ] %72 dz = 0,

C

H
rR

- 9213 -



Mivel azonbhan

j ejz J e—jZ
1 - - -
17k dz 2jz
L
r
_]Z sin z
_2_17- dz + 2_]2. = —T—\dz *
X -
T
/ 2jz

az itt ad6dé harom integrilt kell még megheesiilniink r =0 és R-oco

esetéhen, sin z
Mivel z—>0 esetében l »

= %5z dz + 252 dz-.

K

o

‘ ->1 (a fiiggvény Laurent-sorfejté-

séb0l ez kiolvashat6), azért kicsmy r esetében taldlhaté olyan N szdm,

sin z

hogy | I < N legyen. Ekkor azonban

/—m—dz <N

K
T

{a Kr félkoriv hosszusaga %r), és ez nulldhoz tart, ha r—0.

A visszamaradé két integril nulldhoz tartdsdnak igazoldsa teljesen
e’
2iz

hasonld, igy mi csak az ] dz integralt vizsgiljuk majd

r—-0 és R-»oo esetében,
Az integral kiszémitdsira alkalmazzuk elGszdr a parcidlis integralis
szabdlyat:
S z=-R iz
j - dz = = Gl + 5= = —'12—.‘12=
2jz 2i o b4 :
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B R A U SN
2 2 2
Kg z
cos R 1 e:lz
= — - —2 P dz .
’ Ky °
Mivel azonban a KR félkbriven (itt Im z =y 2 0)
iz 1 i -
Ieri= ,enyl R
azért
S P A R N PRV U S
2jz R 2 2jz R 2 R2

%x

Kq

és itt a jobboldal R-=o00 esetében zérushoz tart. Teljesen hasonléan

14thaté be, hogy

vagyis

r-=0
Roo CrR IR , Kr
I1 I2
iz -iz
e 1~
- + ==,
/ 2jz dz / 2jz dz 2
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Az elGbbi integril kiszdmitdsa sorsn taldlt részeredmények segitségé-
vel az un, impulzus-fiiggvény integrilalakjit is el8allithatjuk, Impulzus
fiiggvénynek nevezzik a kdvetkezd utasitissal megadott filggvényt:

1, ha t >0,

= {3 ha t=0o
0, ha 1§ <0,
Azt dllitjuk, hogy
ts
1 . / e
f(ty = o ]hm 7 dy ,

r-0 ¢
h\ R_>m I'R
fr_  gorbe a 82. sbran l4t-

L T ahol az R .
haté, vagyis az el8bbi példénil szerepld

3 - o_ -
LrR + Kr gdrbébol 900-os eHforga

tdssal nyerhetd gbrbe. Rovidebben még
igy is szoktuk jelélni:

82, dbra ) i) = 2”’} / T .

Az eldz8 példa eredményeit és jeltlégeit haszn&lva

—

I1 =1L,
azaz
jz | o Z jz .{5
I=‘%’ lim / ;jz dz+/ %j—z'dz ="2",11:.-“m 'e—-z'd?, ;
r-0 . J r+0 : :
R—»o0o LrR+Kr KR R+ooLrR+Kr

hiszen a masodik integril, mint ldttuk, R—~oco esetében zérushoz tart.
Vezessilk be a

/

=ty >0, dz=3.—t dy

helyettesitést, mely tulajdonképpen 90° -08 elforgatist és nyujt4st eredmé-
nyez, vagyls az L  +K_ integréci6s ut lényegében az elébb £ . -rel

rR rR
eldlt utha megy 4t:
’ & . ~ 216 -



1 e t 1 e .
1=.,..=c-=— U - === — =
R~00 L
T?‘ {t > 0).
Igy tehdt t > 0 esetére valéban igazoltuk, hogy
t3
! e
10 = 3 / ol
Az eldz8 példanil latiuk azonban, hogy
. 12 = 0’
azaz
-jz -Jz -}z
B T e e __1 e
O—Trhf:) ' / 2z 'dz+/2jz “l =TI 2jz 9%
R+ LrR+Kr KR LrR+Kr

hiszen a misodik integril, mint mondottuk, R-—»co esetében zérushoz
tart, A jz = -t} helyettesitést alkalmazva (t <0, dz = --d §) az
€18z8hoz hagonlé okoskodéssal

tk t3
-1 lim ] 8 g, =1 /e dy =f(t) (t <0
0 27 . =Ty S =%%3 ) T3 ¢ =i ¢ <0).
R0 TR j }'

I.gy tehdt t < 0 esetére val6ban igazoltuk, hogy

1 ets

f(t)=m 3 d¢ =0,

Vizsgédljuk meg az itt ad6dé f(t) figgvény értékét t = 0 esetében:

0 .
1 e : 1 R
f(O) 2] / —3 dy = Y1) T } T dg

Alkalmazzuka ¢ = - jz helyettesitést (d§ = - j dz) -:
0 [ ek | [ [l [
I. jz 2] Z Z| 2W] Z
r+0 L K r+0 K
i R~» TR T R+co T



hiszen az els§ integral az integrandusz paratlansiga folytdn zérussal
egyenlS, Visszamaradé integrilunkat polirkoordingtik bevezetésével szi-
mitva ki, adédik: -

0
1 1 .7 ik 1

£(0 = = e |

) = 2% ] / W rje e 2] 2

-
Belattuk tehdt, hogy valéban
: 1, ha t3>0,

1 1
£t = 5% 7 dg= {5 ha t=0,

. 0, ha t <0.
EbbSl mar kivetkezik, hogy

{t-t 1%
1 e 1 ~
git)y = 27} / : dy = R ha t= T

0, ha t<Z’1.
giti
et—-—--- —
A
T & T
83. &bra

A 83, dbrin megadott fliggvényt példaul igy adhatjuk meg integralkép-
lettel:
{t- Tl) $ {t- 1 2) $

cle - cle

P = 2&] P dy .
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A residuum-tétel nevezetes alkalmazdsaként foglalkozni fogunk az aléh-
biakban az un, argumentum-elvvel, Ennek kimondisdhoz, ill. igazoldsihoz

két segédtételre van azonbhan sziikségiink:

1. Segédiétel
Ha f{z) regulirisaz a helye’liﬁ)_é_s a az fz) figgvénynek
m -edrendii zérushelye, akkor az _;rz_)_ filggvénymek az a hely elgG-

rendii pélusa és

Res &L _ o
z=a 1(z)
Bizonyitis -
A feltétel értelmében
= @Dy = o, de  #™@ # o,

fa)y = £°(a) = ...
vagyis az  £(z) fiiggvé_nynek az a helyhez tartoz6 Taylor-sora;

f(m) a m < k
) ==t @A™ = ) o)
' : k=m
és igy oo
'@ =mec (z—::t)m-1 e = Z ke (z-a)k-l,
w k=m
P ) 1 mcm + (m+1)cm+1(z-a) + ...
f(z) Z-a L + cm+1(z—a} + ..
Mivel azonban '
me  + §m+1)cm +1(z-a.) + ...
g(z) = e + cm+1{z—a) + ...

reguldris az a helyen, tehét ott Taylor-sorba fejthets:

gla) + g’°@) (z-a) + ... =

f K
m + {z-a)
k=1 dk

- 219 -

8(z)



adodik, hogy

- f’ B . N

és e Laurent-sorfejtésbdl a segédtétel 4llitdsa kozvetleniil kiolvashaté:

Res L) = m,
i(z)
z=a

Ii. Segédiétel

Ha a b_, hely az f(z) fiiggvénynek n -edrendli pélusa, akkor a
b hely az —tf-(-g[lf_?ﬁggvénynek els8rendii pélusa és

Res —%—@— = -n,
z=b @)

Bizonyitds
A feltétel értelméhen £(z) b helyhez tartozé Laurent-sora

oo

e : c
-n -1 - k
f(z) = @b)B + ... + b + co+cl(z—b) +oos = Z ck(z-b)
k=-n
azaz no 0
£ (2) =_———I:T“1 +o.. = Z k o @-n<?,
{z-b) k=-n
innen '
-ne
—_—
£ (z) ] _(Zﬂn-!-l ] 1 -nc_n + bl(z-b) + ...
f(z) ' ¢ . z-b c . + dl {(z-b) + ...
(z-b) '
Mivel azonban
| me_ + bl(z-b) + ...
gz) =

C_, + dl (z-b) + ...
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regularisa b helyenés g(b) = n, a g(z) fiiggvényta b helyen
Taylor-sorba fejive aaédik:

f (z)
f(z)

= zib gz) = Z_lb (gb) + g’ b)z-b) + ...) =

1
=5 {(-n + g’ (® (z-b) + ...),

tehat a b hely valéban elsfrendii plus és

L@ _
Res (@) = -n,

amint azt aliitottuk,
E segédtételek.birtokdban az argumentum-elvet a kidvetkezSképpen fo-
galmazhatjuk meg:

Argumentum elv

Legyen f{z) a T egyszeresen Ssszefiiggl tartoményban véges sok
pdlus kivételével reguliris fiiggvény, amelynek csak véges sok zérushelye
van, Jelentsen C olyan rektifikdlhaté Jordan-gbrbét, amely f(z) egyet-
len szinguldris helyén és egyetlen zérushelyén sem halad 4t. Haa C gbr-
be belsejébe a bl’ bz, seas bk polusok (a bi polus n, -edrendii,

i=1,2,...k) ésaz ::11,512,...,51j zérushelyek (az a; zérushely

m, ~edrendii, i=1,2,...,j) esnek, akkora C gbrbe pozitiv irfnyu

befutdsa mellett arc f(z) megvéltozdsaa C gbrbe mentén 2 T -szerese
a multiplicitdssal szamitoit zérushelyek és polushelyek szdma kzotti kii-

16nbségnek,

Bizonyitas

A tett feltevések mellett a Residuum-tételt és az el§bbi két segédiételt

alkalmazva:
Z ‘Res 1@ |,

-—f,—(—)—dz=2ﬂ.3 Z Res
/ fz) 1 2=, f” k=1 z=b f“
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Il

21&](m1+m2+...+mj—nl—n2-... -np) =

2Wj (M - N),

ahol M f(z) zérushelyeinek szdma (e helyeket multiplicitasukkal véve),
N pedig f(z) polusainak szdma (multiplicitdssal véve).
Mésrészt azonban, ha C egyenletét z = z(f), t, St £t  alakban

adjuk meg, 1 2
/ t2 t,
Tz = e . - *
fz2) dz —/ tz(0) z’ () dt l:ln f(z(t)):l
C
t1 t2

és mivel In f(z(t)) valés részének 1n|f(z(t))| -nek megviltozdsa a C

zért gorbén valé kiriilhaladds sorén zérus, integrilunk In f(z(t)) képze-
tes részének, arc f(z) -nek megviltozisdval, Aarc {(z) -vel a ko-

vetkezdképpen fejezhetd ki: '

/—f;—@—dz=jAarcf(z)=2:?j ™ - N,
(z)
c

vagyis végeredményben

Aare f(z) =2 ¥ (M-N)

amit igazoini akartunk,

22, Schwarz-Christoffel -formula

A komplex fliggvénytan alkalmazédsai soran gyakran felmeriil az a fel-
adat, hogy a komplex sik egy adott tartomanyést egy mésik adott tartomany-
ra reguldris fliggvény segitségével konformisan kell leképezni, Ilyen le-
képezés lehetdségét igen 4ltalanos feltételek mellett biztositja a konformis
leképezés alaptétele, amely szerint minden sikbeli egyszeresen Osszefiig-
g0 tartomény - kivéve magit az egész sikot - konformisan ieképezhetd egy
kor belsejére, amib8l kbnnyen kiovetkezik, hogy birmely két ilyen tarto-
mény egymisra is leképezhetd konformisan.

Ez az alaptétel persze még nem nyujt meghatirozott eljarast arra néz-
ve, hogyan kell egy adott tartomanyt egy méasik adott tartomanyra konfor-
misan leképezni. Sok esetben a leképezést létesith fliggvényt nem nehéz
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megkeresni. Speecidlisan kdrtartd leképezést 1étesitd linedris tortiliggvé~
nyeket a 14. fejezetben ismertetett médszerrel irhatunk fel.

Sokszdgek 4ltal hatarolt tartomanyok leképezésénél gyakran j6 szolgi-
latot nyujt a kivetkezd un, Schwarz-Christoffel-féle formula:

A Z
A1 Asg An
1) W=Mf(§-p1) (¢-pg) ... (g-p) dy +N
C
fliggvény, ahol C, M, N, T /11,..., An allandok, a fel-

80 félsikot {az Im z 29 félsikot) egy sokszig belsejére és hatdrara

képezi le ugy, hogy a valds tengely PysesesPp pontjai mennek 4t a sok-

sz0g csucspontjaiba, és a soksziignék a p. -nek megfeleld csucsnil fekvd
belss szige o = (/\i + 1) &, (84, dbra},

Wy

@1[ )

54\\2 dbra

Itt sokszoghn nemesak az elemi geometridban szerepld sokszbge- -
ket kell érteni, hanem #ltaldnosabban minden olyan egyszeresen 6sz-
szefiigg§ tartoményt, amelynek hatdra véges szamu egyenesszakasz-
b6l és félegyeneshdl tehetl Gssze (14s3d 85-91, sbrat), '
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Az &llit4s részletes bizonyitdsira nincs médunk, a szerepld allandék-
kal kapesolatban azonban megjegyezzitk, hogy a PisPgsen. 3. pontok

koziil hdrmat tetszdlegesen adhatunk meg, mig a tbbi Py pontot, vala-

mintaz M és N 4llandékat a feladat feltételeibdl kell meghatirozni,
Annyit azonban konnyii beldtni, hogy ha =z a valés tengely mentén P, -t61

Pin1 -ig véltozik, akkor ezen z - k képea (4) fliggvény 4ltal nyuj-
tott leképezésnél egy egyenes-szakaszi ir le. (1) -b8l ugyanis

A Ag A
—gf— = M@ -p) ‘@ -py ez -p)

vagyis

d n

arc —= =arc M + Z A, are(z - p,).
dz k k
k=1

Ha azonban =z a feltétel értelmében a valés tengelyen P, és P
kozott valtozik, akkor arc(z -p) =0, ha k £ és arc(z - P =T,
ha k £ i+l, ilyen =z -kre tehat

n

2 arc g‘: =arc M + Z AkTE',
k=i+1

a valds tengely (pi, bi+1) szakasza tehit valéban egyenesdarabba megy 4t
(a szakasz képe olyan girbe, melynek érint8i olyan komplex vektorok, me-
Iyeknek arkusza a (2) Usszefliggéssel megadott 4llandé, vagyis a képgdrbe
egyenes), (2) -bGl azonban az is kiolvashaté, hogy a (pi—l’ p;} és (s Pis1)
szakaszok képei 4lial bezart kiils8 szog:

arc M + 1T (Ai+1+. .ot ]\n) ~{arc M + 1t (Ai+Ai+1+. . .+J\n)) = -/'\iﬂ. s

ugyhogy a megfeleld belst szog
O(i =T + Ai i[:

amivel beldttuk, hogy a valds tengelyt az (1) fliggvény egy solcszﬁgre képe-
zi le; be kellene még bizonyitani, hogy az Im z 2 0 {félsikot (1) a sok-
szbg belsejére képezi le, mégpedig kilesdnosen egyérielmilien, Erre azon-
ban nem tériink ki,

Az alkalmazédsok sorén gyakran 1ép fel az az eset, amikor 2 w -sik-
ban fekvl sokszdg csucsaiegyikének a végtelen tavoli pont felel meg; ekkor
az (1) -ben felirt Schwarz-Christoffel-féle formuléban az e csucsnak meg-
felelS tényez§ kiesik., Ezt a tényt a gyakorlathan az (1) formula egyszerii-
sitésére szoktak felhasznAlni,



) Ugyancsak fontos az alkalmazisok szem-
pontjdbél az az eset, amikor a w sikban fekvd
sokszdgnek van egy vagy tobb csucsa a végtelen-
ben. Ilyenkor a végielenben fekvd csucsoknil levd
szoget a végtelenbe futd egyenesek végesben fek-
v0 metszéspontjinil alkotott szdg (-1) -szeresé-
nek kell venni,

Két végtelenbe futd félegyenes szogén a 85, ébra
félegyenesek (vagy meghosszabbitiguk) met-
széspontja koriil elég nagy sugdrral huzott és a vizsgilt tartoméanyban
fekv$ koriv kozépponti szbgének (4) (-1) -szeresét kell érteni (85.,
86. és 87. dbra).

Pirhuzamos félegyenesek szogét a nem pdrhuzamos félegyenesek
esetének hatdrhelyzeteként fogjuk fel, és az igy adédsé ( /3’) szbg ha-
tdrértékeként dllapitjuk meg szogliket (88,, 89. és 90, #brik).

%

86. fbra 87. dbra
@ "ﬁ_//é :
88, dbra

iy
TR

89. dbra
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90, abra

Legyen pl. a w -sikban fekvl sokszbg az aj pontbdl jobbra kiinduls, -
a valés tengellyel parhuzamos félegyenes mentén bemetszett felsd félsik, :
Ez olyan négyszdgnek tekinthetd, amelynek két csucsa a végtelenben van,
" oldalszakaszai a valés tengelynek a |
0 -t6l balra, ill. jobbra fekvl félegye-
nese, ill. a bemetszést szolgiltatd '
félegyenes kétazer befutva (91. dbra).
Ezen négyszig 0 pontban elhelyezett :

P, csucsindl fekvl szége T, az

aj pontndl (P ) lev szége 2 I,
mig a végtelen tdvoli P, csucsban

3
0, a P, csucsbanpedig -7 a
o sz8g mérlszdma, ami a bemetszs
egyenes kis elforgatdsaval az eldbbi szabdlyok alapjdn konnyen meghati-
rozhaté,

A Pl végielen tivoli csucspontot & =z -sik végtelen tivoli pontji-

nak, a P3 csucsot a pb = (0 pontnak, a P

poninak, a P2
jilk meg. A megfelel§ kitev6k a Schwarz-Christoffel formuléban:

91, abra

4 csucspontota p 4 =1

csucspontot pedig alkalmas p, = pontnak feleltet-

P B oy A s -1
P1 o - -2
P2 § it 0
P, 0 0 -1
P, 1 28 1
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Ennek értelmében

w M/(j“f)o(f-ﬂ)'li(r_n d$ +N=M/(1- jL)d; + N=
(%)

M(z -Inz) +N

létesiti a kivant leképezést (a Py -nek megfeleld tényez6 nem szerepel
" '-ba.n, mert P, = o, és a 1% -nek megfe}elfi gzintén nem szere-
pel, mert )’\2 = 0).

Az M és N 4llanddk értékét a kivetkezd okoskoddssal hatdrozhatjuk
meg.

Ha z a valds tengely mentén balrél tart 0 -hoz a keresett leképe-
zésnél adédé képpontok a valés tengely mentén oo -hez kell, hogy tartsa-
nak, vagyis ekkord z = -r (r > 0 valds) jelbléssel

(3e%) M(-r -In (-1)) + N>o0, ha 1 — + 0,
és itt a baloldalon l4ithaté kifejezés minden elég kis -re valés. Mivel
azonban a leképezd fiiggvény a2 z = 1 poninaka w = aj pontot feleltetl
meg, (¥) b6l
aj=M + N, azaz N=aj-M
adédik, és igy (=€) még igy is irhato:
M(-r - In{-r)) +aj -M-»+00, ha xr-= + 0,
Az a tény, hogy a baloldali kifejezés elég kicsiny valés r > 0 -ekre

mér valés kell, hogy legyen, az M = M1 + Mg jeltléssel azt jelenti,
hogy

Im [M(-r—kn(—r)) + aj - M]
(o)

it

=M1!L-M2(r+].n)+a_-_M 0.

2
Ez azonban minden elég kis r -re csak ugy 4llhat, ha

és ekkor (wexx) éErtelmében

-~ a -



azaz a
N=a]—M=a3+,’.—E-,
Az adott leképezést 1étesitd fiiggvény tehdt

a a
W= - = - +ja + = .,
= {z - Inz) +ja 7

22. Komplex potenciél

A komplex viltoz6s fiiggvénytan egyes eredményei igen gylimblesdzden
alkalmazhaték speciilis vektorterek leirdsara. Ilyen vektorterek a kétdi-
menziés vektorterek (vektormezdk) és az un, planparalel vektorterek. Plan—
paralelnek olyan vektortereket neveziink, amelynél a tér vektorai parhuza-
mosak egyetlen M sikkal, &s bdrmely M -re merSleges egyenes pont-
jaiban a hozzirendelt vektorok nagysdga és irdnya egyezs. Ilyen vektortér
pl. az egyenesen egyenletesen eloszlé téltés elekirosztatikus tere.

Tegyiik fel, hogy a vizsgilt E planparalel vektortér egy egyszeresen
Osszefliggd N {érrészben roticié- és divergenciamentes:

(1) rot E = 0 .

2 divE =0,

Ekkor N -ben E -nek van skaldrpotenciilja:
E = - gradu ,

és (2) -re valé tekintettel
div E = -divgradu= Au=0,

vagyis az u skaldrpotenciil harmonikus filggvény. Mivel felievésiink ér-
telmében E planparalel, ha M a 2z -sik, (Z=X +jy) ez azt jelenti,
hogy u(x,y} harmonikus fliggvény, megadhat6 teh4t egy reguldris komplex
véltozds fliggvény valés részeként,

Tegyiik fel, hogy ismerjiikk az E vektortér ekvitpotencislis fellilete-~
it, ezeka z -sikra merdleges alkot6ju hengerfeliiletek, melyeknek a

z -sikkal valé metszetei (az ekvipotenciilis vonalak) az

u=2ac

egyenlettel adhaték meg.
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Ha u harmonikus tdrsat v -vel jel6ljlik, akkor a
v=Kk

feliiletsereg (gbrbesereg) merdleges lesz az u = ¢ ekvipotencidlis felii-
letseregre (gérbeseregre), hiszen

grad u grad v = ( du i+ du 3 (Qvi—_[_ Jv 3=

ax dy ax 2y

_2u Jdv _ 2u dv. _ _Ju dv Jdv _Fu_

= - 0
2x dx Jdy 38y Ix Zx Idx Ix
{az u + jv fiiggvény reguldris volta miatt ugyanis % = - Z—V .
y X
—g—l = ——923‘* ). Ez azonban azt jelenti, hogy ha v az u potencidlfiigg-
y X

vény harmonikus tdrsa, akkor v = k az E tér trajektéridinak egyen-
lete.

Definicid

Az

F(z) = u+ijv

komplex véltozés fiiggvényt, ahol u(x,y) az E vektortér skaldrpoten-
cidlja, v(x,y) pedig ennek harmonikus tirsa, az E planparalel diver-
gencia- és roticidémenies tér komplex potegciéljénak nevezziik,

Léattuk, hogy a komplex potencidl az E vekiortér ekvipotenciilis
vonalainak, ill, trajektériainak rendszeréta képsik koordindtahdlézatiba
viszi 4t. Adott u = ¢ ekvipotencidlis vonalsereg ismeretében kereshet-
jiik tehdt az F(z) komplex potenciilt mint egy, az adott leképezési léie-~
sit8 reguldris komplex viliozés fiiggvényt a 22, fejezetben, ill, egyszeriibb
esetben a 14. fejezetben részletezett mddon.

Végezetiil az E vektortér és annak F(z} komplex potenciilja ko-
zott fenndild tovabbi Osszefiiggésre szeretnénk még utalni,

Mivel F(z) reguldris

9u+_9V=3u_, 2u
X ]ax 2x ]S’y’

F'(z) =

és igy
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ol {28 (32) - 181

E=X +Yj

mig az

jeltléssel

X + Y = - F' (z).

A komplex potencidl deriviltjanak abszolut ériéke megadja tehit a vek~
tortér nagysagit, konjugalitjanak (-1) -szerese pedig magit a vektorteret
adja meg.

Pl. a koordinitarendszer kezd@pontjan 4thaladé és a z -sikra merdle-
ges vezetS esetében, ha a hosszusigegységre esd toliés mérdszdma q, :
az ekvipotenciilis vonalak koncentrikus kortk, a trajektoridk pedig a koor-
dindtarendszer kezdfpont§absl kiinduls félegyenesek.

'E vektorteret az

E=2q Kty)
2 2
X +y
képlettel adhatjuk meg,
A komplex potencidlra tehdt, mivel

X - i Z _ 1
P =2 g = 2a g = H s
X +y |z}
adédik:
F(z) = 2q In i'— = -2¢Inz,
Valdéban
Re F(z) = 2g In i:ZLT =c¢ (0,0) kozéppontu kbrsereg,

Im F(z) = 2q arc —z— = K {0,0) -b6l kiindulé félegyenes-sereg
egyenlete,
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DIFFERENCIALEGYENLETEK

24, A differenciilegyenletek fogalma és osztilyozdsa

Sok fizikai, geometriai, miiszaki probléma megolddsdhoz bizonyos vil-
toz6 mennyiségek kozbtti fliggvénykapesolatot kell meghatdroznunk, Gyakran
a probléma ismert feltételei lehetOvé teszik, hogy az ismeretlen fiiggvény,
annak fiiggetlen valtozoja és az ismeretlen fiiggvény els6, mésodik stb, dif-
ferencidlhinyadosa kizott bizonyos Osszefiiggést dllapitsunk meg. Igy pl.
egy sorbakapesolt R ohmikus ellendlldst és 1. Snindukeiét tartalmazé
dramkdrben folyé dram I intenzitdsa, az dramforris (esetleg viltozd)

U(t) fesziiltsége és a t idS k8zbtt a kbvetkezd kapesolat 411 fenn:

.4 -
L +RI=TU.

A nehézségi erStérben szabadon es§ test h magassiga és az esés t
ideje kozott a kovetkezd bsszefiiggés érvényes:

_d’n
atz =~ B
ahol g a nehézségi gyorsulds mérdszéma. Ha azonban a szabadon esd

testre a sebességgel ardnyos fékez6 erl (légellensllds) hat, akkor az elGbbi
egyenlet igy médosul:

m = -mg + k —— at

Altaldban az olyan Gsszefiiggést, amely valamely fiiggvény, annak fiig-
getlen valtozéi és az egyes fiiggetlen viltozék szerinti derivaltjai kozott 4~
{apit meg kapcsolatot, differencidlegyenletnek nevezzitk., Ha a fliggvény egy-
viltozés, és igy a szerepld deriviltak kizdnséges deriviltak, akkor kdzon-
séges differenciflegyenletrdl, ha a fiiggvény tobbviltozés, és igy a szerepld
derivaltak parciélis derivéltak, akkor parcidlis differencidlegyenletrdl be-
széliink,

Az elGbb felirt hdrom differencidlegyenlet kztnséges differenciélegyen-
let, Parciélls differencislegyenlet pl. a
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2
Jd u . 2%
9 x> a y2
un, sikbeli Laplace-egyenlet,
Mi az aldbbiakban egyel6re csak kozonséges differencidlegyenletekkel.
fogunk foglalkozni, ezeket fogjuk réviden differenciidlegyenleteknek nevezni.
A differenciilegyenleteket a benniik felléps deriviliak rendszdma sze-
rint osztalyozhatjuk,

Definicid

Epy differencidlegyenletet n -edrendiinek mondunk, ha a differenciil-

egyenletben fellépo legmagasabbrendii derivdlt n -edrendii.

Ennek értelmében a fejezet elején felirt elsd differencidlegyenlet elsd-
rendii, a mésik kettS pedig mésodrendii.

ElsGrendii, masodrendii, ill, n -edrendii differenciilegyenletek leg-
dltaldnosabban a kovetkezd implicit alakban adhaték meg:

fx,y,y') = 0,

ix,y,y',¥77) = 0,
ill.

f(X, Y,Y’ ree ':y(n)) = 0.

Mi az aldbbiakban dltaldban explicit alakban megadhatd differenciélegyen-t
letekkel fogunk foglalkozni. Az n -edrendii explicit alakban megadhaté dif- -
ferencidlegyenletek dltaldnos alakja:

n)

, n-1
y =f(x,y,y,...,y( }

).

Definicié

Az olyan fiiggvényt, amely valamely differencislegyenletnek eleget tesz, -
a differenciilegyenlet megoldisinak nevezzilk. :

A differenciflegyenletek megolddséit az aldbbiakban a valés viltozéju,
valés értékii filggvények korében keressilk,
Valamely differcnciflegyenleinek 4ltaldban nemesak egy megolddsa
van, hanem végtelen sok, Pl, agz
’

gy o= 2x
- 232 -~



differencidlegyenletnek megoldisai az

/4 2 re 2
alakr fiiggvények, ahol c¢ tetszileges dllandé. Az y = X~ + ¢ un. egy-
paraméteres fliggvényseregen kiviil azonban mis megoldasa nincs is az

y’ = 2x differencidlegyenletnek.
Az

differencidlegyenletnek megolddsai az

—ex‘i'CX'i'C
y 1 2

alaku fiiggvények (a megoldds kétparaméteres fliggvénysereggel adhaté meg),
és csak ezek oldjak meg a differencislegyenletet,

Valamely elsorendii differencidlegyenletnek végtelen sok megoldédsa
koziil altaldban oly médon jelSlhetiink meg "egyet, hogy megadjuk az isme-
retlen fliggvénynek az értékét a fiiggetlen vdltozdnak valamely x  ériékeé-
hez, azaz eldirjuk az ©

yixg) =y

értéket. Miuidn igen gyakori az az eset, hogy a differencidlegyenletben a
fliggetlen viltozé az idd, és az ismeretlen fliggvénynek a vizsgall folyamat
kezdetekor (azaz t = 0 -nil) felvett értéke ismeretes, azért az ilyen fel-
tételt kezdeti feltételnek szokéds nevezni.

Miésodrendii differencidlegyenlet esetén rendszerint az

yx) =y, &s y &)=y,

értékeket szoktdk eldirni (pl. mozgési feladat esetében a kezdeli helyzetet

és sebességet} és az ilyen tipusu eldirédst nevezik kezdeti feliételnek.
Altaldban egy n -edrendii

S0

(%) y(n) = fx,y.¥,... )

differenciilegyenlet megolddsa n -paraméteres fiiggvényseregként adédik:

(2ex) Y = g&icqeanse )

- 233 -



ahol CpsveesCy alianddk. (k%) -ota (#) differenciilegyenlet dltaldnos
megolddsinak nevezik., A CpaeeesCp dllanddk specidlis megvilasztiasival

() -bol a (@) differencidlegyeiilet egy specidlis, un. partikuldris meg-
olddséra jutunk, Az dllanddk specidlis megvélasztdsira dltaliban egy

, y(n- 1)

, -1
YE) =Yg YV E) =Y oeees x) = yf)n ‘

O

kezdeti feltétel ad utasitast,

Konkrét problémik megolddsdban szerepld differencidlegyenleteknél
igen gyakran a kezdeti feltételek is a feladat adatai kbz6tt szerepelnek. A
szokésos eljirds ilyenkor rendszerint az, hogy eldszor a differencidlegyen-
let 4ltaldnos megolddsit (a differencidlegyenletet kielégit8 paraméteres
fliggvénysereget) keressitk meg, majd az abban elS8fordulé dllandok értékét
iparkodunk ugy megvélasztani, hogy a kezdeti feltételek ki legyenek elégit-
ve,

Tekintsiik pl. a kisvetkezd problémédt: a t = 0 pillanatban fiiggGlege-
sen felielé hajitunk egy testet v, = 2m/sec kezdGsebességgel, h0= I0m

magassdgh6l, Az id6nek milyen fliggvénye lesz a testnek a talaj feletti h
magassiga?

Tudjuk, hogy a légellendllist figyelmen kiviil hagyva a h magassig
a kivetkezO differenciilegyenletnek tesz elget:

=-g=-9,8.
dt

Ennek a differencidlegyenletnek iltaldnos megoldisa kozvetlen integrilis-
sal ad6déan:
2

h=—9,8't_“5f01t+0

2 2°

Minthogy t =0 -kor h = 10, adédik:

és mivel ugyancsak t = 0 -kor (:11; =- 9,8t + c; értéke 2, azért

tehat



Igy a keresett magassag:
h=-4,9t2+2t+10.

Az eddigi egyszerii példdkban a differencislegyenlet megoldisat integri-
l14s (kvadratura) utjin hatiroztuk meg. Hasonlé a helyzet még sok més dif-
ferencidlegyenletnél is. Erre val6 tekintettel szokas a differencidlegyenlet
megoldésanak miiveletét a differencidlegyenlet integraldsanak is nevezni,

a differencidlegyenleinek eleget tevs fiiggvényt, vagy az olyan implicit fiigg-
vénykapesolatot, amelynek ez a fiilggvény eleget tesz, a differencidlegyenlet
integriljsnak, és az ilyen fiiggvényt dbrazolé girbét a differencidlegyenlet
integralgdrbéjének nevezni,

Annak a kérdésnek dltalinosséaghban valé vizsgdlatira, hogy valamely
differenciilegyenietnek mikor van valamely (xo,yo) ponton 4thaladé egy

és csakis egy megoldédsa, a 26, fejezetben tériink ki részletesen. A tovabbi-
akban most az els8rendii differencidlegyenleteknek legegyszeriibb tipusaival
ismerkediink meg, melyeknél meg tudunk adni olyan eljirdst, amely megfe-
leld megszoritdsok melleit véges szdmu lépésben elvezet a differencidlegyen-
let valamennyi megoldasihoz.

25, ElsSrendii differencislegyenletek

Az aldbbiakban az

(=) y' =i,y

explicit alakban megadhaté elsSrendii differencidlegyenletek néhany tipusi-
val fogunk foglalkozni, )

Altaldnosségban a (%) tipusu differencidlegyenletek az f(x, y) figg-
vény T értelmezési tartomanydban (ahol T 6sszefiiggd nyilt halmaz)
a kbvetkezOképpen szemléltethetSk:

Minden (x,y) € T ponthoz az (¥ differencidlegyeniet egy irdnyt
rendel a

tgoc = f(x,y)

osszefiiggéssel, ahol o jelenti a megadott irdnyba mutaté vektornak az
X tengely pozitiv irdnyédval bezfirt sz6gét. Ily médon tehit az (%) diffe-
rencidlegyenlet a T tartoményban egy irdnymezst definifl, (x) megol-
désai pedig olyan gbrbék, amelyek ezen irdnymez8hdz simulnak, vagyis
amely gorbék érintfjének meredeksége minden (x,y)€ T pontban 4 meg-
felel§ tgoc = f{x,y) ériék, o

- 235 -



A fentiek pontosabb megfogalmazisihoz a kivetkezs fogalmat célszeril
bevezetni:

Definicid

Az X,y,p szémhdrinasi, ahol p = tgoc az (x,y) ponton 4thala-
d6, és az X tengely pozitiv irdnydval oc szbget bezird egyenes mere-
deksége, az (x,y) ponton 4thaladé vonalelemnek nevezziik,

Ha egy adott gorbének minden pontjdban van érintdje, és ez az érintd
egyetlen pontban sem pirhuzamos az Y tengeilyel, akkor azt mondjuk,
hogy a gdrbe azokat a vonalelemeket szolgiltatja, amelyeket ugy nyeriink,
hogy az (x,y) koordinitdkkal megadott gdrbe-ponthoz a szdmhirmas har-
madik tagjaként a gorbe (x,y) pontbeli érintdjének p = tgoc  meredek-
ségét rendeljitk hozzi.

A (%) differencidlegyenlet
tehdt minden (x,y})€ T ponthoz
Y egy vonalelemet rendel (92. &bra).

A differencidlegyenlet megoldisa
. soran olyan gorbét kerestink, mely~
nek minden pontjdban van érintdje,
) és csak olyan vonalelemeket szol-
galtat, amelyek a (%) Osszefiig-
gésbil nyerhetSk.

Megforditva, legyen megadva
a sik valamely T tartoményiban
- egy gorbesereg ugy, hogy T min-
X den pontjan a gdrbeseregnek ponto-

san egy gorbéje haladjon 4at, s en-

nek az illet§ pontban az Y ten-
gellyel nem-parhuzamos érintdje legyen. Ekkor a gorbeserega T tarto-
ményban egy irdnymezGt hatiroz meg, ti. az (x,y)€ T ponthoz a gorbese-
reg e ponton 4thalad6 gorbéjének e pontbeli érintSje 4ltal megszabott irdnyt
rendeli hozzd. Az el8bbiek szerint ez az irdnymezd egy elsGrendii differen-
cidlegyenlettel egyenértékii. Mondhatjuk tehdt, hogy az emlitett kikotések-
nek eleget tevd gorbesereg egy elsbrendii differencilegyenletet hatdroz meg.

Abban a gyakori esetben, amikor a gorbesereg gorbéit

92, dbra

{1 y = f{x, c)

alakban lehet megadni, ahol a ¢ paraméter értéke a gbrhesereg egyes
‘gdrbéin illands, de gbrbérdl gorbére viltozd, a gbrbesereghez tartozé dif-
ferencislegyenletet ugy kaphatjuk meg, hogy az (1) egyenletet differenciil -
juk és a keletkezd
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(2) y = 1'{x,0

egyenlethbl ¢ értékeét kifejezve az (1) egyenletbe helyettesitjik.
Pl,

=% _ _c
@) . y--20 2

megadja azon parabolasereg egyenletét, melynek szimmetria-tengelye az
Y tengely, &s fokusza a (0,0) pont, mégpedig c¢ > 0 melleit az alul-
rél konvex, ¢ < 0 mellett az alulrsl konk4v paraboldkat szolgiltatja.
Tekintsika ¢ > 0 esetet. {3) -bél

y ==,
tehat y’ # 0 {feltételezésével
c=—5,
y

és igy (3) -ba behelyettesitve' x # 0 esetén

_xy X
y 2 zy’

adodik, Innen y’ -t kifejezve az x # 0 kikités figyelembevételével pl.
az x > 0 félsikra szoritkozva, amikoris ¢ > 0 miatt y’ > 0,

\,"2' P
y’=_1__+_1_i_x_.
X x

Ez tehét a vizsgilt gorbesereg differehciélegyenlete az x> 0 félsikban,
Hasonléképpen adédik, hogy az x < 0 félsikban a gbrbesereg differencisl-
egyenlete ugyanaz, mig ¢ < 0 esetébenaz x # 0 feltétel mellett

(8} differenciilegyenlete:

y,=_}’_____I_+l__
X :

Legyen most a T tartoményban két gérbesereg megadva {(amelyek az
elébbi megszoritisoknak eleget tesznek) ugy, hogy birmely (x,y)€¢ T pont-
ban az e ponton 4thaladé els8 seregbeli grbe érintje merSleges a mésodik
seregbeli gbrbe érintfjére. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a mésodik sereg az
elsdre ortogonilis, ill. hogy a méisodik sereg gorbéi az elss sereg gbrbéi-
nek ortogordlis trajekt6ridi, Pl. ha az els§ gorbesereg gorbéi egy roticié-
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mentes planparalel vektortér ekvipotencislis vonalai, akkor a vektortér
trajekiériai éppen ezeknek ortogondlis trajektorisi.

Ha ismerijiik egy girbesereg differencidlegyenletét, akkor a r4 ortogo-
nélis gorbesereg differencidlegyenlete ebbdl ugy nyerhets, hogy y' he-

lyébe - —;—, ~t irunk, hiszen az (x,y) ponton 4thaladé elsd seregbeli

gbrbe érint6jének irinytangense és az ugyanezen ponton 4thaladé mésodik
seregheli gorbe érintdjének iranytangense egymaisnak negativ reciprok ér-
tékei.

Pl. a koordindtarendszer kezdSpontjdn dthalads és az XY -sikra me-
réleges vezetd esetében, ha a tiltés a vezetS mentén egyenletesen oszlik
el, a trajekiéridk a koordindtarendszer kezdSpontjibél kiinduls és az XY
sikban fekvd félegyenesek. E trajektériasereg differencidlegyenlete

y =, x#0, y#0.

Az ortogonilis gbrbesereg differenciilegyenlete

R T A
y’ x
azaz
X =-yy
Ennek megoldisa
x2 yZ
2 ~ "z "¢

azaz

Az ortogonilis gbrbesereg (ekvipo-
tencidlis gorbesereg) tehdt (0,0) ki-
zéppontu kérsereg (93. dbra), pl. az
x>0, y>0 sikrészbena megfelelo
negyedkorivek serege,

93. §bra
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1. Exakt differencidlegyenlet

Definicié

A

(1) ' p{x,y) + aix,y) ¥y’ =0

alaku differenciilegyenletet exakt differencidlegyenletnek ﬁevezziik, ha a

sik valamely T tartominydban p{x,y) §_§_ q{x,y) folytonos fiiggvények,
q{x,y) # 0 és van olyan F(x,y) fliggvény, melyre

AT _ 9F _
ax —P(Xs_Y): ay —Q(X,Y)-

(2)

Az ilyen differencidlegyenlet megoldédsa lényegében a Fix,y) fligg-
vény meghatdrozsét kivanja. Valéban a kovetkezd tétel mondhaté ki:

Tétel

-ga; px,y) é8 aq(x,y) asikegy T tartoménydban folytonos fligg-

vények, q{x,y) # 0 T -ben és van olyan F{x,y) fiiggvény T -ben,

IdF aF
melyre 2 x = p, 2y = g, akkor az

pix,y) + ax,y) y =0

exakt differencié.legyeﬁiet iltaldnos megoldﬁsa az

@) Fx,yy = ¢

egyenletbfl, ahol ¢ 4llanddt jelent, y -nak x figgvényeként torténg
kifejezésével nyerhets. Ha (xo,yo)e T, akkor az yix o) =Y, kez-

deti feltételt az (1) egyenletnek egy és csak egy megoldésa elégiti ki, és-

pedig az, amely az

F{x,y) = F(Xg¥o)

képletb(’ii ad6dik y -nak x fﬁggvén&ekéht torténd kifejezésével,
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Bizonyitds

Tegyiik fel eldszor, hogy y g{x) valamely a < x < b interval-
lumban megoldésa az (1) egyenletnek, és hogy az y = g(x) fiiggvény
gorbéje a < x < b eseténa T tartominyban fekszik, Ekkor a <x<bh .
mellett . :

P(x,8(x) + ax,g() g &) = 0,

tehat (2) -re valé tekintetitel

2F(x,y) 9F(x,y) v on . AF X, g(x)
+ ay g (X) - dx - 9,
(x, g(x)) (x, 8{x))
ahomman
Fx,gkx) =

(c 4lland6) adédik, Az y = g(x) fiiggvény tehdt csakugyana (3) egyen-
letbdl nyerhetd y -nak x fliggvényeként torténd kifejezésével. |

Megforditva, ha y = g(x) olyan, az (a,b) intervallumban értelme-
zett folytonos fiiggvény, mely a ¢ 4llandé valamilyen ériéke mellett ele-
get tesz az

Fx, g(x) =
egyenletnek, s melyre az y = g(x) fiiggvény gorbéje a < x < b esetén

a T tartoményba esik, akkor az implicit fiiggvényekr8l sz6l6 tétel (Ma-
tematika I/2, jegyzet 35. fejezet) értelmében - amely tétel

—g—;— = ¢ # 0. miatt alkalmazhaté - y = g(x) differenciilhat6 ai {a,b)
intervallumban és
dF (5, g(x) _ [9F(x,y)] . | 2FEy) ' o
(x, 2(x)) x, g(x))
= pix, gx)) +  qx,8) g’ x =0,

ugyhogy y = g{x) megolddsa az (1) egyenletnek,

Ha (xo,yo)é T, akkor az v =¥, kezdeti feltételt kielégits
megoldasra vonatkozéan a ¢ 4llandé értéke nyilvan csak F(xo, ¥ 0) le-
het; viszont ismét az implicit filggvényekrdl sz6l6 tétel alapjan megadhaté
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az X helynek olyan {a,b) kdrnyezete, hogy az (a,b) intervallumban

egy és csak egy y = g(x) folytonos fiiggvény van, melyre g(xo) = Yoo
amely kielégiti az

F(x,8(2) = F(x_,7,)

egyenletet és melyre az y = g(x) fiiggvény gorbéje a <x < b esetén

T -be esik. Az el0z0k szerint az igy nyert y = g(x) fiiggvény szolgil-
tatja az (1) egyenletnek egyeflen olyan megolddsét, amely az y(xo) =Y,

kezdeti feltételt kielégiti,

Az (1) differencidlegyenlet exaktsiginak megvizsgilisdra a 4, feje-
zet d} alatti eredményei alapjan az al4bbi tételben foglalt kritériumot szok-
tuk hasznéini:

Tétel

Ha px,y) €8 alx,y) a2 T tartoméinyban folytonos elsGrendii par-~
cidlis derivdltakkal bir, akkor az (1) egyenlet exakt voltihoz sziikséges
a

Ipx,y) _ _249&,¥)
a2y ax

egyenldség teljesiilése. Ha T egyszeresen osszefiiggl, akkor ez a fel-
tétel (a q(x,y) # 0 kikbtéssel egyiitt) elégséges is ahhoz, hogy (1)
exakt differenciilegyenlet legyen.

Pl, az
X+y+E-yy =0 oy £ x)

differencidlegyenlet exakt, mertaz y >=x ill. y < x félsikokban

i@ﬁz)_=1’ 2y _
9y ax

Keresniink kell tehéf olyan F(x,y) {fliggvényt, melyre

aF
D oy,

2F
=t -y,
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Pl, az x>y félsikban (94. dbra)

=,
Fix,y) = / (x+y)dx + (x -ydy =
1,0
X
= / x dx + _——;—-
1

94, dbra
Di.fferehciéiegrenletijnk megold4sai az x > y félsikban tehédt az

2
X
ot X -

y =X - VZXZ—ZC

explicit alakban irhat6k fel, Az ‘x <y félsikbana differencidlegyenlet-
megold4sit implicit alakban az elGbbivel megegyezl fiiggvény, explicit

alakban azonban az
y=x+ V sz - 2C

(o)

B
2 =€

i,

filgzvény adja meg,
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Specidlisan pl, az y(1) = 0 kezdeti feltételt kielégitl megold4s (az.
x >y félsikban, az (1,0) ponton dthaladd integrilgtrbe egyenlete) igy
nyerhet8 (xx) -bél

; +0-0=C¢C,
vagyis 5
y=x-¥V2x ~1

a keresett partikularis megoldds explicit alakban. Teljesen hasonlé ckosko-
d4ssal nyerhet§, hogy az  vy(-1) = 0 kezdeti feltételt kielégitd megoldas

;F=x+ 2x2 - 1.
Keressiik a 2
2x ¥y - 2X ,
2 T 3 V=0

differenciilegyenlet megolddsit az

¥y > 2x2 tartoményban (95. &bra).
Ezen egyszeresen dsszefiiggl tar-
rtoményban y' egyitthatéja nem

tinik el, 2 pXx,y) = —2-}2-5— és

y
. 2
y - 2x N
qx,y = 3 fiiggvények
y
folytonosak, s6t, differencidlha-
tok,

=y

3p _ 4x dq

2y 8  9x °
v 95. sbra

a differenciflegyenlet teh4t exakt. _

Megoldésshoz a F(x,y) figgvényt az dbrin jelzett ut mentén integrailva

a kovetkezOképpen juthatunk: - '

x,y) PN/ X
2 -2 :
F(x,y):/ ( 2 ax o+ L @):fﬂg—+/—2§ dx =
y y y y
(0, 1) ) 1 0

1 X
— 4. x
,+‘1+2 .

y y
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A differencidlegyenlet megoldisa tehét az

X 1

Z_y - ¢
ilt, a

o::y2 +y - xz =0
egyenl8séghcl y kifejezésével adadik (itt ¢ -vel atoszthatunk, mert

¢ # 0, hiszen a fentibfl ¢ = 0 esetén y = x2 addodna és ez a gorbe

nem halad a vizsgélt' y> 2 x2 tartoményban):

15 V1 + dex?

-2c

(rex) y =

Vizsgiljuk meg, hogy az y > 2x2 tartoményban ¢ milyen értékeket
vehet fel és  (uxx) -ban a négyzetgytkos kifejezés milyen elSjellel allhat,
Mivel a vizsgélt tartoméanyban

{peexx) 1+ V1+4cx N 2

2
-2¢c *

c > 0 esetén adédik, hogy

+1

-1

Vi+4cx® > 4cx2,
V1+4cx2 > 1+4c:x2

ill. a rovidebb 1 + 4cx2 =u jeloléssel

FVYu>u,

ami u> 1 folytin nem &llhat, Igy tehdta ¢ > 0 esetet ki kell z4rnunk,

+1

¢ <0 esetén (menw)} -bdl

-1 I—Vl + 4cx2< 4cx2,

FV1+ 4cx2< 1+4cx2

ili,

addédik, vagyis a rovidebb 1 + 4cx2 = v jeloléssel
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+ v <.

Mivel 0 < v <1 a baloldalon csak a negativ elGjel allhat (yv < v ese-
tén ugyanis v > 1, esetiinkben pedig 0 < v < 1), és igy a differencisl-

egyenlet megolddsa az y > 2x2 tartoméanyban

-1 - V1+4uc:x2

2¢ !

y = c<O.

Pl. a (0,2) ponton 4thaladé integralgdrbe egyenlete (az y(0) = 2 kez~
deti feltételt kielégitS fliggvény)

-1 -1 . 1
2= %0 . azaz 4c= -2, c=- 5

folytdn '
y=1 +V1 - 2x2.

Az aldbbiakban az exakt differencidlegyenletek osztélyénak fontos kép-
viselGivel ismerkediink meg.

II, Valtozok szétvilasztasival megoldhatd differenciilegyenletek

Definicié

Ha p(x) az a<x <b & q@) 2a ¢ <y <d intervallumban
folytonos filggvény, és q(y) # 0, akkor a

afy)

4) p) =q@) y', . ¥y =+p)

differencidlegyenletet a viltozok szétvilasztisival megoldhaté differencisl-
egyenletnek nevezziik,
A tett feltevések mellett valéban

P&} - gy =0

a T= { xy: a<x<b, e<y<d } négyszog-tartoméanyban értel-
mezett exakt differencidlegyenlet, Ha ui. a p(x) fiiggvénynek egy (a,b)
intervallumbeli primitiv fliggvényét P(x) -szel, qy) -nak egy (c,d)
intervallumbeli primitiv fiiggvényét pedig Q(y) -nal jeloljiik, az
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Fx,y) = P(x) - Q)

fiiggvény eleget tesz a vizsgilt négyszog-tartoményban a

Ci
5 = '@ = px),

dF , _
3y = - Q' (y = -ay)

osszefiiggéseknek, Ennélfogva a (4): differenciilegyenlet megolddsai az

Fix,y) = C,
s
' PE - Q) =
azaz
Px) = Qy) + C

implicit alakban adhaték meg. Utébbi 6sszefﬁggésﬁqket azonban még igy is
felirhatjuk:

f px} dx = f a{yMdy.

Explicit alakban a megoldds ezen egyenlGséghél nyerheto ¥y -nak x fﬁgg—
vényeként tirténd kifejezésével.

a<x < b, ¢« Y, <d eseténa (4) differenciilegyenlet y(xo)---y0
kezdeti feltételt kielégitl egyetlen megolddsa az

F@x,y) = Fx Yo

azay

P(X) - Q) = Px) - QU,)
ilt,

P} - Pxy) = Qly) - Q@)
tehit az

X y ‘

/ p(g)ay =/ a() dy

X Yy .

o 0

egyenlethCl adédik, y - nak x fliggvényeként térténd kifejezésével.
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Eredménylinket igy foglalhatjuk 6ssze:
A
ay) v’ = p()

differencidlegyenletet a
gy _
q(y) dx - p(x)

alakban irva szabad formé4lisan dtszorcznunk dx -szel:

q(y) dy = p(x) dx,

majd mindkét oldalt integrilni:

/ a(y) dy = [ p(x) dx,
iil,

N X
/q(rq}d'q =/p(f)df,_
y0 xo

ha nem az 4ltal4nos, hanem az y(xo) = yo kezdeti feltételt kielégits par-

tikuldris megolddst keressiik.

Ezt az eljirist nevezik a viltozdk szétvilasztissnak.
Pl. az

1+y% +xyy =0 C A0, Y E0)

differenciflegyenlet megoldfisa a ktivef.kezé’képpen torténhetik:

2 dy :
Ly =y gl
9£=__.Z_ dy x#0, 1+,y2# 0),
X . 2
i+y
/g=_/~x_dy+c,
X 2
1+y
ln]xl=-_;‘ 111(}"'3’2)""0’

—--;-ln(1+y2)+c
e =

I
[}
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B | =

=e® 1+yd .
Immen y -t explicit alakban kdnnyii megadni:

2 2¢c 1
Lty =e” —5
X

vagyisaz y> 0 x>0, ilI. y>0 x< 0 {artominyokban

az y<0, x>0 & y<0, x<0 tartominyokban

ahol a megolddasokban az e’ dllanddt egyszeriiség kedvéért C -vel je-
16ltiik. Egyszeriibben jutottunk volna el ugyanerre az eredményre, ha az
integralisnil ad6dé ¢ 4llandét rgtdn In ¢ alakban irtuk volna. Ezt
a jeldlést gyakran haszniljuk,

Hatirozzuk meg az

¥ = 2xy

differencidlegyenlet y(1) = 2 kezdeti feltételt kielégits megoldasat.

Feladatunkat ugy is megoldhatndnk, hogy el8szor a differencislegyen-
let dltaldnos megolddsit szdmitjuk ki, majd az ebben szerepld 4llandé spe-
cidlis megvélaszidsival irjuk fel a keresett partikuldris megoldist. Ehe-
lyett azonban a véltozdk szétvilasztdsa utdn mindjirt hatdrozott integrilo-
kat szamitva: '

_dy._=2xdx,
y
A X
d
| - [ e ag,
2 i

1ny—1n2=x2—1,-
2
Iny=x -1+In2,
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x2—1+ln2 x2—11n2
=e e e .

azaz

_2 g
¥ ="

a keresett partikuldris megoldas.

Igen sok fizikai feladat vezet szétvilaszthatd valtozéju elsGrendii diffe-
rencidlegyenletre. P,

Mivel az- m tOmegii radioaktiv test At idd alatt szétsugarzott
Am anyagmennyisége kicsiny At esetén jo kdzelitéssel ardnyos m-
mel és At -vel:

. Am
Am 2z - k mAt, lu'At ~ -km,

At —=>0 esetén a kovetkezd 'differenciélegyenletre jutunk:

d
dt = -k m.

Haa t =0 npillanatban m = m _, akkor ennek a differencislegyen-
]
letnek megoldésa:

m t
/—din—=-.k/dt,
m
m ' 0
o
Inm-Inm = -kt
ln-—@-=—kt,
m
o
m -kt
= g7
m
o
ki
m=m e ,
0

Igen egyszerii differenciflegyenlet megolddsaként adédik a sorbakap-
csolt R ohmikus ellendlldst és L Onindukeiét tartalmazé dramkdrben

az dram 1 intenzitdsa. I(t) a kivetkezd differencislegyenletnek tesz
eleget: ) '
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di

L

+ RI = U,

ahol U az dramkor sarkaira kapesolt {esetleg v4ltozs) fesziiltség.

Ha U=0, é8 a t=20 pillanatbaxi I= Io (4ram kikapcsoldsa),
akkor

A

Ldt + RI = 0,
da R
T = Ldt,
I t
[ n [
I 0
[¢]
m Ll ._ B,
1 L
0
R
-2
I=IeL .
¢}

Ha U =E (4llandd) ésa t =0 pillanatban I = 0 (egyendiram be-
kapcsolésa), aklkor az eredeti differencidlegyenletbll a v4ltozék szétvilasz-
tdséaval adédik:

]
R
a -3t
azaz L



Lathat6, hogy I aszimptotikusan
kozeledik kikapesoldskor a 0 bekap-
csolfiskor az Ohm-torvény 4ltal meg- f

szabott —g‘— értékhez (96, dbra). /o]

51
Az

®) Yy =iy  &#0

b 4

alaku differencidlegyenletek a viltozdk 1
gszétvilasztisgval megoldhaté egyenle-
tekre vezethetfk vigsza, ha uj ismeret-
lenként a

xalrmy

= 4
FA % - —~

hanyadost vezetjilk be,
Ekkor ugyanis - 96, fbra
y = 2 X,

¥y =2'x + z,

ugyhogy az. (5) egyenlét igy is irhaté:
z'x +z = f(z) ,

2 = f(z) - =

- X

ill,

itt pedig a véltozék szétvalaszthatok,

Az (5) tipusu differenciilegyenleteket szokds homogén differen-
cidlegyenleteknek is nevezni, mivel itt y* az y és =x -nek un.
0-adfoku homogén fiiggvénye. (Altaliban azt mondjuk, hogy az n -vil-
tozds f(xl, Kpseees xn) fiiggvény m -ed foku homogén fiiggvénye az

L STEITRRTIS viltozdknak, ha

1
3
¢
|
|
I
I
i
L]
I
|
! . o .
l B0, Bpe s ) = £ 100X )
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Pl, , ;
Milyen merididngorbével kell késziteni a forgési feliilet alaku titkrot,
hogy a tengelyével parhuzamos sugarakat egy pontban gyiijtse Hssze? (A
' gbmbtilkdr ezt csak kizeliten
teszi meg.)

y Tekintsiik a tikdr kereszt-
metszetét, x ~tengelynek
vélasszuk a tiikdr tengelyét,
SRV - kezdSpontnak azt a pontot,
amelybe a tiiktr az x -ten-
gellyel parhuzamos sugara-
kat Gsszegyiijti. A 97, dbra
jeltléseivel

\

tgx =y, o+1i =—’2‘—,i=r.

S

tgfﬁ=-'§—, B+i+r=N,

tehat
T
o abra /5=/L-21=r¢-2(—5— -ot) = 20,
tgﬂ=tg20(=—2—tg—(~x—
1-tg o

vagyis

Yy’z + ZXy’ -¥= 0,
és ezt az egyenletet y' -re megoldva

. _2;;1 V4x2 +4y2 = —xiux.;?' +y2

y = 2y y

Nyilvénval6, hogy x> 0, y >0 mellett y’> 0, tehdt a fenti kifeje-
zéshen a négyzetgytk pozitiv elSjellel veends, s igy a kivetkezs differen-
cialegyenletre jutunk: .

© =202 -



Mivel ez a differenciilegyenlet az (5) tipusba tartozik, bevezetve a

z=—L
X
V1+zz—1

Z

viltozot a

z'x +z =

szétvalaszthatd valtozdju differencidlegyenletre jutunk. Ennek megelddsa

Sy = V‘1+zz-1—z2
z

Z'X

z dz ___/dx
- \f1+z2-1-z2 X

A baloldali integril kiszamitdsdra alkalmazzuk az u =Y1+z helyette-

sitést (ekkor uz =1+ z2, tehit u du = z dz):

z dz - udu _ fdu _ du__1 L
1+ 22 2 o /1w a1 - T meh
1+z -1-z u-u

(az abszolut érték jelét azért hagyhattuk el a kiintegrdldsnil, mert u> 1,
s igy u-1> 0), tehataz u helyébe visszahelyettesitve V1 + 7% -ct a
differencialegyenlet megoldisa:

-~ In(¥Y1+z°-1)=lnx+lnc

azaz 1
ln———**—-—é-——=1n Cx,
V]+z -1
és igy
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Cx + 1 = Cx X +ty

sz2 +2Cx+ 1= sz2 + Czyz,
azaz végeredményben

2
Czy = 2Cx + 1,

Ez utébbi 6sszefiiggés parabola egyenletét adja meg, amelynek tenge-
lye az x -tengely, fokusza pediga (0,0} pont. A feladat megoldisa
tehat parabolikus fiikér,

Kovetkezd feladatként vizs-
giljuk meg, hogy milyen meri- y 4
disngtrbéjil forgasi feliilettel e NS X
kell a plan-konvex gyiijtGlencsét V.7 AN
hatdrolni, hogy a tengelyével
pérhuzamos sugarakat egy pont-
ba gylijtse ssze?

A koordinitarendszernek és

Wy mim e e o

a_jei'dlésglmek a 98, 4bra sze- 2] 7
rinti megvéilasztdsival
tgoc = y°, o¢:+i=——’?f )
tg 8 = _Yx_ , r=i+/.
98, dbra

A Snellius-Descartes-féle torvény
értelmében (ha a lencse anyagénak torésmutatéja n > 1)

gin i
sin r

.
n
(az optikailag siiriibb kdzeghdl 1ép ki a fény), vagyis

gin r = n sin i,
ill.
(6) sin (1 + 3} = n sin i,

Mivel azonban
1

v1+y’2 ’

. )
gin i = sin (j—o():cos(xz
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cos i=s8ino¢ = ,
y 2

Q
[w)
n
ey
i
B

)

sinff =

{6)-bol az addicids képletet alkalmazva adédik:

J_
n 1 _ 1 1 + v’ X
:2 - :2 2 ,2 2 4
V1+y V1+y v1+L2__ V1+y v1+_y_2_
X X

azaz

2
n“1+—z-=1+y’ —L
XZ X

n 1+—12——-1

x=
¥
X

E differenciilegyenlet a most vizggilt (5) tipusba tartozik, Bevezetive a
Z = —i— viltozot

nu1+z2_—1—z2

2z

zdz i} / dx
n V 1+ z2 —1-z2 X
adédik. A baloldali integréltaz u =1+ 22 helyettesitéssel szdmitjuk
ki: '
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z 4z / u du =/ du = - In m-u
nV1+zz—l—z2 nu.—u2 n-u

2
m-u>0, ha y -nakkis értékeire, tehit u = v 1 +‘{:2— -nek 1 -hez

kiizeli értékeire szoritkozunk). Differenciidlegyenletiink megoldisa tehat

2
-In(n-Yi+z ) =In Cx,

azaz
L = Cx,
n - l-f-z2
: 3
1=Cxn-Cx || 1+ l—2~,
X
2
Cnx -1=Cx |1+ —X-z— .
X
c®?® - 2omx + 1= C5F + O,
ill,

2
‘Cz(nz—l)x2 - Czy - 2Cnx +1 =0,

Ezt az egyenletet 4trendezve, a teljes négyzetté vald kiegészités mad-
szerét alkalmazva

- 2 2
{c nz—lx-—"—?—'—} -Czyz=—12‘—-1=:21 ,
n&-—l n -1 n -1
i
. o
(c @®-1x-n)" - -y° = 1,
azaz

2,
Cz(n2 - 1)2 (x - ——112-——) - C&(nz-l) Yz =1
Cin -1)

adsdik, L4thaté, hogy ez hiperbola egyenlete, melynek kizéppontja az

( —— ., 0) pont, valés és képzetes tengelyeaz y = 0 és x = nz
Cn"-1) Cn®-1)
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egyenesekre esik, a féltengelyek

hossza a = 1 b= L
C(nz—l) C\gz—l
~
s igy a ibkusztivolsig Uaz +b2 =

= ‘/ 1 -+ 1 =
Cz(nz-l)2 Cz(nz—l)

___" 1L+n -1 - n
Cz(nz—-l)2 C{nz—l)

A hiperbola egyik fékusza tehit a
(0,0), a miésik pediga

2n
C(n2 -1

(99, abra),
Feladatunk megolddsénak értelmében tehit a lencsét {kétkopenyii) for-
gési hiperboloidnak kell hatdrolnia,
" Megemlitiink még néhiny olyan differencislegyenlet-tipust, amely egy-
szerl helyettesitéssel szétvilaszthaté viltozéju differencislegyenletre ve-
zethetd vissza:

L 4

{ , 0) pontba esik 99, dbra

1° y* =fax + by + ¢), a,b,c sllandék, b # o.
Az . )
u=ax + by + ¢

helyettesitést alkalmazva, mivel

u =a+ by,

ide y* = f(u) értékét behelyettesitve az
u’ = a + bf(u) (b # 0

szétvalaszthaté valtozéju differencislegyenletre jutunk. Ezt megoldva, majd
visszahelyettesitve u = ax + by + ¢ értékét az 1° differencislegyenlet
megolddsara jutunk, '

Az el8bb kizért b= 0 eseténaz 1° differencidlegyenlet kbzvetlen
integralsssal megoldhats.

Pl. az . '

Y o=simx+y)  (k<y<— - %)
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differencislegyenletet igy oldhatjuk meg:

us=x+y,
w=1+y,
azaz
u’ =1+ sin u, {sin u # -1, mivel 0 <u< '—;-)
o,
1+ sinu

vagyis a jobboldalon az integraldst elvégezve, a baloldalon az integrandusz
szamliléjat és nevezGjét 1 - sin u -val beszorozva (1 -sin u # 0), E

mert 0 <u< —’;-)

1l -s8inu 1 sin u n 1
x—/——--—'.2 du—/\ > 2)du—i:gu-cosu+c,
I ~sinu cos u cos u

és igy a differencidlegyenlet megoldisa

1
X =BE+y) - cos{x+y) + e
20 Az
y ax +by +c
y h (dx +ey+f§ )
differencislegyenlettel eloszor abban a specidlis esetben foglalkozunk,
amikor
a b
(1) d o £0.

Ezen feltétel mellett ¢ = f = 0 eseién a differencidlegyenlet éppen
{5) tipusu homogén egyenlet. Az dltaldnos esetben x helyett alkal-
mas uj u fiiggetlen vdltozdt, y helyett pedig alkalmas uj v fligg--
vényt vezetiink be ugy, hogy ezenuj v(u) fiiggvényre nézve a diffe~ :
reucidlegyenlet mar (5) tipusu egyenletbe menjen 4t, Legyen tehédt

(8) X=1u+p, y=v+gq,

ahol p és gq olyan, hogy
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ap+ bg+c=20
0

dp +eq+ £

(p és q tehdtaz ax+by+c=0, dx+ey+f=0 egyenletrend-
szer (T) értelmében létezd egyetlen megolddsa; a (8) lineéris .
transzformdécidval a koordinatarendszer kezddpontjit az ax + by +c= 0
és dx+tey+f=0 egyenesek x =p, y =g metszéspontjiba tol-

: dy _ _dv < e ;
tuk el), Mivel = - an’ az eredeti differenciidlegyenlet a (8)
transzformécidval a

dv - ,au+bv+a.p+bq+c‘_

du ‘du+ev+dp+eq+f’
au + bv a+b%
=h(du+ev) =h vj
d+e*u—

I
|

1

1

{

|

]

]

]

|

{

|

1

|

i

1

i

i

1

1

3

f

{

i

I

|

I

I

I

I

I

I

i

|

I (5) tipusu egyenletbe megy 4t, és forditva, ezen utéhbi egyenlet min-
: den megold4sib6l (8) alapjin az eredeti differencislegyenlet megol-
I disdra jutunk,

I

| Ha

! a b
; (%) =0, azaz ae = bd
! d e
1
L]
L]
i
]
t
t
|
I
I
t
i
]
{
i
i
f
!
i
i
¥
/
i
1
i
]
1
1
)
i
1

és b=e =40, akkora 2° differenciilegyenlet kizvetlenill integ-
rélissal megoldhat6, Hapl. e # 0, akkor ujismeretlenként a

(10} v=dx +ey +f

viltoz6t vezetve be (((1;; =d+e —%) az eredeti differencisl-

egyenlet szétvilaszthaté viltozdju differencidlegyenletbe megy 4t:

P - A

dx dx
d+eh(ax+!_31+c _d+eh,aex+b£y+ce\ _

il

dx+ey +f’ ‘e{dx +ey +1) |
_ bdx +bey + bf - bf +ce .
=d+eh( e(dx +ey + f) r=
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=d+_eh(bv—eb‘f+ce)

(az atalakitisok sordn felhaszniliuk, hogy ae = bd). Meg‘forditx?’a,_
az utébbi egyenlet minden megold4s4bél (10) alapjsn az eredeti 2
differencidlegyenlet megolddsara jutunk, Ha b # 0, akkor a h(‘,l_v) =

= j(w) helyetiesitést alkalmazzuk és az eredeti differencislegyenlet-

b8l igy adédé
s _ L dxtey+{
y _J(ax+by+g

differencidlegyenlet megoldasira alkalmazzuk az elGbbi okoskodést,

IV, Multiplikitor (integrilé tényezd)

A p@x +aly)y =0 {aty) # 0), il

. 1

(11) y px) )

tipusu differencidlegyenleteket a viltozck szétvilasztisival megoldhaté dif-
ferencidlegyenletelmek neveztitk. A (11) differencislegyenlet nem exakt,
exakitd csaka q(y) # 0 tényezSvel vald végigszorzas utdn valik, Felve-
t0dik tehat az a kérdés, hogy valamely nem- exakt differencidlegyenlet
esetében lehet-e olyan fliggvényt taldini, amellyel a differencidlegyenletet
beszorozva az exakttd vilik, és ha igen, hogy lehet ezt a fiiggvényt megha~
tarozni, )

Definicid

Legven egy H tartomé.nyban megadva a

(12) p(%,3) + qx, )y’ = 0

differencidlegyenlet, Ha M(x,y) olyan H -ban el nem tInf folytonos
fliggvény, melyre az

13  MENPE,Y) + MEyaxyy =0

differencidlegyenlet exakt, akkor -M(x, ‘y)'iig,('lz) differencidlegyenlet
egy multiplikdfordnak (vagy integralé ténygz:’jjéneld nevezzilka H tarto-
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A multiplikitor meghatirozésira a kvetkez6 tétel mondhaté ki:

Tétel

Ha egy egyszeresen Usszefliggé T tartomdnyban p(x,y) és q(x,y)
folytonos parciflis deriviltakkal rendelkezd fiigevények, T -ben
ax,y) # 0, akkor a tartoményban az ugyancsak folytonos elsGrendii par-
cidlis deriviltakkal rendelkezd és el nem tiin M(x,y) filggvény akkor és
csak akkor multiplikitora a (12) differencidlegyenleinek, ha kielégiti a

g 2MEW Lo AMEY) 0o gy (QREIL
Jy dx 2y
dax,y ., _
- 9 ) =0
X

parcidlis differencié.legyenlétet.

A tétel 4llitdsa kbnnyen adédik, hiszen az exakt differenciilegyenlet
téirgyaldsanal kimondott téiel értelmében az M(x,yJ) multiplikitorral
heszorzott (13) differenciilegyeniet exakt,, ha

M, p&x,¥)  _ _F M, ¥)q(x,¥))

Ay 2 x

{fahol T -bena M, p, q {fiiggvényekre a tételben kimondott feltételek
teljesiilnek). Ezen Osszefiiggéshil a multiplikator parcislis differencisl-
egyenlete kizvetleniil adédik. '

Parcidlis differenciflegyenletek megolddsa a kézonséges differencisl-
egyenletek megoldds4nidl lényegesen nehezebb feladat, igy mi az aldbbiak-
ban csak azzal az egyszerii specislis esettel fogunk foglalkozni, amikor a
(12) differencidlegyenlet egyviltoz6s M(x), ill. M(y) multiplikdtor-
ral exakitd tehetd,

1° M= M(x) esetében a multiplikdtor differencidlegyenlete (14) -
bal:
_aM Ip _32q, _
= eF M (9 y _9-%(_) 0
azaz
2p. _ _dq
1 dM _ _ 9y 2 x
M  dx q
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és itt a jobboldal nem fiigghet y -t6l. E differencidlegyenletet megoldva

ill.

adédik (2 differencislegyenlet integréldsa sordn azért nem irtuk kia ¢ al-
landét, mert nem célunk az tsszes multiplikitor kiszdmitésa, elegendt a
(12) egyenletnek csupén egy alkalmas multiplikitorat meghataroznunk),

2° M= M(y) esetében a multiplikdtor differencidlegyenlete

W w22 o,

dy dy Ix
azaz
op 2
1 dvm _ 2y Zx
M dy p

és itt a jobboldal nem fiigghet x -t8l (p{x,y) # 0). E differencidlegyen-
letet megoldva az elSbbiekhez hasonléan a multiplikdtorra

29 9p, 1
.[(Qx Qy)pdy
M=c

adédik.
Osszefoglalva eredményeinket a kivetkezd mondhaté:

Ha valamely egyszeresen Osszefiiggd T tartoményban p(x,y) é&s
q(x,y) folytonos elsSrendil parcislis deriviltakkal biré fliggvények,

2
aon #0 94 BL e (GE-2L L nomtigg v -tol,

akkor M = M(x) multiplikitorral, mig - t%% -%‘}1{—) —11)— x ~t6l

valé fiiggetlensége esetén (ekkor persze még fel kell tenni, hogy p # 0
M = M(y) multiplikdtorral a

pE,Y) + qx,yy =0

differencislegyenlet exakitd tehetS. Az
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Mp+Mqy' =10
exakt differenciélegyenlet megolddsa a korabban mar részletezett médon
torténik, és mivel M # 0, az utdbbi differencislegyenlet minden megol-
dédsa egyben az eredeti differencidlegyenletnek is megoldésat szolgiltatja.
Oldjuk meg példaul az aldbbi differencidlegyenleteket:
1. (2+2x-y2)—2yy’=0. iy # 0

A p=2+2-y5, q=-2y jeloléssel lathaté, hogy

- - 249 _
2y 2y 7x o,

a differencidlegyenlet tehdt nem exakt . Mivel azonban

(la - _23)

1 _
7y 9% q b

"

tehdt y -t6l nem fiigg, x -t6l fiiggl multiplikatorral a differencidlegyen-
let exakttd tehetd,

M(x)(2+2x-y2) -ME)2yy =0
exaktsfiginak feltétele:

2 (M) 9 (ME)E+2x-y2)

2x 2y :
azaz M
2y o - M2y,
dM
j M =/dx’
In M = x,
M = ex.
Az

F@2x—y?) - eXeyy’ = 0

exakt differenciflegyenlet megolddsét pl. az y > 0 félsikban keresve
a 10y, dbrin bejel6lt ut mentén integrilva adédik:
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¥ ¥ R
F{x,y) = / (ex(2+2x7—y2)dx—eX2ydy) = / -2ydy + / ex(2+2x-y2)dx=
1 0

0.1
= L, = - yzex+2xex+1.

A differenciflegyenlet megolddsa te-

Y1 hét
Xyl
e e
-yzex + 2x¢.=,}S + 1 =¢c,
4
azaz (y > 0)
g1
X 22X
- 2x¢ = ye =C,
X
y = \} 2x - Ce_X.
Az y < 0 félsikban megoldisként

100, sbra ‘/__——_x
y=-¥2x - Ke

adédik,
2, Az 2
i 2 2
Ty Y =0 ¢ X £ 1 y#o0
: R 2 1 |
differenciilegyenletnéla p = x, gq = —y— -y + ? jeldléssel

2p _, 249 _ 2
gy H ax y b

dﬁferenciﬁlegyenletﬁnk tehdt nem exakt, Mivel azonban

_2p__2 % 1_2

2 y dx p ¥y
flem flige x -t6l, az X # 0, y # 0, yz - x2 # 1 Osszefiiggéseknek
elegettevl valamely egyszeresen dsszefilggl tartomanyban y -t6l fliggd

multiplikdtorral a differenciflegyenlet exaktti tehetl.
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2
M(y) x + M(y) (%:‘-y+—)y =0

exaktsiginak {feltétele:

2
1
IMWE— -y +
2 yxy _ MO vy
2y d x ’
azaz
X dM  _ M 2x ,
dy y
aM _ [ 2
M _/ y dYs
InM=2Inhy=Iny,
M= y2.
A differenciglegyenlet megolda- 72 5

sa tehiatpl. az x> 0,

0< y< \! 1+x2 egyszeresen
vsszefliggd tartomanyban (101,
4bra) megegyezik az exakt

2 2 3
Xy +Eyyy =0

differencidlegyenlet megoldés 4~ , -
val, Ezt a 101, dbrin bejelSlt '
ut mentén integralva adddik: ’ 7

&) 101, ébré
2 2 3
Fix,y) = ] (xy dx + x"y-y +y)dy) =
{1,1)
X ¥, "
= / xdx + / (xzy—y3+y)dy = .=
1 1
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- Xy _ ¥y , ¥y _ _3
2 4

H

a differencidlegyenlet megolddsa tehdt implicit alakban:

4 2 .
—%-—%(1+x)=c.

V. ElsSrendii linedris differencislegyenlet

Az elsGrendii linedris differencislegyenletek dltaldnos alakja:

(15} afx) y’ + bx) y = i),

ahol valamely o¢ < x < B intervallumban afx,) b(x), f(x) folytonos
fiiggvények, és a(x) # 0.

A (15) egyenlet megold4sai szoros kapesolatban 4llnak annak az egyen-
letnek a megoldésaival, melynek baloldala (15) -tel megegyez8, jobbol-
daldn azonban 0 4ll, Ezt a differencidlegyenletet nyilvan més tiiggvény
elégiti ki, jeltljlik ezért ez utdbbi differencidlegyenlet ismeretlen fiiggvé-
nyét megkiilonbbztetésiil Y(x) -szel. Az

(16) a Y’ + bx) Y =0
differenciélégyenletet a (15) inhomogén linedris differencijlegyeniethez tar-

toz6 homogén differencidlegvenletnek nevezziik,
Kimondhaté mirmost a kvetkez§ tétel:

Tétel

Haaz o<x<pf intervallumban a(x), b(x), f(x) folytonos fiigg-
vények és itt a(x) # 0, akkor o <x <f3 &s tetszdleges ¥, mel-
lett a (15) differencislegyenletnek egy és csakis egy megoldisa van, amely
az egész (o, B) intervallumban létezik. A megoldas ugy 4llithaté eld,
hogy eldszor megoldjuk & (16) homogén egyenletet, azutén pedig (15)
megoldisit y = c(x) Yl alakhan keressilk, ahol c{x) ismeretlen fligg-

vény, Y1 pedig a (16) homogén egyenletnek egy (nem azonosan zérus
,megoldésa, .
A tételben kimondott dllitdsokat a kovetkezOképpen igazolhatjuk:
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Ha y; @ (15) egyenletnek, Y pediga (16) egyenletnek meg-
olddsa, akkor y =Y + ¥y is megolddsa a (15) egyenleinek, mert

a0 (7 +y,)’ +bE(Y +y,) = [a®Y’ +bEY |+ (aty} + by, )=

= 0 + Ix).
Hasonlé egyszerii szamitdssal lathat6 be, hogy megfordiiva, ha y és ¥y

(15) -nek megoldasai, akkor Y = yy; 2 (16) homogén egyenlefnek

tesz eleget. Ezt roviden ugy szokiuk kifejezni, hogy a (15) egyenlet ¥
Altaldnos megoldisa

y=Y +y,

alakban irhatd, ahol ¥y a - (15) egyenleinek egy partikuliris megoldisa,
Y pediga (16) homogén egyenlet dltaldnos megoldasa.

A (16) egyenleinek el8sz8r pozitiv megolddsait keressiik,
Mivel a (16) egyenlet a(x) # 0 folytdn

Y’ = .E(.}EL Y
a(x)
alakban irhatd, az o< x <ff , 0 <Y < +oo iartoméinyban alkal-

mazhatjuk ré a viltozdk szétvilasztdsinak médszerét:

dY _  _b(x)
Y T a® dx,
1nY=—/—M§)— dx +Inc © > 0),
a(x)
és igy j b{x)
a(x)
Y’ =
szolgéltatja (16) megolddsaitaz o <x <2 , 0 <Y <+ 00 tarto-

ményban. Ezek a megolddsok az egész (o, 3) intervallumban értelmez-
ve vannak, kielégitik (16) -ot és nem tiinnek el.

Jeltlje most ¥, a (16) homogén differenciilegyenletnek egy
(¢, 3} -ban sehol e} nem tiinS megolddsat, pl. az elébb nyert megolddsok
valamelyikét., Y, # 0 folytdna (15) inhomogén differencislegyenlet
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megoldasst kereshetjik y = c(x)Y. alakban, ahol c(x) egyelSre is-
meretlen fliggvény, Behelye_ttesitve {15) -be addadik:

a®) [’ (Y, + c(x)Y’IJ + bix)e (1) ¥, = £(x),

ill.
a(®)e’ (Y, + [a(x)Y’l + b(x)Yl] cx) = f(x),

vagyis
a(x)Y’1 + b(x)Yl = 0, miaft a(x)c’ (X)Y1 = f(x)

a {16) egyenletnek megolddsa), Az utébbi egyenletbdl
1 !

, _ f(x)
MY S

és feltevéseink értelmében az ezen egyenlSség jobboldalan 4116 fiiggvény az
egész (o, f3) intervallumban folytonos, vagyis az utébbi sszefliggésbil
c(x) integriliassal meghatirozhaté. Ilyen médon Y; ismeretében kiny-
nyen eldéllithatjuk (15) -nek egy (vagy akédrhany) partikuliris megolddsat.
A most elvégzett szdmitds az f£{(x) = 0 speciflis esetben azt mutat-
ja, hogy a (16} homogén differenciilegyenlet minden megoldssa
Y = e(x)Y; alaku, ahol ¢’(x) = 0, vagyis co(x) 4lland6. Ha tehdt a
valtozok szatvilasztisanak modszerével meghatiroztuk a (16) homogén
differencidlegyenletnek egy {occ, 3 ) -ban el nem tiing Yl megoldisit,
akkor (16) 4ltalinos megoldisaaz oc<x < , -00<KY < %+oo

tartoményban

Y =¢cY

ahol c¢ tetszflegés 4llandé

Ezutdn (15} -nek egy ¥y partikuldris megolddsét

¥ = ol Y,

alakban kereshetjiik (mivel itt a homogén egyenlet ltaldnos megolddsiban
szerepld 4lland6 helyébe irtunk egy ismeretlen filggvényt, az eljarast az
"4lland6 varidldsa" médszerének nevezik).

Végiil is (15) 4dltaldnos megolddsa:

| y = ch +y 1 :
alakban adédik.
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Az x=x_  helyhez ( x<x < A) tetsz8leges y, kezdeti -
értéket eldirva, Yl(xo) # 0 miatt meghatdrozhatéa ¢ 4llandé (egyfé-

leképpen) ugy, hogy a megoldds az X = Xpo Y=Y, kezdeti feltételt is
kielégitse. :
Megjegyezzilk még, hogy az elGbb elmondottakbsl kévetkezik, hogy a
(16) homogén differencidlegyenletnek minden megoldisa vagy azonosan el-
tinik (x,B) -ban (ti.” ¢ = 0 esetén), vagy seholsem tiinikel («x,3)
ban {ti. ha ¢ # 0).
Példiul az

(17) 1+ Xz)y’ -2xy = {1 +x2)2 (1 +x2 # 0)

differencislegyenletet igy oldhatjuk meg: a megfelel§ homogén differencisl
egyenlet

s (1+x9Y° - 2xY = 0,

ahonnan :

ay_ 2X

/ Y 5 X
. 1+x
. 2 2,
InY =In(l+x) +Inc=Inc(l+x),
Y =e¢(l +x2).

Az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuié.ris megoeldigat az Allandé
- varisldsival az

y, = e@)(l +ix)
alakban keressiik. Derivélva és behelyettesitve a (17) egyenletbe adédik;

¢ (B +x92 + cf2x(l +x0) - 2xe()(L +x3) - 1 +x32,

aAzZazZ

@ +xD) = 1+,
¢’ =1,
cx) =X

(az integriciés 4lland6t azért nem irtuk ki, mert csak egy alkalmas c¢{x)
fliggvényt keresiink}, a (17) egyenlet keresett partikuldris megoldésa
tehit : .
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yl = x(1 +x2),

vagyis (17) é&ltaldnos megolddsa

y=Y +y1 = c(1+x2) +1i(1+x2) .

Sorbakapcsolt R ohmikus ellen4lldst 6s L onindukeiét tartalmazé
dramkdrre U = E sin wt viltéfesziiltséget kapesolva az I sraminten~
zitds a kovetkezd differencislegyenletnek tesz eleget:

(19) L—édtl-+RI=Esmwt.
Keresstik ennek a homogén linedris differencidlegyenletnek I{0) = I0
kezdeti feltételt kielégitd megoldssit.

A (19) egyenletnek megfelelS homogén

dy
—_— F -
L dat R Y 0

egyenlet megold4séval kordbban mér foglalkoztunk (II):

By
Y=ce .

A (19) inhomogén eéyenlet egy partikuliris megold4sat keressilk méar-
most

By
I1 = ¢ft) e
alakban. Ekkor (19) -be behelyettesitve
. B’- t - E t - B’— t

Le'e - +Lc(t)(-%)e L' tRepe ¥ =Esinwt,

azaz R
_—]-:t
Lc'(ty e = E sin wt,
E %t '
e'(f) = 1e sin wt.

Innen
el # .
c(t)=%/eL sihwtdt=.,., =
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Bt
~ L R Lw
=E e Jsinwt-—-——-—---2 o 2 cos wt}

R2+L2w2 R +L w

Jeloljitk a sik (R, Lw ) koordinfitdikkal megadott pontjinak polirszigét
q’ -vel; ekkor

R=VR2+L2w2 cos ¢, Lw =VR2+L2UJ2 sincf,

és az elobbi képlet igy irhat6:

R
Lt 1
cit)y =E e (sinwtcosg - coswt sing) =
V2 + L2w?2

R
E t

- E eL
VR2 + L2w?2

Végiil is tehdta (19) egyenlet 4lialdnos megolddsa:

sin{wt -(70) .

BB,
I=Y+Il=ce +c(f) e =
R
-Lt E

=ce +————-sin(wt—(f)).
VR2 + 122

Az T(0) = I kezdeti feltétel miatt a fenti képletbe t = 0 -t helyettesii-
ve adédik:
0 E
I =ce + FTF—F7—7—=x sin{O-(f),
o RS + L2 wz
azaz . E .
=kt Viailge ¢
R™ + L w
ugyhogy az I(0) = I0 kezdeti feltételnek elegettevS partikuldris megoldds:

R R
-+t Lt

I =Ioe L + ssmz 5 e + Ez 2—sin(wt—q).
P R® + L2w RZ + 12w

-271 -




P

E megolddshan 14thatd, hogy az els0 kéttag t-—=+oco esetén 0 -hoz
tart; a harmadik a fesziiltségével megegyez8 frekvencidju rezgés, melynek
amplituddja a fesziiltség amplitudéjanak VR + L4%w“ -tel valé osztdsa
utjén kaphaté (litszdlagos ellendll4s) és fazishan a fesziiltséghez képest
‘ Lw
_ R °

A linedris egyenletekhez hasonléan kezelhetSk az un, Bernouilli-féle
egyenletek:

¢ -vel el van tolva, ahol tg @ =

a®) ¥’ + bx) ¥ = cfx) ¥,
Itt is eldszbr megoldjuk az
ax) Y + bix) Y =0

homogén egyenletet, azutin ennek egy megoldasit Y1 =gyel jeldlve, az

egyenlet megolddsit y = k(x) Y, alakban keressiik. A k{x) fiiggvény-

1
re a viltozok szétvilasztisival megoldhaté egyenletet nyeriink,
Példaul oldjuk meg az

(20) - y* + 2xy =’2x3y3
“egyenletet, A homogén egyenlet

Y + 2xY =0,
Ennek megolddsa:

Y = -2xY,
[ ma
1nY=-x2+1nc,
2
Y=ce»x

2
Az Y = e™  vélasztés mellett keressik a (20) differencidlegyenlet
megolddsat 2
¥ = k™
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2 2
alakban, Ekkor ¥’ =k’ (x)e_X - Zxk(x)e-}‘I

, vagyis (20) -ba behelyet-
tesitve

-xz -x2 —x2 3, 3 —3x2
k’ (x)e - 2xk{x)e + 2xk(x)e = 2x k (x)e

vagyis . 02
K () = 20K e 2 .

E differencidlegyenletet a valtozok skétvailasztissnak médszerével megold-
va . -

: 2 2
/%k— = /2:;%'2x dx = /xz @xe X ) dx =
K

tehat ' 2

A -4C=C  jeldléssel innen

2
. 2
kz - ezx

2 ?
2x2 +1+ Q_lezx

2
k() = &* 2

2 ?
2x2 +1+ Clezx

a (20 diﬂerenciéleé’yenlet megolddsa tehat

2

y= k(x)e."X - 2

2
Zx2 +1+ Cle2x
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26, Egzisztencia- és unicitisi téfelek

(1) ¥ = ixy

elsGrendii, explicit alakban megadhaté differencidlegyenletek specidlis tipu-
sainak megolddsdval foglalkoztunk 2z el8z6 fejezetben, Minden egyes tipus-
nél kiilon-kiilon a szerepl§ fiiggvényekre tett bizonyos kikstések mellett be-
1attuk, hogy egy és csakis egy olyan y{x) fiiggvény létezik, melyre vala-
mely T tartoményban y(x) = Yo ((xo,yoe T) fennill, vagyis szem-
léletesen, a vizsgilt differenciflegyenletnek egy és csakis egy olyan integ-
rélgb‘rbéjellétezik, amely dthaladaz (x ,y )€ T ponton. Ezen vizsgila-
toknél hasznilt modszerek egyszersminc‘f) a x?izsgélt differencidlegyenlet
megoldésit is szolgiltattik,

A 25, fejezet elején roviden sltaldnosségban is foglalkoztunk az (1)
differencidlegyenletekkel. Arra a megillapitisra jutottunk, hogy az (1)
differencislegyenlet egy irdnymez6t hatdroz meg, azaz minden (x,y)€T
ponthoz egy vonalelemet rendel. A differencidlegyenlet megolddsai az irdny-
mezs trajektéridival azaz olyan girbékkel szemléliethetSk, amelyek csak
(1) -b6l nyerhetd vonalelemeket szolgiltainak,

Az algbbiakban olyan tételeket fogunk kimondani és bebizonyitani, ame-
lyek egyrészt biztositani fogjdk azt, hogy az (1) differencidlegyenletnek
létezzék az " (x ,y )€ T ponton 4thalads integralgtrbéje (egzisztencia-
tétel), méS’rész(% biztositani fogjék, hogy az (x_,y)€T ponton (1) -nek
csak egy integralgbrbéje haladjon 4t (unicitési—t%tel). Az unicitds kérdésé-
. nek vizsgilata fE?leg fizi_kai‘* folyamatok leiraséra szolgdl differencidlegyen-
i I,et"ék megold4dgandl igen fontos, hiszen ezek biztositjdk a megoldss egyértel-

‘miiségét. Az ilyen irdnyu elméleti vizdégilatok egyben az (1) differencidl-
egyenlet (x ,y )€ T ponton 4thaladé integralgbrbéjének kizelitd meghats-
rozdséra is j6 médszert szolgaltatnak,

. Bevezetéskénf eldsz6r néhiny fogalommal kell megismerkedniink,

.A Matematika I/1. jegyzet 40, fejezetében foglalioztunk mar az iters-

' ciés médszerrel, azt specidlisan egyenletek kdzelitd megoldésara ismer-
tetye: Az. (1) differencidlegyenletek esetében hasonléképpen okoskodva a
kovetkezdt mondhatjuk:

Ha'az (1) differenci:ilegyenletﬁek az’ {xo,yo) ponton 4thaladé in-
tegralgorbéjét(vagy (1) -nek az yix) =y, kezdeti feltételt kieiégit’o’
mego_ldé.s‘ét) akarjuk meghatarozni, sinduljunk ki valan_lilyen cfo(x) fligg-
vénybdl, amely folytonos, és gorbéje 4thalad az »(xo, yo) ponton (q)o(x)
kielégiti a kezdeti feltételt): '
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Ha (f’ {x) véletleniil nem éppen - (1) megoldédsa, ugy tekintsiik a megol-

dés 0 -adik kozelitésének, és definisljuk segitségével a megoldds elsd ki-
zelitl fliggvényét, qal(x) -et a

@& =1k, @ ), Px) =y

feltételeket nyilvan kielégits
X

¢ =y, + / £x, ¢p (%)) dx

X
0

képlettel. E q’l(x) fliggvény segitségével a megoldas méasodik kbzelits
tiiggvénye, sz(x) hasonléképpen értelmezhets: '

X

Fo0) =y, + / f(x, ¢, (x)) dx.

X
o

Eljarssunkat tovabb folytatva az adéds QP o) &4,&)s Pox), ..., P& e

fliggvények bizonyos kikotések mellett az (1) differencidlegyenlet keresett
megoldé4sshoz konvergils sorozatot alkotnak (azaz elég nagy n -re gpn(x)

az (1) egyenlet alkalmas kbzelitd megoldésdnak tekinthetd), és meg fog-
juk mutatni, hogy az (1) egyenlel y(xo) =Y, kezdeti feltételt kielégitl

megoldfisdnak 1étezése is ezen cpn(x) fiiggvények segitségével bizonyit-
haté, '

A bizonyitds sordn dltaldban azt fogjuk megkivénni, hogy az (1) dif-
ferencislegyenlet -jobboldalin szerepls f(x,y) fiiggvény tegyen eleget va-
lamely (xo,yo) pont kérnyezetében, vagy valamely T tartoményban un,

Lipschitz-feltételnek, Ezen pontosabban a kisvetkez&t kell érteniink,

Defintcié

Az f(x,y) flggvény valamely (x Yo bontalkalmas T = {(x \¢H
:lx.-.x0|§ a, | Y'Yol:é" bF korngezetében (amely f(x,y) értelmezési '
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tartoményanak része) Lipschitz-feltételnek tesz eleget, ha megadhatt egy
olyan M szédm, hogy x -t3l fiiggetleniil birmely (x, yl)ET, (x, yz)eT
esetén

@ [y, -ty | 2 My, -y, ).

M -efaz f(x,y) fiiggvény T -hez tartozo Lipschitz-illandéianak neve-
zik,
Ha f(x,y) egy G tartomdny minden (x ,yo) pontjanak alkalmas

T kornyezetében Lipschitz-feltételnek tesz eleget, akkor 2zt mondjuk, hogy
f(x,y) G -ben Lipschitz-feliételnek tesz eleget. —'

Nyilvan eleget tesznek a (2) Lipschitz—feltételnek mindazok az
f(x,y) f{fiiggvények, amelyeka T = {(x, v): |x—x0} g a, jy—y0| £ b}

tartominyban y szerint parciilisan differencialhaték, és amelyekre a

—g—; parciélis derivdlt T -ben korldtos. Ekkor ugyanis

g
l~—f§;ﬂ— (% y)ET)

mellett a kozépértékiételt alkalmazva
dix
I f(X:YZ) - f(xsyl)l = | Y2 - ylll—é_yil;)_l éiyz - yll M ]

ahol (x,y.)eT, (x,v,)€ET, 8és v, és y. Kkozé esik,
1 2 HERS 2

2 ar-
2y p
cidlis derivalt folytonos legyen valamely G tartomanyban alkkor , oy l

Ha az eldbbieken kivill még azt is megkoveteljiik, hogy a

nyilvén korldtos G minden pontjinak alkalmag kornyezetében, tehit
f(x,y) G -ben Lipschitz-feltételnek tesz eleget.

E feltétel azonban elégséges, de koréntsem aziikséges. Péld4ul az
f(x,y) =|y| fliggvény az egész sikban Lipschitz-feltételnek tesz eleget:

RAREAIREIAS a

és ugyanakkor nem differencidlhaté az egész sikban.

Az (1) differenciilegyenlet (X5:¥o) ponton dthaladé integrilgbrbé- ;
jének 1étezésére (a differencislegyenlet Y{®o) = yo kezdeti feltételnek ele- -
get tevd megolddsinak 1étezésére) marmost a kivetkezd egzisztencia-tételt -
mondhatjuk ki:
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Picard-Lindelof-féle egzisztencia-tétel

Legyen f(x; ¥y} a

@) T={ey: Ixx] La, vy, S

tartoményban korlétos:

4 iy S A (e,

folytonos, és tegyen eleget T -ben Lipschitz-feltételnek:

®) | fx,y,) - £y} £ Mly,-y,|-

E feltéielek mellett van az (1):

y' = ix,y)

differenciflegyenletnek olyan y =CF(x) egyenletll integralgbrbéie, amely
dathalad az (xo,yo) ponton, és

. b
(6) Ix-xp | < & = Min(a, —5)

esetén T -ben halad.x)

%) ol itteni valasztisat az a koriilmény indokolja, hogy ha y = ¢ (%)

az vy’ = f{x,y) differencidlegyenletnek az (xo,y ponton 4thala-
dé integréilgbrbéje, akkor (4) .értelmében ezen gorbe (Xo’ yo)
pontbeli érintdjének meredeksége igy becsillhetd meg:

L = é
|y’ )l = 1,y )1 £ A

Mivel az (xo,_yo) ponton 4tha- ys
ladé A és -A meredekségii
. egyehesek az y = Yot boegye- | _____
nesekeftaz x =x + b ap- b
N o A b yD——-__" -—— .
szcisszdju pontokban metszik YL [ _____ Patit

(102, Abra) biztosan 4llithatjuk, . I

hogyaz a és - értékek i 1
kozlil a kisebbet X -val
jeldlve, b a

| X-Xg |[< X = Minfa, 102. &bra

eseténaz y = ¢(x) egyenl%tti gorbe
T -ben halad, ' - 277 -



Magita ((x) fliggvényta kivetkezdképpen nyerhetjiik:

Egy |x—x0|< o esetén folytonos (fo(x) fiiggvénybdl kiindulva, mely
az adott kezdeti feltételt kielégiti és T -ben halad:

(0 G} =V XX <o, |G @) -y | =D,
a q;n(x) fiiggvényeket (0 = 1,2,...) szukecessziven a
. X
& @, @ =y, + / fx, ¢, (6 & (1xx | <x)
X
o

képlettel definidljuk, Ekkor lim q’n(x) létezik, és
I - 00

) ¢ = lim o &
n-»o0

(ix-x0| < o« eseténjaz (1) differencidlegyenlet kereseit megoldisat adja,

Biz dnxités

Eldszér iz belatjuk, hogy a (8) képlet alkalmazisdval szukeessziven
nyert cfn(x) fiiggvények |x—x0| < o esetében léteznek és folytono-
sak.

Cpo(x) a feltétel értelmében folytonos ]x—xol < cw esetén, és igy

f(x,y) T -beli folytonosséga és a (7) -beli mésodik Osszefliggés értel-
mében f(x, qvo(x)) is folytonos |x—x0| < esetén. Létezik tehit
. x

CPI(X) = yo + / f(x, q’o(x)) dx,

X
[¢]

ha ix-xo j<e, és ezen-intervallumban folytonos is. Mivel pedig
@) =3,

és (4), ill. (6) értelmében
X

4109 =551 = | [ ton gmnax | fxos) A< A £,

XO
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a 9”1(") fiiggvény ’]x-xol <o¢ esetén ugyanazon feltételeknek tesz
eleget, mint ci?o(x). Létezik teh4t

X

Pyl =y, + / 6%, ¢ (x)) dx

X
0

és fx-x,l<oC esetén ugyancsak q)o(x) -szel egyezd feltételeknek

tesz eleget. n -r6l n + 1 -re kovetkeztetve adsdik, hogya (8 -ban
definislt qon(x) fiiggvények mind léteznek ]x—x0|<oc esetén, folytono-

sak is, és kielégitik a
(10) PuE) = ¥, | P& -y < b
osszefiiggéseket,

Ezutdn megmutatjuk, hogy q;o(x) alkalmas vdlasztisa mellett a
(1D Fo ¥ (1 F + (P =P Hee (P =Py ) F oo

sor, melynek részletosszegei épp a (8) formuldval megkonstruilt
q)o(x), q’l(x), vees q?n(x), ... fiiggvények, egyenletesen konvergens, sz-

szege (lim q:n(x) =) a PLx fiiggvények folytonossiga miatt
n->co '
tehdt folytonos fiiggvény. Végezetiil megmutatjuk azutan, hogy e @)

fiiggvény gorbéje T -ben halad és éppen a keresett integralgorbe. -
Legyen

P.&® =Y,
E fiiggvény | XX | < esetén nyilvan folytonos, T -ben halad és ki-
elégiti a Cfo(xo) =Y, feltételt, (8) ill. (4) értelmében ekkor

X

PRIV ST E
X
(8]

(8) ésaz (5) adlatti Lipschitz—feltétel értelmében pedig elSbbi eredmé-
nyiinket felhaszn4lva
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) . , )
| 9,0 - 00| = / 16 0 - £, p, 00 | ax | S
X
o]
X X _.
< < <
s / | £, p000 - tex, ey | dx| £ b / ¢, @~ ¢ x) | dx|<.
X » b g
4] O
X 2
: [x-x |
£ MA / |x-x | dx| = MA —5— .
[
‘Hasonléképpen adédik, hogy
’ g XX A (M\x—x D
| ¢t - P, | & AM 31 M 31 ’
iil, n
' < A (M|x-x0|) ¢ A W«)
|‘f’n(x) - ‘fn-l(x’l T M n! ™M
. oo .. .k
_ Mivel a Z (Moc,)
k!

k=1

sor konvergens, a Weierstrasa-féle kritérium értelmében (Matematika
1/2. jegvzet 22, fejezet) a (11)

sor egyenletesen konvergens. A sor
bsszegét ¢ (x) -szel jeldlve :

(23] .
P = 0 * kgl (910~ Py 0N = Lim G (3.

¢lx) nyilvin folytonos lesz Ix—xo! <ot esetén {ui. ekkor a (11) sor
tagjai folytonosak) és (19) éljtelmében

Q&) =Yy
és j ‘ .
|ow -y, | £ b
(A (10} bsszefilggés ui, minden n -re fenniilt,)
' - 280 -



Meg kell még mufatnunk, hogy |x - X, | <oc esetén
x .

(12) P =y + / £, p () dx.

X
o]

Az  (5) Lipschitz-feltétel értelmében el6bbi eredményeinket felhasznilva

o11x=x j)"
R I L E R N e
< Ao
= T— (ix-xoi <o)

_ adédik, igy tehdt az
£ex, @ () + ({5, @, EN-EE, ¢ 0N) +o. .t (Bx @ ) -

=1 ¢ B)) e
. fliggvénysor a Weierstrass-kritérium értelmében egyenletesen konvergens,
szabad tehdt tagonként integrélnunk, ami més szavakka} azt jelenti, hogy
. 7 X
{ lim f(x Cf’ l(x))} dx = y + hm/ fix, cPDn_l(x))dx =

X
(o] o

Yo ¥ |

'N‘--,><

=y, +lim {(pn(x) -3,} =9

{az atalakitdsnil a mésodik lépésnél felhasznéltuk a (8) OUsszeliiggést). Igy
tehét a (12) bsszefiiggés Valéban fennsll, Mivel pedig |x-x | <o

esetén az f(x, ) fhggvény folytonos, (12) jobboldala (és igy: bal—
oldala is) differenciflhaté. A differencidlist elvégezve

¢’ ® = £x,q ()

ad6dik, (f(x) tehdt val6ban megolddsa az (1) differencislegyenleinek,
Ezzel tétellinket bebizonyitottuk, : '
Megjegyezzilk még, hogy a (11)_ "~ sor részletOsszegeinek a sor (%)

tsszegéidl (az (1) differencislegyenlet keresett megold4s4tél) valé el-

térésére a Kovetkez8 becslés adhais; '
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k
(M| X-x 1)

lgea - 0] € kgﬂ — (Ix-x | < et ),

vagyis a (8) -ban definijlt spo(x), q’l(x), sees qon(x), ... fiiggvények

legalabb olyan jél konvergdlnak a (p(x) figgvényhez, mint az exponencii-
lis sor.
Az egzisztencia-tételbSl kivetkezik az aldhbi allitas:

Ha valamely G tartominyban f(x,y) és %(%IL folytonosak,

akkor birmely (x,y)€ G ponton ithalad az (1) differencidlegyenletnek
integralgérbéje.

Példdul az un. Bernouilli-féle differencidlegyenlet esetében
) n
ax y’ + bx) y = cx) v,

ahol feltessziik, hogy valamely G tartomsnyban a(x), b(x), c(x) foly-
tonosak, és a(x) # 0. Valdban, e feltételek mellett minden (xo,yo)éG

ponton halad 4t a differenciilegyenletnek integrilgtrbéje, mivel a differen-
cisdlegyenlethdl

, _ CX) n h{x)
Toam YT aw) Y

adédik (a(x) # 0), és a tett feltevések mellett a jobboldal és ennek y
szerinti parciilis derivaltja:

e(x) nyn—l __bx)

- afx) afx)
is folytonos G -ben,
Annak biztositds4ra, hogy az (xo,yo) ponton az (1) differencidl-

egyenietnek csak egy integrilgbrbéje haladjon 4t a kbvetkez8 tétel mond-
haté ki: ‘

Unicitisi tétel
Ha_ f(xr, y) valamely G tartominyban folytonos és Lipschitz-felté-

telnek {esz eleget, akkor minden (X5:¥)EG ponfon az (1) differencigl-
egyenletnek ecsak egy integrilptrbéje halad it,
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Mds szavakkal tehat a Picard-Lindeldf tételben megfogalmazott egzisz~
tencia-feltétel egyben a megoldds unicitasét is biztositja.

Bizonyitis
Legyen (xo,yo)EG és jelentse T az
- < - £
(13) x=x_| = a, |y-y]

négyszigtartoméanyt (T € G). A feltétel értelmében elég kis a és b
esetén taldlhatd egy olyan M Lipschitz-4llandé, hogy

| tex,yg) - £y )| = M Jy, -3,

x -t0] fiiggetleniil, minden, a (18) négyszigtartomainyba esd .y, és

(x,yi) pontra, Haaz a és —1%/[—- szimok koziil a kisebbet  oC -val

jelsljiik, akkor 0 < f3<o¢ esetén az

. 1
(14) _lx-—xol ES B, ‘y_yol £p ( ¢ = Min (a, _1\_&_.))

négyszdgtartomanyba esd (:;:,yz) és (x,yl) ponfokra

(15) |50, | [y - fy | = M|y, -y = vy -y
Tegylik fel marmost a tétel 4llitdséval ellentétben, hogy y = ¢P(x)

és vy =y (x) két, az (x ¥y ponton dthaladd egymdssal azonosan meg

nem egyez§, a (14) négyszogtartoményban haladé és az egész |x-x |£ 3

intervallumban értelmezett integralgtrbéje az (1)  differenciilegyenlet-

nek, Ez azt jelentl, hogy (15) értelmében

A

{ f(u, ) - fu, ¥ (un} du

] Fos
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Az ut6bbi imprpprius integril biztosan létezik, merta I’ Hospltal-
szabdlyt alkalmazva

. u - X
u-=x o u-=x
o 0

. 1V I/ M < I A OV _ _
lim iim 1 f(xo, yo) f(xo,yo) =0,
—Ha mirmost az egesz jx-x | = /3 intervallumban  ¢(x) és (Y (x)
nem azonosan egyenld egymassal, akkor a fentiek értelmében az
| x-% | £ 3 intervallumban folytonoss4 tehetl

_@® - LU(X)

X - X
o]

nem azonosan eltiing fiiggvénynek az | x—xol /3 intervallumban valahol
‘pozitiv G ihaximalis értékét fel kell vennie (Weierstrass-tétel, Mate-
matika I/1. jegyzet 27, fejezet). Jeldljilkk az x, -hoz legkbzelebb esd
ilyen helyet f ~vel., Ekkor azonban (16) -bél

- 1
- |8 wm‘ G al-a
E-x | f X
o
azaz G < G kovetkeznék, hiszen a folytonos —(ﬂ%ﬁy—@)- fiiggvény
o

az xorés § kozottl intervallumban (£ -t kivéve) mindeniitt kisebb

G -nél, GG ny11van nem &llhat, vagyisa <& (x) és W (x) fiigg-
vények az |x—x | 2 /3 mtervallumban azonosan meg kell, hogy egyez-

zenek egymé.ssal _ .
Most még azt is bebizonyitjuk, hogy az (xo,yo) ponton 4thaladé
= (@ & y={(x) egyenletiiintegrilgbrbe nemcsak |x—}§6|§ /3 -ban
hanem G -ben mindeniitt meg kell hogy egyezzék egymadssal, ‘
Tegyik most fel, hogy y = ¢ (x) és y= W az (xo, yo)eG
ponton 4thaladé, G -ben fekvl és valamely X, -4t tartalmazé (%)
intervallumban definidlt integralgorbék, amelyék nem azonosan egyenlfk
egymdéssal, hanem pl. valamely X < X < x, helyen ¢ # W (x),
Legyen ¢ azilyen x - ekals6hatdraés 7= @ (§) =y (§) (t.
x<§ esetén Q) =y ésigya @) és (x) figgvények foly-
tonossfiga miatt @ f) = Ly(f)). Ekkor elébbi eredményiinket (xo,yo).
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helyett ( f » %) -ra alkalmazva adédik, hogy ¢ és y még § -nek-
egy kornyezetében is megegyezik egymassal )é definiciéjdval ellentétben,

27, Implicit alaku elsSrendil differencidlegyenletek

Az elsGrendii implicit alaku differencislegyenletek 4ltaldnos alakja:
(1) F&,y,y’) = 0.

E differencidlegyenletek megoldisat 4ltalsban az explicit alaku differencisl-
egyenletek megolddsira vezetjiik vissza. ElsSrendii tehat az a kérdés, mi-
lyen feltételek mellett fejezhets ki az (1) egyenlethSl y’, mikor felel
meg az (1) differencidlegyenletnek csupan egy, vagy tébb, esetleg vég-
telen sok

(2) y' = i(x,y)

“alaku explicit differenciélegyeniet.

Az implicit fiiggvényrSl szélé tételbdl (Matemaﬁka 1/2. jégyzet 35, fe= -
jezet) adddik, hogy ha F(x,y,y’) az X Yo y(’)) valamely alkalmas

gy, parciélis derivalttal rendelke-
zik, tovahb4 ha F(xo,yo,y(’)) = 0 és [: oF ] # 0, akkoi"i
XY s,

kirnyezetében folytonos é&s folytonos

2y’
0’70’70
minden elég kicsiny € > 0-hoz taldlhaté olyan &> 0, hogy az
Fx,¥,¥’) = 0 egyenletnek minden olyan (x,¥) értékparral, melyre
lxx | < g, [y-y | < & egyetienaz |y’ —y; | < € intervallumba

es6 y’ = f(x,y} megoldésa legyen. Ez a megolddsa Tg =

.= { ®y): |x=x |<d , {y-y l< d} tartoményban folytonos fiiggvény és
f(xo,yo) = y"). Ha F,y,y'), _9'9% . g—f Tg ~ban folytonos filgg-
vények, akkor & megvélaszthaté ugy, hogy TS -ban i{x,y) parciilis
derivéltjai is 1étezzenek és folytonosak legyenek. Ennek értelmében tehit

az (1) differencidlegyenletnek a F(,y.y") fliggvényre tett elSbbi fel-
tételek mellett egy, vagy tobb (esetleg végtelen sok) y' = f(x,y) explicit
differenciéle%yt?nlet felel meg az (xo, yo) pont bizonyos kdrnyezetében,és
it ix,y), 57 _
differencidlegyenletek mindegyikének az" (x o*Yo} Ponton egy és csakis
egy integrélgdrbéje halad 4t (az egzisztencia és unicitisi tétel értelmében)
és ezek a fiiggvények valamennyien kielégitik az (1) - implicit differencial-

és gfy is folytonos fiiggvények. Ezen y’ = f(x,y)
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egyenletet. Sokszor azonban meg szoktunk elégedni egy integralgsrbe meg-
hatdrozdsgval,
Azokat az (xo, yo,y;) értékhdrmasokat, amelyek az (1) differen-

cidlegyenletet kielégitik most is a differenciilegyenlethez tartozé vonal-
elemeknek nevezzilk, Ezekkel kapesolatban a kivetkez8 definicidban &lla-
podunk meg:

. Definici6

Legyen az
(3) F(X,y,y’) = {

differencidlegyenletet kielégits (x,,y O,y;) szimhirmas valamely kir-

nyezetében F(x,y,y,’) és g;, “ folytonos filggvény.
Az (xo,yo,y;) vonalelemet a (3) differenciilegyenlet regularis

g 5‘, az (Xo, Yo y(’)) -helyen nem tiinik

vonalelemének nevezziik, ha

el.
x .,y ,7")

3 y,
0.0 [0

gitd (xo,yo,y;)) szfmhirmast a différenciﬁlegjrenlet szinguléris vonal-

=0 eseténa (3) differencidlegyenletet kielé-

elemének nevezziik,

El8bbi okoskoddsunk értelmében, ha I: oF :I # 0, vagyis

ay s
(xo,yo,yo)

(xo, yo,y;) a (3) differencislegyenlet reguléris vonaleleme, minden

elég kicsiny &€ > 0-hoz taiélhaté olyan d >0, hogy |x—x0| <d,

| y-y ol <d esetén minden (x,y) ponthoz pontosan egy, az |y’ 'yé,l <§
feltételnek eleget tevd

¥ = fx,y)

megbldésa tartozik a 3) differenéiélegyenletnek, ahol f(x,y) elég ki-
csiny : S -ra folytonos fiiggvény. '
Példdul az alsbbi differencidlegyenleteknél X, =¥, = y-:) =0 szingu-

ldris vonalelem, mivel
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y -x =0, ill, x2+y2+y’2=0

esetében is 2y’ = 0 a vizsgilt helyen.
Explicit els6rendii differencislegyenletolmél természetesen nem léphet-
nek fel szinguldris vonalelemek, mivel az egyenletet

y' - fx,y) =0

alakban irva a bal oldal y’ szerinti parcidlis derivaltja 1.

Hangsulyozni szeretnénk azonban, hogy egy differenciilegyenlietnél
szinguldris vonalelemek fellépése igen gyakori jelenség, igy nem hanyagol-
hatd el az ezekre kiterjed§ vizsgslat,

Definicio

Az F(x,y,y’) = 0 differencislegyenlet valamely integralgdrbéiét
reguldrisnak, ill, szingulirisnak nevezziik aszerint, hogy csak reguliris,
ill. csak szinguldris vonalelemeken halad #t. ’

-Szokds még az* F(x,y,y’) = 0 differencidlegyenletnek un, diszkri-
mindns gérbéjérsl is beszélni. Ezen azoknak az (x,y) pontoknak 5sz-
szességét-értjiik, amelyek a differencidlegyenlet szinguléris vonalelemévé

egészithetdk ki, vagyis amelyekre F = 5 ,'*-\= 0 ¥y’ alkalmas megvi-

lasztdsa mellett. Gyakran el6fordul, hogy a diszkrimindns gérbe nem foly-
tonos, st izol4lt pontokbél is allhat, »

Tegyik fel, hogy a (3) differencidlegyenletnek partikuliris meg-
olddsaibél ki tudunk valasztani egy egyparaméteres

4 y = gx,0)

sereget és hogy ennek a seregnek van burkols gorbéje. Ezen azt kell érte-
ni, hogy van olyan

®) Y = )

gorbe, amelynek minden pontjin 4thalada (4) sereg egyik gorbéje, amely
St ebben a pontban érinti. Ekkor nyilvin (5) is megolddsaa (3) diffe-
rencidlegyenletnek, hiszen haa ¢ paramétert ugy véilasztjuk meg, hogy

a (4) sereg c° paraméteri gérbéje az (5) gbrbét valamely (x, @x)
pontban érintse, akkor
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, ___2gx,c
g - 280

ugyhogy az (%, g(x,ec), __9___%(};({,_0)_) vonalelemmel egyiitt az (x,q x),

@’ (%)) vonalelem is kielégiti (3) -at.

Eszerint a partikuldris megolddsok egyparaméteres seregének burkols
gorbéje is megolddsa (3) -nak, Ha a burkolé gbrbe vonalelemeinek kor-
nyezetében F(x,y,y’) elsSrendi parcidlis derivaltjai folytonosak, akkor
a burkolé gbrbe csak szinguldris megoldss lehet, hiszen minden pontidn 4t
legaldbb két megoldds gorbéje halad. Emiatt a burkolé gorbe mindig része
a diszkrimindns gdrbének. )

- Természetesen ha egy ponton 4t két egymést érint§ integralgtrbe halad
at, akkor ujabb integralgdrbét kaphatunk ugy is, hogy az érmtkezem pont-

P4

ban az egyik integrilgrbérdl a mé,sxkra tériink 4t.

Példiul az
F=xy -y=0
. _ ar _ - - ;
differenciflegyenlet esetében F = Z_y =0, ha x=0, y=0 és y

tetszlleges. A diszkrimindns gbrbe tehdt az egyetlen (0, 0) pontbal 4il.
A differencidlegyenlet integralgdrbéinek egyenlete

y = ¢x,

a diszkriminéns gbrbén (agaz a (0,0) ponton) végtelen sok _integrélg‘df—
be halad 4t (103, &bra).

yh

>\
/
>y

103. dbra _ : 104, 4bra
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Az

T

= 9y’
9 y’ y
érték mellett ¥ = 0, ha x = 0, A szinguldris vonalelemek tehit
azok az értékhdrmasok, ahol -

differenciidlegyenlet esetében =0, ha y =0 ésezen

x=0, y tetszdleges, y = 0.

A diszkrimindns gi:irbe\ az Y tengely. A differenciilegyenliet megoldisai:

2
¥y=Xx + g

i,

2
y=-x +e¢,
ill, az ezen gorbék darabjaib6l tsszedllithaté differencidlhaté fiiggvények.
A diszkriminins-gorbe minden ponijin két fent explicite megadott integral-
gorbe halad 4t. Maga a diszkriminins-gorbe nem integralgdrbe (104. dbra),

Az
2,2
F=y{ +13)-1=0 vy >0)
. . . dF  _ .2, '
differencislegyenletnél —a—y’ =2yy’ =0, és F =0, ha y=1,

y' = 0, Szinguldris vonalelemek azok az értékhdrmasok, ahol
X tetszdleges, y =1, y' =0,

a diszkrimindns gbrbe tehst az ¥ = 1 egyenes és ez egyben burkolé gor-
be is. A differenciilegyenlet megoldésai az

(x+c)2+y2=1, y>0

gbrbék, maga a diszkriminfns-gérbe is in-
tegrilgorbe, tovibbi megoldisa a differen-
ciflegyenletnek minden olyan differencidl- .
hatd fiiggvény, melynek gorbéje a fenti Sy
gorbék darabjaibél tehetd dssze (105. db-
ra). .

>y

105, dbra
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28, ElsSrendii differenciflegyenletek kozelitd megoldésa
A 26, fejezetben emlitettiik m4r, hogy az

(L) . y' = fx,y)

differencislegyenletnek y(xo) =Y, kezdeti feltételt kielégitd megoldasit
kereshetjilk az un. szukcessziv approximécié médszerével, Ez annyit je-
fent, hogy a folytonos Go®) = Yo figgvénybdl kiindulva, szukcesszi-
ven a q)n(x) fliggvényt a

b4

@ @ =y + / fx, ¢, ;&) dx

X
[+]

keéplettel definifljuk. A @ (x), @)(X),..., P (X),... figgvények so-
rozata - példaul ha {(x,y} és

2y 7)) "hely kotnyezetében
folytonos - az (1) differenciblegyenlet megpldéqsﬁllidz-‘k.c-an\}érgél. (Egzisz-
tencia-tétel.) Azt is emlitettiik, hogy az (1) egyenlet @ (x) megoldi-
84t ¢, -szel kbzelitve meg, a-hiba: - s

' A § M) |}

< Mx-—xo
X) -~ P&|=—7— _—, XX <o
'cfn() ‘ ()I M ken+1 k!_' . « oI )4

ahol oc, A és M jelentésé a korsbbi (26, fejezet). _

Gyakran hasznos egy differenciflegyenlet megold4sat hatvinysor alak-
jaban keresni. Arra a kérdésre, hogy ez mikor tehetd: meg az alabbi tételt
mondhatjuk ki: . ’ -

Tétel

Az

y' = ao(x1.+ al(x)y F.. .+ am‘x}ym

differenciﬂegyenlemek, amennyiben az ak{x) ﬁiggz' ények (k=0,1,...,m)

x ~ kbrnyezetében analitikusak, van
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oo
y= L omx)"
k=0

alaku megold4sa.

A tételt itt nem bizonyitjuk, megjegyezziik azonban, hogy sokkal Altals-
nosabb tétel is kimondhat6, ehhez azonban értelmezniink kellene a kétviito-
z6s analitikus fiiggvényeket, valamint a kétvaltoz6s hatvinysorokat.

Oldjuk meg példaként mindkét kézelitd médszerrel az

y' = xyz + 1
differenciilegyenletet az  y(0) = 0 kezdeti feltétellel.

Mivela (0,0) hely kb‘rnyezetébt\en xyz +1 ésennek y szerinti
parciilis derivéltja is folytonos, a szukcessziv approximéciéval nyert filgg-
vénysorozat biztosan konvergens és a differencislegyenletnek biztosan van
egy és csakis egy a {0,0) ponton 4thaladé integralgorbéje. Legyen

Gy = 0.
ekkor ¢;=0+ 7 {x.oz £ )dx = x,
0
X 9 x4
qa2=o+/(x.x +hax = F +x,
0 -
. g X 2 x!? x xt
(P3—0+/(xtz—f-l‘x) +1):dx=»130 =t g X
5 ‘

és igy tovibb, A megoldisnak a cfstx) fliggvénnyel az |x|{=|y| <O, 1

tartoménybai t5rténs megkozelitésénél elkbvetett hibsira a kivetkezd becg-~
Iést adhatjuk:

. co o
3 . 2 k
|w - ge| <2 Z L0058 <
20,17 ked o] x=0,1

_ 4
< (0’1)2 (0, 002)

k
e {0,002)" =

T8
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4
2 0 __ 1
= 0, 1)

10
_— 0,1 .
4! 1-0, 002 ©.0

2 10
=3 O 0,998

Mivel x> és 1 is analitikus fiiggvény (0,0) kbrnyezetében (az-
az hatvénysor Osszegeként 4llithaté eld) kereshetjiik ugyanezen differen-
ciflegyenlet megold4sat hatvanysor alakjaban is. Legyen tehit 2 megoldés

2 n
Cf’(x)-a0+a1x+a2x .o tax o+,

A kezdeti feltétel miatt nyilvin a o= 0. Mivel egy hatvanysort szabad

konvergenciatartoméanyénak belsejében tagonként differencislni

n-1
: = + + oee. + + e
(.f & =2, 2a2x nanx

adodik, vagyis a differencidlegyenletbe behelyetiesitve (sz(x) =
= f{x) . 7 (x), és mivel a hatvinysor konvergenciatartoményanak bel-
sejében abszolut konvergens a részletszorzatokat tetszc')'legesen rendezhet-
jlik) :

n-1

2
a1+2a2x+333x +...F nan +oae. T

x2+ +axn+ ax+axz+ +axn+ +1=
0 ...){1 9 st Ay cee) =

x(alx + a,

xa2x2+2aax3+a2+2aa)x4+(2aa +2a_a x5+ + 1
@y 1Pp® * @yt Eaga 1%y T 2% He)

adédik. E két hatvanysor azonosan csak ugy egyezhet meg egymaissal, ha
x azonos hatvényainak egylitthat6ja a jobb- és baloidalon megegyezik,
azaz '

al =1
2:3.2 =0,
3a3 =0,

2 1
4a4 = a1 =1, azaz a4 =7
5a5 = .‘aala2 =0,
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2
6a6 = a + 23.1a3 g,

2a.a +2aa———1-— azaz a, = —
7 174 2’3~ 2 ¢ -

-3
o
il

A dszerenmélegyenlet megoldisat szolgédltatd hatvanysornak els§ né-
hény tagja tehit

4 7
LR L X
X 4 14

£ it

- (elozo, eredményliinkkel, a Cf’3(x) apprbximélé fiiggvénnyel a hatvénysor

€ls8 hdrom értékes (nem 0 egyiitthatéju) tagjabél képezett részletisz-
szeg egyezik meg).

29. ElsSrendi differenéiélegyenletrendszerék. n-edrendii
explicit differenciglegyenletek

1, Az elsSrendil diffexjenciélegyenletrendszergk altaldnos alakja:

yl = fl(xlyll .. 9yn)’

(1) .

yn = fn(X,YI, o ,Yn):

ahol fi(x,yl,...,y),...,f(x y,l,..._,y) az xyl,...,y valtozok

(n + 1) -dimenziés terének valamely T tartoménydban értelmezett fligg-
,vények
Minden olyan

@ V1= Py, = @)

) fiiggvényrendszer, melynek fiiggvényei val‘éﬁely a <x< b intervallum-
ban differencidlhaték, tovdbbi ezen x-ekre ({x, gol(x), .o .‘Son(x))'é T és

az (1) differencislegyenletrendszert kielégitik, az (1) differencisl-
egyenletrendszer megolddsa, integrdlja, ill. szemléletesen kifejezve az
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(n + 1) -dimenziés térben a (2) egyenletekkel megadott gorbe, az (1)
differencidlegyenlet-rendszer integrilgtrbéje.

Az els@rendii differencidlegyenletrendszerek az n = 1 speciélis eset-
ben az explicit alakban megadhaté elsGrendii differencidlegyenleteket szol-
géiltatjak. -

Ahhoz, hogy az (1} differencidlegyenletrendszer megoldésédra vonat- .
kozé egzisztencia- és unicitdsi tételt mondhassunk ki, definidlnunk kell
(n + 1) ~ viltozds fiiggvényekre az un, Lipschitz-feltételt.

Definicid
Akkor mondjuk, hogy az f(x,yl, - ,yn) fiiggvény a (f , ?1,..., 711)
pont valamely

®) T= {(x’yl""’yn): |x-51% 2 [ym <0 |9y 7 b}

kornyezetében Lipschitz-feltételnek tesz eleget, ha megadhatd egy M > 0
szdm ugy, hogy

n

- - < -
(4) lf(x,yls---:yn) - f(xsyls'-'!yn)l =M kz=1 I Y‘k -ykl

barmely kéi T -ben fekvl (K, Fgreen ,S('n) és (X,¥ys-++5¥,) pontra.

A fenti Lipschitz-feltételt pl. kielégitik mindazok az f(x, Yiseees n)

fiiggvények, amelyek T -ben korlitos (vagy folytonos) —g;f- k=1,2,..,n
k )
parciélis deriviltakkal rendelkeznek.

ElsSrendii differencidlegyenletrendszerekre hasonlé egzisztencia- és
unicitdsi tételek mondhaték ki, mint az y’ = f{x,y) differenciilegyenlet- °
re. A tételek bizonyitdsdnak menete is hasonlé, ennek részletezésére azon-
ban itt nem tériink ki. ' ;

Picard-Lindelof-féle egzisztencia-tétel

Legyenek az fl(x, YyseeesVphrose ,fn(x,yl, ces ,yn) filggvények az

(n + 1) -dimenzids

I A L (LS FAL WET P TA NEEY
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tartoményban korldtosak:

]fk(x,yl,...,yn)léA (k=1,2,...,n),

folytonosak, és tegyenek T -ben Lipschitz-feltételnek eleget:

)13
fk(x’il’""yn)-fk(x’yl""’yn)l éM k_gl |37k-yk|, k=1,2,...,n,

&0 F)ET, ¥, T )ET

E feltételek mellett van az {1) differencidlegyenletrendszernek

¥y = @0y, = )

integrélgtrbéje, amely 4thalada ( } s '?1, cess /)Zn) ponton, és amely

|x - gl<oc= M g, Ai)

esetén a (4) -ben definiflt T tartominyban halad.

Magdt a Cfl (574 JA Cfn(x) megoldisrendszert a ktivetkez{)’képpen
nyerhetjitk:
Kiindulva az | x- £| <oc esetén nyilvan folytonos

P10®) = Pprees Ppg® = 7,

{rbviden cpko(x) ='7k, k=1,2,..,,n figgvényrendszerbdl, szukcesz-

sziven a qvki(x) filggvényeket i = 1,2,3,.,. -rea
X

P® = 7 + / Bl Py 1y eees Py g R
£

képlettel definifljuk, Ekkor lim gokl_(x) k=1,2,...n esetén létezik

ssa i-oco
(fk(x) = %im (Pki(x) (k=1,2,...,n)
i»oo0
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fliggvényrendszer | x-§ [ <ot esetén az (1) differencislegyenletrend -
szer keresett megoldisit szolgiltatja.

Az egzisztencia-tételbdl itt isikdvetkezik a kitvetkezd 4ilit4s:

Ha egy G tartoményban az fl(x,y, ces ,yn), vee ,fn(x, Yioe . .,yn)

fliggvények, valamint Yyrerro¥y szerinti parciilis deriviltjaik folyto-

nosak, akkor G minden pontjdn 4thalad az (1) differenciilegyenlet-
rendszernek integrilgérbéje.

Annak bhiztositdsidra, hogy a ( 3‘; s 671, cees '?n) € G ponton csak egy
integrailgdrbe haladjon 4t, a kovetkezd tétel mondhat6 ki:

Unicitdsi tétel
Haaz §{,5... ,yn) k=1,2,...,n) figgvényekegy G tiarto-

miényban folytonosak és G minden pontjdnak alkalmas krnyezetében
Lipschitz—feltételnek tesznek eleget, akkor minden ( f > f?l’ ceay 07 n)e G

ponton legfeljebb egy integrilgtrbe halad &t.

Az egzisztencia-tételliel egyhevetve a fenti tétel értelmében a tett fel-
tevések mellett G -nek minden pontjdn.az (1} differencidlegyenletrend-
szernek tehat egy és csakis egy integrilgdrbéje halad 4t.

Az (1) elsGrendii differenciflegyenletrendszernek gyakori speciilis
esete az un, linedris differenciflegyenletrendszer. Ennek 4ltaldncs alakja:

vy = i+ Ylfli(x) e Pl &

(5) .

= f,n()(x) + ylfnl(x) I y-nfnn(x),

ahol az fik(x) i=1,2,... ,n; k=0,1,...,n) filggvények valamely
a< x < b intervallumban vannak értelmezve.

Ha specislisan

fm(x)_= ces = fn()(x) = {0,

akkor az (5) - differencidlegyenletrendszert homogén linedrisnak mond-
juk, ’ - ’
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Az (5) differencidlegyenletrendszerre az egzisztencia és unicitési .
tétel igy modosul:

Ha valamely a < x <b intervallumban az fik(x) i=1,...,n;

k=0,1,...,1) fiiggvények folytonosak, akltor minden ( £ Ve "711)

ponton a < !‘: < b eseténaz (5) diﬁerenciélegyenletrel_ldszernek egy
és csakis egy integré.lgb'rbéje halad it, :

Az t5) differencislegyenletrendszernek tovibbi specidlis eseteként
adédik az 4llandd egyilithatés linedris differenciilegyenletrendszer, amikor-
is az (5) egyenletrendszer jobboldalin szerepld fik(x) fiiggvények va-

lamennyien 4llandék. E differencidlegyenleirendszer tirgyaldséra a 33. fe-
jezetben még visszatériink. -

1II. Az n -edrendii explicit alakban megadhaté differencidlegyenletek
4ltaldnos alakja:

(6) v® =t 50y,

(n (@-1)

ahol I, 7,9 s eeesy —1)) 2z X, ¥,¥ ,...,¥ valtozdk m+ 1) -

dimenziés terében értelmezett filggvény.

A (6) differenciilegyenlet megolddssnak minden olyan n -szer dif-
ferencidlhaté y = (¢ (x) fiiggvényt neveziink, amely deriviltjaival egyiitt
kielégiti a (6) Osszefiiggést, 7 :

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a (6) differencidlegyenlet tirgya-
l4s4t elsf8rendil differencidlegyenletrendszerek tirgyaldsira vezethetjiik
vissza, ,

Tekintsiik e célb6l az-aldbbi elsGrendii differencidlegyenletrendszert:

Y. = yl’

yl —_yzs
) .

n-2 - Yn-1

iR 00 00 SPRRRTS AN
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Az y = Y, jeloléssel a (7)) egyenletrendszer megaddsa a (6) dif-
ferencidlegyenlet megadasgval nyilvidnvaléan ekvivalens. Hasonléképpen
kinnyen adédik, hogy ha

y = ¢
(6) -nak megolddsa, akkor

®) o= QW ¥ =q 0w ,..., v =0

x)
kielégiti (7) -et, és forditva, ha (8) a (7) differencidlegyenletrend-
szernek megoldédsa, akkor az y (x) = @ {x) jeloléssel (7) els6 n -1
egyenletébll

(n-1)

@10 = ¢’ @,y 0 =T

kovetkezik, és ezt figyelembevéve, (7) utolsé egyenletébdl ad6dik, hogy
. (_f? {x} n -edik deriviltja is 1étezik és

(0" Ve *)= ¢™em - L )

azaz cf (x) kielégitia (6) differencidlegyenletet.

A fentiek értelmében az elsSrendil differenciilegyenletrendszerekre ki-
mondott egzisztencia- és unicitdsi tételnek n -edrendii explicit alakban
megadhaté diﬁerenciilegyenletekre a kivetkezl 4tfogalmazis adhaté:

Egzisztencia és unicitssi tétel

Haaz {(X,y,¥,... ,y(n-l)) fiiggvény az x,y,y’,...,¥ vélto-
z6k {n+1) -dimenziés terének valamely T tartoméinydban folytonog és.
Lipschitz-feltételnek tesz eleget, akkor minden { £ Vo P1reees ?n-])ET

ponton a (6) differencislegyenletnek pontosan egy y = @) egyenle-
tii integrailgdrbéje halad 4t, amely a

(n-1)

(n-1)

P =T PUI =T s @

kezdetl feltételnek tesz eleget,

(f) = ?n—l
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A (6) differencidlegyenletnek a (7) els6rendii differencidlegyenlet-
rendszerré torténd atirdsdbol az is 14thats, hogy n -edrendii differencigl-
egyenletek esetében miért kell kezdeti feltételként a differencidlegyenlet
megolddsat szolgditaté (¢p(x) fliggvénytés (P (x) deriviltjainak érté-
két megadnunk egy alkalmas helyen.

A tovidbbiakban mésodrendii differencidlegyenletekkel fogunk foglalkoz-
ni, de pl, a 31, és 32, fejezet teljesen hasonléképpen volna n -edrendii
differencidlegyenletek esetében is tdrgyalhaid,

30. Misodrendi hifnyos differenciilegyvenletek

A mascdrendii explicit alakban megadhaté differencidlegyenletek alta-
lanos alakja .

(1) ' y©' o= x5y )
Az el6z6 fejezetben kimondott egzisztencia- és unicitdsi tétel értelmében,
ha a hiromviltozés f{x,y,y’) fiiggvény valamely T tartomsnyban az
y ¢és y  viltozbk szerinti parcidlis deriviltjaival egyiltt folytonos fiigg-
vény (vagyis Lipschitz-feltételnek is'eleget tesz), akkor T minden pont~
jan (1) -nek egy és csakis egy integralgbrbéje halad 4t.,

Ebben z fejezetben az (1) differenciilegyenlet két specidlis tipuséaval
foglalkozunk, az

(2 y”? = ix,y")
és az
3) . y.n’z.g(y,ys)

un, hidnyos misodrendil differencidlegyenletekkel.
A (2) differencidlegyenlet vizsgilata az

Y= ux),

“ L

o= f(x,u)
elsOrendii differencidlegyenletrendszer tirgyalasira vezethetd vissza. Ezen
egyenletrendszert ugy oldjuk meg, hogy el8szér meghatdrozzuk (4) . mi-
sodik egyenletének u(x) megoldisat, majd ezt (4) elsd egyenletébe be-
helyettesitve kozvetlen integrildssal a (2) differencidlegyeniet y(x)
megolddsira jutunk.
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A 3 diff_erenciélegyenletet‘olyan tartoményban vizsgaljuk, ahol y’
nem tinik el, Ekkor ha y = ¢ x) () -nak megolddsa, akkor ¢ (x)
szigoruan monoton, tehdt van x = {/(y) inverz fliggvénye, és ez diffe-
rencidlhat6, Uj ismeretlen fiiggvényként p = y' -t vezetve be, ezt tekint-
hetjilk x helyett az y fiiggetlen viltozé p(y (y)) fliggvényének is.
Mivel azonban ekkor

dy’ _dp _ dp _dy _ _dp
dx dy -

"
y dx dx  dy

ezen értéket (3) -ba beheljéttesitva arra az eredményre jutunk, hogy a-
(3) differencislegyenlet megold4sinil elSszor az

5) p'p = gly,p) ® = (fiy )

egyenletbGl hatérozzuk meg a p{y) fiiggvényt, majd ezt a

d
"'axx—=p(y)

egyenletbe behelyettesitve azt a véltozok szétvilasztisanak médszerével -
oldjuk még.
Oldjuk meg pl, az
. 5 .
L+y =2y’ , y>0, y>0

differenciflegyenletet, Mivel e diﬂerenciél.egyenlét (3} ftipusu, a p=y’,
y? o= —d&%— p Usszefiiggések felhasznaldssdval a kivetkez8 kst differencial-
egyenletTrhats fel: "

© -
1+p” = 2y -

Az ut6bbi egyenletet a vAltozdk szétvilasztdsanak médszerével megoldva:

— 2 g -
1+p

In(1+p3) =Iny + 1 ¢, = In c.y, €, > 0)
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azaz
2
1+p = cy¥,

p=\fclykl

(a feltétel értelmében ui. p =y’ > 0). p értékéta (6) egyenletrend-
szer elsd egyenletébe behelyettesitve

_dy _

ax cly-l

adédik. Ezt az egyenletet ismét a viltozok szétvilasztisinak médszerével
megoldva nyerjiik:

/_..gx‘__z o,

V c 1y-1

2
ch-1=x+c,
c1 i 2
ill. ) c2
1 2
cly-].- 4 (x+c2),
c2
1 1 2
vy g e

ahol ¢ > 0, 02 pedig tetszdleges dllandé,

Hatdrozzuk meg a két pontjdban felfiiggesziett tokéletesen hajlékony
sulyos fordl (lanc) alakjit,

A fonil valamely pontjara hatd huzéerd nyilvdn az érintd irdanyiba
mutat, nagysiga az x abszcisszdju pontban legyen q(x}. A fondl
sltal megadott girbe érintéjének irdnyszogét  o¢ -val jelolve (106.
dbra) tfg«x =y’, ésigy '

1

cos X = ==,
V1+y’

sin ot ———-L*—z-—.

1
1
1
1
I
]
1
I
t
!
I
I
1
I
I
1
1
|
|
|
I
|
]
i
!
1
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N)(
xY

106, abra

Afonfl x; és x, abszcisszdk kozotti darabjéra hat6 huzéerS

x -komponense:

q{x,) q(x.)
2 _ 1 -0,

s 4 b 2
V1+y(x2) \f1+y (xl)
mert a sulyerd fliggGleges irdnyu. Innen tehat

%) ’ —am

Vi+y @2

Mivel a kérdéses darabra hatd huzéerd y —komponense a sulyerovel
tart egyensulyt

X
= - = @8 \/ 1+y' (x) dx
V 14y (x)) 1+y" (x,) :

ahol g a nehézségi gyor sulds mérbszdma, @ a fonal hosszegysé-
gében foglalt ttmeg méroszima, A kivetkez$ eredményre jutottunk te-
hat(a (¥ Ogszeliiggést fe lhasznalva):

2
og 2
Y’(Xz) -y x;) = . ] 1+y(x dx

*1
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lon fiiggé m tﬁmegii pont (matematikai inga) mozga-

Ha itt (x xl) -gyel osztunk és azutdn elvégezzilk az x, - x

2 " 2 1

hatdrdtmenetet, akkor a -%g— = b jeldléssel az

differencidlegyenlet adédik. E differencidlegyenleta (2) tipusba
tartozik, vagyis a megfeleld elsSrendii differencidlegyenletrendszer:

y —-u(x),
w=bV1 +u2.

A masocdik egyenletet a viltozok szétvalaszissinak médszerével meg-
oldva

__du_szdx’
V1+u

bx + ¢

i}

arsh u

adédik. Innen

u = sh(bx + ¢),
vagyis a differehciélegyenletrendSzer elsd egyenletét {y' = w} koz-
vetlen integrété.gsal megoldva

y = sh(bx + ¢) dx =—t1}— chibx + ¢ +d.

A fondl alakja tehdt lancgbrbe., (Innen eredaz y = ch x gorbe el-
nevezése.)

Vizsgiljuk meg a sulytalan £ hosszuségu fond- \
?

s4t a nehézségi erd hatdsa alatt. Tegyik fel, hogy az L
inga kilenditése a nyugalmi helyzetb§l torténik, és
az inga legnagyobb kitérési szige o¢ .
A 107, dbrén l4thaté jeldléssel adédik, hogy az
inga mozgésit az
dZ
mé S = - mgsm (f

dt®

107. dbra
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ill. o
4y g sin ¢

at’ ¢

differenciilegyenlettel irhatjuk le. E differencidlegyenlet (3) tipusu.
Vezessiik be tehat uj ismeretlen fliggvényként az

- we g
dt
szogsebességet, uj filggetlen valtozoként pedig & -t, Ekkor a fenti

2
differencislegyenlet igy médosul (g-g)— = -dd% = %Q?f— %—Ef— = %%w ):
dat

dew - B _.
—_— - .

d‘f’ 7 smcf |
A (ex) és (=mx) egyenletekb] 4116 differencidlegyenletrendszernek
keressiik marmost a kiévetkezd kezdeti feltételeknek elegettevd megol-
dasit:

il

(pzex)

t =90 -nil ¢=10 (a kilendités a nyugalmi helyzetb8l térténik),

q? = o, -nil W= iq?_ = 0 (a maximilis kilengési szignél 4 -nek
dt 7 P -7
: sz€lsoértéke van).

Az (mwx) egyenletet g valtoz ok szétvilasztisinak mbdszerével megdld—

va:
- - |-B
/wdw ‘ / 7 sin ¢ dip
. wz _
5 = -%— cos G + ¢,
Figyelembevéve az [w] = 0 f{eltételt, innen
g=o
0=—§-,cos X + ¢y,
¢ = - —%- cos o ,
és igy
= -?— (cos(f' - cos ),
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= V—zzg— Vc'oscf_- cos o .

Ezt az eredményt &  (xx%) dxfferenmélegyenletbe behelyettesitve a vil-
tozdk szétvidlasztdsdval adsdik:

V 2‘2 — ¢
& V CoS¢p - cos
vagyis figyelembevéve a @ (0) = 0 kezdeti feltételt:
4 t. '
deo ,
22 — = / dt.
0 Vcoscf - CcOosol 0

Egy negyed lengés idejére tehat adodik:

l 2g / VCOS(.f -COSOC -

A jobboldali mtegréj elemi fuggvényekkel néin fejezhetS ki, un. ellip-
tikus integral. Ertéke t4bl4zatbél tetszés szerinti pontossaggal kisza-
mithaté. A Matematika I/2. jegyzetben az integral kozelit§ értékét sor-
fejtéssel hataroztuk meg (25. fejezet). Kicsmy o esetén j6 kiozelités-
sel

31. M#sodrendii linedris differenciflegyenletek

Az n -edrendii linefris differencislegyenietek sltaldnos’ alakja:

(1) A y(n) (x)y( -1 Fout fl(x)y’ + fo(x)y = (%),

n -1

" A differencislegyenletre a kivetkez§ egzisztencia s unicitdsi tétel
mendhaté ki: . .
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Tétel

Ha az {(x), fo(x), ,fn_l(x) fiiggvények valamely a <x < b in-

tervallumban folytonosak, akkor a < ¥ < b esetén tetszblegesen adva
meg az ’70, ’?1, vees f7n—1 szimokat az (1) differenciilegvenletnek

egy és csakis egy olyan ¢ (x) megolddsa van a < x < b -ben, amely
kielégiti a

n-1)

PE) =70 FE) T

kezdeti feltételt.

(f) B 711—1

Mi az aldbbiakban specidlisan misodrendii linedris differencislegyen-
letekkel fogunk foglalkozni. Ezeknek 4ltaldnos alakjit tobbnyire nem az
() -bSl n = 2 esetében adddé képlettel, hanem a kévetkezGképpen szok-
tuk megadni:

2 a) y’ + b}y’ + (¥ y = £(x),

ahol a(x) # 0, tovdbbd a(), b{x), c(x), f(x) valamely a <x <b
intervaliumban folytonos fliggvények, E feltétel értelmében (2) -t
a(x) # 0 -val végigosztva (1) -gyel megegyezs alakban 4ll el§ 2 masod-
rendii line4ris differencidlegyenlet, a folytonossagi kikstések értelmében
pedig a fenti tételbdl kovetkezik (a,b) -ben (2) megolddsinak 1étezése és
egyértelmiisége.

A (2) differenciilegyenlet megoldasa szoros kapesolatban 41l a  (2) -
nek megfelels

3) a® Y +b® Y +ex Y =0

homogén differenciflegyenlet megolddsaval. Ui, a kbvetkezd 4llitdst mond-
hatjuk ki:

I. Ha y. a (2) egyenletnek egy megolddsa, Y pedig befutja a
(3} alatti egyvenlet valamennyi megoldésit, akkor

y=y1+Y

befutja a (2) egyenlet valamennyi megoldédsét.
 Kozvetlen behelyettesitéssel ui.- rogton igazolhats, hogy az y = Yy +Y
alaku fiiggvények (2) -nek megolddsai, és viszont, ha y és ¥y . {2} -nek
megoldasai, akkor Y = y - ¥, megolddsa (3) -nak,
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Az alébbiakban eldszior a (3) egyenlet megolddsainak meghatarozdss-
val fogunk foglalkozni. Ezekre a kdvetkezd 4llitds mondhaté ki:

II. Ha Y1 és Y2 megoldésai ,(3) -nak, és ¢

és Cq illandok,
akkor

1

¥ =¥, +e¥,

is megoldisa (3) -nak.

Beheiyettesitéssel ez az 4llitds is azonnal igazolhat6, Az 4llit4s bizo-
nyos értelemben meg is fordithaté. MielStt azonban ezt a megforditdst ki-
mendanéink, néhény tovibbi megjegyzést kell tenniink,

Ha Y1 8s Y2 a {3) _differencidlegyenlet megolddsai, és vala-
mely a < x0< b helyen

Y (x) = Y,x); Yy ) = Yox ),

akkor (a,b) -~ben mindeniitt

Yl(x) = Yz(x).

Mivel a(x), b(x), c(x) (a,b) -belifeltételezett folytonossiga és az
a(x}) # 0 feltétel miatt az (3) differencidlegyenletre az egzisztencia-
és unicitdsi tétel érvényes, (3) -nak csak egy, az

Y(xo) = a, Y’(xo) =b

kezdeti feltételt kielégitd megolddsa iétezik, az Yl(x) és Yz(x) megol-

désok tehit valéban csak megegyez6k lehetnek, (Az 4llitdst kzvetleniil, az
egzisztencia- és unicitdsi tételre val6 hivatkoz4s nélkiil is be lehet bizonyi-
tani.)

III. MAsképp megfogalmazva az 4llitasbsl kovetkezik az Y=Y1—Y2 fiiggvé-
nye,hogyha a (3} egyenlet egy Y(x) megolddssra Y(xo) =Y’ (xo)=0 (a < X < b},
akkor Y(x) = 0 {a,b) -ben.

Ezekutan egy, a tovabbiakban igen gyakran szerepls fogalmat vezetiink
be:



Definicié

Az Y1 és . Y2 fﬁggvéﬁyeket egyméstél linedrisan fiiggetlennek ne-

vezziik valamely {a,b) intervallumban, ha egyik sem illandészorosa a
mésiknak, , ‘

E fogalom segitségével megadhatjuk marmost a fejezet elején kozolt
1. sllitds megforditdsat. )

IV.Ha Y, 6és Y2 a (@) differencidlegyenletnek egymaistol lines-

risan filiggetlen megolddsai, akkor (3} -nak minden megolddsa 7
clY1 + c,Y, alakban irhat6, ahol c¢; és ¢, alkalmas sllandék.

272 2
Legyen ui. x_ tetszlleges hely ({(a,b) -ben,- Y pedig (3) -nak

o
valamely megold4sa. A ,ci €5 c©p 4llandék meghatirozhatdk ugy, hogy

_clYl(xo)_f CZYZ(XO) = Y(xo),
4 ’ :
clYl(xo) + czYz(xo) =3 '(xo)
legyen, (4) ugyanisa c; és ¢, #llanddk kiszémitisdra elsdfoku

egyenletrendszer, és ha ennek determin4nsa zérus volna, akkor a
dlYl(xO) + dZYz(}go) =0,

H ’ =
4,7 () + dy¥5(x ) = 0

homogén egyenletrendszernek volna nemtrividlis (dl,dz) megoldisa. Ez
azonban lehetetien, mert ez azt jeleﬁtené, hogy a dlYl(X) + szz(}Ej

" fiiggvény a  (3) differenciflegyenletnek olyan megolddsa, amely derivalt-
javal egyiitt eltiinik az x, helyen, vagyis a III. 4llit4s értelmében (a,b)-
ben mindentitt: -

d,Y, () +-d2Y2(;¢) = 0,

s ebbbl pl. d1 # 0 esetén

d2
Yy = g Yl
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adpdna, vagyis a feltétellel ellentétben Yl(x) és Yz(x)~ nem volna egy-
méistél (a,b) -ben linedrisan fiiggetlen, Ezzel bebizohyitottuk, hogy

Y =e¢Y +c2Y

171 2.

a ¢ és c, 4llandék (4 e_gyehletrendszgrbg’il kiszamitott értéke mel-

lett & {3) differencislegyenlet adott kezdeti feltételt kielégité megoldssa,
ugyanezen kezdeti feltételeket kielégit§ m4is megolddsa a differencidlegyen-
letnek pedig az unicitédsi tétel miatt nem lehet, _

A IV, 4llitas bizonyitdsa sordn még a kivetkez§ eredményre is jutot-
tunk.,

Ha Y, & Y, a (3) differenciflegyenletnek egymastél line4ri-

gan fiiggetlen megolddsai, akkor a

un, Wrongki-féle determingng ({a, b) -ben sehol’%‘em tiinik el,

Megforditva, kénnyen 14that6, hogy ha Y
Wronski-féle determindns azonosan 0.

1= ch, akkor a fenti

Az eddigiek értelmében a (2) mdsodrendli linedris differencislegyen-
let megoldédsa két 1épésben végezhets el: el§szor megkeressiik a megfeleld
- (3) homogén differencidlegyenletnek két egyméstél linedrisan fiiggetlen.
Y, és Y2 megolddsit, azutdn pedig az eredeti (inhom'ogén) egyenletnek

egy ¥y megoldasit, Ezek ismeretében (2) valamennyi megold4sa az -

y =y1 + clYl + CZYZ

alakban irhaté, -- . : E .
A tovibbiakban e megolddsok megkeresésének modszerével fogunk fog-
lalkozni, _ i
A. {3) differencié,legyenlet Y; és Y, linedrisan fiiggetlen meg-

olddsainak ismeretében a (2) differerllciélegyenlet Y1 megoldisit a ki~

vetkez8 médszerrel hatdrozhatjuk meg.
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Keressiik az y; fiiggvényt

yl = Cl(X)Yl(X) + cz(X)Yz(x)

alakban, ahol cl(x) és cy(x) x -nek egyeldre ismeretlen fliggvényei.
Ekkor

» = ] + ] ] H
yl clYl 02Y2 + clYl + czY2 .

Haa cl()g) és cz(x) fiiggfényeket azon megsroritdsnak vetjiik als,
hogy
H H -
(5) ej¥, +ep¥, =0
legyen, akkor tehdt
L . H r
1= 0¥y oYy
és igy
LK 2 2 ] H b LR} 1
Yy = oYy T ¥yt oYyt oYy
y’1 és y’l’ ezen értékeit behelyettesitve a (2) differencidlegyenletbe
adédik:

cl(a(x)Y’l’ + ic:»(x)Y’1 -H c(x)Yl) + cz(a(x)Yé’ + b(x)Y’2 + c(x)Yz) +

+ a{x)(c’lY; + c’zY’2)= fx),

ill. mivel az elsG két taghan ) ill, ¢y egyiitthatdja zérus (Y1 és Y2

megoidésai a (3) egyenletnek) a(x) # 0 -val stosziva:

L ’ » y __(_.L_fx
(6) clY1 + czY2 = Ta)

A cl{x) és cy(x) fiiggvényekre tehdt az (5) és (6) egyenletekhdl
4116 '
elY, + c’2Y2 =0

()] 171
V ’ H ? L2 ___Lifx_
¢ Y1 * %Y = T
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differencidlegyenletrendszer adédott. (7) azonban nem mis, mint a c’1

és c’2 ismeretlenekre nézve olyan elsdfoku egyenletrendszer, melynek
'd,eterminénsa
Yl Y2
W = #0
¥ H
Y 1 Y

o linedrisan figgetlen. (7) -bBl tehst c’1 és cé

egyértelmilen meghatdrozhaték, ezen fliggvényekbll pedig integriléssal a
clfx) és cz(x) filggvényekre juthatunk. Ezen filggvényekkel felirva

hiszen Y1 és Y

¥; = cl(x)Yl + c:z(x)Y2

a {2) egyenletnek egy megolddsat szolgaltatja, Az itt ismertetett eljirds
neve: az filland6k varidldsa,

Hasonlé gondolatmenettel hatdrozhatjuk mega (3) egyenlet egy

{a,b) -ben sechol el nem tiing Y1 megold4sdnak ismeretében a (3) ho-
mogén differenciilegyenletnek egy miésik, Y1 -t81 linedrisan fiiggetlen

Y2 megoldisit. Ezt a megoldist
(8) Y2 = u(x)¥(x)

alakban keressiik, ahol u(x) az x viltozénak ismeretlen fliggvénye.
{8) -b6l ugyanis

Y, =u @Y, ) + uxY] ),

Yé’ = u” Y (%) + 2u’(X)Y’1(x) + u(x)Y’l’(x),

és Yz, Y"z, Yé’ ezen értékeit (3) -ba behelyettesitve az u(x) fiigg-

vényre a kivetkezd differencislegyenlet adédik:
u(x)(a(x)Yi’ + b(x)Y:'l + c(x)Yl) +u’ (x)(Za.(x)Y’1 + b(x)Yl) +
+u’ ey, = o,
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E differquiﬁlegyenletben u(x) egylitthatéja zérus (¥ 1(x) megol-
ddsaa (3) egyenletnek), vagyis u(x) -re az

.a(x) ) + (2&(;;)3(’1 + bx)Y,) wx) =

hisnyos mésodrendil differencidlegyenlet adédik, E differenciélegyenletet,
mint p = v’ (x) -re elsdrendi linedris differencidlegyenletet megoldva, a
p(x) - megolddsb6l u{x) kozvetlen integrildssal adsdik,

_ Osszefoglalva tehst a {2) dﬁferencxalegyenlet megoldédsit tobbnyire
a kovetkezoképpen hatirozhatjuk meg. .
1° Felirjuk az inhomogén linedris differenciilegyenletnek megfeleld
(3) homogén differencidlegyenletet és ennek kitaldljuk egy YI(X) a vizs-

galt tartoményban sehol el nem tind megolddsit (Y 1 meghatirozisdra al-
talénos mdédszer nincsen).

¢}

2° A (3) homogén differencislegyenlet ezen Y megoldastél li-

1
nedrisan fiiggetlen mdsik megolddsst

Y2 = u(x)Y1

alakban keressilk, Ekdzben u(x) -re nézve h1é,nyos F(u”,u »X) = 0 dif-
ferenmélegyenletre jutunk,

3° a4 (3)- -homogén differencislegyenlet 4ltaldnos megolddsst .az egy-
m#gtél linedrisan fﬂgg_etlen Y1 és Yz megoldisok segitségével

= clYl + 02Y2
alakban felirjuk,

4° A (2) inhomogén differencidlegyenlet egy megoldését az éllandék

-variilasdnak m6dszerével
Y1 = @Y E + Y,

alakban keressiik. Ekkor 0’1’ és cé -re a kivetkez0 elséfoku egyenlet-
rendszer adédik:
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+
c:lY1 czY2

, s - f(x)
¢y Y + cZYz ax)

0

Innen ci_ és c -t kz.szémltva, ezekbdl integrildssal . és e,

resett értékére ]utunk

ke-

5° A (2) differencislegyenlet 4ltalinos megbldés’ét-‘felirjuk

alakban,
6° Haa 2) differenciflegyenletnek vaiamely kezdeti feltételnek ele-
gettevd partikuliris megoldisat kell meghatdroznunk, akkor az 5% -ben
~ felirt altaldnos megold4sban kell még a cq _és N Allandokat alkalma-~
san megvilasztanunk. .

' Megjegyezzlik még, hogy minda 2° 16pésnél, mind a 4° nél mi-
vel csupén egy-egy, a kivdnalmaknak megfeleld u(x), (x) . (x)

fiiggvény meghatdrozésa a célunk, az ad6dé differencidlegyenletok mtegré.—
ldsa sorin az integriciés sllandékat m1nd1g zérusnak vehetjiik. - )
Példaként oldjuk meg az. -

) Cw - ey ry =

differenmélegyenletet Szoritkozzunk az x > 0 értékekre. gi:kkor ¥y
egylitthat6ja nem tinik el, mivel pedig x, -(1+x), 1, x
(0, +o00) -ben folytonos filiggvények, a differencidlegyenletnek mindig vam
X-> 0 esetén egyérielmili megolddsa

A (9) -nek megfelelo homogén dlfferencié,legyenlet'
(10) - - XY - (L+x) Y +Y = o
Ennek a differenmélegyenletnek x>0 esetén el nem tlino megoldésa.

'Yl 1+x.

Keressilk (10) —nek egy, ett<’51 1ine5.risa:n fiiggetlen megoldé.sé.t
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Y2 = wX){1 + x}
alakban, Ekkor
Y’2 = u ®)(1 +x) +ux),
Y;’ = u” @)1 + x) + 2u’ (x),
vagyis (10) -be behelyetiesitve

u” (x)x(1 +x) +u’ (xX2x - (1 + x}z) + u(x) (- (1+x)+(14+x)) = 0 ,

it, 9
u”’ K)x(L+x) + (-1xJu’(x) = ¢

adddik. Az u’(x} = p{x) helyettesitéssel tehst
s 2
X(1 +x)p° (x) = (1 +x )p(x),

vagyis ezt a differencidlegyenletet a viltozok szétvilasztisdnak médszers-
vel megoldva (x > 0 mellett x(1 +x) # 0)

[ . [_lﬁi_ i
i P x{ 1+Xx)

1-% 4% = L B -
lnp-/(1+x(1+x))d}t-/(l+x x+1)dx X-Inx-2Ini+ 1),

azaz
X X

p=—"7"e
(x-r-I)z

Mivel pedig p = u’, a fentibdl integraldssal adédik:
/——-x—fz—exdx=/ lz(xex)dx=
(x+1) {x+1)
v U

ufx)

1 X 1 X X,
=
Xe +/ 1 (xe +e)dx—
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x+1

X X
Xxe +e .

T x4l

A {10 differencidlegyenlet kereseit megolddsa tehst

Y1 = ux)(x+1) = -xex +xe +e = ex.
A (10} egyenlet minden megoldéasa tehit

Y = clY1 + 02Y2 =

X
cl(x +1) + C,e
alakjdban irhaté fel.

A {9) egyenlet egy megolddsit mArmost

¥y = cl(x)(l +Xx) + cz(x)e}I

alakban keresve ¢} é&s c’z -re a kvetkez§ egyenletrendazer adédik

{lasd (7)) 1
y » X —
cl(x +1) + cze = 0,
X xz
’ > = < =
¢ +eye = " X,
Innen
e’ = -1 e’ = Ax+1)
1 ? 2 x
e
vagyis
¢, = x, c,= /(x-i-'l)e—x dx =...= -(x+2)e ",
vagyis '

Y1 =X{1+x) - (x+2) = -x2 - 2x - 2,
ésigya (9) differencidlegyeniet megoldésa:

y = —x2 - 2x - 2+c1(x+1)+02ex.

- 315 -



Az y(l) =2, y'(1) = 0 kezdeti feltételnek elegettevd megoldis ese-
tén, mivel . ' '

S
v o _ ?
y o= -2x 2+cl+f2.e o
a e & e, sllanddkra a kovetkezd egyenleti‘%ndszer adédik:
-.,20:"l + ec2 =17,

Irinen
vagyis az adott kezdeti feltételnek elegettevd megoldds:

y=-x2- 2x—2+3{X+1)+ex_1.

32. Mésodrendii, linesris, slland6 egyiitthat6s

differencidlegyenletek
'Az
o Tay” by’ + oy = fi®)
alaku differenciélegyenleteket ahol ~a #0, b, ¢ dllandsk, f(x) pe-

dig valamely (o¢,3) intervallumban folytonos fliggvény, mdsodrendii, li-
neéris, dllands egyiitthatés differencislegyenleteknek nevezziik, ((1) a 31. fe-
jezet (2) d1fferenc1élegven1etének az a specidlis esete, amikor az a(x),
b{x}, c(x} Ffliggvények 4llandék.) a

Az aldbbiakban el8szdr azt az esetet vizsgiljuk, amikor a, b, ¢ va-
16s szdmok, s igy az (1) differencidlegyenletnek is valés megolddsait ke-
-ressiik. ‘ ’ 1

Az (1) inhomogén differencidlegyenletnek megfeleld

@ ' aY"” +bY’ + cY = 0.

homogén differenclélegyenlet megoldﬁsal egyszerd eljarissal haté.rozhaték
meg. Keressilk ui. (2) megoldéisait, -

y=e
alakban, Ekkor
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Y = Aeﬁx,

¥ = Azeftx, -
vagyis ezen fiiggvénycket (2) -be behelyettesitve

a ]L2eJ\X + bAS v e e]\'x =0,

ill. az eﬂx # 0 tényezdvel osztva
(3) aJ\2+b/\+c=0
~ adédik. Ennek értelmébeﬁ Y = eﬂx akkor megolddsa a (2) homogén
differencidlegyenletnek, ha A kielégitia (3) masodioku egyenletet. A
(3) egyenleteta (2) diffei_‘enciélegyenleﬂlez tartozé karakterisziikus

egyenletnek nevezik. _
A (3) karakterisztikus egyenlet megoldisa sordn hdrom eset élthat

eld:
1° Ha bz - 4ac >0, akkora (3) egyenletnek két kulonbozo va-
168 ]\1 és A, gybke van. Ekkor tehdt a (2) differenciilegyenlet- -
nek . .
Ax A "
'Yl e T & Y, =e 2

két linedrisan fiiggetlen valés megoldasa, vagyis (2) iltalanos megoldisas

A Agx
Y = c—lYl + CZYZ = clg -+ c,e .
o 2 ' b
2° Ha b” - 4ac =0, akkora (3) egyenletnek A = - oa
kétszere;_s gytke, vagy'i‘s a (2 diﬁerenciélegyerfletnek egy megoldésa -
; 7 ‘ . x. , _
7 = 2a -
Xy . 7 ,
A (2) differenciflegyenletnek egy masik, 'Yl -t81 line4risan fiiggetlen -
megoldédsét (a 31. fejezetben ismertetett médon)
& _ b
- —x

Y2 = u(x)it'1 = u{x)r:'fe‘_
alakban keressiik. Mivel ekKor- )
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- =x -—x
v s 2a b 2a
Y, = uw (x)e 5. ufx) s
b
-=X - 2 -—X
Y = u”(xle -2 u’ {x)e 2a +—b— e 2a ufx),
2 a 2
4a
b,
(2} -be behelyettesitve és azonnal egyszeriisitve e 2a # 0 -val ads-
dik:
o _ 2 2
au’’ (x} + (-b+byu’(x) + (4a " om +cju(x) = 0.

Itt u(x) egylitthatéja zérus, hiszen a feltétel értelmében b> - 4ac = @,

és kbzds nevezdre hozéds utdn u(x) egytitthat6janak sz4ml4l6jaban éppen
-t% + dac &l Az u(y) filggvényre tehst, mivel a £ 0, az

X =0
differencidlegyenlet adédott. Innen integraldssal

v =d, o,

u{x) dx + dz,

1

vagyis speciglisan a d1 =1, d2 = 0 vilasztdssal a (2) differencisl-

egyenletnek egy, a karakterisztikus egyenlet megolddsa segitségével fel-
irt Yl megold4s4tél linedrisan fiiggetlen megolddsas:

Y2 = ufx) Y1 =
b
2a

=X e .

Ennek értelmében bd - 4ac

4

0 esetén (2) dlialdnos megoidésa

b
Y = e_ 2ax + xe«.z—gx
N Cy

alakban irhaté fel.
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3° Ha bz - 4ac <0, akkora (3) karakierisztikus egyenletnek

konjugdlt komplex gyGkei vannak, Jeloljilk'ezeket a rovidség kedvéért a k-

vetkezdképpen:
Y 4a¢c-b

- . ___b - S 4ac-b
J\l,z_y’i]v (H=-%gr V= 2a
Vildgos, hogy az
e(ﬂ»"‘]’“)x s e(}i-jv ¥x

fiiggvények a (2) egyenletnek megoldédsai, ezek azonban komplex értékiiek.

Valés megolddsokat ezek segitségével a kovetkez8képpen 4llithatunk eld. Mi-
vel a 31, fejezet II. dllitdsa értelmében a homogén differencidlegyenletek,
megoldisainak linedris kombinicidja is megoldisa a differencidlegyenletnek

. : jvx -jv x
+jv -jv +
% (e(P A LS Vo )X) = gH* £ ze = eM*cosux,
és jvx -jvx
L w78 g

megoldasai a (2) differenciilegyenleinek. Ezen valés értékil megcelddsok
egymistél nyilvanvaléan linefirisan fliggetlenek, vagyis b2 - 4ac <0
esetén a (2) differenciilegyenlet 4ltaldnos megolddsa

[

X X
c ePt COSV X + ¢ eH' sinvx =

Y 1 2

X :
e""'L (clcosvx + ¢, s5inv x)

2
alakban irhaté fel, ahol

b Y 4ac - b

P Ve Tm

A teljesség kedvéért megjegyezzlik, hogy ha {2) -ben a # 0, b, ¢
komplex szimok is lehetnek, akkor

b2 ~4ac=0 esetén Y= cpe + cyx e .
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minden més esetben pedig a (3) karakterisztikus egyenlet gyckeit (ezek
dltaldban komplex szdmok lesznek) /31 és ﬁz -vel jelblve -

) ﬁlx J<] 2x
Y =c.e + Cye 7

alakban irhaté fel az aY” + bY’ + ¢Y = 0 differencislegyenlet (komplex,
esetleg valds értékil) megolddsa, ' :

Allandé (valés) egyiitthat6s linedris mésodrendii differencilegyenletek-
nél sok esetben az inhomogén (1) differencidlegyenlet egy partikulivis
megolddsanak megkereseset is le lehet egyszeriisiteni., Az 4llandék varisla-
sdnak - az elSbbi fejezetben ismertetett - médszere helyett ugyanis, ha az
(1) egyenlet inhomogenitdsét okozé £(x) fiiggvény ilyen alaku:

{4) fx) = p(x)eaxcos bx '+'q(x)eaxsin bx,

ahol p(x} €5 -q(x) legfeljebb n -edfoku polinomok, de koziiliik az exg'yik
legaldbb pontosan n -edfoku, (1} -nek egy megoldasat

®) ¥ = P(x)e “cos bx + Q(x)ea'xsin bx

alakban kereshetjilk. it P(x} és Q(x) n -edfoku polinomok, melyeknek
hatdrozatlan egyiitthatdit az (1) differencidlegyenletbe valé visszahelyet-
tesités utén az egyiitthat6dsszehasonlitds moédszerével hatdrozhatjuk.meg.
Az aldbbiakban néhény példat mutatunk arra, hog kiilénhtzd alaky f(x)

- fliggvények mellett mllyenlalakban keresheﬁ)’ az (1) differencidlegyenlet

Yy megoldésa.

| fx) - Y1
3 e2x A ezx
2x2 -x-3 sz + Bx -ié_r-C-l
= | A;:s + B+ Cx + D
cos 3x Acos 3x + Bsm 3x'7
cos 3x - si-n 3x Acos 3x + Bsin 3x
xze-X 7 (sz + Bx + C)e_fx
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f(x) Y1

e_xsin 2x e_x(Asin 2x + Beos 2x)
X COo8 X (AX +B)cos x + {Cx + D)sin x
x + 265 -0 2% Ax + B+ CeX + Do~ X

-X . -X .
e +8in 2x Ae = + Bsin 2x + Ccos 2x.

Az itt vazolt médszer nem vezet eredményre, ha az (5) kisérletezs
fiiggvény az (1) differenciflegyenletnek megfeleld (2) homogén differen-
cidlegyenlet megolddsdnak sllandészorosa. Ilyenkor az (5) -nek megfeleld-
en felirt fiiggvény x -szeresével, ha ez is megoldja a (2) egyenletet,

akkor x2 -szeresével kell kisérletezniink. Ilyenkor rezonanciirél beszé-
liink, mivel ez a jelenség elhanyagolhaté ohmikus ellendlldsu sorbakapesolt
6nindukeciét és kapacitdst tartalmazé dramkdrben akkor 4ll eld, ha a rend-
szer sarkaira kapcsolt fesziiltség frekvencidja a rendszer belsS rezgésének
(a2 megfelell homogén differencidlegyenlet megolddsinak) frekvencidjaval
egyenld. ’
Természetesen, ha az (5) alaku fiiggvények nem megolddsai az (1)
differencislegyenletnek, mindig kereshetjiik (1) -nek eg&r Yy megoldisit

a homogén egyenlet 4ltaldnos mégo’l‘ﬁé.'sébél az 4dllandék varidlisianak maéd-
szerével (ldsd 31, fejezet).
Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenleteket:

a) 4y” - 3y’ -y = e-2t._

A megfeleld homogén egyenlet:
4Y" - 3Y - Y =0,
az ehhez tartoz6 karakterisztikus egyenlet:

42232 -1=o.
Ennek megoldésa:

A - 3% V9 + 16 _

1
1,2 8 1
4
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tehét 2 homogén differencidlegyenlet 4ltaldnos megoldssa:

t -0 ’ 25t
= <+ .
Y cle cze

Az inhomogén differencidlegyelet egy partikuldris megoldisat
mében a kdvetkezd alakban kereshetjiik:

-2t

¥y = A e
Ekkor ot

y; = 2A e
y) = 4A e 2t

vagyis az inhomogén differencidlegyenletbe behelyettesitve:

164 e 2t 4 6a e 2 _ A e 2t - o2t
Innen 21 A = 1,
. _ 1
A=—.

Az _inhomogén differenciilegyenlet dltalinos megoldéisa tehat:

g ol B, b 0,25
= 21 1 s .

b) + 6y’ + 9y = sin 2x.

y

A megfelelo homogén differencidlegyenlet:
Y +6Y + 9Y = 0,
az ehhez tartozd karakterisztikus egyenlet pedig

A2+6A+9=0.

Ennek megoldisa:
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A 2° -ben elmondottak értelmében a homogén differencidlegyenlet 41-
taldnos megolddsét tehdt a kovetkez8 alakban irhatjuk fel:

Y=¢ e—3x + ¢ xe-3x
1 2

Az inhomogén differencidlegyenlet egy partikularis megoldédsit

A sin 2x + B cos 2x

l

Yy

alakban keressiik, Ekkor

y’1 2A cos 2x - 2B sin 2,

y’l’ -4A sin 2x - 4B cos 2x.

¥y y’1 és yi’ értékét behelyettesitve az inhomogén differencidlegyen-
letbe és sin 2x, ill. cos 2x szerint rendezve nyerjiik:
sin 2x (A - 12B) + cos 2x (12A + 5B) = sin 2x.

Az egylitthatokat 6sszehasonlitva A, ill, B -re a kivetkezd kétismeret-
lenes egyenletrendszer adédik:

5A - 12B = 1,

12A + 5B

]
<
B

Innen

5 T
A= B=- 6"

A differencislegyenlet dltaldnos megoldédsa tehdt:

= sin 2x - - 12
¥ = 169 169

: -3
cos 2X + (c1 + czx) e _x.

) y? o+ 4y’ +5y=x2~3;

A megfeleld homogén differencislegyenlet:

Y + 4Y’ + 5Y = ¢,
az ehhez taytozé karakterisztikus egyenlet:

- 323 -



A4 aA +5=0.
Ennek megoldésa:

1 - 4 YV16-20

1,2 2

és igy 2 homogén differenciilegyenlet 4ltaldnos megoldésa (a 3% —ban
elmondottak értelmében)

-2x -2 ,
Y= cle cos X + cze 8in x.

Az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuliris megolddsit keressiik

¥y, = sz +Bx + C
alakban,

yi = 2Ax + B,
y’l’ = 24,

vagyis az inhomogén différenéiﬁleg‘yenletbe yl,y’l és y’l’ fenti értékeit

behelyettesitve é8 mindjart x hatvinyai szerint rendezve addédik:

x25A+x(5B+8A)+5C+4B+2A=x2—3.

Egyfitthaté6sszehasonlitdssal a kivetkezd egyenletrendszert nyerijtik:

5A = 1,
8A + 5B = 0,
%A + 4B + 5C = -3,
va;g'yis _
-1 _ __ 8 - _ .53
A=% B % © 125 °

Az inhomogén differencidlegyenlet dltaldnos megoldédsa tehéi:

y =1.2_8 , 38 .. e—;zxcosx+c e gin x.

] . 26 125 1 2
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d) vy’ + 5y + 6y = 23—2x.

A megfelel6 homogén differencidlegyenlet:
Y + 5Y + 6Y = 0,
az ehhez tartozé karakterisztikus egyenlet

/\2+5Jt+6=0.

Ennek megoldisa 2

5% Vo5 -2

]‘1,2 = 2 -

-3,
tehat a homogén differenciéle;gyenlet altalanos megolddsa:

-2x -3x
Y = cle + cze
Az elGbbiek mintdj4ra az inhomogén differencidlegyenlet egv partikuliris

megoldasat
(2 ) y1 = Ae

alakban kellene (5) értelmében keresniink, Mivel azonban e_2X {8s an-
nak éllandészorosai is) a homogén differencidlegyenletet elégitik ki, nem
lehet az inhomogén differencidlegyenletnek (%) alaku megolddsa. Az un.,
rezonancia esete 4ll tehdt fenn, az inhomogén differencidlegyenlet megol-
ddsat az
' -2x
¥, = xAe
alakban kell keresniink., Ekkor

2x

y' = Ae"ZX - 2Axe ),

v = -ahe X 4+ 4axe X
0

és Vo y;, y;’ értékeit az inhomogén differencislegyenletbe behelyette-
sitve adddik:
(~4A + 5A) o, (4A - 10A + 64) xe X = 2e'2x,

W

=0
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tehat A =2,

Az inhomogén differencidlegyenlet 4ltaldnos megolddsa tehéit:

= 3 ==
y=y, *Y
= 2xe_2x +c e—2x + ¢ e-—3x.
1 2
73 2 :
€e) ¥y’ + ay = sin ax, {a # 0)

A megfeleld homogén differencislegyenlet
Y” o+ aZY =0,

és ennek megfeleld karakterisziikus egyenlet:

Riealeo,

ennek megoldésa:
A= %2k

vagyis a homogén differencidlegyenlet dltalinos megolddsa:

Y = clsin ax + czcos ax,

(Teljesen hasonléképpen adédik, hogy az X' - a2X = 0 egyenlet 4ltal4-
nos megolddsa X = dleax + dze_ax, mig az X’ = 0 egyenlet 4ltala-
nos megoldisa kozvetlen infegrildssal is ad6déan X = d X + dz).

Az inhomogén differenciflegyenlet egy partikuldris megolddsat (5)
értelmében

(%) y1=Asinax+Bcosax

alakjiban kellene keresniink, Mivel azonbana () alaku filggvények a
megfelel6 homogén differencislegyenletet elégitik ki (s igy az inhomogén
differencidlegyenleinek nem tehetnek eleget) ismét rezonancia 4ll fenn, az
inhomogén differenciilegyenlet egy megoldédsat

yo=Axsinax+Bxcosa.x

alakban kell keresniink, Innen - mindjirt alkalmasan rendezve -

- 326 -



y") = (-Bax + A)sin ax + (Aax + B)cos ax,

y;’ = (—Aazx - 2Ba)éin ax + (-Ba.2 + 2Aa)cos ax,
azaz az inhomogén differenciilegyenletbe behelyettesitve
2 2., . 2 2 :
(-Aa'x - 2Ba + Aa X)sin ax + (-Ba" + 2Aa + Ba xjcos ax = sin ax,

tehit egyﬁtthatééisszehasonlitéssal adodik:

-2Ba = 1,
24Aa = 0,
Inmen a # 0 folytdn
1
B=- g, A=,

tehit az inhomogén differencidlegyenlet 4ltal4nos megolddsa

1
= = o = 3 + .
y y0+Y 2a xcosax+c1 sin ax + ¢, cos ax

fy R ohmikus ellendlldst, L &nindukci6ét, C kapacitist tartal-
maz6 rezgbkorben az d4ram i intenzitdsa a kisvetkez§ differencislegyen-
letnek tesz eleget: ’
&% di . 1. du

L + R — + —‘E— i=——,

d t2 dt t

ahol U a heiktatott sramforrss fesziilt-
gége (108, dbra),

Vizsgidljuk meg, hogyan viltozik
i(t) el8szdr abban az esetben, amikor

U=c, tehit —g{l = 0. Problémank C

megoldédsira a fenti inhomogén diffe-
rencidlegyenlethez tartozé
L

2
L—Q—'IE+R£I—+iI=o 108. bra
dt dt c
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homogén differencislegyenlet megolddsa vezet. A megfelel§ karakteriszti-
kus egyenlet

L AZ#RA + 220,

C
Innen R ¥ RZ - 4L
A - C
1,2 2L )

Ha az R ohmikus eliendlias nagy, pontosabban, ha

@

R2> 4 L R
C
akkor a karakierisztikus egyenlet gySkei valésdk és lathatéan negativok,
tehat az intenzitds

alaku, ahol x> 0, xy > 0 val6s szdmok. Konnyii beldtni, hogy ek-

1
kor t novekedtével I egy széladérték elérése utin monoton fart
0 -hoz (109. 4bra),

] A

109. dbra

Lényegében hagonlé a helyzet, ha

Ha azonban



14
N\
N
S R2c AL
>~ 4
\\.
\\\
\\\
\/ - F
////
//
s
s
L,
116, dbra

akkor a karakterisztikus egyenlet gyb'kei konjugélt komplexek:

R j L .2
= ——-—-——-+ — “
“',‘1,2 2L — 2L 4 C R
A (. B I RY PV
2L ° @y T 2L

jeloléssel teh4t az intenzitds

-t .
I=e (clcos wot,+ czsmwot).

Ekkor tehat 1 csillapitott rezgéseket végez a)o kirfrekvencidval, Az

R = 0 esetben (amely gyakorlatilag nem valésithaté meg,esak megkizelithe-
1 ;

) w =— ~ tehst egy rezgés ideje )
[0 VLC : . .
= 2K e~z
T W, = 2% LC.

Tekintsilk most az elSbb vizsgilt rezgbkort U = Esin wt fesziiltség
mellett, amikor az dramzintenzitis az

2, '
L dzl +Rr -4 +—lé— i = Ewecoswt
dt dt
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differencidlegyenletnek tesz eleget, A megfeleld homogén egyenlet megold4-
sit mér az elSbb vizsgaltuk. Az inhomogén egyenlet egy partikul4ris megol-
déisit keresstik

io = A coswt + B sinwt

alakban, Derivdlds, majd az inhomogén differencislegyenletbe valo behelyet-
tesités és alkalmas rendezés utin adédik:

cos wt(-ALw2+BRw+ %A) + sinwt(—Bsz-ARw + %B) = Ewcoswt,

Innen egyiitthat6tsszehasonlitsssal a kivetkez§ kétismeretlenes line4ris
egyenletrendszerre jutunk:

.A(—(lj - sz) + BRw = Ew,
-AR w + B(%- sz) = Q,

Megoldva A -ra és B -re az egyenletrendszert, nyerjlik:

1
——— - Lw
A =S E,
2 1 2
R + ( Cor - Lw)
B = R E,
2 1 2
R + - Lw
(Cw }
tehdt
i = E [( 1 - Lw)coswt + R 8in wt] .
o Cw

2 1 2
R — .
+(Ca) Lw)

Ez a partikuldris megoldds egyszeriibb alakban is felirhaté. A sik
(R, Lw - C_fu_) koordinitdju pontjinak polirszogét Cf—vel jeldlve
ugyanis (111, 4bra)

o2 1 2
R—VR +.(C—w-—-.Lw) cosq,
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1 _‘/ 2 1 2
Lw-~ ‘———Cw =R + (—Cw Lw) sin(_f s
és igy

E

i = (sinwt cosy - coswt sincf:) =

)

r? 4 (—1— - Lw)z

Cw
E

= sin(wt -¢p).
\IRz + (_C](;u - Luu)2

Ez tehdt az U(t) {feszilliséggel megegye-
z8 frekvencifju csillapitatlan rezgés, A
rezgés fazisa U fazisdhoz képest (f - y
vel van eltolva, ahol Low-£-
Cow
1

Lw-50 [

thP= R )

mig a rezgés amplitudéja U amplitudé-
jibsl, E -bSla

v R2 + (_Ciq_; - Lw)2 tényezdvel (lat- 111, 4bra

sz6lagos ellenéllds) valé osztée utjdn kaphat6, Adott L, R, C mellett
maximalis az amplituds, ha

L Lw=0, tehit w=—2—.

Cw m

Példankban az inhomogén egyenlet 4ltaldnos megolddsat azért nem
sziikséges felirni, mert mint l4ftuk, a megfeleld homogén differenciilegyen-
let dltaldnos megoldésa nagy t esetén elhanyagolhatd.

33. Allandé egyiitthatés linedris difﬁerex}ciélegyenletrendszerek

Az illandé egyiitthatés homogén linedris differenciilegyenletrindszerek
Altalancs alakja:
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Yy Tyt agyy te Ha v,

m )

Az .
Yy i 10 B
¥y = s y' = s A= .
;n yl’1 aq e a .

jelolést bevezetve (1) még a kivetkezd métrixegyenlet alakjdban is fel-
irhaté:

(2) Yy =4Ay.

{Altaldban egy matrix deriviltjan (ha a mAtrix elemei az  x fiigget-
len valtoz6 fliggvényei) az elemenkénti derivaliissal nyert métrixot értjiik.
Hasonléan értelmezziik a métrix integraljat is.)

Hasonléképpen az
¥ . —
yl (allyl + s T alnyn) gl(x)!
3)

.

yn - (anlyl + ... F annyn)

g, &)
inhomogén linedris 4lland6 egyiiithatés differenciélegyenletrendszer az

@) | Y-AY=g®

mé.tri;{egyehlettel is felirhat6, ahol
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gl(x)

g =

g,

Mivel tehdt az (1), ill. (3) differencidlegyenletrendszerek meg-
olddsa kvadratikus A métrixot tartalmazé métrixegyenletek megolddsdra
vezethetd vissza, az alibbiakban el8szdr a métrix-analizis néhény fogal-
méval kell megismerkedniink. Ekézben természetesen a Matematika /1.
jegyzet 12, -17. fejezetében kozolt alapfogalmakra - anélkiil, hogy erre kii~
16n hivatkoznéink - fogunk tdmaszkodni,

1. Skaldr egyiiithatés m4trix-polinomok

A métrix-gzorzis asszociativitdsa folytdn kvadratikus A  matrix

esetén az én és ém métrixok feleserélhetdk, speeidlisan n, ill.
m = 0 esetén is, haa 0 -adik hatvanyt igy értelmezziik:

o

-
]
[]eo}

ahol E jelentiaz A maétrixéval megegyezo rendii egységmitrixot,

EbbS1 kovetkezik, hogy az A métrixbéla ¢ ,eq,...,0 skaldr-
egyiitthatékkal képezett '

2 n
+ =
COE + cl._é_ 02A toe.. + cnl_\ p{é)

un, métrix-polinommal racionilis egész miiveletek ugyanugy végezhetdk,
mint a

2 | n
c, tCX X + ... +tex =P
skaldr-polinommal. Igaz tovdbb4, hogy az egy véltozét tartalmazé skalar-
identitdsok, melyekben csak raciondlis egész miiveletek szerepelnek, ér-
vényben maradnak, ha bennik a véltoz6t tetszGleges kvadratikus A
métrix-szal, a véltozé zérusadik hatvinyit pedig E -vel helyettesitjiik,
Pl . =

px) = 3x2 - 6x - 8 = 3(x~3)(x+1),
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tehdt tetszGleges kvadratikus A métrixra is 4ll:

P{A) = 3‘;*2 - 64 - 9E = 3(A - 3E)A + E).

Legyen pl.
2 -1
4= :
3 1
Ekkor
4-3 -2-1 2 -1 1 0 -18 -3
3&2-%-95:3 -6 -9 =
6+3 -3+1 3 1 0 1 9 -21
2-3 -1 241 -1 -18 -3
3(A - SE)A + E) = 3 = :
3 1-3 3 1+1 9 -21

11, Matrix karakterisztikus- és minimél polinomja

A tovidbbiakban fontos szerepe lesz a kovetkez§ definicidnak és tétel-
nek:

Definicio

Egy kvadratikus A mitrix karakterisztikus polinomjdnak nevezziik az

5) D(A) = det(a - AE) =0
polinomot,
Tétel
Biarmely kvadratikus A métrixot D(A) karakterisztikus polinom-
jdba behelyettesitve
(6) D(4) = 0

addédik, (6) -ot az é mitrix karakterisziikus egyenletének nevezziik.
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D(A) az (5) jobboldaldn felirt un. karakterisztikus determinins
kifejtésével A -nak n -edfoku polinomjaként adédik. (6) -ban tehat
D{(4) az A wdirixnak n -edfoku méitrix-polinomja, melyre {6) ér-
telmében

n
D) = ¢ E + Z cAl =0,
= Qo= 1= =
i=1

tehdt valdban a kivint méitrix-egyenletre jutottunk,

Pl,
3 1
é =
- 2 -1
esetén
. : 3-A 1 5
D(A) = det(a - AE) = = A% - 2A -5,
2 -1-A
sigy
2

D(A) = A” - 24 - BE =0

[}

a keresett karakterisztikus egyenlet, Kozvetlen kiirdssal is kinnyen meg-~

I rf

gyozodhetiink arrdl, hogy é kielégiti ezt az egyenletet.

Azt az 4llitdst, hogy barmely kvadratikus A mdtrix kielégiti a

hozz4 tartozé karakterisztikus egyenletef, a kb‘vgtkez()’képpen igazol-
hatjuk:

. Bdrmely kvadratikus B métrixra
Badj B = (adj B) B = E det B.

Tegyiink itt B helyébe A - AE -t, ahol A tetszileges szdm.

|

j

I

'

i

|

i

I

I

!

i

|

: Ekkor a karekterisztikus polinom definici6ja szerint
| . M-

L ED(A) = Edet (A-AE) = (A-AE)adj(A- AD.
! = = = = = = = =
I

I Az itt-szerepl§ adj (A - A E) métrixot részletesen kiirva

E .

i n-1

I A )

I

f

1

adj (A - AE) =C +C A +..+C_
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és ez a mitrix az el8bbiek szerint feleserélhetd A - AE -vel, te-

hit A -valis, hiszen AE bérmely mitrix-szal feleseréihets.
Eszerint

:A(go + gIA to.t €

___n_lﬁn‘l)=(go+g A+ +C J’\n'l)é.

=n-1 =
Itt A= 0 helyettesitéssel

AC, = S8

majd ezeket a tagokat a bal- és jobboldalrél elhagyva és A -val
val6 osztds utdn ujrta A = 0 -t helyettesitve

W=

gl=CA

=1=?

" s folytatélag

lIA
HA

k

[} 3
[[@]
i
O
>

(1 n-1)

adodik,
A {®) -bsl keletkezd

_ n-1
EDA) = (4 -AB € * QA+t g AT

azonossigban eszerint A helyébe beirhatjuk az A maétrixot, hi-
szen az Usszes szereplS matrixok feleserélhetdk egymassal. Innen

én—l) = 0.

D@) = E D) = (& - AB) (€, +C )

At

e .
e o o e o e L ai im i — e e A LR L R e L i o e

_ ElSfordulhat, hogy a D{A) karakterisztikus polinomnél alacsonyabb
foku polinomot is meg lehet adni, amelybe az A métrixot behelyettesit-
ve, eredményiil 0 adédik. '

Definicid
Egy A Lkvadratikus métrix minimél-polinomja az a legalacsonyabb

foku A {A) polinom, amelyre A(A) = 0. Az utébbi egyenletet az
A métrix minim4ilegyenletének nevezik.
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v i e e T e e = —ew = @ = = = = = Tm = = = T = T T = T e — — ——————— ©

Az el8bb vizsgilt
EDA) = @& - AE) adj(A - AE)

azonossaghbdl kiindulva a kivetkez8képpen kaphatunk kedvez& esetban
D(A) -nil alacsonyabb foku polinomot, amelybe behelyettesitve az A
métrixot 0 adédik. Tegyiik fel, hogy az adj(A - A E) maétrix min-
den eleme oszthaté A -nak valamely legaldbb elsSfoku 8 (A) po-
linomjéval. Ekkor a baloldali métrix minden elemének is nyilvin oszi-
haténak kell lenni P(A} -val, ugyhogy

D(A) = G(A) A(A).
Mésrészt az

adj (4 ~AE = BB, +B A +...+B_A"), (m<n-]

jeldlést bevezetve kinnyen 14thaté, hogy A felcserélhetS a jobboldali
miésodik tényezdvel és ebbdl az elfbbi bizonyitdsban kivetett okoskod4s-
sal adddik, hogy A felcserélhetd a B, métrixok mindegyikével is.

Innen k
E O(A) AM) = (4 - AB B(A) B +BA+..+B_A™),
majd G (A) -val végigosztva
EAA) S@-AE @, +B A +...+ B_AT),

s minthogy a szereplS méatrixok itt is mind felcserélhetSk A -val,

helyes azonossigot kapunk, ha A helyébe az A métrixot irjuk:

AW =EA@=@A-AD B +BA+..vB A" =0
Pl, az
1 0 1
A= 0 1 1
0 0 1

mitrix karakierisztikus polinomja

- 337 -



i-A 4] 1
D(A)=det(A - AB)=| 0  1-A 1 = a-2a).

0 0 1-A

A karakterisztikus egyenlete tehdt ((1-A )3 = 1-3A +3 J\z -]\3)

€-4° -p-3pva’-4 =0
Mivel 5
a-0° 0 -a-a) 1-A 0
adia-AB={ 0  (1-A)° -@-2) [=@-a)| o0 1-A
0 O (1-]\)2 0 0
az A ~hoz tartozé minimal-polinom:
3
D) _ (- )

A = AL~ a- A%

oy 1-

sigy A minimél-egyenlete:

E-H°=E-2+

IID>
li
lio

(A {A) valéban minimil-polinom, mert clé + Cog_ =0 ecsak

63

A=-—2- E esetén dllhat.)

1. A mitrixfiiggvény definiciéja és analitikus el84llitdsa

Ha f£(z)
mitrix £(4)

z -nek raciondlis fiiggvénye, akkor egy kvadratikus A
fiiggvényét form4lisan ugy képezhetjiik, hogy az f(z) fligg-

vényt szolgédltato képletben 1 helyébe az A -val megegyezd rendii E
egységmitrixot, 2z helyébeaz A matrixot helyettesitjiik, és a fiigg -
vényutasitdsban szerepld miiveleteket az A matrixon elvégezzilk. Pl.

f(z) = —r-———s'; - ;
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esetén

co
e | e

£(8) - (A - BRE - 37",

o
1
[}o=3 Blco]

Természetesen £(A) csak olyan A métrixra értelmezhetS, amely-
re a nevezlben szereplé’_ métrix (a fenti p_éldé.ban 2E - A) nem szinguld-
ris.

Ha £(z) 2 -nek nem raciondlis fiiggvénye, akkor f(A} -t ugy értel-
mezhetjiilk, hogy f(z) -t 2z hatvényai szerint haladé kom?ergens hatvany-
sorba fejtjiikk &és ide helyettesitjitk be z helyébe a kvadratikus A, 1 he-
lyébe pedig az A -val megegyezd rendii E egységmétrixot, Ezen el§4l-

I

litdst nevezzik az £(A) matrixfiiggvény analitikus el84llit4sdnak,

Pl.
Z Z Z ’ Zn
,e"1+T+ o1 +,,+n!+.
miait )
A N\
e==g+é+%__@2+...+—%——é“+ ,
3 5
inz=gz--—"—4——_ 4
S 31 51
miatt
in A=A . L a3, 1 5
T T ST
Altaldnosssgban akkor mondjuk, hogy a
= K 0 ’
)l @ =D
k=0

hatvinysor konvergens, és dsszege az f(A) métrix-fliggvény, ha az

m

S ) = Z cké'k
k=0

métrix minden eleme m-> co esetében véges hatdrértékhez, az f(A)
métrix megfeleld eleméhez konvergal,
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Haaz A maétrix karakterisztikus egyenletének gytkei az

o0

f(z) = Z ckzk

k=0

hatvénysor konvergenciakérének belsejébe esnek, akkor bizonyithaté, hogy

a megfelelo co

k
) b

=0

mAtrix-hatvinysor konvergens. A tételt ilyen 4ltaldnossdgban itt nem bizo-
nyitjuk be, megjegyezziik azonban, hogy a fenti.feltételek mellett a

ckék mitrix-hatvinysor A minimélpolinomjindl (A A -nél)

k=0
alacsonyabb fokszdmu méitrixpolinomra redukédlhaté, Ezen megjegyzés a
gyakorlat szempontjdbol igen hasznos és fontos. A

E redukeiét kizvetleniil el tudjuk végezni pl, e~ hatvanysor elGal-
litds4n, ha

3 1
A= ,
- -6 -2
A karakterisztikus egyenlete:
3-A 1
D(A) = det(é—ﬂ§)= = )\2-]\ =0,
-6 -2-A
tehit
Dy = 4" -a=g
vagyis 2
A" =4,
ennek értelimében tehit
4'=a" =8,
I S S R e
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|

e  kordbban mér felirt hatvinysor-elddllitdsa tehdt a kovetkezd alakra
redukilhaté:

1

e =§+é+—%?j=\2+—%!—é3+...+—n—l!—én+...=
=E__+é+‘§1!“é +;—!é +,..+;}——é +...=
=E+A(1+_21T+_1§T +...+-—n]!'—— *o.=
E-&-é{e—l}.

Az aldbbiakban egy dltaldnos médszert mutatunk a redukeiéra abban az
esetben, ha a mitrix minimél-polinomjinak minden gyoke egyszeres és az

foe)
i{z) = Z_ ckzk hatvéinysor konvergenciakdrének belsejébe esik,
k=0

Legyen teh4t A n -edrendii kvadratikus métrix, melynek minim4l-
polinomja:

AR = A=) -2y . R-2)s GEm .

- Mivel itt A bets.z'o'leges komplex szdm lehet, jel6ljitk z -vel, vagy-
is a minim4l-polinom:

A

A(z) = - A)E-Ay ... (z- 3\3-); (i =n).

Nyilvan

Y A(A) =0 (=120,

co
f(z) = Z ckzk
k=0

hatvanysor m -edik részletbsszege
m

s (z) = Z okzk

m k=0

Az

m 2] eseiénaz
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5,2 R,(2)
— B @+ —
B(z) Az)

osszefiiggés értelmében, ahol Qm(z) legfeljebb (m-j) -edfoku, Rm(z)

pedig legfeljebb (j-1) -edfoku polinomja z -nek, a kvetkezd alakban is
felirhato: ‘

® s.() = Q () A@ +R_(@) .

Ez azonban az A métrixra alkalmazva azt jelenti, hogy

s_(8) = Q () A@+R (A =R (),

mivel
A =0
(A kielégiti minimilegyenletét).
cO
cké
' k=0 :

métrix-hatvanysor konvergencidjsnak vizsgilatfhoz elég tehat az Rm(‘é)

nosztdsi maradékok! sorogatinak konvergencifjit vizsgdlni m-»oco ese-
tében,
(8) -b6l (7) miatt kbvetkezik, hogy

s_(A) = Qu(A) A{AY +R_(A) = R (A
és igy az Rm(z) legfeljebb (j-1) -edfoku polinomra
s_(A) =R (A

s_(Ay) = R (A,

)
s.(A9 = B (A) -
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Konnyli azonban felirni olyan (j-1) -edfoku polinomot, amely a
A 1’ 3\.2, viny }\j helyeken épp a fenti (9) alatti értékeket veszi fel (e

polinom megadéisa egyértelmil, mert két legfeljebb (j~1) -edfoku polinom,
ha j Kkiilonboz8 helyen megegyezik egymaéssal, akkor mindentitt megegye-
zik egymassal}, Legyen ugyanis

E-AMZ=A)e (=X, JE-A,  eu.(z=-A)
w0 1= 1 2 k-1 k1 j .
(;\ k— 11) (]lk—'az)‘ Iz (Ak_ﬁk"l)(ﬁ'k_)tk'f‘l)' . (A.k— j‘-j)

Ezen j -edfoku un. Lagrange-féle interpol4ci6s polinomra

1, ha p =k,

0, ha p#%k, ill, p=1,2,...,k1,kt+l,...,],

és igy az f(z) hatvinysordnak sm(z) részletbsszegéhll adéds Rm(z)
{i-1)} -edfoku polinom (az "osztisi maradék") a kivetkezd alakban is felir-
haté:

(ay Ry = 8, (ADLy(2) + 8, (A)Ly(e) ..ot 5 (A) Lita),

abol Apr A greees j{j az A miétrix minimélegyenletének egyszeres
gybkei. Ha m-—>oco , az L1 A,..., Lj(é) mitrixok m -t5l valé fiig-

getlensége miatt a hatdrdtmenet a skal4r egyiitthat6kban nehézség nélkiil el-
végezhetd, s igy - mivela A i értékek f(z) hatvdnysorinak konver-

genciakrébe esnek, azaz 11m s, (A) = Ha) - adédik:
- m 1

f4) = lim s (& = lim R_(4) =
T meo0 | msoo
j
= f(Al)Ll(é)+f(ﬁ2)L2(z=§)+.,.+f(j\j)Lj(1__X_) = 12;1 f(Ak)Lk(é)-.

Az f(_) mitrixfliggvényt ily médon sikertilt A (j-1) -edfoku
Ll A métrix-polinomjainak line4ris kombindcisjaként el§altitanunk, Pl.
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3 2
sin A = sin = ?
- 1 2
Mivel [ Y 9
: .
det(A - AE) = —6-5A+A°-2= AZ-5A +4 =
- - 1 2-A
= (A-4)(A-1),

vagyis a minimélegyenlet gytkei

a Lagrange-polinomok a kiivetkez8k lesznek:

z-1_1 z -4

2-1-3@-" Ly@ =773

1
Ll(z)— --3(z—4).
Innen adédik, hogy

sinA = sin(i)) L (4) + sin(Ag) Ly(A) =

sin 4 (A-B) 5 +sinl (@4 - 4D P =

. 4 . _1. . s 1
-E(ssml 3sm4)+é_(s_m4 Bm1)3.
2 3 1
A -6 -£
e = e = 7

Az utébb ismertetett médszerrel végezve a redukciét (e feladatot ugyan-
is kordbban més médszerrel mir megoldottuk), mivel A sajatértékei

11=0, J\2=1,

és igy az interpolélé Lagrange-polinomok:

%z -1 Z -
Ll(z)—o_l—l-z, Lz(z)-— 1=

adodik:
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A N Ag
e- = e Ll(é) + e Lz(é) =E - A +eA=E +é(e—1),

és ez egyezik korabbi eredményiinkkel

o

L = )
3 ng ? . . 1
-5
9
E— 0 5 0.
3 2 I
5 5 5

In{l + z) konvergens hatvdinysorba fejthetd, ha |z | <1. A B mit-
rixot B=E + A alakban felirva:

0 0 -é 0 0 1
é = 0 ':— 0 = % 0 4 0.
2 2 2 3 2 2
A ‘sajatértékei a
-5A 0 1

der(h - AE) = —-| 0 46 0 |=..=S@-BA)BA+)EA-H=0
5 5

s ezek mind a Izl <1 kirlemezbe esnek. .

A keresett Lagrange-polinomok:

—
-
(]
|

4
-5 ) 257.2-35z+12
20 !

L, (z) =



4 1 .
L(Z=(z'5)(z+5)_25z - 15z - 4
M =TT T -4 ’

5 ° 5

1 3
L@ = 7575 952® - 10n -3
3 . L 5 ’

vagyis

In B =:In(1- %} L (&) + In(1+ %) Ly (A) + 1n(1+§) Ly(4) =

_ 3.4,,,8_ 3.9
"5{51’15”“5 5h‘5}+
7.4 15 8 2}
+é{-41n5+41n5 2Ing |+
25,4 2,8 2)
+é 4:1ns.41n5+51115 .

1V, ElsGrendii linedris 4llandé egylitthatés homogén
differencidlegyenletrendszer megold4sa

Ezen differencidlegyenletrendszer-tipusra a matrixszimitas segitségé-
vel kétféle megoldisi modszert is adhatunk, Az elsd az eldbb elmondotiak-
hoz kapcsolédva az dllandé egyiitthatés linedris homogén differencislegyen-
lefelnél alkalmazott okoskodds révén jut el a mitrixszamitas alkalmaz4sés-
val a megoldishoz, a mésodik médszer a differencidlegyenletrendszer meg-
oldisfnak probléméjit sajatérték-probléma megolddséra vezeti vissza.

10 Az
(12) y = Ay

differencidlegyenlet megolddsa (A 4llandé) - mint ismeretes -
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= R ,
s LA 207

= + ... F
¥y anlyl annyn

differencislegyenlet-rendszer a kovetkezd miétrix-differencidlegyenlet alak-
jéban irhato fel:

(13) Yy =AY,

ahol
Y1 Vi 417 7 P
y=| . r=1{.1.a=]. :
;'rn y;l E."nii c

AZ yl(o) = ylo’ Y2(0) = YZO LI | Yn(o) = yno

kezdeti feliételt rovidebben igy is felirhatjuk;

(14) y{0) = ¥ = . .

(15) y=e -



Azt, hogy (15) val6ban kielégiti (13) -at és {14) -et, egyszerii

X
visszahelyettiesitéssel (¢~ minden x -re egyenletesen konvergens hat-
vinysorat tagonként x szerint derivélva) linnyen belsthatjuk:

Ax
d = .d 1,22 1l an _
o © lo_dx{§+éx+2!éx +...+n!1=ax +..}10
2 1 n n-1
—(é“"é b. 4L T 1)1 Ax +...) ¥y =
Ax
=ée— 10’
tovdbba
Ax §
€y Byt

amit igazolni akartunk,

Pl. az
? _—
Y1 5y1 + 4y2,

Vo= ¥+,

differenciélegyénletrendszer esetében a kbvetkezl métrix-differencidlegyen-
let irhaté fel: :

Yy =AYy,
ahol
: t)
5 4 Yy Y1 0
A= sy ¥ = y ¥ = , ill. legyen ¥, =
1 2 Y, y'z 1

kezdeti feltétel is megadva,
5-A 4

A sajatértékei A, =6, A, =1 (a det{A- A E)= : =
- 1 2 -7 1 2-A

= J\z - TA + 6 =0 egyenlet gybkei), a megfelels Lag'range—polinomok:
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6x 1
5

L@a="%"17~"5 -

2 -6 z-8

L@ =765
és igy
Ax

o =™ L, (&) + ¢ L) =e (A-E) +e(- §) (4 - 6B),

teh4t a matrix-differencidlegyenlet megoldésa:

[=2]
|

Yy

ot
(&
|

2° Kereshetjlik a (13) métrix-differencidlegyenliet megolddsit-aho-
mogén sllandé egyiitthatés differencidlegyenleteknél kovetett midszer min-
tajara - ’ )

(16) y=¢el*
alakban is, ahol A 4llandé és

©

-c- = - *
[ S
n
Ekkor
¥y = ¢ Ae Ax ,



vagyis y és y' ezen értékeit (13) -ba behelyeitesitve

_c_J\eAx: _c_eAx, ill, A

I
=

E:

b

L
azaz

(A-AEc=0

PN

addédik, Ezen mdétrix-egyenteinek akkor van a trividlistol eltérd megoldédsa,
ha

det( A - AE) = 0,

s igya (13) differenciilegyenlet megolddsa az A métrix j\i sajat-

értékeinek meghatirozisira vezetett, Ha ezen A i sajatértékekhez meg-
hatdrozhaté. n szamu linedrisan fiiggetlen g sajitvekior, ezekbll

{13) 4ltaldnos megoldasa felirhat6, Miutdn ugyanis a [N sajatvektor
szimszorosa is sajatvektor, az

Aix
, = C, e
3Ll -1

alakban irva fel a sajdtvektorokat, ezekkel (13) 4ltaldnos megolddsa a
kovetkezGképpen irhaté fel:

Alx J'lnx

y_=A111e +,..+Any_n e .

ahol Al’ veny An dlland6k, n szdmu linedrisan fiiggetien sajatvektor

(és igy n szimu lm'eérisanv fiiggetlen megoldis) mindig 1étezik, ha az A
mitrix sajitértékei mind kiilonboz6k, Ellenkezd esetben lehet még, hogy
taldthaté A -nak n linedrisan fiiggetlen y. sajitvektora, mint azt a

Matematika I/1. jegyzet 17.fejezetében is 1ithattuk; ha nem ez az eset 4ll
fenn, akkor (13) -naka A t0bbszords sajatértékhez linedrisan fligget-
len megoldasait

v o

alakban kereshetjiik, Itt
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¥ =) ey %,
i

és az . vektorok meghatirozdisa homogén linedris algebrai egyenlet-
¥ : y

rendszer megoldésé.fa vezet.
Ezt a modszert az elSbb mar felirt

5 4 yl ¥y 1

B,
1}
=
[
|l
1]
I
1]
H\l
1}

differencidlegyenletre alkalmazva, mivel A sajatértékei A, = 6,

?‘2 = 1, a megfeleld sajitvektorok pedig az 1
, Y11 Y21
A-6E) y, =0, ill. A-By,=0, vy, = s Yo =
Y12 Y2

linedris egyenletrendszer megoldisaként adédd

4 1

vektorok, igy tehit a matrix-differencidlegyenlet dltalinos megoldédsa:

6x . X
1=A111e +A2123 °

ill. részletesen kiirva a megfelel§ homogén linedris differenciglegyenlet-
rendszer &italdnos megolddsa:

Bx X
y1—4Ale +A2e s
6x X
yz—A1 e —Aze .

ahol A1 és A2 allandok, Az yl{O) =0, yz(O) =1 kezdeti felté-

telt kielégité megoldéds:
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__4»_e'6x_ 4 x
Y1778 5 !
-1 x4 X
Y9575 5 .

V. ElsSrendi linedris dllandé egyiitthatés inhomogén
differencidlegyenlet-rendszer megolddsa

Az
(17 y -Ay=g®
dllandé egyiitthat6s elsGrendii linedris differencidlegyenletnek az y(0) = Y,
kezdeti feltételnek eleget tevé megolddsa:

X

Ax A(x-
(18) y=ey + f A0 Fggy a
0
alakban irhaté fel, A (17) -nek megfeleld homogén differencidlegyenlet
ugyanis

ennek dltaldnos megoldédsa
(19) Y=ce  ;

az inhomogén (17) differencidlegyenlet egy partikuléris megoldisat az
4llandé varidldsanak moédszerével keresve

y, = ox) e

esetén (17) -be behelyettesitve c{x) -re

c'(x) = o AX gix), azaz c(x) = v/e_Ajt g(g) df

adédtk, Az y(0) =y, kezdeti feltételt figyelembe véve (19) -bSl



mig az inhomogén differencidlegyenletnek x = 0 -ndl eltling partikularis

megoldisa
X

X

y, = ] M g ag| - ]eA‘x'f) g(¢) df ,

0
vagyis valdban (18) alakjdban irhaté fel a

0

yO =y, kezdeti feliételt kielégitd megolddsa,

Ennek mintijira az

’

Yy gy ety = 8@,

(20} :

y. - (a 1y1 + ...+ an.nyn) =

n n

differencidlegyenlet~rendszer

y1(0) = Y107
(21) v
ynto) = Y10

g(x)

kezdeti feltételt kielégitd megoldssit ugy is kereshetjitk, mint az

(22) ¥ - AL=E®

mitrix-differencidlegyenlet

o =y

kezdeti feltételt kielégits megoldisat, ahol

Y\ Y1 211 41m
y=|. s Y o=1{. |,A4.
y Y, SO

- 353 -

(17 differencidlegyenlet



A (22) métrix-differenciilegyenletnek megfelel6 homogén matrix-
differencidlegyenlet: '

Y - Ay =0, i1, ¥y =£_Lx )

ennek kezdeti feltételiinket kielégit§ megolddsa eldz8 eredményeink alapjin

Keressiikk mirmost a (22) inhomogén egyenlet egy megolddsat

Ax
L L =6 e
alakban (4lland6k varidldsa), (22) -be behelyettesitve adédik:
Ax Ax ax
e” e +Ae cx-Ae c(x=gH,
vagyis
g =e" g,
X
oAy
ex) = e g(}) df .
0 V B .
Az igy felirt c{x), s vele egylitt az ¥ partikuliris megoldds is eltii-

nik x = 0 -ndl, vagyis a (22) wmétrix-differencidlegyenlet y{(0) = Y,
kezdeti feltételt kielégitd megolddsa :

Ax Ax
1=e_— xo-i-e_ clx) =

(23) ax % Awep)
= e 10+[e- g(f) df
0 -

alakjiban irhaté fel. Formaélisan tehdat a (18) megoldé képlethfl (A he-
lyébe A -1, y és Yo valamint g helyébe ¥, Y, ¢s.-g -t irva)

felirhaté a (22) métrix-differencidlegyenlet y(0) = Y, kéideti felté-
telt kielégitd (23) megoldésa, x
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{Abban az okoskodisban, mely a (23) képlethez elvezetett, felhasz-
néltuk, hogy : .

A+B
eT T =& e ,

e
Jluz]

ha A és B felcserélhetd. Ez a tényezOk hatvanysor-eld4llitds4bol sz-
szevonissal konnyen beldthats,)

Oldjuk meg pl. az aldbbi differencidlegyenlet-rendszert:

¥

¥y

[

, X
Gyl + 5y2 + 2e",
Y=oy 4 4y + de
Yo = ¥y T4, ;
a kovetkezl kezdeti feltételekkel:
¥10 = 1, ¥y = 3.
Feladatunkat matrix-alakban igy irhatjuk fel:

6 5 2 1

¥y = ¥y +e s ¥y = .
-1 4 /- -4

. X
A megfeleld homogén egyeniet megolddsshoz az €  mitrixot ha-
tdrozzuk meg, ahol '

A = .
- -1 4/
A sajitértékeit a det(A - AE) = 0 egyenlet megolddsaiként n)}ér;
jiik: .
Ay =5+ 2, A, =5 - 2j.

A Langrange-polinomok:

L @ = z-6-2) _ 1 (z -5 + 2j)

E42) - G-2p)
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-4 4
6 5 1 0
1 1
_—— - v Kl — - j =
Ll(é) 4 { A + (-5+2j) =] ] +(-H+2])
-1 4 0 1
1+2j 5 1+2j
. -1 1 .
oy =4 13 (1+2j  5).
-1 -142j -1
Hasonléképp adédik:
1-2j
= S S S 1-2j  5),
Lo = ... = 4j 1-2j -1
es igy
Ax  Ax X
e =e Ll(ﬁﬁ) t e Lz(é) =
LB2ix [ 142 LB-20x [ 1-2;
plrrvra B (1+2j  5) e \ . 1-2j  5).

A homogén egyenlet adott kezdeti feltételt kielégitd megoldésa:

Ax
r=e ¥ =
JBrzx [ 1 o (5-20)x -2 !
B v -1 | 12 3) T ey | -1 1-2j 5l
. [ 1425 .
5x | 1642j . 16-2j
= + -
e { v {cos 2x + j sin 2x) 4 8+4] (cog 2x
1-2j
- §j sin 2x) =
-1



1+2j

= eSx - —;— (3+2j)(cos 2x + § sin 2x) -
-1
1 1-2j
-5 (3-2j)(cos 2x - j sin 2x) =
- -1
eSx 1-8} 1+8j
= 5 (cos 2x + j sin 2x) + (cos 2x - j sin 2x) =
3+2j 3-2j
cos 2x + 8 sin 2x
5x

3cos 2x - 2 sin 2x

-Az inhomogén egyenleinek az y(0) = ¢ kezdeti feltételt kielégitd par-
tikuldris megolddsit az

X

Ax Af

= /(e“f)lg(;)d;
0

kifejezés szolgaltatja, Miutdn

i_}}( -1 = é - - 1+2’j
© ) T =) = =1 T (1+2j 5 -
— -|-41 -1 .
. -z}
o1 -G-2hx a5,
8+4j -1
a fenti integrilban az integrandusz
A ' 1+2]
4f -1 1 ~(5+2))¢ . -
AU - 2 Ry 4 (1+2j 5) -
o 1-2j 2
_ ...._.1_._ '(5'23)§ _0os § -
5+ e (1-2j 5) Le =
-1 ~4
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1+2j 1-2j

_cls+ 4y (-4-20) -18 - 4j (-4+2))f
-8 + 4j » 8 + 4j 1

Az integrilist elvégezve nyerjik:

_} (£) 9-2j (-4—2])x 1 1-2)
K praf = 4-2j —4 -2] B +
0 -1
1-2j
_9+2j ( 4+2j)x 1 -
4-+23 -4-!-2] -1
1+2j 1-2j
B 9-2j (-4-2j)x 9+2j (-4+2j)x
= - e -1 - e -1 .
20 -1 20 -1

‘Balrél e = -szel szorozva nyerjik az inhomogén egyenlet keresett
partikularis megold4sét. (E szorzis elvégzése a Lagrange-polinomokkal

elég egyszerii.)

A % é} 142§
X
= 5+2
e f Dy ap =~ 28 @O -
0 -1
1-2j
+2] -2j
_ 9 (ex_e(S 2_])x) -
20
-1
13 13 cos 2x - 16 sin 2x
X
e 6x 1
T e 10 :
-9 -9 cos 2x - 2sin 2x

Az inhomogén differencidlegyenlet-rendszernek az adott kezdet! felté-
telt kielégitd megolddsa tehit:



5x

5x

10

bx
10

cos 2x

decos 2x

13 cos

-9 cos

23 cos -

21 cos

+ § sin 2x

- 2 sin 2x

2x - 16 sin 2x
2x - 28in 2x
2x + 64 gin 2x
2x -~ 22 sin 2x
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FUGGELEK

34. Fourier-sorok

a) A matematika kiilonhizé irényu alkalmazisai soran gyakran 1ép fel
a kivetkezd probléma: adva vannak az  (a,b) intervallumban értelmezett

‘ gl(x), g2(x), .o .,gn(x), ves

ﬁiggvények, tovibbd az ugyaniit érielmezett £(x) fiiggvény. Kérdés, eld-
allithaté-e f{x) az adott gl(x), gz(x), ...,gn(x),... fliggvények sze-

rint halado

ix) = ?lgl(x) + c2g2(x) + ... F cngn(X) + ...

o

sor alakjdban, ahol ¢ megfeleto dllandok.

12897 1Cpsnes
Példaul abban az esetben, amikor

g = (x-a)" k=0,1,2,...),

az f{x} filiggvénynek (x-a) hatvinyai szerint haladé

f(x) = c0 + cl(x-a) + cz(x—at)2 Fouot cn(x-g)n + ...

hatvinysorba valé fejtése a kitiizb’tt probiémaénak megoldisa.
M4s példaként utalhatunk a harmonikus rezgémozgéisok Ssszetevésé-
nél adédé probléma megforditdsdra. Mint emlitettiik, - '

gk(x) = Ak sin(wkx + qﬂk) k=1,2,...)

ha x az id6t jelenti, az Ak amplitudéju, w,

Py kezd8fizisu harmonikus rezg@mozgis pilyajat irja le. Véges sok,

korfrekvenciiju,
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pl. n szému ilyen harmonikus rezg@mozgis Gsszegezésekor el84ll6 ere-
db rezgés pailysjat az

n
fi(x) = Z Ak sin{ WX + qak)
k=1

. fliggvény irja le, E fiiggvény periédikus fliggvény, ha az dsszetevd rezgé-
sek frekvencidinak viszonya racionilis, vagyis ha a kbrfrekvencidk vala-
mennyien egy kzés @ alapfrekvencia egész szfimu ttbbsztrdseiként 4l-

lithat6k el§: W, =pw (pk epész). Ha az alapfrekvenciit egy-

ségnyinek tekintjitk, a most tett kikttések mellett, a penod1kus f(x)
fiiggvényre a kivetkez8 baszefiiggést nyerjiik:

n _
f(x) = E A, sin@px +@) = Z (A, cos ¢, sin p, x X+A sm(f COS P, X) =
k=1 k=1

n
= Z (a.k sin p, x + bk cos pkx) ,
k=1

ahol
ak = Ak cos cpk, bk = Ak sin ?k"

f(x) -et un. véges trigonometrikus sorral illitottuk eld.

Felmeriil a kérdés, vajon egy periddikus f(x) filiggvény eldillithaté-e
harmonikus rezgések ereddjeként, vagy misképp, egy fenti tipusu véges,
vagy esetleg végtelen trigonometrikus sor osszegeként.

Minden ilyen sorbafejtési probléma két kérdést vet fel:

1. Taldlhaté-e egysltaldn ilyen sorfejtés az adott f(x) fliggvény sz4-
méra?

2. Ha talalhat6, hogyan lehet a benne szerepld c

L egyiitthat6kat meg-
hatérozni? _

Logikailag az els8 kérdésre kellene el8szor vélaszolni, gyakran azon-
ban kinnyebb a misodik kérdésre vilaszt adni. Igy pl. a hatvinysorok ese-
tében, az f(x) fiiggvényt valamﬂyen a-ra szimmetrikus (a-r, a+r)

intervallumban el6411ité
Jore)

fixy = - Z ck(x-a)k

k=0
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- sor egylitthat6éi nem lehetnek mé4sok, mint a

(k)
ck=—%(—!—@')- (k=0,1,2,...)

képlettel megadott Taylor-egylitthatok.

Ha a fenti m4sodik kérdésre vilaszolni tudtunk, és ennek megfelelden
a ¢ egylitthatékat meghatdroztuk, akkor az elsd kérdésre is kénnyebben

megtaldlhatjuk a vilaszt, hiszen elég a taldlt c, egylitthatokkal képezett

) k
ckgk(x) sort megvizsgdlni, hogy el6allitja-e f(x) -et, vagy sen:.
k=0
Az aldbbiakban olyan sorfejtéseket fogunk vizsgilni, melyeknél a fent
miéisodiknak felvetett kérdésre - bizonyos megszoritisok mellett - ktnnyi
véilaszolni, E sorok az un, ¥ourier-sorok,

b} Legyeneka g,(x}), &,(%), ..., £ (X,... {fliggvények az
1 2 n

(1) 1, cos X, sinx, cos2x, sin2x,..., cos nx, sinnx,...

fiiggvényekkel azonosak, Kérdés, elfillithaté-e az f(x) {figgvény az

a 00
(2 , _20 + Z (a, cos kx + b, sin kx)
k=1

-alaku trigonometrikus sorral, és ha igen, hogyan kell az itt 14thaté egylitt-
hat6kat meghatdrozni (az egyiitthatok fenti jeltlésének célszeriiségét késdbb
indokoljuk majd). '

Ahhoz, hogy ilyen sorfejtés lehetséges legyen, mindéneseire szitksé-
ges, hogy f(x} 27  szerint periédikus fiiggvény legyen (f(x+2 i) = f(x)
minden x -re), hiszen a trigonometrikus sor tagjai mind 2  szerint
periddikus fiiggvények, A tovibbiakban ezért mindig feltessziik, hogy
f(x) 2K  szerint periddikus fiiggvény.

A (2) trigonometrikus sor egylitthat6it kbnnyen meghatdrozhatiuk,
ha feltesszlik, hogy a sor egyenlefesen konvergens a (-oco, +oo} .ater-
vallumban, Ekkor ugyanis (2) jobb- és baloldalét cos nx, ill. sin nx-
szel megszorozva a nyert

a

00
0 L
2 €cos nx + Z (ak cos kx cos nx + bksm kX cos nx),

f(x) cos nx =
’ k=1



a .24

f(x)sinnx=——0-sinnx+ Z (2, cos kx sin nx + b, sin kx sin nx)
2 =i k k

fiiggvénysorok Jcosnx] =1, ill. |sinnx] £1 miatt szintén egyen-
letesen konvergensek lesznek, szabad tehdt e sorokat birmely {(a,a + 27)
intervallumban tagonként integralni. Ezen integraldst elvégezve, mivel

az (1) fiiggvénysorozat barmely két kiilonbizd fiiggvényének szorzatit
véve, ezen szorzaf integrdlja birmely 2T hosszusigu intervallumon

0 -nak adédik (lasd Matematika I/2 jegyzet 6. fejezet), nyerjik

a+2 i a+2m a+2ic
f f(x) cosnxdx=a / (cos nx)z dx =a l+cos 2nx dx =
n n 2
a a a
= anﬁ: ,
a+2T a2t at2 it
2 -
/ f(x) sinnx dx=bh / (sinnx)“ dx=b / 1zcos 2nx .
n n 2
a a a
=b i,
ugyhogy végeredménybén T
- a+2lt at2ll
3 a - L f(x) cos nx dx b -+ f(x) srinnxdx B
(3) n- T » b o= ,
a a
(n =1, 2,.. o)

és itt az elsd képlet n = 0 esetén is érvényes. (ErrSl (2) jobb és bal
oldalat (a,a+2%) -ben integralva kizvetleniil is meggy6zSdhetiink; a (2)

trigonometrikus sor allandd tagjit éppen azért irtuk

20 alakban, hogy
a értéke (3) -b6l n = 0 esetén adédjon.)
A kovetkezd allitdst mondhatjuk ki tehit:

Ha {f(x) egvenletesen konvergens (2) alaku trigonometrikus sorba
fejthetd, akkor annak egyiitthatdit szitkségképpen a (3) lképletek szoigdl-
1utjak, .
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- Definicid

Ha f{x) 2%  szerint periodikus integrélhaté fiiggvény, aklkor a
{3) képlettel megadott egyiitthatokat Fourier-egyiitthatéknak, a veliik fel-
irt. "

[ 2]

Lo + Z kx '
2 (akcos +bksinkx)

k=1

sort f(x) Fourier-sorinak nevezziik,

Eredményeinket roviden ugy foglalhatjuk tehat bssze, hogy ha f(x)
egyenletesen konvergens trigonometrikus sorba fejthetd, akkor e sor £(x)
Fourier-sora.

Megjegyezzilk azonban, hogy f(x) -et olyankor is elSillithatja
Fourier-sora, ha e sor nem egyenletesen konvergens.

Konnyen igazolhaték az aldbbi 4llitdsok: )

Péros fiiggvény Fourier-sora tiszta koszinusz-gor, paratlan fiiggvény
Fourier-sora tigszia szinusz-sor,

Ha ui. f(x) péros, akkor £(x) sin nx pératlan fliggvény, igy az
a = -7 vilaszidis melletta (2) sor (3) -ban felirt egyiitihatéira
all; ™ .
b = *',]ir / f(x) sinnx dx = 0
n ft ?
-ic
hiszen pératlan fiiggvénynek valamely 0 -ra szimmetrikus intervallumra
vonatkozé integrilja eltiinik, Hasonléan 14thaté be, hogy pédratlan g(x)

filggvény esetében (ekkor g(x) cos nx pératlan fiiggvény)
: T

1
a, =7 / g(x) cos nx dx = 0,
- -

és igy a pdros f(x), ill, paratlan g(x) flggvény Fourier-sora val6ban .
tiszta koszinusz-, ill, szinusz-sor. )

Okoskod4sunkban felhasznéltuk azt a kiriillményt, hogy a Fourier-egylitt-
haték értéke a kiszamitdsukra szolgdlé képletben szerepld a szimtél nem
fiigg, ugyhogy az integriciés intervallumot mindig olyan 2k hosszusfigu
intervallumnak v4laszthatjuk, amelyben az integralok kiszdmitésa lehetGleg
egyszeril, Ez annak az 4ltaldnos szabdlynak a kivetkezménye, hogy egy
27  szerint periddikus fliggvénynek birmely 2% hosszusigu inter-
vallumon ugyanakkora az integrilia, hiszen 2 szerint periédikus in-
tegrandusz esetén, ha 2k =a £ 2(k+1)% , akkor
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a2 2+ a+2i” 2(k+1)5 a 2kt 2W

T LT LT

a 2k+1) T a 2k 2kiC

A szé.mitﬁsok egyszeriisitése és 4ttekinthetGbhé tétele miatt sokszor cél-
szeril a Fourier-sort komplex alakba 4tirni. Ez Iényegében az Euler—ossze—

fliggések segitségével vegezheto el.

Legyen tehdt f(x} 2%  szerint periodikus korl4tos és integrédlhats
figgvény, Ekkor Fourier-soraa (2) trigonometrikus sor, melynek egyiitt-
hatéia (8) Fourier-egyiitthaték, Irjuk fel elfszér a Fourier-sor n-edik
régzletlsszegét, és alakitsuk ezt 4t exponencidlis alakra:

“a n
) ‘ . _
sn(x) = + Z (akcoskx+hksmkx)—
=1 ,
- A . i @ I 4 o TNX b eka-e_'jkx) _
2 =i 2 k 2

1

a n -jb. . n b _
-0 +Z_a_uejkx+ S k2 kX

2 2

k=1 k=1
A mésodik osszegezésben k helyett (-k)-t vezetve be szumméciés indexnek,
irhsttél )
a n -jb. . -n a_ +jb .
~sn(x) = ?0 + Z ik_z_l{_elkx + Z‘ ..__.2_._ e]kx )
k=1 k=-1
| (k1)
Vezesslik be a kivetkez§ jelslést:
_ S .
a_ -ib _
, X Tk > k. hak 20,
4) e = § _
. a__k+jb_k
————-—2 , ha k9.

: \
E jeltléssel a Fourier-sor n-edik részletosszegét majd magét a

Fourier-sort is igen egyszerii alakban irhatjuk fel, hiszen

a

b =0 1évén ¢ = >,
V] o 2

és igy
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n
‘ a .
-0 S jhx E k= E jhx
sn(x) ) + cke + cke = cke ,

= k=-1 . k=

mig f{x) Fourier-sora:

a ] [==]
o E : E '
(5) 2 + (a.kcos kx + bk sin kx) = cke s
: k=1 k=

n .
ahol az (5) sor Osszegén a fenti sn(x) = Z cke']kx szimmetrikus
k=-n
részlettosszegek sorozatinak hatdrértékét értjiik. (Meg;eg‘yezzﬁk hogy eld-
. _1 . .
fordulhat az az eset, hogy kiilon-kiiltn E C e]kx, ill. Z c eka
, k k
k=-co k=0
divergens sorok, ennek ellenére azonban (5) konvergens sor.) (5) -ben
(3) &s (4 értelmében k 2 0 esetében -

Cib a+2®W
c = ;ak__i_k..=—-]—'—- TUHX) (cos kx - j sin kx) dx =
k. = 2 2% ) (cos Jx -
a2 - - a
I -jkx
= r / f(x) e dx,
a

mig k < 0 -esetében

o~

7 at2}
a, +ijb / :
e St 1. , SN -
¢ =" 3 Y / f(x)(cos(-kx)+j sin(-kx)) dx

a+
= T / f(x)e Jlex dx
a

Léthatjuk, hogy o, értekét k 20, ill. k<0 esetén ugyanaz

a képlet szolgiliatja, vagyis az exponencidlis alakban felirt (5§) Fourier-

sor egyutthatéira: assi ..
=1 ~Jkx
{6} ey T T / f(x)e dx.
a
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b} A Fourier-sor speciflis fiiggvénysor. Konvergensnek akkor mond-
juk, ha részlettsszegeinek sorozata konvergens. Exponencidlis alakban ir-
va fel a Fourier-sort ez azt jelenti, hogy az (5) sor konvergens, ameny-
nyiben az

n

= jkx
sn(x) - Z %k®
k=-n

{szimmetrikus) részletésszegek sorozata konvergens‘.

Mi az aldbbiakban nem tériink ki annak részletes vizsgilatira, hogy
nf:ilyen feltételek mellett konvergdl valamely f(x) fiiggvény Fourier-sora
egy pontban, vagy egy intervallumban, csupdn néhiny - a gyakorlatban j6l
hasznilhat6 - konvergencia-kritériumot sorolunk fel.

- Tétel

Ha f(x) 2% szerint periédikus, korldtos és integralhaté filgevény és
egy x helyen f(x)~-nek véges jobboldali és baloldali hatirértéke van és al-
kalmas K szim mellett h> 0 esetén -

A - -

f(x +h) - f(x+0)
h

K, .
{7

|[fa b -0 ]

h K,

akkor az =x helyen i(x) Fourier-sora konvergens és tsszege

fE-h + fix - O
3 .

(8

Megjegyezzilk, hogy 2 (7) egyenlStlenségek fenndlldsat elegendS csu-
‘pén valamely & > 0 mellett 0 <h <& esetére megkivannunk, mert
ha M jelenti |f(x)| egy fels8 korlatjat, akkor h=2d  esetén

fx+h) - fx +0) | < _2M
h = 9

£

fx - h) - fix - 0) ]s 2M
h -
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E konvergencia-kritérium értelmében pl. ha £(x} az x helyen dif-
ferencidlhat6, Fourier-sora konvergens, de ez mir akkor is fennill, ha
f(x) -nekaz x helyen van véges jobboldali és baloldali differencidlhi-
nyadosa, Ugyancsak teljesiila (7) feltétel, ha 1%} -nekaz x helyen
ugrisa van, de a fiiggvény gbrbéjének van az ugrdsi helyen jobb,-ill. bal -
oldali érintSje, amely nem parhuzamos az Y tengellyel.

Ha a (7) -nek eleget tevG f£(x} Fourier-sora az x helyen konver-
gens, és f(x) az x helyen folytonos, akkor Fourier-sordnak dsszege
nyilvinvaléan

fix+0) + fx -0} ix) + £(x)
- = = f(x).
2 2

ElShbi tételiink igen dltalénos feltevések mellett biztositja f(x)
Fourier-sorfnak konvergenciijat, de nem nyuji felvildgositdst arra nézve,
hogy milyen gyors ez a konvergencia, nem szolgdlfat j6 becslést arra néz-
ve, mennyire térnek el a Fourier-sor részletdsszegei a sor 6sszegétol.

Jo6l hasznilhat6 becslésre akkor jutunk, ha az f(x) fiiggvényrdl még fel-
tessziik, hogy tobbszdr differencialhato,

Ha az {(a,b) intervallum véges szAmu olyan szakaszra bonthatd,
melyeknek mindegyikében az f(x) fliggvény monoton, akkor az f(x)
Fourier-sora az {a,b) infervallum minden helyén konvergens, és Ossze-
gea (8 képletbeli érték, ill, f(x) aszerint, hogy az x helyen £(x)
nem folytonos, vagy folytonos.

Hangsulyozni kivanjuk, hogy f(x) [a,b] -beli folytonosséga Fourier-
sora konvergencidjdnak sem nem sziikséges, sem nem elégséges feltétele.

c) Gyakorldsként irjuk fel az aldbbi fliggvények Fourier-sorit,

o
1 0, ha x =0,

fx) =4 .

"‘—;"- , ha 0<x <2,
fx+2kl)y = f(®, k=+1, +2,.., ., Afiiggvényta 112, 4brén szem-
1éltettiik, Mivel £(x) pératian fiiggvény, Fourier-sora tiszta szinusz-sor:

b.,sinx+b_ sin 2x +...+ b _sinnx +, ..,
1 2 n

ahol i 2

2
T-x . _ 1 T-x -cos nx
sihmxdx=-" }|— ——— -
L 2 i 2 n
0

0

=

b =
n

s
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p .
I
27 ~
7 SN -ﬂ'_ T FINGT X
2

112, gbra

Mivel f£(x) szakaszonként monoton fiiggvény, Fourier-sora tehat kon-

vergens, irhaté
[e.=]

i(x) =sinx+-1-si112x+...+—1-sinnx+.-- = Z _5_1.1.1_.12‘__'
? " PR

A Fourier-sor minden x-re -el8illitja a fliggvényt (az x = 2kT helyeken
fx+0) + f(x=0),
.9 ).
2° Legyen g(x) = |x| , ha -TS x<& , Kkilonbenpedig 27
szerint periédikus, g(x) péros fiiggvény (113, dbra), Fourier-sora tisz-
ta koszinusz-sor:

fix) = 0=

44
7T.-/\/\

2 r r o %
113, dbra
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o
) +alcosx+azcos2x+...+ancosnx+...,
ahol T T
i
1 _2 .2 sinnx! _
an—nv/lxlcosnxdx—ﬁ. /xcosnxdx-—r [x o ]
- . 0 0
n fE"
2 sin nx 2 -cosnx{ _ 2 n._.
S fr g 2ol a .
0 0 R
-4
IR ha =n pératlan,
n“r

0 , ha n péros;
T
1
a =~z /[x]dx—’
~iv

Mivel g(x) szakaszonként monoton fiiggvény, Fourier-sora konver-

gens, és mivel g(x) minden x -re folytonos, minden x helyen g(x)-
et 4llitja eld:

o~
i

0

rl|'-\7

gx) = -—’2—"— _ _% (cos x + 0032 X, '::os2 5% .ot cos(zn2 )X
3 5 (2n+1)

3° Legyen h(x) = singix (4L nem egész) ha 0 = x £ 2K és

2% szerint periédikus fiiggvény. E fliggvény Fourier-sorinak exponencii-
lis alakjat (vagy mésképp a komplex Fourier-sort} irjuk fel. (h(x) szaka-
szonként monoton fliggvény, igy e Fourier-sor biztosan konvergens.)

h{x) Fourier-sora:

[oo]
L o o
ck e ,
k=-00
ahol
2 a7
-1 “fkx 1 ux  -jux -jkx
ck- 2 / sin,u,xe —4Ej (eF -e 7 e ax =
v 0
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oIt . . i -k Sk 2K
=__1T j(ej(y_—k)x_e—;;(p+k)x)dx=1_ [93(/“ xS )x] )

47 4y | du-ky T -j(utk)
0 0
1 ( e]#ZH. -1 . e—Jp.Z.rL 11 w e]/uzn + e»]}.&2if .
= L . : N | i
475 ° j(u-k) (k) 27 /uz 2 2
. K e]/,LZIL_ e'-]!uz" . u )
~., 2.2 . ~ 2 2
2 -k7) 2] 2h{p -k)
1 (—)ucos 2 + k sin 2Fu + y2: )
T o2r 2 2 L, 2 2 2 2 :
M-k -k M -k
A keresett Fourier-gor tehit:
‘oo
1 L —jicos 2 kgin 2704 7 4
T 2 2 2 2% 3 3¢
Zh ke-co M7 - K i - k) p -k

ésesoraz x # 2kl helyeken h(x) -et, az x = 2k  helyeken

hix +0) + hx-0) _
2

{1 allitja elS.

d) Gyakran elb’fordlﬂ, hogy egy f(x) fiiggvény nem 27, hanem va-
lamilyen més periédussal rendelkezik, Jeldljikk ezt a periédust 27 -lel,
legyen tehdt £(x) olyan fiiggvény, melyre

ix +2¢) = ix)

minden x -re. Ekkor is - hasonlé feltételek melleit, minta 27 szerint
peribdikus fiiggvény esetében - f(x) trigonometrikus sorba fejthetd,

Vezessiik be ugyanis a } = -%:- x valtozdt, s jeldljlik az

fx) = f(T?f) fliggvényt PlE) -vel. E Cf(}:) fliggvény mar 21

szerint perif6dikus, mert
QP(f +27) = f(—,,?(f+2fi')) = f(Ti’; +2£’)=f(—f:’j Y= G (§).
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Ha ¢ (’f ) a b) pontban felsorolt konvergencia-kritériumok valamelyikének
eleget tesz, Fourier- sorba fejthetd, vagyis

a
q,(f): 20 Z (a coskf+b smkf),
ahol: o2
1 1
a =% / (f)cosnf df, bn=f / (f)smn} df
ol e 4

n=0,1,2,...

Visszatérve az f fliggvényre és az x viltozéra irhatjuk tehit:

a & .
Cf(Jt)—f( f)—f() Z (akcosk—z—xi-b smk{,x),
=1
ahol az an és b egylitthaték elSbbi képletében a f —- x helyette-
sitést elvégezve adddik
o +2TC o+ . .
_ 1 dp =L el 4 =
a =z Cf(l:)cosnf J&_IT . (E;)cosn)t f—
o e
—;f:ouze at2 g
_1 K, T 1 T
= == / f(x} cos (n 7 X} . 7 7 f(x) cos n 7 x dx,
Lo a
ahol ' a = %‘ . Hasonléképpen adéd_ik:
at+2f

. -
n =7 / f(x) sinn fxdx.
a
A kbvetkez8 definici6t moudhatjuk ki:

Ha f£(x) 2¢ szerint periédikus korlstos és integralhaté fliggvény,
akkor az

at2f a+2f
1 / I(x) cos n—ﬁ':xdx b =~—1—/ f(x) si & dx
A gr® Ty ) teshngyx

n=20,1,2,.,
képlettel megadott egyiitthatékat Fourier egyiitthatéknak, a veliik felirt
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oo
a

o Z i T T
9 2 +k=1 (akcosk—z-x-i-bksmk?-x)

trigonometrikus sort f(x) Fourier-sorinak nevezzilk.

Ezen Altaldnosabb definiciéh6l £ =7 esetén az a) pontban adott de-
finicié adédik., Az ott elmondottakhoz hasonléan most is paros £(x) ese-
tében (9) -ben bn =0(n=1,2,...); paratlan f(x) esetében pedig

a = 0 (n=10,1,2,...). A b} pontban véghezvitt dtalakitdsckata (9)

Fourier-sor esetében is elvégezhetjiik, és igy a (9) sor exponenciilis
alakjéra jutunk:

: cO
2 ]k—x
(10 2 Z(acosk£x+bsmk—x Z
' k=1 k=-00
ahol at+2f T
1 / “kgx
Y i ix)e dx.

. A b) pontban kimondott konvergencia~kritériumok természetesen a
(), ill. (10) Fourier-sor konvergencidjit is biztositjik.

1, ha 0<x<1,
fx) =

1, ha -1<x<0,

Pl., az

és 2 szerint periédikus fiiggvény (l14sd 114. dbra) pératlan, szakaszon-
ként monoton,. igy tehit konvergens

b1 gin 7t x + bzsi_nlex+...4_- bnsinnl’f'x+

yl
_ — —- —
] ! _
_ iy L3
-f
114, é&bra

-374 -



Fourier-sorba fejthetC (most 2¢ =2, azaz £=1, k%= ki),
ahol

1 1
b =—1—/ f(x)sinnffxdx=2/sinnf['xdx=
-1 0
- 1
_ cos ni X - 2 g o
= zl: = ] =-Se (et -n =

0
0, ha n péros,

—— , ha n pératlan,
nk

f(x) Fourier-sora tehit

sin 34 x sin (2k+1)57x
s 7 Tak+1l

00 )
_ 4 > sin(2k +1) Tx
L "
= 2k + 1

—%r {(sin7 x +

Az x# k (k=0, +1, +2,,..) folytonossagl helyeken e sor Ssszege f(x),
fx+0) +fx-0 1-1
1 1 2 T2 7
Pl. az x = helyen f(E) = 1, vagyis a fenti Fourier-sorha

migaz x = k helyeken a sor Gsszege 0,

X = % -et helyettesitve
4 1.1
1——f(1'_3+5—+"’)’
azaz
w 1 1
1 —1-3 gt

adédik, (M4s uton ugyanerre az eredményre jutottunk a Matematika 1/2. .
jegyzet 23, fejezetében,)

e)- A gyakorlatban gyakran el6fordul, hogy egy filggvényt grafikusan,
vagy tdblazattal adnak meg, és a kés6bbi vizsgilatok miatt célszeril a filgg-
vényt valamilyen analitikus kifejezés segitségével megadni, E célra jol
haszndlhaték a trigonometrikus sorok, feltéve persze, hogy a vizsgilt t4b-
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ldzattal, vagy grafikusan megadott fiiggvény kozelitGen eléggé pontosan fe-
jezhet8 ki Fourier-sora els8 néhdny tagjdnak Usszegével. A kozelitd szd-
mités lényege tehat a fiiggvény Fourier-sora elsd néhdny egyiitthatéjanak
meghatdrozisa. Ez jo kizelitéssel megoldhatsé az ezen egyiitthatékat szol-
galtaté integrilok kozelits kiszamitasdval, (Ezzel kapesolatban l145d Mate-
matika I/2. jegyzet 15. fejezetet.) Megjegyezzilk azonban, hogy e kizeli-
téseknél az integralkozelitl Osszegek felirasinil olyan osztépontokat cél-
szerii felvenni, melyekben a trigonometrikus fliggvények értéke konnyen '
k1szam1thato pl. az argumentum —-é— tobbszorosenek adédik, Konkré-

tabban, pl. egy 21 szerint periédikus f(x) fliggvény esetében a

(0,27 ) itervallumotaz x, = i —‘% =12 (1= 1,2,...,k-1) oszto-
pontokkal —ét- hosszusigu részintervallumokra bontva fel, az a, és bn

Fourier-egyiitthatékat (l4sd ('3)) megkozelitd alkalmas integralkozelitd
Osszegek:

k-1 k-1
1 I 1 %
— — o s — fx 3
ax =" f(xi) COS nX,, bn~ T 6 (%) sin nx,,

o
.
Il
o

1:

ahola cos nx, és sin nx, fliggvényériékek valtakozva 0, +1, i% ,
+ 3 . '
- 2

Harmonikus analizisnek nevezziik a matematikédnak azi a részét, amely
a filggvények trigonometrikus sorba valé fejiésével foglaikozik, mig a gra~-
fikusan, vagy tdblazattal megadott fliggvények trigonometrikus sorainak k-
zelitd meghatdrozdsit ‘szolgiltaté médszereket a ngorlau harmoenikus
analizig tdrgyalja.

A harmonikus analizitorok az adott f(x) fliggvény Fourier-egyiitt-
hatéinak automatikus meghatirozisira szolgilé késziilékek. A mechanikus
elv alapjan készitett analizdtorok két alapszerkezetbSl dllnak: az "integ-
rélé" és az "analizal6" szerkezetbGl, Az integrild szerkezet valamilyen,
hatirozott integral kiszdmitdsara szolgilé késziilék, pl. planiméter. Az
analiz4lé szerkezeinek specidlis tlije van, amellyel ha felrajzoljuk az

= f(x}) 2% szerint periodikus fiiggvény gbrbéjét, a megfeleld konst-
rukei6 kbvetkeztében az integrilé késziilék az f(x) cos nx, ill, f(x) sin nx
‘m=0,1,2,.,.) fliggvények integriljit szdmitja ki (a planiméter csucsa
kényszermozgést végez az y = f(x) cos nx, ill. f(x) sin nx egyenletil
gorbék mentén), Egyes analizdtorok tébb integrals késziilékkel is rendel-
keznek, ez lehetSvé teszi, hogy a filggvény gorbéjének felrajzoldsakor
egyszerre t6bb Fourier-egyliitthatét is kiszdmithassunk.

- 376 -




35. Fourier-integril: Fourier-transzformécié
Definicié 7
Operatornak olyan miiveleti utasitsst neveziink, amely a fliggvények bi-

zonyos osztilydnak minden fiiggvényéhez meghatérozott médon egy migik
fliggvényt rendel hozz4.

Ahelyett, hogy azt mondandk, egy operdtort alkalmazunk valamely
adott fliggvényre, gyakran azt mondjuk, hogy fiiggvénylinket valamely fiigg -
vényiranszformicidénak vetjiik ald, az cperdtor alkalmazéisdval nyert fiigg-
vényt pedig fliggvényiink transzformaltjnak nevezzik.

Operitor pl, a fiiggvény differencidlasat eloirs un. dﬂferenmé.loperator,
melyet a differencidlhaté fiiggvények osztdlydba tartozé I(x) fliggvényre
48 by
(-oo, +00) intervallum minden véges inteol‘;valluméban korlitos és in-

alkalmazva a fliggvényre jutunk., Egy méasik operdtor pl. a

tegrdlhaté f£(t) fiiggvényekhez, melyekre / 1f®1dt létezik, un. Fourier-

-0
o

transzforméltjukat, az
i) , F(w) = / £y e 1% a
-00

fliggvényt hozzdrendeld un. Fouerier-iranszformécio, (Altalaban ha egy
Tiiggvényosztdly f(t) fiiggvényeihez a hozzdrendelés egy integral segitsé-
gével torténik, akkor ‘integréltranszforméciérél beszéliink.,)

Az (1) -ben defmlélt Fourier-transzformiciéra a kovetkezlképpen
juthatunk: . :
. Tekintsiink egy £( £) fiiggvényt, amelyrol nem tessziik fel, hogy pe-

riédikus. Képezzilnk egy g(¢) fliggvényt, amely a (-T, T) szakaszban

f(§) -vel megegyezik és 2T szerint pemodlkus Ha g{(§) alkalmas
feltételekhek eleget tesz {pl. differencislhaté, vagy monoton), 2T sze-
rint periédikus tagokbél 4ll6 Fourier-sorba fejtheto és ez a sor azutin
f(£) -tis eldallitiaa (-T, T) intervallumban, Megkiséreljik majd ez~
utdn elvégezni a T~ oo  hatdritmenetet és olyan kritériumot adunk meg,
amelynek teljesulese esetén az eldills kifejezés £ £) -t mér mindeniitt -
eloallitja,

A g(¥) fuggvenyt (s “(-T, T) -ben f(§) -tis) eldallits
Fourler-sor exponenciilis alakja:

+00 o +co B — ' e
B Jk"_-i‘f ® T 2t ) ek
¢y @ = L Sime T oat) 5
lk=-co k=-c0 2T ) e
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ahola 2 jel melletta x azt jelenti, hogy a sor Gsszegét az

n
8, = Z {...) részletdsszegek sorozatinak hatirértékeként (n — oo
k=-n
esetén) nyerjiik,
Minthogya T-—>oo0 hatggitmenetet akarjuk elvégezni, tegyiink az itt

T o~
allé f integral helyéhe f ~-t, vezesslik be tovibbi az wk = k-/TL
T - oo
jelolést:
+oo +oo
Z o _/ £(t) R B
= .
k=- 002 © T -0
Az, +co
jwkt
Fwy) = [ fhe dt
. -co
ieltléssel ez igy irhatd:
+Co Y/}
S 4 F(w)e] i$
2T T k
_ k=-co
ez pedig ugy foghaté fel, mint az
+00
1 / jw§
2% F(w) e dw
~-00

integral azon kizelito osszege, melybena (-oo, +co) intervallumot
a .
5K, 3% £

Sic R R 18 :
e Lom aT <'2T <- 27T <2T <2’r <2'1‘ <

osztopontokkal csztottuk réézekre és kbzbiilsG pontolmak a

?..'?

3 .
, T, e

»-zl?-%

r
0, R

!

pontokat valasztottuk.
Ha T-— oo , akkor ez a beosztds minden hatiron tul finomodik,
ugyhogy 2 hatdrtdmenet az
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100

£ 00 +00
A1 jewf -1 -jwt jws
{2) Y s Flw) e dew = o (/ f(te dt. e ) dw
-~ 0o -0 -0o

kifejezést szolgéltatja. E kifejezést az f(§) fliggvény Fourier-integral-
jénak, a benne szerepld és (1) -ben kiilon mér felirt F{w) figgvényt
pedig £( f y Fourier-transzformailtjinak nevezziik,

+ 00 +0o a

* *
( / .s. Jjelentése: / eee = lim sen o)
a=co J

-0 - 00

Bebizonyithatd, hogy ha { f } minden véges intervallumban korlatos

+0oC

és integralhaté és az / ]f(_t) |dt improprius integral konvergens, tovibba

-0
a vizegilt § hely kbrnyezetében olyan feltételnek tesz eleget, amely fel-
tétel mellett a hely kérnyezetében konvergens Fourier-sorba volna fejt-
hets (pl. differencidlhaté, vagy egy intervallumban monoton), akkor f(§)
Fourier-integrdljaa § helyen konvergens, ésha § az £{ f y fligg-
vénynek folytonosségi helye, akkor +00

x*

@) 2) =5}-:] Fw) oS aw .
-00

Ez mas szavakkal kifejezve azt mondja ki, hogy az adott feltételek mellett
az (1) Fourier-transzformdécidé, mellyel az £( §) fiiggvényhez az (1) -
beli F(w) filiggvényt rendeltilk hozzd, megfordithats, vagyis F(w) isme-
retében a Fourier-transzformiciénak aldvetett f(§) fiiggvényta (2),
ill. . 3) képlettel kaphatjuk meg. ' 1

Megjegyezziik, hogy szokds a (2) Fourier-integrilban szerepld PV
aranyossigi tényezbt a Fourier-transzformélt képletéhez is csatolni, az
alkalmazdsok miatt azonban célszeriibb a fent adott definici6.

(Ha § az f(}) {fuggvénynek nem folytonosségi helye - de az el8bb
elmondoit tovabbi kikbtések teljesiilnek - a Fourier-infegral f( f ) jobh-
6s baloldali hatdrértékének szémtani kozepéhez konvergél.)

Az alsbbiakban egy specidlis integréltranszforméciéval, az un,
Laplace-transzformiciéval fogunk foglalkozni, amely egyik igen alkalmas
médja az operédtorszimitds matematikailag preciz megalapozisinak,
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36. A Laplapce-transzformaicié fogalma és miiveleti szabdlyai

a) Legyen a valds vagy komplex értékii f(t) fliggvénya (0, +oo0)
intervallum minden véges részintervallum&ban korlitos és integrilhato.
Jelentsen p komplex szdmot.

A fenti kikttéseknek eleget fevd f(f) fiiggvény Laplace';int'e'gféljén az
00 .

(1) F(p) = / ) o Pt at
0

integralt értjilk,

Altaldban persze ez az improprius integral csak bizonyos p szamok-
ra lesz konvergens, mi a'tovdbbiakban csak olyan p szédmok mellett fog-
juk az (1)} Laplace-integralt vizsgélni, amelyek mellett az abszolut kon-
vergens, azaz 0

@ | /|f(t)| (6P| at
, _, o

konvergens; ekkor nyilvan (1)} is konvergens. Az (1) -ben definiilt
integraltranszforméciét Laplace-transzforméciénak, a transzformacisval
nyert F{p) filiggvényt pedig f(i) Laplace-transzformailtjsnak nevezzik
és igy jeldljik:

re) = L { 10} = fo).

Célszerii a tovébbiakban megéllapodnunk abban, hogy a Laplace-transz- -
forméciénak aldvetett £(t) fiiggvény t < 0 esetében azonosan zérus, |

-Azon p széimoknak, melyekre £(t) Laplace-integrilja abszolut
konvergens, a komplex szdmsikban valé elhelyezkedését illetGen a kivet-
kez8 tételt mondhatjuk ki:

Tétel
A (2) integrdl vagy egyetlen p -re sem konvergens, vagy minden

p -re konvergens, vagy .
van olyan X, valés szdm, hogy (2) Re p > X, esetén konvergens,

Re p <xo esetén divergens,
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A tétel sllitdsa értelmében tehst a konvergencia~-tartoményba es8 p-
szédmok egy, a képzetes tengellyel parhuzamos egyenestSl jobbra fekvl f6I-
sikot toltenek ki, amely az egész sikra is kiterjedhet, de az is lehetséges,
hogy a sik egy pontjiban sem konvergens a (2) integril,

Bizonyitds

Allitdsunk igazoldsdra el8szbr egy segédtételt bizonyitunk be:

Ha (2) p= Py mellett konvergens, és Re p2> Re Py alkor (2)

P=p, mellett is konvergens,

Allitdsunk 2 Re Py = X, Re P, = X%, jelolések mellett abbél ads-
dik, hogy Xo > Xy folytan
Pt ‘ Xt Xt -p1t|
e =g = e = |e R
hacsak t 20, azaz
-p,t -p,t
ol 72| < Jeol [

és i P

& | l —plt l
[ty | le = |dt

0

konvergenciijabol kbvetkezik

oo
j | o)
0
konvergenciija.

Ha a most felsorolt lehet8ségek kiziil sem az elsd, sem a mésodik
nem kivetkezik be, akkor tekintsiik a (2) integrdl p konvergenciahe-
lyeinek valés részeib8l 4ll6 szdmokat. Ezek halmazdnak kell, hg y legyen
alsé hatara (killonben (2) minden p -re konvergens lenne, ezt az ese-
tet pedig kizértuk), jeldljiik ezt X, -lal. Ekkor Re p < X, esetén (2)

_pt -
e 2,dt:

divergens. Ha Re p > Xy akkor legyen Py olyan hely, melyen (2)
konvergens, és amelyre

xo< Re p1< Re p.
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A gegédtétel értelmében ekkor - (2) a p helyen konvergens. Ezzel
sllitasunkat igazoltuk. ‘
Pl,az f{f) =1 (0 <1t <+09) filiggvény Laplace-integrélja
Re p > 0 esetében konvergens:
00

pt 1°°
jl.e'ptdt=[e ] ST S S
p P p

0 0

hiszen t —-+oo esetén le—ptl = e-Xt—> 0, ha x=Rep >0. Ezen

p értékekre a Laplace-integril abszolut konvergens, mert

co co 100
-pt =<t ..  |.e 1 1
|e ldt = e dt = =0+ —=—,
-x Cox X
0 0 ’

0

Az f(t) = 1 fliggvény (0 <t < +oo) Laplace-transzformailtja te-
hat;

,,L{I]=——;—, [®Re p > 0).

Hasonl6képpen liathats be, hogy az £(f) = eat {0 <t< +oo) fiigg-

vény (ahol a tetszdleges valds, vagy komplex szdm) Laplace-transzfor-
mailtja )

co 00 o
~{p-a)t
4 { eat} = ] eat e—pt dt = j e @A 4 - l:————-e a" ] =
-e-a) |,
0 0
-0+ —1 - 1 )
p-a p-a

E Laplace-integril Re p > Re a esetében konvergens (ekkor ui.
t =+00 osetén |e (P-A)t| = o~(Rep-Reajt _ Rea-Rep N—>q.

Gyakran j6él hasznilhatjuk a Laplace-integral konvergencidjinak vizs-
gélatira szolgild aldbbi elégséges (de nem szlikséges) feltételt:

Ha ¢t % 0 esetén

|tw] £x (o valés),

alkkor Re p > mellett f() Laplace-integrilja abszolut konvergens,
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A Re p =x jelbléssel ugyanis.

Lt | |6 = [fw] 675 Ko™t o™ = ko™ X
és mivel
; o
- {oc-x)t
/ Ke{O( x)t dt=K [i____] = -K 1 ’
o= X oc - X
0 0

hiszen ot- x< 0 folytdn t-=+00 egetén o HM

képpen konvergens lesz
oo

jf(t)e'ptdt js, A x=Rep>ec .
0

— 0, sziikség-

Eszerint pl. az f(t) = 5 Pl cos 3t fiiggvény Laplace-integrilja
-abszolut konvergens, ha Re p > 2, mert

< 2t

2
5et0053t 5e .

A Laplace-transzformécié gyakorlati alkalmazésa szempontjabél is
igen fontos 4llit4st mond ki az aldbbi tétel:

Tétel

Az f(t) fiiggvény Laplace-iranszformaiitja
: 00

®) F(p) = / £ty o Pt at
0

a jobboldali integril abszolut konvergencia félsixjzb2n reguldris fliggvény,

melynek deriviltja:

0
g T - F’(pf/ i) ¢ o7 ar= o {t.10) )

0

E tétel ismételt alkalmazéséaval nyerjiik, hogy:
n

OC{tn f(t)}'—' (_1)1’1 _4 F@p)

dpn
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Bizonyitds
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Legyen x_ a (%) integ'r,ﬂ abszolut konvergencidjinak félsikjiban
fekv8 valés szdm. A
k+1

F (o) = [ ) P a

k
jelléssel 00
re - ) F,®,
k=0
ésezasora Rep> X, félsikban egyenletesen konvergens, mert
itt
k+1 k+1 k+1 :

-X
|7, )| = ] f(ipe Pt at|s [ If(t)“e_ptldtéf|f(t)]e ° dt
k k k

P

es

I ! +co

Z -xot —xot

= f £ty e dt = ] |t e dt
k 0

a feltevés szerint konvergens. Elég tehit megmutatni, hogy a Fk(p)

filggvények mindeniiit reguldrisak, mert ebbdl a reguldris filzggvények-
b8l 4116 egyenletesen konvergens sor dsszegének regularitdsit kimondé
tétel szerint F{p) reguléris volta kévetkezika Re p > X, féisik-

ban, s minthogy X, -t a valés tengelynek az abszolut konvergencia

félsikj4ba esl részén tetszSlegesen vilaszthattuk, az abszolut konver-
gencia félsikjinak minden pontjiban is ugyanez 4li,

Mirmost

Fk(p +h) - Fk(p)

- £ty (e O L oPh g o

1
h

tit) e Pt @ - 1) at,

1
h

k+l
k

k+1
k
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e+l
F, (@+h) - F, (o) )

k k + iy te Pt a =

h
k
K+l
-ht

= [ £t) (—e——-lf—l + 1 e P gt

k

Itt azonban e_ht hatvéinysor-alakjit felhasznilva

_e_‘_.EE—__L+t—_l‘ﬁ_ﬁ+
h Y 31

tehit

-ht
e 1.y

h

2 1 In}t
élhlt ('5—+ 31 £

2.2
+ihft . {nl“

2 |h]
11 21 e

+...) = |njt Yine o,

S |h| 2 (1

mihelyt |h| £ 1. Eazt felhasznilva

k1
F, (pth) - F, @) d
k - kK . /f(t}teptdt

k

=Y

k+1
< |n] J |ty |42 &F !e'pt! dt,
k
és ez tarta 0 -hoz, ha h—0, Eszerint Fk(p) valéban differen-
cidlhatd, és kb1
Fr @) = - f ity t &P at.
k

EbbSl (xx) azonnal kiadédik, figyelembe véve az egyenletesen kon-
vergens sor tagonkénti derivildsardl szo6lé tételt, és azt, hogy
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oo k+1 + 0o

Z - /f(t) t e Pt gt = - /f(t) t &Pt gt

korldtia a [0, +00) intervallumban,

I

|

i

E k=0 0

[

I hiszen a jobboldali integril konvergensa Re p > X, félsikban,
,' minthogy

i

! -x t x ~x)t

1 - -

] f(t)tept|=|f(t)|teXt=[f(t)[e Cte ¢ £

i

! —Xot

! 2 c || e ©

|

al (xo—x)t

i dhol x =Rep>x 6s C a te fiiggvénynek egy felsd
|

|

b} Lehetdleg sokiéle fiiggvény Laplace-transzformiltjinak kiszdmitd-
sa és a Laplace-transzformacié alkalmazésainak megktnnyitése céljabdl
foglaljuk Gssze a Laplace-transzformécié "miiveleti szabélyait', Ezek rend- -
szerint két fliggvény Laplace-transzformaltja kozitt dllapitanak meg kap- k
esolatot: az ilyen kapesolatok mindig abban a félsikban érvényesek, amely-
hen a szerepld Laplace-integralok mind abszolut konvergensek. Ennek pon-
tos megjelolését gyakran elhagyjuk, megéllapitdsa mindig kbnnyen elvégez-
hetd,

0

1 Lie i) =cd {f(t}} , (c 4allands).
2° Lity s} = L{tw} +L{ew} .
o

3° ma L{ty} =F@), akkor L{t &} = - F ().

E tételbfl kovetkezik annak ismételt alkalmazéssval a kordbban mér leve-
zetett

i 1
L1y =7
(1} =
- Osszefliggés felhasznildsaval, hogy
d 1 1
L{t)=-S+ L. L
{ty=-% 53
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2 d 1 2
R e
dp p p
3V d 2 2.3 3!
l{t} ) ps T4 4
és 4ltalaban
n n dnl n!
= -— D = - =
3) L {t] = (-1) o 0 @=012,...).

4° Ha L{t®)} =TFE), akkor

at{eat ft)} = Fe - a)

(itt a tetszCleges valés, vagy komplex szdm). Ezen 4llitast szokas
1. Eltoldsi tételnek is nevezni.

Az allitast kbnnyii igazolni, mert valéban
co o

L {eat f(t)} = / £t oM e P gt = / ity o O gt = F(p-a).
0 0

7

E szabily segitségével is adédik elozoleg mar kbzvetleniil kiszamitott

eredményiink;

ag{ eat} - D({Leat} __1_

4 p-a
A (4) Kképlet alkalmaziségval pedig adddik:

jat -jat
5) oC{cos at} =J:{—e——-—;—e__.}=%(pl L1 ) = p

) - ja p+ja p2+a2’
jat -jat}
e -e 1 1 1 __-a
@ f{sma“}”f-{‘ 2] T o e T 2

Mivel a gyakorlatban sckszor szerepel, kiilon megemlitjilk még, hogy
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@ of { tneat} _ nl

5° Ha o >0, akkor

oL {1 -y} = e XP L{tm} . @ Eltoldsi tétel,)
Valéban, mivel megallapoddsunk értelmében t < 0 esetében
fit) = 0, <« ¢ esetében f{t-oc) = 0, ésigy
w w
L {5 - o))= / £t - oc)e Pt at =/f(t -oc)e Pt g,
0 o4
€és ezen utébbi integrdlunkban az u =t - o¢  helyettesitést elvégezve
nyerjiik:

oo
[0.0)

oC{ flit - o« )} = f f(w e-p(o(.+u) du=e *P /f(u) e Py =
0 0

= o PL {1y},

amint azt allitottuk,

Y
Ha pl,
: 0, ha « <1,
f(t) =
- t-1, ha t 21
/ t
(lasd 115. abra), akkor
« _.p _1
115. 4bra £ {f(t)} = e g

6° Ha f() a (0,T) intervallumon kivil eltimik, £(t) pedig
aza T gzerinti periédikus fiiggvény, mely (0, T) -ben £,(0) -vel

megegyezik {(116. dbra), akkor
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+y

116, dbra

L {f(t)} =1 £{ fo(t)}

1l-e Tp
Valéban
% 2 &H)YT
L{swm} = j iy e at = Z [ ) o Pt =
4 k=0 '
, - kT
& T ©
= Z f fo(t-k’l‘)e-pt dt = z fo(t-k'r)e‘ptdt =
=0 o =0 o
[o.2]
= Z e"kTPof{fo(t)} =jj{f0(t)} 1_Tp , ha Rep>0,
=0 le

(Az egyes 16pések sorén felhaszndltuk, hogy £(t) = £ (t-kT), ha
KT < t < ()T, &8 £ (t-kT) a (kT,(k+)T) intervallumon kivil
azonosan 0; alkalmaztuka II. Eltolé.gi tételt, véglil pedig Gsszegeziiik

a’ Re p>0 ‘esetében konvergens Z e-kTp geometriai soft.)
k=0
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Pl. a 117, &brin szemléltetet’é fiiggvény esetében

t, ha 0St<1,
fo(t) = :
0 kiilonben,

vagyis az f (f} -vel [0,1} -ben megegyez8 1 szerint peritdikus £(f)
fliggvény Laﬁace—transzformﬁltja:

1

L {1} ";j:p—'of{fo(t)} = 1-:_9 /te‘pt dt =
0
e

1 e_pt ' ' bt
= t—— - / —dt | =
1 -p ~p Y
- 0 0
1
-pP -pt
- 1 - { e + 1 [ e . ] -
—e ~p K
1l-e p 0
_ 1 L1 e_p e-p ) = 1 - »eﬂl + p)
= ¢ - - = .
- 2 2 2 -
1-e® p° p p p(l-eD)
yﬂ
]
f.-
1 7
¥
| //
1 z 3 3

117, dbra

-390 -



7° Ha £ty a (0, +oo} intervallumban folytonos és annak belse-.
jében differenciilhaté fliggvény, és f’(t) Laplace-transzforméltja 1éte--
zik, akkor & { f(t)} is létezik és

o[{f’(t)}= pd { )} - £©).

E fontos 4llitdst egyelGre azon tovdbbi megszoritds mellett bizonyit-
juk be, hogy

() [F@| £k et

(o> 0).
(Ezen utébbi feltétel ~ mint méir emlitettik - elégséges, de nem sziikséges
L { ! (t)} létezéséhez.)

Ha ui. (@)} fenndll, akkor konnyen beldthatd, hogy f(t) Laplace-
transzformaéltja is 1étezik, mert ekkor

A

t t
If(t)l = |£(0) +/ ' (u) du| < |t +/|f’(u)[ du
A

A

1] +

o o
K e du=|f(0)|+K|:eoC:| =

o O
o

octl

£ -1
It | + K =—

1A

(|f(0)| e Xt . 75—-) e®t g e*t

ami pedig f() Laplace-integrailjinak konvergencidjit biztositja,

Allitdsunk tovabbi részének igazolssihoz x = Re p esetén parcii-
lisan integrilva adédik:

oo Co
[f(t) e'pt] i / £t (-pye " at =
¢ 0 »

- £(0) + p / ) o P at,
: .

o

/ @ e P at
0

]

mert t-»+oo esetében

lf(t) e“Pt] - |f(t)] Ie-ptl < Ceoct e-xt= o e(ot—x)i:__> 0
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Az a tény, hogy az 41litd5 a (m#) megszoritds nélkiil is érvényes, ké-
s8bbi eredményeinkbll kvetkezni fog. '

A derivalt fiiggvény Laplapce-{ranszformiltjéra tehit a kivetkezs osz-
szefiiggés érvényes (célszeriibb jeldléssel):

Lifm) =p o) - 1.
E szabslyt f(t) helyett f'(f), majd f’(t),... -re alkalmazva

nyerjiik:

L£{ 0} = p(;f{f’ O} - *@) =»" o - 20 - £ O,

2{ ) = p" o) - 2" 10 - 0" -0 ),

Példéul
L2 2
of{(co'sat)’} = - aof{sinat}= 3 5 " 2p 5 -1 =

p +a p +a

= p cf{cos at }-— cos 0.

8" Ha — o _

W (M) =/ ¢ x) dx, w0 = 0,
’ 0

shaa y(t) é () _fgggvények Laplace-transzformélijai léteznek
és () folytonos, akkor a Lp Py és . Cf(p) Laplace-transzafor-
méltak kozott fenndll a

7 1 =
= —5— CP
Osszefiiggés,
Val6ban aw)l -
Ligw)= & {—-"”—dt }=_g Y © - Wi,
azaz
g=ry,
ahonnan strendezéssel 4llitdsunk adédik.
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36. Az impulzusfiiggvény Laplace-transzformilija

Néhany, a gy akorlatban gyakran el6fordulé esetben olyan elektromoto-
ros erSkkel van dolgunk, amelyeknek értéke nagy, hatdsuk azonban csak
révid ideig tarté, tehat pillanatnyi l6kés, vagy impulzus jellegiik van. Te-
gyiik fel egyszeriiség kedvéért, hogy az dram egységnyi toltest szallit; ek-
kor a fent részletezett tulajdonsigu elekiromotoros erSt kizelitfleg az aldbb
defini4lt S(t, £€) fliggvénnyel irhatjuk le:

0, ha t=0,
St &)= % ha 0<t<g ,
0, ha t 2§,

ahol & 1tetszllegesen kicsiny szam lehet (118, dbra).

y4

A et

) E—
|
t
I
I
1
¢

118, dbra

Hatdrozzuk meg J(t,£) és afolytones f(t) {fiiggvény szorzata .
(0, a) intervallumra vonatkozé integriljinak (a > 0) hatdrértékét

£ - 0 esetében, Nyilvan €
a ¢ / f(t) dt
lim / Sit, &) £(t) dt = lim /d‘(t,e)f(t) dt = lim 0———£—~,
E~0 4 €0 =0



£
S(,€) értelmezésébdl folysan, '—(;L f f(ty dt azonban nem més,

0
b4
mint j f(y dt x = 0 helyhez tartozé killinbségi hanyadosa:
b
X+£ X X+ €
/ £(t) dt - f ft) dt f £ty dt
b b I O S -
¢ x=0 . € =0
[
/ f(t) dt
0

C 1
e kilonbségi hinyados hatdrértéke pedig az integrandusz x = 0 helyen
vett helyettesitési értéke, vagyis f£(0). Irhatjuk teh4t:
. €

. / £(t) dt

lim / S, €) £(t) dt= lim -2
€04 - E=0 3

= £(0).

Ha €-—=0 esetén J(t, &) egy dJ(t) limeszfiiggvényhez tartana,
és a hatdrdtmenet az integréldssal az elSbbi képletben feleserélhet volna,
-akkor az elGbbi képletbdl

a
(1) / S () dt = £(0)
0

adédnék. Valdjdban d(t,€) hatirériéke £->0 esetén 0, ha
Tt#0, és +0o, ha t= 0, az ezzel az utasitdssal definiflt & (t)
fliggvényre azonban (1) baloldala nincs értelmezve, hiszen integralni
csak véges ériékii fiiggvényt tudunk, Valéjdban nines is olyan & () fligg-
vény, amely 2z (1} egyenldségnek minden folytonos £(t) fliggvény mel-
lett eleget tenne., Mégis szokés beszélni olyan § (t) fiiggvényrSl, amely
(1} -nek eleget tesz, és ezt Dirac—féle fiiggvénynek szoktdk nevezni, Ez a
szOhaszndlat azonban helytelen, hiszen ilyen tulajdonségu fiiggvény nincsen,
ehelyett szabatosabban azt kell mondani, hogy olyan operficifval dllunk
szemben, amely minden folytonos fit) fiiggvényhez a fliggvénynek £(0)
helyettesitési értékét rendeli hozz4. Az ilyen {és még 4ltalsdnosabb) fiige-
vényopericidkkal a disziribucié-elmélet foglalkozik.
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_pt

Ha (1) -et formilisan az f(t) = e filggvényre aikalmazzuk,

akkor

a .
/ Sty ePar=e" =1
0

adédik, és inmen a—+ oo hatidritmenettel

L{gm} =1

Az itt mondottakat sokkal mélyebben megvildgithatjuk, a Stieltjes-
integral fogalminak segitségével (Matematika 1/2. jegyzet 49. fejezet),
Legyen az el8bbi jel5lésekkel
t

Am£)=/ J, &) du
0

A Stieltjes-integralnak kztnséges integrilld vald dtalakitdsarsl szolod
tétel értelmében kinnyen lithaid, hogy

a a

o) } £§t) dA (£, €) = / ft) S(t, £) dt.

0 0

Ha &->0, akkor A{t,£) — A(t), ahol t >0 esetén
A =1, A@© =0. A (2) egyenlSség baloldalin a hatiritme-
netet szabad az integriljel alatt elvégezni, hiszen kdnnyen ellendriz-
hetd, hogy folytonos f(t) fliggvény esetén
a

@) / i)y 4 A M) = (0,
.0

és lattuk az eldbb, hogy (2) jobboldala tényleg ehhez a hatirértékhesz
tart. A (3) integrilt azonban m4r nem tudjuk kézdnséges integrilla
alakitani, mert nem teljestil rd az Atalakitisnak az a feltétele, hogy

A @) a [0, a] zirt intervallumban differenciithaté legyen. Ha for-
mélisan mégis alkalmazndék az dtalakitasi képletet, akkor A(f) deri-
véltjdnak t > 0 esetén nyilvin "0 -4, t = 0 esetén pedig +co-t
leheine tekinteni, vagyis az
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/ filyd Ag) = / f(H) 5@ d
0 0 :

képlethez jutnénk, A valéjdban nem létezd Dirac-féle fiiggvény beveze-
tése tehst onnan eredt, hogy a Stieltjes-integrélokon szabatosan elvé-
gezhetd hatdrdtmenetet a Stieltjes-integral fogalmanak elkeriilése ér-
dekében kbzonséges integrilokon akartik elvégezni. Eppen ebben az
esetben azonban ez4ltal helytelen eredményhez, illet6leg a nemlétezd
Dirac~féle fliggvény fogalmahoz jutottak.

38. A Laplace-transzformicié megforditasa

A Laplace-transzforméciénak a 36. fejezetben részletezett miveleti
szabdlyai értelmében pl. a Laplace-transzformécié alkalmaziséval egy 4l-
landé egylitthat6s linedris differencidlegyenletet kbzonséges algebrai egyen-
letbe transzformiélhatunk 4t. Ahhoz azonban, hogy ezen algebrai egyenlet
megolddsibél visszakovetkeztethessiink az eredeti differenciflegyenlet meg-
olddsdra, ismerniink kell a Laplace-transzformicié megforditasanak, az
un. visszatranszformaéldsnak techmké;é,t

a) Ha valamely f(f) filggvény Laplace-transzforméltja F(p) valédi
racionilis tortfiiggvény, e torifiiggvény részlettdrtekre vald bontdsa utan
tagonkénti v1sszatranszformﬁ1éssal torténik a Laplace-transzforméci6
megforditdsa,

A részletttriekre vald bontds kiilondsen akkor egyszeril, ha

FO) = o

és v(p) -nek csak egyszeres (valés vagy komplex) gydkei vannak, Mint

a reziduum-szamitdsnil emlitettiik, a részlettortek egyiitthatéi ekkor kiny-
nyen kiszdmithatok, mégpedig, ha v(p) n -edfcku polinom, melynek gys-
kei PpiPgscsesPy {tehit v(pi) = 0, &8 mivel p; esyszexres gyok

vip) #0, i=12,...,7

ufp) Zn u(pi) 1
O = Sey T 45 Ve e

és igy
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u(p)) p;t
v py

e

-1 n
0 i = L7 {rm) = )

i=1

Az (1) visszatranszformdlédsi formulit szokds Heaviside-féle 1, felbon-
t4si tételnek is nevezni, Pl,

0{1 4p + 13 _05'1 33 1 5 _1 ) _33 5t 5 -2t
2 = 7 p-5 7 pr2 ) 7 © "7¢
p -3p-10

L7 zirspes) | pMf2 31 1 31 }_
p3+4p P |

=2 - §J—e_23t+—%l-e2}t=2+—§-sin2t'

-1 3 2 -1
P 2p” -p 42p+2) _ (2 1, 3 \_ 2 .t
4 3 o3 p '

p +p

b) Eléfordul, hogy egy adott F(p) fliggvény két olyan fiiggvény szor-
zata, melyek ismert fiiggvények Laplace-transzforméltjai. Ebben az eset-

ben £ -1 {F(p)} = f(t} meghatdrozdsira felhasznilhat6é a kdvetkezd té-
tel:

Konvoluci6 tétel

Ha F@) = Gp).HE), ¢ G = £ {egt) . HE) =L { v},
akkor F(p) = o { (1) }, ahol
t
(2) () = ] g(t-u)h(u) du.
0

A (2 képletben megadott i) fggyenyt ag(t) és h(t) fliggvé-

MielStt a tételt bizonyitanink, megjegyezzilk, hogy kinnyii belstni, hogy
a konvolucid képzésének miivelete kommutativ, azaz

‘g*xh=ha»xg,.
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Haui. a (2) képletbena v =t - u helyettesitést alkalmazzuk, 4l-

litdsunk azonnal adédik:

t 0

gxh= / g(t-u) hiu) du= - / gy hit-v) dv = / hit-v) g(v) dv=h = g.

0 t 0

A konvoluci6-tételt marmost a kovetkezdképpen bizonyithatjuk be:
Tegyik fel, bogy p a g(f) és h(t) {fiiggvények Laplace-integral-
jdnak abszolut konvergencia félsikjiban fekszik, A G(p). H(p) SZOT-
zatot improprius kettSs integral alakjdban felirva: .

co 0o

F{p) = G(p).H{p) = / g(t)e'ptdt . /h(t)e—pt dt =

0 0
oo co

/ gxe Prax | / nyye My =
0

0

a a .
lim j gx)e Prdx. / h{y)e—pydy} =
a-»co 0

0

1im [ / / g(x)h(y)e‘?"p 4) dxdy] :
a-»co e

a

]

ahol Na a 119, 4brén lathatd négyzeiet jelenti,

77
%

a

>

119, 4bra
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Persze egyuttal

F(p) = lim / / gtohme TEY ax gy

a-»0o
N
a

2
(Na jelentését ldsd a 120, dbran), ugyhogy a Ta = Na - N
2

jeloiéssel {14sd 120, dbra):

bo |

lim / / ghmre P& ax ay = 0.

d-»c0
T
a.

A szereplS integrilok abszolut konvergencidja miatt ugyanilyan okosko-
dassal

lim / / | gtonye PEHY | ax ay = o,
a-»oo

T
a

ugyhogy a 121, ibra jelSléseivel, miutén a Ka tartoményt a Ta
tartomény magfban foglalja, és a nem-negativ ! g(x)h(y)e_p(x+Y)
fiiggvény infegrilja a Ka tartoméanyon legfeljebb akkora, mint a
Ta -n, - egyuttal adédik:

v ]

yl
g : a

L/
Q/ T ¢ /]
2| N% Hg

a K a i
K4
120, 4bra 121, 4bra
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lim // | 6 h) e PE 4x gy = 0.
a+oo
Ka

Igy annil inkdbb igaz:

//g(x) he) e PE ax gy |

a-»co

o )

a»co
a

gt hiy) e PE L ax gy = o,

és ennek folytin

F(p) = lim / / g(x) hiy) e P& o gy =

a0
a
= lim /f g(x) hiy) e “PEy) dx dy +
a-)m
a
+ lim // g{x) hiy) e “PEty) dx dy =
a0

= lim // g0 hy) e P& 4 gy = lim Re@).

a-» a-»>co
H
a

Az eldbb definidlt R(a) integralt kétszeres integrilld dtalakitva ads-
dik:
-p(x+
R(a) = // g hiy) e PEY) 4k gy =

a-x

/ g(x) hiy) e PEY) 4y ax .
0

O S—p m
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A belsC integralban az x+y = t helyettesitést alkalmazva:

a a
R(a) = f f g(x) hit-x) e P dt dx = / / g(x)h(t-xe Pt at
0 x | L

a
adédik, ahol L_ az (x,t) sikban a 122. Abrén lathatd tartomdny.
Az integrandusz La -n valé integrédlhatésiga kénnyen belathaté, E1G-

szbr x szerint integrélva utébbi kettSs integrilunk a kivetkezd két-
szeres integrilli alakithaté at:

a t
_pt
Ria) = / [ g{x) hit-x) e dx dt =
0 o
a t a
= / o Pt / g(x) h(t-x) dx] dt = [ £t ¢ P at,
0 0 0
-ahol f(t) a g(t) és h{t) f{iiggvények konvoluciéja. Tehst
a
. . -pt
F{p) = lim R{a) = lim [ i) e dt,
aw=oco a=ooy

amit bhizonyitani akartunk, Az okoskodést az abszolut értékek integ-
raljara végezve el, kideriil, hogy ez az integril is abszolut konvergens.

th

Q
el |

122, abra
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Alkalmazzuk el8szor a konvolucié-tételt arra az esetre, amikor

h(p) = 1.
Ekkor t : t
f® = ] g . 1du = / g{u) du.
0 0

Mivel pedig Hp) = £ {1} ==, adédik:

LI

£{m) = F) = 6o) . HE = GO = 5 L {e0)]

1
p

i
tehdt ha & {g(t)} 1tezik, akkor létezik f(t) = ] g{u) du Laplace-
transzforméitia is, és 0

L{10) = 2 &£ {em)} .
p

Utébbi okoskoddsunkkal tehdt 4ltaldnossdgban bebizonyitottuk a 36. fe-
jezet 8° tételét,

-Tegyiik fel, hogy f{t) folytonos (0, +co0) -ben, differencialhaté
annak belsejében, és £{ £ (1)} létezik. Elbbi tételiinket alkalmazva,
g(t) helyébe () -t, £(t) helyébe £(t) - £(0) -4t irva ad6dik:

L{ED - f0) )= PO,

LN

tehat 1

L{10 - 10} = L{tw} - 10 = L{rw},
65 imen
L{rml=pL {iB)} - £0),
amivel a 36. fejezet 7° tételét sikeriilt most mar teljes 4ltaldnossdghan -

igazolnunk. »
A konvolucié-tétel alkalmazédséval kiszdmithat6 pl. az

f) =Vt

figgvény Laplace-transzformadltja.
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A konvoluci6-tétel levezetéséne! alkalmazott jelolésekkel legyen

gty = hity = Vt.

konvolucidja:

Ekkor g{t) és h{)
t t
f(t) = g{t) * h(t) = fﬁ Vi-u du = f du =
0 0
t
= j ~{u- —)2 + tz-du.
0
Az ut6bbi integralban az
S T
u—E=-2-smu, du =-2-cosudu
helyettesitést alkalmazva: ~
g [
Z 4
2 2 ‘ 2
£t 2 b _t 2 . K2
£(t) /V 2 2 sinuzcosudu— P cosudu—st.
-2 i
Ennélfogva 2
POy = _E2_ &2 T 1
Fo) = L{t0) =L{ t}- 5% 3 °
P P
tehét .
T 1
Ge) HE) = (6@ =3 —5 -
1Y
és igy
T 1
G(p) = af{ﬁ}="2"——‘é-
2
: p
A konvoluci6-tétel alkalmazédsdval példsul
P } :_3_05 - 1 1. 2
2 2 P p2+4

Of'l{_zﬁ%_sm}:zx'l{ 2
p H4

p +p
t
= 2 cos 2t + ———~sm 2t+4f 1.sin 2u du =
0 _
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= 2 cos 2t+—2—sin2t+2(1-cos 2t) = 2+g-sin2t.

¢) Miel6tt dltalanosséagban felvetnSk a Laplace-transzformdicid
megforditasanak kérdését, utalnunk kell a Laplace-transzformicid 8s
a Fourier-transzformdécié kozstti kapesolatra.,

Fekiicoigék p = x+jy az {(t) {fiiggvény Laplace-integraljsnak,

F(p) = / f(t)e—p t dt -nek abszolut konvergencia-félsikjaban. Ekkor

0 - -
F(p) = Fit+jy) = oé {f(t)} - /f(t)e—(x+jY)tdt= /f(t)e—xte-jyt dt.
0 0

Minthogy megéllapoddsunk szerint t <0 esetén f(t) = 0, azért
fenti Osszefiiggésiink igy is irhaté:
+ 00

F(x+jy) = / i) e Xt e Wt gt
-00

Az itt 4116 integril abszolut konvergens, tehit l e_3yt ‘ = 1 folytdn

[so]
/ If(t) e_Xt Idt konvergens. Eszerint az abszolut konvergencia fél-
—D0
sikjba es§ valés x mellett F(x+jew) nem més, mint f)e
Fourier-transzform4ltja. Alkalmazva a Fourier-transzformécié meg-
forditdsdra vonatkozd tételt (35, fejezet) olyan £ helyen, ghol pl.
f(t) differencislhaté (6s igy f(t)e =t is differencidlhats),

t

+ 00
*
-X 1 . juw
f(¢) e $ =T F{x+jw) el £ dw,
-0
X
) = f Peeiw) oFI3 qy -
b7
- xHjw
-1 ¥ uf
=27 wl-il:loo FQ) e du ,
X~jo

ahol az utolsé lépésben az x + jw = u helyettesitést alkal-maztuli,
az utdbbi integrilt pediga Re u = x egyenesen x - jy -t6l
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X + jy -ig szdmitott integral hatdrértékeként értelmesntikk. (Ti.
y—co esetén.)

Bebizonyitottuk tehit a kivetkezd tételt:

Ha a valés . x szdm az £(t) fliggvény Laplace-integriljanak
abszolut konvergencia félsikjiban fekszik, akkor minden olyan § he-
lyen, ahol pl. () differenciilhaté

X+jw
1 . * u
£(§) =% cljf-mb/ F(u) e f du,
X-jew

Ezt a képletet Riemann-Meilin-féle formuldnak nevezik.

E formulibél kiindulva igazolhaté a kbvetkezd allitds:

Haaz f{) ésa g(t) figgvények Laplace-transzformailtja
megegyezik, akkor f(f) é&s gi() e fiiggvények folytonosségi he-
lvein megegvezik egymissal,

Ezen 4llitdssal vilaszt adtunk - ha nem is teljes altaldnosséghan -
a Laplace-transzformécié megforditisinak egyértelmiiségére vonat-

. koz6 kérdésre.

A Riemann-Mellin-féle formuliban 4116 integrédl rendszerint nem

szémithaté ki elemi uton, s ezért nem alkalmas o -1 {F(p) } meg-
hatdroziséira. Gyakran lehetséges azonban az integril meghatirozésa
kertil§ uton, Tegylik fel ebb8l a célbsl a kovetkezlket:

Legyen TF{p) az egész sikon reguléris, kivéve bizonyos

PysPgsPgs e e helyeken fekv8 pélusokat. V4lasszuk meg az Yk 8z4~
mokat ugy, hogy 0< 'Y1< Y2< Y_3< wer's

Yk—>oo (k=1,2,3,...}) legyen, o
Fekiidjék a valéos x szdm F(p)

Laplace-integréiljinak abszolut X2 j Yy 4
konvergencia-félsikjaban, s kos-

sﬁk Ossze az x+_]Yk és X-JYk

pontokat olyan Ck gbrbékkel, C;

hogy a Ck gorbét az x-]Yk— . y Xty
b6l x+ij ~ba vezett Lk egye- G

nesdarabbal kiegészitve egy J. XYk

k

tobbszbris pont nélkiili zart 123. 4bra
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rektifikilhaté gorbét nyerjik, s a J gbrbék mindegyike belsejében

tartalmmazza a Ck-l gorbét (123, dbra). Tegylik fel, hogy a Ck

gérbék nem haladnak 4t F(p) egyik pdlusin sem, s hogy a Jk gor-

bék mindegyike F(p) -nhek csak véges szédmu pbélusit tartalmazza a
belsejében. Tegyiik fel még, hogy ha k ~oo, akkor ¥ 20 ese-

tén
f Fw e du—o .

C
k

Ezen feltételek mellett, ha Fk(p) jelenti az F(p} fiiggvénynek a

Ck—l és Ck gorbék kbzotti gytiriialaku tartomédnyban fekvl pélusai-

oz tartozé Laurent-soraiban a negativ kitevsSjii tagok Osszegét, akkor

minden olyan helyen, ahol pl, f{t) = L -1 {F(p)} differenciilhats,
fennill

i(f) - k_g LHrof .

Ezta formulit szoktdk Heaviside-féle felbontisi tételnek nevezni, (Az

elfbb a) -ban felirt Heaviside-féle I. felbont4si tétel a fentinek nyil-
vénvalé speciilis eseteként adodik.)

A Riemann-Mellin-formula szerint ugyanis {az integriciés valto-
z6t p -vel jeldlve) !

x+an
. 1 1
f(f) = lim Z_E'j / F(p ep} dp = lim T’ﬂ’} / F(p)epf dp=

n-»oo n-+oo- - .

x-jY L
n n
. 1 p§

:llmooz T / f(p) e~ dp,

: Jn

minthogy feltevésiink szerint a Cn menti integral zérus}_xoz'té.rt. A

reziduum-tétel szerint azonban

-5,1;3.— / re) o5 - 2 Res F@) ),

In
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ahol az Usszegezést F(p) eP —F -nek a Jn gorbe belsejébe esd szin-
guléris helyeire, azaz F(p) -nek Jn belsejébe esd pélusaira kell '

kiterjeszteni, Ha azonban p = a egy ilyen pélus, ahol F(p) Lau-
rent-sora i .

F(p) = Cor +C_r+1+ +C'1 +C +C +
(p) = (p_a)r (p..a}r—l ce p-a o 1 p-a) +...,
akkor az
af af .2
PRI = BF A Ak, eTE-(p—a) + i—é-;— (p-a)2 +...

sorfejtés figyelembevételével

af at .2
Res (F(p) & ) = c_le"’li +C _e_l_‘f_ +C e—z—ri— Foo+

p=a
. c eaf r-1
-r (r-1! ?

s

és kbnnyli meggyozodni arrdl, hogy ez nem mis, mint

-1
o c C c
& { 12 8, +__-1_} .

p-a

Eszerint

n -1
21%’3‘ ] re) ¥ dp = kgl 4 {Fk(p)} '

dJ
n

és az n--co hatdridtmenet dllitdsunkat adja.

- 407 -



39. A Laplace-transzformdcié alkalmazdsa kizbnséges,
4llandd egyiitthatés linedris differencidlegvenletek
és differenciﬁlegvenlgtrendszerek megoldidsira

A 36, fejezetben kizolt miiveleti szabdlyok értelmében kizinséges, 41-
land6 egyiitthatés linedris differencidlegyenletekre, ill. differencidlegyen-
letrendszerekre a Laplace-transzformiciét alkalmazva, azok kizonséges ~,
algebrai egyenletekbe, ill, egyenleirendszerekbe mennek 4t. Mivel e transz— ~
formalds sordn elsSsorban a derivélt fiiggvény Laplace-transzformaltjat '
szolgiltaté 7° 4llitdst kell alkalmaznunk, rogton 14thaté, hogy Laplace-
transzforméciéval mindig adott kezdeti feltételnek eleget tevd partikularis
megoldédst célszerii meghatiroznunk, Differencidlegyenletek 4ltaldnos meg-
old4asfnak meghatdrozisira a Laplace-transzformécié alkalmazisa nem je-
lent a2 régebben megismert médszerekhez képest 1ényeges egyszeriisitést..

a) Keressiik az
vy’ - 4y’ + 4y = EZt
differencidlegyenleinek (v = y(t}). az
y) =0, y(0) =1
kezdeti feliételeket kielégitd megolddsat,

Abbél a feltételbdl indulva ki, hogy a keresett megolddsnak és elsd
két deriviltjanak van Laplace-transzformailtja, a

L {y} = Y@
jeloléssel, miutan
L{y®} =¥ - yO = p Y0)
£y ®)=PXE - P ¥O) - ¥ (@ = p° Y@ - 1,
2t 1
J{e i = p - 2

differencidlegyenletiink mindkét oldaldra Laplace-transzformici6t alkal-
mazva adédik:

¥

2 1
- - + = —
p Y -1-4Y +4Y p-2°
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-2°Y -1 p—

y = L1

02" @2

Itt tagonként kozvetleniil visszatranszformdilhatunk:

-1
L Y @) =ym=e 1 E

{alkalmaztuk az I, Eltolédsi tételt).
' Visszahelyettesitéssel kinnyen meggyGzddhetiink arrdl, hogy y(f) a
differencidlegyenletnek adott kezdeti feltételeket kielégitd megolddsa.

b} Keressilk meg az y{x) fiiggvényre vonatkoz6

2y(3) + 6y’ +5y’ +2y = x

differenciilegyenieinek az
yo) =1, y' =-1, y7(0 =-1

kezdeti feltételnek eleget tevl megoldasat.

Feltéve, hogy a keresett megolddsnak és elsd harom derivdltjdnak van
Laplace-transzforméltja, a Laplace-transzforméci6 alkalmazisival adédik
{a szokott jelblésekkel):

2(p3Y-p2+p+1)+6(p2Y-p+1)+5(pY-1)+2.Y="1T' .
P

Immen Y -t kifejezve és a nyert racionilis tortfiiggvényt részlet-tortekre
bontva kapjuk;

2})4-!-4])3 —3p2+1» 2p4+4p3 _.3924.1
Y= 2 3 2 = 2 - 1 s 1 . e e
p"(2p +6p” +5p+2) 2p”(p+2) (0+ 5 - -‘z-)(p+ S+ -;:)
821,11 11 1 | 746 1 L 2=6j 1
4p 2 2 20 p+2 5 1_j 5 1.3 °
Y p+2 ) p+_2-|-2.

Innen tagonként visszatranszformilva nyerjlik:

- 409 -



5 1 11 -2x 7 + 6
y(x)=-2+'§x-—"'—loe + 5 e
1 i

7 - 6 (2'15’"I
+ =

5

X

5 1 11 -2x 2 2 X . X
_—4+2},§-203 +5e (70052-631112).

Itt is kOnnyen meggydzodhetiink arrél, hogy y(x) a differenciéieg*yen-
letet az adott kezdeti feltételek mellett kielégitd megoldésa,

c) Tekintgiik az aldbbi linedris 4llandé egyiitthatés els@rendii differen-
cidlegyenletrendszert:

5y’ +4z’ +y=2,

t
e.

2y’ + 4z’ +2z
Hatdrozzuk meg e differenciflegyenletrendszernek
y(0) = 1, z(0) = 0

kezdeti feltételt kielégits megoldasat.

A ef{y(t)‘ =YY@, oL {z(t)} = Z(p) jeloléssel, a Laplace-transz-
formécié alkalmazédsa utdn a kovetkezd algebrai egyenletrendszerre jutunk:

b0

S5pY - 1) + 4pZ + Y =

2Y - 1) + 4pZ 427 = —— .

Rendezve:
Gp + DY + 4pZ = —f’L;-z— ,
2pY +{p+2)Z = —zdg—-:——i— .
» Innen
6p3+p2—7p—2 2 1 1 6 1
Y= ST pTupa TT 1
(6p +Tp+1){p-1)p Pty
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vagyis tagonként visszatranszformalva:

t
L, L t_6 8
yit)y = 2 T © 7 e .
Hasonlé szdmitdssal
” - 3p + 3 _ .3 1 3 1
(12p%+14p+2) (p-1) ot a2
teh4t visszatranszformalva adédik:
_E
t 3 6
z(t)—14e-14e .

Visszahelyettesitve kinnyen meggydzodhetink arrsl, hogy y(t) és =z(t)
taldlt értéke valdban megoldidsa feladatunknak,

d) Tekintsiink egy sorbakapcsolt L 8nindukeiét &8 R ohmikus ellen-
ll4st tartalmazé dramkort, amelyben az elektromotoros erSt a 124, dbran
lathaté E(t) fliggvény adja meg.

Ei
fofp = == - ——
T 2 7
EA
.Eg‘ ''''''
— 4
2
£4 t
E -
_Et',.k __________
124, dbra
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Az I(t) Aramintenzitds ekkor a kivetkezd differencidlegyenletnek tes:
eleget:

_dr -
L *RI=E.

Az T{0) = Io kezdeti feltétel mellett a Laplace-transzforméacidt alkalmaz-
va az .

L{iwy) =To)
_ L{E®}] =E@
jeltléssel az

RT+L(pT-10)=E

egyenlet adédik, Az E Laplace-transzformaéliat a kvetkezOképp hatdroz-
hatjuk meg. Mint a 124, dbrin lathatd

E = E, +E,,

ahol a II. Eltolasi tétel értelmében (36. fejezet 5°)

E = e—Tlp EO
1 p '
. e—T-zP Eo
2 p
és igy -
E -T.p ~-T p
= = = 0 1 2R
=- -+ = -a
E E1 Ez > {e e )

A differencidlegyenletbdl a Laplace-transzformécié alkalmazdséval nyert
algebrai egyenlet:
E- —Tlp -sz

- i . [}
®+IpI-LI =—=( -e 7,

ahonnan
L I0 E -T.p =T_p

“R+1Ip PR + Lp)

I
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I E -Tp  -T,p

N o, o 1 1 1
TTTREFR GOTLE) e 7).
P L p L
A visszatranszformildsndl is alkalmazva a II. Eltoldsi tételt, adédik:
R
( —ft
IO e . ha t< Tl’
M) = qI e tR o (L-e ), ha T < t<T,,
I e t—g -e -lve » ha t>T,.

e) Tekintsiink ujra egy sorbakapecsolt L Onindukciét s R
chmikus ellenilldst tartalmazé dramkért, melyben azonban az elektro-
motoros erdt 2 117, dbrén 14thatd periédikus  f(t) fiiggvény adja meg
Vizsgiljuk az é.ram bekapesoldsanak ebetet vagyis legyen a kezdeti

. feltétel: I(0) = -

Megoldando dlfferenclélegyenletlink

_dr - : -
L=y~ * RI = i, I0) =

i) =£®), ha 0<t<l, £y =t (k=1,2,3,...),

t, ha 0<t<i,
£ =

0 killsnben

Differenciflegyenletiinkre a Lapiace-transzforr%éciét alkalmazva (a -
szokott jelsléssel), felhaszné.lva a 36. fejezet 6 példdjanak eredmé-

nyét (£ {f) = LP; ) adédiks

pr(1-eP)

. q_.p__ P

Lpi + R = 12e _ppe ,
Ppll-e7)
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letve _ .
1-ep—peIJ

Lo+ p° (12 "P)

T=
Feltéve, hogy a Heaviside-féle tétel feltételei ki vannak elégitve,

£ -1{ T(D)} = I{t) meghatdrozasa igy torténhetik:

I(p) poélusaia p=0, p=-% és pk=2ki’fj (k=+1, +2,...)

helyek,
A p =0 helyre nézve:

P P_,__ B, P P S T S
1-e" -pe  =1-(l-jy+um =gyt =P -"y+ipr=--)
p_ 2.5 2 B
=1 " ey Far TR Ty =
1.2 13
- zp 3p Faee 3
és mivel o, > ﬁ _P_4_
L S I IR
irhatjuk:
1.2 13 11
1-eP -pe® _ g P ~gP *.-. 2 " 3P " _
2 3 1 4, 1 -
prd-e b p -0t PA-FPH..)
-1 1
= p (2 +Clp+-‘o)
Igy tehit
1 . .
1-eP-pe> 2 FOP e 4 g
(Lp+R)p (1-e ) R+ Lp 2R



ugyhogya p = 0 hely elsSrendli p6lus, a Laurent-sor F(0) -lal

jeldlt un. fSrésze (l4sd 38, fejezet) 1 , & felbontds megleleld
. 2Rp
tagja:
-1
__1__} 1
2Rp § ~ 2R °
A p=- —%— hely nyilvén elsGrendii p6lus, ahol a reziduum:
R
A= 1-e’p-pe'p] L+ @m-1
= B e pa™T 3
L wfa-e® 1 r%q - /1
-y
az e helyhez tartozé Laurent-sor f6része R 8 a felbontéa
megfeleld tagja p + L
_B, A R R,
AeL=L+e—(§-L)eL =(_]_J_2_+ e eL
R2(1 - o) B Ra-e)

Végilla p = 2ki’j hely ugyancsak elsdrendii p6lus, ahol a reziduum

[l-e—p-pe_p] = 1-1-2k®j j

(Lp+R)p2e'p (L2k’!?.'j+R)(—4k2IE2) | 2kTEKEL] +R)

p=2k T

tehit a Laurent-sor f8része

i 1
2kT(2kTLj+R) p-2k%j °’

s a felbontfis megfeleld tagia:

i ezkir it
2kH (2k K Lj+R) :
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A pk és P helyeknek megfelel tagokat dsszevonva, az Euler-

Osszefiiggést alkalmazva nyerjiik:

] R L i -2KT it _
2kl (2kICLj+R) -2k (-2kT Lj+R) °© T

2kiLL cos 2kt - R sin 2kit't

ka(Rz + 4k2ﬁ72L2)

Végeredményben tehit a visszatranszformélést elvégezve nyeriik:

- R/L
I{t)=-2%-+ilé + P‘R/L SR/,
R R(l1-e )
oY ~
2kILL cos 2kt ~ R sin 2kWt
+ 2 2.2
k=1 kTR “MK"T Lz)

Meg lehet mutatni, hogy a talélt fiiggvény feladatunknak valéban meg-
olddsa. (A felbontisi tétel a megoldés periodikus részét mindjart .
" Fourier-sorba fejtve szolgiltatja.)

40. Operitor-impedancia

Az operétor-impedancia fogalmahoz a kiivetkezd meggondoldsok révén
juthatunk el: . )

Tekinfsiink egy L Ynindukeids tekercset, mint egy vizsgilt dramkor
elemét. Legyen a tekercsben az dramerfsség I, a tekercs sarkaihoz
kapcsolt feszilitség pedig E. Ebben az esethen

=1 9L
E=L TR
Ezen differenciélegyenietre az
I(0) = 0

kezdeti feltétel mellett a Laplace~transzformdéciot alkalmazva nyerijiik

@ &£ {I(t) } =1p), L{EM®} = Em) jeldléssel):
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E=pLT,

vagy misképpen, a transzformilt fesziiliség és transzformalt 4ramintenzi~

t4s hanyadosa:

=i

—=— =p L.

Zp) =
Ha most egy C kapacitdsu kondenzétort tekintiink, amelyen keresziiil
E fesziiltséget kapeso-

I intenzitdsu dram halad, és a kondenzidtorhoz
lunk, az I(0) = 0 kezdeti feltétel figyelembevételével irhato:

t
1
E=—5 /I(t) dt.
0

A Laplace-transzformaécié alkalmazdssval adédik teh4t a szokott jellések-

-

kel:
= 1
E = oC 1,

.

intenzitdsu dram halad 4t és az el-

Im

vagy masképp

Ha R ohmikos ellendlldson I
lendlidsra E fesziiltséget kapcsolunk, fennill az

E=IR

osszefliggés, ahonnan Laplace-transzformécié alkalmazédsdval, a megszo-

kott jelsiésekkel
E=RI,
illetve £
Z{) = 5 = R
adédik,
- Definicié

Egy dramkoOr operitor-impedanciijinak a rendszer sarkaihoz kapesolt
fesziiltség transzformailtjinak és a pdlusck kzétt foly6 Aramintenzitas

transzformiltjinak hinyadosét nevezziik.
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Az operitor-impedancidt Z(p) -vel jeldlve (ha nem okoz félreértést,
Z(p) -t roviden az Aramkor impedancidjénak is szokis nevezni), elGbbi
eredményeinket dsszefoglalva irhatjuk:

R ohmikus ellenéllds esetében,
Zp) = pL onindukei6s iekercs esetében {I(0) = 0),

171(—3_ kondenz4tor esetében.,

Az operitor-impedancia j6 felhaszndlhatésdgat alkalmas kezdeti fel-
tétellel rendelkezd (I{0) = 0) differencislegyenietek Laplace-transzfor-
mécidval t6rtént megolddsdndl az a tény tdmasztja ald, hogy a Kirchofi-
féle torvények form4lisan érvényben maradnak transzform4alt 4ramerds-
ségek és fesziiltségek esetén is, Erre az eredményre ugy juthatunk el,
hogy a Kirchoff-térvényeket kifejezd Ssszefliggést Laplace-transzformécis-
nak vetjtik al4, felhasznélva azt a tényt, hogy a Kirchoff-térvények linea-
risak, és a Laplace-transzformdécié is linedris miivelet.

Az el6bb elmondottak értelmében tehdt azt kapjuk, hogy a Zl’ Z 9

Z3, ... impedancidk t5bb elembs] 4116 dramk¥r esetén soros kapesolds-
nil egyszeriien osszeadédnak (az eredd impedancia tehdt Z = Z_ + Z_ +

1 2

+ Z3 + ...), pArhuzamos kapcsolds esetén pedig az eredl impedancia

reciprok értékét az egyes elemek impedanciii reciprok értékének Osszege
adja meg (pl. a padrhuzamosan kapecsoit Z1 és Z2 impedanecidju el-
_ T _

lendlldselemek eredd impedancidja: ,» ezt formélisan igy is

1 1
—_ =
Z1 Zz
szoktuk jelolni: Z = Z1 X Zz).

Ismételten hangsulyozzuk, hogy az egy differencidlegyenletbdl Laplace-
transzformécidval adédo aigebrai egyenletet kbzvetleniil az ellensllisele-~
mek operéitorimpedancidinak segitségével felirni csak akkor tudjuk, ha a
differencidlegyenletnek 0 kezdeti feltételt kielégits megold4séat keres-
siik,

L | Példaként oldjuk meg a kbvetkez§ fel-
Vv adatot: '
L Onindukeciét, C kapacitdst, R
o ellendllast a 125, dbran lithaté médon
E=E, ==

kapesoljunk ossze. t=-0 -kor 4llandé

125, dpra
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E = Eo elektromotoros erSt kapcsolunk be; az elektromotoros er§ be-

kapcsoldsa elStt a rendszerben nem volt 4ram &s t51tés. Hatdrozzuk meg az
Bnindukeiés tekercsben keringé 1 - dramer8sséget.

Az dramkdr impedancidja (figyelethbe véve az egyes ellenilldselemek
impedancidit, valamint azok parhuzamos és soros kapesoldsét, valamint
azt a tényt, hogy I(0} = 0):

E i, 1 _ R
Z(® = 3 —pL+(RXpC)—pL+—————_1_+ 1_—pL+-————CRp+1,
R _1
pC

és mivel az 4llandé elektromotoros er§ Laplace-transzforméltja

E
0

P

E =

»

a transzformélf 4dramintenzitis a kivetkezOnek adédik:

i=E pCR + 1 .

°  ppZLCR +pL +R)

A visszatranszformildshoz sziikséges részlettortekre bont4s elsd lépése—
ként 1 nevezdjét irjuk fel gytktényezds alakban:

p’LCR + pL + B = LCR( - p,)(0 - P,),
ahol Py és P, @
P .1 _
p’ *or "L T°

egyenlet gybkei, azaz rividits jelvléssel:

ahol
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T részlettdrtekre bontott alakja tehat:

I = Eo pCR + 1 Eo (i + B + c ., _ _
= b g . = = =
LCR  p(p pl)(p pz) LCR ' p p-p, p-p,
) o (_]:lg . plcR + 1 1 ] pZCR +1 1 )
LCR ‘p 2bp1 PP,y 2bp,, p-p,

(A részlettortekre torténd felbontdsnsl szerepld A, B, € egyiitthats-

kat, mint a RCR * 1 figgvény p =0, p = -a+bh,
@ +—2-+ =g
CR L.C

p=-a-b helyekhez tartozé reziduumét a legeélszerilbb meghatdrozni.)

Visszatranszformélva adodik végiil:

E E
It = —— + 0 at [(CR +E)l~)ebt-(CR +pi)ebtJ.

R 2LCRb

Ha figyelembe vessziik, hogy

e]Ot = ch bt + sh bt, e—bt = ¢h bt - sh bt,
akkor
(CR + 1t - (cr i
1 Py
1
= 2CR sh bt + plpz [(pz—pl) ch bt + (p2+p1} sh bt] =

= 2CR sh bt - LC (2b ch bt + 2a sh bi),
Ennek kivetkeztében irhaté: |

E0 ~-at 7 a R
Ity = R {l-e I:Chbt+(_l—)_— bL)shbt:”.

A fenti képlet a2> L esetében (ekkor b valds, ez az eset akkor

LC
4ll fenn, ha R kicsiny) alkalmazhat6,
2 < I:,{ C esetében b képzetes (ez az eset adédik, ha R nagy)

b=jw,
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ahol
1 2

w=Yig -

azaz
Eo -at a R
Ity = R {1 -e [COS tw+ (5 - TU"I:“) sin w t:” .

Irjuk fel az aldbbi néhiny reaktdns kétpolus operdtorimpedanciijat:

(8]
1 1 1
= + =
Z le |:(pL2+pC )ch ]
2 1
= pL, + (126. sbra)
1 1
+ pC
pL_ + L 1
2 pC2
L Gz
2112110 1
Ly
o— YT —0
1
11
Ly
126, abra
0 1 1
= + + =
2 Z Cop (pL0 X G p) le
0 1
1 1 T ah
=< + 1 +Cp+pL1 (127, 4bra).
pLO 1
Lo
iy
o——— o
c, Ly
| |y I
—i1
Cy
127, dbra
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0 1 : 1
3 Z = =5 x[[pL1+(pCXpL1):|XpL2}_

= 1 L 1 (128, abra).
pC A+ F 1
Py pL_ +
1 pC + 1
pL,
L
| L,

£, (= ¢ Ly

O
128, dbra

Ha a rendszer sarkaira E = Eo sin cwt fesziiltséget kapcsolnank, az
I{t) Aramintenzitds Laplace-transzformaltjat az

- Z p o+ w
I=—4%5= Z
E E w
| 0
Ssszefliggés szolgiltatnid. Innen részlettértekre bontis utdn tudnink vissza-

transzforméalassal I(t) -t meghatirozni,

o

: 1 1 . _
4 Z—pL+[pCX(pL+{pC &pL})]—
= pL + 1 1 (129, dbra).
pC + , 1
pL + 1
pC +——
L L PL oy

129, dbra-
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OSSZEFOGLALAS

Ezen rovid osszefoglaldsnak nem lehet célja az egész Matematika I.
jegyzet feldlelése, minden fontos eredmény felsoroldsa. Igy az Osszefog-
1alé sem a vizsgik, sem a szigorlat anyagdval nem azonos. Célja éppen az,
hogy a sok részlet kizott tdjékozoédni nem tudé olvasét az anyag dttekinié-
séhez hozzfisegitse, ramutasson a jegyzet Klilonféle fejezeteiben taldlhatd
anyagrészek Ssszefiiggésére, kidomboritsa a hasonlé fogalmak kbzdtt fenn-
dl16 analégidt. A kbnnyebb attekintés érdekében a kozolt tételek némelyi-
két az vsszefoglaldsban nem is idézziik bsszes feltételeikkel egyiitt, hanem
csak a legjellemz6bb feltételeket hangsulyozzuk. A pontos fogalmazis a
jegyzet megfeleld részében taldlhatd meg, :

X X x

A Matematika 1. c. tirgy keretén beliil a kivetkez8 témaktrikkel fog-
lalkoztunk:

1. Linedris algebra;

2. A fliggvény fogalma, szemléltetése, hatdrértéke, folytonosséga, dif-
ferencidlhatésdga, Riemamm-integrilja és ezeknek alkalmazisai;

3. Sorozatok és sorok;

4, Differencislegyenletek,

1, Linedris algebra

(Matematika I/1. jegyzet 3-149 oldal és Matematika 1/3, jegyzet
89 - 103. és 331 - 359 oldal.)

Roviden tsszefoglalva e témakorben foglalkoztunk a valés és komplex
gzim, a vektor és mitrix fogalméval, megadédsi médjaval, a koztitk de-
finidlt miiveletek szabdlyaival, tovdbbi a defiermininsokkal. A métrix a
vekiorfogalom dlialdnositdsa volt, hiszen az oszlop- ill, sorvekiorock speci-
alis matrixok, Vektor alatt dltaldhan hidromdimenziés oszlopvektorokat ér-
tettiink, Speciilis kétdimenzids vekiorok voltak a komplex szdmok {ezek a
vektorok mindenben kivették a valés szamok kozt definislt miiveleti szabi~
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lyokat), még specidlisabb, egy egyenes irdnyba mutatd vektorok a valés
szamok.

Alkalmazégként beszélilink az analitikus geometria elemeirfl, linedris
egyenletrendszerek megolddsdrél, linedris transzformiciérél, majd a
matrix sajatériékének és a matrixfiiggvény fogalmanak bevezetése utdn az
dllandé egyiitthatds linedris differencidlegyenletrendszerek megoldisarél.

2. Fliggvénytan

(Matematika I/1. jegyzet 261-378, Matematika I/2, jegyzet 3-151,
251-478, Matematikd I/3. 3-62 és 117-222 oldal.)

A kovetkerd alapvetd definiciékbdl indultunk ki:

A fliggvény olyan utasitds, amellyel egy P halmaz bizonyos P 1
részhalmazdnak (a fiiggvény értelmezési tartomany4nak) minden eleméhez
egy R halmaznak (a fliggvény ériékkészletének) meghatirozott elemét
rendeljilk hozz4.

Aszerint, hogya P_, ill. az R halmaz a valés, vagy komplex
szdmok, vektorok (rendezett szdmparok, vagy szdm halmaza, beszéltiink

a) valés egyviltozds,

by valés tobbvaltozos,

c) komplex viltozés,

d) egyparaméteres vektor-skaldr,
e) kétparaméteres vektor-skalar,
[y skalar-vektor,

g) vektor-vektor

fiiggvényekrdl, az utébbi esoporton beliil speciflisan homiogén linesris vek-
tor-vektorfiiggvényekril, azaz tenzorokrél is.

Ezen fiiggvények szemlélietése dltaldban

a) sikgorbével,

b) feliilettel (n -viltozés fliggvény esetében n-dimenzi6s térben),

c) a fliggvény 4dltal l1étesitett leképezéssel,

d) térgbrbével (specidlisan sikvektorck esetében sikgorbével),

e) feliilettel (hdromdimenziés vektorok esetében a hdromdimenzids
térben),

1) szintfeliiletekkel, ill, nivégirbékkel,

g) trajektoriakkal (ill, erdvonalrendszerrel)

toriénik,
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A fiiggvénynek akkor van hatirértéke P értelmezési tartoméanyinak
valamely P, helyén, ha ezen hely egy kiornyezetében (magit a helyet
kivéve) a fliggvény értelmezve van, és ha a hatirértéknek minden V kor-
nyezetéhez taldlhato PO -nek olyan U kbrnyezete, hogy

Q EVUCP, PD ZQ esetén {(Q < V.

A P, hely kbrnyezetén a kivetkezot értettiik:

Ha P a valés szdmok halmaza, és P0 a végesben fekszik: P0 =a,
akkor a kirnyezeteiaz (a-¢ , a + £ ) intervallumok; a jobboldali
kornyezetei az [ a, a+8) intervallumok, a baloldali kisrnyezetei az
(a- 6, a] intervallumok; ha Pi nem fekszik a végesben, akkor + CO
kbrnyezetei a (@, +o0o) intervallumok, - oo kbrnyezeteia {-o0o,R)
intervallumok,

Ha P vektorok halmaza (a komplex szdmokat is specidlis sikvektorok-
nak fogva fel} és fi & P a végesben fekvd Pi pontba mutat, a Pi

pont £ sugaru kbrnyezete azon T helyzetvekioru @Q pontok halmaza,
amelyekre |T - fil< £E; ha Pi nem fekszik a végesben, akkor Pi

kérnyezetel azon T helyzetvekioru Q pontok halmazai, melyekre
It} > R.

A fliggvény értelmezési tartomédnydnak valamely helyén folytonos, ha ott
értelmezve van, véges hatdrériéke is van, és ez megegyezik a fiiggvénynek
e helyhez tartozd helyettesitési értékével. Egy fiiggvényt érielmezési tarto-
méanyédnak valamely nyilt részhalmazin akkor mondunk folytonosnak, ha e
részhalmaz minden pontjaban folytonos,

Egy fiiggvényt értelmezési tartominydnak valamely zdrt ¥ részhal-
mazin akkor mondjuk folytonosnak, ha F ‘minden pontjdban az T hal-
mazra szoritkozva folytonos (azaz minden POE T -re tetszbleges

Pi e F, Pi # P0 esetén, ha P, — PO, a megfelelS lliggvényértékek
sorozatira {(P) = {(P ). ' - '

Ha F . korldtos, zart halmaz, akkor az F -en folytonos valos fiigg-
vény felvesz T -en egy maximdlis és minim4lis értéket. Az eldbbi fel-
tételek mellett a fliggvény F -en egyenletesen folytonos is. Kizelito szi-
mitdsoknal a fiiggvény folytonossdga lehetSvé teszi, hogy a folytonossagi
Pi helyen vett helyettesitési érték helyett Py alkalmas kornyezetébe

est Qi helyen felvett helyettesitési értékkel széimolhassunk,
Ha Ri nem folytonossiagi helye a vizsgalt fliggvénynek, de van a

fiiggvénynek az Ri helyen hatarértéke, akkor azt mondjuk, hogy az Ri

- 125 -



helyen a fliggvénynek megsziintethetd szingularitdsa van. Ezen kiviil beszél-
hetiink még valés egyviltozés fiiggvény esetében ugriasrdl (fix) -nekaz a
hely ugrédsi helye, ha f£(x) -nek a -ban véges, de egymistél kiilénbozd
jobb- és baloldali hatdrértéke van), komplex viltozés fliggvény esetében pe-
dig polusrél és lényepes szinguldris helyrfl (f(z) -neka z = a helyen
r -edrendii pSlusa van, ha lim (z-a)¥ f(z) 1étezik, mig ha ezen utébbi
Z-»3
hatdrérték semmilyen r természetes szdm mellett sem létezik, lénye-
ges szingularitisrdl beszéliink).

IV. Akkor mondjuk, hogy a fiiggvény értelmezési tartoméanyédnak halma-
zéba tartozé PO helyen differencidlhaté, ha a P0 hely alkalmas kornye-

zetébe (&s a fiiggvény értelmezési tartoménydba) est helyet P; -val je-
16lve a figgvény f(P;) megvaltozdsa egy, a két helyhez tartozé fliggetlen

viltozd érték megviliczdséival "ardnyos' résznek és egy, a fliggetlen val-
tozd megvéltozdsinak egy 0 -hoz tarts tényez8vel valé "szorzat"-4bsl 4ll6
résznek az Usszege. A fliggetlen viltozé megviltozisival aranyos un. 6~
rész neve differencidl, az itt szereplS "ardnyossdgi tényezs'" épp a vizsgilt
helyhez tartozd differencidlhdnyades, vagy derivilt,

Szokds még a differencidlhdnyadost az un. killonbségi- vagy differencia-
hényados hatarértékeként is definidlni. E definicié csak azokra a fiiggvények—
re alkalmazhaté, melyeknek fiiggetlen viltozéja skaldr (valés, vagy komplex
szam), és ezekre az elSbbi definiciéval egyenértékii. Részletesebben kiirva
igy szol: differencialhatd egy fliggvény érielmezési tartoményanak valamely
helyén, ha az e hely kicsiny kirnyezetébe esd pontban felvett fiiggvényériske
. és az eredeti helyen felveit fliggvényérték killonbségének és a fliggetlen vil-
toz6 megfeleld értékei megviltozdsanak hényadosa (az un. kiilénbségi, vagy
differenciahényados) ugyanazon a hatdrértékhez tart, barhogyan is tartson
a fliggetlen viltozé megvaltozdsa 0 -hoz. E hatdrérték a fiiggvény adott
helyhez tartozé differencidlhinyadosa. Mivel a kiilonbségi hanyados a fligg-
vénynek az értelmezési tartomany vizsgilt részén valé 4tlagos valtozési se-
bességét méri, a hatdrériékként adédd differenciflhdnyados épp a vizsgilt
pontban szolgdltatja a fiiggvény valtoz4si sebességét,

Differenciilhaté filggvény esetében az f(Po) fliggvényérték helyett az

f(P;) értékkel szdmolva az e kizelitésnél elkdvetett abszolut hiba kézeli-
t6leg a differencidllal, mig a relativ (sz4zalékos) hiba (amennyiben f(Po)

nem vektor) a differencidl és (P ) hdnyadosfinak vehetd. Amennyiben
egy fiiggvény differencidlhinyadosa Uifferencislhaté filggvény, beszélhetiink
e differenciflhényados (az un. elsSrendii differencidlhanyados) derivaltji-
rél, az eredeti fiiggvény un. misodrendl deriviltjarél, Hasonléképpen ér-
telmezzilk az utbbbi fiiggvény deriviltjaiként az eredeti fiiggvény magasabb-
rendii (harmad, negyed stb. rendii) deriviltjait.
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A fliggvény differencidlhatésagabél folyionossdga kovetkezik, az 4lli-
t4s megforditisa azonban 4ltaldban mAir nem érvényes.

Egy nyilt halrazon akkor mondjuk a fliggvényt differenciilhaténak, ha
a halmaz minden pontjiban differencidlhaté.

Az alébbiakban az egyes fliggvénytipusoknil részletesen kitériink arra,
mit kell a differencidlhatésdg altaldnos definiciéjidban szerepld Mardnyos!,
"arinyossigi tényezd" fogalmakon érteni, és megemlitjitk az illetS fligg-
vénytipus differencidlszamitisfnak legnevezetesebb alkalmazédsait,

a) y = fix) differencidlhatd az X, helyen, ha

f(x0+h)—f(x0)=Ah+ €h, ahol £€—-0, ha h—0,

a differencidlhényados
fix +h) - £x )

h

A=f(x), ill. £ () = lim
0] O h->0

df = (xo)h a differencial.

A =f (xo) megadja az v = f(x) egyenletii gorhe x o abszcisz-
szdju pontjdban az érini6 meredekségét,

A magasabbrendii derivéltak segitségével vizsgilhatjuk az y = f(x)
fiiggvény viselkedését egy pontban (pl. lokilis maximum, ill. minimum
keresése), vagy egy intervallumban (dltaldnos filggvénymenetvizagslat,
vagy intervallumbeli maximalis, ill. miniméilis fliggvényériék keresé-
se).

b vy =1fx,,... 2 Xp) differencidlhaté az (xl, ves ,xn) helyen, ha

fix 1+h xn+hn) —f(xl, ves ,xn) = A

1*0 " 1 nn

h1+. . .+Anhn+ £1h1+. ..+&h,
h -0,

ahol A ,...,A 4&lland6é, £ svees
1 n 1 n

_ [Las _
T [Qxi] )

(s er X))

. f(xlx e ’Xi—l,xi+hi’ Xi'l"l’ LR :xn)
= lim h .
hi->0 i

1 En—!’O, ha h

- f(xl, oo Xy ...,xn)

(i =1,..,n), un, parciilis derivilt,
df = Alhl +o0 .t Anhn ~ a differencidl.
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c)

‘Alhatdk legyenek és kielégitsék az % -

A tbbbvialtoz6s lancszabily specidlis alkalmazisaként beszéltiink az un,
irdnymenti derivalirél, tovabba az alkalmazisok sordn a tobbvaltozés
szélsGértékfeladatok megoldassirsl,

w = f(z) differencidlhaté a z, helyen, ha

f(zo+ A z) —f(z0)=AAz+€Az, ahol £€-+0, ha Az —90,

a differenciilhianyados
f(zO+Az) - f(zo)

Az ’

A=1£f() il {f(z)}=lim
© © Az->0

df = f? (zo) Az  a differencial

w=u+jv, 2z =x+jy eselében

Qu . @ov. _3v . Qu
9x "3 ax T 9y "1y

' {z) =

Annak szitkséges &s elégséges feltétele, hogy f(z) az (x,y) helyen

differencidlhat6 legyen, az, hogy u(x,y) és v{x,y} ott differenci-
Ju v Jdu _ gv

2y’ 9y = 9x

osszefliggéseket.,

Reguldrisnak akkor mondjuk az f(z) fiiggvényta =z _  helyen; ha a
Z hely egy kirnyezetében mindeniitt differencidlhato, A reguliris
komplex viltozés fliggvények az alabbi fontos tulajdonsagokkal rendel-
keznek:

Valamely T tartoményban regularis {(z} fliggvény valés és képze~
tes része harmonikus fiiggvény ( Au = 0, Av = 0}, Egyszeresen
tsszefliggd T tartoményban harmonikus u fiiggvényhez tal4lhaté
olyan v harmonikus fiiggvény, hogy u + jv reguldris fiiggvény

T -ben. (v u -nak harmonikus tirsa.)

A reguldris f(z} {fiiggvény minden olyan pontban, ahol £’ (2) # 0,
konformis leképezést 1étesit,

Ha f{(z) reguldris az egyszeresen dsszefiiggd T tartoméhyban,

akkor T -ben futé tetszdleges C rektifikdlhatd Jordan-gorbére
f(zy dz = 0.

C

Ha f£(z) a z, helyen reguldris, akkor ott akdrhinyszor "di'ff'eren—
ciélhaté. : o
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d}

€)

Ha f(z) az egyszeresen Osszefiiggd T tartomdényban a véges szé-
mu 2.8 helyek kivételével reguldris, és a C rektifik4lhato
Jordan-gérbe T -ben fekszik, de nem halad it az a; helyek egyikén

sem, C -t pozitiv irdnyban futva be: éf(z) dz = 27%j Z Res f(z},
C

Z=a
k

ahol az Ssszegezésta C gbrbe belsejébe esd 2 helyekre kell el-
végezni,

F = r(t) differencidlhaté a t0 paraméterii pontban, ha
Tt AL - (L) =aAtL+ £at, ahol {€l=0, ha At-—y,

a differencidlhinyados
f(to +At) - f(to)

At

a=¥t), il. T(t)=lim
© O at=0

dF = %(to) At a differenciél

) = x()T + y()] +z(Hk esetén x(f), y{t), z(t) t  -beli differen-
ciflhatésigibdl kbvetkezik T{t} differenciilhatésaga, és viszont,
?(to) geometriai jelentése: az T = F{t) egyenletii térgdrbe to pa-
raméterii pontjidhoz tartozd érintSvektor. Ha specidlisan az ivhosszu-
84g aé paraméter, akkor %:— = ¥ az érintd egységvektor,

dr

d,s_2

= g a vizsgilt térgbrbe girbiilete.

T = F(u,v) differencidlhaté az (uo, vo) ponthan, ha

r(u0+Au, VAV - T(u,v ) =3 Au+bAav+ & jAut E,Av,

ahol él, Ez —0, ha Au, Av -0, é&s

= Qr] = lim
Palthagll

T + 4w,V ) - r{ ,v)

Hu :
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= lim .

- [3?] . Flu,v + 4v) - f(uo, v,)
T Lo Av

Av-+0j
w.,v,)
(¥(u, v) parcidlis derivéltjainak kiszdmitdsa koordindt4nkénti parciélis
derivélassal torténik,)

dr =3 Au+ b Av a differencisl.

Az T = T(u,v) egyenlettel megadott felillet feliileti normalisa
2 x _@f

Fi

= —— alakban 4llithaté elG,

au av
u = u{r) differencislhatéaz T= fo helyzetvektoru pontban, ha
uE + AT) -uE)=EAF+ EAT, ahol |El>0, ha laFl— o,

"4 differencidlhdnyados

du
—[ df] —[gradu:} e
- » T T=F

=r
Q

2R

= x¥ + yJ + zk esetén u=uxy,z), és

rl]
[

du+ Qu - Ju
ox 17 9yJ+ Fz

grad u = k.
= [grad u] AT a d;:fferenciﬁl.

=T
o

A [grad uj _ _ vektor egyrészt megadja az u(?) skaldrtér u = ¢
P=F :

0 . _ _
szintfeliiletének (c= u(ro)) T = T pontbeli norm4lisit, mésrészt

megadja azt az irfnyt, amelyben a leggyorsabban viltozik az u(%) -
skaldrtér az I-‘ helyzetvektoru pontban, ([grad u] e maxi-
mélis viltozdsi sebesség nagysagit adja meg.) r=ro

Az u() skaldrtér, ill. az u(x,y,z) flggvény fo =x T+y T+ z E

pontban € = cosox T+ cos B T + cos k irsnyban vett véltozasi
sebessége (az € egységvektorral megadott irdnyba vett irdnymenti
derivalt):

- 430 -



I:gradu . é] = 2u coSo(+ —— 2u cos 3 +—5— 2u cosy
r=r 9% 7y 92 {x Z
0 : 0’7o’ 0)
g) ¥V = v{r) differencidlhatéaz T= fo helyzetvektoru pontbén, ha
\'r(f°+ A1) - ?(fo) = A{AT) + £ (AT}, ahol az £ tenzor elemei

AT -0 esetében 0 —h_oz tartanak, mig az A derivalttenzor
métrixa ¥V = Xi+Y¥j+Zk, T=xT+yj+zk esetén

X X 72X
?2x 2y 2z
2Y 2Y 2Y
ax 2y 2z
27 27 a7
2x -2y 2z

¥(¥) differenciilja: d¥ = A(AT).

Az A derivalitenzor vektorinvaridnsénak kétszerese rot ¥, skaldr-
invariinsa div ¥,

V. Akkor mondjuk, hogy egy fiiggvény értelmezési tartomanyinak va-
lamely P részhalmazin integrilhaté (Riemann-szerint), haa P hal~
maz felosztdsainak "minden hatdron ful finomodé sorozatshoz" tartozd
"integrilkozelitd Osszegei-nek sorozata konvergens, és a felosztds méd-
jatél, az integralkozelitd Osszegek specidlis megvilasztdsitol fiiggetieniil,
mmdag ugyanahhoz a hatdrértékhez tart. Ez a hatdrérték a fliggvény adott
P halmazra vonatkozo 1ntegral;a.

Mérhet8 halmazon folytonos fliggvény integralhaté.

Az alébbiakban az egyes fliggvénytipusoknél kiilon-kiilon rémutatunk
majd arra, mit értiink-az értelmezési tartomény - P részhalmaza fel-
osztdsainak "minden hatdron tul finomodé" sorozatén, hogyan képezzik az
integralkdzelits osszeget.

a). A korlitos y = f(x}) integralhaté az [a,b] intervallumban, ha azt
. felosztva részekre az :
A= X, <X <o < X 3 <X < cee <Xy <X T b

oszidpontokkal, a megfeleld
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n n

6= Z M) &0 = Z Moz g, = fEx)

i=1 =1

1A

integralkézelits Ssszegek sorozata tetszdleges minden hatdron tul fi-
nomodé felosztdsok esetén (azaz olyan felosztdsokra, melyekre
max Axi -0} a kozblilsd Ei helyek v4lasztdsitél fiiggetleniil

mindig ugyanahhoz a hatdrériékhez tart; e hatdrérték az f(x) fiigg-
vény [a, b] intervallumra vonatkozé hatdrozott integralja:

b

/ f(x) dx.

a
Az [a,b:l intervallum mérhetd, mértéke: b - a,
Ha F{x}) a £{x) {fiiggvény egy primitiv fiiggvénye [a,b:] -ben, ak-
b - '
kor / f(x) dx = F(b) - F(a).
a .
Alkalmazdskéni megemlitettiik a fiiggvénygbrbe alatti teriilet, forgbs-

test térfogatinak, sikgdrbe és térgorbe ivhosszusigsinak, elektromos
Aram munkijinak kiszAmitdsét.

A korldtos =z =1f(x,y) fliggvény integralhats a mérhetS teriiletii A
halmazon, ha az A halmaz minden hatédron tul finomodé felosztisai-~
nak sorozata esetén (vagyis olyan felosztdsokra, amelyeknél mind-
egyik Ai részhalmaz 4tmérGje 0 -hoz tart) a

. .
®) & = 1; R tA) (P,E A5 HA) 2z ACA
halmaz teriilete (méridke))

integrilktzelitd osszegek sorozata - A feloszias4tol és a Pi kbz-

biils8 helyek vélasztésatol fiig‘ge/#:/lenﬁl mindig ug‘yanahhoz a hatdrériék-
hez tart, E hatdrértékek az f(x,y) fiiggvény A halmazra vonatkozé

kettGs integralja: / / f(x,y) dx dy.
A
Ha A az x tengely fe}fil nézve norméltartominy (A = N =

X
={eyi e Sy £ ), aSx2pl, £ 6 f,00 [ab]-
ben folytonos fiiggvények), akkor Nx -en folytonos f(x,y} -ra
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c)

b fz(x)
// i(x,y) dx dy = / / fx,y) dy dx.
N

x=a y=f 1 {x)

Ha A az y tengely felSl nézve normiltartomany (A = N_ =

= . €< £y £ & .
= {&y: g0 ExSgm cfy % g, ¢ g,0 [od]
ben folytonos filggvények), akkor

d
/] f(x,y) dx dy = [ / f(x,y) dx dy.

y=c *=g, )

Teljesen hasonloan értelmezhetd a korldtos f(x,y,z) fiiggvény A
halmazra vonatkozé hirmas integrélja, csupin ekkor a (%) integral-
kozelitl dsszegekben t(Ai) helyeit V(Ai) szerepel, mint az

Aic A részhalmazok térfogatdnak mérSszdma (mértéke). Ha A az
xy sik felSl nézve normiéltartomény, vagyis
a={&ya Ly $2806y, @HEB), ahl B az

x vagy az y tengely feldl nézve norméaltartomany, és B -n
i (x, y} és f2(x y) folytonos fuggvenyek akkor

£,(x,¥)

[[] f(x,y,z) dx dy dz = // f(x,y,z)dz {dx dy.

B\ z= f L&)

Alkalmazésként keitSs integrilok esetén sikidomok teriiletének, nyo-
matékainak, sulypontkoordinitdinak, valamint mérhetd felszinii felii-
letek felgzinének kiszamitdsdt, hirmas integrilok esetén testek tér-
fogatanak (tomegének), nyomatékainak, sulypontkoordinatainak ki-
szamitdsat emlitettiik meg.

A folytonos w = f(z) komplex viltozds fliggvénynek a rektifikilhatd
1. gorbeszakasz menti integréljira a kiovetkezOképpen jutunk. Az L

gorbeszakaszt a befutds gsorrendjében a Zo’zl’ e zi 1Zi’ ceesZp

osztopontokkal részekre osztva, az 1 -dik rész-szakasz egy kdz-
biils8 helyét P, ~vel jelolve a megfeleld

n

n
6 = ; 8P ) (22, ) = ; iP) Az,
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d)

€)

integrilkbzelitd osszegek sorozata az L gorbeszakasz tetszSleges
minden hatiron tul finomodé felosztisaira (azaz olyan felosztisokra,
melyeknél barmely két'szonlxszédos osztépont kozotil ivdarab hosszu~
siga 0 -hoz tart), a kozbiilsd P; helyek valasztis4tol fliggetlentl

mindig ugyanahhoz a hatirértékhez tart. E hatdrérték a f(z) fiigg-
vény L gorbére vonatkozé integrilja: f f(z) dz.

L _
Ha L egyenletét z = z{f) (a = £t s b) -alakban adtuk meg (amikor- .
is 2’ () Ta,b] -beli folytonossdga L rektifikdlhatéségat biztositia),

akkor b
’ ff(z) dz = / f(z(t))z (t)dt.
L a

Ha L az f(z) fliggvény valamely egyszeresen Osszefliggl T re-
‘gularitdsi tartoménydban fut, akkor { f(z)dz értéke csak L kez-

d§- &s végpontjatél fiigg, killsnben L -tdl fiiggetlen, és ha F({z) a

f{z) fiiggvény egy primitiv fliggvénye T -ben, akkor f f(z) dz =
L

=.F(b) - F(@), ahol z=a L kezdd, z=b L végpontja.

- IV.c)-ben mir megemlitettlink valamely reguldris f(z) fiiggvény in-

tegréljanak kiszdmitdsaval kapcsolatban néhény fontos tételt, igy erre
it nem térink ki.

Az T =T(t) egypara.méteres vektor-skalérfliggvény a £t1%p in-
tervallumra vonatkozd integrilja teljesen a) mintdjara értel,mezhet 0.
Kiszamitisat is valés egyviltozés filggvények integraljdnak kiszimits—
séra vezetjlik vissza:

b

b b b
/ r(t)dt = / T+ +e(pkdt = ( ' / x(t)dt) i +( / y(t)dt) J+
a . -a . a a
b
+ ( f z(t)dt) k.

a

Az T=T7(u,v) kétparaméteres vektor-skalarfiiggvénynek az uv pa-
ramétersik A mérhetS teriiletli halmaz4ra vonatkozé integraljat b)
mintdjira értelmezhetjilk. Kizsdmitdsat is val6s kétviltozds fﬂggvények
integréljénak kiszadmitdsdra vezethetjilk vissza:
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g)

//f(u,v)du_ dv = /](x(u,v)i-+ y(u, W7 + z(u, v}l—{) du dv =
A A

= (//x(u,v)du dv) i+ (// y{u, v)du dv)3'-+ (]/z(u,v)du dV)E-
A ) A A

Az u = u(¥) skaldr-vektorfilggvénynek az xyz derékszdgii koor-
dinitarendszer megadésa utdn egyértelmlien az u(X,y,z) héromvil-
tozés filggvény felel meg. Ennek integrdljat b) -ben mér értelmez-
tiik,

A ¥=¥({¥) (folytonos vektor-vektoriiiggvénynek értelmezhetjiik vala-
mely rektifikilhats 1 gdrbe és valamely mérhetf felszinii, irdnyit-
haté T feliilef mentén vett skalarértékii és vektorértékii gérbementi,
ill, feliiletmenti integraljit.

A)

Legyen v(r) a rektifikdlhat6 L gorbén folytonos, mutasson L
kezdOpontjdhoz az &, végpontjdhoz a b vekior, ésaz L -en
felvett osztopontokhoz mutaté helyzetvektorok legyenek a befutds sor-
rendjében: a= ro, rl,.. ees ri—l’ Tiveons Ty = b. Legyen ?i

- a gbrbe feloszifsdval nyert i -edik rész valamely pontjdhoz mutatd

helyzetvektor. Mirmost az L gbrbe birmely minden hatdron tul
finomodd felosztisaihoz (vagyis olyan felosztisokhoz, amelyeknél a két-
két oszidpont kiz6tti maximéalis ivdarab hosszusiga is 0 -hoz tart)

a megfeleld .

n n
(@) € =) WEYET ) = ) Wp) af
] =1

integrilkozelitd Ssszegek sorozata a felosztéstol és a © i vektorok
valaszt4satol filggetleniil ugyanahhoz a hatirértékhez tart, és az

j V(f) dr ~ hatsrértéket V(r) L -en vett skaldrértékii vonalmenti
L

integraljinak nevezzitk, Teljesen hasonléképpen értelmezhets F(F)

L -en vett vektorértékil vonalmenti integrilja, csupén ekkor (¥) ~ben
skaldris szorzéds helyett vektoridlis szorzés szerepel. Ha L egyen-
letét a folytonosan differencislhaté T = T(t) filggvénnyel adjuk meg
(a Sgs b), akkor

b
j FEF = ] FEN)TW) dt.
a
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Ha egy egyszeresen Osszefligg T térrészben rotV =0, akkor bar-

mely T -ben futé zdrt 1L gbrbére 9§ V{T)dr = 0, mwigha L

L
nem zirt, akkor / V(¥)ar értéke csak L kezdd és végpontjaisl
L
fiigg, killonben az integriciés uttél fliggetien. Ha ismerjik V(r) po-
tencialfiiggvényét (V(f) = - grad ¢ (1) = grad u(r)), akkor

HH)AF = u(by-u@), ahol L kezdd, ill. végpontjénak helyzetvek-
L
tora @, ill. b,

B)

Legyen ¥(r) a mérhets felszinii és irdnyithaté F [felilletdarabon
folytonos, Az F feliiletdarabba beirt irdnyithatd poliéderfeliiletek-
hez tartozd

n
(x) ) WE) 4
i=1

integralkozelitd osszegeket képezve (ahol éi a Afi teriiletii

pmm|
!

i -edik poliéderlapnak megfeleld {elilletdarab valamelyik pontjdba |
mutaté vektor, a A fi vektor pedig a kivént feliileti normalis iranya-

ba mutat) az F feliilet minden hatdron tul finomeodé felosztisaihoz,
ezen (xx) Osszegek sorozatdnak hatarértéke V{(I) -nek az adott
normalisiranyitds melleti F -re vonatkozé skaldrértékii feliiletmenti

integrilja: / / J(F)df, Ez az integral ugy is felfoghats, mint ¥(T)
F
i feliileti normadlis iranyu vetiiletének i -nek F -re vonatkozé

felszin szerinti integrilja: // vndf .  Ha (#x) -ban skaldris szor-
¥

z4s helyett vektoridlis szorzds 4ll, teljesen hasonlé okoskodéssal ju-
tunk el ¥(F) F -re vonatkozé adott n feliileti normilis irdnyitds
mellett vett vektorértékii feliiletmenti integraljara:

(@) x df -re.
¥
A fenti definiciékban szerepel az F felillet minden hatiron tul fino-
modo feloszidsai sorozatdnak fogalma, Ezen azt kell érteniink, hogy
F egyenletét T = T(u,v) {{u,v) € A) alakban adva meg a paramé-
tersik mérhetd A halmazén létesitiink olyan minden hatdron tul
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finomodé hdromszoges hdlézatot, melynél az egyes hdromszdgek sz5-
gel egy ® -nél kisebb korl4t alatt maradnak. Ekkor az A -ba es8
csucsu haromszigeknek megfeleld poliéderlapokhél 4116 poliéderfeliile-
tek szerepelnek (%) -ban, ezen poliéderfeliiletek felszinei pedig meg-
hatirozott hatdrértékhez (F felszinének mérGsz4imshoz) tartanak az

A halmaz felosztsainak fent részletezett modon t6rténd minden hati-
ron ful valé finomitdsakor,

Az elGbbiekhez hasonl6an értelmezhetd a folytonos u(¥) skal4riér

¥ feliiletre vonatkoz6 feliiletmenti integralja: j f w@) df is.

¥
Ha F egyenletét T = F(u,v) alakban adjuk meg, ahol (u,v) € A
és A az uv paramétersik mérhet$ halmaza, akkor, amennyiben
T(u;v) u és v szerinii parcidlis deriviltjai is folytonosak A -n,

//;r(ﬂdf ﬂv(r(u v)) 91‘ —_ du dv

g z X —-g—:— nem a kivént feltlleti normélis irdnys-
'ba mutat, a jobboldalon 35116 integril (-1) -szeresét kell venniink,

Alkalmazisként megemlitettiik, hogy ha ¥(T) elekiromos erStér,

€s amennyiben

akkor f V() df az L girbe mentén végzett munka mérdszima
L
V(T)df pedig a fluxus.
F

Feliiletmenti és vonalmenti integrilok szerepelnek grad u(t), div ¥(D)
és rot V() koordindta-invaridns definici6jaban:

[/u(f).af o | ff @) G

F
[grad u(f')] = 1lim J—;,— [div v(r)] = lim __n_‘_f:_ ,
/f df- X ¥(T) 55 V(@) dF
[rot v(r)] hm _——\-f;—_’ [(rot F(T) :I =lim _I:_n_fn___

ahol az elsS hdrom definici6ban F_  zért felﬁlef Kkifelé mutaté felii-
leti normé4lissal, Vn az F]1 follilet 4ltal bez4rt t6rrész térfogatd-

nak mér8szdma, az integrdlokat pediga P pontra rizsugorodd Fn
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felilletek sorozatéra képezzik, az utolsé, rotv 1 irdnyu vetiiletét
megadé definicidban pedig az Ln hatdrgorbéjii fi normaélisu sik-

lap felszine fn’ az Ln .gorbe befutdsi irdnysba mutaté érintG-
vektor, az erre mersleges, a zért Ln gbrbe belseje felé mutatéd

vektor 68 T  jobbrendszert alkot, a lim pedig azi jelenti, hogy az
integrélokat P -re razsugorodd Ln gorbékre kell képezniink.

A kitvetkez& nevezetesebb integril—téieleket ismertilk meg:

///gradudxdydz= /u(f) df,
\'4 F

// / dividxdydz = // w@df, (Gauss-Osztrogradszkij-tétel)

v F .
//(g]\L +3q__) dx dy = / (-qdx + pdy), (sikbeli Gauss-Osztrogradszkij- :
% x % 4 tétel), :

/// (UAW - WAU)dxdydz = // {U—%‘:-:— —99%) df (Green-tétel),
v F

///row dx dy dz = —//Tr(i-)xd_f,

v F

// rot v df = / () d7, {Stokes-tétel)
¥, L

ahol F mindig z4rt, mérhetli felszinii, irdnyithaté fellileteket jelen-
“tett kifelé mutaté feltileti norm4lissal, V pedigaz F dltal besdrt .
térrész és V -ben, ill. F -en u(F) és parcidlis deriviltjai,

v () és koordinatsinak parcislis derivaltjai, ill. AU & AW

folytonosak, A sikbeli Gauss-Osztrogradszkij-tétel, ill. a Stokes té-
tel kimondésdnak feltételeit 14sd a Matematika I/3, jegyzet 18 és

38 oldalén.

3. Sorozatok és sorok

(Matematika I/1, jegyzet 164-201, oldal, Matematika 1/2. jegyzet
151-251, 307-310, Matematika J/3. jegyzet 103 - 117, 184-206 oldal.)
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A valés, vagy komplex tagu ZisBgseserBpsees szimsorozat konver—‘l

: 2

gens, és hatdrértékea z_ szém (limz =1z ), ha tetszlleges & >0-
) Neoo D O

hoz megadhaté olyan N = N(£), hogy a z, pont £ sugaru kornyeze-

tébe a szdmsorozat minden olyan zZ, tagja beleesik, melynél n > N:

!Zn -z, | < € , valahfnyszor n > N,

A Cauchy-féle konvergenciakritérium értelmében a ZyseearZpaeee
sorozat akkor és csak akkor konvergil Z, -hoz, ha tét'sz(ileges £€>0-

hoz megadhaté olyan N = N(&), hogy n,m > N(£) esetében

Izn " %m l <.
w .
A valés, vagy komplex tagu Z 7. = 7 +7_+...+z +... sor kon-
k 172 n —_—
. n k=1 ‘
vergens, ha 8, = szrészletb'sszegeinek sorozata konvergens. Ekkor
o0 k=1
lim s, Zys vagyis a részletosszegek sorozatinak hatrértéke a
n--co k=1
sor osszegét adja meg, oo

& lzk[ sor is konvergens, a RZ=1 z, sort

abszolut konvergensnek mondjuk, Az abszolut konvergens sorok tagjainak
. sorrendjét megviltoztatva a sor Osszege nem valtozik. (Az abszolut kon-
vergenciibdl a sor konvergencidja kovetkezik.)

_Pozitiv valés tagu sorok konvergencidjdnak (vagyis tetszdleges valés
vagy komplex tagu sorok abszolut konvergencisjinak) vizsgélatira a kivet-
kez8 konvergencia-kritériumokat ismertiik meg: majordns-kritérium, hi-
nyados-kritérium (specidlisan D’ Alembert-féle kritérium), Cauchy-iéle
gyok-kritérium, Cauchy-féle integril-kritérium.

Tetsz6leges sor konvergencidjinak sziikséges feltétele, hogy
lim z_ =0 legyen. Valés tagu, véltakozé elGjelii sorok esetében, ha a
n-=»oo
tagok abszolut értéke monoton csSkkend, akkor az, hogy a tagok 0 -hoz
tartanak, a konvergencidnak szilkséges és elégséges feltéiele,

Ha egy szfimsorozat, vagy sor nem konvergens, divergensnek mond-
juk. Beszéltlink még specidlisan oo -hez (valés szémok esetében +oco,
ill, -o00) -hez divergilé sorozatokrél is.

Amennyibén a
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Ha egy végtelen sor tagjaia =z komplex (specidlisan az x valés)

oo
véltoz6 figgvényel  beszélink. A ) @ = 1@+t @) ...
=]

fliggvénysor a =z helyen konvergens, ha megadhaté egy olyan S(z.)' fiigg -~
vény, hogy

n

S) - )t
=]

< £

tetszGleges kicsiny adott & > 0 -ra, hacsak n egy & -t6lésa z
helytsl fiigg8 N = N(€,z) szdmnil nagyobb, Azon z helyek Gsszessé-
ge, melyre a sor konvergens, 2 fiiggvénysor konvergenciatartomsnyst al-
kotja,

(o7
fk(z) a 2z helyen abszolut konvergens, ha ott - Z |fk(z1| .
k=1 k=1
konvergens.
o0
A Z fk(z) fiiggvénysor egy tartomanyban (valés x véaltozé ese-
k=1 ‘
tébenegy a <x < b intervallumban) egyenletesen konvergil az S(z)
fliggvényhez, ha a tartoményba tartozé 2z helyifl fiiggetleniil megadhats,
a tetszdlegesen kicsiny &€ > 0 -hoz olyan csupin £ -tol fiiggd N = N(&)
n
8) - ) £
: k=1
es6 z -re, hacsdk n > N(E). Az egyenletes konvergencia vizsgilati-
ra az un. Weierstrass-féle kritériumot ismertiik meg. Folytonos fliggvé-
nyek egyenletesen konvergens sorfnak $sszege folytonos, a sor tagonként
integrilhatd, reguléris fliggvények egyenletesen konvergens sora tagonként
differencialhaté, :
Specidlisan az aldbbi fliggvénysorokkal foglalkoztunk behatébban:

szém, hogy <& minden a vizsgilt tartoményba

Valds tagu hatvanysorck, Az x = a helyhez tartozs, vagy (x - a)
hatvényai szerint haladé valés tagu haivanysornak nevezziik a

OO

(%) Z ak(x-a)k =a, + al(x-a) +,, .+ an(x—a)n-l-. ‘s
k=0

fiiggvénysort. E hatvdnysor konvergenciatartoménya az x = a helyre
szimmetrikus intervallum (vagy csak x = a -ra, vagy |x-a| < r-re (r>0)
vagy minden X -re konvergens a sor), melynek belsejébe abszolut
konvergens, és minden belsd részintervallumban egyenletesen konvergens
a sor,
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Egy akarhényszor differenciilhaté f(x) fliggvény Taylor-sordn azt a
' (n} :

(#) hatvanysort értjilk, amelyben az egyiitthaték: a = f—n;@)— uin,
Taylor-egyiitthaték. Ekkor a (%) sort Taylor-sornak nevezziik, Ha az a

és X, helyek kizotti intervallumban ]f(n 1)( )I £M minden n —re,
akkor f(x) -nekaz a helyhez tartozé Taylor-sora az X helyen kon-
vergens, és

(k) .
Z 9 k M
fecg) - *y7) ]Rn(xo)l £ a1 1%

Nevezetesebb hatvanysorként megemlifettiik ex, sin x, cos x minden

n+l

. 2,4 . s a1s "
x ~ve konvergens, &s (1+x} {x}] <1 -re konvergens (binomilis) sorit,

Komplex hatvéﬁvsorok. Foglalkoztunk

jore) : = o0
a) Z a'k(z—zo),k; b} Z bk—.—'l——lg i © Z k(z—Z)
=0 T R ==

tipusu hatvinysorokkal, E sorok konvergenciatartomanya mindig Z, -ra

szimmetrikus tartoméiny, éspedig
- . - : » - <
a) 0< lz_zol <r; b} Iz zol >73 c) 1<]z zol R,

ahol r és R elfajulhat 0 -v4, ill. + oco-né,

Ha f(z) a zZ, helyen reguléris, akkor Taylor-sora az az a) tipusu

. L
hatvénysor, melynek egyiitthatéi a, = _f_i(l_ol__ .
Ha f(z) a r< |z—zo | < R korgyliriitartomanyban reguléris (spe-

cilisan, ha {f(z) -nek z, izolalt szinguldris helye), Laurent-sora az a

R i . P _ 1 55 f(z)
¢) tipusu hatvinysor, melynek egyiitthatéira: . = YR Wi dz,
K (z-z)
ahol K z, kozéppontu r < |z—z | < R -hen futé korvonal pozitiv ird-
yu befutds mellett. Specidlisan ¢ . = Res f(z) == ?{ f(z) d=z.
&= zo K

Ha Z, f(z) -nek izcldlt szinguldris heiye, akkor a Z helyhez tariozd
Laurent-sorbél kiolvashaté, hogy f{z) -nek z, milyen természetil
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szingul4ris helye (megsziintethetS szingularitdsa, pélusa, vagy lényeges
szingularitisa van-e £(z} -nekj, _

A fiiggelékben szerepelnek ezep kiviil speciflis fiiggvénysorként a tri-
gonometrikus sorok, ill. a periodikus f(x} filggvény Fourier-sorénak fo-
Zalma,

4. Diffe venciélegyenletek

(Matematika I/3. jegyzet 281-359 oldal.)

Réviden dsszefoglalva e témaktrben speciilis elsd- és mésodrendl dif-
ferencislegyenletekkel és elsGrendii differencidlegyenlet-rendszerekkel fog-
lalkoztunk,

Az y' = f{x,y) alaku elsSrendii differencidlegyenleteknél (pl. szepa-
r4lhatd, elsfrendil linesris, exakt egyvdltozés multiplikdtorral exakttd
tehetd, helyettesitéssel szeparilhaté differencidlegyenletre vezetd) az
y(xo) =Y, kezdeti feltételnek eleget tevl megoldds egzisztencidjinak és

unicitdsanak biztositdsst szolgdlo elégséges feltétel f(x,y) és 3y

folytonosssga az (X,y) € T helyeken, ahol
T = s | x- £ - £
T = {(x,y). | x xO[ a, |y yo_l b}.
Az ¥y’ = f(x,y,y’) alaku misodrendii differencidlegyenleteknél ha-

sonloképpen f(x,y,y’), ill. e filggvény parcidlis deriviltjainak folytonos-

siga (xo,yo,y;) kirnyezetében biztositja a differencidlegyeniet

y’ x) = y; kezdeti feltételeket kieldgitd megolddsdnak 1é-

Y&} = Yy
tezését és unicitdsit, E'differenciilegyenlet-tipuson beliil speciflisan

y? = f(x,y), ill. y” = f(y,y’) tipusu hidnyos, ill. a(x)y” + b}y’ +
+e(x)y = f(x) tipusu linedris mésodrendil differencidlegyenletekkel foglal-
koztunk. A legutdbbinak speciilis esetenként megemlitettik az ay’”’ + by’ +
+cy = f(x) 4ltaldnos alakkal megadhaté 4lland6 egylitthatés masodrendil
linedris differencislegyenleteket, melyeknek megoldissra a fiiggelékben a
Laplace-trangzformécié alkalmazisaval még egy mésik modszert is is-
mertettlink,

Az elsbrendili differenciilegyenletrendszerek, specislisan az elsdrendii
linesris 4llandé egyiitthatés (homogén és inhomogén) differencidlegyenlet-
rendszerek megoldésanak problém4ajival is foglatkoztunk (a filggelékben
ezen utébbizkra ig adtunk a Laplace-transzforméei6 alkalmazdsaként ujabb
megold4si médszert). Megmutattuk tovabbd, hogy tetszileges n -édrendi
explicit differencidlegyenlet megolddsa elsGrendii differencidlegyenleirend-
szer megolddsira vezethetd vissza,
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