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Eloszd

Ez a jegyzet a line4ris analizisbe ad bevezetést, és alkalmazdsként bemutatja a
kvantumelmélet matematikai megalapozésit. Bar feltételezziik, hogy az olvasé mér
elsajatitotta a linedris algebrai alapokat; az elst fejezet végigfut néhany matrixokkal
kapcsolatos témakérén, részben ismétlésként, részben pedig azért, hogy a linedris
analizisnek a linedris algebratél némileg kiilonb8z8 szemlélete érvényre jusson.
A miésodik fejezetben viszonylag kisebb hangsilyt kapnak a normélt és multi-
normalt (mésnéven lokilisan konvex) terdk, inkibb a Hilbert-terek elméletének
szenteliink nagyobb teret a harmadik fejezettd] kezdve. A Hilbert-tér nagyon j6
pelda végtelen dimenzids topolégikus vektortérre és a linedris analizis médszereinek
megmutatasira. Az absztrakt Lebesgue-integral fogalmat a lehetdségekhez képest
elkeriiljiik, de az IR™-en négyzetesen integralhaté fiiggvények terét természetesen
haszndljuk. Ezt a nehézséget igyekszik sthidalni a fiiggelék, amely a toplogikus
terekre vonatkozd alapvetd ismereteket, osszegyijti, és egy tomoritett, ugyanak-
kor elég teljes integrilelméletet is tartalmaz. Az ortogonalis polinomokat és mas
specidlis ftiggvényeket, tovabb4 bizonyos konkrét csoportok dbrazoldsait fizikaban
valé fontossdguk miatt részletesen targyaljuk.

A negyedik fejezet a Hilbert-terek nemkorlétos operétoraiba ad bepillantdst. A
témdk vélasztdsa a kvantummechanika matematikai igényeihez igazodik. A jegyzet
mésodik része éppen a kvantummechaniks, megalapozédsit mutatja be, és a kordbbi
tisztdn matematikai tételek és fogalmak itt fizikai interpreticidt is kapnak.

A térgyaldsméd a bizonyftdsok helyett inkdbb a példikra teszi a 3 hangsilyt.
A tipikus bizony{t4si modszerek megjelennek, de szémos tétel szerepel bizonyités
nélkiil, avagy egy egyszerfisitett eset, illetve a £ gondolat tdrgyaldsival.

A fejezetvégi gyakorls feladatok béségesek és valtozd nehézségiiek, a legnehe-
zebbekhez itmutatés is van. A szerzé véleménye szerint a jegyzet példdinak alapos
atanulményozésa, és a hozzdjuk hasonls gyakorlé feladatok egyéni megolddsa na-
gyon fontos része a fogalmak és modszerek megértésének éppen tgy, mint az anyag



i ELOSZO
premértékfeladatokban, disztribuciéelméletben és az alkalmazasok mdés teriiletein
vald hasznositisanak.

A XX. szézad magyar matematikdjiban a linedris (vagy funkciondl) analizis
kiemelked® szerepet jatszott. Ezért, és csak tigy érdekességképpen is, néhany il-
lusztréié és megjegyzés igyekszik az anyagot élsbbé tenni. Koszonet illeti meg
Géczy Flérat az dbrik és illusztracidk behelyezésében nyijtott segitségéért.

Budapest, 2001. januar 11.

A szerzé
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Elsé fejezet

Linearis terek

A linedris tér fogalma a két-, vagy haromdimenziés euklideszi tér messzemend
altaldnositdsa. A téren van egy algebrai struktiira, az elemeket Gsszeadni lehet,
és szdmmal is meg lehet szorozni. Ezek a miiveletek a vektorokra emlékeztetnek,
és ez is oka annak, hogy a tér elemeit vektoroknak fogjuk nevezni, még akkor is ha
azok szdmos esetben fliggvények lesznel.

Ebben a fejezetben els@sorban véges dimenziés vektorterekkel' és azok linesris
transzformdciGival foglalkozunk. Utébbiak métrixokkal adhaték meg. A fejezet
célja a linedros algebrai alapok megszﬂardlta,sa a végtelen dimenzids vektorterek
targyaldsa elott,.

1.1 Linearis terek

A linedris tér olyan matematikai struktiira, amelynek elemeit vektoroknak ne-
vezziik, a vektorok dsszeadhatdk és szammal szorozhaték. A vektorok dsszeaddsa
kommuta.tlv és asszociativ miivelet. Létezik egy nulla vektor, amely az 24+ 0 =z
tulajdonséggal rendelkezik, = tetszbleges vektora a linedris térnek, Természetesen
az Osszeadds felcserelhetosege miatt 0 + 2 = x ugyancsak teljesiil. Minden z vek-
tornak van egy —z-szel jeldlt additiv inverze, amelyet az z + (—z) = 0 tulajdonsig
jellemez. Ha A egy szdm és z egy vektor, akkor adott a A -z vektor a

(A+pl-z = Az+p-z
A{z+y) = Az+Ay

disztributivitsi szabdlyoknak eleget téve. Valds, vagy komplex linedris térrél
beszéliink annak megfeleléen, hogy A szerepében valds vagy komplex szdmok llnak.
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A szammal valé szorzésrdl megkdveteljitk még
Ap-zy=(Mw)-z é& l-z=2
teljesiilést is. Levezethetd, hogy 0-2 =0és (—1) -z = —=z.

Valés linedris teret alkotnak a legfeljebb n-ed foki valds egyiitthatés polinomok,
komplex lineris teret alkotnak az 8sszes (21, 22, z3) komplex szdmhdrmasok a koor-
dindtdnkénti Ssszeaddsra és a szdmmal vald koordindtdnkénti szorzdsra nézve. Mi-
vel a linedris tér elemeit vektoroknak nevezziik, a linedris tér helyett vektortérrsl
is szoktak beszélni. Nem okozhat gondot, hogy a tovdbbiakban A - z helyett egy-
szeriien Az-et {runk, és a jellésben nem tesziink kiilonbséget a 0 szdm és a 0 vektor
kozétt.

1. példa: Az n x m-es valés métrixok linedris teret alkotnak. (A métrixokat ele-
menként adjuk ssze, és elemenként szorozzuk meg a valés szdmokkal.) Az nxm-es
komplex elemti métrixok komplex lineéris teret alkotnak.

O

2. példa: Legyen Q@ C IR™ nyilt halmaz. Egy f : @ — R fliggvény tartéja
az {z € Q : f(z) # 0} halmaz lezérdsa, amit supp(f)-fel fogunk jeldlni. Co({2)
a kompakt tartéji folytonos f : @ — R fiiggvények tere. Ez linedris tér. Ha
f.g € Co(Q), akkor f + g folytonos és supp(f + g) C supp(f) U supp(g). Mivel
supp(f) és supp(g) kompakt, az egyesitésiik is az, ezért supp(f + g) is kompakt.
Af € Co(Q) nyilvanvald, ugyanis, ha A # 0, akkor supp(Af) = supp(f).

O

Legyen V egy linedris tér és 1,%2,...,%n € V. A Az + doza + ... + AnTn
alaki vektorokat az 1,23, ..., %, vektorok linedris kombindcidjdnak nevezziik.
A V lineéris tér véges dimenziés, ha van véges sok vektora, amelynek linedris
kombinaciéjaként a tér barmely vektora elédll. A fenti métrixos példa véges di-
menziés?. Jeldlje Ey; azt az n x m-es métrixot, amelynek i-edik sora j-edik eleme
1 és mindeniitt mésutt 0 all. Az {E; : 1 <i <n,1<j < m} mdtrixegységek
linearis kombindciéjaként minden métrix el6all. A métrixok tere tehdt véges di-
menzids. Nem véges dimenziés valds vektorteret alkotnak a val6s szamsorozatok,
vagy a [0, 1] intervallumon folytonosan differencidlhaté valds fiiggvények.

BEgy lineéris tér olyan részhalmaza, amely elemeinek linedris kombinaciéit is
tartalmazza, maga is linedris tér. Az eredeti tér alterének nevezzik.

3. példa: [0, 1] intervallumon folytonos fiiggvények linedris terében alteret alkot-
nak példdul a folytonosan differencidthaté fiiggvények, vagy a polinomok. Nem
alkotnak alteret a monoton névé folytonos fliggvények.



1.1. LINEARIS TEREK 3
a

A V linedris tér H részhalmaza linedrisan fiiggetlen, ha H 0-t6l kiilonboz
T1,%3, ..., T vektoraira a

Mzt Az =0

Osszefliggés csak a Ay = Ay = --- = Ay = 0 esetben 4ll fenn. Egy végtelen H
vektorhalmaz pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha minden véges részhalmaza is
az. o

4. példa: Az z,2%,2°,. .. fiiggvények linedrisan fiiggetlenek az [0, 1] intervallumon
folytonos fiiggvények linedris terében. Valdban, legyen 1 < ny < np < -++ < ng
egész szamok ndvd sorozata és Ay, Ag, ..., Ap 0-t6l kiilonboz6 szdmok. Ekkor

AZ™ + Aez™ .+ Apx™

egy polinom, amelynek csak véges sok gydke lehet [0, 1]-ben és {gy nem lehet azo-
nosan 0. '

0O

Az olyan linedrisan fiiggetlen vektorrendszert, amelynek véges linedris kom-
bindcidjaként a vektortér barmely eleme elédll, bazisnak rnevezziik. Azt is
mondhatjuk, hogy a bdzis olyan vektorrendszer, amelynek véges linedris kom-
bindcidjaként a vektortér birmely eleme egyértelmiien all els. Egy vektortér
két killonboz6 bézisa ugyanolyan elemszdmi. Ez a szém a vektortérre jellemzd
mennyiség, a tér dimenziéjdnak nevezziik.

5. példa: A valés szamharmasok IR® terében az (1,0,0), (0 1,0} és (0,0, 1) vekto-
rok bézist alkotnak, ]R3 hdrom dimenzids.

O

6. példa: Az n x m-es {E;; : 1 <i <n,1 <j < m} mdtrixegységek linedrisan
fiiggetlenek az n x m-es métrixok terében, és bazist alkotnak. A tér tehat nm
dimenzids.

D .

Ha adott a V vektortérben egy ej,es,...,e, bézis, akkor minden wvektor
egyértelmiien 4ll el6 Are; + Azes +... Ane, alakban, és igy egy (A1, A2, ... ) szédm
n-essel jellemezhetd. (A szdmok valdsak, vagy komplexek, asszerint, hogy V valés,
vagy komplex tér.) '
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Legyen Vi,Va,..., Vi a V linedris tér altere. Azt mondjuk, hogy V ezeknek
az altereknek a direkt Osszege, ha V barmely v vektora egyértelmtien &ll eld
v + vs + ... + v alakban gy, hogy v; € Vi, 1 < ¢ < k. Ebben az esetben a
V=V, + Vs +... 4+ V; jelolést hasznaljuk.

7. példa: Tegyiik fel, hogy V a V4 és V; alterek direkt Gsszege. Ekkor véve V1-
ben egy tetsz8leges {ei, ez, . .., ex} bazist és Va-ben egy tetszdleges {f1, fa, .- -, fn}
bézist az e, es,...,ex, f1, f2,- - -, fm vektorok V bézisit adjik.

O

Legyen V; és V, két linedris tér ugyanarra a skaldr testre vonatkozdan, azaz
mindkettd komplex, vagy mindkettd valés. Az A : Vi — V, leképezést linedrisnak

nevezzik, ha
Alz+y)=Az+ Ay és A(dz) = AAz

minden z,y € V; és minden X skaldr esetén. Komplex linedris terek kdzott a
Blz+y)=Bz+ By é B(iz)=ABz

tulajdonségokkal rendelkezd B leképezést konjugdlt linedris transzformdciénak
nevezzilk. A konjugélt linedris transzforméiciék ritkdbban fordulnak el8, mint
a linedrisak. Sok linedris transzformicidkra megfogalmazott kijelentés konjugdlt
line4ris transzformdcidkra is igaz. :

8. példa: Legyen a V valés linedris tér bazisa ey, ez, ... €n. Ertelmezziink egy
A:V = IR" leképezést a

Ve =(A,A2..-An) ha z=Ages+Ases+.. Anen
képlettel. Ekkor A egy linedris leképezés, amely koordindtdzza a V' vektorteret.

0

Legyen Az A : V) — Vs egy linedris leképezés. Ennek Ker 4 := {m € W
Avy; = 0} magtere Vi, RngA := {Av; : 1 € V1} képtere V; linearis altere.
Ha Rng A véges dimenzids, akkor A-t véges rangunak nevezziik. Ha Vi vagy Vo
véges dimenzids, akkor A véges rangi. A képterének dimenziGja A rangja.

9. példa: Legyen V = V; + V4. Ertelmezhetiink egy A € L(V) linearis leképezést
a kovetkez8képpen. Ha v = v + va, v1 € V| és vy € V2, akkor legyen Av = vy.
Ekkor A képtere V4, magtere Vo. Ezt az A transzformdciét a V) altérre valo és a
V, altérrel parhuzamos irdnyd vetitésnek mondhatjuk.
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10. példa: Az n x n-es komplex métrixok lindris terén értelmezziink egy Tr
leképezést, amely egy métrixhoz a diagonalisdban 16vS elemek 8sszegét rendeli. Ez
egy lindris leképezés, ami szdmértékil és matrixnyomnak nevezik. A szamértékii
linedris leképezéseket gyakran linedris funkéionalnak hivjdk.

a

Linedris leképezések kompoziciéja is linedris. A V) — V5 linedris leképezések
halmazat L(Vi, V;)-vel fogjuk jelolni. Az L(Vi,V:) halmaz maga is lineéris tér a
megfelel§ miiveletekkel: Ha A1, Ay € L(V4,V2), akkor A; + As-t az (4; + A)z =
A1z + Axx képlettel értelmezziik, és AA; értelmezése is hasonldan nyilvanvald:
Adi(z) = A1 (Az). '

Legyen ey, es,...,e, a Vi tér bézisa és f1, fo, ..., fm a Vo tér bdzisa. Ekkor az
A Vi — V; linedris transzformaciét meghatdrozzdk az Ae;, Aes, ..., Ae,, vekto-
rok. Ezeknek a V; tér adott bazisa szerint kifejthetdk:

A8j = Cb1jf1 + agj_fz +...+ amjfm.

Az a4 szdmokat téglalap alakd tadbldzatba irva kapjuk az A transzformécié
métrixdt. a;; az m X n-es mitrix i-edik sordnak j-edik eleme. A métrix j-edik
oszlopdban az e; bézis vektor képének koordinatdi allnak. Ha v € V; koor-
dindtdi (A1, Aa,.. ., Ap) és Av koordindti (ps, g2, - - -, ptm ), akkor ezeket a szdmokat
fiiggolegesen érdemes elrendezni. Igy a matrix szorzas szabalya érvényesiil:

2311 Q12 ... Gin A 1
G21 G2 ... Q2q Az 2
Gml @m2 ... Gmn An P

(a;;) az A linedris transzformiciénak az adott bazisokra vonatkozé métrixa.
Ez a matrix tehdt a bazisoktdl is fiigg, ugyannannak a transzformaciénak més
bazisokban kiildnb6z8 matrixa, van.

11. példa: Legyen A a 9. példa linedris leképezése. Ha a V; altérben valasztunk

egy e1,€a,..., e, bizist és a Vy altérben egy fi, fa,..., fmm bézist, akkor a V tér
€i,€ea,..., 8k f1, fa,. .., fm bézisdban A mitrixa
(1 0 ... 0 0 ... 0]
01 ... 00 ... 0.
00 ... 10 a1,
0o ... 00 0
| 00 0 0 ¢ |
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ahol a (k+m) x (k+m) méretii matrix f64tlojaban k darab 1-es és m darab 0 van.

O

Ha V komplex vektortér, akkor linedris funkciondljainak L(V,C) terét V
duslisanak nevezziik, és V*-gal jeldljiik. Valés linedris tér duslisa a valds linearis

funkcionslok tere. Ha ey, es, ..., e, a V vektortér bazisa, akkor a V* dualisban van
egy természetes bazis:
eZ(Alel 4 daeg + ...+ Anep) 1= A (1<k< n) (1.1.1)

Ennek neve duilis bézis. A véges dimenziés vektortér és dudlisa kozott igy egy,
az adott bazistdl fiiggs, izomorfia van.

12. példa: Legyen ey, es,..., e, aVi vektortér, f1, fa, ..., fm @ V2 vektortér bazisa
és A € L(Vy,V3). Ekkor a duslis bazis segitségével az A transzformaci6 [4y)
méatrixanak elemei

Aij = fi(Ae;)
alakban adhaték meg.

Ha A € L(V4,V3), akkor az
(Atvj)oy = v3(Av1)  (n €Vi, e V)

képlet egy At € L(Vy*, V}¥) linedris transzformaci6t hatdroz meg. Ezt A (algebrai)
dualitdsdnak nevezziik. A® métrixa a dudlis bazisokban A méatrixdnak transz-
pondltja, azaz [A] i-edik sordnak j-edik eleme [A] j-edik sordnak i-edik eleme.

1.2 Tenzorszorzatok

A 1, és a V, vektorterek algebrai tenzorszorzata E” z; ® y; alaki formalis
véges Gsszegekbdl 4ll, z; € V1, y; € Vi. Az ilyen Osszegekkel a

(z1+72) @y =21 Oy + 220y, (M) @y=XNz®y),
YR (1 +3) =y@21 +ty®z2, @A) =Mz®Y) (1.2.2)

szamolasi szabélyok figyelembe vételével lehet szdmolni.
A V, ®V, tenzorszorzattér z®@y elemi tenzora egy V5 — Vi linedris leképezésnek

is felfoghato:
(z®y)(v3) = v; (v)z. (1.2.3)
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Ezzel az azonositdssal az (1.2.2) szdmoldsi szabélyok automatikusan teljesiilnek.
Amennyiben V) és V, véges dimenzidsak, akkor V; ® V5 izomorf az L(VF, Vi) térrel.
Ha {e1,e2,<..,en} Vi-nek a bazisa és {fi, fo,... » fm} Vo bézisa, akkor {e; ® f; :
1<i<n, 1<m<j}aV; @V tér bazisa.” Lathats, hogy a tenzorszorzatban a
dimenzidk Ssszeszorzddnak.

13. példa: Az z ® y elemi tenzort (1.2.3) szerint egy V' — V; lineéris transz-
formaciként fogjuk fel. Mi lesz ennek a matrixa, ha Vy-on a dudlis { f7, f5,..., f5}
bézist és Vi-en a {ej,e2,...,e,} bézist tekintjiik?

Legyen elészor x = e; és y = f;. Ekkor
(e: ® fi)fii = filfi)ei = 8(4, ke,
és megdllapithatjuk, hogy e; ® f; matrixa éppen az E;; métrix egység. Ebbél

mér levezethetd z @ y z-ben és y-ban val6 linearitdsa alapjén, hogy amennyiben z
koordindtdi (A1, Az, ..., As) és y koordindtdi (g1, iz, . . -, ttm), Uy T ® y métrixa

)\1 L1 1\1 M2 . )\1 Hm /\1
Asper sz ... Aopim Az

. : = . [Vl,)'luz,---,#m} : (124)
/\nrul )\mul2 s /\n.um An V

(Itt az egyenléség jobb oldaldn egy “oszlopméatrixnak” és egy “sormatrixnak” a
matrixszorzata 4ll. Az ebben az alakban. el8allé métrixot diddnak is szoktdk
nevezni.)

0
Linedris transzformacidk tenzorszorzata is értelmezhets. Ha A : Vi W

és B : Vo — W; linedris leképezések, akkor egyértelmiien létezik egy olyan A B :
Vi ® Vo = W1 ® W, linedris transzforméci6, amelyre

(A@B)('U1 ®'l)2) = Awn ® Buvg (’Ul c .Vl, Ug € V—z)

14. példa: Legyen V] bézisa {e1,es,e3} és V; bazisa {fi,f2}. Haaz A € L(1})
transzformdacié métrixa [A;;] és a B € L(Vz) transzformécié matrixa [Bui), akkor

(A®B)(e; ® fi) = Z AijBye; ® fi .

i’j

Rendezziik a szorzatbézist lexikografikusan, azaz e, ® f1,e1® f2,€2® f1, €2 @ fa, £3®
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f1,e3 ® fa. Ilyen elrendezés esetén A ® B matrixa

AuBn  AuBi;  AupBu AnpBn ABn AiBi
A1Byn AuBa  ApBa AnBay AisBar AisBn
Ay By AnBiz AsBu AxBiz AxnBn AxBi
A Bai  AsiBas  AgpBoi ABa Ax;Ba AiBa
A31By AsBiz AzpBu ABiz ABn AssBn
A31By1 AaiBas  AseBay AzeBan AssBar AgzBn

O

A kéttényezds tenzorszorzathoz hasonléan értelmezhett a Vi, Vs, . .., Vi linedris
terek Vi ® ... ® V; tenzorszorzata. A v; ® vz ® ... ® vy, elemi tenzorokat most
célszerfibb multilinedris funkciondloknak tekinteni.

Ha Wy, W,, ..., W), line4ris terek, akkor multilineédris funkciondlon olyan
FW xWox...xW,=2C
fiiggvényt értiink, amely rendelkezik az

F(wl,...,awg -l—,fj’wi,,wgﬂ,...,wk) =
aF(w, ..., We, Wer1, -, W) + BF(we, ..., W, Wipq,s -, Wk)
tulajdonsiggal. A v ®...Quy elemi tenzor olyan I : Vy*x.. . xV = € multilinearis

funkciondl, amelyre

k
P(w},w,.wi) = [[wil)  (wj € V1< L<h).
i=1

Ha a Vi,Va,..., Vs tényezék azonosak és mindegyik V, akkor a MmMe...e
V. tenzorszorzatot V k-adik tenzorhatvénydnak nevezziik, jelben Vet Ha V
dimenzidja n, akkor V®* dimenzi6ja n¥. Ha A € L(V), akkor az AV @ A® e
A®) linedris transzforméciéra a A®* jeldlést hasznéljuk.

V@ _nak két fontos altere van, a szimmetrikus és az antiszimmetrikus
altér. A vy, vs,...,v € V vektorok antiszimmetrikus tenzorszorzata az

1
m AV AL AYE = ﬁ Z(—»l)a(ﬂ)vﬂ(l) BUn(z) @ ... R Ug(k) (1.2.5)
T
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linedris kombindcid, amiben az Osszegzés az {1,2,...,k} szdmok valamennyi per-
mutéciéjéra térténik és o(r) jeldli a o permutécié paritdsit. (o(r) = 0, ha m-ben
az inverziék szdma péros és o(m) = 1, ha ugyanez a szém paratlan.) Az antiszim-
metrikus elnevezés abbél a tulajdonsighél ered, hogy v1 Awva A ... A vy elGjelet
valt, ha v;-t és v;-t feleserdljiik (1 < 4 < j £ k). Ebbél az is kivetkezik, hogy
DL AU AL Ay =0, ha a v;-k kdz6tt két azonos van.

Az elemi tenzorok (1.2.2) tulajdonsdgabol adédik, hogy az antiszimmetrikus
elemi tenzorokra is hasonlé szdmolési szabdlyok érvényesek. Nevezetesen

/\('Ul /\vzf\.../\v;c)zvl /\’Ug/\...’t)g-;/\(/\vg)/\’t)g.lq/\.../\'U,rc

2

€s

(Vi Avz AL veg AvAveg Acvp)t (Ui Ave A vpg A Avggg AL wy)
= Ave A v AU Y ) Avg ALy

Ay Ava AL . .V, vektorok dltal kifeszitets alteret a 1V tér n-edik antiszimmet-
rikus tenzorhatvanydnak nevezziik, jele ARV Tehdt AMV C @%V. A € L(V)-re
az ® A transzformécié a A*V alteret Snmagaba viszi, erre az alttérre vald meg-
szoritdsat A* A-val jeldljiikk. A A*A transzfomacis ekvivalens médon a

AP Aoy Ava A Awg) = Avg A Aus A ... A Aug (1.2.6)
formulédval is megadhatd.

Amennyiben adott V-nek egy e, e,, ... ,en bazisa, A*V-ben is megadhaté egy
megfeleld bazis. Az

{6,’(1) A 6,‘(2) ALLA e‘i(k) 1 S ’L(].) < %(2) <. <K ’t.(k)) S ?’l-} (127)

vektorrendszer A%V bézisa. Ennek megfelelden A*V dimenzidja

(:) ha &k <n,

egyébként & > n-re A*V nulla dimenzids. Tehit A™V egydimenzids, és egy
A € L(V) linedris transzformdciéra A®A az egydimenziés tér identikus transz-

formécidjanak valamilyen szadmszorosa. Ezt a szémot A determindnsinak ne-
vezzik, jelben detA. Mivel

A (AB) = (A*A)(A*B)

a definicié alapjan, nyomban megkaptuk a determinsnsra vonatkozd szorzdstételt:
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1. tétel:
det{AB) = detA x detB

15. példa: Legyen ej,eq,...,en a V vektortér bazisa, és A olyan linedris transz-
forméacié, amely a bazisvektorokat kettd kivételével helyben hagyja, a kettdt pe-
dig felcseréli egymassal. Az dltaldnossig megsértése nélkiil feltételezhetjiik, hogy
A61 = £3 és Aez =€ej. Ekkor

APAley Aea A .. Aey) =esNerAesAh.. . Nepg=—etheah...Nen.
Tehat A determindnsa —1.

B

Most megmutatjuk, hogy egy linedris transzformdacié determinidnsa ugyanaz,
mint valamely bazisban vett métrixdnak a linedris algebrdbol jol ismert deter-
minansa.

2. tétel: Legyen az A € L(V) linedris transzformdcid” mdirize oz ey, ez,...,€n
bdzisban [a;;]n. Ekkor

detA :'Z(—l)a(")aﬂ(l),laﬁ(g),g < Ox(n),n
%

ahol az 8sszegzés az {1,2,...,n} szdmok Gsszes m permutdcidjdra torténik, és o(m)
o ® permutdcid poritdsa.

Bizonyitds: A A"V térben e; Aez A ... Ae, egyelemil bézis, és (A¥A)e; Aeg A
... Aep)-et kell kiszdmolnunk.

(A*A)(er Aea A ... Aen) = (Aer) A (Aea) A .. A(den).

n n n
= Z @3(1y,18i€1) | N Z ai2)28i2) | N A Z Qi(n},nCi(n),n
i(1)=1 i(2)=1 i(n)=1

n

= Z a(1),1@4(2),2 - - - Cif{n) ,nCi(1} Mo Neyn)
(1),8(2),-.ri{n) =1

= Zan(l),laﬁ(Q},fl e O (n)n€r() N - N Ex(n)
m

Z Gz (1),10n(2),2 -« .aﬂ(n),n(—l)a(ﬁ)el N...Aey.

™

(Az egyes lépéseknél rendre a kovetkezd tényeket hasznéltuk: a transzformécié
matrixanak definiciéja, az antiszimmetrikus tenzor multilinearitdsa, ey A ... A
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ei(ny = 0, ha az indexek kdzott van két azonos és végiil egy permutdcié paritisa az
Ot megvaldsitd transzpozicidk szdménak paritdsa.)
ad

16. példa: Egy n x n-es [A] métrixot alsé (illetve felsd) haromszdgmatrixnak
nevezziik, ha A;; = 0, ha 7 > 4 (illetve j < 7). Egy alsé (illetve felsé)
héromszégmatrixnak a determindnsa a diagondlisiban &ll6 elemek szorzata.
Valéban, a kifejtési tételben kizdrdlag azidentikus permutaciéhoz tartozé tag nem
0.

A vy,vs,...,1 €V vektorok szimmetrikus tenzorszorzata a
VoV Vo = 1 Z v ®u ®..8v
1 2 e k= \/H 'n_ ‘JT(].) Tr(?.) M ﬂ(k)

linedris kombindcié. (Az Gsszegzés most is az {1,2,...,k} szdmok Osszes m per-
muticiéjara térténik.) A szimmetrikus tenzorszorzatuk altal kifeszitett altér a
VRV k-adik szimmetrikus tenzorhatvdny. Ebben is konstrudlunk bazist.

{e,-(l) Ve V... Ve 1<) <i(@)<... < i(k) < n} {1.2.8)

a VPV tér bazisa. A bizis n-elem k-ad osztalyu ismétléses kombinacidival adhatd
meg, tehat elemszdma, a tér dimenzidja ("*571).

1.3 Matrixok és sajatértékeik

Egy linedris transzformdacié hatdsit akkor kénny{i megérteni, ha métrixdban sok
0 elem van. Ezért olyan bézist igyeksziink taldlni, amiben ez a tulajdonsig minél
inkidbb megvaldsul..

17. példa: Az e € V vektort az A € L{V) linedris transzformécié ciklikus vek-

tordnak nevezziik, ha az e, Ae, Ae?, ..., A" le vektorok a V tér bazisat alkotjik.
Ha e ciklikus vektor, akkor az e, Ae, ..., A" le bazisban A métrixa
[ 0 0 ... 0 Ho ]
0 1 0 J22]
. (1.3.9)
00 ... 0 popo
L o 0 ... 1 Bn—1 i

alakot 6lt. Ezt az A ciklikus transzformacié kanonikus matrixdnak nevezziik.
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O

A ciklikus transzformaciék jelentésége abban van, hogy A € L(V) esetén
taldlhaték olyan Vi, Vs, ...,V alterek, hogy ezeket A Snmagdba viszi, A|V; cik-
likus és V-a V; alterek direkt Osszege.

Legyen a V1, V; és V3 vektorterek bazisa rendre {e1,ea,...,en}, {f1, f2,- s fu}
és {g1,92,-..,9m}. Ha Ay : Vo = V3 és Ay 1 V4 = V; linedris transzformacidk,
akkor A; o A; kompozici6juk is az és A; o As a Vi teret Vi-ba képezi. Legyen A;
maétrixa [a;;] és Az métrixa [by]. Ekkor

k m
A2ej = Z bujfu és Alfj = Zangv .
u=1 =1
Ebbdi

k k
(Al OAz)ej = Al Zbujfu = ZbujAl.fu
ua=1 u=1

k m

= Z buj Z ?'vugv

u=1 =1

= i (}E‘__‘ auubuj) 9>

v=1 \u=1

ezért A;o Ay matrixdban az i-edik sor j-edik eleme Eizl'aiubuj, ami nem mas mint
az [ai;][br] métrixszorzatban ugyanez az elem. Megallapithatjuk, hogy linedris
transzformadciék kompozicidjanak matrixa az egyes matrixok szorzata. Ez az a tény,
ami a linedris transzformdcidk elméletének és a matrixszamitisnak a kapcsolatit
meghatirozza.

18. példa: Legyen A V linedris tér bazisa {e,en,...,e,} és A € L(V) linedris
transzformécié. Ekkor A-nak van egy [a;;] matrixa az adott bazisra vonatkozdan.
Hogyan véltozik meg ez a métrix, ha &ttériink egy mésik, {fi1, f2,..., fn} bazisra?
Egyértelmiien 1étezik egy olyan S transzformdcis, amely e;-t fi-be viszi, 1 <i < n.
Ez invertdlhatd, és S71f; = e;, 1 <1 < n.

NE

Af; = ASe; = [AS)ije: = Y _[AS]3; (Z[S_l]téft)
=1 i=1 =1

(E[S—l]“[AS]ij) fi

i

NgE

—

1
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[S_IAS]gjﬁ .

n
=1

i

Tehdt A matrixa az {f1, f2,..., fa} bézisban [S]![A][S] alakd, ahol [A] jelsli
A métrixdt az {e;,es,...,e,} bazisban és [S] a bdzistranszformdcié mitrixa
(ugyanebben a bézisban).

]

3. tétel: Az A € L(V) linedris transzformdcid akkor és csak akkor invertdlhatd,
ha detA #£ 0.

Bizonyitds: Ha A invertilhatd, akkor létezik egy olyan B linedris transz-
formécid, amelyre AB = id. A determindnsra vonatkozé szorzéstétel szerint
detA x detB = det id = 1, és ekkor detA # 0 teljesiil.

Ha A nem invertalhatd, akkor van a térben egy olyan {ej, es,...,e,} béazis,
hogy Ae; = 2?22 A:Ae;. Szdmoljuk ki detA-t ebben a bazisban.

n
A61/\Aeg/\.../\Aen=Z)\iAei/\Ae2/\.../\Acn=0,

=2

ugyanis minden tag kiilén-kiilén is 0 az ismétlodés miatt. Ezért detd = 0.
a

Egy matrix inverzét az algebrai adjungiltja. segitségével ts kiszdmolhatjuk. Az
[A} matrix [A]A4 algebrai adjungdltjinak ij-eleme (—1)*+7 szorozva az j-edik
sor i-edik oszlop elhagydsaval kapott métrix determindnsaval.

4. tétel: .
o1 _ [A]AY

A = det[A]

Az inverz métrix ilyen médon valé meghatdrozdsa szamoldsi szempontbol
nehézkes, a sok determindns kiszdmoldsa nagyon sok mitvelet végrehajtdsat igényli.

Legyen A € L(V). Ha valamely p skaléira és 0 # z € V vektorra
Az = pz, akkor p-t az A transzformécié sajatértékének és z-t a p-hoz tartozd
sajdtvektornak nevezziik. Ha p sajatérték, akkor A — pid transzforméacié nem
invertalhatd, hiszen (A — pid)(z) = 0 és © # 0. Tlyenkor det(A4 — pid) = 0. Ha At
hatdrozatlannak tekintjiik, akkor det(A4 — Aid) a A-nak n-edfokd polinomja, A ka-
rakterisztikus polinomjdnak nevezziik. Az imént megmutattuk, hogy minden
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sajatérték a karakterisztikus polinom gyoke. Megforditva, ha u a karakterisztikus
polinom gydke, akkor A — - id determindnsa 0, tehat A — ¢ -id nem invertdlhato.
Ezért van olyan z # 0 vektor, amelyre (A — p-id)z = 0. Ez az z vektor tehdt a u
sajatértékhez tartozd sajatvektor.

Mivel komplex egyiitthatés polinomoknak mindig van gydkiik a fenti gondolat-
menetbdl kdvetkezik:

5. tétel: Véges dimenzids komplez linedris tér transzformdcidjinak van legaldbb
eqy sajdtvektora.

T6bbet, nem is lehet mondani. Az aldbbi matrixnak egyetlen sajatvektora van.

19. példa: Az

i e )

(4] = (1.3.10)

oo O®
OO
O O

I

métrixnak az (1,0,0,0) vektor sajitvektora p sajatértékkel. Ugyanekkor az e; =
(0,0,0,1) vektor képe ex = (0,0,1,4), ennek képe ez = (0, 1,2, u?), ennek képe
eq = (1,34, 362, 1%). Az eq,eq,e3,e, vektorok linedrisan fliggetlenek, tehdt bazist
alkotnak. Ebben a béazisban az A transzformacié métrixa

00 0 -—pt
1 0 0 4
0 1 0 —6u?
0 0 1 4p

er tehdt a transzformacié ciklikus vektora.

a

1. lemma: He A és B invertdlhaté linedris transzformdcidk, akkor AB és BA
sajdtértékei megegyeznek.

Bizonyitds:Az ,
AB+ X I=A(BA-X-DA™!

azonosségbol 14that6, hogy AB— A-T akkor és csak akkor invertdlhaté, ha BA—A-1
invertalhat6. Mivel AB sajatértékei azok a X szdmok amelyekre AB — A - [ nem

invertalhato, ebbél az allitds nyomban kovetkezik.
M
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A (1.3.10) métrixot Jordan-blokknak nevezziik. Altaldnosabban egy n X n-es
métrix Jordan-blokk, ha diagondlisdban ugyanazok a szdmok dllnak, a diagonslis
feletti ferde sorban csupa 1-es és a tobbi elem 0. A kiovetkezt tétel a Jordan-féle
normadlalakrél szol.

6. tétel: Véges dimenzids komplex vekiortér A € L{V) transzformdcidjdhoz létezik
o térnek olyan Vi +- - -+ V. direktdsszeg felbontdsa, hogy A a V; altereket invaridnsen
hagyja, és A | V; mdiriza V; alkalmas bdzisdban Jordan-blokk.

Egy linedris transzformécié Jordann-blokkokra bontdsa, azaz az elézd tételben
garantdlt bdzisnak a megkeresése a linedris algebra egyik alapvetd problémsja.
Valds terek, illetve valds matrixok esetében més a helyzet. Példdul a

3]

métrixnak nincs (valds) sajdtértéke, ezért sem diagonalis alakban, sem Jordan-
blokként nem irhaté fel. Valés métrixok Jordan-féle normadlakja némileg
kiilénbézs.

. Az n x n-es [A] komplex elemil matrixot dnadjungdltnak nevezziik, ha Ajy =
Aji (1 <4,5 < n). (Valés elemit métrixokat inkdbb szimmetrikusnak szoktuk
hivni, ha énadjungaltak.)

7. tétel: (jnadjungdlt métrizhoz van o térnek olyan bdzisa, amelyben a mdtriz
diagondlis és o diegondlisban valds szdmok dlinak.

A tételt Ggy is kimondhattuk volna, hogy egy n X n-es Snadjungalt métrixnak
létezik n darab linedrisan fiiggetlen sajatvektora, és sajitértékei valésak.

A matrixok 8storténetéhez tartozik azn x n-es

01 -
1 0 1 0

0o i

ligynevezett tridiagondlis szimmetrikus matrix. Ennek sajitértékeit Lagrange szdmolta
ki 1758-ben. Azt taldlta, hogy a sajstértékek 2cosjm/(n+1) ( =1,2,...,n).

20. példa: Egy méatrix nadjungalt volta nem bézisfiiggetlen tulajdonsag. Példaul

IR
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ami azt mutatja, hogy a diagonalis Diag(2, 1) métrix alkalmas bazisban nem szim-
metrikus.

a
Ha [A] egy n % n-es komplex elemii mdtrix, akkor tartozik hozzd a z1,23,...,2,
komplex véltozdknak egy kvadratikus alaknak nevezett
n
Q(Zl,ZQ, . ,Zn) = Z AijEiZj (1311)

i,J=1
fiiggvénye. Ha az [A] matrix 6nadjungilt, akkor
g(z1,22,.--,20) = q(21,22, ..., Za),

tehdt g csak valés értékeket vesz fel. Az dnadjungilt matrix diagonalizalasara
vonatkozé 7. tételt tgy is fogalmazhatjuk, hogy létezik a 21, 22, . .., 2, valtozéknak

olyan linedris
n
! — . .
Z = QijZj
3=1

transzformaltja, hogy
gz, 2m) = Nz, (1.3.12)

valamilyen valés A; szdmokkal. Ezt a tényt dgy szoktak kifejezni, hogy a kvadra-
tikus alak fétengelyre transzformdlhaté. A X; szdmok csak pozitiv szorzétol
és sorrendtl eltekintve meghatarozottak, azaz egyértemi, hogy kdzdttiik hany po-
zitfv és hany negativ van. (Ez a a Sylvester-féle tehetetlenségi térvény.) Ha
minden A; egyiitthaté nemnegativ, akkor a kvadratikus alakot és az [A} métrixot
pozitiv szemidefinitnek nevezziik. Egy pozitiv szemidefinit matrix sajétértékei
nemnegativak, tovibba az [A} métrix akkor és csak akkor pozitiv szemidefinit, ha
a hozzd tartozd kvadratikus alak nemnegativ értékeket vesz fel.

Az n x m-es [B] métrix adjungéltja az a m X n-es matrix, amelynek ¢j eleme
Bji. [B] adjungéltjat [B]*-gal jeldljiik. Egy [A] mtrix tehdt onadjungalt, ha
megegyezik az adjungdltjival. A definicio alapjdn ellendrizhetd, hogy

((4)[B])" = [BI"(A (1.3.13)
ha [4] és [B] olyan méretii matrixok, hogy az [A]{B] métrixszorzat értelmes.
21. példa: Ha [4] = [B}*|B], akkor A pozitiv szemidefinit. Valéban,

T

n m
Z Aijz;zj = Z ZB—MBkaézj

i,5=1 id=1 k=1
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m
Z Z'z 1BMZZZJ 1BkJZJ)
k=1

1.4 Euklideszi terek transzformdciéi

Ebben a részben valds euklideszi terek bizonyos linedris transzformacisit nézziik
meg részletesebben. (A komplex euklideszi terek jél beleillenek a 3. fejezetbe, ahol
Hilbert-terekrél lesz sz6.)

22. példa: Az altérre vald vetitéssel mar megismerkedtiink a 9. példdban. Az
dbran az R® tér egy vetitését szemléltejlik. (Egy dimenzids altérre térténik a
vetités egy adott sikkal parhuzamos irdnyba.)

Ferde vetités IR>-ban: A vizszintesen lithaté egydimenszids altérre torténik a
vetités az drnydkolt két dimenziés altérrel pirhuzamos irdnyban. A v vektor
képe Pw.

]

IR? a valés szdmhéarmasok harom dimenzids vektortere, amin a linedris struktira
mellett mds is van. Az (z1,z3,73) vektor hossza

llell = /=1 +af + 23,

és az (x1, 22, 23) valamint (y1,ye,y3) vektorok skaldris szorzata,

Z-’Ei'yi =: {2,y)-
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A skaléris szorzat lehetSséget ad két vektor dltal bezart sz0g meghatdrozasara is:

cosgp = DY)

llzll - gl

23, példa: IR® olyan linedris transzformacidival akarunk foglalkozni, amelyek
hossztsagtartok, azaz ||Oz|| = ||z|| (z € R?). Mivel

Uz, ) =z +y,z+y) - (T-y,z2—¥)

az ilyen O transzformdcid skaldris szorzat tarto, és egyben szogtartd is. Ha [Oy5] a
transzformacié matrixa a standard (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) ortogonalis bazisban,
akkor a szdgtartdsbél

3
30404 =8(j,k).  (1<i<hk) (1.4.14)

i=1

Megéllapithatjuk, hogy [O] inverze a transzponaltja, ezért O determindnsa 1.
Mivel

0O-E=-0"Y0-E),
det (O — E) = 0, ha det O = 1. Ebben az esetben A = 1 sajdtértcke O-nak és
van egy hozzd tartozé egységnyi hossziisagi sajatvektor, fa. Legyen fi és fa olyan
egységvektorok, hogy fi, f2, fs péronként merSlegesek. Irjuk fel O matrixdt az
fl, fg, fg bézishan:

Ofi = afi+pif
Ofs = afi+pbfe

Ofs = fi.
A (1.4.14) relscickbol azas + 1Bz = 0, of + 57 = 1 és o3 + B2 = 1. Ezeknek
az egyenleteknek csak egy megolddsa van: a1 = f2 = cosf és B1 = —az = cosd

(0 < 8 < 2m). Tehat O métrixa

cosd —sing 0O
[O)=| sinf  cosé 0°]. (1.4.15)
0 0 1

Némi elemi geometrival megallapithatjuk, hogy az O traszform#acié nem mas, mint
az f3 tengely koriili 8 szdgli forgatés (az dramutatd jérdsdval ellenkezdleg).

Az 1 determindnst ortogondlis transzformdcik tehat a forgatdsok. Csoportot
alkotnak mert ilyen transzformacidk kompozicidja és inverze is ilyen. A forgatdsok
csoportjara SO(3) a megszokott jeldlés, az Gsszes ortogonalis transzformaciéra pe-
dig O(3). Egy sikra valé tiikrozés —1 determindnsi ortogonélis transzformacid.
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A skaldris szorzat, a vektor hossza és vektorok szégének a fogalma a harom di-
menziés euklideszi térrél IR™-re is kiterjeszthets. IR™ hossziisdgtart6 linedris transz-
formécidit is ortogondlisnak nevezziik, csoportjuk O(n). Az egy determinédnsiiak
részcsoportja SO(n). A fenti hdrom dimenziés meggondoldshoz hasonléan egy or-
togonalis transzformacié inverze a transzponaltja.

Az IR*™ tér 1 determindnst ortogonalis transzformacidinak matrixa (1.4.15)-
hez hasonld, de n darab
cosf; —sind;
sin 8; cos B,

alakd blokk van a diagondlis mentén alkalmas bazisban. Péros dimenziéban a jobb
alsé sarokban 4ll6 1-es hidnyzik.

R™ egy bézisit ortonormaltnak nevezziik, ha pironként merdleges egy
hossziisdgii vektorokbdl 4ll. Azt is lehetne mondani, hogy egy bizis ortonormailt,
ha a standard bazisbél ortogonalis transzforméciéval lehet megkapni. Ebbél kévet-
kezik, hogy ha egy mitrix a standard bazisban szimmetrikus, akkor minden orto-
normdlt bizisban is szimmetrikus lesz. '

1.5 Blokkmatrixok

A blokkmadtrix (vagy hipermadtrix) olyan mdtrixot jelent, amelynek az elemei
maguk is métrixok®. Legyen a V linedris tér a Vi és Vs alterek direktdsszege,
V = Vi 4+ V,. Ekkor az A € L{V) linedris transzformacié egy A; € LA, V) és
Ay € L(V,, V) transzformiciéval adhaté meg,.

A("Ul +'b‘2) = Ajv; + Asvs (’U] eV, v € Vz) .
A; megadhaté az Ayy € L{V1,V}) és az Ay € L(V1, V2) transzforméacidkkal:
Ay = AH’UI + Azl'b'l ('Ul € Vl) .

Hasonldan
Asvy = A1ovs + Azgv (v2 € V2).
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Ha V,-ben vélasztunk egy e, es,...,er, Va-ben egy fi, fa, ..., fm bazist, akkor A
(m + k) x (m + k)-as métrixat négy részre particiondlhatjuk:

Ara ces Al k Al,{k+1) e At ktm ]
Apt o Ak Apgr1 - Agpim
Apg1r oo Apprg | Arriprr o Abilkdm
| Aprma oo Akpmp | Abtmg+r 0 Akdmpem

A bal felsé sarokban az Aq; € L(V1, V1) transzformdcié métrixa, a jobb felsében
Aqs € L(Va, V1) matrixa, a bal als6 sarokban Ay € L(V, Vo) métrixa, a jobb alsé
sarokban Age € L(Va, V3) métrixa 4ll. Blokkmatrix irasméddal A mdtrixat

[t tad ]

alakban frhatjuk. Itt a négy maétrix lehet kiilonboz6é méreti, de [A11] és [Az)
négyzetes matrixok. Az egyszeriiség kedvéért itt és a tovabbiakban t8bbnyire 2 x 2-
es blokkmatrixokra szoritkozunk, de nagyobb métrixok ugyanezen az elvi alapon
targyalhatdk.

24. példa: A 14. példa A ® B transzformdcidjdnak mdtrixa a blokkmatrix
irasméddal

A [B] Ai{B] Assl[B]

A2[B] Asa[B] AsxsiB]

alakot olt.

O

Blokkmétrixokkal szinte gy szdmolhatunk, mint a szokdsos métrixokkal. Le-

gyen

A B , A B

c p| ® (¢ »
olyan blokkmétrixok, hogy A és A’ valamint D és D' azonos méretll négyzetes
métrixok. Ekkor a két blokkmaéfrix szorzata a

AA'+ BC' AB' + BDY
CA'+DC' CB' + DD

blokkméatrix. Ezt konnyli ellenérizni a kdzonséges matrixok szorzdsszabalya
alapjan. A blokkmétrixokkal valé szdmolasban arra kell figyelni, hogy a fenti példa
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vesszds 8s vessztlen matrixainak sorrendje a szorzdskor lényeges, ugyanis a métrix
szorzds nem kommutat{v miivelet.

A-maétrix adjungslis értelmezésébdl nyomban kévetkezik, hogy

[ é’ g ] 2[3 g* } - (1.5.16)

& 5]

blokkmdtrizban a (négyzetes) A mdtriz invertdihato, akkor
AB] | E o0]f4 0 E A-'B
¢ D| 7| cAt E d D-CA'R 0 E ’

A bizonyitds egyszertien beszorzas segitségével végezhetd el. A faktorizaldsnak
egy mdsik viltozata is van. Ha D-t tételezziik fel invertdlhaténak, akkor
A B| _|E Bp™? A-BD~iC 0 E 0
¢ DI |0 E 0 D D¢ E |-
A faktoriziciébél tovibbi kévetkeztetéseket is levonhatunk. Ha az adott

blokkmétrix invertalhaté, akkor az A, D — CA™'B,D,A — BD"'(C maétrixok
egyarant invertdlhatok. S6t, a blokkméatrix determinnsa

detA x det(D — CA™'B) = detD x det(A — BD~1(). (1.5.17)

8. tétel: Ha az

9. tétel: Ha A invertdlhats négyzetes mdtriz, akkor a

A B

B* D
négyzetes blokkmdtriz pontosan akkor pozitiv szemidefinit, ha A, D és A— BD~1B*
mdtrizok pozitiv szemidefinitek.

25. példa: Megmutatjuk, hogy egy invertdlhaté pozitiv szemidefinit matrix
egyértelmiien irhaté fel T*7T alakban, ha megkdveteljiik, hogy T olyan alsé
héromszogmadtrix, amelynek diagonélisdban pozitiv szdmok allnak.

A bizonyitds az adott méatrix méretére vonatkozo teljes indukcidval torténik.
I x I-es métrixokra az 4llitds nyilvanvald. Az indukcids épés végrehajtisihoz
particionaljuk az adott (n + 1) x (n + 1)-es X métrixot

& 5]
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alakban, ahol A n x n-es matrix. Ugyanakkor T-t hasonléan particionélt forméban
keressiik
7. O
T =
: [ Tn T2 ] '

ahol Tj; n X n-es alsé haromszdg métrix pozitiv diagonalissal és T2 egy pozitiv
szam. Az X = T*T egyenlség az

A = THTu+T5Tn

B Ty Tao

D = T;2T22

egyenletekkel egyenértékti. A tétel szerint C pozitiv szdm, igy Ta2 > 0 csak VT
lehet. Ekkor a masodik egyenletbdl T3 = B* [Taa. Az elso egyenlet behelyettesitve

A-BB*/D=TnTu

alakot 8lt. A tétel szerint A — BD~1B* pozitlv szemidefinit, de invertalhatd is. fgy
alkalmazhatjuk ré4 az indukcids feltevést, és egyértelmien irhatjuk T7,T%; alakban
egy pozitiv diagonalisi alsé hdromszog métrix segitségével.

1.6 Gyakorlé feladatok

1. Alteret alkotnak-e az IR? térben egy egyenes pontjai?
2. Alteret alkotnak-e a métrixok terében a pozitiv definit matrixok?

3. Bizonyitsa be, hogy az IR-en értelmezett z — et* (t € R) fiiggvények
linedrisan fiiggetlenek!

4. Bizonyitsa be, hogy C(f) végtelen dimenzids vektortér, ha @ C " nyilt
halmaz!

5. Adja meg a (1.3.9) métrix utolsé oszlopdban 4ll6 elemeket a karakterisztikus
polinom egyiitthatéival!

6. Magyarézza meg, hogy miért teljesiil [A] ! = [A~2]!

7. Igazolja, hogy egy alsé hdromszog métrix determindnsa a diagondlisban 4ll6
elemek szorzata!
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

GYAKORLO FELADATOK 23

. Igazolja a definicié alapjan, hogy egy pozitiv szemidefinit matrix sajitértékei

és diagondlis elemei nemnegativak!

. Mutasson példét olyan (komplex elem{i} pozitiv szemidefinit métrixra, amely-

nek transzpondltja nem pozitiv szemidefinit!

Igazolja, hogy ha A pozitiv szemidefinit, akkor X AX* is az tetszéleges (nem
feltétleniil négyzetes) X matrixral

Milyen négyzetes A matrixra lesz az
A A
A A

blokkmétrix pozitiv szemidefinit?

Mutassa meg, hogy a véges dimenziés komplex vektortér minden lineéris
transzformécidja felirhatd egy diagonizdlhatd és egy vele felcseréthetd nilpo-
tens transzformicid Gsszegeként!

Irjuk fel a kivetkez6 (dn. Dirac-féle) matrixokat tenzorszorzat formajiban!

0 0 0 -—i 0 00 —1
o 0 -0 o 01 0
M=t 0o i 0o o |° =10 10 0 |°
i 0 0 0 | -1 00 0
[0 0 —-i 0 (1 0 0 0 ]
1o 0o o0 i o1 0 o
B=1y 0 0 o =19 0 -1 0

[0 —i 0 0 00 0 -1 |

Irjuk fel R*-ban az zy sikra valé és az (1,1,1) vektorral parhuzamos irdnyii
vetités matrixat.

Igaz-e, hogy IR® minden ortogonslis transzformaci6ja egy tiikrozés és egy
forgatds egymds utdni végrehajtasival 4l elé?

Mutassuk meg, hogy ha az [A] valés matrixra [A]*[4] = 0, akkor [4] = 0!

Jeldlje [A, B] az A és B transzformécick kommutétorét, azaz (4, B] = AB —
BA. Mutassuk meg, hogy

(4, (B, CJ] + [B,[C, Al) + [C, [B, A]] = 0.
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b 1 —a b
0}, [B]:[O 1 0}
1 10 O 1

métrixokra [A][B] = [E)! ([E] az egységmétrix.)

Mutassuk meg, hogy az

[4) =

o O
[

Legyen
N AN
—~1)yi-1
o (I2)) i<
@ij = (—1)771 i=j
0 i> 7.

Mutassuk meg, hogy az [A] = [a;;] métrixra [A]* = [E].

Igazolja n szerinti teljes indukci6val, hogy IR™ ortogonalis transzformacidinak
maétrixa a szovegben leirt alakra hozhatd! '

Legyen [A], [B], és [C] pozitiv szemidefinit matrixok. Mutassuk meg, hogy
ha [C] invertathatd, és

det (MVPA+AB+C)=0
valamilyen A komplex szdmra, akkor A valds része negativ!

Legyen A és B invertdlhat linedris transzforméciok. Hatdrozzuk meg a
det (A + tB) polinomban ¢ egyiitthatojat!



Masodik fejezet

Normalt terek

Ha egy linearis tér vektorainak meg van adva a hossza, akkor az algebrai struktira
mellett lehetdség van ad topologiai struktdra bevezetésére. Topolégia alatt egy-
szerlien konvergencidt érthetiink. Az z,, vektorsorozat tart az = vektorhoz, ha az
& — x, vektorok hossza tart a nulldhoz. Az algebrai miiveletek és a konvergencia,
egylitt alkotjak a linedris analizis legegyszerilibb, de taldn éppen ezért igen gazdag
struktirdjat. A normalt tér a XX. szdzad elején kialakult absztrakeis. 4

2.1 Normadlt terek

Egy linedris teret normdlt térnek neveziink, ha a tér minden vektoranak meg
van adva a hossza. Legyen V egy linedris tér, és tételezziik fel, hogy adott egy
[[-]f: V = R, leképezés a kdvetkezd tulajdonsigokkal

M llz +yll < =l + Iyl (z,yeV)
(@) l2z|l = A ||zl (z € V, A skaldr)
(3) ||z|| = 0 akkor és csak akkor, ha z = 0.

Ekkor || - l-t norménak nevezziik és (V,|| - ||) normalt tér. Az ||lzf|-t az = vektor
hosszaként értelmezzitk®, Amennyiben V = IR™ és

1,22, 3l = /o2 + a3+ ..+ 22,
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aklor az n-dimezi6s vektorok szokdsos hossza egy norma. A | - jl2 jelolést azért
hasznaljuk, mert més normék is lehetségesek. Példdul,

l(z1, 2, - - T )lleo = max{|z1], |z2],-- - |zn]] -

Ha egy funkcionél csak a norma (1} és (2) tulajdonsigaival rendelkezik, akkor
félnormanak nevezziik.

1. példa: Legyen Cle,b] az [a,b] intervallumon folytonos (valés, vagy komplex
értékit) fiiggvények vektortere és legyen

N£ll := sup{|f (&) : @ <@ <b}.
Egyszer{ien megmutathatd, hogy ez valéban normét értelmez.

O

Ha Cla,b)-t a tovébbiakban normalt térként-emlitjiik, akkor mindig erre a
szuprémum norméara gondolunk. Ha hangsiilyozni kivinjuk, hogy az {a,b]-n valds
értékii fiiggvényeket tekintiink, akkor Cfa, b] helyett Cw[a, bl-t fogunk frni.

2. példa: Az R"™-en értelmezett f fiiggvényt gyorsan csokkendnek nevezziik,
ha '
(1 + 2|3 f(z)| =0, amint [izlls > o0 (2.1.1)

barmilyén m egészré. (A feltétel azt jelenti, hogy f az ©1,%2,...,%n valtozok
bérmilyen polinomjival megszorozva is 0-hoz tart a végtelenben.) A gyorsan
csokkend folytonos fiiggvények terét Coo(R™)-nel jeldljik. Ha f € Cop(IR™) és
m € IN, akkor legyen

Pmo(f) := max{(1 +[[z[13)™|f(2)] : € R"}. (2.1.2)
Pm,o rendelkezik a norma (1)—(3) tulajdonségaival.

Ha 8 = (f1,B2,...,0n) nemnegativ egészek n-ese és |8 = Soo Bi, akkor
haszndlni fogjuk a
s = a8l f(z)
b1y, ... OPnazy,

jelolést. Az
S(R™) := {f € Cpo(IR") : DPf € Coo(IR™) minden S—r1a} (2.1.3)
linedris teret Schwartz-térnek nevezziik. Legyen

Prmor(f) 1= max{pm o(DFf) : 18] <7}
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A gyorsan csdkkend sima, fiiggvények terén ez norma minden m,r € IN valasztésra.
Altalaban ha py,...,pr normik egy linedris téren, akkor az Osszegiik és a ma-
ximumuk ugyancsak norma. (A Schwartz-térrél a multinormalt terek részben
részletesebben lesz sz4.)

O

Vannak esetek, amikor a norma tulajdonsigainak ellendrzése kevésbé egyszerti.
Némi el6készités utdn IR™-en bevezetjiik a || - ||, p-normat, 1 < p < oo. (R"™
2-norméja és co-norméja fent mar szerepelt.) :

1. lemma: Ha 1 <p,g<oo, p7l+q ' =14ésa,b>0, akkor
a? bt

ab < — + —,
P q

0O

A lemméban szereplé p és ¢ szdmokat egymas konjugdltjainak nevezziik.
Erdemes a p = 16s p = oo eseteket is megengedni. Ekkor rendre ¢ = oo és
g = 1. (A lemmét nem bizonyitjuk, de a 25. gyakorlat dtmutatdst tartalmaz a
bizonyitdshoz.)

1. tétel: (Holder-egyenldtlenség) Ho z,y € R™ és1 < p,g < 00, p~! 4+ g1 =

1, akkor
3 /g
Zlmz?h, < {Z |$z’p:| [Z lyilq] ‘
i=1

i=1

Bizonyitds: Legyen

n 1/p n /g
= [Z |$1-!ij és M := [Z |yi§q} .
i=1 i=1
Alkalmazzuk a megeléz8 lemmat az o = |z;| /N és b = lys| /M valasztdssal. Ekkor

|zagil _ [2:l” | Jwl®
NM = pNe T ghre

Ezutan Osszegezziink i-re:

liﬂeyz [P Jwl? 1 1
Z Zpr qu_I_;-i_E—l'

Ez maga a bizonyitandé egyenlétlenség.




28 2. FEJEZET. NORMALT TEREK.

-

2. tétel: (Minkowski-egyenlStlenség) Ha z,y € IR" és 1 < p, akkor

n 1/p n 1/p n 1/p
[Z |z +yi|p:| < [Zm]iﬂ} + [Z |yi|p}
=1 i=1 i=1
Bizonyitds: A p = 1 eset nyilvanvald. Tegyiik fel, hogy p > 1, és induljunk ki a
(lal + [61)? = (lal + (6>~ |l + (lal + [B)"~"[b]
azonossigbdl. Haszniljuk fel ezt:
Sl + ) < 3 (aal + gD el + > (sl + |yl
i=1 i=1 i=1

Most alkalmazzuk mindkét tagra a Holder-egyenldtlenséget:

n n e g i/p
Z(I%I*F lgsl)? < [Z(lmil + |yi|)ﬂ] [Z |$~a|p}
- 1; 1/q : 1/p
[Z(lfﬂil + lyi|)p} [Z |yi|p]

ugyanis (p — 1)g = p. Elosztva mindkét oldalt a o (] + Iyi|)3’]1/ ? kifejezéssel
a kovetkezd egyenldtlenséget kapjuk:

n 1/p n 1/p n
[Z(|$z‘|+ |yi|)p] / < [Z |$ilp:| + [E |y¢|p]
i=1 i=1

i=1

A

+

L/p

(1-1/¢ = 1/p). Ez majdnem a bizonyitandé. Mivel

1/p

[i et ] < [iumii + wil)?)

a Minkowski-egyenlétlenség kovetkezik.

Legyen

sz, mllp = [lon]? + faal? + .+ Imnw]” " (2.1.4)

A Minkowski-egyenlétlenség biztositja, hogy igy akér IR", akdr C" normalt térré
valik, 1 < p. (A || - ||oo normét mar értelmeztiik més médon.)
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3. példa: A Minkowski-egyenlStlenséget az n — oo hatérdtmenettel végtelen so-
rozatokra is kiterjeszthetjilk. Legyen P azoknak a végtelen (z,) sorozatoknak a
halmaza, amelyekre 3 |z,[? véges. £F a

oo

ll=llp == [Z’fi‘nlp] v (2.1.5)

n=1

norméaval normalt tér lesz, 1 < p < co.

£%° a korldtos sorozatok tere az

l|#floo = sup{|za|}

norméaval.

Az (X,]| ' ||) normaélt térben

dz,y) = llz —yll .

egy tdvolsdgot értelmez, amellyel z metrikus térré valik. Ha adott a metrika, akkor
beszélhetiink konvergens sorozatokrdl. z,, — z jelentése d(zn,z) - 0. AGC X
nyilt halmaz, ha minden z € G esetén létezik olyan & > 0, hogy

G(z,e):={ye X :d(z,y) <e} CG.

A baloldalon 4ll6 halmazt = kézéppontid e sugard (nyilt) gdmbnek nevezziik.
(Amennyiben IR*-at a || - || norméaval tekintjitk, akkor ez a halmaz a szokdsos
geometriai értelemben vett gémb, azonban a || - || normét véve y kdzépponti
kockdhoz jutunk.) Az F' C X zart, ha z, € F és z, — x esetén z € F. Egy
halmaz pontosan akkor nyilt, ha komplementuma zart.

4. példa: A korlitos sorozatok £°° terében egy cq zart alteret alkotnak a nulldhoz
tartd sorozatok.

|

5. példa: A IR™ térben a konvergencia egyszeriien koordinéténkénti konvergenciét
jelent barmelyik p-normét tekintjiik. A konvergens sorozatok és a nyflt halmazok
kiilénbdzé p-normakra ugyanazok.

]

Ha az X linedris téren olyan || - ||, és || - || normék vannak adva, amelyekre
nézve a nyilt halmazok ugyanazok, akkor a két normat (topologikusan) ekviva-
lensnek nevezziik. Az el8z6 példa az IR™ téren mutatott ekvivalens normdkat.
Megmutathatd, hogy véges dimenziés téren barmely két norma, ekvivalens.
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6. példa: Legyen C'{0,1) a [0,1] intervallumon értelmezett folytonosan diffe-
rencialhaté valds fiiggvények tere. Legyen fovdbba

flli: = sup{|f(z)|:0< =<1} +sup{|f(z)]:0<z <1},

A2 - |7(0)] + sup{|f'(=)] : 0 < = < 1}

Ekkor || - ||z < || - |- Ha egy halmaz nyilt || - ||o-re, akkor barmely pontja koriil
lehet frni egy valamilyen € sugard || - ||-gombét, ami tartalmazza az ugyanilyen
sugart || - ||,-gombét. Kovetkezésképpen a valasztott || - ||2-re nyilt halmaz || - |[1-re
nézve is nyilt.

Mésrészt a kiépérték tétel szerint f(z) = f(0) + f'(€), és ezért sup{|f(z)| :
0 <z <1} < |fO) +sup{|fi(z)] : 0 < z < 1} Tehdt || - flv < 2[f - Y
Ez az egyenlétlenség elég ahhoz, hogy a fenti gondolatmenetet kis véltoztatdssal

megismételjiik. Ha egy halmaz nyilt || - ||1-re, akkor barmely pontja koriil lehet
{rni egy valamilyen & sugard || - {|;-gbmbé&t, ami tartalmazza a fele ekkora sugard
|  ||l>-gombét. A halmaz || - ||2-re nézve is nyilt.

0O

Az F : X > Y leképezést az z € X pontban folytonosnak nevezzilk, ha
minden £ > 0 esetén van olyan § > 0, amelyre F(G(z,d)) C G(F(x),e). Ez azzal
ekvivalens, hogy ©, — x maga utén vonja F(z,) — F(z)-et.

7. példa: Ha n négyzetszam, akkor az n = m? koordinétajat egy vektornak m x
m-es métrix forméajdban is elrendezhetjiik. A métrixck My (IR) linedris terén is
értelmezhetiink egy 2-normét:

14l = [ 3 14407

i,5=1

]1/ : (2.16)

Az a linedris F: R™ — M, (IR) leképezés, amely a hosszi vektorbdl feltordeléssel
métrixot készit kolcsondsen egyértelmii és megtartja a 2-normét.

O

A normatarté leképezéseket izometridnak nevezziik.” Minden izometria foly-
tonos.

3. tétel: Legyen (X1,|| - 1) és (Xa,|| - ll2) két normdlt tér és A: Xy — Xo egy
linedris leképezés. Ekkor a kévetkezd két tulajdonsdg ekvivalens:
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(1) A folytonos

(2) Létezik olyan C > 0 szdm, amelyre |Az||y < Cllz,|| minden x € X1 esetén.

Bizonyitds: (1) = (2) : G2 = {z2 € X, : ||z2||. < 1} nyilt halmaz X;-ben és
A0 = 0 € G;. Van olyan nyilt Gy halmaz a folytonossag miatt, amelyre 0 € G4 és
AG, C G;. Mivel G, nyilt, létezik € > 0, amelyre

G ={meXi: |z <€) Cq;.
€

Ekkor tetszéleges z € X esetén ﬂm €G] és
Zfi1

.
Al —— €EG y
(21|?111$) ?

azaz )
€
4 (__m) <1.
1 2zl /1,
Ez azt jelenti, hogy tetszdleges = € X esetén
2
4]l < =izl

teljestil.

(2) = (1) igazoldsat az olvaséra bizzuk.
O

A folytonos X; — X, linedris leképezések terét B(X1,X2)-vel jeldljiik.
B(X1, X5) lineéris tér, de normalt tér is. Ha A € B(X,,X>3), akkor '

141} := sup{f|Az|l2 : z € X1, |||}y < 1} (2.1.7)

az el6z0 tétel jeloléseivel. || A]| nem mds mint a 3. Tétel (2) részében megjelend le-
hetséges C' szamok legkisebbike. Ha X normalt tér, akkor B(X, X) helyett réviden
B(X}-et frunk. B(X)-nek nem csak linesris, hanem gyurii struktirdja is van,
azaz elemeit az Ssszeadds mellett szorozni is lehet: Ha A, B € B(X), akkor AB az
ebben a sorrendben vett kompozicié. Az (2.1.7) operatornormdanak megvan 3,

ABI < llAfl - 1Bl (2.1.8)

szubmultiplikativ tulajdonsiga. _
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8. példa: Legyen g folytonos fiiggvény [a,b]-n és segitségével megadunk egy F
C[a,b] — R funkciondlt az

b
F(f) = / f(0)g(e) d

képlettel. F az integral linearitdsa miatt linedris. Meg akarjuk mutatni, hogy F
folytonos, és ehhez egy olyan C > 0 szédmot kell taladlnunk, amelyre

|F(f)] < Csupf|f(z)]: a <z < b}

A kdvetkezéképpen becsliink:

b
P = f F(@)g(e) da
b
< [ 1 (@)g()| da
ﬂb,
< f sup{|f(@)| : a < & < b} |a(=)| dz

1

b
[ l9(2)| de sup{| (@)} s < = < ).

Az F funkciondl tehat folytonos, azaz korlatos, és || F|| < f; |g(2)| dz.
Az || Fl| pontos értékét kdnnyen megkaphatjuk, ha példdul g egy polinom. Ekkor

1 hag{z)>0,

folz) =signg(z) = { 0 hag(z)=0,
—~1 thag(z)<0

egyszerii szerkezetli. A g gyOkel [a,b]-t véges sok részre osaztjak és azokon fo
felvaltva +1 értékeket vesz fel. Mivel fo(z)g(z) = g{z)l,

b b
/fo(m)g(m)d:r::/ lg(z)| dz .

fo nem folytonos, ezért folytonos fiiggvénnyel kozelitjik, példdul ugy, hogy g gyoke-
inek 1/n sugari kérnyezetében valtoztatjuk meg, ott g-t egy linedris fiiggvénnyel
helyettesitjilk, és fn-et kapjuk. Ekkor iIfzll =1és

!

b b
[ o - [ )| < Sru
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ahol N g gyokeinek szdéma és M |g(z)| felsd korldtja. Ezért

b b
| @@ 2 [ lo@as - 2n

7 tetszOleges nagy lehet, tehét

]
sup{ f f(2)o(z) da

b
Al = 1} zf l9()] de,

és ||[F| = fab lg(z)|dz. (Ha g tetsz8leges folytonos fiiggvény, akkor Weierstrass
approximdcids tételét hasznalva polinomokkal kizelitve ugyanerre az eredményre
jutunk.)

0

Ha X egy val6s normalt tér, akkor a B(X, IR) normélt teret, ha komplex normalt
tér, akkor a B(X, C) normalt teret X dudlis terének mondjuk és az X* jeldlést
hasznéljuk. Az el6z6 példa tehédt azt mondta, hogy F' € Cla, b]*.

Linearis transzformdacidkat nemlinedris leképezések differencidldsaval is kapha-
tunk. Legyen X és Y normdlt tér, G C X nyilt halmaz és f : G — YV a
normalt terek kézotti leképezés. Azt mondjuk, hogy f Frechet-értelemben dif-
ferencialhaté az z € G pontban, ha létezik olyan A : X — Y folytonos linedris
transzformdcid, amelyre

[f(z + R) — f(z) — Ah]|
liA]

ha [|Rf] - 0. Az A transzforméciéra a df(z), vagy f'(z) jelolést haszniljuk és
Frechet-derivaltnak, esetleg Frechet-differencidlnak mondjuk.

=0

Az ismerés
flz +h) = f(z) + df (z)(h) + o(|jAl}) (2.1.9)

képlet a Frechet-derivalt mas formdban irt definiciéja, benne o(||R||) olyan
mennyiséget jelent, amely ||A||-val osztva O-hoz tart. Egyébként a (2.1.9) képlet
megmutatja, hogy ha f differencidlhaté az z pontban, akkor ott folytonos is.
Ugyanis ||df (z)(h)]| < {ldf (z)l] - |{h|} minden h vektorra, és tetszdleges € > 0 szamra
llo(lIAIDIF < ellAll, ha [|2]] elég Licsi.

A df(z) Frechet-derivilt az f leképezés lokdlisan legjobb linearis kozelitéseként
foghat fel. Ebbdl az értelmezésbdl éppen 1igy, mint a (2.1.9) képlethél vildgos,
hogy korltos linedris transzformécié Frechet-derivéltja énmaga.
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9. példa: Tekintsiik az n x m-es matrixok M,(IR) linedris terét az operator
normaval elldtva. Legyen f : M,(IR) = M,(R) a harmadik hatvinyra emelés,
azaz f{T) = T3. Megmutatjuk, hogy f Frechet-deriviltja a T helyen A : H
T2H + THT + HT?, azaz df (T)(H) = T?H + THT + HT?. Ennek igazoldséra a

I£(T + H) - /(T) - AH|| _ ||B® + H*T + HTH + TH?||
Ll 141l

hatdrértékét kell vizsgélni. Feliilr6]l becsiilhetiink a norma szubmultiplikativitasat
hasznalva.

|H#® + H*T + HTH + TH?| _ | H|P + 3|l HI* Il

= 3IEINTI + | HZ,
Tl < ] T+ 1]

ami 0-hoz tart, ha ||H{| — 0.

Ha nem az operdtornorméat, hanem példaul az (2.1.6) képlettel adott || - [l
normét hasznéljuk, akkor is ugyanez a Frechet-derivélt, mert léteznek olyan C) és
C, szdmok, amelyekre || T2 < C1]|T|| < CalIT|l2-

0

A Frechet-derivéltra teljesiil a lancszabély:

4. tétel: Legyen X1, Xo, X3 normdlf tér. Hag: Xy — Xo Frechet-differencidlhato
az z € X; pontban és f : Xo — X3 Frechet-differencidlhatd oz y := g(z) pontban,
akkor ® := f o g Frechet-differencidlhaté oz z pontban, és

¥'(z) = f'(g(z)) o ¢'(2)-
0

Legyen ismét X és Y nmormdlt tér, G C X nyilt halmaz és f: G —-Ya
normélt terek kozétti leképezés. Azt mondjuk, hogy f Gateaux-értelemben
differencidlhaté az z € G pontban, ha létezik olyan 4 : X — Y folytonos linedris
transzformécid, amelyre

If(z + th) — f(z) — Alth)]|
t

-0

ha ¢ = 0. (¢ valés vagy komplex szdm, annak megfelelden, hogy X és ¥ milyen
normélt terek.) Az A transzformdciét Gateaux-derivdltnak, vagy Gateaux-
differencidlnak mondjuk, és Ah-ra a d(f, k) jelolést hasznaljuk.

fz +th) = f(z) + df(z, h) + ol) (2.1.10)
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a Gateaux-differencidl ekvivalens definiciéja. A Gateaux-értelemben diffe-
rencidlhaté kétvaltozds fiiggvény nem feltétleniil folytonos. Ugyanakkor a de-
finicidk Osszevetése mutatja, hogy Frechet-differencidlhaté leképezés Gateaux-
differencidlhaté is, és a Gateaux-derivadlt megegyezik a Frechet-derivalttal.
(Valéban, ha (2.1.9)-ben h helyébe th-t tesziink, akkor egy ||R]] faktortdl eltekintve
(2.1.10)-ot kapjuk.)

A Gateaux- és Frechet-differencidlok kapcsolatét jOl megvilagitja a kdvetkezd
példa.

10. példa: Legyen f : R? -+ IR egy kétvaltozés fiiggvény. Ha f az z € R?
pontban bamilyen irdnyban differencislhatd, és

Of(z + th) Bf(z) Bf(:t:)h

ot 8 T 1 sz 2
akkor f Gateaux-differencidlhaté, df (x,h) = h; Oz, f + haby, f. Példsul, ha

_[ 1, haz=22>0
a1, 22) = { 0, egyébként,

akkor df(0, h) =0, bar f nem folytonos a (0,0) pontban.

Ha altalanosabban f : R™ — IR folytonos parcidlis derivaltakkal rendelkezik az
zp pontban, akkor ismeretes, hogy irdnymenti derivaltjai léteznek, és

6f(m0+th) Zam -

tehat
LY T2 af af
F0:1) = D gy @05 = (i (0 gy (00 000 ).

A kozépérték-tétel szerint van egy 0 < &, < 1, amelyre

flzo + k) — f(z) = df (zo + xR, h).
Ekkor

foo ) =50 =3 5,

( (91(9:0 v fhh) - gi(mo), 2L a0+ &ut) -

To), - ( Ty + &ph) — _(930)) >
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ami 0-hoz tart ||h|]-val osztva a parcidlis derivaltak folytonosséga mellett. Ilyenkor
f Frechet-differencialhatd, és

o)) = (B to0), gL @) (a0 ).

2.2 Banach terek

Legyen (z,) egy sorozat valamilyen normaélt térben. Cauchy-sorozatnak ne-
vezziik, ha tetsz6leges € > O-ra van egy N kiiszébindex, amelyre ||z, — zm|| < &,
ha n,m > N. BEgy normalt teret Banach-térnek neveziink, ha benne minden
Cauchy-sorozatnak létezik hatarértéke.

11. példa: Cla;b] a szokdsos szuprémum normaval Banach-tér. Tételezziik fel
ugyanis, hogy f, Cauchy-sorozat. Ekkor barmilyen @ < & < b esetén

|fa(z) = fm(@)] < | = fanll;

és fn(z) szintén Cauchy-féle szdmsorozat. Létezik limesze, amit f(z)-szel jel6link.
Megmutatjuk, hogy sup|f{(z) — fn(z)| tart O-hoz.

£ () = fa(@) < |F(2) = frn(e) (@) + | ey (2) — Fal2))

nyilvinvaléan. Az z-tél fiiggd m(z)-et olyan nagynak vélasztjuk, hogy az elsd tag a
jobb oldalon &-nal kisebb legyen. A mésodik tag viszont z-ben egyenletesen kicsi,
ha n és m(z) elég nagy. Tehat f, tart f-hez egyenletesen, és ebbdl kapjuk azt,
hogy f is folytonos fiiggvény.

0

5. tétel: Legyen (X1,|| - |l1) egy normdlt tér és (Xa,|| - ||2) egy Banach-tér. Ekkor
B(X1,X5) az operdtor normdual elldtve Benach-tér.

Bizonyitds: A bizonyitas kéveti az eléz6 példa gondolatmenetét. Tételezziik
fel, hogy A, € B(X;, X3} egy Cauchy-sorozat. Ekkor '

|Anz — Amallz < [[An — Amll - [l2]lx

minden z € X; esetén, tehdt A,z Cauchy-sorozat az X, térben. Mivel az teljes,
létezik egy Az limesze. Az x — Az hozzdrendelésrdl meg kell mutatni, hogy
linedris, majd |4, — Aj| = 0 bizonyitdsa megint az eléz6 példat kovetl.

a
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2. lemma: Legyen X egy Banach-tér és z1,%3,... € X. Ha 320 ||lza|l < +o00
akkor az sp = %1 + z2 + ... + T, sorozat konvergens.

Bizonyitds: A 3177 |lznll < +oo feltételbsl kovetkezik, hogy Yo i lzall
Cauchy-féle szdmsorozat. Ha &k > m, akkor
“k
I3t = sl = fomss + Bzt Azl < 3 ol
i=m+1

és a becslés mutatja, hogy s,, Cauchy-sorozat, ezért konvergens.
O

A 3772 @, sort abszoliit konvergensnek nevezziik, ha Yomei llzn]] konver-
gens. Az el6z6 lemma azt mondja, hogy Banach-térben abszolit konvergens sor
konvergens. )

12. példa: Legyen X egy Banach-tér és A € B(X). A
o -
2o
sor abszolit konvergens a B(X) Banach-térben, ugyanis

o0
LA™ pay
<D S =el
n=0

oo

b

Ar
nl
n=0 n

A sor Osszegét exp(A)-val jelsljiik. Ehhez hasonléan értelmezhetjiik hatvanysorral
f(A)t, ha f : R — R a teljes szamegyenesen konvergens hatvanysorba fejt-
heté (igynevezett analitikus) fiiggvény. Példdul a sinA és cos A operatorok
hatvanysorral értelmezhet8k, és érvényben marad a komplex szdmok kérébél jél
ismert :

exp(id) =cosA+isin4

Osszefliggés, ha X komplex normalt tér.

-

13. példa: Legyen E egy Banach-tér és A : E — E korlatos lineéris operdtor. A

Il

du .

— >
o (t) Au(t), t>0
() = uwekE
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kezdeti érték probléma, explicit megoldasdt konnyll negadni:
’U:(t) = e”‘uo .

Vildgos, hogy u(0) = up teljesiil. u(t) differencidldsat elészor ¢ = 0-ban hajthatjuk
végre.

etAu —u t k—1 o< k 1
__gt____ﬂ = kZ 2l ——Afug = Aup + Z ——Akuo
1
Tovabba

o tf-. 1 & oo ik -1 k

Z—]J—A ugl] < Z [ AL tluoll

k=2 k=2

< AP OHZ' 14l

=" |4 IIAI!2 Iluolleu' "A"
ami 0-hoz tart, ha t — 0. A tetszdleges ¢ pontban a derivéltat az
Qi) A _ pta | s (2.2.11)
azonossag segitségével szadmolhatjuk ki.

du . u{t+h)—ult) .
) fim, K = jime h

= e Aug = Aethug = Au(t).

hA
1A € U0 — Up

Il

A differencidlegyenlet megoldisanak egyértelmiisége dltaldnos tételekbol kovetke-
zik.

O

A fenti szdmolds azt is adja, hogy az operatorértékii £ et4 fiiggvény Frechet-
derivaltja Aet4

A (2.2.11) formula, szerint ¢4 operator félcsoport, amelynek 0-ban vett de-
rivaltjit generdatornak nevezzitk. Az et4 operator félesoport generdtora A. Tehat
minden korl4tos operator lehet generdtor, de sok fontos félcsoport generdtora nem-
korldtos operator.

A véges dimenziés terek analizisébdl j6l ismert kozépérték tétel a kovetkezd
alakot olti: '
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6. tétel: Legyen X és Y Banach-tér, G C X nyilt halmaz és f : G - Y «
normdlt terek kézitti olyan leképezés, amely minden z € G pontban Gatequs-
differencidlhatd. Ha z,z + h € G, akkor van olyan 0 < t < 1 szdm, amelyre

flx+ h) = f(z) + df (z + th, h)

A tétel bizonyitédsa redukalhaté a kbzépérték tételre, ha azt a ®(s) := f(z +
sh) IR-en értemezett fiiggvényre alkalmazzuk. A tétel kévetkezménye, hogy a 0
Gateaux-differencisllal rendelkez fiiggvény konstans.

8. lemma: Legyen X egy Banach-tér és A,B ¢ B(X) feleserélhetdé linedris
operdtorok. Ekkor
‘exp(A + B) = exp Aexp B.

Bizonyitds: Tekintsik a ® : t — exp(td + tB) exp(—tA) exp(—tB)

operatorértéki fiiggvényt. Ennek Frechet-derivaltja,

exp(tA + tB)(A + B)exp(—tA) exp(—tB) —

exp(tA + tB) Aexp(—tA) exp(—tB) —

exp(tA + tB) exp(—tA) B exp(—tB)
a Leibniz-szabdly alkalmazdsdval, felhasznslva, hogy ¢ exp(tC) Frechet-
derivéltja C exp(tC). Mivel B és exp(—tA) felcserélhetdk, 14thatd, hogy a derivalt
azonosan 0. K&vetkezésképpen ® konstans és ®(t) = &(0) =identitds. Ebbsl az

allitas kovetkezik.
£

4. lemma: (Neumann-sor) Legyen X egy Banach-tér, A€ C és A € B(X). Ha
Al > || Afl, akkor ‘
ATy T AmAn
=0

abszohit konvergens sor a B(X) Banach-térben, és limesze a M — A operdtor in-
verze. : '

Bizonyitds: Az abszolut konvergencia a Yomeo 1A A™| numerikus sor konver-
gencidjat jelenti. Mivel
A Am < A

“és ||ATLA|| < 1, ez viligos. Tovabba

m m
ATEDONTTAMA = A) = (A = AT Y AR = o e gt

n=0 n=>0
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és |Am" LA™ < ||]ATTA||™F! = 0. Ez azt jelenti, hogy a sor 5 Gsszege eleget
tesz az S(AI — A) = (A — A)S = I feltételnek, tehdt A — A inverze.
O

Legyen X egy normélt tér, A € C és A € B(X). Haa AT — A linedris operatornak
nincsen korlatos inverze, akkor azt mondjuk, hogy X az A spektrumdban van. A-
Neumann-féle sorfejtés szerint A spektruma korldtos halmaz, és a {z € C: 2| €
I|4]]} korlemez része. A spektrummal részleteiben csak a kovetkezd fejezetben
foglatkozunk.

5. lemma: Legyen X normdlt tér és Y egy Banach tér. Ha Xo C X siirt; altér és
A € B(Xy,Y), akkor egyértelmdbien létezik A-nok egy A € B(X ,Y) kiterjesztése, €s
HAll = [1All.

Bizonyftds: Tetsz8leges x € X esetén van olyan Xp beli (z,) sorozat, amelyre

z, = z. Ekkor ||Az, — Azx| = [|A{zn — Tl < Al [|£n — Zm||, tehdt Az,
Cauchy-sorozat és limeszét definidljuk gy, mint Az.

O

7. tétel: Legyen X egy normdlt tér. Ekkor létezik egy X Banach-tér és egy ¢ :
X — X linedris izometria, amelyre o(X) siird X-ban.

Ha az z € X pontot azonositjuk a t(z) € X ponttal, akkor X-ot X b8vitéseként
foghatjuk fel. A tételt a szigort értelemben nem bizonyitjuk be, de vazoljuk a
bizonyitas f6 gondolatat. (Egy mésik bizonyitds a mésodik dudlisba val6 bedgyazds
segitségével adhato.)

Ha X-ben vannak nem konvergens Cauchy-sorozatok, akkor azoknak limesz
pontot kell biztositani X-hez jabb pontok hozzévételével. Ha (zn) és (yn) X-
beli Cauchy-sorozatok, akkor X-ban konvergensek lesznek, de ugyanaz lesz a li-
mesziik, ha lim ||z, — ¥al| = 0. X-ot dgy definidljuk, mint az X-beli Cauchy-
sorozatok ekvivalencia osztdlyainak halmazat, ha (2n) ~ (yn) alim|lzn —yall = 0
esetben. ¢ az z € X ponthoz az (z,%,%,...) sorozat ekvivalencia osztdlydt adja
meg. X-n linedris tér struktirdt és normét kell értelmezni, amit az ekvivalen-
cia osztélyok reprezenténsai segitségével tesziink. Példdul, ha (zn) s (z,) X-beli
Cauchy-sorozatok, akkor

(@) + (ah) = (@ +3y) 6 [(za)ll = lim|lzall.

Ezek a definicidk jok, mert ha (zn) ~ (¥n) és (z3,) ~ (y), akkor (zr + Yn) ~
(z!, + 1), tovabba lim |Jz,]] = lim ||yal\.

1(X) stirli X-ban: Legyen (z.) egy Cauchy-sorozat. Tetszbleges ¢ > 0-ra van
egy N kiiszobindex, amelyre ||z, — @m|| <&, han,m 2> N. Tekintsiik a konstans
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TN, ZN, ... sorozatot. Ez i(X)-ben van és legfeljebb & tdvolsdgra van (z,)-tél.
Ezekutan még meggondoldst igényel X teljességének beldtasa.

Azt mondjuk, hogy a X Banach-tér az X tér teljes burka.

14. példa: Legyen X az [a,b] kompakt intervallumon értelmezett polinomok tere
az

llpll = sup{jp(z)| : a < = < b}
norméval. X teljes burka a Cla, b] tér. Valéban, ez Banach-tér és a Weierstrass-féle

approximacids tétel szerint X stirit C[a, b]-ben.
a
15. példa: Az {a,d] intervallumon Lebesgue-értelemben integralhaté fliggvények

terét is értelmezhetjiik teljes burokként. Ha Cla,b]-t nem a szokdsos, hanem a
Riemann-integrallal adott

b
11l = [ (@) da

normaval tekintjiik, akkor (Cla,b], | - |l1) teljes burka az integrilhaté fiiggvények
L[a, b] tere.

Nem csak az integralhaté fiiggvényeket, de magit a Lebesgue-integralt is

értelmezhetjiik igy. A folytonos fiiggvényeken tégladsszegek hatarértékeként
értelmezett integral folytonos linedris funkcional:

INCEE [ 1s@lds =51

A 5. lemma szerint a funkciondl kiterjeszthets a teljes burokra, L'[a,b]-re. Teh4t
ha g € L![a,b], de g nem folytonos, akkor g integralja méir nem tégladssze-
gekkel van értelmezve, hanem elég kézvetett médon. “Keresiink” egy folytonos
fiiggvényekbdl 4ll6 f,, sorozatot, amely || - [|; norméban konvergél g-hez és g in-

tegrélja az [ ab fr(z) dz sorozat hatérértéke.

O

8. tétel: (Nyilt leképezés tétele) Legyen X, és X, Banach-terek. Ha A €
B(X1, Xs) riképezés, akkor nyilt halmazt nyft halmazbe visz.

A tétel kdvetkezménye, hogy Banach-terek kozotti kdlcsdndsen egyértelmi
korldtos réképezésnek az inverze is korlatos.
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Legyen X és Y normalt tér és A egy linedris leképezés az X tér D(A) alterérél az
Y térbe. Az {(z,y) : # € X,y € Y’} parok linedris teret alkotnak a koordinatdnkénti
miiveletekkel és

Gz, )l == ll=ll + llll

norma ezen a téren, amelyet X @ Y-nal jeldlhetiink. Ha X és Y teljes, akkor X @Y
is az. Az A operdtor grafja ennek a térnek az

I'(A) := {(z,Az) : z € D(4)}
altere. Ha I'(A) z4rt, akkot A-t zdrt operdtornak mondjuk.

9. tétel: (Zart graf tétel) Ha X,Y Banach terek és A: X =Y a teljes X téren
értelmezett zdrt operdtor, akkor A korldtos.

Bizonyitds: A feltevésekbdl kivetkezik, hogy X &Y Banach-tér. [(A) tehdt
egy Banach-tér zért része, és maga is Banach-tér. Az (z, Az) — z leképezés a nyilt
leképezés tétele szerint nyilt, ezért inverze korldtos, azaz

Clizlt = (ll=ll + [|A=]))-

Ez az egyenlétlenség A korldtossagat mutatja.
0

10. tétel: (Az egyenletes korldtossig tétele, Banach-Steinhaus-tétel) Le-
gyen X egy Banach-tér ésY egy normdlt tér. Ha A; € B(X,Y) (t € T) korldtos
linedris leképezéseknek olyan cselddjo, hogy '

sup{||4:z|| : t € T} < +c0
minden ¢ € X esetén, akkor sup{||4:|| : ¢t € T} < co.

16. példa: Legyen X agzoknak a folytonos f : [-m,7] = R fiiggvényeknek a tere,
amelyekre f(—=n) = f(«). Ez Banach-tér a maximum normara nézve. Az X-beli
fiiggvényeket Fourier-sorba lehet fejteni: f € X Fourier-sora,

oo o
E G SInMT + E b, cosmz
m=1 m=1

ahol
1 7 1 ("
O 1= — f(z)sinmazdz és by : '

2 | _

= f{z) cosmz dz
2 J_ .
A Fourier-sor n-edik részletdsszege

n T .
A.(f) = Z.ansinmm + Z b, cosmz. .
- om=]

m=1
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Apn egy korlatos linedris X — X operdtor. (Kénnyii becslést adni a normyara, de
korldtossdga abbdl a ténybél is kdvetkezik, hogy véges rangi.)

An(f) — [ azt jelenti, hogy az f fiiggvényhez a Fourier-sora egyenletesen kon-
vergdl. Ha ez minden fiiggvényre fenndll, akkor az egyenletes korlatossig tétele
szerint sup{||A.|| : n € IN} véges. Megmutatjuk, hogy nem ez a helyzet, tehat kell
lenni olyan folytonos X -beli fiiggvénynek, amelynek a Fourier-sora nem konvergil
egyenletesen.

Tekintsik az

cos T cos 2z cosnx
Fale) = T L
-1 1
cos(n + 1)z cos(n + 2)z cos(2n + 1)z
1 2 T

trigonometrikus polinomot. A

cost coss = 2sint+ il n
N 2 2
azonossag alapjin
sin kx

z) = 2sin(n + 1)
fa(z) (n m; -

Megmutathaté®, hogy | fu(z)| < 4/7. Mivel

cosxz  cos2z 4 cosSn
n—1 7 1

8 ||Anfall > |Anfn(0)|, azt kapjuk, hogy

Anfn(x) =

An(/s oy
> > 22505

Ez jol mutatja, hogy [|A.|| = co.’
Az f fiiggvény folytonossdgi modulusa
w(8) :=sup{if(z) — f(»)|: |z —y| < 8}

Ha lims o w(d)logw(é) = 0, akkor igaz az, hogy Anf —+ f, azaz § Fourier-sora egyenle-
tesen konvergdl. Természetesen folytonosan differencidlhaté fiiggvények esetében ez igy
van.
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2.3 A dudlis tér

Az X normalt tér X* dudlisa az X-en értelmezett korldtos linedris funkcionalok
tere’. X* a b. tétel értelmében Banach-tér.

17. példa: Tekintsiik IR"-et a p-norméval, 1 < p < co. Legyen ¢ € (R™,1] - ls)"
Ha
(0@, . o1 118 g+ olm) = ¢,

akkor a linearitds alapjdn
n
p(z) =Y Thek,
k=1

a  funkcionélt egyértelmien megadhatjuk a.c € R™ vektorral. Hap~l+¢7 1 =1,
akkor a Holder-egyenlétlenség szerint '

n
(@] = |3 suee] < llall llelly
k=1 -

ezért ||| < |l¢|lq- Mésrészt legyen @y = sign(eg)|ex|?”!. Ekkor

n

o) = lexl? = llellf = llcllgli=lly,

k=1
ugyanis |||, = liclli~*. Tehat [kelt = [lelq-
Egy izometrikus megfeleltetést létesitettiink a (IR", || - )" és a (R™ 1l - llg)

terek kozott:
(IRnan ' ”P) = (]Rn,lg ) ”q)

Kozvetleniil 1athato, hogy ez az 6sszefﬁggés p=1és p= oo esetén is fenndll.

a

18, példa: Legyen 1 < p < co és az £F tér duslisat akarjuk meghatdrozni, az elézd
példa gondolatmenetét kovetve. Ha ¢ € (€7)*, akkor

(0, ..., 0= 1® g+D) ) = ¢

egy ¢y, sorozatot hatiroz meg, amellyel o(z) kifejezhetd. A linearitds és a folyto-

nossag alapjin
(o)
plz) = kack.
k=t
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Legyen
n
(,On(:li) = Za:kck.
k=1

Mivel ez ¢ megszoritdsa egy altérre, |||l < |koll. Masrészt az elézé példahol

tudjuk, hogy
n 1/
lhonll = [ Jexl] .
k=1

Ebbdl adédik, hogy ¢ € £2 és ||o|| > [le]l,. A forditott egyenldtlenség most is
egyszertien kdvetkezik a Holder-egyenlstlenséghél. Megdllapithatjuk, hogy (£P)* =~
£9, ha p~' + ¢=! = 1. Ebbdl az is kovetkezik, hogy £7 terek teljesek.

]

Legyen (X B, 1) egy mértéktér. (Erre vonatkozéan lisd a Fiiggeléket.) Ha
I < p < +oo-re, akkor I?(X, B, u) = {f : X = C: |f|P integralhaté p-re}. Ezen
a téren értelmezhetiink egy normét IR™ p normajshoz hasonléan:

= [ [ 1@ el " | @2312)

(Valéjdban csak akkor kapunk normst, ha a majdnem mindeniitt megegyez
fiiggvényeket azonosnak tekintjiik.) Az 1. szakaszban megfogalmazott Minkowski-
és Holder-egyenlbtlenségek érvényben maradnak. Az LP(X,B,p) téraz X = IN és
a szdmldlé mérték valasztdsdval visszadja az P sorozatteret is. Ezért a kdvetkezd
tétel az £P tér dudlisat adé példa ltalinositdsa. -

11. tétel: Hap € LP(X, B, p)* valamely (X, B, p) o-véges mértékidrre, és1 < p <
00, akkor létezik egy g € LI(X, B, ) fiigguény, amelyre

o(f) = [ F@)9(a) dus(z)

és lloll = llgllg, tovdbbd 1/p+1/q = 1.

A p = 2 eset azért érdekes, mert akkor ¢ = 2, tehat az L¥*(X,B, ) tér
dudlisa 6nmaga. Ez egy olyan fontos eset, hogy kiilén fejezetet szanunk neki. (Az
L*(X, B, p) tér talén a “legfontosabb Hilbert-tér”, és minden Hilbert-tér megkap-
haté ebben a forméban a mértéktér alkalmas megvélasztisdval.)

Az LP(X, B, u) terek 1 < p < oo esetén mind egy norndlt tér dudlisai, tehit az
5. tétel értelmében teljesek.
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Riesz Frigyes (1880-1956) Budapesten, Gottingenben és Ziirichben tanult,
Kolozsvéaron lett professzor, majd 1920-ban a Kolozsviri Egyetemmel egyiitt
Szegedre koltozott. Szegeden Haar Aliréddal egyiitt hozta létre a Bo-
lyai Janos Matematikai Intézetet és az Acta Scientiarium Mathematicarum
folyéiratot. Riesz a funkciondlanalizis egyik megteremtdje volt. Dolgoza-
tait nagyon jé matematikai {zléssel, elegans stilusban irta, nem volt hive az
onmagdért torténd dltaldnositasnak. .
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A folytonos fiiggvények terének duélisit Riesz Frigyes tétele adja meg. A tétel
megértése némi mértékelméletet tételez fel, ami a Fiiggelékben megtalalhats.

12. tétel: (Riesz-féle reprezenticiés tétel) Ha v € Cgla,b]*, akkor
egyérielmien létezik olyan komplex értéki g : [a,b] — C fiigguény, amelyre

wwﬂw{me%ammnwm,a=%<h<m<%=%
és o(f) = fab f(z)dg(z).

Figyelem: A f: f(z) dg{x) Stieltjes-féle integral, értelmezése a Fiiggelékben van
kifejtve. A tétel szerint a g teljes valtozdsa [|p||. Ha v([t, s)) := g(s) — g(t), akkor v
kiterjeszthetd az intervallumokrdl az [a, b] intervallum Borel-halmazaira o-additiv
komplex mértékké. Ezt a tényt belefogalmazzuk a tétel egy masik véltozatiba,
amely a pozitiv linedris funkciondlokat allitja el$ integralként.

13. tétel: (Riesz-féle reprezentéciés tétel) Legyen v : Crla,b] = IR olyan
linedris funkciondl, amelyre f > O esetén @(f) > 0. Ekkor létezik olyan o-additiv
mérték [a,b] Borel-halmazain, amelyre

b
WD = [ 1@ duta).

Tovdbbd p([a,b]) = |l = »(1).

A Riesz-tétel mdsodik forméja azért eldnySsebb, mert kiterjeszthetd
altaldnosabb terekre, az [a,d] intervallum helyére kompakt metrikus teret is te-
hetiink. .

14. tétel: (Hahn-Banach-tétel) Legyen X egy normdlt tér és Xo linedris altere
X-nek. Ha p € Xg korlitos linedris funkciondl Xo-on, ekkor létezik p-nek olyan
@ € X* kiterjesztése, amelyre ||@|| = |||

A tételt nem bizonyitjuk, csak hangstlyozzuk, hogy a kiterjesztés
egyértelmiiségérél nincsen sz6.

Mint mér kordbban is emlitettiik X* a 5. tétel értelmében Banach-tér. Fzt a
tényt felhaszndlhatjuk arra, hogy a 7. tételre egy mdsik bizonyitést adjunk.

Az X* Banch-tér dudlisa X**, X mésodik dudlisa. Ha z € X, akkor
értelmezhetiink egy F, € X** funkciondlt az F, () := (z) képlettel, ¢ € X*.
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Az z — F hozzarendelés linedris és izometrikus:

|1 Fzll = sup{l(2)] : llell = 1} = |zl

Valéban, |o(z)| < [l¢| llzll, és a Hahn-Banach-tétel kévetkezményeként minden
z € X vektorhoz van olyan ¢ € X* funkcional, amelyre ||| = 1 és @(z) = ||=||.
Ha a 7. tételben szereplé ¢ leképezésnek az x - F; hozzdrendelést, X-nek pedig
X** Banach-tér {F; : € X} linedris alterének lezdrdsat vélasztjuk, akkor a tétel .
allitdsa teljesiil.

19. példa: Legyen £ a korldtos szamsorozatok tere a
l#loo := sup{|za| : n € IN}

norméval, és legyen a ¢ 3 konvergens sorozatokbdl 4llé altér. Ertelmezziink c-n egy
i funkciondlt a
plz) :=limz,

képlettel. ¢ korldtos, |l¢|| = 1. Ezért a Hahn-Banach-tétel alkalmazdsdval kap-
hatunk egy olyan ¢ lindris funkciondlt, amely konvergens sorozatokhoz éppen a
hatérértékiiket rendeli. @ olyan, mint egy altaldnositott limesz, amely azonban
messze nem egyértelmfi. Végtelen sok lehetséges ¢ funkciondl van, példdul @ értékét
az1,-1,1,—1,1—1,... sorozaton tetszéleges -1 és 1 kozé esd szamnak eléirhatjuk.

Legyen ¢ egy altaldnositott limesz. Ekkor @(m)- nem adhaté meg >, Tncn
alakban valamilyen ¢ € £! sorozattal. Ez a tény azt mutatja, hogy £°° duélisa
b&vebb, mint £,

]

2.4 Multinormalt terek

Legyen X egy valds, vagy komplex linedris tér. Ha adott X-en pozitiv funk-
cionaloknak egy olyan p; : X — R* csalddja, i € I, amelyre

(i) pi(Az) = |A pil=)
(ii) pi(z +y) < pi(w) +pily)

(iii) = € X és z # 0 esetén van olyan i € I, hogy pi(x) # 0,
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akkor X -et multinormalt térnek nevezziik, (Multinormalt tér helyett lokdlisan
konvex topologikus vektorteret is szoktak, illetve lehetne, mondani.) Az egyik
alapvetd példa a kivetkezd. '

20. példa: Multinormélt teret képez S(R™) a 2. példsban értelmezett Dm,r funk-
ciondlokkal.

a

Az (X,pi,i € T) multinormilt térben az Zn € X sorozatra &, — z € X, ha
Pi{# — z,) —» 0 minden ¢ € I esetén. Az (X,pi,i € I), (Y,q;,j € J) multinormalt
terek kdzotti f leképezést folytonosnak nevezziik, ha z,, — x esetén flzn) = f(2).

21. példa: Ha o = (a1, 02,...,0,) és 8 = (B,... »83n) multi-indexek, akkor le-

gyen
ra,5(f) = sup {|¢%D” f(z)| : x € R"}

az f € S(IR") fiiggvényekre. (z* az 2] 232 ... 22~ fiiggvényt jelenti.}) A Schwartz-
tér az ro g funkciondlokkal egy multinormalt teret képez, éppen gy, mint a fenti
Pm,r funkciondlokkal. Megmutatjuk, hogy a két tér topologikusan ekvivalens,
azaz. ugyanazok benniik a konvergens sorozatok.

Pma(f) <Y sup {1+ ||zl D?f(z)] : = € R™)
18| <r

> > (T) sup {[|zlI*|D? £(2)] : z € R™}

|8l<r i=0

> i (?)Ta(i),ﬁ(f)

IBI<r i=0

IA

ha ofi} = (24,24,...,2i). Az egyenldtlenség vildgosss teszi, hogy ha ro 5(fn) — 0
minden « és 8 multi-indexre, akkor p, »(f,) = 0 barmilyen m, pozitiv egészre,

Ha m-et elég nagyra vélasztjuk, akkor (1 + ||z||2)~™ a végtelenben eltiing és
ezért, korldtos fiiggvény. Alkalmas C konstanssal

|2* DP | < C(1 + [|ali3)™1 D £

tehat
7a,8(f) < CPmo(DP f) < Cppmya(f) -

Ebbdl 1atszik, hogy ha pm,(fn) — 0 minden m,r € IN-re, akkor o g{(fn) — 0
minden «, § multi-indexre.

D kT
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O
22. példa: Megmutatjuk, hogy S(IR™) C L}{IR"™). Ugyanis f € S(IR")-re
| [r@a] < [avieb™ ot ebliold
[+ sl do x sup(1 + Il @

IA

ha k-t olyan nagynak vélasztjuk, hogy (1 + iz||5)~! integralnaté. Becsiéstink
egyrészt azt mutatja, hogy f € L'(IR"), mésrészt

£l < Cpeo(f) (2.4.13)

egy C konstanssal. Az S(IR") multinormalt teret az LY(IR™) normélt térbe képezd
bedgyazas folytonos.

O
23. példa: Az f € L(IR™) fiiggvény Fourier-transzformaltjat a
7 1 —i{t,=
0 = Gy | 1 a) s (2419)

képlet értelmezi, (z,t) = 3, z;t;. Vildgos a definiciébél, hogy f korltos:
- 1 . 1
< - —i(t,2) p¢ — ______f

A dominalt konvergencia tételbdl adédban f folytonos fiiggvény.

Prébaljuk differencidlni f—ot az egyvaltozds esetben.

F—f@)y 1 ferits—emit
t—-t 27r/ e AOLE

Ha a # — t hatértmenetet akarjuk végrehajtani, akkor integralhat$ majordnst
kell keresniink. Az integrandusban lévé differenciahdnyados —ize 1*®-hez tart.
Amennyiben zf(z) integrathaté
d —

E‘; = —izf(x). (2.4.15)
Ezt iterdlva jutunk oda, hogy ha z"f(z) integralhato, akkor f Fourier-
transzformaltja n-szer differencidthaté. (Minél gyorsabban tart f a O-hoz a
végtelenben, anndl simabb a Fourier-transzformaltja.)
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A (2.4.15) képlet levezetéséhez hasonléan lathatd, hogy az n valtozés esetben
= (o1,0;...,0an) é8 8 = (B1,...,Bn) multi-indexekre

(i)Bltlele pB fgy = f e Do (4B £ (1)) d: . (2.4.16)

1
(2,"-)11/2

Ebbdl vilagos, hogy a Fourier-transzformacié az S(IR™) teret nmagaba képezi, de
meg akarjuk mutatni a Fourier-transzformdcié folytonosségat is.

t*DPf()] < C’f(l +il2ll2) (1 + llelI3)*D* (= £ (2)) do
C'sup{(1 + ||z[3)*|D*(=" f (z)| : = € R"}

IA

ha k olyan nagy, hogy (I + {|z||2)* integralhaté. Ekkor

Ta,ﬁ('f) < C.{"pk,r (mﬁfn(m))
ha r > |a). Amennyiben f, — 0, akkor z# f,,(z) — 0 és prr (TP fulz)) — 0. Az
elébbi egyenlbtlenség miatt r, g(f) — 0.

O

A Fourier-transzformécié az S(IR) Schwartz-teret énmagéba viszi. Megkérdezhetd,
hogy a Fourier-transzformaciénak mint

(S, I lls) =+ (SR, || - llg)

leképezésnek mennyi a norméja a kiillonbdzd 1 < P,q < oo értékekre, azaz a

|17 i) B
|

i f#0, f € S(R)
/ |f(m)|"dm]

Clp,q) = sup

szamra vagyunk kivdncsiak. A kovetkezd fejezetben tirgyalt Plancherel-tétel azt
mondja, hogy C (3, ;) = 1. Ha p és ¢ nem konjugéltak, vagy p > 2, akkor C(p,q) = +oo.
Amennyiben konjugaltak, és 1 < p < 2, akkor

o= &

Az eredményt Beckner Dbizonyitotta 1975-ben a i(lasszikus Hausdorff-Young
egyenl8tlenség élesitéseként. Lieb megmutatta 1990-ben, hogy az

1lle = C, )| fll,

egyenlség (az 1 < p < 265 f # 0 esetben) csak Gauss-fiiggvényekre teljesiil, tehdt
f(x) = Aexp(—Bz® + Cz). &
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Az 8 multinormalt tér folytonos linedris funkcionaljait temperalt disziri-
buciéknak nevezziik, ezek alkotjik az S' teret. Egyébként S’ is multinormalt

tér.

A Fourier-transzformécié a dualitds segitségével értelmezhetd a temperalt

disztribucidkon. ?

2.5 Gyakorlé feladatok

1.

10.

11.

A normanak melyik tulajdonsigai teljesiilnek a Cla, b]-n értelmezett

p(f) = 1£(b) — f(a)l

funkcionalra?

. Legyen p, és py két norma egy linedris téren. Igazoljuk, hogy p(z) = p1 (z)+

p2(z) és g(z) = max(p:1(z), p:(x}) ugyancsak norm4k!

Bizonyitsa be, hogy ha z,, — T és y, — y egy normalt térben, akkor zn+yn —
z +y!

. Bizonyitsa be, hogy ha z, — z egy normdlt térben és A, — A egy

szamsorozatra, akkor A,z, — Az!

. Bizonyitsa be, hogy ha z, — z egy normalt térben, akkor n Mz + z2 +

i) @l
Igaz-e, hogy fn(z) = nz/(1 + nz?) Cauchy-sorozat C[0, 1]-ben?

Mutassa meg, hogy normalt térben Cauchy-sorozatok Osszege Cauchy-
sorozat!

. Mutassa meg, hogy ha egy normélt térben minden Cauchy-sorozatnak van

konvergens részsorozata, akkor a tér teljes!

. Konvergensek-e a C[0, 1] térben a kivetkez sorozatok a. z,(f) = 1" — gt

b. yn(t) =" — 27

Konvergens-e az z,(t) = t*71/(n+1) —t*"*2/(n + 2) sorozat a C[0, 1] illetve
C[0,1] terekben? (A C'[0,1] térben

1]l == sup{|£() : 0 < & < 1} + sup{|f'(c) -0 < & < 1}
a norma.)

Z4rt alteret alkotnak-e C[0,1}-ben a. a legfeljebb n-edfoki polinomok, b. a
pontosan n-edfoki polinomok?
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Nyilt halmazt alkotnak-e C[a,b]-ben az olyan f fiiggvények, amelyekre
[F(D] <17 (a < t < b rogaitett sz4m.)

A kétvéltozés polinomokon tekintsiik a
llp(z, ) == sup{|p(z,y)| : 0< 2z < 1,0 <y < 1}.
Folytonos-e az igy kapott normélt-téren a

PY
0?z0y

differencidloperator?
Igazolja, hogy normélt térben konvex halmaz lezarasa is konvex!

Legyen A és B két konvex halmaz egy normdlt térben. Az AUR, ANB és
A + B halmazok koziil melyik konvex?

Igazolja, hogy az £2 térben az alibbi halmazok konvexek: a {zet?: |a,)<
27"}, b {z € £2 1 Y n?|z,f? < 1}.

Az f+ f(1) funkcionsl folytonos-e a C[0, 1] illetve L2 [0, 1] tereken?

Legyen X, és X, két normélt térés A : X; — X, B : X1 = X» két folytonos

linedris leképezés. Igazolja, hogy {z € X| : Az = Bz} zart linedris altér
Xi-ben!

A folytonosan differencilhat6 [a, 5] — IR fiiggvények terén legyen

b b 1/2
um:UJ%m+fumfﬂ .

Igazolja, hogy ez norma! Banach-teret alkotnak-e a folytonosan diffe-
rencidlhaté fliggvények ezzel a normaval?

Lehet-e egy Banach-tér valédi részhalmaza egyidejlileg zart és nyflt?
Mutassa meg, hogy .

u) = [ s
C[0, 1] folytonos linedris transzformacisjat értelmezi!

Létezik-e olyan folytonos linedris funkcion4l a korlatos sorozatok £°° terén,
amely konvergens sorozatokhoz a hatérértékiiket és az 1,-1,1,—-1,... soro-
zathoz a ¢ € IR szdmot rendeli?
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23.
24.
25.

26.

27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.
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Igazolja, hogy f,g € Coo(IR™) esetén f - g € Coo(IR™)}!
Igazolja, hogy f,g € S(IR™) esetén f - g € S(R")!

Igazolja az 1. lemmat! (Utmutatas: Adjon geometriai interpretaciét az

Alzfch_ldazz— és Ag:fyq"ldy:—'

0 P 0 - q
teriileteknek, gondolva arra, hogy az zP~! és az y9~! fiiggvények egymds
inverzeil)

Tekintsiik a €™ téren a || - ||, normakat. Adjunk meg olyan C, és C szdmokat,
hogy || - llp < Cill - Il < Call - llps 1 < py7 < 00

Mutassa meg, hogy integrélhatd fiiggvény Fourier-transzformaltja folytonos!

Tekintsitk a matrixok M,(IR) téren a || - ||, p-normat és a || - || operdtornormat.
Adjunk meg olyan C; és Cy szamokat, hogy || - [l < Cill - || £ Calf - I,
1<p < oo

Legyen X a C[0,1] tér polinomokbdl 4llé altere. Folytonos-e X-en a diffe-
rencislis linedris operator? .

Legyen X és Y két normalt tér. Az {(z,y) : z € X,y € Y} pérok linedris
teret alkotnak a koordinatankénti miiveletekkel. Mutassuk meg, hogy

Gl = llzll + Nyl és Nl mlle == VIiel® + llyll?

ekvivalens normak ezen a téren!

Legyen P a valds egyiitthat6s polinomok tere ellitva a

llpll == sup{lp(z)| : 0 < & <1}

norméval. Igazoljuk, hogy az f : p —+ p(2) funkciondl linedris, de nem folyto-
nos P-n!

Legyen ¢ : Cg[0,1] —+ € olyan komplex linedris funkcional, amelyre |l¢|| =
(1) = 1. Mutassa meg, hogy f > 0 esetén @(f) > 0. (Utmuta,tas a.
—1 < g < 1esetén ||g £ni|| < vn?+1 ezért [ip(g) £ ni| < vni+ 1. b. Az
eléz6 g fiiggvényre p(g) € [~1 ,1]. ¢ Legyen 0 < f < 1¢és alkalmazzuk b-t
azg=fésg=2f-1 fuggvenyekre) '

Legyen f egy linedris funkciondl egy E normélt téren. Igazoljuk, hogy f
pontosan akkor folytonos, ha kerf := {z €E: f(z) = 0} zért linedris altér!
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Igazoljuk, hogy minden véges dimenziés normalt tér Banach-tér!

Legyen Co(IR™} a végtelenben eltiiné folytonos fiiggvények vektortere a sup
norméval. Banach-tér ez?

A kompakt tartéja IR-en értelmezett folytonos fiiggvények vektorterst a, sup
normdval tekintjik. Mi a tér teljes burka?

Az IR™ téren tekintsiik a p-normakat. Mutassuk meg, hogy

el — (el
Jim [zl = flz]leo

Mutassuk meg, hogy £* C ¢2, de van olyan £2;beli sorozat, amely nem £1-belj!
Mutassuk meg, hogy az £* tér teljes!

Jeldlje ¢ a konvergens komlex szdmsorozatok terdt az [z]lco = sup{|zn{}
normaval. a; Mutassa meg, hogy a tér teljes! b. Irja le a c tér dualisst!

Legyen g € C{0,1] és értelmeszziink egy A : C[0,1] = C[0, 1] linesris operatort
az Af(z) = g(z) f(z) képlettel. Mi A spektruma?

Figg-e egy linedris A : IR® — R™ transzformécis spektruma attdl, hogy
melyik || - ||, normat tekintjikk IR™-en, 1 < p < oo?

Igazolja kozvetleniil sorfejtéssel, hogy egy korldtos A operstorrra (e#)? = 24}

Legyenck A és B egy Banach-tér feleserélhetd operatorai. Mutassuk meg a
hatvénysorok dtrendezésével, hogy exp(A + B) = exp Aexp Bl

Szdmoljuk ki a ¢ — sin(tA) figgvény Frechet-derivéltjat, ha ¢ € R és A egy
Banach-tér korldtos operatoral Altalanositsuk az eredményt)!

Legyen K C IR™ konvex zart halmaz és
Flz) =inf{llz —ylls : y € K}.
Szamolja ki az F : R™\ K — R funkcionsl dF(z, h) Gateaux-differencidljit!

Mutassuk meg, hogy egy Banach-tér nyilt halmazin értelmezett operdtor
folytonos azokban a pontokban, ahol Frechet-értelemben differencidlhato!

Legyen S konvex halmaz egy Hilbert-térben. Mutassa meg, hogy az
Fz) =inf{llz -yl : y € S}

konvex funkciondl. (F(z) az z pontnak az S halmazté! vals tavolséga.)




a6

49,

50.

51.

52.

53.

2. FEJEZET. NORMALT TEREK

Tekinysiik a C™ teret a p-norméval, 1 < p < 00, és legyen K C C" egy konvex
zért halmaz. Milyen p értékekre teljesiil a Hilbert-térben megfogalmazott
Riesz-lemma allitdsa?

Mutassuk meg az 22. példat kovetve, hogy az S(IR"™) multinormalt térnek az
LP(IR"™) normalt térbe valé bedgyazas folytonos!

Legyen p egy valds egyiitthat6s polinom és tekintsiik azt a P : My(R) - R
funkciondlt az n x n-es matrixok terén, amelyet a

P(A) ="Trp(A)
képlet értelmez. Mutassa meg, hogy dP(A,H) a Gateaux-differenciél
Tr p'(A)H!

Legyen p egy valés egyiitthatés polinom és tekintsiik a P : M, (IR) — M, (IR),
A+ p(A) leképezést az n X n-es matrixok terén. Mutassuk meg, hogy ha
A = Diag (A1,. .., An) diagondlis matrix, akkor a dP(A) Frechet-derivlt az
aldbbiak szerint adhaté meg!

dP(A)(H)iy; = HijLij
ahol

Ly = Ai— Ay

p’()\i)1 ha Ai - /\j .

(Utmutatés: Elészor végezzik el a szdmoldst az p(x) = s™ esetben, majd
alkalmazzuk a linearitdst!)

Mutassa meg, hogy Cla, b] szeparabilis! (Egy teret szepardbilisnek mondunk,
ha van-benne megszdmldlhatd siird halmaz.)



Harmadik fejezet

Hilbert-terek és
korlatos operatoraik

Az absztrakt Hilbert-tér fogalma a kvantummechanikival egyidében alakult ki,
jelentds részben Neumann Jénos munkdiban. A Hilber-tér lényeges eleme a belsé
szorzat, ami a vektorok skaldris szorzatdra emlékeztet. A Hilbert-tér maga az
euklideszi tér végtelen dimenzids dltaldnositdsa. A belsé szorzat meghatiroz egy
tdvolsidgot a téren, az euklideszi esethez hasonléan.

3.1 Nevezetes Hilbert-terek és nevezetes bazisok

Legyen H egy linedris tér a komplex test felett. A kétvaltozds (-, ): H x H = €
fiiggvényt bels6 szorzatnak nevezziik, ha

(1) {(z+y,2) = (z,2) + (y,2) (z,y,2 € H)
(2) (Az,y) =Xz, y) A €CT, z,y€H)

() (z,9) = {y,2) (z,y € H)
(4} {(z,z) > 0 barmilyen = € H esetén, és az egyenldség csak = = 0 mellett 4ll
fenn.

Az (1-2) tulajdonsdgok azt jelentik, hogy a bels8 szorzat konjugalt linedris az elsé
valtozéban. A (3) tulajdonsdg maga utdn vonja, hogy a masodik véltozéban pedig
linedris.
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A belsé szorzat (3) és (4) tulajdonsigaibdl kivetkezik, hogy
0 < (z+ty,z +ty) = t2(y,9) + 2tRe (z,3) + (z, )

minden ¢t € IR szdmra. E t-ben mésodfokid kifejezés diszkrimindnsa nem lehet
pozitiv, ezért
2
(Re (z,9))" < {z,2) (v,9)-

A jobboldal érzéketlen y-nak egy abszolut értékii komplex szammal valé meg-
szorzésara, amivel a balodalon |(z,y)|?-t kaphatunk. Igy

@) < (@) @) | (3.1.1)

A belsé szorzat az
loll = V@3 (312)
formuldval normat hatiroz meg. Az

lz +yll < lll] + llgll

haromszdgegyenlétlenség teljesiilése a (3.1.1) egyenlStlenség kdvetkezménye.
Egyébként maga (3.1.1) a norma jeldléssel az

(=93 < Nzt lyll
alakot olti.
Ha H teljes a normabdl adéds
d(z,y) =: ||z -yl

tavolsdgra nézve, akkor a (¥, (-, -}) part Hilbert-térnek nevezziik. Ha tgy
gondoljuk, hogy viligos mi a belsé szorzat, akkor rendszerint H Hilbert-térrét
beszéliink.

1. példa: A legegyszeriibb példa a komlex szdm n-sek tere: C". Itt a belso szorzat
{z,y) = S5, T:y; nem més mint a vektorok szokdsos skaldris szorzata.

]

2. példa: Legyen (X, B, ) egy (o-véges) mértéktér (lisd a Fiiggeléket) és L2 ()
a megfeleld L*-tér, a négyzetesen integralhaté fliggvények tere. Az

mw=[ﬁ%m¢M)
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belsé szorzattal egy Hilbert-térhez jutunk. A bels$ szorzat tulajdonsdgai tel-
jestilnek, a tér teljességét pedig az LP-terek altaldnos elméletébél tudjuk, ldsd a
2. fejezetet.

Ha X az R" tér és p a Lebesgue-mérték, akkor az .2 (IR™) Hilbert-térhez jutunk,
ami a négyzetesen integrathaté fiiggvényekbsl 4ll.

Ha X aT az egységkorvonal és a mérték az ivhossz, akkor L*(T) az egységkorvo-
nalon négyzetesen integralhaté fiiggvények tere, azaz az olyan f : T = C
fiiggvényeket tekintjiik, amelyekre

27
2 — ipy2 d
[1sr e | i a
véges.

]

3. példa: Az el8z8 példa L2(IR™) Hilbert-teréhez a Riemann-féle integrélon ke-
resztiil is eljuthatunk. Legyen C.(IR™) a kompakt tart6ji folytonos fiiggvények
tere. Ezen :

(1.9) = | To(e) de)

bels§ szorzat. (Az integrél egyszerit Riemann-integral.} C.(IR™) nem Hilbert-tér,
mert nem teljes. Teljessé lehet tenni a 2. fejezet 7. tétele szerint. A teljessé tétel
Banach-tér, de a belsd szorzat is kiterjeszthet6 rd. Amit igy kapunk, az éppen
L R™).

O

Bérmely két Hilbert-térbél egy djabbat konstruslhatunk. Legyen H; és My két
Hilbert-tér. Az {(z,y):z € Hi,y € Ha} pérok linedris terén .

((1,51), (%2, 92)) = {21, 3201 + (w1, 922 (3.1.3)

belsd szorzatot ad. Ebben a térben (Zn,yn) akkor és csak akkor Caychy-sorozat,
ha mind z,, mind y, Cauchy-sorozat (a Hy ill. H, terekben). Meggondolhaté,
hogy ez a tér teljességéher vezet. Az igy konstrudlt Hilbert-teret #; és H, di-
rektosszegének nevezziik, jelslésben #H, @ Hz. Az z — (z,0) leképezés Hi-bdl
Hi ® Ha-be linedris, izometrikus és még belsbszorzattarté is. Ha z € H-et és
(’E,O) € Hi @ Hz-et azonositjuk, akkor Hi-et H; @ Hy alterének tekinthetjiik.
Erdemes megjegyezni, hogy (z,¥) helyett sok esetben z @ y-t {rnak.

Ha (z,y} = 0 egy Hilbert-tér vektoraira, akkor z-et és y-t ortogonalisnak
nevezziik és az x L y jelolést hasznaljuk. Ha H C H, akkor H-L := {zeH:zLh
minden k € H-ra }. Bérmilyen H C A halmazra HL zirt altér.
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4. példa: H;@®Ha-ben H; és Ha ortogonalisak, mi t6bb Hi = Hs. (Természetesen
Hi-et és Ho-t Hy @ Ha altereiként kell felfognunk.)

[

Vektorok egy {z;} csalddjat ortomormdltnak nevezziik, ha (mia;) = 1 és
(z;,2;) = 0, ha i # j. A maximélis ortonormalt rendszer neve bdzis. A bézis
szamossiga a tér dimenzidja. . (Barmely két bézis ugyanolyan szAmossagit?)

5. példa: C™-ben a szokdsos bazis

e, = (1,0,0,...,0,0),
€2 = (0:1105"')010))
€n—-1 = (0:0307"'5170)1
en = (0,0,0,...,0,1).

C™ végtelen dimenziés analogonja az £2(IN) tér. Ez azokbdl az & = (21,72,...)
komplex szémsorozatokbdl 411, amelyekre 3 |Z|? véges.

(z,z'y = z EnT;,
n

A tér kanonikus bazisa a
6, = (0,0,...,1,0,...) (az egyes az n—edik helyen van)

vektorokbél &ll, n € IN. Gondoljuk meg, hogy {6, : n € IN}. valéban bézis. A
belsé szorzas értelmezése szerint {6,,8m) = 0, ha n # m &s ||,]| = 1. Tehét a o,
yektorok egy ortonormalt rendszert képeznek, és azt kell még megmutatni, hogy
ez maximélis, azaz nincs olyan & = (z1,%3,...) egységvektor, amely minden d,-
re merdleges. Mivel (6n,3) = Zn, csak a 0 vektor lehet merdleges mindegyik 6,
vektorra.

Maga Hilbert egyébként az £%(IN) teret tekintette “Hilbert-térként” | és sokdig a
Hilbert-féle koordinata tér elnevezés is hasznélatos volt a véges dimenzi6s euklideszi
koordinéta térrel valé hasonlésagot hangsilyozandé. A fenti absztrakt értelmezés
valéjadban Neumann Janos érdeme.

Legyen H := {z € *(IN) : z, = 0 han péros } és legyen Hy={zeH:z,=0
véges sok n kivételével }. Ekkor
HE = H" = {z € #(IN) : ¢, = 0, ha n paratlan}.

A példéban H+ = H, de Hi-+ # Ho.
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O

6. példa: Ha G tetszileges megszémléfhaté halmaz, akkor £2(G) jeléli azoknak a
G-n értelmezett f fiiggvényeknek a terét, amelyekre

19 < oo

g€C
£2(G)-n a belsd szorzat £2(IN} mint4jra értelmezhetd, és egy Hilbert-térhez jutunk.

a

Bizonyos fiiggvényterekben polinomokbél 4116 bizist lehet kontsrualni. Errél
szélnak a tovabbi példdk, amelyek egyben bevezetik a leggyakrabban hasznilt
ortogondlis polinomrendszereket, a Legendre-, a Hermite- és a Laguerre:
polinomokat.

7. példa: Az L?[-1,1] térben a folytonos fiiggvények siirl halmazt alkotnak.
Valéban, az egyik lehetséges 1t, amin eljuthatunk L?[—1,1}-hez az folytonos
figgvények C[—1,1] terén keresztiil vezet. f,g € C[—1,1]-re értelmezziik az

(f9) = [ F@gta) do
belsd szorzast egyszerii Riemann-integral segitségével, majd a

p{fg) =+ (f-9,f-g

tavolsdggal kapott metrikus tér teljes burkét vessziik. Ez lesz L2 [—1,1]. A teljes bu-
rokkal vald értelmezés miatt C[—1,1] siirli L2[—1, 1]-ben. Ugyanakkor a polinomok
siirit halmazt alkotnak a Welerstrass-féle approxim4ciés tétel szerint a C[—1, 1}-ben
az egyenletes konvergencidra nézve: Ha f € C[—1,1], akkor van olyan p, polinom
sorozat, amelyre

sup{|f(z) — pa(z)] : -1 <z <1} = 0.

Azonban

p(fipn) = \/_[_1 /(@) = pu(@}* dz < V/2Zsup{|f(2) — pula)]: -1 <z <1},

ezért p, - f a Hilbert-térben. Ez azt jelenti, hogy a polinomok stirii halmazt
alkotnak a C[—1,1]-ben a Hilbert-tér metrikdjara nézve is. Végeredményben a
polinomok siirtin vannak L?[-1,1]-ben.
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D

Az 1,z,22%,... sorozatra alkalmazhatjuk a Gram-Schmidt-féle ortogona-
liziciés eljarast: Megkeressiik az a linedris  + a1 polinomot, amely merdleges
po(z) = l-re, ez maga pi(z) := = (& = 0). Ezutdn meghatdrozzuk azt a
p2(z) = x? + aax + by kvadratikus polinomot, amely po-ra és py-re is ortogonalis. A
két, ortogonalitasi feltétel egy-egy egyenletet ad ag-re és by-re. Az egyenletrendszert
megoldva kapjuk a p2(z) kvadratikus polinimot, és igy tovébb. Ime az els8 néhény
polinom:

p(](IE) =1, pl(m) =,

1 3
p2(z) = z? — 3 p3(z) = z* - gﬂh
6 3 10 5
.4 9 9 9 5059
palz) == =T +35, pp(z) =z 52 —|—21$

Polinomoknak egy olyan p,, ortogondlis sorozatdhoz jutunk, amelynek n-edik tagja
egy n-edfoku polinom. Mivel nincs olyan fiiggvény, amely minden polinomra or-
togonalis, ez a rendszer alkalmas normdldsasal egy bézis, amelynek elemei egy
szorzéfaktortdl eltekintve a Legendre-féle polinomok.

Az n-edfokit Legendre-polinom a
1 4
Palz) = 2nnl dan
képlettel adhaté meg. A féegyiitthatd
nl (2n
2 \n /)’

és ez az a szorzétényezd, amiben P, és a fSegylitthatéra normalt pn kiildnboznek.

(z* - 1) (3:1.4)

A.M. Legendre francia matematikus volt, aki a
(1-2z%)y —2zy + Az =0

differencidlegyenletet vizsgdlta. A = n{n + 1) esetén ennek megoldisa a P, (z) Legendre-
polinom. Mésodrendd differencidlegyenletsél lévén s26, més megoldds is van, amit
méisodfaji Legendre-fiiggvénynek neveznek. Egyébként ha az egyenletnek van a
[~1, 1] intervallumon folytonos megoldésa, akkor sziikségképpen A = n{n+ 1) valamely n
természetes szdmra.

A Legendre-polinomok gydkeinek egy érdekes tulajdonsdga van., Tételezziik fel, hogy
a [—1,1] intervalumon elhelyeziink n darab “t5ltetetet” ' az w1, T2,.. ., Tn pontokban, és
a rendszer energidja

1 n 1 n
E(z1,...,%n) = — Z log |zi —z;} + EZMg]l -z + EZlogll +axi| + C
1<i<j<n i=1 i=1
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0.5T1

-0.51

A harmadfokd és a negyedfokd Legendre-polinomok grafikonja. Altaliban is
igaz, hogy a gy6kdk mindig [—1, 1]-ben vannak, a polinomok értéke 1-ben 1
és —1-ben +1.

Ez azt jelenti, hogy a tiltetek taszftani ldtszanak egymaést, mert az energia csékken,
ha tévolitjuk 8ket, gondoljuk 8ket pozitiv télteteknek. Ugyanakkor az intervallum két
végen egy-egy negativ tbltet van rogzitve, ezek a tibbieket vonzdk. A két negativ téltet
kélesdnhatdsabil adédd energist a C konstans tartalmazza. {Természetesen a két negativ
toltet helyett “killsd térrél” is beszélhetnénk.) Amennyiben az intervallum tékéletes ve-
zetd, a tdltetek a minimalis energidji elrendezést igyekszenek megtaldlni, és mi is ezt
akarjuk meghatdrozni.

E helyett e®-t fogjuk minimalizalni a szokdsos parcidlis differencidlds médszerével.

Vezessiik be az f(z) 1= (z — 1) (5 — 72)... (x — z,,) polinomot. Ennek segitdségével
a Be® [8z; = 0 feltételt

36E _ f”(iﬂi) 1 1
Be: 2 e - D) 2w+ D)

=0
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alakban frhatjuk. Azaz
1 — D) f" () — 2@ — D)f'(w:) =0

minden 1 < i < n esetén. Tehat az (1—2*)f”’(z) —2(z— 1) f'(z) n-ed foki polinom eltiinik
minden 1, T2, . .., Tn helyen. Ezért az f(z) polinomnak egy konstans szorosa. A konstans
értékét a fegytitthatok Ssszehasonlitésival kapjuk meg: {1 — 22} (z) + 2(z - 1)F ()
fSegyiitthatéja —n(n — 1) — 2n = —n(n + 1). Ezért :

(1-2%f"(z) - 2z — 1)f (z) = —n(n + 1} f(z).
Pontosan a Legendre-féle differencislegyenlethez jutottunk, amelynek polinom megoldédsa

a P,(z) Legendre-polinom. Az egyensiilyi helyzetben tehat a toltetek a Legendre-polinom
gyokhelyein helyezkednek el.

1Pa(@)l} # 1, ugyanis

f_11Pn(x)l2 dx = 2n2+1. (3.1.5)

A fenti eljérds dltaldnosithaté. Induljunk ki a
(1=z2)y™?gf  (5=0,1,2,...)

sorozatbél, aminek linedris burka siirQl L2(—1,1)-ben. Ha ezt a sorozatot ortogo-
nalizaljuk, akkor a

m 2ym /2 1 gmtm 2 n
P (z) = (1 — ) ] d$n+m($ —-1) (3.1.6)
fiiggvényekhez jutunk. Rogzitett m-re n értékeim, m+1,m+ 2,.... Vildgos médon

m = 0 adja vissza a Legendre-polinomokat. Pj*(z) neve asszocialt Legendre-
fiiggvény. TetszOleges m € Z%-ra

(e ore o n=mmrtmin ] (1)

egy bézis.

Az asszocidlt Legendre-fiiggvény P (x) kielégiti az

2
(1—az2)f" —2zf' + (n(n +1) - lez) f=0 (3.1.8)
differencidlegyenletet. m = 0-3t véve kapjuk a Legendre-féle polinomok (Legendre-
féle) differencidlegyenletét: h
(1—a®)y" — 22y +n(n+ 1)y =0. (3.1.9)

Ez egy mésodrendii differencidlegyenlet, amelynek két linedrisan figgetlen meg-
old4sa van. Azonban az egyetlen polinom megoldés a Legendre-féle polinom, P.(z).
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8. példa: Definidljunk egy u mértéket a szamegyenesen a
. 2
—00

képlettel. (u-t Gauss-mértéknek hivjik, és csak normald tényezében kiilonbozik
a valdszinliségszdmitasban megszokott normalis eloszldstél.) Mivel a mérték e—2”
stirliségfiiggvénye gyorsan tart 0-hoz +oo-ben, a polinomok sfiriin vannak az L2 (1)
térben. Most is alkalmazhatjuk az 1,z,22, 2%,... sorozatra a Gram-Schmidt-féle
ortogonalizaciét, és egy ortogonilis polinomrendszerhez jutunk.

Legyen
2 dﬂ 2 .
H, ={-1)%" —e™ % . 1.1
(z) = (-1)"% i (3.1.10)

- Teljes indukciéval konnyen igazolhatd, hogy Hn(z) egy n-edfokd polinom, amelynek
féegyiitthatdja 2™. (3.1.10)-et differencidlva kapjuk a

H)(z) = 2zH,(z) — Hppr(2) (3.1.11)

egyenletet. f(z):= e~ ismételt differencidlasaval

dn{l -1

dr d

Ezt megszorozva a (—1)”6“’2 faktorral azt kapjuk, hogy
Hpya(z) — 2zH,(z) + 2nH, (2} =0, (3.1.12)

ami lehetdvé teszi a Hy,(x) polinomok rekurz{v kiszémoldsat. A rendelkezésre 4116
egyenletek kombinaldsival kapjuk még a.

H)(z) = 2nH, (), (3.1.13)
H(z) — 2zH} (z) + 2nH,(z) = 0 (3.1.14)

tovabbi osszefiiggéseket. Ismételt parciélis.integré,lé,ssal jutunk a
d.’ﬂ.
/-e“”’an(a:)v(a:)dm = [e"mz—v(x)dm
formuldhoz, amely barmilyen v(z) polinomra érvényes. Nevezetesen, ha v(z)
fokszdma n-nél kisebb, akkor a jobb oldalon 0 4ll, tehat H,(z) meréleges minden

nila alacsonyabb fokszdmu polinomra, azaz a Hy(z), H (x), . .. ,Ho—1(z) polino-
mokra is. Ha v(z) helyébe H,(z)-et tesziink, akkor az adédik, hogy

fe_mszL(:c) dz = 2"n! /e“wz dz = 2"nl/7 .
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Ezért a normalizélt 1

V2rnly/m

Hermite-féle polinomok az L%(p) tér bazisat alkotjék.

Hp(z) = H,(z) (3.1.15)

A normalizalt Hermite-féle polinomokbdl kénnyen kaphatunk az L*(R) térben
is bazist: :
z2y -

wnlz) = exp ( - -—2—) Hp(z) (3.1.16)

Az ortogonalitasi relécick egyszeriien redukilédnak a Hermite-féle polinomok tu-
lajdonsdgaira. Néhény Hermite-fiiggvény grifja az 4bran lathatd. '

A wo,91,92 65 p3 Hermite-fﬁggvények grafikonja. o lapos haranggdrbe
alakd, dltaldban ¢, pdros figgvény, ha n péros és paratlan, ha n is az.
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9. példa: A polinomok stirlin vannak az L*(IRT,e® dz) térben, ezért a
korébbiakhoz hasonléan van a térnek polinomokbél 4116 bazisa.

e dn n,—
Lnl=) = nldgn o ¢ )

n-edfoki polinom, amelynek f('iegyiitthatOJar_(—l)” /nl, neve Laguerre-polinom.

A tovébbiakban az dltalanosabb L2(RY, e~ 2z dx) teret tekmtjuk ahola > —1

egy paraméter. Az
2

i
dz?
mésodrend differencidlegyenletnek n € IN esetén egyetlen polinom megolddsa van,

ez L) z": (n-%—a) —a:)J ;

j=0

+(a+1—m)% +nv=0 {3.1.17)

ami a kozbnséges Laguerre-polinomok &ltaldnositdsa, asszocialt Laguerre-
polinomoknak is hividk Sket.

Mivel p
@ = -2V @),

az o paraméter egesz értékeire az asszocialt polinomok a kézonséges polinomok
derivéltjai.

Az asszocidlt Laguerre-polinomok norméjst az

0 1
/ e *z*(L{ (2))? dz = D{a + 1) (n;l; ) (3.1.18)
0
integral adja meg.

A Laguerre-polinomokbél az L2(IR”_L) térben is kaphatunk egy bézist:

. (3.1.19)

' —1/2
Al .= L (z)e™*/24*/2D (o + 1)71/2 (n + a)

Az ortogonalitasi reldcickat felirva, lathatjuk, hogy azok L{ (z) ortogonalitdséra,
mennek vissza az L2(IR*, e~"z* dz) térben.
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A hérom polinomcsalddra vonatkozé képletek meglehetdsen kiilonbézbek, de
némi hasonldsig is felfedezheté. Nevezetesen, van egy-egy mésorendd diffe-
rencidlegyenlet, egy-egy generdtorfiiggvény, amibél ismételt differencidldssal a
polinomok megkaphatdk, és egy-egy rekurziés formula, amit csak a Hermite-
polinomokra adtunk meg.

3.2 Bazis szerinti kifejtés

Egy Hilbert-tér barmely vektora sorba fejthet6 egy adott bézis szerint, és igy a
vektor az egyiitthaték sorozatéval adhaté meg. A bazis koorditdtarendszerként
hasznalhatd.

1. tétel: (Bessel-féle azonossag) Legyen {z 3N, ortonormdlt rendszer a
Hilbert-térben és z.egy tetszéleges vektor. Ekkor

N
T — Z(wn, )Ty
n=1

2

N
llzll* = [{e, @a)® +
n=1

Bizonyitds: Induljunk ki a kévetkez6 azonossdgbol:

N N
= Z(mn,m)mn + (IL' - Z(-’En:m)mn) .

n=1 n=1

Ellenérizziik, hogy a két tag merdleges egymadsra, és ennek figyelembevételével
szémitsuk ki az (z,z} belsd szorzatot.
O

Az eldzd tétel feltételet mellett
N
lel? > > [z, 2, (3.2.20)
n=1

ami a Bessel-egyenlitlenség.
2. tétel: Legyen {x; : i € I} egy bdzisa a H Hilbert-térnek. Ekkor bdrmilyen = € H
vektor elddll
T = Z(w,;, )z
i

konvergens sor alakjdban, és

ol = 3 Iz )P
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(A 3 {zi,z)z; sor z-nek az adott bdzis szerinti kifejtése.)

Bizonyitds: Ha I véges halmaz, akkor az allitds kdvetkezik az el6zd tételbdl. A
lényeges eset |I| = oo.

Tekintetbe kell venniink azt a lehet8séget, hogy az I halmaz esetleg nem
megszamldlhatd. A (3.2.20) egyenlétlenség szerint

sup { Z [z, z)®: Ih C I véges}

i€l
— 2, IRV
= sup{ Z Kz : I megsz?amlalhato} < o0
i€l

és J :={i € I : |{z;,z)|* # 0} egy megszamlilhaté halmaz. Ha szitkséges, akkor
egy zart alterére dttérve feltételezhetjiik, hogy I' megszdmlalhaté, I = IN.

A fenti okoskodds azt is adta, hogy Zif(mi,$)|2 < oo. Legyen y, =
Yoi (i, z)z;. Ekkor

lyn—wmll =] Y @izl = 3 o)
i=m+1 i=m-1

ha n > m. Ez mutatja, hogy (y.) Cauchy-sorozat, létezik egy y limesze. Mivel
(@ = y,) = lim(z ~ g, ) = 0,

z = y. Ebb0l persze az is adédik, hogy [jz]|* = limy, [ly,|1> = 3, [{z:, z) %
0

A tétel mutatja, hogy a bézis jelentdsége tobbek kozdtt abban van, hogy
a tér tetszéleges vektora sorbafejthetd egy adott bézis szerint. Ha van
megszamlalhaté bazisa a térnek, akkor minden vektorhoz hozzérendelhetjiik a bazis
szerinti kifejtés egyiitthatéinak sorozatdt. Ez a sorozat az négyzetesen Ssszegez-
hetd, tehit az £2(IN) tér egy eleme. Igy kapunk egy transzformiciét az adott
Hilber-térbdl #2(IN)-be, ami rdképezés is. Minden megszdmlalhaté bazissal rendel-
kez6, szeparabilisnak mondott, Hilbert-tér 1ényegében azonos az £2(IN) térrel. Ez
a tény azonban nem teszi feleslegessé az egyéb terek hasznalatat.

10. példa: Az L%(0,w) térben bézist alkotnak az

fo(z) = \/gsinmé (3.2.21)
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fiiggvények, és ennek megfeleléen minden g € L*(0,7) fiiggvény g = 3, anfn
ortogonélis sorba, fejtheté. A sorfejtés L2-normdaban konvergél az el6z6 tétel szerint.
(A Fourier-sorok elméletébél tudjuk azonban, hogy példaul egy folytonos g esetében
a sorfejtés pontonként is konvergdl.)

3.3 A Hilbert-tér geometridja

A kovetkezd lemma bizonyitdsdban fel fogjuk hasznalni a paralelogramma azo-
nossagot
iz — ylI* + lle + yl* = 2ll=i|® + 2/l , (3.3.22)

ami egyszeriien kovetkezik, ha a normanégyzeteket kifejezziik a belsd szorzat
segiségével. (Az azonossdg ismerds lehet a sikgeometridbdl: A paralelogramma
oldalainak négyzetdsszege egyenld az 4tlok négyzetisszegével.)

1. lemma: (Riesz-lemma) Legyen K egy konvez zdrt halmaz o 'H Hilbert-térben,
T EH és
d=inf{llz -yl : y€ K}.

Ekkor létezik egy és csakis egy o € K pont, amelyre ||z — zo|| = d. (Azt mondjuk,
hogy To K -nak z-hez legkdzelebb esd pontja.)

Bizonyitds: Feltehetd, hogy d > 0. Vélasszunk ki egy z, sorozatot a K hal-
mazbdl, amelyre lim, 0 ||z — Zn|| = d. Ekkor

len —zal® = lzn —2) =~ (Em - 2)|* _
Ulzn — 2 + 2llzm — 2ll® ~ (@ — 2) + (@m — 2)|*
2
: Tp+ T
L R

< 2llzn — wﬂz + 2| Em — :1:[]2 —4d? .

(Itt a mésodik egyenléség a paralelogramma azonossig alkalmazdsa, az utolsd
egyenlétlenségben pedig azt hasznaljuk, hogy (2, +zm)/2 € K a konvexitds miatt,
és igy {(@n + zm)/2 —zl| > d.)

Becslésiink azt mutatja, hogy (z.) egy Cauchy-sorozat, aminek van egy o
hatérértéke. Mivel K zart halmaz, 2y € K és nyilvén ||z — xo|| = d. Ezzel 2o
létezését beldttuk. Két killonbozd “legkdzelebbi” pont nem lehet, mert akkor az
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ket Osszekdtd szakasz felezOpontja z-t6l d-nél kisebb tivolsigra lenne. {Ismét
paralelogramma azonossag!)
a

3. tétel: (Projekcié tétel) Legyen M -« H Hilbert-tér zdrt altere. Ekkor egy
tetszileges © € H vektor felfrhatd = = xo +y alakban dgy, hogy To € M ésy L M.

Bizonytids: Legyen zo az z-hez legkizelebb esd pontja M-nek, és d = ||z — ]|
(M-re alkalmazzuk a megel6z6 lemméat.) Legyen y = z — z5. Ekkor y 1 M
igazoldsa van hdtra. Ha w € M és ¢t € IR, akkor

d < ||z — (zo + twi]|? = & + £2||w|]* — 2t Re {y,w) .
Minden ¢ € IR ez csak -akkor teljesiil, ha
Re(y,w) =0.

Mivel ez tetszéleges w € M esetén fenndll, y L M.
a

Azt a hozzdrendelést, amely a tetsz8leges z vektorhoz, a tételben adott zg-at
rendeli, M-re vald vetités operatornak nevezziik. Mivel az 7 = 2 # y felbontds
egyértelmi, a vetités egy linedris operator, amelynek képtere M és magtere ML =
{z € H: {z,y) = 0 minden y € M-re }.

11. példa: Egy altérre valé vetités megaddsa alkalmas bazis nagyon kényelmes
lehet. Ha M az adott Hilbert-tér altere, és van egy olyan e, ey, ... bézis, hogy
e1, €2, ...,€n éppen M bigisa, akkor a )2 | crey, vektor vetiilete Yobe1 Ch€k-

Tekintstik példdul a # = L?(—1,1) Hilbert-teret, és legyen M a legfeljebb n-
edfokid polinomok &ltal kifeszitett (zdrt) altér. Ha f € L?(—1,1), akkor legyen f,
az f-hez legkdzelebb esd AM-beli vektor.

L?(—1,1)-ben bézist alkotnak a normalizlt Legendre-polinomok:

3 1
By = 2’“; Pz) (£=0,2,..)

f-nek van kifejtése ebben a bézisban, f = ¥, ¢t Pr. fo nem mas, mint Y oh=o en By

Ez a minimum tulajdonsiga nem csak a Legendre-sorfejtésnek, hanem
dltaldban a hasonld, néha altaldnositott Fourier-sornak nevezett, ortogonslis
kifejtéseknek is megvan.
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4. tétel: Legyen M egy véges dimenzids Hilbert-tér és A egy linedris transz-
formdcidja. Ekkor van H-nak olyan bdzisa, amelyben A mdtriza felsé hdromszdg
alaki, azaz Aj; =0, ha 1> j.

Bizonyétds: Az ey, es,...,en bazist rekurziéval konstrudljuk. Legyen e; A
normélt sajstvektora, ami az 1. fejezet 5. tétele szerint mindig létezik és P az
{el}l altérre valé ortogondlis projekeis. A PLAP transzformacidé ezt az alte-
ret 6nmagaba viszi és létezik egy e; normélt sajétvektora. Ezt az eljardst foly-
tatjuk, vagyis Pi az {e1,... ,'ek}l altérre valé ortogondlis projekeid, és a P AP
transzformacié normalt sajatvektora epiy (Apsa sajétértékkel), ha Py # 0. Mivel
Ae; = Mep, Ay =0, hai > 1, és persze Ay = Ay

A(Bz = (I - Pl)Aez + P1A62 = (I - P;)Aeg + PlAP182 = A1261 + Agez )

ezért Ayy = Ag s Ajp = 0, ha i > 2. Az okoskoddst folytatva kapjuk. hogy a
valasztott bazisban 4;; =0, ha 1> j.
[

12. példa: Tekintsitk a H = L2(X, A, p) Hilbert-teret egy (X, A, 1} mértéktér fe-
lett. Ha Ag o-részalgebrija A-nak és o := p| Ao, akkor M := L2(X, Ao, 10) CH
zart altér. A projekcié tétel biztositja az E : H — M projekci6t, amit a val6szi-
niiségelméletben Ag-ra vonatkozé feltételes varhatd érték opericidnak neves-
nek. Ha f € L*(X, A,p), akkor E(f) f-nek a legjobb kozelitése az Ap-mérhetd
fiiggvények kozdtt, azaz E(f) minimalizélja a g = ||f — g|| tavolsag fiiggvényt az
L?(X, Ao, pio) halmazon.

0
A H Hilbert-tér H C ‘H részhalmazit teljes rendszernek mondjuk, ha H L=

{0}. Egy siiri halmaz mindig teljes. (Ennek megforditasa nem igaz, viszont teljes
halmaz linedris burka. sfirii.)

3.4 Operatorok, funkcionalok és formdak

A ‘A Hilbert-tér egy A lindris operatorat korldtosnak mondjuk, ha van olyan C
szam, hogy ||Az|| < C||z|| minden = vektorra. Az ilyen C'-szédmok infimuma

4] := sup{l|Az]| : = € H, ||z]| = 1},

az A operator normaja. Egy altérre valé vetités operdtora korl4tos, és norméja 1.
Azokat a linedris operatorokat, amelyek norméja legfeljebb 1, kontrakcidknak is
szoktak nevezni.
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Emlékeztetiink arra a tényre, hogy egy linedris operdtor pontosan akkor
korlétos, ha folytonos, lasd az 2. fejezet 3. tételét. A H Hilbert-tér Ssszes korldtos
operdtorainak halmazédra a B(H) jelolést hasznsljuk.

13. példa: Tekintsiik a # = L?(0,a) Hilbert-teret és az
(Af)(z) = zf(z) (f e L*(0,a), 0<z<a)

linedris operdtort.
AFI? = [ 2|f(@) do < o f F@)P dz = a?|| £

Ez a becslés mutatja, hogy || 4| < a. Legyen

fle) = { oo sese

0 kiildnben.

Ekkor ||full =1, és-
”Afnlfz — fa (a'3 — (-CL - 1/”’)3)” 2

’ndr = - a”.
~1/n 3

Ebbél arra kovetkeztetiink, hogy [|A[} > a, tehit ||4]] = a.
0

Egy normdlt tér duélisén folytonos linedris funkcionsljai terét értjiik. A kovet-
kez6 tétel azt fejezi ki, hogy a Hilbert-tér esetében a dualis tér magaval a térrel
van kolcséndsen egyértelmil kapesolatban. '

5. tétel: (Riesz-Fischer-tétel) Minden T € H* lnedris funkciondlhoz
egyértelmien taldlhatd egy yr € H vekior, amelyre T(z) = (yr,) (x € H).
Tovdbbd IyTH'H = ”T”'H‘

Bizonyitds: M = {z € H : Tz = 0} zért altér. Az M = H eset trividlis, ekkor
T =0 és yr = 0 megteszi. A tovdbbiakban feltessziik, hogy M # H. Ekkor a
projekcié-tétel szerint van @o L M vektor, {|zq| # 0. H bérmely y eleme

oy, Tl T@)
y‘( T (o) ) " Tag) ™

alakban frhaté. Mivel a nagy zéréjelben 16v6 tag M-ben van, M és zp linedrisan
kifeszitik H-t. Az

~3

Yyr = (o
[lzol|®

Zo
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definiciéval T(y) = {yr,y) kénnyen ellendrizhetd. A normak megegyezése:

ITh = swpl{T@) - llall < 1} = sup{l{yr,a)] : llall < 1}
< sup{llyzll - llzl : lizll < 1} = Iyl
= (1T(z) : || LA W R i
il = sup{IT@)] I IISI}ZT(”yT”) <yT, M) vzl

O

A tételben megkonstrﬁéit T s yr megfeleltetés nem linedris, mert yar = AT
(Konjugalt linedrisnak mondjuk.)

A B:HxH — € alaku kétvaltozds fiiggvényt korladtos formanak fogjuk
nevezni, ha

(1) az elsé valtozéban konjugdlt linedris -
(2) a mésodik véltozéban linedris

(3) létezik egy olyan C > 0 szém, amelyre |B(z,y)| < Cllzll - llvll-

Legyen A € B(H) és B(z,y) := (z,Ay) =,y € H esetén. Ekkor B(z,y) egy
korldtos forma, ugyanis |B(z,v)| < ||zl - 1Ayl < WAl - llz|l - lyl|. Tehat minden
korldtos operdtorhoz tartozik egy korldtos forma. A Riesz-Fischer tétel kdvet-
kezménye az aldbbi tény:

6. tétel: Kolcsondsen eqyértelmi megfeleltetés van a korldtos formdk és a korldtos
linedris operdtorok kizétt.

Legyen B(z,y) egy tetszOleges korldtos forma. Ekkor régzitett z € H-ra y
B(z,y) egy korlatos linedris funkciondl és létezik egy 4 vektor amelyre B{z,y) =
(z4,y). Az = — 14 megfeleltetés egy linedis A operétort hatiroz meg. Hatra van
még A korlatossdganak meggondoldsa:

Al sup{||Ay| : [lyll < 1}
sup{|(z, 4y)| : lyll < 1, ll]l < 1}
sup{|B(z, )| : [lyll < 1, l=]l <1}

Megjegyezziik, hogy egy B(z,y) format egyértelmiien meghataroznak a B(z, )
értékek, ugyanis érvényes a kdvetkezd, tigynevezett polariziciés azonossag:

1 . . .
B(z,y) = Z(B(:1:+y,:c+y)——B(a:—y,:c—y)—iB(m—i-iy,m+iy)+1B(m—1y,m—1y))
(3.4.23)
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A polarizécids azonossdgb6l kovetkezik, hogy ha egy Hilbert-tér V operitora
normatarté (azaz ||Vz|| = ||||), akkor a belsd szorzatot is megtartja, vagyis (z,y) =
{(Vz,Vy) barmilyen z és y vektorra.

3.5 Kompakt tartéju sima fiiggvények

Jelljiik D(IR™)-nel az IR™-en értelmezett (komplex, esetleg valés értékii) végtelen
sokszor differencialhaté kompakt tartéji fiiggvények halmazit. D(IR™)} egy linedris
tér, a benne 1év8 fiiggvények integralahtok és differencislhaték, s mi t6bb minden
parcidlis derivdltjuk is a térben van.

14. példa: Meg fogjuk mutatni, hogy D(R™) teljes L2(IR™)-ben. - Mivel egy
linedris altérrél van szd, a teljesség ekvivalens a slirliséggel.

Ha f és g komplex értékii fliggvények IR™-en, akkor az f * g konvoliciéjukat az

frg(@) = f f(@ - 1)g() dy

formula értelmezi. f *g = g * f nyomban adédik a definiciébdl a valtozdk he-
lyettesitésével. Ha f,g € L%, akkor a Schwarz-egyenlétlenség biztositja az in-
tegrédl létezését minden z € IR™-re. (Megjegyezziik, hogy ha f € LP, g € L9 és
p '+ g7! > 1, akkor a az integradl majdnem minden z € IR™-re létezik, tovabb4
frgel" 14+t =pt4qgt)

Vélasszunk egy olyan j € L'{(IR™) fiiggvényt, amelyre j > 0 és [ j(z)dz = 1.

J nem mas, mint egy valdszinlségsiiriiség, és gondolhatunk példaul a standard
normalis eloszldsra:

90) = irrewn (- EL) (ol = )

Legyen :
je(z) =¢e""j(z/e),
ami egy 1j stirliségfiiggvény. A fenti példdban
_ ll=l?

ge(z) = A Jziwg)n exp ( 2s2n)

(3.5.24)

szintén normadlis eloszlds, de més a szérds matrixa.

Megmutatjuk, hogy az f. := j. x f értelmezéssel J. : f + f. egy korlitos
operator az L? téren.
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Az aldbbiakban F(z) = |f(z)}.

[[iwra-va]e
[[(jjs(y) dy)p/q[je(y)F(m—y)”dy] dz
= [[iwra vy tute= [ [ i) ay

_ [F(;r})pda::/|f(a:)|pdm.

[ o) P do

IA

Itt el8szér a Holder-egyenldtlenséget haszndltuk fel a j. = (Ge)/P(j: )0 fak-
torizdldssal, utdna pedig a Fubini-tételre valé hivatkozassal megcseréltiik az in-
tegralokat. Becslésiink azt mutatja, hogy ||J: (il < || fllp, ha 1 < p < co.

Bizonyithatd, hogy
lJ:(f) — fllp = 0, amint &= +0. (3.5.25)

Ennek jelentdsége akkor latszik szamunkra, ha j-t D-beli fiiggvénynek valasztjuk,
példaul ’ '

1
i) = {Ce"p (- 1) e leli<t, (3.5.26)
0 kiilnben.

Ekkor ugyanis J. értékei C°°(IR™)-ben vannak, és az értékkészletek egyesitése
(3.5.25) szerint stirt LP(IR™)-ben. Ha egy f € LP(IR") fliggvényt végtelen sokszor
differencislhaté kompakt tartéid fiiggvénnyel akarunk kozeliteni, akkor eldszdr egy
kompakt tartéju fo fiiggvénnyel kozelitjlik, majd a je * fo fiiggvényt vesszik, ami
sima és kompakt tartéjd, ha 7 (3.5.26)-b6l van.

o

Bar az elézd példa témédja nem szorosan kapcsolédik a Hilbert-terekhez, érdemes
néhany megjegyzést tenni. Az L'(IR™) Banach-tér a konvolicidval, mint kommutativ
szorzdssal algebrava valik, és a norméja szubmultiplikativ: ||f # gll < {ifll - llgl|. Ebben az
algebraban nincsen multiplikativ egység, de je-t nyugodtan nevezhetjiik approximativ
egységnek, mert f xj. — f.

A D tér multinormélt térré tehetd és konvergencia értelmezhetd rajta a kovet-
kez8képpen: f, —f, ha

(a) létezik egy olyan kompakt K C IR™ halmaz, hogy az f, sorozat elemei és f eltiinnek
' K-n kiviil,
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(b) fn Osszes pmciélis deriviltjai egyenletesen tartanak f megfelelé parcidlis de-
rivaltjdhoz.

D dudlis tere azokbdl az D — IR linedris funkcionslokbdl 4ll, amelyek folytonosak' erre
a konvergencia strukturdra. Az D' dudlis elemeit disztribuciéknak nevezik. Ha g olyan
IR* — IR fiiggvény, amely kompakt halmazokon integrilhaté, akkor

i f fa)g(z) de (3.5.27)

egy linedris funciondlt értelmez D-n, amely folytonos a fenti konvergencidra. Ezért
a g figgvényt egy disztribuciénak tekinthetjiik, és a disztribucidkat &ltalénisitott
figgvényeknek is nevezik. Egy tipikus valédi disztribucié f — f(0). Ez A Dirac-féle
disztribucié nem 4ll eld (3.5.27) alakban semmilygn g fiiggvénnyel.

Fennallnak a
DcScScD (3.5.28)

tartalmazdsi reldcick. S’ elemei a temperdlt disztribuciék.

3.6 Az adjungilt operator

Ha A egy korlatos operdtor, akkor a megfelels forma,
Ba(z,y) = (Az,y) .

Ekkor B'(z,y) = Ba(y, z) ugyancsak egy korlatos forma, amihez tartozé operdtort
A-gal jeloljik és A adjungaltjinak mondjuk. Més szdval A*-ot az

(Az,y) = {z,A"y) (z,y € H)

tulajdonség jellemzi. Ebbdl litszik, hogy ||A]l = ||A*||. A-t 8nadjungdltnak
nevezzilk, ha A = A*,

15. példa: Fent megkonstrudltuk egy M zart altérhez a ra valé vetités operatorat,
jeloljiik ezt Pag-mel. Py 6nadjungélt, mert

(Pz,z'y = (Pz,(Pz'+4y")) (Pz, Px'),

(2,P) = ((Pu+y),Ps') = (Pu,Ps).

Azt hasznaltuk fel, hogy © = Pz +y és 2’ = Pz’ +y' ahol y,y' L M. Igy P = P*
és nyilvin P = P?. Agz ilyen operatorokat projekciéknak nevezziik, és minden
projekcid egy zart altérre valé vetités.
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O

Kolcsondsen egyértelmil kapcesolat van a projekci operdtorok és a zart alterek
koz6tt. Fent megkonstrudltuk az egy adott zdrt altérre vetitd projekciét. Meg-
forditva, ha adott egy projekci6 operdtor, akkor képtere az a zéart altér, amire
vetit.

16. példa: Legyen S : £2(IN) — £2(IN) a jobbra tolds operétora, azaz 50, =
8nt+1 & kanonikus bazisvektorokon. Ekkor

S*($1,$2,$3, B ) = ($2,$3,$4, e )

azaz N
5*61 = 0, S*6n+1 = (Sn .

A jobbra tolds adjungéltja a balra tolds operator.

Az {Sz,y) = (:c S*y) osszefiiggés teljesiilését elegendo abban az esetben el-
lendrizni, amikor z és y bézisvektorok:

1 hant+1l=m,

(S5n,5m) = (6ﬂ+115'm-> = {0 egyébkéﬂt

Maésrészt (611}
* _ ny0m—1) ham >0,
(511, S 5m) - { (6n,‘50) ha m = O,

ami ugyanazt az eredményt adja.

7. tétel: Az adjungdlds tulajdonsdgai:

(1) (A+ B)* = A* + B*
(2) (AA)* = XA* (heC)
(3) (A*)*=4A
(4) (AB)* =B A
(5) (A~1)* = (A*)7, ha A invertdlhatd és inverze korldtos.
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Bizonyitds: Példaként megmutatjuk a (4) tulajdonsdgot. Kétszer felhasznalva
az adjungalt definici6jit azt kapjuk, hogy :

(ABz,y) = (Bz, A%y) = (z, B*4y),

ami ugyancsak a defincié szerint éppen az (AB)* = B*A* Osszefiiggéssel
egyenértékii.
O

17. példa: Barmilyen A € B(H) operatorra A*A énadjungilt.
0
18. példa: Barmilyen X € B(#) linedris operator egyértelmfien irhaté fel A +iB

alakban, ahol A és B korldtos nadjungslt operatorok. Valéban,

X+XxX B X-Xx*
2 C T Ty
XX* = X*X pontosan akkor teljesiil, ha AB = BA.

A=

]

Ha XX* = X*X, akkor az X operitort normdlisnak mondjuk. Minden 6nad-
jungalt operdtor normélis, de a balra (vagy jobbra) tol4s nem normélis operator.

19. példa: Ha a # Hilbert-térnek van egy véges er, g, . . ., e, bdzisa, akkor lineris
operatorai n X n-es métrixokkal adhaték meg. Az A € B(#) operdtor méatrixdban
az i-edik sor j-edik cleme (e;, Ae;). Mivel {e;, A*e;} = (e;, Ae;), A* méatrixa A
matrixa transzpondltjinak konjugdltjaval azonos. Lényegében hasonlé a helyzet
nem véges dimenzids tér esetében is, akkor az operdtorok “végtelen métrixszal”
adhaték meg. (A szdzad elején voltak akik még nem linedris operdtorrél, ha-
nem végtelen maétrixrél beszéltek.) Egy korldtos linedris operator megadhaté
valdban a matrixdval, azonban a végtelen dimenziés esetben nehezen eldénthets
egy “matrixrdl”, hogy egy korldtos operdtort ad-e meg.

0

Az adjungdlt fogalma kiterjeszthetd két kilonbozé Hilbert-tér kdzott hatéd
operdtorra is. Ha 7" : H — K, akkor T* : K = H, és

@, Ty =Tz, 9)u (z€H,yek). (3.6.29)

Legyen M zart altere a # Hilbert-térnek, és legyen A € B(%). Tetszbleges
& € H vektor felirhaté x = z; + x5 alakban, ahol z; € M and z, € ML, Ugyanez
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mondhaté az Az, és Az, vektorokrdl is: Azy = 11 +y2, Az = ¥ +yh, aholy1, 41 €
M ésys,yh € ML, Ertelmezziik az A1, A1z, Aa1 és Agg linedris operatorokat a

An Ty, Az,
Ay 1 oz Y, Azz:ﬂ:gl—}ylz

képletekkel. Ekkor A11 € B(M), Aig € B(MJ‘,M), Asp € B(M,M‘L) és Aqq €
B(M™L). A jelolés eldnye a métrix-vektor forméjaban felirt alabbi 6sszefliggésben
l4tszik:

A A A Anzq + Araza _ | +y1 —A 1
Ag As T3 Asyzi + A2z Y2 + ¥ zy |
Az A operdtor hatésa megegyezik a 2 X 2-es

A Ap
[ il Aw] (3.6.30)

operator elem{i matrix hatdséval. Misszéval azt is mondhatjuk, hogy ha az adott
4 Hilbert-tér H, @ Ho forméban direktdsszegre bomlik, akkor egy A € B{H)
operétor. (3.6.30) formaban operator-matrixként irhatd, ahol Ay : H; — Hs;
linedris operator (1 <4,j <2).

20. példa: A (3.6.30) operdtor-matrix adjungaltja
[ WAL ] _
Aly A3,
Amit igazolni kell az a
RS EEIREERIED
Ay A j| 22 |7 ® z2 || ALy A% ) | 2
psszefiiggés. Ennek a bal oldala kifejtve

(A1171 + A12T0, 21) + (A3 + AgaTs, Th)
= (zliATICE’l) + ($1,A;2.’I}"1) + (SEI:A;lwIz) + (mhA;meZ) >

és ez maga a jobb oldal.

Megéllapithatjuk, hogy a (3.6.30) operdtor-matrix akkor lesz énadjungdlt, ha
Au = AII’ Agg = AEZ és A21 = A;z
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3.7 Tenzorszorzat

H és K algebrai tenzorszorzatan van olyan bels szorzat, amelyre

Eenéen) =) 7).

A bels szorzatbdl az ||z|| = /(z,z) képlettel norm4t szarmaztatunk. Frre nézve
az algebrai tenzorszorzat- teljes burka % ® K. Ez tehét egy Hilbert-tér, amely
siirl altérként tartalmazza az algebrai tenzorszorzatot. Mivel az algebrai tenzor-
szorzatot csak ebben a részben a Hilbert-terek tenzorszorzata eldkészitése kdzben
hasznaljuk, nem is vezetiink be ra jelolést.

21. példa: Hilbert-terek tenzorszorzata jdl illeszkedik a szorzatmérték konst-
rukeiéjéhoz.(A konstrukeiéra nézve 14sd a Fiiggeléket.)

Ha H = L*(X,p) és K = L*(Y,v), akkor H® K = L*(X X Y, x v), mivel
f e L*(X, ) és g € L*(Y,v) esctén az f®g elemi tenzor nem mas, mint f(z)g(y) €
LAX xY,p x v). A (1.2.2) szémolssi szabély a fiiggvénytérben magdtdl ertetdds:

(f1le) + F2(2))9(v) = Fi(@)olw) + o) ®9(y),  (Af(@))gly) = A(F(2)g(v)-

(Az elemi tenzorok linedris kombindcéi kiadjdk a hengerhalmazok &ltal generdlt
halmazalgebrfa mérhet8 négyzetesen integralhaté fiiggvényeket, és ez az osztaly
stirti L(X X Y, iz x v)-ben.)

A Hilbert-terek tenzorszorzatét talém.ebben a példabdl lehet legegyszerlibben
megérteni. Az is jol kivehetd, hogy a Hilbert-terck tenzorszorzata. sokkal bévebb,
mint az algebrai tenzorszorzat, hiszen utébbi a

- Zfz‘(iﬂ)gi(?}) :

alaki véges &sszegekbdl 4ll.
0
A tenzorszorzatra emlékeztet az a Dirac-féle irdsméd, amelyben a vektorokat
. [€):Im) stb. forméban irjsk és [¢){n] olyan linedris operstor, amelyre

16l < ') = 16) - (mlr)-

Itt (nfn') a két vektor belsd szorzata. A |€)(y] kifejezés a £ véltozdban linedris és
az 1 véltozéban konjugalt linedris (azaz |¢) (M) = X&) (n]). A jeldlés eldnye a

1) nl I}y = (n,0'}1€)-
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formula. Ha [|¢]} = 1, akkor |£) (€] a £ 4ltal generalt linedris altérre valé (merSleges)
vetités operdtora.

A tenzorszorzat Hilbert-térben egyszerlien kaphatunk bézist az egyes terek
bézisaibél. Ha {e; : i € I} az H tér bazisa és {f; : § € J} az K tér egy bazisa,
akkor

{e;® f; : (4,5) e I x J}

az H ® K szorzattér bazisa. Léathats, hogy tenszorszorzdskor a terek dimenzidja
bsszeszorzédik. A szorzattér tetszoleges eleme ), ; Ayje; ® f; formaban fejtheto
ki, 325 |As|? < 400, és nem m4ds mint az illetd vektor normanégyzete.

22. példa: Az L?(R?) térben bazist kaphatunk, ha L*(IR) ® L*(IR) szorzatként
fogjuk fel. L?(IR)-ben bézist alkotnak a normalizalt Hermite-féle fiiggvények:
exp(—z2/2)Ho(z) (l3sd (3.1.15)). Ezért L*(IR?)-ben a kétviltozés Hermite-
fiiggvények adnak bézist:

O (2,y) = e @I H (D HL(y)  (nym=0,1,...). (3.7.31)

A @nm Hermite-fiiggvénynek n + m lokdlis maximuma van, ami grafikonjn is
l14thatd, 14asd az sbrékat.

]

Legyen A € B(H) és B € B(K). Ekkora H® K tenzorszorzat Hilbert-téren
van egy olyan A ® B linedris operator, amelyre '

(A® B)({®n) = AL ® By .

Legyen (e;) bézis H-ban és (f;) bazis K-ban. Ekkor ¢; ® f; a H ® K tér bazisa.

uon(Suues) = [Sutmosn]

> XAk (Aei, Aex)
Z <A (Z )\,;j e,;) y A (Z /\kj ek) >
i i k
2
Z fA*Ajl Z/\éj e
K i
STIAIR S sl = AP D il
i i ij

IN
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A ¢21(z,y) Hermite-fliggvény grafikonja . Az © = 0 egyenes mentén egy
pipot és egy mélyedést ldtunk, ezért n piros. Az z = 0 egyenes mentén felill
egy pipot és lent egy mélyedést latunk, ezért m = 1. Az ¥ = 0 egyenes
mentén dlland6 a figgvény. Mindez talédn jobban megfigyelhet a szintvona-
lakat mutaté kdvetkezd 4brén.

Ez a szémolds azt mutatja, hogy ||A ® I|| < ||A||. Hasonléan |7 ® B| < ||B|| és

4@ Bl|l=l(Ae D(IeB) <llA®I|l-|II®B| <{|All - |B].

A forditott irdnyid egyenlétlenség, ||A® B|| > ||Al|-{|B|| jéval egyszeriibben lithats.
Igy levonhatjuk az
lA® Bl = [lAll - ||BIl 7 (3.7.32)

kivetkeztetést.

Legyen A és B linedris operdtorck az # illetve K Hilbert-tereken. Le-
gyen dimH = n és dimK = m. Ha H-ban olyan bézist valasztunk, amely-
ben A métrixa felsd hdromszog alakd, lasd a 4. tételt, és K-ben vesziink egy
tetszOleges bazist, akkor a tenzorszorzat bazisban A x I métrixa felsé hiromszig
alaki és diagondlisiban A matrixdnak diagonalis elemei m-szer vannak ismételve.
Mivel egy fels6 haromszdg métrix determindnsa a diagondlis elemek szorzata,
megéllapithatjuk, hogy

det(A @ I} = (detA)™.
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St ot

A 1 2(z,y) Hermite-fiiggvény szintvonalai. Az x = 0 egyenes mentén feliil
egy pipot és lent egy mélyedést latunk, ezért m = 1. Az y = 0 egyenes
mentén dllandé a fiiggvény.

Kombinélva ezt a determinansra vonatkozé szorzastétellel adédik, hogy

det(A ® B) = det(4 x I) x det(I ® B) = (detA)™ x (detB)™. (3.7.33)

3.8 Unitér operatorok

Az invertithaté U € B(H) operstort unitérnek mondjuk, ha
(z,y) = Uz, Uy). - (z,y€H).

Az unitér operatorok az U~! = U* tulajdonsiggal is jellemezhetdk, és ezért egy
unitér operdtor norméalis. Az unitér operdtor fogalma, az adjungélthoz hasonléan,
kiterjeszthetd két kiilénbdzs Hilbert-tér kozott haté operdtorokra is.

23. példa: Legyen G egy megszdmldlhaté csoport és g € G. 2(G)n
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értelmezhetiink egy U, operé,tort az
U )(R) = flg™h)  (fe (@), he @)

formulédval. U, izometria, mert

0P = Y 1UHEE =Y 1 R

heG heG
= Y IFEE =111
he@

Mésrészt, U, invertalhatd, hiszen (Ug) ™t = Ug-1. Ezért U, egy unitér operdtor.
Mivel az Uy, Uy, = Uy, 4, kompoziciés szabaly is fenndll, a g — U, hozzdrendelés a
G csoport unitér reprezenticiéja. (Neve balreguldris reprezentdcid.)

24, példa: Legyen K mi,ms pozitiv valés szdmok.  Ertelmezziink egy U
L?*(R*™) — L2(IR*™) line4ris opertort az

Uz, y) = fu,v),

ahol
w = miT + moy
my + Mo

Beldtjuk, hogy U unitér transzformdcio.

3 vV=y—T (:L‘,yE]R,n)

WWIP = [ 150 duas = [ 15w ur 2&3 dzdy,
ahol
Ou,v)
o(z,y)

a Jacobi-métrix determindnsdnak abszolit értéke. A Jacobi-métrixot blokkmétrix
irdsmdddal a
mi+mg

—m3
m1+me I I

Rewiyy

formaban adhatjuk meg, .
Ou _ Ou ™y 7 ov Bv

==t ap
dz ay my+me Oz 0y

I jeldli az n x n-es egységmaétrixot. Ez a métrix tenzorszorzat alaki, nem més,

mint
—_m ]
my+ma @7
—my 1 !
my+ma
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Determinansa (3.7.33) alapjén 1, mivel mindkét tényez6 1 determindnsi. Megmu-
tattuk, hogy

WA = j |, 0)? dudo = / (e, y)P dady = I

Mivel U invertdlhato, egy unitér operétor.

O

25. példa: Legyeno az {1 2,...,n} halmaz egy permutacidja, és H egy tetszoleges
Hilbert-tér. H"® =H®...® ’H.’-teren értemezziink egy Us operatort az

Us (Z c@ia @2 ®.. ®m(f>) ZC%)&:G(I) ®sl,  (3834)

képlettel. Ekkor

<Ua (Z o(i)at? ®...®w£f)) ,Us (ZC’(j)m§j) ®”_®mg))> _
' i

—ZC("”)C(J (( O a) - @y ff()n)))

Mivel a zardjetben szereplo tényezbk sorrendjét véltoztatja a o permutécis, fgy a
zéréjelben a tényezdk sorrendjétol eltekintve az

@0,z (28D, 29)

szorzat all. Ezért
<Ucr-'f': Uay) = (.’E,y) ;

teh4t U, megtartja a belsd szorzatot. Inverze, Us-1, 1étezik, ezért U/, egy unitér
operator.

0
26. példa: Legyen L%(S,d2) az egységgdmb felszinén négyzetesen integralhatéd
fiiggvények tere. Ha o € L*(S,dQ), akkor az
(U)(8, v) = P(sin 8§ cos ¢, sin § sin g, cos b))

képlet egy L2(S,d) — L?(0,2r) @ L*((0,7),sinf df) unitér operatort értelmez,
hiszen .

2 T
[ WP fo [ U6, ) sin 6 d6 dyp



3.8. UNITER OPERATOROK 87

érvényes, ha a gébmbon vett feliileti integralt gbmbi koordindtdkra vald &ttéréssel
szamoljuk ki.

Célunk az, hogy az L2(S,d(2) térben konstrudljunk egy bazist. L2(0,2r)-ben
{e™?/\/2r : m € Z} egy alkalmas bazis. Ha minden m € Z-re vesziink egy
e (8), el (8), ... bazist az L((0,),sin § d8) térben, akkor

1 Fme m .
{\/T_ﬂe Yel'(0)+meZ, je lN}

az L*(S,d) tér egy bézisa lesz, a gdmbdn értelmezett figgvényeket gijmbi koor-
dindtikban frva.

Ha m € Z, akkor ngml(cos 8) teljes ortogondlis rendszer a L2((0,),sin 8 df)
térben, ha £ > |m| és P,_!mf jeloli az asszocidlt Legendre-fiiggvényeket, ldsd (3.1.6).
Valéban, helyettesitéssel

. 1
f P}™ (cos 8)P™ (cos8) sin g df = f PPy Pi™ ) dt
! -1

0
ami 0, ha £ # k.
Tehat
m 2+1 (f _ lm‘)l L |m| ime
Yem (8, 0) = (-1) I (@5 mh Py (cosb)e (3.8.35)

egy bizis L2(S,dQ)-ban, ha m € Z és £ > m]. fgy jutottunk el a
gombfiiggvényekhez.

O
27. példa: Legyen A € B(#) énadjungalt kontrakcid, azaz A = A* és ||A]} < 1.

Ekkor 1étezik egy K.D # Hilbert-tér és annak egy U € B(K) unitér operitora, hogy
Az = PAz bérmilyen z € # vektorra. Itt P a K — H ortogondlis projekciét jeldli.

K-niak a H ® H teret vilaszthatjuk és akkor U egy 2 x 2-es operdtor elemfi

matrixszal adhatd meg:
Un Ui
U= .
( Uar Uz )

Az Az = PAx feltétel akkor teljesiil, ha U;; = A. Ahhoz, hogy U még unitér
is legyen, az U*U = I tulajdonsigot kell biztositani, ami az alabbi egyenletekkel
ekvivalens:

A+ U3 Uy =1, UpUna + UgUsz = 1,

AU + U;1U22 =10, Usz + U;2[}r21 =0.
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Az Upp = VI— A2, Uy = /T— A% és Uy = A vélasztédssal egy unitér U
operdtorhoz jutunk, amit A unitér folytatdsdnak, vagy dilatciéjanak szoktak ne-
vezni.

O
Az elébbi példa messzemenden erdsithetd. Ha J|A|| < 1, akkor létezik olyan
unitér U folytatds, hogy A"z = PU™z minden z € H vektorraésn € IN természetes

szamra. Az unitér dilaticick és a kontrakcidkra belblik leszdrmaztatott tulaj-
donsigok Sz8kefalvi-Nagy Béla munkdssdginak fontos részét jelentették.

3.9 A Fourier-transzformacio

Az f € L'(R") fiiggvény Fourier-transzformaéltjit a
N 1 .
— —i (=)
(&)= )2 f e flz) dz (3.9.36)

képlet értelmezi, (z,t) = Y2, zits. Vildgos a definiciébél, hogy f korlatos, és a
dominalt konvergencia tételbsl adédéan folytonos fiiggvény. (Részletezzik ki a
folytonossag bizonyitdsat!)

28. példa: Kiszamoljuk az fi(z) = e—re’ fiigevény Fourier-transzformaltjat:

; 1 r it\* ¢

Al = \/—2_?;f exp | —A $+ﬁ D dz
—00

I ¢4 P 1 24

—€ e duy = —=e .

V27T —00

Itt felhasznaltuk a valdsziniiségszamitdsbol is jol ismert

T kit
e 20% dr=1 (3.9.37)
Vamo ./_oo

Gauss-féle integralt. (A baloldal analitikus fiiggvénye a komplex z valtozdnak.
Ezért abbdl a ténybél, hogy valés z-re az integral 1, kivetkezik, hogy barmilyen
komplex z-re ugyanezt az értéket kell felvennie.)

Az egyvéltozds esetbdl konnyen kovetkezik az aldbbi tobbvéltozds: Ha

gz(i) =el®  (z e R™)  (3.9.38)
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Szokefalvi-Nagy Béla (1913-1998) Riesz Frigyesnek tanftvanya és munkatirsa
is volt. A dilatdcidelméletbi] kiindulva modellt dolgozott ki Hilbert-terek
kontrakcidira.

akkor

M) = eI/ e mn. (3.9.39)

1
(2,\)7;/2
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Legyen f € L'(R™) N L2(R™). Ekkor a (3.9.39) formuldt és a Fubini-tételt
hasznalva:

[ 1700 ex (= NiiP/2) at

= @ /];{3" Fl@) f)e B=Vexp ( — Aljt)\?/2) dzdy dt

1

BOORE ff A2 exp (— |z — ylI*/2)) (@) f(y) do dy

= (7o) Gy [ A2 e (= lle —0lP/22) ) o)

Most a A — oo hatdrdtmenetet hajtjuk végre. Az utolsé tag konvoliciét tartalmaz,
ami a 14. példa alapjén tart f-hez, ha A — oco. (A Gauss-féle fliggvények éppen
egy approxomativ egységet képeznek a megfeleld normalizéldssal, ldsd a 14. példat
és annak (3.5.24) formuldjat.) Ezért az utolsé tag (f,f) = [1£]|>-hez, ha A — co.
Ugyanekkor a monoton konvergencia tétel szerint a kiinduldsi kifejezés tait II.£1I2-
hez. '

8. tétel: (Plancherel-tétel) Ha f € LX(IR™).N LX(IR™), akkor ||fI* = |fII*-

A fenti bizonyités Riesz Frigyest&l szarmazik. Fo : f — f izometria, L' N L2-
bél L2-be. Ennek létezik egy F izometrikus kiterjesztése az egész L?re. (Fi-
gyelmeztetés: Az (3.9.36) képlet integrlja nem konvergens teszbleges f € r?
fiiggvényre!) Az okoskodsst megismételhetjiik a Fourier-transzformdci6 inverzére,
ami teljesen hasonlé alaki az L' N L? téren: g — §(—t). Ezért F invertalhatd
izometria, ami a polarizaciés azonossdg alapjén unitért jelent.

A Fourier-transzformacié unitér, az egyvaltozds esetben sajatfiiggvényei a
Hermite-féle fiiggvények, l4sd (3.1.16). Hasznaljuk a Hermite-polinomok ge-

neratorfiiggvényét:
oo

" 2¢t—t?
D = Hu(z)=e , (3.9.40)
ol
azaz
2, ¢ 2 2
Z __l_e—a:z/an(m) — e2:vt—:t: /2e—t .
i

Ennek kiszdmolva a Fourier-transzformaltjst (az = valtozéban) az adédik, hogy

2sti —s2/2 t2 - (“it)n 22
e 4t TF / e = Z Te—s / Hn(s)
n=>0

> (e )

n=0
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(s a viltozd). Ezért

CFle T P Hu(m)) = (—1)"e" 2 Hyy(s). (3.9.41)

Ha egy adott f € L?(IR?) fiiggvény Hermite-féle sorfejtését ismerijiik,

f= ch(pm ahol ¢, = foo on(z)f(z)dz,

n=0

akkor Fourier transzformaltja

F(F) =Y (1) catpn.
n=0

3.10 Nevezetes topolégidk

Legyen H egy Hilbert-tér. A normabdl szdrmazé topoldgia mellett egy masik to-
poldgidt is érdemes bevezetni H-n. Azt mondjuk, hogy (zr) tart az z-hez gyengén,
irdsban z, “=z, ha (zn,y) — (z,y) minden y € H vektorra. Természetesen Tn =&
maga utdn vonja, hogy z,, "z,

2. lemma: z, — = pontosan akkor, ha , “>x és ||z, — ||z||.

Bizonyitds: Tételezziik fel, hogy z, “~a és ||lz,|| = ||zl Ekkor

lle = @all® = ll2]* + [Jzall* - 2Re (2q, 2) = |l2]I* + [l2]]* — 2Re |2||* = 0.

A megforditds nyilvanvald.
O

29. példa: Ha (en) egy ortonormdlt rendszer valamely H Hilbert-térben, akkor
en *=0, de e, nem konvergil norméaban. ’

en “= 0 azt jelenti, hogy (e,,y) —+ 0 minden y € H vektorra. Ha y merdleges
minden e, vektorra, akkor ez nyilvinvals. Az érdekes eset az, ha y = 3 cpen.
Amit meg kell mutatni, az ¢, — 0. Ez azonban kévetkezik abbdl, hogy 3 |en? <
0. Tehdt e, “+ 0. Ha e, normiban konvergilna, akkor limesze csak 0 lehetne,
ami viszont ||e,|| = 1 miatt nem lehet.
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9. tétel: Bdrmely H Hilbert-tér {x € H : |lz|| < 1} egységgdmbje kompaki a
gyenge topoldgidre nézve.

n|

A Hilbert-tér vektorok gyenge konvergencidja indukédl egy topoldgidt az
operatorok terén, amit gyenge operdtor topoldgidnak neveziink. Ha A, A €
B(H), akkor A, “% A jelentése {z, Any) — (z, Ay) minden z,y vektorra. (Tehat
A, % A nem més, mint A,y “—y minden y vektorra. A gyenge operétor topoldgia
a pontonkénti gyenge konvergencia topolégidja.)

30. példa: Ha A, > A, akkor A} “% A, azaz az adjungélds folytonos a gyenge
operdtor topoldgidban.

O

31. példa: Az uhitér operdtorok kdrében a gyenge és erds operator topoldgidk
egybeesnek.

Ha U, % U, akkor {z,Uny) — {(z,Uy), vagyis U, 8 U. (Ez teljesen
4ltaldnosan igy van, az unitér feltevést itt nem kellett hasznélnunk.)

Megforditva, tegyiik fel, hogy Uy, %% U. Ekkor Uz “=Us, de mivel Unzl =
llzll = [Uz|, a 2. Lemma alapjan Upz — Uz. Mivel ez barmilyen z vektorra igaz,
U, U.

A két topoldgia ekvivalenciajabél fontos kovetkeztetést tehetiink: Az unitér
operstorok egy topologikus csoportot képeznek az erfs operator topoldgidra
nézve.

Vildgos, hogy unitér operdtorok szorzata és inverze is unitér. Amit meg kell
gondolni, az a szorzds és az inverz folytcnossiga. Ha A, *¢s A és B, *% B, akkor
AnBn % AB feltéve, hogy ||An]| és ||Bxll korldtosak. Ez adja szorzas folyto-
nossagat. Mésrészt ha U, *% U, akkor U, ®% U és Uy lo-yrug U*=U""az
adjungélés folytonossdga miatt. ’

]

10. tétel: A {T € B(H) : ||Tll < 1} halmaz kompakt o gyenge operdtor to-
poldgidre nézve.

O
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3.11 Pozitiv operatorok

Az A € B(H) opertort pozitivnak mondjuk, ha tnadjungdlt és {x, Az) > 0 a
Hilbert-tér barmely = vektordra. A definciébél vildgos, hogy pozitiv operdtorok
Osszege is az.

32. példa: Minden P € B(H) projekci6 pozitiv. Ha z € H, akkor = Pz + o' ,
ahol Pz 1 2'. Ezért

(z, Pz) = {Pz +z', Pz} = (Pz,Pz) > 0.

O

33. példa: Legyen f : [a,b]] — IR egy folytonos fiiggvény. Az L?(a,b) téren
értelmezett Az = fx szorzésoperitor pozitiv. Valdban
b
(@ 42) = [ 1@ 1e)P & >0,
a

|

34. példa: Két pozitiv operitor szorzata sltaldban nem pozitiv, hiszen még csak
nem is énadjungélt. Példdul a

] e o8]

métrixok pozitivak, de a szorzatuk nem az.

35. példa: Barmilyen A € B(#) operdtorra A* A és AA* pozitivak.
' 0
Ha A,B € B(#) o6nadjungilt operdtorok, akkor A < B jelentése az, hogy
(z, Az) < {z, Bz) minden z € H vektorra, vagyis B — A > 0.

36. példa: Ha A € B(#) olyan énadjungélt operitor, amelyre 4] < 1, akkor
A<LTI
(z, Az) < [|All|Iz]|* < (z,2) = (=, Iz) .
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11. tétel: Felcserélhetd pozitiv operdtorok szorzatae is pozitiv.

Bizonyitds: Legyen A,B € B(H), AB = BAé A,B > 0. Az A =0 eset
trivialis, egyébként pedig alkalmas konstanssal valo beszorzdssal elérhetjiik, hogy
[|A]l = 1 legyen. Nem jelenti tehdt az dltaldnossig megszoritdsat, ha az [|A|| =1
esettel foglalkozunk.

Rekurzidval értelmezziink egy A, € B(H) sorozatot:
AI =A éS An+1 = An"A?,,

Az A, operétorok valamennyien 6nadjungaltak és egyméssal felcseréthetSk, az A,
operdtor egy valos egyiitthatds polinomja A-nak. Teljes indukcidval megmutatjuk,
hogy 0 < A, <I. n =1 esetére ezt a 36. példdbol mér tudjuk.

Anpi = AZ(J = An) + A (I — 4,)° (3.11.42)
T—Appr = (I-A4,)+42. (3.11.43)

Mivel

(@, Anp1z) = (&, AZ(] — An)a) + (@, An(l — An)®)
= (Anz, (I — An)An@) + (I — An)z, An(l — An)z)

az indukeids feltevés miatt Anpq > 0. Ugyanekkor a (3.11.43) elddllitds mutatja,
hogy Ant1 < 1.

Az A, operitorok értelmezésébil

A=A+ A=Al + AL+ As=... =
k

A2+ Apsa

n
=1

Ezért 3 p_, A2 < Aés

S lAkell? = Y (Akz, Aga) < (z, Az).
k=1

k=1

Ebb&l arra kévetkeztethetiink, hogy 3., l|Axzi|® konvergens és |[Anz|] — 0.
Tehat '

- Y Alw = Az - Anpiz > Az,
k=1

méasszdval

i Aiz = Az.
k=1
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B felcserélhet$ Ap-val minden k € N-re és

(ABz,z) = i(AﬁB:c, z) = > (BAww, Agz).
k=1

k=1

B feltételezett pozitivitdsa miatt a sor minden tagja nemnegativ és elérkeztiink a
bizonyitandé AB > 0 egyenlétlenséghez.
O

3. lemma: Legyen Ay < Ay < ... pdronként felcserélhetd onadjungdlt operdtorok
sorozata a H Hilbert-téren. Ha létezik egy olyan B € B(H) onadjungdlt operdtor,
amelyre AnB = BA, és A, < B minden n € WN-re, akkor létezik egy olyan A €
B(H) dnadjungdlt operdtor, amelyre

(1) li_)m Anz = Az minden z € H-ra

(2) A, < A<B.

© Bizonyitds: Legyen Cp, = B — A,. Ekkor a C, sorozat felcserélhetd
operitorokbdl ill és
Ci1>2C>C3>...2>20.

Az el6z8 tétel szerint a (Cp, — Cn)Con 85 Cp(Crn — Cp) operatorok pozitivak, ha
n > m. Bzért
(Cglm,m) > {CnmChrz, ) > (C‘i:r:,x)

és (CEz,z) nemnegativ szimok fogy6 sorozata, ami konvergsl.
ICmz — Crall” = (Cim ~ Cu)?x, @) = (Chz, 2)—
—2{CrnCrz,z) + (C2z,2) — 0

ha n,m — oo. Tehdt Cpz Cauchy-sorozat hatdrértékét Az-nek értelmezziik.
Lathato, hogy igy egy olyan A linedris operdtort kapunk, ami énadjungélt és
A, < ALB.

O

12. tétel: Legyen 0 < A < B(H). Ekkor egyértelmilen létezik egy olyan pozitiv
B operdtor, amelyre B> = A. Ezen tilmenden, B felcserélheté minden olyan
operdtorral, amely feleserélhetd B-vel.

Bizonyitds: Egy konstanssal valé megszorzdssal elérhetjiik, hogy ||A|| < 1 és
ezért A < I teljesiiljén. Legyen T} = 0 és

1
Tn+1 = Tn + —2‘(14 - TTE) (?’L = N) .
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Ekkor T, A-nak valés egyiitthatés polinomja, ezért 6nadjungdlt es felcserélhetd
azokkal az operdtorokkal, amelyekkel A felcserélheté. Ezen kiviil a T, sorozat
felcserélhetd operatorokbdl &ll. Mivel

1 1
I—Tn+1 = i(I_Tn)z‘l‘ §(I—A),

teljes indukciéval 14tszik, hogy T < I. Memutatjuk azt is, hogy 71 < T3 < T3 <
.. A rekurziébdl

Toot — T = % (I = Toos) + (I = To)] (Ta = Tuc) -

A szigletes zardjelben pozitiv operdtor all, és T, — T,y > 0 az indukeids feltevés
szerint. A két felcserélhetd pozitiv operdtor szorzata a 11. tétel szerint pozitiv.

A 3. lemma szerint T, konvergél egy B operdtorhoz. A Tj-re vonatkozd re-
kurzids formuldban limeszt véve :

B:B+—;-(A—B)2

azaz A = B2

3.12 Rezolvens és spektrum

Korlatos operdtor spektrumét mér a Banach-terek kapcsdn bevezettik, a
részletesebb targyaldsra azonban csak most keritiink sort.

4. lemma: Ha A € B(H), akkor || A*A|| = [|A|]*.

Bizonyitds: Bgyrészt ||A*A| < [|A%)} - 1|14l = [lAll?, mésrészt |Az|]? =
(Aa, Az) = (A* Az, 2y < [|A*A]l - lel[? amibél [A[I? < [|4* A]l.
B o

Jelsljitk I-vel a H Hilbert-tér identitds operatorat. A tetszéleges T € B(H)
operator rezolvens halmaza azokbdl a A komplex szamokbdl all, amelyekre a
X-I—T operétornak létezik korlatos inverze. A rezolvens halmaz jelolese (M. Igy
X € p(T) esetén RA(T) := (A1 —T)"* € B(H), Ra(T)-t a T operdtor A pontban
vett rezolvensének nevezziik. '
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37. példa: Legyen U egy unitér operator. Ekkor ||U||? = [U*U|] = 1 alapjin
JUll = 1. Ha A € € és |A] > 1, akkor

1 1 1
T —1:___ orr T2
A-I-U) )‘(1+/\L+A2U +)

a Neumann-féle sorfejtés szerint, és ezért A € p(T'). Hasonldan kévetkezik, hogy
A€ p(U), haf) > 1. Az

U—-A-T=xU0"1-1-U%

azonossag mutatja, hogy U/ — A - T invertalhaté, ha 0 < [A] < 1. Osszefoglalva
megallapithatjuk, hogy ha |A| # 1, akkor A € p(U).

38. példa: Legyen

@ OO
| I

o O R
OB e

Ekkor a rezolvens

1 00 01 0 0 00
Ry(T)=(A—-2)"t [0 1 0]+()\—$)'2 [0 0 0]+(A—y)*1 [0 0 0],

0 00 0 00 0 0 1

amirél meggydzédhetiink, ha beszorzunk a A - I — 7' métrix-szal.

A Aw Ry(T) operdtor értékil analitikus fiiggvény a €\ {z,y} halmazon. z és
y a T matrix sajatértékei, a megfelel6 sajitalterekre vetitd projekcidk nem masok,
mint a rezidiumok.

Egy tetszbleges n x n-es T' maétrix rezolvense felirhatd, ha tudjuk, hogy mi-
lyen hasonléségi transzforméciéval hozhaté Jordan-féle normal alakra. Példaként
tekintsiink egy Jordan-blokkot. Ha

0
I,
z

akkor

100 0 1 0 0 01
Rr(TY=(A—z)? [o 1 0]4—()\—2)_2[0 0 1]+(A—$)_3 [0 0 0],
1

0 00

1
z
0

o O 8R

és R)\(ST'S™1) = SRA\(T")S™! barmilyen invertalhaté S métrixra..
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]

13. tétel: p(T) C € nyilt halmaz.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy Ao € p(T). Belatjuk, hogy ha |A — do| <
| R, ()], akkor A-I =T korlatos inverzzel rendelkezik. A Neumann-féle sorfejtés
szerint

R (T) D [(ho = M B (D"

egy korldtos operdtort ad meg, ami nem mas mint
R (1) (I = (%0 = o) R (T)) ™" = Ra(T)

{(Utébbi egyenl8ség legegyszeriibben gy 1athato, hogy mindkét oldal inverzét
vessziik.)
g

A o(T) := €\ p(T) halmazt a T operdtor spektrumdnak nevezziik.

14. tétel: Egy korldtos operdtor spektruma nem tires zdrt halmaz.

Bizonyitds: Tegyiik fel, indirekt okoskodéshoz, hogy (T} = §, azaz az By (T
rezolvens operator minden A € C-re értelmezve van. Megmutatjuk, hogy minden
2,y € H esetén a

' A (z, Ra(T)y)
fiiggvény korldtos és analitikus. Az eléz6 tétel bizonyitisa szerint
o0
(o, BA(T)y) = 3 (& Rao (1) 1y) (o = A",
n=0
azaz a fiiggvény minden Ao € C pont egy kornyezetében konvergens hatvénysorral
3ll el6. Ezért analitikus. Mésrészt

n

A

r
X

o BT < Tl Ul IR < sl ol 3
n=0

1
2| Iyl -
el Il

Ez adja a fliggvény korlatossagat, és azt is, hogy 0 a hatérértéke, ha A = -co.
Liouville tétele szerint egy korldtos teljes analitikus fiiggvény konstans. A konstans
értéke 0, hiszen ez a végtelenben vett hatarértéke a fiiggvénynek. Tehat

(=, Ra(T)y) =0
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minden z,y € H és A € € esetén. Ez nyilvdn lehetetlen, tehdt a o(T) = 0 feltevés
hamis.
0

Az el6z8 tétel bizonyitdsa azt is mutatta, hogy az R\(T) rezolvens p(T) —
B(#) analitikus fiiggvény, amit Ugyis érthetiink, hogy A = (£, Rx(T)n} analitikus
barmilyen £,7 € H vektorokra. A

A T=T) = (u- T =T)™ = (g = NA-T = T) - T~ T)"?
azonossigot felhasznédlhatjuk a rezolvens differencialdsédra:

w = —RA(T)Ru(T) . (3.12.44)

A XA — p limesz normédban létezik, igy az Ry (T) rezolvens (Frechet-) derivaltja
—Ry\(T)2.

39. példa: A rezolvens jelentdsége azon a tényen is alapszik, hogy a segitségével
az operator fuggvényei kifejezhetSk. Legyen D egy olyan nyilt tartomany, amely
tartalmazza T spektruméat. Ekkor az R,(T) rezolvens a D tartomény 8D hatdra
egy kornyezetében analitikus fliggvény, és barmilyen D kérnyezetében analitikus f
fiiggvényre képezhetjiik az

1
2mi

f F2)R(T) dz
aD

vonalintegrélt. Legyen az egyszerliség kedvéért f{z) = 2™ és T egyetlen Jordan-
blokkbdl 416 matrix:

Ekkor T'= 2 - I + N, ahol N az operétor nilpotens része, N3 = 0. Evidens médon

" 2N?

Tn=$n‘I+(n—1).’IJn—1N+ (n—l)z(n '2)

Masrészt T rezolvense a 38. példa szerint
R(Ty=(z—2) ' I+ (z—2)"2N + (z —2)"*N?.
Ezt felhaszndlva kiszdmolhatjuk a fenti vonalintegralt:

1 1 -
i fop F(2)R. (T dz = 5t Jon f(2)(z =) ' I dz+
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/ fz)(z - z)*Ndz + 2_1T f2)(z—2)3N%dz =

27r1

fz)I + E;T—ifan'(z)(z—m) N dz + —————/ f'(2)(z—z)"IN?dz

= fz) + f(@)N + 5 f“(rc)N2

(Itt felhasznaltuk a Cauchy-formuldt az f fiiggvényre, ezutdn parcidlisan in- '
tegraltunk, majd megint a Gauchy-formulét hasznaltuk f'-re és f-re.) Arra az
eredményre jutottunk, hogy a vizsgalt esetben -

.
S fa B

Ez a formula akdr f(7T") definicié is lehet, ha f a T operator spektruma egy kornye-
zetében analitikus fiiggvény: Nézzilk meg az f(z) = 2" esetet most tetszdleges
T € B(H) operatorra. ' '

1- | : 1 - : n—k—1mk |
s = —k=lpk g,
o 8Dz R.(T)dz o 2 faDz z .

T T
: 2m Jfap .

ugyanis k # n esetén a korintegril eltfinik'a Neumanhfsorfejtés tagjaira.

O
o(T) zért halmaz és
' +(T). = sup{|A| : A € o(T)} (3.12.45)
neve spektrilsugdr.
15. tétel:
r(T) = lim IIT“IP’"-
a

Ebbél nyomban kovetkezik, hogy r(T} < ||T]| és 6nadjungdlt A = A* € B(H)
operator esetében r(A4) = ||A||. (Val6ban, 1427 = 141" mmden n-re az | A*A|| =
|| Aj|? egyenldség 1teralasava1) '

A T operdtor ¢(T) spektrumat hérom részre osztjuk, annak megfeleléen, hogy
miért nem 1étezik A - I — T inverze. Ha Ker (A I —T) # {0}, akkor van olyan 0 #
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x € H vektor, amire T'x = Az. Ekkor At T sajdtértékének, z-et a A-hoz tartozé
sajatvektornak mondjuk. A sajtértékek alkotjék a op(T) pontspekirumot.
Ha Ker (A -1 —T) = {0} és Rng (A~ I — T') nem stirti #-ban, akkor ) a rezidudlis
spektrumhoz tartozik, ennek jele 0,(T). Végil, ha Ker(A- T - T) = {0} és
Rng (Al —T) C H egy siirli altér, akkor A a o;(T) folytonos spektrum eleme.
(Megjegyezziik, hogy a Ker (AT —T) = {0} és Rng (M —T) = H esetben (-I-Ty1
operdtor létezik, a folytonossigat a nyilt leképezés tétele garantalja.)

40. példa: Legyen S* : £*(IN) — ¢%(IN) a balra tolds operdtora. §*
sajatértékeinek meghatirozdsihoz az

($2,£C3, e ) = (ASUI,A:EQ, e )

egyenletet kell megoldani. Ennek z = (z1,29,..:) megolddsa (1,X,A2,...), ami
|A| <1 esetén ad {*(IN)-beli sorozatot. Ezért o,(S*) = {A € € : |A| < 1}. Mivel
o(S57) zart és r(S*) < ||S*]| =1, ¢(S*) = {A € € : [A| < 1}. El akarjuk dénteni,
hogy a |A} = 1 pontok a rezidudlis vagy a folytonos spektrumhoz tartoznak. Ha
{Az — 8"z : z € %} nem siixli, akkor van olyan y # 0 vektor, amelyre (Az —
S5*z,y} = 0 minden z € #*-re. Ekkor (z,(A — S)y) = 0 és Ay = Sy, vagyis A
sajatértéke a jobbra tolds S operdtoranak. Konnyen ellendrizhetd, hogy S-nek
nem lehet sajatvektora, tehdt {Az - S*z : = € €2} biztosan sfiril. Igy {) : |A] =
I} =0 £(S*).

Amit az S* operdtorral kapcsolatban bebizonyitottunk, az dltaldban is érvényes:

(RngT)* = Ker T* (3.12.46)

A jobbra tolds operdtor spektruma ugyancsak az egységkorlemez:

A tovabbiakban X - 7 — T helyett egyszeriien A — T-t frunk.

5. lemma: Legyen T € B(H) egy normdlis operdtor. Ekkor X € (1) akkor és
csak akkor, ha van olyan C > 0 szdm, amelyre

(A = T)zll > Cll=]

minden z € H vektorra.

Bizonyitds: Ha A € p(T'), akkor C' = | By (T)||* megteszi.

A megfordités igazoldsdhoz induljunk ki a fenti feltételbsl. Ez maga utdn vonja,
hogy Ker (A — T') = {0}. Mivel egy normalis operdtorra

1A = T)all = I|(A = T*)all
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folytanos spektrum

pontspektrum

VAN

rezolvens halmaz

A balra tolds operator spektruma folytonos és pontspektrumbdl 4ll.

Ker(h — T*) = {0}, és (3.12.46) szerint Rng(X — T) sfirl. Ugyanakkor a
feltételiinkbdl kovetkezik, hogy Rng (A — T') zért. Ezért A € p(T).
i
Haszndljuk a T = {z € € : |z| = 1} jeldlést.

16. tétel: Ha U egy unitér operdtor, akkor o(U) C T.

Bizonyitds: U normalis, és
(A = DYal® = (Ul + [APlel? — 2Re (Ua, Az) > (1~ [AD?|lz]*

Most a lemma alkalmazhatd, ha |A| # 1, akkor A € p(U). {Egy masik bizonyitdst

tartalmazott a 37. példa.)
a

41. példa: A Fourier-transzformdécié a L*(IR) tér egy F unitér operdtordnak
tekinthets. F-nek az 1,1, —1,—i szamok a sajatértékei. A sajatfliggvények az in.
Hermite-féle fiiggvények:

Fala) = e 2 Hy(z) .
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folytonos spektrum

rezidudlis spektrum

N

rezolvens halmaz
A jobbra tolds operdtor spektruma, folytonos és reziduslis spektrumbdl &l.

(Hn(z) az n-edfokd Hermite polinom, lasd a 8. péld4t és a (3.9.41) képletet.)
Szédmolds adja, hogy Ff, = (—i)"f,. Mivel a Hermite-féle fiiggvények teljes orto-
gonalis rendszert alkotnak {1,i, -1, —i} a teljes spektrum.

|

17. tétel: Legyen A € B(H) egy onadjungdlt operdtor, és M := sup{{z, Az) :
lzll = 1}, m := inf{(z, Az) : ||z| = 1}. Ekkor o(A) C [m, M], tovibbd A-nak
nincsen rezidudlis spektruma.

Bizonyitds: Legyen X, i € R. Ekkor

1A +1p) — Alz|? (A = Nazl? + @?l|z]]® + 2uRei (4 ~ Az, z)
(A = Nzll* + |||
w2t

Ha g # 0, akkor az el6z6 lemma elegend$ ahhoz, hogy a o(A) C IR kdvetkeztetésre
jussunk. :

v

Amennyiben X > M, akkor barmilyen z egységvektorra

A = Azl = {(A - A)z,2) > A - M,
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amibdl A € p(A). A X < m eset teljesen hasonld.

Ha ) € R olyan szém, hogy Rng (X — A) nem siirii, akkor Rng (A — At =
Ker (A — A) # {0}, tehét X a pont spekirumban van.
0

3.13 Onadjungalt operatorok fiiggvényei

Legyen A egy korlatos operétor és p(z) = 3 ;o a;%* egy polinom. Ekkor S ai Al
egy korlstos operator, amire joggal hasznéljuk a p(A) jelolést. Rogzitett A-ra a
p — p(A) megfeleltetés linedris és multiplikativ. Célunk az, hogy a Weierstrass-féle
approximdcids tételt felhaszndlva egy tetszdleges folytonos f fiiggvényre és A = A*
operétorra, értelmezziik az f(A)} operdtort.

6. lemma: Ha p egy polinom, és A € B(H), ekkor a(p(A)) = {p(}) : XA € o(A)}.

Bizonyitds: Tételezziik fel, hogy A € o(A). Mivel A gySke a p(z) — p(}) poli-
nomnak, p(z) — p(A) = (z — N)g(z) egy alkalmas ¢(x) polinomra. Ebb&l kapjuk,
hogy p(A4) — p(A} = (A— N)g(4). Mivel (A — )) nem invertlhaté, p(A) — p(A) sem
az, méasszéval p(\) € a(p(A)). Igy p(o(4})) C o(p(A)).

Amennyiben g € o(p(A)) és Mg, Az, ..., An a p(z) — ¢ polinom gybkei, akkor
p(A) —p=a(d - M)A - A2)...(A—Ad).

A jobboldal minden tényezéje nem lehet invertalhatd, mert akkor a teljes szorzat
is invertilhat6 lenne, de p(A) — p nem invertalhat6 a feltevésiink szerint. Tehat
(A—X\;) nem invertalhaté valamely 1 < i < n értékre. Ez azt jelenti, hogy Ai € o(A)
és p(\;) = p. Beldttuk, hogy o(p(4)) C pla(4)).

O

7. lemma: Legyen A= A* € B(H) és p egy polinom. Ekkor ||p(A)|| = sup{|p(A)| :
A eo(A)}.

Bizonyitds:

Ip(AY P(A)I| = [FR(A)]
sup{|A| : A € o(Bp(4))}
sup{Fp(Y) : A € o(4)}
(sup{lp(N)] : A € o(A)})?.

(A2

Il
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Itt elészor a norma C*-tulajdonsigit hasznaltuk, ezutin azt a tényt, hogy dnad-
Jungélt operdtor norméja és spektralsugara azonos, végiil pedig a megeldz6 lemmat.
: N

18. tétel: (Folytonos fiiggvénykalkulus) Legyen A = A* € B(H). Ekkor
létezik és egyérielmien meghatdrozott egy olyan 4 : C(o(A)) —» B(H) linedris
leképezés, amely az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:

(1) 2a(fg) = @4(f)2alg)

(2) @a(f) = @a(f)*

(3) 24(1) =1, ®4(id,(a)) = 4

(4) 12a(A = sup{|f(N)| : feo(A)}
(5) Ha f >0, akkor & 4(f) > 0.

(6) Ha Az = Az, akkor ® 4(f)z = f(M\)z.
(7) a(24(f)) = flo(4)).

Bizonyitds: A C(o(A)) térben a polinomok siird halmazt . alkotnak a
Weierstrass-féle approximéacids tétel értelmében. Ha p € C(g(A)) egy polinom, ak-
kor @o(p)-t értemezziik, ugy, hogy ®o(p) = p(A). Az gy értelmezett D, leképezés
rendelkezik az (1-7) tulajdonsagok mindegyikével. Ez jérészt trividlis, de (4)-et
¢s (7) az el6zd lemmak tartalmazzak. (4) azt jelenti, hogy ®¢ izometria, azaz
20(P)|l = lIplloo, ahol || - |leo @ C(o(A)) térben vett sup normét jelsli. Mivel
B(H) teljes tér az operdtornorméra nézve, ®y-nak létezik izometrikus Linesris ki-
terjesztése C(o(A))-ra, és ez lesz 4. Végiggondolands, hogy a kiterjesztés sordn
a felsorolt tulajdonsigok megmaradnak.

a

42. példa: Legyen A = A* € B(#) egy énadjungélt operétor, és tekintsiik a

z—i
z+i

g{z) ==

Ez folytonos az egész szdmegyenesen, és a fiiggvénykalkulus értelmezi a g(4)
operdtort. A g(z)g{z) = 1 reldciébél kdvetkezik, hogy g(A) unitér operator. Az A
operator Cayley—transzformaltganak nevezik.
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43. példa: Ha A = A* € B(H) és A > 0, akkor o(4) C R*. A négyzetgyok
fliggvény folytonos R*-on, ezért a megelzd tétel érteimében létezik egy olyan
B > 0 operétor, amire B> = A. Valéban, jeldlje f az z vz fiiggvényt. Ekkor
a B = ®4(f) operétor ilyen, amennyiben ®4-t a tétel szerint konstruédljuk A-hoz.
Az AY/? opeistort a négyzetgySk fiiggvény Taylor-sordbol kézzelfoghatébb mddon
is eldallithatjuk.

Ismeretes, hogy

Vitz= i (1£2)m" (lz] < 1).

n=>0

Ezért 0 <e-I < A <[ esetén
> (1/2 :
VA= ( )(A—I)”

ugyanis ||A — I|| € 1 — € és a sor normédban konvergens.

O

Tetszéleges X € B(H) esetén X*X > 0 és ezért beszélhetiink az (X*X 32
operatorrdl, amit | X|-szel jeldliink. A jelolés nem akarja sugallni az | XY|=|X]|-
Y| és | X +Y]| < |X|+|Y] tulajdonsdgokat. Ezek ugyanis nagyon ritkdn teljesiilnek.

19. tétel: Tetszdleges X € B(H) operdtor elddll X = V|X | alakbon egy olyan V
operdtorral, amely | X| képterén izomeltrikus.

Bizonyitds: Legyen V | X |y = Xy. Ekkor
IXgl® = (X" Xy,y) = (X" X) /Py, (X7 X)'2y)
Xt yll® .

Ivixiyi®

il

]

A tételben szereplé X = V|X| felbontast poldris felbontdsnak hividk. Ha
X =UH és H > 0, U izometrikus H képterén és 0 az erre mer&leges altéren, akkor
az UH felbontas egyértelmii, és a fent konstrudlt poldris eléallitdssal azonos.

44, példa: Legyen A = A* € B(H). Az A operdtor fiiggvényei kozilil U; =
exp(itA) egy fontos példa. Mivel

exp(itz) = 1/ exp(itz)
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minden z € IR valés szdmra, U, egy unitér operétor, (U,)* = U7l = U_,. Tovabba
az

exp(itz) exp(isz) = exp(i(t + s)z)
azonossag azt is implikalja, hogy U,Us = Upy,. Unitér opersdtoroknak ily mddon
paraméterezett csalddjit, egyparaméteres unitér csoportnak fogjuk nevezni.
Beldtjuk, hogy ¢ + U; normédban folytonos. Ehhez az exponencialis fiiggvény
Taylor-sorit hasznalhatjuk fel:

_ N (D
Uy —Us =Us(Up—s — I) = Us; A
és -
i{t—s)|” _
U - Ul <> '-(—alnAun = elt=slilal _
n=1 .

Ez a becslés mutatja a folytonossagot.

O

45. példa: Legyen T; : L*(R) — L*(IR), (Tif) (=) = f(t + z). Ekkor T; egy
unitér operdtor, s6t egyparaméteres csoportja unitéreknek, ugyanis 73T, = Tivs
nyilvinvaléan teljesiil. Igaz-e, hogy T, el6all exp(itA) alakban, valamely korl4tos
6nadjungdlt A € B(L*(IR)) operstor segitségével? Megmutatjuk, hogy nem,
ugyanis t — T; nem folytonos norméban. Legyen

_ [ (2e)712 7] <,
fe(z) = { 0 x| > e.
Ekkor '
e t/fe ha |t| <2
”ths fE“ - { \/Q ha It! > 2
és

I7: - 1) > V2
barmilyen kicsi is ¢.

Késbbb 1atni fogjuk, hogy T; elddll exp(itH) alakban, de a H onadjungdlt
operator nem korlitos.

]

Legyen (A,) C B(H) korlatos operdtorok sorozata és A € B(H). Azt mondjuk,
hogy A, tart pontonként A-hoz, ha ||(A, — A)z|| = 0 barmilyen z € H vektorra. A
pontonkénti konvergencia jelSlése 4,, *2 A. Azt is mondjuk, hogy A, tart A-
hoz az er6s operdtor topolégidban. (Valéjsban az ut6bbit titkrézi a jeldlésiink.)
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46. példa: Legyen H = L?(u) és (fn) fiiggvények olyan sorozata, hogy | fa(z)| <
M minden z € X pontra és n € IN-re. Tételezziik fel, hogy f.(z) = f(x) majdnem
mindeniitt. Ekkor My, 5% M a megfeleld szorzasoperatorok sorozatira.

Legyen g € L*(p). |I(My, — Mpgl® = flfalz) = ()1 19(z)|* dul(z). Az
integrandus pontonként 0-hoz tart és a trividlis

[ful@) = F(@)* lgl)® < 4M3|g(z)|?

becslés mutatja integralhaté majordlé fiiggvény létezését. A Lebesgue-tétel
értelmében az integral 0-hoz tart.

o

47, példa: Legyen T; : L?(R) — L*(R), (T1f)(z) = f(t+=). Az egyparaméteres
T} csoport folytonos az erés operdtor topolégidban. Ezt ¢ = 0-ban mutatjuk meg.

Legyen My :=-{f € L*(R) : lim¢—o T3 f = f}. Ekkor My egy linedris altér.
Legyen fo, e Mg és fro = f. A
ITef — £l < NTef — Tifall + 1 Tefn = fult + |l fn — £l
I Tefr = falt + 20 fn — £l

becslés mutatja, hogy My zart altér. fgy annak igazolasahoz, hogy Mg = L?, elég
14tni, hogy My tartalmazza a kompakt tart6ji folytonos fiiggvényeket. Legyen f
egy ilyen fiiggvény. Ekkor

ITf — I = [ ft+2) — F@)? dz,

ami tart 0-hoz, ha ¢t — 0 a Lebesgue-tétel alapjan. (Létezik integrdlhaté majorald
fliggvény, példdul egy kompakt intervallum karakterisztikus fiiggvénye szorozva b
korlatjaval.)

0

8. lemma: Ha A,B,,B € B(H) dnadjungdlt operdtorok, A < B, < B és
{z, Bpz) — {z, Bz) (x € H), akkor B, * B.

Bizonyitds:

(B — Ba)e|f?

((B - Bn)m: (B - Bn)m)

{(B = Bn)(B — B,)'/?,(B — Byn)'/*x)
|B = Bull{(B — Bn)*/*z,(B — Ba)'/*x)
(1A +1IBIN{B — Ba)e,z) = 0.
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n

A lemm&bél kévetkezik, hogy ha By < By < ... 6nadjungdlt operdtorok olyan
-ndvE sorozata, hogy B, < C valamely korldtos C = C* operédtorra, akkor létezik
egy olyan B operitor, amelyre B, % B. Ugyanis a polariziciés azonossig és
feltevés szerint
Blz,y) = nll)n;o(s:, By

egy korldtos forma, |[C|} korldttal, amit egy B = B* € B(H) operator reprezental,
azaz’

lim (z, Bp,y) = (z, Bz) .

—r0C

Ezutdn csak a lemmaéra kell hivatkoznunk, és megéllapithatjuk, hogy B,, 23 B.

3.14 A spektral tétel

Véges dimenziés téren egy Snadjungélt operdtor paronként ortogonalis projekcidk
valés linedris kombinéciéja. Az egylitthaték a valds sajitértékek és a projekcick
a sajatalterekre valé merbleges vetitések. E linedris algebrabdl ismert ténynek
az altaldnositdsa a spektrdl tétel. A végtelen dimenziés esetben egy onadjungalt
operdtor paronként ortogonélis projekcidk valds linedris kombindciéjdval koze-
lithet6. Pontosabban az operitor egy ugynevezett projektormérték szerinti in-
tegralként 4ll eld, és az integralt kdzelits “tégladsszegek” nem mdsok, mint a fent
emlitett linedris kombinicidk.

Rendeljiink hozz4 a valés szdmegyenes minden B Borel-halmazihoz egy E(B) €
B(#) operdtort. (A Borel-halmaz definicidja a Figgelékben taldlhaté meg, az
itervallumok is Borel-halmazok, tehit E intervallumokon is értelmezve van.) Azt
mondjuk, hogy E : B —» E(B) egy pozitiv operdtor értékii mérték, ha

(1) 0<E(B) <1, BE®) =0, E(C) =1

(2) Ha (B;) pdronként diszjunkt Borel-halmazok sorozata és B = U, B;, akkor
E(B)z = Y_;°, E(B;)z minden z vektorra.

A (2) feltétel azt mondja, hogy a hozzérendelés additiv az erds operitor to-
polégidban.
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48, példa: Legyen H = L?(0,1). Ha B C IR egy Boral-halmaz, akkor értelmezziik
E(B)-t tgy, mint a B N [0,1] halmaz karakterisztikus fliggvényével vald szorzés
operitora.

fgy egy olyan pozitiv operétor értékii mértéket kapunk amelyre, E(B) projekcié
bérmilyen B C IR Borel-halmaz esetében. A pozitiv operdtor értékll mérték tulaj-
donségai koziil csak az additivitds nem nyilvanvald. Legyen B; C [0,1] paronként
diszjunkt Borel-halmazok egy sorozata, és B := U2, B;. E (Ui, B;) az UL, B;
halmaz f, karakterisztikus fiiggvényével vald szorzas operdtora. fn(z) — 1 g(z)
minden ¢ € IR pontra. Ezért a 46. Példa szerint E (UL, B;) *% E(B).

O

A tovébbiakban olyan pozitiv operdtor értékti mértékek lesznek fontosak, ame-
lyek értékei projekcidk. Ebben az esetben projektor értékii mértékrdl, vagy réviden
projektormértékrol beszéliink. '

49. példa: Legyen E : B — E(B) egy projektormérték a szimegyenesen. Ha
By,B; C IR diszjunkt halmazok, és az x vektor az E(B1) projekci6 képterében
van, akkor E(Bg)z = 0. -

Mivel E projektormérték, Fy := E(Bi1),Fy 1= E(B;),F = E(B1 U By) pro-
jekciok, és F' = Fy + F;. Ezért

FP=FR+RB+FRR+FRFi=FR+FK=F,

és FyFy + FoFy = 0 kovetkezik, azaz FiFy = —FyFy. Szorozzuk ezt meg balrél
Fi-gyel: FiFy; = —FiF,F . A jobboldal énadjungalt lévén, Fy Fy is 6nadjungélt,
vagyis F1 F» = Fo Fi. A kordbbiakkal Gsszevetve azt kapjuk, hogy Fo Fi = 0. Ebbdl
nyomban kovetkezik, amit allftottunk.

a

Legyen E : B — E(B) egy projektormérték és z € H. Ekkor
Uz (B) = (z, E(B)x) (3.14.47)

egy kozOnséges mérték: Ha (B;) paronként diszjunkt Borel-halmazok sorozata. és
B = U, B;, akkor E(B)z = Y2, E(B;)z az adott = vektorra. z-szel valé belsd

szorzassal
(o]

(:L', E(B).’B) = Z<$’ E(Bi)m)a

i=1

ami pontosan p, additivitdsa.
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A megforditds is igaz, ha minden B Borel-halmazra adott egy E(B) € B(H)
projekcié gy, hogy barmilyen z € H vektorra (3.14.47) egy mértéket ad, akkor
E egy projektormérték. Az E projektormérték és a {u, : = € H} mértékesalsd
‘kapcsolatét hasznalhatjuk fel arra, hogy kiépitsiink egy integrélelméletet projektor
mértékekre. Legyen f a valds szdmegyenes értelmezett korlatos mérhetd fiiggvény.
Az he

A= [ 1y am)
jelolést akkor fogjuk hasznélni, ha barmilyen z € H vektorra
(@42) = [ 70 dia )

teljesiil. p, definicidjat beolvaszthatjuk az frasmédba, és réviden

(z, Az) = f FO diz, EQ)z)() .

Erdemes megjegyezni, hogy ha F' C IR olyan zért halmaz, hogy E(R\ F) =0
az E projektormértékre, akkor az [ f(\) dE()) integrél csak az f fiiggvény F-en
felvett értékeitdl fiigg. Tehat elegendd, ha f az F halmazon van értelmezve.

50. példa: Legyen E a 48. Példdban szerepld projektormérték. Ekkor egy f €
L=(0,1) fiiggvényre

[ 109aE0) = ;.
Legyen g € L*(0,1). A u, mérték definicidja szerint
#2(B) = 9. EB)o) = {o,x00) = [ lo(®)Par.
Igy {1y abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre nézve, és

[ @) = [ molgtoas.

Ezért

/ FNd(g, B(-)g)(3) = / FOgN P = (g, Myg)
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20. tétel: (Spektral tétel). Legyen A = A* € B{H). Bkkor létezik egy olyan E
projektormérték, amire E(R\ c(A)}) =0, és

£(4) = f FOVER) (€ Clo(a)) .

A tételt nem bizonyitjuk a szigort értelemben véve, de kérvonalazzuk a bi-
zonyitds védzat. Az A operdtor folytonos fiiggvénykalkulusdbdl indulunk ki, 14sd
18. Tétel.

Legyen ¢4 : C(o(4)) — B(H) az a leképezés, amelyre ¢pa(f) = f(A). Ha
x € H, akkor
wx:.fk+<$7¢A(f)$)

egy linedris funkciondl C(o(A)), amelynek 1ényeges tulajdonsdgai

(1) @a(1) = [alf2.
(2) Ha f > 0, akkor ¢, (f) > 0

() lez(FH < M1 llo-

Ezek a tulajdonségok kévetkeznek rendre a ¢a(l} = I, ¢a(gg) > 0, |l¢a(f)ll =
i flloo tulajdonsagaibdl a fiiggvénykalkulusnak. A Riesz-Radon reprezentacios tétel
szerint 1étezik egy p, mérték o(A) Borel-halmazain, amire

oalf) = [ SN ()

azaz
(z, f(A)z) = ] FOda(N)

Ez mér hasonlit arra, amit bizonyitanunk kéne, de még igazolni kell, hogy van egy
olyan E(-) projektormérték, amire

{z, E(+)z) = pta

teljesiil. Be kell latni, hogy rogzitett H C o{A)-ra van egy olyan B(z,y) korldtos

forma, amelyre
Bz, z) = p. (H). {3.14.48)

e s

segitségével értelmezzilk B(z,y)-t, azaz

B(z,y) := i(#z+y(H) ~ prg—y(H) =1 ptatiy(H) + iJU':c—iy(H)) : (3.14:49)
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(Szémoldssal lehet ellendrizni, hogy az (3.14.48) és (3.14.49) egyenletek Gssz-
hangban vannak.) A kapott forma korldtossiga nyilvanvalé B(z,z) < |jz||? =
o (H) < ||=]|* miatt. Az E(H) operator igy adédik. Az operdtor értékfi mérték
o-additivitdsa egyenes kbvetkezménye p,-ek o-additivitdssnak. Egy kis nehézség
annak igazoldsaban van, hogy E(H) egy projekcié.

Az egyszerliség kedvéért tételezziik fel, hogy H egy nyilt intervallum karakterisz-
tikus fliggvénye. Ekkor van egy olyan 0 < f, fiiggvénysorozat, amely pontonként
novekvden tart 1y-hoz. Ekkor fr(A) < fr11(4) < 14(A) = E(H).

(&, falA)z) = / Fult) dps(£) - f 151(8) diaa () = (&, B(H)a)

a monoton konvergencia tétel alapjan. A 46. példa azt mondja, hogy
ekkor f.(A) 2 E(H). Ugyanez a gondolatmenet megismételhetd az f2
fiiggvénysorozattal, tehdt fi(A) ¥ E(H). Egyrészt f2(4) = [fu(A)]
a fliggvénykalkulus multiplikativ tulajdonsdga miatt, mésrészt korldtos hal-
mazon az operdtorok szorzésa folytonos az erds operdtor topolégiaban,
vagyis fn(4) - E(H) alapjdn fo(A)> -2¢ E(H)?. EbbSl arra kdvet-
keztethetiink, hogy E(H) = E(H)? vagyis E(H) valéban projekeid.

0

51. példa: Véges dimenziban a spektrsl tételben szerepld integral egy véges
Osszegre egyszerlisbdik. Legyen A egy o6nadjungdlt n X n-es métrix. En-
nek Ay, Ag,..., A, sajétértékei valdsak. (Feltételezziik, hogy Ar,Ag,..., A, mind
kiilonbéz6 szdmok.) Legyen Ep a A sajitértékhez tartozé sajitvektorok altal
feszitett altérre vetitd projekecid. Ekkor

A= z": M Ey
k=1

az A spektralis felbontdsa. A H C IR halmaz spektralmértéke > E; alakd, ahol az
Gsszegzés azokra az i indexekre torténik, amelyekre A; € H. Ezentdlmenden

A=Y FOw)Ex
k=1

egy f : IR — 1R fiiggvényre.
0
Egy onadjungalt operdtor spektralis felbont4sénak meghatdrozdsa Altaldban

nem konnyii feladat. A kdvetkezd példdban megkapjuk a spektrilis felbontsst,
de a hozza vezetd dtat mds operdtorra dtvinni csak bizonyos esetekben lehet.
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52. példa: Legyen (b,) C IR egy valds szdmsorozat. Ertelmezziink a d; — bip10i41
képlettel egy T linedris opertort £2(Z*)-on. Ha (bs) korldtos sorozat, akkor T
korlatos operator és T+T* énadjungalt. Szeretnénk meghatérozni T'+T™ spektralis
el6allitasat. '

A kanonikus bézisban T' + T* métrixa tridiagonalis:

0 b )
by 0 by 0

bz 0 b3
o (3.14.50)

Legyen A, a végtelen métrix n x n-es bal felsd sarka. Ha pp(z) = Det (z — 4,) az
A, matrix karakterisztikus polinomja, akkor ez a polinomsorozat a

»P—l(iﬂ) =0, po(z)=1, pny1(%) =2pn(z) — Anpn-1(%)

rekurziénak tesz eleget, ahol A, = b2. Létezik egy olyan p mérték IR-en, amelyre
a py,(z) polinomok ortogonélisak, és

(8u, (T +T*)*6,) = / 2Py (2)Py(z) dz .
(Ezt az 4llitdst egyaltaldn nem indokoljuk.) Pn(z) jel6li 2 normélt n-edik orto-

gonélis polinomot, tehat fn(z) = pn(z)/[lpa(@)]]. U : 6n + Pn egy E(Z) — L* (1)
unitér operdtor, hiszen bézist bazisba visz.

GuUT+TIF) = (0@ +T0) = [ohu(@pnle)do
= @H:Mﬁv) y
ha M az z véltozéval valé shorzas operdtora L2(u)-ben. U(T + THU* = M, a
T 4+ T* és az M operétorok unitér ekvivalensek. Mivel M spektralmértékét jol -
ismerjiik, segitségével megadhaté T + T spektrilis elddllitdsa:

T4+T" = [AdUE(-)U*()\) ,

ahol E(H) a H halmaz 1y karakterisztikus fiiggvényeivel valé szorzds L?(p)-n.

Az 1=05; = by = ... esetben

~ du(t) -:%\/1 —aadt,
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azaz p az Un. Wigner-mérték, vagy fé]kiireioszlés., a megfelel6 ortogonalis
polinomok-: bizonyos Jacobi-féle polinomok.

A Hermite-polinomok a,
Hp1 =2zH,(z) — 2nH,_(z)

rekurziénak tesznek eleget. Ha gy norméljuk Sket, hogy a foegyiitthatojuk 1
legyen, akkor a

Bnt1(z) = gha(z) — ghn_l(m) (3.14.51)

rekurzithoz jutunk. Ez a b, = 1/n/2 esetnek felel meg, ilyenkor T' 4+ T™* métrixa

0 (3.14.52)

T0 V1 0 0 : 7
vi o0 V2 o 0

0 2 o V3

0 0 V3 0

Sl -

Ez a méatrix volt Heisenberg métrix mechanikédjanak egyik épitSkdve. Az 2(Z*)

téren egy nem korldtos operdtort ad meg, amely unitér ekvivalens a du(t) = e~ dt
mérték feletti L2-téren a valtozéval vald szorzdssal.

]

Legyen T' € B(H) egy operdtor és ¢ € X egy vektor. Azt mondjuk, hogy z
ciklikus vektora a T operatornak, ha

{p(T)z : p egy polinom}

sliri H-ban.

A kovetkezd tétel azt mondja, hogy ciklikus vektorral rendelkezs dnadjungalt
operdtor. 1ényegében szorzdsoperitor valamely L? téren. Ez a tény a spektral
tétel kdvetkezménye.

21. tétel: Legyen A = A* € B(H) egy olyan operdtor, amelynek letezik ciklikus
vektora. Ekkor létezik egy p valdszindségi merték az A operdtor o(A) spektrumdn
és egy U : L?(u) = H unitér operdtor, hogy

A=UMU*,

ahol M o vdltozdval valé szorzds operdtora L2(p)-n.
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Bizonyitds: Legyen x € H a ciklikus vektor, feltehetd, hogy ||z|| = 1. Induljunk
ki A spektralis eldallitasabdl:

A= f AdE(N)
egy alkalmas projektormértékkel, és legyen u(-} := (=,E(-)z), ami egy
valészinfiségi merték. Az U operatort értelmezziik az
frr f(A)z

képlettel folytonos f fiiggvényekre, majd izometrikus tulajdonsiga alapjan ter-
jessziik ki az egész L2(p)-re. Mivel U képtere siirll, unitérnek kell lennie.

Az A = UMU* relacié, pontosabban AU = UM, igazolésa:

(f(A)z, AUg)

(2, F(A) Ag(A)) = f FOOg(N) du(z) = (f, M)
(Uf,UMg) = (f(A)z,UMg} .

i

(f és g folytonos fiiggvények.)
a

53. példa: Legyen A = A* € B(#) és H véges dimenziés. Ekkor A-t egy 6nad-
jungalt métrixnak tekinthetjiik. A-nak pontosan akkor van ciklikus vektora, ha
minden sajétértéke egy multiplicitasa.

Legyen A1,...,A, A sajatértéklistéja és eq,...,en a megfelel§ sajatvektorok,
amelyek bézist alkotnak. Ha Ay = Ag, akkor a z = 3" cie; vektor nem lehet
ciklikus, hiszen p(A)z = ¥ p(A:)cie; nem lehet siirti, mert az elsé két koordinéta
ardnya p-tél fiiggetlen.

Mésrészt, ha A~k egymastél kiilonbézdek, akkor z = ) e; ciklikus vektor. Az
y vektor p(A)z formiban valé kdzelitéséhez elég olyan p polinomot taldlunk, hogy
|p(A;) —vi| <.e. Ez lehetséges a Weierstrass-féle approximécids tétel miatt. Ha g
egy olyan kompakt tartéji folytonos fiiggvény, amelyre g(A;) = yi, akkor g olyan p
kizelitése megteszi, amelyre |g(t) — p(t)| < € egy A;-ket tartalmazé intervallumon.

o
Ha A és B felcserélhet$ 6nadjungélt métrixok, akkor van olyan bézisa a véges

dimenziés térnek, amelyben mindketts diagondlis. Ennek az egyszerti ténynek a
korlatos 6nadjungélt operatorok korében a kivetkezd dltaldnositdsa igaz.
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22, tétel: Ha A és B felcserélhetd korldtos onadjungdlt operdtorok, akkor létezik
olyan E projektor értékd mérték a szdmegyenesen, hogy

A= / FOVAE() é B = f (N dE(N)

alkalmas f és g figgvényekre.

Miutén minden projektormérték egy énadjungilt operdtor spektrdlmértéke, gy
is fogalmazhatunk, hogy felcserélhets operdtorok egy veliik feleserélhetd harmadik
operétor fiiggvényei.

3.15 Kompakt operatorok

Ha T' € B(#) egy korlatos operétor, akkor 7" folytonos a gyenge topolégidra, azaz
Zn oz alapjén Tz, 2Tz kovetkezik. Valdban, (T(z —z,),y) = (z — 2., T™*y) =
0. A H Hilbert-tér egy L linedris operdtordt kompaktnak (vagy teljesen foly-
tonosnak) nevezziik, ha z, “5z esetén Lz, — Lz. Minden kompakt operitor
folytonos, és ezért korldtos. K(#) jeloli H kompakt operdtorainak halmazat.

23. tétel: K(H) B(#) zdrt linedris altere a norma topoldgidra nézve. Ha T €
B(H) és K € K(H), akkor TK,KT,T* € K(H).

Bizonyitds: Legyen K, € K(H) és |L — Ky|| — 0 valamely L € B(#)
operdtorra. L € K(H) beldtdsdhoz vegylink egy olyan (z,) C H sorozatot, hogy
z, “5z. Ekkor

|<L($ - mﬂ)ay)i = K(L — Kp)zn,y) + (Kmlz — 72), )
CIL = Enlllyll + {(z — =), K59} -

IA

Itt C az ||z, || sorozat egy korlatja. Ha a jobb oldalt kicsinek akarjuk, akkor elészor
m-et valasztjuk olyan nagynak, hogy az elsd tag kicsi legyen, majd az adott m-re
az n indexet valasztjuk olyan nagynak, hogy a masodik tag kicsi legyen. Igy jutunk
arra a kévetkeztetésre, hogy Lz, — Lz, tehdt L € K(H).

A tétel KT-re és T K-ra vonatkozo része kdzvetleniil kivetkezik a definiciébdl.
Megmutatjuk, hogy T* kompakt (amennyiben T is az).

17"z — T*||* < ||z — sl 1TT*(zn - 2)I] -
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Ha z, "z, akkor ||z, — z|| korldtos és ||TT*(z, — x)|| — O hiszen a tétel el6z0
része szerint TT* kompakt operator. Igy T*z, — T*z és T valbban kompakt.
O

Legyen H végtelen dimenziés. Ekkor az identitds operdtor nem lehet kompakt.
Ha T egy kompakt operator H-n, akkor 0 € o(T). Ha ugyanis lenne olyan korlatos
X operétor, amelyre XT = I, akkor az eléz0 tétel szerint I-nek kompaktnak kellene
lenni.

Egy véges dimenziés Hilbert-térben a gyenge konvergencia egybeesik a normabél
szdrmazé konvergencidval. Ezért minden olyan operétor, amelynek képtere véges
dimenziés, az kompakt. Az ilyen operatorokat véges ranginak is nevezzik.

24, tétel: T € B(H) akkor és csak akkor kompakt, ha létezik véges rangi
operdtoroknak olyan T, sorozata, hogy ||T — ] = 0.

A bizonyitist arra az esetre vézoljuk, amikor létezik a Hilbert-térnek egy
megszémlalhaté (e,) bézisa. Legyen P, az ey, e,...,en vektorok altal fezitett
altérre vetitd projekci6. TP, véges rangu, ezért kompakt. Megmutatjuk, hogy
TP, — T|| - 0. Ha nem igy lenne, akkor létezne egységvektoroknak egy olyan z,,
sorozata, hogy Pu(m)®m = 0 68 [T Pr(m) — T)&m|| > & valamilyen € > 0 szémra és
egy n(m) ndvé sorozatra. A Ppm)Tm =0 feltétel biztositja, hogy Tm *=0. Ugyan-
akkor ||[(T Pyqm) — TNzl = | T2ml| 2 €, ami ellentmond T' kompaktsédganak.

]

A kovetkezd példa egy gyakran eléfordulé kompakt operatort, a Hilbert-
Schmidt-féle integriloperdtort mutatja be.

54. példa: Legyen K(z,y) € L*([0,1] x [0,1]) és

(1)) = [ Ko £ dy.

Feltehetd, hogy f € L*([0,1]) egységnyi hosszisdgi, és fi, fa,dots egy bézis.

Ekkor
K(z,y) = Z cii fi(2) f3 (W)

az Ugynevezett magfiiggvénynek a sorfejtése. Ekkor

Tk frlz) = fZCijfi(m)fj(y)f(y) dy = cinfi(e)
1,5 i
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WTa fill® = > lea|.
Ebb6l egyrészt latszik, hogy

ITx fell® < Jegl? = 1K (z, )],

i
m4asrészt

D TETk fiy = S T fill? = 1K (2, p)|}? (3.15.53)
k k

az adott bézistdl fiiggetlen mennyiség, a Tk Tk operdtor nyoma.

A Tg operdtorrél lattuk, hogy korldtos, és a (3.15.53) alapjan a kévetkezd
lemméabdl adédik, hogy Tk kompakt is.

a

9. lemma: Legyen (en) egy bdzis a 7 Hilbert-térben és T € B(H) olyan operdtor,
hogy 3, | Teall® < +oco. Ekkor T kompakt és 3", || Teq|? = Son 1T en]|?.

Bizonyitds: Legyen P, az ey, e, ..., e, bazisvektorok altal kifeszitett altérre
val6 projekcié. A P,T operdtor véges rangii és

T =PT)zl® = - ey, T} < Il D T

j=n+1 j=n+1

Ez azt mutatja, hogy P,T — T norméaban, amennyiben Yoo liTen|? < +oc.
Mivel kompakt operdtorok norméban vett limesze kompakt, ekkor 7' kompakt.

Héitra van még a mésodik rész bizonyitisa.

Z ”TGHHZ Z I(ek) Ten)l2 = Z(T*ek: en)
n n,k n,k

S len T e = 37 1T e
n.k k

Il

A kompakt _dpera’,torok spektruma meglehetSsen egyszerti szerkezetii.
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25. tétel: (Riesz-Schauder) Legyen K egy kompakt operdtor. HaQ# )€ oK),
akkor X\ véges multiplicitdsd sajdtérték és a sajdtértékeknek legfeljebb a 0 lehet
torldddsi pontja.

a
Ha a Hilbert-tér végtelen dimenzids, és egy kompakt operdtornak végtelen sok

_ sajatértéke van, akkor a 0 mindenképpen a spektrumhoz tartozik, de nem feltétleniil
sajatérték.

55. példa: Legyen A O6nadjungdlt kompakt operdtor egy végtelen dimenzids
térben, és tételezziik fel, hogy a 0 nem sajitértéke. Ekkor A-nak végtelen sok
sajatértéke van, ezek A1, Ag,.... Mindegyik sajatérték véges multiplicitdsi, azaz a
hozzé tartozd Ey, sajatprojekcié véges rangi. A spektruma {0, A1, Ag, ...}, amibél
{0} a folytonos spektrum. Az operétor spektrélfelbontasa

A=Y XEn.

Jelen esetben tehét az integral dsszegre egyszeriisodik.

O

56. példa: Legyen G egy kompakt topologikus csoport és = : G — B(H) egy
erésen folytonos reprezenticié egy H Hilbert téren. Tételezzik fel, hogy létezik
egy olyan z € H vektor, hogy ||zl =1 és a {n(g)z : g € G} halmaz teljes H-ban.
(Ilyenkor z-et ciklikusnak mondjuk.) A Dirac-féle jelolésmédban

|m(g)z){m(g)x]
jelenti a m(g)z vektorra val6 projekcié operdtorat.
Megmutatjuk, hogy a
7= [ Intg)e)n(oa dus)
integrallal értelmezett un. Weyl-féle operdtor kompakt. (Az integrdl a wo-

topolégidban, azaz a belsd szorzaton keresztiil van értelmezve, és a G csoport g
Haar-mértéke szerint van véve.) Legyen (en) egy bazis H-ban

|Tenll? = (Ten, Ten) = f ] o) enm(h)z, e (m(g)z, m(h)w) du(h) du(g) -
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Igy

et =[] GG eattn bz, en) rlo)e, w(ma) dus) du(h)

_ / f |(m(g)z, w(R)2)? dialg) du(h) .

Az integrandus egy folytonos fliggvény, ami integralhaté, tehét > ITen)l? < +o0.
Ebbdl a tulajdonségbdl kdvetkezik, hogy T kompakt a 9. Lemma alapjan.

a

A fenti Weyl-féle operdtor kompaktsiginak fontos kovetkezménye van. A Haar-mérték
invariancigjabél adédik, hogy w(h)T = T a csoport minden h elemére. Ha Hy a T
operdtor A sajatértékéhez tartozd sajétaltér, akkor w(h) ezt 6nmagsba viszi. A Riesz-
Schauder-tételbdl adéddan az eredeti H Hilbert-tér véges dimenzids invardns X, alte-
rekre bomlik. Igy egy kompakt csoport folytonos ciklikus dbrzoldsa véges dimenzés
dbrézoldsok &sszegére bomlik. Mivel barmely 4brézolds ciklikusak Osszege, tetszdleges
folytonos dbrézolds véges dimenzidsakra bonthats. Nevezetesen, a felbonthatalan, azaz
irreducibilis dbrdzoldsok véges dimenzidsak.

Legyen A egy kompakt operitor a A Hilbert-téren. Ekkor [A] is,kompakt, és
spektruma a A; sajdtértékekbdl 4ll. Feltehetd, hogy Ay > A2 > ... > 0. Ha

[>e)
ZA‘; < o0,
i=1

akkor az A € LP(H) jelolést haszndljuk. Ha 1 < p < oo, akkor L?(#) Banach tér

aZ .
oo 1/p
4|, = (Z Af) (3.15.54)
i=1

normara nézve. A szébajové p értékek kozill p = 1 taldn a leglényegesebb. Az
LY (#) osztalyba tartozd kompakt operatorokat nyomoperatornak nevezziik. Le-
gyen &; a Hilbert-tér bazisa. Ekkor az

Tr: Ar— }: (&, AL (3.15.55)

linedris funkciondl a bazis valasztdsstol fiiggetlen, az A operitor nyoménak ne-
vezzilk. Megjegyezziik, hogy L?(H) nem mds, mint a Hilbert-Schmidt-féle in-
tegraloperatorok osztilya. Ezt dgy értjiik, hogy az # Hilbert-tér egy L2-térként
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foghaté fel, és a K € L*(H) operdtor egy négyzetesen integralhaté f(z,y)
magfiiggvénnyel adhaté meg. A fentiekbdl (lasd 54. példa) latszik, hogy

TH(K*K) = f / |z, 1) 2 de dy (3.15.56)

A jeldlés is azt akarja sugalni, hogy az LP(#) tereknek kéze van a mértéktér feletti-
L? terekhez, azoknak egyfajta ltalinositisa. Ha 1 < p < oo, akkor L? {#) Banach-tér,
dudlisa L¢(H), érvényben marad a Holder-egyenlStlenség, és igy tovdbb.

3.16 Gyakorl6 feladatok

1.

Igaz-e, hogy az L*(T) Hilbert-térben béazist alkotnak az 1,z 2%,...
fiiggvények?

Legyen H egy Hilbert-tér. Igazolja, hogy a kovetkezb két allitds ekvivalens: 1.
Van #-ban megszdmlalhaté siirti halmaz. 2. Létezik H-nak megszamlalhatéd
bézisa.

. Igazolja, hogy nem nulla vektorokb¢l &ll6 ortogonélis rendszer linedrisan

fiiggetlen!

A Rademacher-fiiggvényeket a
R, (z) := sgn(sin 2™ nzx) (m=0,12,..., z€][0,1))

képlet értelmezi. Igazolja, hogy ezek a fliggvények ortogonlis rendszert al-
kotnak L?(0,1)-ben! Teljes-e ez a rendszer?

Mutassa meg, hogy az L?([—m, ]} Hilbert-térben az

falz) = isinm: (n=1,2,...)

Nz
sorozat ortonormélt! Igaz-e, hogy ez egy bézisa a térnek?

Jelslie C({a, b)) az [a, b] intervallumon értelmezett komplex értékd folytono-
san differencidlhaté fiiggvények terét! f,g € C'([a,b]) esetén legyen

[
(f,9) =[ F@ oz ds.

a. Igaz-e, hogy (-, -} belsd szorzat? b. Legyen F = {f € C*([a,}]) : f(a) =
0}. Igaz-e, hogy (-, -} bels§ szorzat az F' téren?
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- Igazolja, hogy egy Hilbert-térben [z —y|| + ||y — #]| = ||z — 2|| pontosan akkor

teljesiil, ha van olyan 0 < o < 1 szdm, amelyre y = az + (1I-a)z!

- Igazolja, hogy Hilbert-térben ||| = sup{[{z, )| : ly|]| < 1}.

. Mi az L?2(R) Hilbert-térben a paros fiiggvények halmazinak ortogonalis

kiegészitbje?

Mi az L*([—m, n]) Hilbert-térben a pafatlan fokszdmu polinomok halmaz4nak
ortogondlis kiegészitsje?

Igazolja, hogy az L?([0,n]) Hilbert-térben

{2 12 {2
—sinx, \/:sin 2z, —sin 3z,
T T T

teljes ortonormaélt rendszer!

Legyen H egy lineéris altér valamely H Hilbert-térben H lez4rsssal. Igazolja,
hogy HL = H™! Altaldnosithaté az allitss?

Igazolja, hogy L%(IR*)-ban siirfin vannak a E‘::l ane ™ alaki fliggvények!

Bizonyitsa be, hogy az L?[0,1] Hilbert-térben siirfin vannak az olyan p(z)
polinomok, amelyekre p(1/2) = 0!

Legyen p(H) = f_ll 1y (z)V1~ 2?2 dz egy mérték [~1,1]-en. Igaz-e, hogy a
polinomok sfirtin vannak L2(u)-ben?

Megadhaté-e a C([0, 1]) téren olyan {-, -) belsd szorzds, hogy
{f.f) =sup{|f(=)I* : 0< = <1)7

Legyen H azoknak a {z € € : |z| < 1} halmazon analitikus fiiggvényeknek
az 0sszessége, amelyre

[/ [flz +iy)!2.da:dy < +oo.

Igazoljuk, hogy ez Hilbert-tér az

(f,9) =/ flz +iy)g(z +iy) dady
belsé szorzdssal, és
Yy — E n—1
bn(2) —Z

bazis (n = 1,2,...)!
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Mutassa meg, hogy a n x n komplex matrixok terén (4, B) = Tr A* B belsé
szorzatot értelmez! Legyen

v = 01 _ {0 - o = 1 0
c={10) %®T\i o) "7 \0o 1)
Igaz-e, hogy a 2 x 2 esetben o4, dy,0, ortogondlis rendszer? Esetleg bazis?

(02, 0y, 0, az Ugynevezett Pauli-matrixok.)

Tekintse a 3 x 3-as matrixok terét az eléz6 feladat belsS szorzatival és adjon
meg egy bazist!

Mutassa meg, hogy ha A és B invertdlhaté métrixok, akkor AB és BA
sajatértékei megegyeznek!

* Tekintsiik azokat az f : C — € mérhetd fiiggvényeket, amelyekre

1P = [ @ dedy (2= +in)

ff ye l#* dz dy

belsd szorzdssal egy K Hilbert-teret alkotnak. 1. Igazolja, hogy K-ban az ana-
litikus fiiggvények Ky altere zart! 2. Mutassa meg, hogy Ko-ban a polinomok
teljes halmazt alkotnak!

véges. Ezek az

Legyen Pp(z) az n-ed fokd Legendre polinom. Szdmolja ki a P, (1} értéket!
Mutassa neg, hogy P,(—1) = (- 1)7(Utmutatds: Felhasznslhatia, hogy

S no_ 1
;Pn(m)r = Al (J=| < 1),

amit a Legendre-polinomok generdtor fiiggvényének neveznek.)

Igazolja, hogy Hopn(0) = (—1)*(2n)!/n!, ha Hp,(z) az m-edfokd Hermite-
polinom!

Igazolja a
5 o "
exp(2zt —t°) = Z Hn(:c)a
n=0

sszefiiggést! (Az exp(2zt — t?) fliggvényt a Hermite-polinomok generator
fiiggvényének neverzik.)
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* Igazolja, hogy

\/Lz_ / e (1) dt = it e 2 H () |
Y4

Az e*te—t generdtorfiiggvénybe beirva az exponencidlis fiiggvény
hatvanysorit igazolja, a

[n/2] E
_ (—1) n! n—2k
Halz) = g R — 281 2%
Osszefiiggést!

A 8. példa L?(y) Hilbert-terében tekintsiik az
L = {H, : n pératlan}

halmazt. (H, jeloli az n-edfokd Hermite-polinomot.}) Hatérozzuk meg az L+
alteret! '

Igazolja, hogy az £2 tér szeparabilis!

Mutassa meg, hogy ha egy Banach-tér normdja eleget tesz a paralelogramma,
azonossignak, akkor van olyan belsé szorzat a téren, amibél a norma a
Hilbert-terekben megszokott médon szérmaztathatd! (Neumann és Jordan
tétele.)

Szédmoljuk ki e=*=t Fourier-transzformaltjst, z € R!
Mutassa meg, hogy integralhaté fiiggvény Fourier-transzformaltja folytonos!

Milyen a,b, ¢ € C szamokra lesz az
1
f l#* —a - bz — cz?|* da
-1

integral minim4lis?

Tételezziik fel, hogy egy Hilbert-térben z, % z és y, 3 y. Melyik igaz a

kivetkezd 4llitédsok kézill? a. z, +y, 3 = +y. b {za,yn) = (z,9). c.
flzzll = ||lz]|. d. Ha 2, = y,,, akkor = = Y.

Tételezziik fel, hogy z, — z és y, — y egy Hilbert-térben. Melyik igaz
az aldbbi dllitdsok koziil? a. =z, + y, — = + y. b {zn,y) = (z,9). c.
flzall — |l2]|.
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Tekintsiink egy olyan rendszert, amely a szdmegyenesen elhelyezked6 N darab
tomegpontbdl ll és szabad energiajat az

N

F(:El,...,ﬂIN) ZIOgi-"Cz—ﬂ?g] Z

i#] k=1

t\le—l

fiiggvény adja meg az egyes témegpontok 1,23, ..., Tx helyzetével kifejezve.
Igazoljuk, hogy F akkor minimalis, ha 1, %z, ... és x i az N-edfokd Hermite-
polinom gydkei! (Utmutatss: 1. Dlﬂeren(:}alassal mutassuk meg, hogy az
(z1,za,...,2x) minimumhelynek ki kell elégiteni a ) (zn — Tm)~ -1 =z,
egyenleteket minden 1 < n < N-re, ha az Osszegzés m # n-re tortenlk 2.
Legyen f(z) = (z =~ #1) ... {z — zn), és szdmoljuk ki az

1f"@) __f'()
2 flzy  fl=)
mennyiséget az eléz6 dsszefiiggés fehasznsldsaval. 3. Hivatkozzunk arra, hogy

f az n-edik Hermite-féle differencidlegyenlet polinom megolddsa, és igy csak
az n-edfoki Hermite-polinom lehet.)

Adjon példat olyan 2 x 2-es P métrixra, amelyre P? = P és P nem Onad-
jungalt.

Adjon meg egy olyan konkrét operatort, amelyre réillik a 55. Példa.

Legyen P olyan operdtor egy Hilbert-téren, amelyre P = P2, Igazolja, hogy
P akkor és csak akkor onadjungélt, ha P magtere és képtere merdlegesek
egymasra. : ,

Legyen o egy permutécidja az 1,2,...,n szémoknak és Uy : H*® — H™® az
(3.8.34) képlettel adott unitér operator. Igazolja, hogy

i
i 22 Vs
o

pnadjungalt projekci6, ha az dsszegzés a permutacikon fut végig.

Legyen ‘@ egy linedris funkciondl a n x n-es métrixok terén. Igazolja, hogy
egyértelmiien létezik egy olyan D matrix, amelyre ¢(A) = Tr DA. ¢ nem-
negativ értékeket vesz fel a pozitiv szemidefinit métrixokon, ha D pozitiv
szemidefinit.

Legyen A norm3lis operétor. Igazolja, hogy Ry (A) normélis minden A € p(A)
esetén. ' '
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Haszndljuk az
RA(T) — BA(S) = Ra(S)(T ~ S)RA(S)

azonossagot a T ++ R (T') rezolvens irdnymenti deriv4ltjinak kiszamitdssra.

Legyen A az L?(0,1) térben az z? fiiggvénnyel val6 szorzds operdtora. Mi A
spektralmértéke? '

Ha H C [0,1] egy Borel-halmaz, akkor legyen

gA(H) ha %EH,
F(H): 9 1 1

“A(HY+ ~ ha = .

73)\( )+3 a 4§€'H

Mi az L*(y) térben az z? fiiggvénnyel valé szorzas operatordnak spektruma?

Bizonyitsa be, hogy ha E és F projekciék egy Hilbert-téren, akkor |E—-Fj| <
1!

Adjon példat olyan korltos onadjungdlt operstorra, amelynek nincsen
sajatértéke!

Mutassa meg, hogy az = # 0 vektor pontosan akkor sajatvektora az A
operatornak, ha [(z, Az)| = || Az - ||z|)!

Igazolja, hogy ha P,Q és P + Q projekcidk, akkor PQ = 0!

Legyen P egy zart altérre valé merdleges vetités operatora. Mikor lesz P
kompakt?

Bizonyitsa be, hogy ha E és F projekciék, akkor {(EF)™ konvergens az erds
operétor topolégidban!

Bizonyitsé. be, hogy ha az X € B(H) operdtorra X*X és X X* projekciok,
akkor X parcidlis izometria!

Legyen E{-) egy projektormérték IR Borel-halmazain. Milyen topolégidban
igaz, hogy E([0, an]) = E([0,q]), ha a, — a?

Legyen E(-) egy projektormérték IR Borel-halmazain. Hov4 tart E([—n,n}),
ha n — co?

Legyen an € [0,1] novd sorozat 1 hatdrértékkel. Az #2(IN) téren AS, =
Ondny1 egy linedris operdtort értelmez. Mi ennek a spektruma?
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Legyen f,g € L*(0,1) két rogzitett fliggvény. Bizonyitsuk be, hogy

(AR)(z) = [ F(@)ew)hiy) dy

egy korlatos linedris operatort értelmez! Mi ennek a spektruma?

Igazoljuk, hogy egy bazist bazisba vivé operdtor unitér!

Legyen A és B invertathat6 pozitiv operdtorok. Geometriai kozepiiket az
A#B := AV(A~V2BA-1/2)1/2 4172

képlettel értelmezziik. Igazoljuk hogya A#B = B#A b. A#B < (4 +
B)/2, c. (A#B)B~!(A#B) =

Legyen U és V két tetszéleges unitér operdtor egy Hilbert-téren. Mutassuk
meg, hogy létezik olyan F' : [{) 1] = B(H) folytonos fliggvény, amelynek
minden értéke unitér operdtor és F(0) = U, F(1) = V! Az allitds azt mondja,
hogy barmely két unitér operator ivvel Gsszekdthetd. (Utmuta.tas U-tés V-t
kossuk ivvel Sssze az identitdssal.)

Legyen (Af)(z) = 2f(2) a 4. feladatban leirt Hilbert-térben. Bizonyitsuk
be, hogy A korldtos operdtor és hatdrozzuk meg a spektrumdt! Elemezziik a
spektrum részeit is!

Legyen f egy kétvéltozés folytonos fliggvény és értelmezziink L?(0, 1)-en egy
A operatort:

{Ag)(¢ f f, x)g(x) dz .
Igazoljuk, hogy A korldtos és szamoljuk ki r(A)-t!

Szémolja ki L%*(—1,1)-ben az z2-tel valé szorzds operdtordnak
spektralmériékét! '

flz,y) - fy, )

£2([0,1] x [0, 1])-ben legyen (Af)(z,y) = £

hogy A egy projekcié operator!

. Bizonyitsa be,

Legyen E,FE,,... péaronként ortogondlis projekcidk sorozata, amelyre
>nBn=1 Milesza
Z ei n/nEn
n

operétor spektruma? Mikor lesz ez az operdtor kompakt?
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71
72.

Mutassuk meg a 27. példa gondolatmenetével, hogy ha0 < A< T a¥H
Hilbert-tér operétora, akkor 1étezik egy @ pro jekeid valamely X o # Hilbert-
téren, amelyre Az = PQz (z e Hés P: K o> H ortgondlis projekcié.)

Igazolja, hogy az L?[0, 1] Hilbert-térben értelmezett

(4f)(z) = [ “fod (Fe o1, we 0,1]

operator korlatos!

Igazolja, hogy az A operdtor adjungéltja
1
@HE = [ f®a (71,1, e
T

Legyen E, paronként ortogondlis (6nadjungélt) projekcidk sorozata egy H
Hilbert-térben, E, # 0 és A > 0 egy val6s szdm. Milyen )\ értékekre lesz az

oo
A:E?%%

linedris operdtor korldtos? Tegyiik fel, hogy A korldtos. Mi a spektruma?
Elemezze a spektrum részeit is! Mikor lesz az A operétor kompakt?

Legyen f € L?(IR) és

) = = B

Igazolja, hogy g konvergal az L?(IR) Hilbert-térben. Mi a hatarérték?

e\ f(r)dx

Igazolja, hogy egy véges dimenziés Hilbert-tér operatordnak akkor és csak
akkor van ciklikus vektora, ha minden sajatértéke egy multipliciasi!

Legyen A és B két invertalhaté matrix. Igazolja, hogy AB és BA spektruma
azonos!

Legyen

A:[ii] (a€R).

Adja meg az U; = exp(itA) unitér métrixot (¢ € R)!
Igazolja, hogy ha T' € B(#) normalis operator, akkor ||IT|? = ||T2(]!
Igazolja, hogy ha T' € B(#) normalis operdtor, akkor r(T") = 7
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Legyen A, B € B(H) két 6nadjungslt operdtor, melyekre A < B. Mutassuk
meg, hogy ha egy C 6nadjunglt operdtorra AC' = CA é BC = CB, akkor
AC < BC! (Utmutatés: Eloszor a C' > 0 esettel foglalkozzunk, és aztén
hasznaljuk fel, hogy barmely énadjungélt operdtor két pozitiv kiilonbsége!)

A:[(l) (1)]

Adja meg az U; = exp(itA) unitér métrixot (t € R)!

Legyen

Legyen B egy pozitiv korlatos 6nadjungélt operdtor. Definidljunk rekurzidval
egy An sorozatot: Ag =0, A1 = (B + A2)/2. Igazoljuk, hogy An < Anyi!
Hov4 tart az A, operdtor sorozat?

Legyen U € B(H) egy unitér operator és Ho := {(z+Uz+---+U"'z)—nz:
z € H, n € N}. Igazolja, hogy Hy = {z € H : Uz = z}!

Hasznalja fel az el6z6 feladatot annak bizonyit4séra, hogy

1
- (y+Uy+---+U"y)
konvergal U egy ﬁxpontjéhoz! (Utmutatds: H = Ho @ Hg )

Definidljuk az U : L2(R%, dedy) —» L*(RT,rdr} ® L* ([0, 27],dyp) linedris
operatort az

(UhH)(r, ) = flz,y) z=r-cosp, y=r-sing
képletekkel. Igazolja, hogy U unitér!

Hasznalja fel a (3.12.44) rezolvens azonossagot annak igazolasara, hogy

(o5 [ R i) (5 [o@rm &) =57 [ 1@9RD &

2mi

ha f és g analitikus fiiggvények egy D' tartomédnyon, D' D D> D >a(T)
és az integralds a T spektrumdt tartalmazé D tartomany I' hataran torténik!
(Feltehets, hogy I sima zért gorbe.)

Igazolja, hogy inf{||A™||"/® : n € IN} a korldtos A operator spektrélsugaral

Mutassa meg, hogy egy Hilbert-tér vektorainak gyengén konvergens sorozata
norméban korlatos!
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82. Legyen n € IN és az £2(IN) téren értelmezziink egy A, operdtort az

_J k1 k<n,
A”(sk*{ 0 k>n,

képlettel. Mi az A, operdtor spektruma? Konvergil-e A, az erés, vagy a
norma topolégidban?
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Negyedik fejezet

Nemkorlatos operatorok

Az alkalmazésok szempontjibdl fontos operdtorok némelyike nem korlatos, ilyenek
példdul a differencidloperatorok. A nemkorldtos operdtorok kezelése lenyegesen
bonyolultabb; kezdddik ez azzal, hogy az értelmezési tartoményuk nem a teljes tér,
és gondot kell forditani az értelmezési tartomény megadéssra. (Latszélag ugyanaz
az operdtor kiilonbozd értelmezési tartomanyokkal egészen més jelenséget irhat le,
és egészen mds matematikai tulajdonsdgai lehetnek.)

Egy operdtor grifjanak zé,rtééga egyfajta minimum kévetelmény az operator
kezeléséhez, de szdmoldsi szempontbdl az 6nadjungdlt operdtorok osztélya mond-
haté jénak. A nem korldtos dnadjungélt operdtorok fiigevényei a korlatos esethez
hasonléan a spektraltételen keresztiil értelmezheték.

4.1 Zart operatorok

Legyen T' a H Hilbert-tér siirii alterén értelmezett linedris operator, amely értékeit
is #-ban veszi fel. T értelmezési tartomdnydra a D(T) jeldlést haszndljuk. A

T ={{zy)eHeH :zeDT), y=Tz}

halmaz lineéris altér, amit T" grafjdnak neveziink. Ha ['(T) zart, akkor T-t zdrt
operitornak mondjuk. T' tehdt akkor zart, ha az =, — = és Tz, — y reldcickbol
kovetkezik z € D(T) és Tz = y. Az olyan zart operdtor, amelynek értelmezési
tartomanya az egész tér, a zart graf tétel szerint korlitos.

Ha a# Hilbert-tér T és T, operdtoraira T(T1) € T(T:) teljesill, akkor a Ty C Ty
jelolést hasznaljuk. Szavakban T C 73 jelentése nem més, mint az, hogy T
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kiterjesztése T7-nek.

A kivetkez6 példa azt mondja, hogy a differencidlds mint lineéris operdtor nem
korlétos. '

1. példa: Legyen D(T') a szdmegyenesen szakaszosan folytonosan differencidlhatéd
kompakt tartéju fliggvények halmaza és Tf = f'. Ha

_ [ nz hazel0,n7!,
fn(®) “{ 0  egyébként,

akkor ||fnll = (3n) %2 = 0 és |7 fal| = /2 = oco. A T differencidloperator tehét
nem korltos és nem terjeszthetd ki a teljes L2(IR) tér zart operatorava.

]
Most példdt mutatunk zart operdtorra.

2. példa: Legyen Ty : £2(Z1) — £2(Z%) egy lineéris operétor a
E Tnln — Z fln)znd,
n n

képlettel adva a D(To) = {3 @abn : 2 |F(n)|*|zal? < 400} értelmezési tar-
toményon egy tetszéleges f : Zt — C fiiggvény segitségével. Ekkor Ty zért
operator.

Legyen
H,={(z,y) e H&H : yp = f(k)zr ha k <n}.

Ekkor H,, zart halmaz minden n € IN-re. Mivel

I{To) = ()| Hn,

Ty grafja is zart és Ty zart operator.

0

Nemkorldtos operdtorok kirében a spektrumot ugyandgy értelmezziik, mint a
korlatos esetben. A X.€ C szdm T spektruméban van, ha nem létezik olyan korlatos
és korldtosan invertalhaté A operator, amelyre A(A — T)z = & minden ¢ € D(T)
esetén.

A korldtos és nemkorldtos operitorok kozotti kiillonbség a spektrumban is je-
lentkezik. Egy nemkorlatos operdtornak akir minden komplex szdm is a sajétértéke
lehet. Ha az operdtor nem zart, akkor a spektruma mindig a teljes komplex sik.
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3. példa: Legyen T': £2(Z*) = 2(Z*) a

= \/ﬁénH han>0,
T‘S”‘{ 0 han =0

képlettel értelmezve a D(T) = {zef?: Valz,)? < 400} értelmezési tar-
tomanyon. Ekkor T' = T8, ahol S* a balra tolds és

T8 _{ van+16, han>0,
b
0

n han=0.

Ty a D(T) értelmezési tartomédnyon zdrt operdtort ad, egy nemkorldtos szorzés
operatort, lasd a 2. példit. Ebbél adddik, hogy T zdrt. Legyen ugyanis =, — z
és Tz, — y. Ekkor S*z, — S*z és To(S*z,) = 1. fgy 1o zartsadga alapjsn
Ty =15 =Txz.

A T operdtornak minden z € € sz4m a spektrumdban van, ugyanis

e(z) = Zﬂ ;—%an | (4.1:1)

sajatvektora T-nek z Sajétértékekkel. (Egyébként e(z)-t exponencidlis vektor-
nak szoktdk nevezni és 14thatd, hogy az {e(z) : z € C} halmaz linesrisan fiigget-
len.)

o
1. lemma: Ha a T operdtor spektruma nem az egész © komplex si, akkor T zdrt.
Bizonyitds: Tételezziik fel, hogy A € p(T). Ekkor B = (A = T)7! egy korlatos

operdtor. Vegylink egy olyan (fn) C D(T) sorozatot, hogy f, = f és T fn g
valamely f és g vektorokra.

B(Af ~g) = lim B((A~T)fa) = Jim fr=f.
Mindkét oldalra alkalmazva a A — T operatort, azt kapjuk, hogy
A —g=(A-T)f.

Ez egyrészt mutatja, hogy f € D(T) mdsrészt T f=g
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4.2 Az adjungalt

Legyen T egy linedris operdtor a D(T') C H értelmezési tartomannyal. g € D(T*),
ha

(g:T.ﬂ = (ksf)

minden f € D(T)-re és valamely k € H-ra. Ha D(T) siiril #-ban, akkor k-
egyértelmii és T*g = k definici6 szerint. T a T operator adjungaltja. D(T™)
azokbél a g € H vektorokbdl &ll, amelyekre f = (g,Tf) folytonos linedris funk-
ciondl a D(T) altéren, és T*(g) a Riesz-reprezentécics tétel alapjén a (teljes Hilbert-
térre kiterjesztett) funkciondlt megadé vektor. Az adjungdlt értelmezésébdl nyom-
ban kovetkezik, hogy

Ty cTy esetén T5 CT7. (4.2.2)

Ha T C T*, akkor T-t szimmetrikusnak mondjuk. 7' tehdt pontosan akkor
szimmetrikus, ha

fennall barmely f,g € D(T) vektorra. Ha T = T*, akkor T-t Snadjungéltnak
nevezziik. Neumann Janos a ma énadjungéltnak nevezett operdtorokat maximalis
szimmetrikusnak nevezte. Valéban, ha T} C T szimmetrikus operatorok, akkor
TyCThCTy CT, ésTy =T7 esetén Ty = Ty-nek kell teljesiilni.

Egy nemkorl4tos operator adjungéltjanak meghatdrozasa hosszadalmas is lehet,
mint ezt a kévetkezd példa mutatja.

4. példa: Az L*(0,1) Hilbert-téren két linedris operdtort tekintiink. DN =
{felLl?: f0)=f(1) =0, f' € L2}, D) ={fel?: f¢€ L2}, T és
T, egyarént differencidloperatorok: (T%f)(z) = —if'(z) ha f € D(Tk) (k =1,2).
Megmutatjuk, hogy 77 = To. Mivel 73 C T3, ez azt is jelenti, hogy a T; operator
szimmetrikus ugyan, de nem 6nadjungilt.

Ty C T belatésa az egyszeriibb. A tartalmazds azt jelenti, hogy ys € D(Tz) és
z1 € D(T1) esetén (y2, Tiz1) = (Toyz, 71} Valbban,

1 - 1 o
(42, Tim) = —i [ 2 (O d = f 2 (O db = (Tyyn, 1)
0 0

mert a kbzépsd egyenldség parcislis integrslassal kovetkezik az x1(0) = z1(1) =0
feltételbosl.

Ezutén ratériink Tp D Ty igazoldsra. Legyen y € D(I7) és y* == 1Ty. Az ad-
jungalt definici6ja szerint {y, T171) = (T7y,21), amibé] integrélokra vald &tirassal
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adédik, hogy
1 1
—i f zy()y(t) dt = f z1 (E)y*(t) dt (4.2.3)
0 0
érvényes minden z, € D(T})-re. Legyen Y*(s) = 03 y*(t} dt. Parcislis integralassal

f l oy (E)y* () di = — / 1 T (Y () dt . (4.2.4)
o 0

Mivel fol z1(t) dt = 0 a peremfeltétel miatt, tetszéleges ¢ € € szdmra,

pL
/0 sy (B)[Y*(t) +iy(t) — Jdt-=0

a (4.2.3) és (4.2.4) Ssszefiiggések alapjan.

Tetszdleges g € L2-bél kiindulva,

t 1
G(t)z/; g(s) ds—t/o g(s)ds

T, értelmezési tartomdnyaban van, {gy z; helyébe tehets:

():fo1 [g(t)~/nlg(s)ds] @ Tig(0 = Jdt .

Ezt egyszeriien dtrendezve

1 1 1
]{; g =*@) +iy(t) — cdt = /0 g{s)ds x ]0 (Y=(t) +iy(t) — ] dt.

A ¢ szdmot (g-t6l fiiggetleniil) j6l megvalasztva elérhetjitk, hogy
fol [(Y*(t) +iy(t) — ] dt = 0, és ekkor

1
| s OT o - da =0
0
egyenl8séghez jutunk, ami tetszSleges g € L2-re fennall. Igy
Y*(@)+iy(t) —c=0

¢s differencidldssal y*(£) = ~iy'(t). Ez azt mutatja, hogy y € D(T3) és y* = Thy.
‘Tehat T} C T
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W}

Azt mondjuk, hogy a T operator a T operdtor lezdrésa, ha ['(T) = ().
Tehat T kiterjesztése T-nek, jeldlésben T D> T. Ha egy T operatorra teljesiil,
hogy lezdrasa létezik, akkor lezarhaténak mondjuk. A T operdtor pontosan akkor
lezdrhatd, ha abbdl, hogy (0, k) benne van T' gréfjdnak lezdrdsaban kovetkezik, hogy
h=0. '

1. tétel: Bdrmely siirin definidlt linedris operdtor adjungdltja zdrt. Az aedjungdlt
pontosan akkor stirin definidlt, ha az operdtor lezdrhats. Kivetkezésképpen egy
strtin definidlt zdrt operdtor adjungditje is sirin definidlt és zdrt.

Bizonyitds: Legyen T az operdtor, amirdl szé van.
M ={(Tf,-fleHeHH: feDT)}

egy izometristdl eltekintve T grafja. Kiszdmoljuk, hagy T'(T*) = M. Valéban, ha
(z,) L M, akkor {z,Tf) = (y, f) minden f € D(T) vektorra, és ezért = € D(T™)
és T*z = y. Ut6bbi nem mds, mint (z,y) € I(T*). M* zirt altér, tehat T zért

operétor, és (T)* =T*.

Hétra van még annak igazoldsa, hogy D(T*) siirli, amennyiben T lezdrhato, és
viszont. Tételezziik fel, hogy h L D(T*) és T létezik. Ekkor (k,0) € D(T*}* = M,
azaz (h,0) = (Tf,—f) valamely §f € D(T). Ebbdl adédik, hogy f =0é& Tf =
h = 0. Tehat D(T*) sfirii. A megforditott 4llitds a gondolatmenet megforditdsival
igazolhato.

O

Legyen U H @ H-nak az U(f,g) := (—g,f) képlettel értelmezett unitér
operatora. Az eldbbi bizonyitds azon mult, hogy

0(T*) = (FT(T)*. (4.2.5)

Felirva ezt a reldciét T helyében T'*-ra is, és kihaszndlva, hogy U? = —identitds

azt kaphatjuk, hogy T = T**:

D(T**) = (UT(T")* = UUTD)H)* =T(T) =T(T).
5. példa: Legyen D(Hp) = {f € C?{a,b], f(a) = F(b) = 0} és D(HN) = {f €

C?[a,b) : f'(a) = f'(b) = 0}. Az f — —f" operdtor a D(Hp) és D(Hy) tar-
toményokon egyarant szimmetrikus. Ez kovetkezik az

b
/ (Fg — Fo") dz = [Fg-Td"
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azonossagbol. (Utébbi kétszeri parcilis integraldssal 1athaté).

Az elébbiek nagy mértékben altaldnosithatok. Legyen 0 egy tartomany R"-
ben. A Laplace-operitor
o f
”f Z a2z 2

értelmezhetd a kétszer folytonosan dlfferenmalha,to fiiggvények osztilyan. A
Green-tétel szerint

-3 _ 99 _0f.
LfAng_gAnfd$—[3n( By 51/ ) ds,

ahol 95! a tartomdny hatéra és a—"’l; jelenti a normalis irdnyt derivéldst. A, akkor
lesz szimmetrikus operdtor, ha a jobb oldal eltiinik. Ezt kénnyen biztosithatjuk, ha
az értelmezési tartomanyba olyan f fiiggvényeket vilasztunk, amelyek eltiinnek 891~
n, Dirichlet-féle peremfeltétel. Természetesen ugyanilyen j6 a 5‘9; f = 0 feltételt
kielégité fiiggvények osztilya, Neumann-féle peremfeltétel. A Dirichlet-féle és-
a Neumann-féle Laplace-operitorok egyarant szimmetrikusak.

6. példa: Legyen Q) az z véltozéval val6 szorzas operdtora L2(IR)-en, azaz D(Q) =

{f e L*(R) : zf(z) € LAR)} és f € D(Q) esetén (Qf)(z) = zf(z).

Hag € D(Q) s Qg = ¢*, akkor {g,Qf) = (¢*, f) minden f € D(Q)-ra, vagyis

f [7@)s - F(@)] f(e)de =0

[ helyébe tehetjiik a 1_, , lg(z)z — g*(z)] fiiggvényt, hiszen ez négyzetesen
integrathaté és kompakt tartéji lévén z-szel szorozva is négyzetesen integrélhatd.

Ezért .
g(z)z — g"(z) =0

majdnem mindeniitt [-n,n]-ben, és igy R-en is. Azt kaptuk, hogy g € D( ) és
Qg = ¢g*. Megéllapitjuk, hogy Q@* C Q. Mivel @ szimmetrikus, azaz Q C Q*, arra
jutunk, hogy @ dnadjunglt.

b

0

7. példa: Legyen @ az z véltozéval valé szorzds operdtora az el6zd példabél,
és legyen () megszoritdsa a végtelen sokszor differencidlhaté kompakt tartéji
fiiggvények terére Q. Ekkor Qg lezdrisa Q.
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Mivel @ 6nadjungdlt lévén zart, elég azt latnunk, hogy f € D(Q) esetén van
olyan g, sorozata végtelen sokszor differencidlhaté kompakt tartéji fiiggvényeknek,
amelyre g, = f és gn(z)z = zf(z) az L*-normaban. Legyen f, := L_ninf és
valasszunk olyan végtelen sokszor differencidlhatd g, fiiggvényt, amelynek tartéja
[-n,n)-ben van és ||fn — gn|| < n2. Ekkor g, — f nyilvdnvaléan, és

n n
[ logalo) ~afu(@P da <0 [ 10a(a) = fu(@)P da <072
Ebbél latszik, hogy zg,(z)-nek és z f, (z}-nek ugyanaz a hatarértéke. Utdbbi z f{x)-
hez tart, tehat az el6bbi is.

Amit a Qo operitorra bizonyitottunk, az nagy mértékben dltaldnosithaté. Le-
gyen g : R™ — IR egy folytonos fliggvény, és M, a végtelen sokszor differencislhaté
kompakt tartéji fiiggvények terén értemezett g-vel vald szorzas operatora. A fenti
gondolatmenetet kivetve ldthatd, hogy M, lényegében 6nadjungalt, lezdrasa a g-vel
val6 szorzds a D := {f € L*(R") : gf € L*(R")} értelmezési tartomanyon.

4.3 Onadjungalt operatorok

Legyen A egy Onadjungdlt operdtor és
m = inf{(z, Az) : |z| =1} és M =sup{{z, Az} : |z[ =1}.

A 3. fejezet 17. tételének bizonyftdsa mikédik akkor is, ha A nem korldtos igy
a(A) C [m, M]. Kovekezésképpen egy 6nadjungalt operdtor spektruma valés. Ha
m(M) véges, akkor A-t alulrél (vagy feliilrdl) korldtosnak nevezziik. Ham > 0,
akkor A-t pozitivnak mondjuk. (Az A pozitivitdsdba mindig beleértjiik, hogy A
egy onadjungélt operator.)

Az 6nadjungélt operdtorokra kiterjeszthet a korlatos operdtorok korébsl ismert
spekiral tétel és a folytonos fliggvény kalkulus is.

2. tétel: (Spektrdl tétel) Legyen A egy onadjungdlt operdtor a H Hilbert-
téren. Ekkor R Borel-halmozain egyértelmien létezik egy olyan E projektormérték,
amelyre

(1) ha H C IR Borel-halmaz és H No(A) =0, ekkor E(H) =0,
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(8) DA)={zeH : [ Xz, E()z)(N) < +oo};
(3) ha Ap = [" XdE()) és z € D(A), akkor A,z — Az.
0

A tételben szereplé E projektormérték az A operdtort egyértelmiien meg-
hatrozza. A (2) tulajdonsdg megadja A értelmezési tartomanyat, a (3)-ban adott
korldtos A, operdtorok hatdsidnak pontonkénti limesze pedig A.

8. példa: A 6. példa @ operdtora a kvantummechanikiban az egy szabadsagi
foki részecske koordindta operdtora. A viltozdval vald szorzds operétora, és
spektrélis projekeidi is szorzas operatorok. Ha H C IR, akkor az E(H) spektralis
projekcié a H halmaz karakterisztikus fliggvényével vald szorzis operdtora. Ha
f € L*(R), akkor az (f, E(-) f) mérték stirliségfiiggvénye | FI%. A spektral tétel (2)
allitasa szerint f € D(Q) pontosan akkor, ha.

[ Nd(f, B()F)(N) dA = / XL dA

véges, és valdban éppen ez volt @ értelmezési tartoményénak meghatirozésa. Le-
gyen f € D(Q)) és A, a spektral tétel (3) 4llitisaban szerepld operstor. Ekkor

(haay= [ Ads B = [ NP
= £@) halt
tfit altl <n,
Anf(8) = {0 egyébként.

Ha n — co, akkor A, f = Qf.
0
A spektrédl tétel lehetéséget ad arra, hogy az f(T) operitort értelmezzilk
barmilyen Borel-mérhet8 IR — € fiiggvényre. f(T) sfirlin értelmezett zart operdtor
lesz, és
(1) D) ={z e H : f|fN)Pdle, B()z)(}) < +o0},
(2) I D)=l = [ [FW)Pdlz, B()ax) (M),
(3) ba fo(t) = f() [f(t) < n esetén és fn(t) =0 |f(£)] > n esetén, akkor
_ fo(T)z — f(T)E:
feltéve, hogy = € D(f(T)),
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(1) F(T)" = F(T),
(5) Ha z € p(T), akkor

zZ— A

9. példa: Legyen A egy 6nadjungalt operator a H Hilbert-téren A = [ AdE(})
spektralis felbontassal. Ha X C H jeldli egy kompakt [e, 8] intervallumra az E([a, b])
projekcié képterét, akkor minden z € K vektorra az (z, E( - )z) mérték tartdja [a, b)-
ban van. Valéban, ha H C IR dlyan Borel-halmaz, amely diszjunkt [a, b}-t6], akkor
E(H) képtere merdleges K-ra és (z, E(H)z) = 0. Tetsz6leges folytonos f : IR — C
fiiggvényre :

J 1P BB < Mo - ol
ahol M az |f| egy felsé korldtja az [a,b] intervallumon. Az f(A) értelmezési tar-

tomanyat megadé (1) képlet szerint « benne van f(A) értelmezési tartoménysban.
(Egyébként az K alteret az f(A) operdtor invaridnsan hagyja.)

Rz(T):/@.

Ha o = —n és b = n, akkor legyen K, az E([—n, n]) spektrélis projekcid képtere.
Az U2 K, altér siirii a teljes # Hilbert térben, és az f(A) operdtorok értelmezési
tartomanydban van. Annak ellenére, hogy D(A) D D(A?) > D(A3)..., van egy
slirti halmaz, amin A Gsszes hatvanya értelmezve van.

O

Erdemes megjegyezni, hogy (af)(T) = af(T) minden mérhetd f fliggvényre
és a € € szamra teljesiil, de (f + g)(T) = f(T) + g(T) altaldban nem igaz. Ha
z € D(f(T)) N D(g(T)), akkor x € D((f + g)(T)) és f(T)x+g(T)z = (f +9)(T)z,
azaz f(T) + g(T) C (f + g)(T), de a két operator lehet killonbozs. ((f(t) + g(T)
nem feltétleniil zart, mig (f + ¢){T) mindig az.)

3. tétel: Legyen T egy dnadjungdlt operdtor. t € o(T) akkor és csak akkor teljesiil,
ha létezik eqységquektoroknak olyan f,, sorozata, hogy fn € D(T) és ||T fn—tfnll — 0.

Bizonyitds: Legyen E(-) a T-hez tartozd projektormérték és E, = E(i —
1/n,t + 1/n) spektralis projekcidk egy sorozata. Ha t € o(T), akkor E, # 0
és valaszthatunk olyan f, vektort, amelyre E,, f, = fp. Ekkor

t+i/n

st = [ O = 0P B < o

t-1/n

(Ugyanis a 3. fejezet 49. példdja alapjdn az {fn, E(-)fn) mérték tartdja a [t —
1/n,t + 1/n] intervallumban van.)
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A megforditis ennél még egyszeriibb, ha létezik olyan f, sorozat, amelyre (T —
t)fa — 0, akkor a T' — t operdtornak nem létezhet korldtos inverze, tehét t € o(T).
(]

A tétel szerint egy Onadjungdlt operdtor spektruma approximativ
sajdtértékekbdl all. ¢ € IR-et approximativ sajatértéknek nevezhetjiik, ha van
egységvektoroknak egy f, sorozata, amelyre (T'f, — tf,) — 0. Ha ¢ sajatérték,
akkor fn-et n-t6l fiiggetlennek valaszthatjuk.

Azt szoktdk mondani, hogy t az T = T* operétor lényeges spektrumahoz
tartozik, ha tetszbleges € > O-ra a (f—¢, t+¢) intervallumhoz tartozé spektrilis pro-
jekeid végtelen dimenzids, azaz végtelen dimenzids altérre vetit. Az el6z6 tétel bi-
zonyitdsdnak gondolatmenetével adédik, hogy ¢ pontosan akkor tartozik 7" 1ényeges
spektrumdhoz, ha létezik olyan ortonormaélt f, sorozat, amelyre T'f, — tf, — 0.
T lényeges spektruméra a oess(T) jelolést haszniljuk. A lényeges spektrum nem
valtozik kompakt perturbdcid hatdséra.

4. tétel: (Weyl-tétel) Legyen T = T* K = K* € B(H) két onadjungdlt
operdtor, és tételezziik fel, hogy K kompakt. Ekkor T és T + K lényeges spekt-
TUMG QZOTOS.

Bizonyitds: Elég beldtni, hogy oess(T) C 0ess(T + K). Ha t € 0es5(T), akkor
van olyan ortonormalt f, sorozat, amelyre T'f, —tf, — 0. Mivel f, “0, K f, = 0,
s (T + K) fa — tfn — 0. Kovetkezésképpen t € oess(T + K). ,

0

4.4 Onadjungalt kiterjesztések

A kovetkezdkben a szimmetrikus operatorok onadjungdlt kiterjesztéseit vizsgaljuk.
Legyen H egy szimmetrikus operdtor. Ha f € D(H), akkor

ICH + DA = NH AP + 1P = (7 - 1) 7112

Egzért 1étezik egy izometrikus U = (H —i){H +1)~! operator (H + i) képterén,
ami ezt H —1i képterére képezi. U-t H Cayley-transzformdltjinak nevezzik.
Ha H H-nak szimmetrikus kiterjesztése, akkor U/ izometrikus kiterjesztése [/-nak.
Ennek a megforditdsa is igaz.

Legyen U izometrikus kiterjesztése U-nak, amely az M+ O Ran (H +1) alteret
az M~ D Ran (H ~1) altérre képezi. Elészor megmutatjuk, hogy Ker (U~1) = {0}.



144 4. FEJEZET. NEMKORLATOS OPERATOROK

Ha fe Mt,Uf = f, h € D(H), g = (H +1)h, akkor
2h, fy = (H-D)h—(H+)h[)=Ug~gf)
= ({Ug,Ufy-(9,/)=0.

Mivel D(H) siirti, {gy arra kbvetkeztethetiink, hogy f = 0, azaz Ker (U -1) = {0}.
Ez azért 1ényeges, mert gy a D = (U — 1)M* értelmezési tartoményon vektorait
egyértelmt médon irhatjuk (U — 1)g alakban, g € M*. Legyen H tigy definiélva,
hogy
. 1 .
(H+iy ' = §i(U— 1).

Més széval, Hf = (U + 1)g, ha f =i(U — 1)g és g € M+. Ekkor

(.fl)ﬂ-f2)

it

(iU - 191, (@ + Dgs )
(0 +Dgy,i (0 - 1)g2 )
= (Hfi, fo)

Ezért H szimmetrikus. Bebizonyitottuk tehat a kivetkezit.

2. lemma: Legyen H egy szimmetrikus operdtor. Ekkor kéleséndsen egyértelmi
megfeleltetés van H szimmetrikus kiterjesztése és Cayley-transzformdltjdnak izom-
etrikus kiterjesztései kizott.

Egy szimmetrikus operdtort lényegében onadjungdltnak neveziink, ha
lezdrisa Onadjungslt. (Mivel egy dnadjungélt operator zart, a definicié szerint
természetesen lémyegében 6nadjungilt is.)

A lemmabdl vezethetd le a kbvetkezd.

5. tétel: Legyen H egy szimmetrikus operdtor. H-naek akkor és csak akkor van
dnadjungdlt kiterjesztése, ha az

L* =Ran(H +i)*

alterek dimenzidja megegyezik. Tovibbd az aldbbi feltételek ekvivalensek:

(1) H lényegében énadjungdlt
(2) dimL*¥ =dim L™ =0

(3) H-nak csak egy onadjungdlt kiterjesztése van.
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0

Az L* altereket defekt altereknek nevezik. Erdemes megjegyezni, hogy L+ =
Ker (H* F1). —
10. példa: Legyen D(A) = {f € L*(0,1) : f abszolit folytonos, f' € L2(0,1)
és f(0) = f(1)} és Af = —if'. Parcidlis integraldssal megmutathaté, hogy A
szimmetrikus operdtor.

Beldtjuk, hogy A +1i rdképezés, ami azzal ekvivalens, hogy a
—idf:I:if- (4.4.6)
dt =9 =

differencidlegyenletnek tetszéleges ¢ € L?(0,1) esetén van f megolddsa a D{A)
halmazban. Valéban, a megoldds explicit médon megadhaté

fity == (i /: e Tg(z)dz + c) et (4.4.7)1

ami a

c=1

/: e “glz)dz

paramétervalasztas mellett D(A)-beli fiiggvény.

Hivatkozassal az eléz6 tételre megallapithatjuk, hogy A lényegében énadjungilt.
Alébb bizonyitjuk, hogy A zirt operdtor, ezért dnadjungaltnak kell lennie.

A gondolatmenet dltalanos, érdemes a példatdl fiiggetleniil is megjegyezni. Azt
allitjuk, hogy, ha T egy szimmetrikus operdtor és A +ipu — T riképezés valamely
A ¢ € R szédmokra, p # 0, akkor T zédrt. A 1. lemma alapjdn elég megmutatni,
hogy (A +ip) € p(T). A 3. fejezet 17. tételének szdmoldsa szerint

A +1p) = TIFN® > w2512,

ami azt mutatja, hogy (A+iu) — T korlatos inverzzel rendelkezik, tehat (A+ip) € *
p(T).

Most  vizsgdljuk meg ugyanezzel a mdédszerrel a 4. példa Ty diffe-
rencidloperdtorat. A fentiekhez hasonléan Tj + i képterének vizsgélatéhoZ, a
(4.4.6) differencidlegyenletet kell tekinteni, aminek ltalinos megolddsa (4.4.7). A
f(0} = f(1) = 0 kezdetiérték feltétel az olyan g-ekre elégithets ki, amelyekre

1

1
f e Fglx)dr=0.
0
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Ezért a Ran (T} £ 1)1 alteret az e~® fiiggvény fesziti ki, mindkét defekt altér
egy dimenzids, ezért 71 nem lényegében Snadjungslt, de van dnadjungalt kiter-
jesztése. Ez 6nmagdban nem meglepd, hiszen a fenti A éppen egy onadjungilt
kiterjesztése Ti-nek. Ty egy Onadjungdlt kiterjesztésének Cayley-transzformaltja
az e~® vektort egy szamszorosaba kell, hogy vigye. Mivel a Cayley-transzformals
izometria, létezik o € T, egy abszollt értékii komplex szdm, hogy e™* ae " a
Cayley-transzformalt hatdsa. Minden o € T-re van Ti-nek egy Tl(a) onadjungalt
kiterjesztése.

]

11. példa: Legyen D(P) = {f € L*(R) : f' € L*(IR)}. Meg fogjuk mutatni, hogy
a _

d
Pf=-i—
f=-igt
differencidloperdtor énadjungalt az L?(IR) Hilbert-téren.

Ha f,g € D(P), akkor van olyan végtelenhez tartd ¢n sorozat, hogy
limp s t00 f(tn) = limp o100 g(tn) =0, ¢és

(f,Pg) = [ Ty (s) ds

tn

= lim —f(s)ig'(s)ds

n—oo f_ .
—_— t"
= —i lim f(s)g(s)

i [ ST ds

=[SO ds
= (Pf,9).
Megallapithatjuk, hogy P szimmetrikus.

Ezutan belatjuk, hbgy P 4 riképezés. A P —1i esetet részlétézzijk,- P+i
hasonléan targyalhatd. Azt kell tehdt ldtnunk, hogy a

—if —~if=g
differencidlegyenletnek barmilyen h € L*(IR} mellett van megoldésa D(P)-ben. Az
' Y +ay=g¢ ’

egyenlet 4ltaldnos megoldésa

y(z) =ce”* + 7 / e*tg(t) dt .
: 0
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Esetlinkben o = 1 és a ¢ konstansot alkalmasan kell vilasztanunk.

ylx) =e€" (c + /: e*g(t) dt)

a +oo-ben 0-hoz tart (ha y € D(P)), igy

Kovetkezésképpen

flz)=e"" (c-l- fom etg(t) dt) = /w et Fg(t) dt = fo e’gls +x) ds .

—0Q —o0

Megmutatjuk, hogy f € L*(IR). A becslésben felhasznéljuk a (T,g)(z) = g(z + s)
eltoldscsoportot, amely unitér operitorokbdl 4ll.

Khm = ‘ // 000 T T T h(x) ds da

4]

< [ el + )l dsdo
0—00

= f esf|g(s+3:)||h(a:)|dwds
o

- f e*(|Tegl, 1) ds
0

< [ e*llgl 121 ds = fjgll |7l

4.5 Lényegében 6nadjungalt operatorok

Lényegében dnadjungalt operdtorokkal azért kényelmes banni, mert értelmezési tar-
tomanyul egy jél kezelhetd fliggvényosztalyt valaszthatunk, és ugyanakkor tudjuk,
hogy a lezardsa az operdtornak dnadjungalt.

Eldszor példdkat mutatunk be lényegében onadjungilt operitorokra a diffe-
rencidloperatorok korébél.
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12. példa: A Schwartz-téren értelmezett Fo(f) = —i f' operdtor lényegében
onadjungilt.

Az 4llitss belatdsdra az egyik lehet8ség megmutatni, hogy Pp lezdrasa a 11.
példsban tirgyalt 6nadjungalt P operdtor. Most azonban Py-nak a 7. példa Qo
operatorsval valé kapcsolatdra szeretnénk épfteni. Ha f végtelen sokszor diffe-
rencidlhaté gyorsan csbkkend fliggvény, akkor

Pof =FQF'f (4.5.8)

az F Fourier-transzformacié (2.4.15) tulajdonsdga szerint. FQF ~' 6nadjungslt és
S-re valé megszorftédsénak a lezdrdsa. Ezért Py lezdrdsa FQF -1,

a

13. példa: Az S(R?) Schwartz-téren értelmezett Laplace-operator 1ényegében
onadjungalt. '

Most is a Fourier-transzformaciét hivhatjuk segitségiil. A (4.5.8) Osszefiiggéshez

hasonldan

Af =FM,F'f  (f e S@RY), (4.5.9)
ahol M, a g(z) = —z3 — 23 — z} fiiggvénnyel vald szorzds operdtora. A 7. példa sze-
rint M, lényegében 6nadjungalt a kompakt tartéji végtelen sokszor differencidlhaté
fiiggvények terén, és ezért a Schwartz-téren is. F olyan unitér transzformaicio,
amely az S(IR®) teret dSnmagéba. viszi. Igy F MyF~! lényegében dnadjunglt.

O

A kdvetkezd tétel szdmos fontos esetben alkalmazhaté elégséges feltételt biztosit
annak eldéntésére, hogy egy szimmetrikus operétor lényegében onadjungalt legyen.

6. tétel: Legyen H egy szimmetrikus operdtor és (f;) C D(H) egy sejdtvektorokbdl
dllé bdzis. Ekkor H lényegében onadjungdlt az értelmezési tartomdnydn.

Bizonyitds: Legyen az fi-hez tartozé sajatérték A;. (A egyblént valés, mert
szimmetrikus operdtor sajatértégei mindig valésak.) Ha f =: }ja;fi e Hés f €
D(H), akkor Hf =3 M f; és

z |aiE2 < 400, Z |Aia,~|2—< +00 .

%

Do = {Zaifi L S+ X2 fel? < +oo}
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halmazon értelmezziink egy T operdtort a

T (Z az‘fi) = Zai/\ifi

képlettel. Ekkor H C T. Legyen S a {A; : i € IN} halmaz lezdrésa, és z ¢ S.
Ertelmezziink egy A operatort az

A (Z%’fi) =Y wE-A)7

képlettel. A korldtos és injektiv. (z — T)Af = f minden f € H vektorra. Ezért
z g o(H).

Mivel T' spektruma nem a teljes C, T' egy zért operitor. Kénnyt 14tni, hogy T
lezarisa H-nak.
a

14. példa: Tekintsiik a D : f — —i f’ differencidlds operdtort a (0, 1) nyilt inter-
vallumon kompakt tart6ji sima, fliggvények D(D) terén. Parcilis integraldssal

(f:'_ig,) = '“l[f:g] + (i.frag) H

ahol [f,9] := limz—1— f(2)g(z) — limg 04 f(z)g(z). Ez természetesen mutatja,
hogy D szimmetrikus, de azt is kiolvashatjuk, hogy ha D értelmezési tartoméanyat
béviteni akarjuk a szimmetrikussig megdrzése mellett, akkor az

(£, f1 = F O~ f () =0

feltételre iigyelniink kell. Ha f(1) = af(0) valamilyen o € T szdmra, akkor ez
teljesiil.

Legyen D, = {f € L?[0,1] : f € C*®, f(1) = af(0)}. Ha ¢'® = o € T, akkor
a Hy : f = —if' operdtor lényegében Snadjungélt a D, értelmezési tartomdnyon.
Valéban, az fn(z)' = o®e? ™7 fiiggvények (n € Z) sajitvektorokbél 4ll6 bazist
alkotnak, és H, szimmetrikus. Az eléz6 tétel szerint H, lényegében onadjungslt.

Hy spektruma ¢ + 277, és minden sajétérték egy multiplicitdsd . A rezolvens
operator (A — H,)™' kompakt minden A ¢ @ + 27 Z értékre.

A Ho, operdtorok D-nek énadjungdlt kiterjesztései. A lehetséges Snadjungalt
kiterjesztések T-vel vannak paraméterezve.
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15. példa: Tekintsiik az egységgdmb feliiletén sima fliggvényeken értelmezett

(1 8 (. .89 1 &%
(Ag)(8,¢) = (m% (sxngﬁ) + sinzﬂgt;;) {(8,)

differencidloperitort, ami gdmbi koordindtdkban van megadva.

L?*(S,d2)-ban az Y, gbmbfiiggvények bazist alkotnak, m € Z, [ > |m|, l4sd a
3. fejezet 26. példajat. A (3.1.8) differerencidlegyenletbél levezethetd, hogy

AV, = -1+ 1)V, (4.56.10)
azaz a gombfiiggvények sajitfiiggvényei a A operdtornak.

Igy A lényegében 6nadjungalt, A < 0 és a l(l+1) sajatértékhez tartozé sajataltér
dimenziéja 21 + 1, tehat a spektrum erdsen degenerdlt.

]

Az elbzé példa A operdtora szoros kapcsolatban All a Laplace-operatorral,
ugyanis a Laplace-operator polarkoordinatdkban a
8 28 1
A=t -+ —=
or2  ror 1?
alakot &lti. 'Y, megolddsa Au = 0 egyenletnek 7'V}, Descartes-féle koor-
dindtékba. atirva az z;, T3, 23 valtozdk homogén I-edfoki polinomja. Ezek a poli-
nomok természetesen linedrisan fiiggetlenek, hiszen az egységgdmbre megszoritva
az. L?(S, dQ) tér bazisat adjik. Harmonikus polinomoknak nevezik 8ket.

A (4.5.11)

16. példa: Tekintsiik a C?{—1, 1] tartoményon értelmezett (Lf)(z) = ((z2—-1)f')’
masodrendi differencidloperdtort:

[ @@ @) do = o) @)L, - [ §/@)p(a) (@) do =

1
= [g@p(@)f @)]_; - [¢' @p) )], + f_ 1(P(ﬂ?)g'(:E))’f('«':) dz .

Ha p(z) = 22 - 1, akkor p(+1) = 0, és szamoldsunk mutatja, hogy L szimmetrikus
operator. L sajatfiiggvényei az

(1—22)f" -2z +2f=0 (4.5.12)

egyenlet megolddsai. Ezzel a differencidlegyenlettel mar taldlkoztunk a Legendre-
polinomok kapcsdn, ldsd (3.1.9). Nevezetesen A = n{n + 1) és n € IN esetén az
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n-edfokd Legendre-féle polinom egy megoldésa az egyenletnek. Mivel a Legendre-
féle polinomok bézist alkotnak, igy L a C%[—1,1] tartomanyon lényegében énad-
jungdlt. Az is kovetkezik, hogy a tekintettd] killénb8zd d-kra a (4.5.12) diffe-
rencidlegyenletnek nincsen megoldédsa.

O

Az f — —(pf') + gf alakt differencidloperitorokat Sturm-Liouville-
operdtoroknak nevezik. A fenti L el8jeltd] eltekintve ilyen alaki, és a kovet-
kez6 példa is egy ilyen operdtort tartalmaz. A példa utén tériink ré az sltaldnos
Sturm-Liouville-operatorok spektrélelméletére.

17. példa: Tekintsiik megint a 5. példa Hp operdtordt az L2[0,1] téren. Hp
sajatfliggvényei
2
fulz) = % sinnwz (rn e IN).
Az ehhez a fliggvényhez tartozd sajatérték —n2n?. Mivel a f,, fiiggvények egy bizist

alkotnak L?[0,1]-ben (l4sd az 3. fejezet 10. péld4jat), a Hp operstor lényegében
onadjungalt.

0 ¢ o(Hp), igy a korldtos inverz: Hp' létezik, és egy kompakt opertor. Ha
egy operdtor inverzét, vagy 4ltaldnosabban véve rezolvensét integraloperitorként
lehet eld4llitani, akkor annak magfiiggvényét gyakran az operitor Green-
filggvényének nevezik. Ha

(1-y)z ha 0<z<y<1

K =

és

f(z)

1 T 1
f K{z,y)g(y)dy = / (1 - z)yg(y)dy + f (1-y)zg(y)dy
0 0 T

1 il - 1
—w[ﬂ yg(y)dy+/0 yg(y)dy+w[ g(y)dy,

T
akkor vilagos, hogy f(0) = f(1) = 0. Tovébba

1

fi(z) = —fo yg(y)dy+fvg(:tr)Jrfm 9(y) dy — zg(z)
=y = —g(x).

Tehét a K (x,y) magfiiggvénynek megfeleld integraloperdtor Hp inverzét adja.
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0

7. tétel: Tekintsik aD = {f € C?[a,b] : Auf(a)+mf'(e) =0, B2 f(B)+72f'(b) =
0} értelmezési tartomdnyon oz

Lf=-(pf) +9f

differencidloperdtort. Tételezzik fel, hogy |f1| + Im| > 0, 1Bal + |72l > 0, p €
C'a,b), g € Cla, b] valds figguények, tovdbbd, hogy O nem sajdtértéke L-nek. Ekkor
L szimmetrikus operdtor, L  kompakt és folytonos magfigguénnyel megodhatd
Hilbert-Schmidt-féle integrdloperdtor.

Bizonyitds: L szimmetrikussdga az el6z8 példdkhoz hasonléan parcilis in-
tegraldssal kénnyen beldthato.

Legyen fi(z) és fa(z) két megolddsa az Lf = 0 f € D kezdeti érték
problémanak. Mivel L-nek a 0 nem sajétértéke, f1 és f2 linedrisan fliggetlenek
és a differencidlegyenletek elméletébdl tudjuk, hogy a Wronski-féle determindns

filz) faolz)
filz)  fi(z)

w(z) =

nem nulla. Legyen

o(x) = f " (m)fzgé) — A@AHG)

Yo (a) h(y) dy .

Ekkor
f(@) = et () + 2 falz) + 9(2)

az altaldnos megoldédsa az Lf = h egyenletnek. A ¢ éscz konstansokat alkalmasan

valasztjuk: co = 0 és
b
fa(y)
a=-[ S <hy)dy.
== | @™
Ekkor a peremfeltétel teljesiil, f € D és

b
f(z) = [ oz, 9)h(y) dy ,

ahol
filz) f2(y)

9z, y) = _W ha a<z<y<b
. ) fily
_‘5@)—10(5 ha a<y<z<b.
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A szimmetrikus valés magfiiggvény (azaz az L operdtor Green-fiiggvénye) folyto-
nos, L~ valéban kompakt operdtor.
O

A tételbdl kovetkezik, hogy a Sturm-Liouville-féle operatorok lényegéban énad-
jungéltak (a tétel feltételei mellett). Ugyanis L szimmetrikus, igy kilonbozd
sajatértékekhez tartozé sajéatfiiggvények ortogonalisak. L?[a,b] szeparabilis, tehat
L-nek legfeljebb megszdmlithaté sok sajatértéke van. Valaszthatunk A € IR-et, ami
nem sajétérték. L — A is Sturm-Liouville-féle operator, amelynek 0 biztosan nem
sajatértéke, ezért alkalmazhatd rd a tétel. (L—X)~'-hez van sajatfiiggvényekbsl 4116
bazis, aminek elemei persze L-nek is sajitfiiggvényei (csupdn més sajatértékkel).
Végeredményben van olyan bézis, ami L sajatfiiggvényeibél 411, és hivatkozva a 6.
tételre megallapithatjuk, hogy L lényegében 6nadjungélt.

A 17. példa az egydimenziés Laplace-operdtorrél sz6lt a Dirichlet-féle perem-
feltétellel. A Laplace-operdtor tobb dimenzidban is hasonléan viselkedik.

8. tétel: Legyen @ C IR™ sima hatdrral rendelkezé korldtos tartomdny. A Ap
Laplace-operdtor o kétszer folytonosan differencidlhatd és o Dirichlet-féle perem-
feltételnek eleget tevd fiigguények terén lényegében dnadjungdlt operdtor. Ap
lényeges spektruma dres és rezolvense kompakt.

A Green-formuldbél kivetkezik, hogy a tételben szerepld Dirichlet-féle
Ap Laplace-operdtorra (f,Apf) < 0, ezért Ap sajitértékei negativak. A
sajatértekek explicit meghatarozdsa csak néhdny esetben lehetséges, a numerikus
meghatdrozés sem konnyd. Példaul, ha £ a kétdimenziés egységkor (lemez), ak-
kor numerikusan a A; = —5,784, A; = —14,684, A3 = —14,684, Ay = —26,378,
As = —26,378, A = —30,470 stb. értékek adédnalk!?.

A Neumann-féle Laplace-operdtorra hasonlé tétel igaz.

A Laplace-operdtorok  spektralelmélete bizonyos parcidlis  diffe-
rencidlegyenletek megoldésara is hasznalhaté. Tekintsiik a

Af=g 6 f|OQ=0

feladatot egy adott ¢ fiiggvénnyel a korlatos sima hatérral rendelkezé 0 tar-
tomdnyon, f az ismeretlen fliggvény. A peremfeltétel mutatja, hogy a feladat a
Dirichlet-féle Ap Laplace-operdtorra vonatkozik. Ha K(z,y) a megfeleld Green-
fiiggvény, akkor

flz) =A%y ZfQK(m,y)g(y) dy. (4.5.13)

Egy mésik lehetdség a feladat megolddsdra a sajtfiiggvények szerinti sor-
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fejtés. Legyen h, a Ap operétor sajatfiiggvényeibdl 816 bazis L?(§2)-ban. Ekkor
g-= Y. cnhy, egyiitthaték valamely c, sorozatdra. Az f megoldédst f =} anhn
alakban keressiik. Ha Aphn = Anhn, akkor, akkor az ismeretlen a,, egyiitthatékra
a Anay = cp feltételeknek kell teljesiilni, tehdt a, = cq/An.

18. példa: (A harmonikus oszcillitor) A kvantummechanikiban az egy di-
menziés harmonikus oszcilldtor energia (vagy Schrodinger-) operdtora.

(Hf)(z) = —f"(2) + w2’ f(z)

alakd!®. (Ertelmezési tartoménynak az S(IR)-teret vehetjiik.). H maga egy Sturm-
Liouville-féle operator, szinguldrisnak mondjak, mert nem véges intervallumon van
véve. Kozvetleniil ellnbrizhetd, hogy H szimmetrikus. Sajatfliggvényeinek fel-
deritéséhez a '

Hf=MAf

differencislegyenletet kell megoldani. Ez a valtozdk transzforméldséval (z helyébe
Vwz, X helyébe wl)
d?f

alakot 8lti, majd a f(z) = e~ /2g(z) helyettesitéssel a
g —2z¢' +{(A—-1)g=0

Hermite-féle differencidlegyenlethez jutunk, amelynek megolddsa A = 2n+ 1 esetén
a H,(z) n-edfokd Hermite-polinom, lasd (3.1.14).

pn(z) = cnHn(vwz) exp (- wr’/2)  (n=0,1,2,..))

a ¢, normalasi konstansok alkalmas vélasztisival egy sajdtfiiggvényekbdl 4116 bazis
az LZ(IR) térben. Igy a H operétor lényegében Snadjungélt (vesd Gssze a 6. tétellel).
A @ (z) fiiggvényeket az w = 1 esetben Hermite-fiigguényeknek nevezik. (Néhiny
Hermite-fiiggvény grafikonjét a 3. fejezetben dbra is mutatja..)

A tovébbiakban a w = 1 egyszerisitéssel éliink. Annak ellenére, hogy H szin-
guldris Sturm-Liouville-féle operdtor, a regularis esethez hasonléan 1étezik kezelhetd
Green-fiiggvénye. H-nak a 0 nem sajitértéke, igy a H™! operatort elééllithatjuk
magfiiggvény segitségével. Legyen

L (B
VA
1 2 2

—~—ap(“**’)@@m@nlm y<z,

)M@mm ha z<y,
glz,y) =

N )



45. LENYEGEBEN ONADJUNGALT OPERATOROK 155

ahol ®(z) = [° et dt (Iényegében egy Gauss-eloszlds eloszldsfiiggvénye.). Tobb-
kevesebb szdmoldssal adédik, hogy

o0

H ' f(z) = ] a(z,9) () dy

—00

pontosabban
OC
h(z) =f glz, ) f(y)dy esetén Hh=f
oo

folytonos f € L*(IR) fiiggvényekre. Teh4t a folytonos szimmetrikus g{z,y)
figgvény a H operdtor Green-fiiggvénye. Megfelel$ becslések segitségével kbzvet-

leniil igazolhatd, hogy
ff 9@, y)|? dudy < +oo.

Mivel H spekirslis eléallitésst ismerjiik, és tudjuk mar, hogy g{z,y) Green-
fiiggvény, egy mésik utat is jarhatunk: :

- — 1
S lon o) = 3 s

n,m

2

/ 9z, v)|? dzdy

[ s@von@onty) dudy

A kapott sor evidens médon konvergens (Gsszege m2/8).

‘A két dimenziés harmonikus oszcillitor Schridinger-operdtora { a
forgdsszimmetrikus esetben)

2 |
E1)ew) = - (g + o) o) + 6 + 901 w,0).

A n(z)pm(y) alaki fiiggvények bézisat adjik L?(R2?)-nek, ha n,m € Z*. Az
egydimenzids oszcillatorrdl elmondottakat felhasznslva

Hopn(z)om (y) = (2n + 2m + 2)on(z)om(y) -

fgy_ Hy sajétértékei 2,4,6,.... A 2 sajitérték kivételével tobbszdrds multipli-
citastiak: 2k multiplicitsa, annyi, ahanyféleképpen k— 1 el84ll nemnegativ egészek
Osszegeként, ez éppen k.

A fizikai interpretdcidban a sajatértékek energiaszinteket jelentenek. A legki-
sebb 2 sajatértékhez egyetlen sajétfiiggvény tartozik, ez adja a legkisebb energiaji,
. ugynevezett aIépéllapoto‘t. A 4 sajétértékhez mar két sajatfiiggvény tartozik,
w1{z)po(y) és wolz)w1(y). Ez az energiaszint mar “degeneralt”. Magasabb eneri-
aszinteken a degeneraltsig még nagyobb.
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O

19. példa: (A hidrogén atom) A protonbdl és elektronbél 4llé hidrogén atom
energia operétora

2 2 2

Hf@,9) =~ Baf@0,0) ~ 5B (@,3) =

— f@y  (@yeR?)

e
[l = yll
az L?(R®) Hilbert-téren. Fizikailag H elsd tagja az m; tomegii és e toltésd pro-
tonnak, a masodik az msy tomegl és —e toltésil elektronnak, a harmadik pedig
a Coulomb-kolcsénhatdsnak felel meg 4. H értelmezési tartoménydnak a gyor-
san csokkend fliggvények S(IR®) terét tekinthetjiik. Célunk az, hogy beldssuk: H
lényegében dnadjungilt.

Az
T +m2y
U= "o

, U=y —
my + mag ‘
transzformdciot hajtjuk végre. (v a tdmegkézéppont helye, v pedig az elektronnak
a protonhoz viszonyitott helyzete.) A transzformdcié Jacobi-determindnsa 1, igy
L2(R®%)-nak egy U unitér operitorat indukdlja. (E tény részletesebb targyalasa
megtaldlhaté az 3. fejezet 24. péld4jdban.) U a Schwartz-teret dnmagdba képezi.
ﬁZ ﬁ2 62
U*HUg(u,v) = —————Aug(u,v) — —Aug(u,v) — —g{u,v
(11,9) = =gt Bugun0) — 5 Buglti o) = [ro(0,0)
ahol u = myima/(m1 + mz). A transzformicié matematikai jelentdsége az, hogy
a vizsgalt operdtor egy olyan Gsszegre bomlik, amelynek egyik tagja csak az u
véltozéban, mésik tagja (amely valéjdban a fenti masodik és harmadik tag Gsszege)
a v valtozéban hat. A valtozdkat sikeriilt szétvilasztani, ami azért elényds, mert
ha a L2(IR®) teret az L2(R?) ® L2(IR?) tenzorszorzattal azonositjuk, akkor

U*HU = Hy ®idy +1dy ® He

ahol H; az u valtozdban haté Laplace-operdtor konstans szorosa és

2 o2
Hyg(v) = —o-Ag(v) - —9(v) -
W)= ol
A Laplace-operétorrdl tudjuk, hogy lényegében énadjungslt S(IR?)-on, és ki fogjuk
mutatni, hogy Hy is az. Ez elegend® ahhoz, hogy U* HU lényegében 6nadjungalt le-
gyen S(R*)@S(IR?)-on. Ezt a kijelentést itt bizonyitds nélkiil elfogadjuk, valéjaban
a kdvetkezd eredményt hasznaljuk. Ha Dy-en H, lényegében Onadjungdlt és Dz-en
H); lényegében 6nadjungalt, akkor H; ®ids +id; ® H, lényegében 6nadjungdlt lesz
a
{f®g:feD,geDs}
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vektorok &ltal feszitett altéren. Esetunkben D1 = Dy = S(R?), és az f(u)g(v)
fiiggvények 4ltal feszitett altér rédze S(IR°)-nak. Ezen U*HU tehdt lényegében
onadjungalt. Mivel U invaridnsan hagyja S(IR®)-ot, maga H is lényegében tnad-
jungalt lesz.

H;-18l tudjuk, hogy folytonos a spektruma. Fizikailag ez a tag adja az atom
(azaz a proton és elektron témegkézéppontja) haladd szabad mozgésanak a folyto-
- nos energiajit. Hy a témegkézépponthoz viszonyitott relativ mozgés enegidja, ami-
ben nem az elektron valédi my témege, hanem a tomegként megjelend u mennyiség
szerepel, redukdlt tomegként is emlegetik. Ho-rél ki fog deriilni, hogy van olyan
bazisa az L2(IR?) térnek, amely sajétvektoraibol 4ll, sét, ami JOVELI tobb Hy kom-
pakt.

I]’jabb koordindta transzformdciét hajtunk végre, 4ttériink térbeli
poldrkoordindtdkra. A transzformicié mogott most is egy unitér operdtor
all, V : LA(IR®) — L2(R' x §2, drd(?),

(Vi)r.8,0) =ri(z),

ahol z; = rsinfcosy, z2 = rsinfdsing, 23 = rcos? és © = (z1,72,23). dQ a
gombfeliileten a felszin szerinti integréldst jeloli.

v, R o O 1 o 1 %] €
VHVY =  2ur? [8?‘ ( 87‘) t e sin 6l 80 (Sl 989) sm%’@] ?T’b'

(4.5.14)
amiben megjelenik a 4.5.10 példa A differencidloperdtora. Az egyszerliség kedvéért
attériink olyan egységekre, hogy k= 1,e2 =2 és p = 1/2 legyen. Ekkor:

r2 or or O

K =VHV*=- L o (7 6) —2——1—!\. (4.5.15)

Az LH(IRY x 82, drd(Y) tér szorzatra bonthatd, L2{(R*)® L3(S?,d0). A L2(S2,dQ)
téren haté A operdtor spektrilis felbontdsa ismeretes: Minden | nemnegativ egész
szdmhoz van egy H, sajataltér, amit az Y}, gombfliggvények feszitenek ki, |m| < 1.
Tehét #H; dimenzidja 21 + 1. A megszoritva H;-re —I(I + 1)-gyel valé szorzdsként
viselkedik. Ha 9(r,8,¢) € L*(R") @ H,, akkor

K«p:—iﬁ( 6)¢——¢+1(1+1)1¢.

r2 gr

Legyen K; := K|L? (RYY®H,;. A Kiyp = Eip sajatfiiggvény egyenlet 1) megoldését
P = R(r)Yun (8, ¢) forméban keressiik. Ekkor a radidlis R fiiggvényre a

,,12;1 (?‘253;) R{r) - —R(r) +HUl+ 1) R(r) ER(r)
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differencislegyenletet kapjuk, amiben E egyelore meghatirozatlan valds szdm. Az
egyenlet egyszeriisodik az u(r) = rR(r) valtozéban:

’U.H(T) + (E + % _ ?E:_TD—) 'u,('f') =0, (4516)

ugyanis
a 2 8 — i
5 (r 6‘7‘) R(r) =ru’(r).

Az (4.5.16) egyenlet analfzisét nem részletezziik. Négyzetesen integralhaté meg-
old4sa akkor van, ha az E szém —1/n? alaki, n € IV, és | < n. Az egyenlet
megoldésa egy v(r} fiiggvény bevezetésével torténik, legyen u(r) = e~/ Ly(r).
Ekkor

d*v dv

ta§+(21+2—t)dt

ahol t = 2r/n. A kapott egyenletet dsszevethetjik a 3. fejezet (3.1.17) egyenletével.

+n—-{-1w=0,

o= A4+lésn—l—1>0cgén szdm. A megoldds L0 (1) és a radidlis
sajatfliiggvények
_r 2r\’ 2r
Ru(r) = cue™"/™ (;) LA (?) (4.5.17)

¢ 8 normalizald konstans, értéke az

frzRfd('r) dr =1

feltételbél szamolhaté. (Ez az egyenlet sajnos kiilonbozik (3.1.18)-t6l, de azért a
Laguerre-polinomokra vonatkozd rekurzi6 segitségével arra visszavezethetd.)

A K operator sajatértékei hagyoményos egységekben a

By = N 45.18
=ik (mEN) (45.18)
szémok, I < n. A megfeleld sajtfiiggvények teljes rendszert alkotnak, mert
rogzitett l-re Ry, teljes rendszer. (Utdbbi egy nem részletezett allitds.) Ezért
K, spektralis eldallitisat ismerjik. K; egy kompakt onadjungilt operator.
Sajatértékei véges multiplicitdsiak, pontosabban 21 + 1 mindegyiknek a multip-
licitasa, és a 0-hoz tartanak.

A K; operatorokbél @sszerakjuk magét a K operatort. Ez is egy kompakt
dnadjungalt operdtor (4.5.18) sajatértékekkel és

Ry (T)}/Im (6: (P))
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sajatfliggvényekkel. Riogzitett n-re | lehetséges értékei I = 0,1,2,...,n —~ 1, és
|m| € I. Az E,-hez tartozé sajitaltér dimenzidja

n—1
Z A +1=n2.
=0

A sajitfiiggvények mind
Ce™ /" py (r)pa(z,y, 2)r™"

alakidak, alkalmas C' allanddval, egyviltozds p; polinommal és hdromvaltozés py
polinommal. Ezért gyorsan cstkkené sima fitggvények.

Az n,l,m paramétereket a fizikdban fékvantumszdmnak, mellék-
kvantumszamnak, ill. mdgneses kvantumszamnak nevezik. Az E,, értékek
kiszamitdsa és a mért spektrummal valé megegyezése a kvantumelmélet elsd
gyOzelmei kozé tartozott 1925-26-ban.

4.6 Egyparaméteres unitér csoportok

Egyparaméteres unitér csoportokkal mar taldlkoztunk az elézé fejezetben. Lattuk,
hogy adott korldtos tnadjungdlt A operdtorra U(#) := exp(itA) olyan egypa-
raméteres unitér csoport, amelyre a t — U(t) megfeleltetés normaban folytonos.
Most ennél enyhébb folytonossagi kéve\celményt tesziink. A csoport erds folyto-
nossiaga az so topoldgidban valé folytonossdgot jelenti, azaz

t— Ult)x

folytonos minden z Hilbert-tér vektorra. (Erdemes megjegyezni, hogy az el6z0
fejezet 31. példéja szerint az erds folytonossig az Osszes t — (y, U{t)z) figgvények
folytonossdgaval egyenértékii.)

A Stone-tétel kolcsondsen egyértelmil kapcsolatot allapit meg az dnadjungals
operatorok és a folytonos egyparaméteres unitér operdtorcsoportok kozétt.

9. tétel: (Stone-tétel) Legyen U(t) € B(’H) eqy erdsen folytonos egyparaméleres
unitér csoport. Ekkor létezik egy A = A™ dnadjungdlt operdtor, amelyre U(t) =
exp(itA). :
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Bizonyitds: Legyen

(4.6.19)

azon z € M vektorokra, amelyekre a limesz (norméaban) létezik. Ezt az A linedris

operétort a csoport generdtordnak nevezziik. Elészér megmutatjuk, hogy a ge-

nerator D(A) értelmezési tartomanya siirti halmaz.

Legyen
Dy = {a:f = [f(t)Uta:dm :z€H, f€ CS"(IR)} .

Itt a folytonos (és kompakt tart6ji) ¢ — f(¢)Upz vektorértéki fliggvény integraljat
a kovetkezdképpen értjiik. Rogzitett z € H-ra

Bty f (F(OUsz,y) dt

egy korldtos linesris funkciondl, igy a Riesz-Fischer-tétel szerint 1étezik egy x5 € H
vektor, amelyre

@sy) = f (s, y) dt

Mivel .
Fay)] < [ (F (O Usz, )] dt < [y f 17 (Vs di

azt kapjuk, hogy

lesll < [ 15 Uszllde = o] [1s@ia

Legyen j. az approximativ egység az 3. fejezet 14. példdjdbdl. Ekkor

||]j£(t)(Ut —I)a:dt” < [je(t)|1(Ut_I)$| gt

e 2.1 I

IA

[ i@y de xcsup{i - Dl : e <<}
sup{J|(U; - Dal] : —e <t <€}

barmilyen = € H vektorra. A jobb oldal tart 0-hoz U(t} feltételezett folytonosséga
alapjén, igy € — 0 esetén z;, — z. Ez mutatja, hogy a Dy halmagz stirdi.

U, -1
is

o= [ 10w+ - v = [ L2 Crwas.
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(Az integrandus norméijénak van integrilhaté majordnsa, hiszen f kompakt
tartdji.) Az s — 0 hatdrdtmenettel kapjuk, hogy

Azp =i /f‘(t)UﬁEdt =T

Nevezetesen, Dy C D(A). Rdadésul a Dy halmazon pontosan ismerjiik az A ge-
nerator hatasat.

Legyen Ag := A [ Dy. Célunk most az, hogy bebizonyitsuk, hogy Ap lényegében
onadjungilt.

Ha T; az eltolds csoport L2(IR)-en, lasd a 45. példit a 3. fejezetben, akkor
kénmyen ellendrizhetd, hogy

Us)zs = zpsyy 65 AgU(s)z = U(s)Agz
minden z € Dy-ra.

Kiszdmolhatd, hogy
(Aozs,xy) = (g, Aozy)

minden f,g € C§°(IR) esetén (parcidlis integrlas). Tehdt Ay szimmetrikus. A
lényegében &nadjungélt tulajdonsig igazoldséhoz a 5. tételt hasznaljuk fel.

Legyen y € D(Ap) és tételezziik fel, hogy Aty = iy. Ekkor

Z0U02 = (00 = -1, = 0,062

érvényes minden z € Dy vektorra. Ez egy differencidlegyenlet, aminek megolddsa

{1, U(s)z) = {y, z)e”

az U(0) = I-bdl adédé kezdeti érték miatt. Mivel ez s-nek korlatos fiiggvénye kell,
hogy legyen, (y, z) = 0 kell, hogy teljesiilién. Mivel z € Dy tetszdleges volt, y = 0.
Hasonléan 1dthaté, hogy Ajy = —iy ugyancsak az y = 0 esetben lehetséges. Az
idézett tétel szerint Aq lényegében Snadjungalt.

Jeldlje B Ao Gnadjungdlt kiterjesztését, azaz B = Ap. Be kell lstnunk, hogy

U(s) = ¢'*F, amit abban a formaban ériink el, hogy y(s) := U(s)z—e!*Bz azonosan
0 minden z € Dy-ra. y(s) elsd tagja differencidlhaté

d .
d—sU(s)z =iAgU(s)z.
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¢! *Bz differencidlhatésdgéhoz z € D(B)-ra és a Lebesgue-féle konvergencia tételre
van szilkségiink:

isA__I 2 is)\___]_ 2
=Nz _ 4, =/ T dinE())
is is
az integrandus 0-hoz tart, ha s — 0 és
is)\_l
{5 —A‘§2|A|
is

biztosit integralhaté majoralé fiiggvényt, ugyanis
f|)\|2 d{z, E(-)z) < +00

a spektrél tétel szerint ekvivalens z € D(B)-val, ami feltevésiink szerint fennall.
¢! *Bz differencidlhaté a 0-ban, és igy mindeniitt

B :sBz_

—e'*Pz =1Be

ds
Most differencidljuk az ||y(s}||? fiiggvényt:

GO = 2696 = ( Zoe)wte)) + (46 u(s))

= 2Re <§;y(3),y(8)>
= 2Re{iAo(U(s) — &' *B)z, (U(s) — €1*B)z)

ami 0, mivel Ag szimmetrikus. Ez az y(0) = 0 kezdeti érték miatt azt jelenti, hogy
y(s) = 0.

Hétra van még B egyértelmiiségének igazoldsa. Induljunk ki az U(s) = _eitB
és B = [AdE()\) dsszefiiggésekbél. Kiszamoltuk, hogy & € D(B) esetén el *Bz
differencidlhaté, ezért D(A) D D(B). A forditott tartalmazdshoz legyen = € D(A)
e ei st __ 1 .

is

fs(t) =

limsyo f5(B)z := y létezik, ez csupdn dtfogalmazdsa a & € D(A)-nek. Az integral

1509 dte, BC)n0)
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véges kis s-re, példdul < ||yl|* + 1, [f;(A)]? = |A]> amint s — 0. A Fatou-lemma
szerint

f AR diz, B()a) (V) < lull® +1,

tehdt z € D(B). Az A = B konklizié természetesen B egyértelmiiségét mutatja,
na meg azt is, hogy B a generator.
£]

A Stone-tétel bizonyitdsabol kiolvashaté egy hasznos észrevétel, amit lem-
maként fogalmazunk meg:

3. lemma: Legyen D) olyan strt halmaz az Uy = €54 erdsen folytonos egypa-
raméteres csoport A generdtordnok értelmezési tartomdnydban, amely invaridns
minden U, unitérre. Ekkor A lényegében onadjungdlt a D, értelmezési tar-
tomdnyon.

il

Alkalmazzuk ezt a T, eltolds csoportra a H = L#(IR) téren. Az S(IR) Schwartz-
tér sfirli L2(IR)-ben és invaridns az eltoldsokra. Ezért a P generdtor, ami az f — i f'
differencidloperétor, lényegében onadjungalt S(IR)-en.

20. példa: f € L%*(IR) esetén legyen
(Def)(=) = et flefz) . (t€R) (4.6.20)

Ekkor egyszer(i helyettesitéses integrilds mutatja, hogy a linedris D; operator
unitér:

(Def, Dy g)

f etﬂ_f_(etm)eiﬂg(etm) dx
[T =19

Il

Kénnyen ellenérizhetd, hogy D:D; = Dy, tehdt D, egyparaméteres unitér cso-
port. Folytonossiga azt jelenti, hogy

lim(f, Deg) = (£, 9)

amit elegendd abban az esetben beldtni, ha f és g egy teljes rendszerbél van, peldaul
legyen f és g kompakt tartéjd folytonos fiiggvény. llyenkor

[ F@elgtetay as - [F@@as,
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hiszen az integralds véges intervallumon torténik, és alkalmas konstans fliggvény
majordlja az f(z)et/2g(e*z) integrandust. Megéllapithatjuk, hogy D; folytonos
egyparaméteres csoport, és célul tlizziik ki generdtordnak meghatdrozasat.

D, 6nmagdba viszi a kompakt tart6ji sima fiiggvények halmazit, ami ezért
magja az A generatornak. Legyen f és g most ilyen fiiggvény.

1d 1 1
——={f,D = —{f, zg(a ! .
=, Deg) LT {f, 39(@) + 4'(z)=)
Tehat (Af)(z) = —ig(x) —ig'(z)z a generdtor. Mint ilyen szimmetrikus, és a

kompakt tartéjii sima fiiggvények invariancidja miatt 1ényegében dnadjungilt.

Erdemes megjegyezni, hogy a 6. példa .Q és a 11. példa P diffe-
rencidloperdtoraval kifejezve

Af = —;—(PQ +QP)f. (4.6.21)

]

Az f € H vektort a H-n értelmezett A linedris opertor analitikus vek-
toranak nevezziik, ha f € D(4™) minden n € IN-re és létezik olyan ¢ > 0 szdm,
amelyre

[>s] AP flL.
> “—an—l—it" < +00. (4.6.22)
n=0 :

Az elnevezés indoklasiul a kovetkezd példa szolgalhat.

21. példa: Ha f analitikus vektora az A operdtornak, akkor
o0
A*f
Fa:z— exp(zA)f = Z —ng—z
n=0
vektor értékil analitikus fiiggvény a }z| < ¢ kérdn, mert az 6t megadd hatvanysor a
feltevés szerint abszoldt konvergens. Ha A &nadjungélt, akkor az Fa vektorértekii

fiiggvényt analitikusan tovdbb terjeszthetjiik a Sy = {z € € : —t < Rez < t}
végtelen sivra. Ugyanis z € S; esetén van olyan s € IR szam, hogy

z=z9+1s és |z <t.

Ekkor '
Fa(z) = e *AF4(20)
isA

analitikus fiiggvényt ad meg z egy kérnyezetében (s-et dllanddan tartva). € egy
unitér operator.
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Az 6nadjungélt operdtorok analitikus vektorai stiri halmazt alkotnak. Ezt ana-
litikus vektorok megaddsdval mutatjuk meg.

Legyen A egy énadjungilt operétor, [e,b] C IR, és E az [a,b] intervallumhoz
tartozé spektrilis projekcié. Ha f olyan vektor, amelyre Ef = f és ¢ > |a|, 8],

akkor
1A™ Il < e*[ifl

Ny n o C"
S e <y 30 CE et
n=0 n=0

[ tehdt analitikus vektor, a definiciéban szereplé t helyébe barmilyen pogitiv szdmot
vélaszthatunk. Az is kovetkezik, hogy egy énadjungalt operstor analitikus vektorai
stirif halmazt alkotnak, hiszen a véges intervallumokhoz tartozé spektrélis alterek
egyesitése slirfi a Hilbert-térben.

- 10. tétel: (Nelson;tétel). Legyen A egy szimmetrikus operdtor o D(A)
értelmezési tartomdnyon. Ha D(A) tartalmaz analitikus vektorokbol dll6 teljes
rendszert, akkor A lényegében onadjungdlt.

Magéat a tételt nem bizonyl'tjuk, de haszndt az alibbi példin demonstriljuk.

22, példa: Tekintsitk a 3. fejezet 52. péld4janak T opersdtorat. T az 2(Z") téren
hat, T9; = b;iy10:41. A b; € RT szdmokrdl tételezaiik fel, hogy ndvé sorozatot al-
kotnak. Az adjungélt definiciéjabdl T*8; = b;8;_,. Ha A a T és T* operatorokbdl
képezett k tényezls szorzat, akkor A a §; bézisvektort egy mdasik bazisvektor
szdmszorosdba viszi. Példdul (T*TT)6; = T*Tbip10i41 = THbipebip16ipe =
bz’+zbi+2bi+15i+lr- Mivel bi névo sorozat

k
l48:) < T bess -

i=1

Ha ezt az egyenldtlenséget alkalmazzuk (T 4 T*)* kifejtésének minden tagjara,

akkor
k

T+ T8l < 28 T bivy -
i<t '
d; biztosan analitikus vektora lesz a T + T* operatornak, ha

: TTR
i 2* Hj:] bitj e

I
= k!
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véges. Tételezziik fel, hogy b; < 4. Ekkor

oQ

[o’s) k o)
S I1 (%) e < Yoot = o
=1 J T he=1

k=1 j k=1

ami konvergens 0 < t < 1/4 esetén. Megallapithatjuk, hogy az (3.14.50) métrixszal
adott operatornak igy minden kanonikus béazisvektor analitikus vektora lesz. Nel-
son tétele értelmében az operdtor lényegében dnadjungilt.

A Hermite-fliggvények alkotta bazisban a @ koordindta operator métrixa a fenti
alakt, igy ujabb bizonyftast kaptunk @ lényegében vald énadjungaltsigara.

]

4.7 Gyakorlé feladatok

1. Legyen Ay, korldtos operdtoroknak olyan sorozata, hogy A,z — Az a Hilbert-
tér minden z vektordn. Legyen P, (ill. P) az A, (ill. A) gréfjdra mint zirt
linedris altérre vetitd projekcid. Igazoljuk, hogy P, *%+ P!

2. Legyen T egy siirlin értelmezett zart operator. Igazolja, hogy A € ¢(T") akkor
és csak akkor, ha A € o(T™)!

3. Igazolja, hogy UT zért operdtor, ha U unitér és T zdrt!
4. Igazolja, hogy a 4. példa Ty operatordnak spektruma a teljes komplex sik!

5. Legyen U egy unitér és T egy lezdrhaté operdtor. Igazolja, hogy UTU™
lezdrhatd!

6. Legyen A olyan énadjungdlt operdtor, amelynek spektruma IR*-ban van.
Milyen kapcsolat van 4, A% és A'/? értelmezési tartomanya kozott?

7. Legyen A dnadjungalt operator és B korlatos dnadjungalt operdtor. Igazolja,
hogy A + B 6nadjungilt!

8. Igaz-e, hogy lényegében 6nadjungalt operdtorok dsszege is ilyen?

9. Keresse a (4.5.12) differencidlegyenlet megoldésat ag + a1z + ... +a,z™ alak-
ban, és mutassa meg, hogy csak abban az esetben van polinom alakd meg-
oldés, ha A = k(k + 1) valamely k természetes szdmra!

10. Legyen D(A) =-{f € C2[0,1] : f(1) = € £(0)}, ahol § € IR egy rogzitett
szam. Igazolja, hogy az Af =i f' operdtor lényegében &nadjungdlt!
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Legyen D(A) = {f € C*(R") : f' € L*(R")}. Igazolja, hogy az Af =1 f’
operator szimmetrikus és nincs dnadjungalt kiterjesztése!

A két dimenzidés anharmonikus oszcillitor Schrédinger-operdtora

2 2
(Fa1)(o,9) = ~ (5 + 55) o) + e £ o) + 6" F(z,)

alakd. Ertelmezési tartomanynak a C§° (IRz)-teret valasztjuk. Igazolja, hogy
Hj lényegében Snadjungdlt! (Utmutatds: Vezesse vissza a problémét az egy
dimenzids esetrel)

Szémolja meg, hogy.a hdrom dimenziés gbmbszimmetrikus harmonikus osz-
cillitor negyedik sajdtértékének mennyi a multiplicitsal

Igazolja, hogy ha A pozitiv 8nadjungalt operator, akkor (.., D(A™) siirti
altér!

Igazolja, hogy minden szimmetrikus operdtor lezdrhatd!

Legyen A az egységnégyzeten vett Dirichlet-féle Laplace operdtor, ame-
lyet a kétszer folytonosa differencidlhaté és a peremfeltételnek eleget tevd
fiiggvényeken értelmeziink. Igazolja, hogy A lényegében dnadjungalt! Mi A
lényeges spektruma?

Mi az el6zd feladat A operdtoranak Green-fiiggvénye?

Adja meg a ¢, sorozatot ugy, hogy a £2(IN) téren a &, + c,0, utasitissal
értelmezett szorzdsoperdtornak 3 a lényeges spektrumaban legyen, de ne le-
gyen sajatérték!

Van-e olyan c, sorozatot, hogy a {£2(IN) téren a 8, — c,d, utasitissal
értelmezett szorzasoperstor lényeges spektruma a [0, 1] intervallum legyen?

Igazolja, hogy egy 6nadjungélt operdtor lényeges spektruma zart halmaz!
Igaz-e, hogy egy kompakt dnadjungalt operdtor lényeges spektruma iires?

Legyen A egy Onadjungilt operdtor és z € D(A). Mutassa meg, hogy
z € D(A*) ha z olyan komplex szdm, amelynek képzetes része (0,1)-ben
van! Igazolja, hogy a z »» (z, A*z) filggvény analitikus az el6bbi z szdmok
tartomanyan!

Az L?(—m,w) Hilbert-térben siirin értelmezzik a H(f) = —f" operatort a
kétszer folytonosa differencidlhats és az f(—n) = f(m) és f'(—m) = f'(x)
peremfeltételnek eleget tevd fliggvényeken. Igazoljuk, hogy H lényegében
onadjungélt! Mi H spektruma?
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Legyen H az L*(IR) tér elegendSen sima fiiggvényein értelmezett olyan
operator, amelyre

5? 8* 8?
Hf = —a@_f - 2ba$ayf - C@f

Adjon meg sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy a H operdtor a véltozdk
alkalmas linedris transzformaciéjaval H = —A alakiva legyen!

Legyen A1(f2) > X()) > As(f)... az @ € IR" tartomdnyhoz tartozd
Dirichlet-féle Laplace-operdtor sajitértékeinek a sorozata. Ismeretes, hogy
Q0 C ¥ esetén A, () < A, (Q) '°. Haszndlja fel ezt a tényt az egységgdmbhdz
tartozd operdtor sajitertékeinek becslésére és mutassa meg, hogy rezolvense
Hilbert-Schmidt operator!

Igaz-e, hogy az L?(IR) Hilbert-tér kompakt tartéju végtelen sokszor diffe-
rencidlhaté fliggvényein értelmezett T := —d?/z? operator lényegében &nad-
jungalt?

Mutassa meg, hogy a (4.1.1) exponencidlis vektorok linedrisan fliggetlenek!

Legyenr A > 0 egy 6nadjungalt operdtor. Igazolja, hogy ha A lényeges spekt-
ruma iires, akkor (I + A)™! kompakt operdtor! Igaz a megfordités is?

Mutassa meg, hogy a T := —d?/dz? operdtor L?[0,1]-en az f{0) = 0-.és
f{1) = f’(1) peremfeltételekkel szimmetrikus! Ellenérizze, hogy az operdtor
Green-fiiggvénye a kivetkezs:

%24_2%3_?_%&4_&; ha0 <z <y,
Glz,y) =
LE4 U %54y ha0<y<z

Keresse meg L2[0,1]-en az f(0) = 0 és f'(1) = 0 peremfeltételekkel vett
T := —d?/dz? operdtor Green-fiiggvényét! :

Adjon elemi bizony{tdst a Stone-tételre, ha a Hilbert-tér egy dimenzids!

Legyen U({t) ertsen folytonos egyparaméteres unitér csoport a ‘H Hilbert-
téren. Keressiink olyan f € #H vektorokat, amelyekre a t — U(t}f
vektorértékii figgvénynek van analitikus kiterjesztése a teljes komplex
sikral (Ijtmutatés: Induljunk ki az infinitezimdlis generator spektrélis
eldéllitasaboll)



Otodik fejezet

A kvantum-
mechanika axiémai

A kvantummechanika ma is 4ltaldnosan elfogadott axiémait a szdzad 20-as éveiben
Neumann Jénos fogalmazta meg. 1® Az axiémék szerepe nem olyan, mint a
matematikdban altaldban, hanem annédl “puhabb”. Kiindulépontként szolgalnak,
de bonyolultabb modellekben csak korldtozottan érvényesiilnek.

5.1 Allapotok és dinamikai valtozék

Az allapot a rendszeren végrehajtott manipulacidk, m&s rendszerekkel vald
kolcsdnhatds és dnfejlodés eredménye. Egy fizikai 4llapotot 1étrehozé manipuldcidk
folyamatat az allapot preparaldsinak mondjuk. Két 4llapot azonos, ha, létrejottiik
lényeges kériilményei megegyeznek. Ha a mérékésziilék kolesdnhatdsba keriil a
rendszerrel, és egy szdmot leolvasunk a késziilék skaldjan, akkor egy dinamikai
valtozét mériink. Dinamikai valtozd helyett az obszervabilis vagy mérhetd fi-
zikai mennyiség kifejezéseket is hasznaljsk. Utébbi félrevezetd lehet, mert példdul
a hémérséklet nem mérhet6 mennyiség, azaz nem dinamikai vdltozé ebben az
értelemben. Ugyanakkor dinamikai véltozék a részecske helye, sebessége, spinje,
energidjastb. Az dllapot, a dinamikai véltozd és a méré az axiomatikus felépitésben
alapfogalmak, tehdt formalisan definidlva nincsenek. A fenti magyardzatok csak
érzékeltetésre szolgalnak. - ' '

A tradicionalis kvantummechanika, elsé posztuldtuma a kivetkezd:
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Neumann Janos {1903-1957), aki az Egyesiilt Allamokban valé letelepedése
utdn John von Neumann néven publikilt. Nem csupén a szdmitogép dttordje,
amint az a Bajesy-Zsilinszky 1it 72. szam alatti sziiléhdzén olvashaté, hanem
a kvantummechanika matematikai megalapozdja és nagyon sok matematikai
elmélet megalkotdja.

(A1): Minden kvantummechanikai rendszerhez tartozik egy komplex szeparabilis
Hilbert-tér, a rendszer 4llapotai a Hilbert-tér sugarainak feleltethetk meg.

Sugar alatt egydimenzids alteret értiink, ami egy vektorral adhaté meg.
A vektor hossza nem lényeges, de dltaldban egységvektorral dolgozunk, amit
allapotvektornak is neveznek. Két konstans szorzéban kiilénbéz6 dllapotvektor,
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ugyanazt a sugarat hatdrozza meg. Az e'¥ konstans szorzét fazisnak is szoktdk
nevezni.

Egy (legegyszeriibb) dinamikai véltozéhoz tartozik dllapotoknak egy {#;} hal-
maza. Ezek a viltozd sajatdllapotai. Amikor a ¢ Allapotban 1év$ rendszeren
mérést hajtunk végre, akkor az a mérendé obszervébilis valamely sajitallapotaba
ugrik. Ez a valtozas sztochasztikus, a ¢ llapotbdl a ¢; sllapotba ugrdsnak csak egy
P(¢, ¢;) valésziniiségérdl beszélhetiink. Ha a kezdeti preparalt dllapot tSrténetesen
sajatillapot, akkor ugrds nem kovetkezik be, azaz .

Plgi,¢) =0 ha i#j é Pg, ) =1:.
A kvantummechanika szerint dltaldnosan

P¢,9) = [{dl) . (5.1.1)

Amennyiben {¢;} egy ortonormaélt bazis, akkor
DoP@,d) =)l s =1

a valGszinliségi értelmezéssel Osszhangban.  (Teljes eseményrendszert alkoté
események valdsziniiségének Gsszege 1.)

(A2): Minden dinamikai véaltoz6 egy Onadjungalt operatorral adhaté meg. Az
2.; AP spektrélfelbontdsd A dinamikai valtozét a ¢ dllapotban megmérve a
mérés eredménye {¢, P;¢) valosziniiséggel lesz X;. {P;-k paronként ortogonalis
projekcidk, Gsszegiik az identitds.) A mérés varhaté értéke

Az 4ltaldnos esetben az A 6nadjungélt operétor spektralis eléallitdsa

Azf)\dEA,

ahol E az tn. spektralmérték, egy projekcié értékii mérték, IR részhalmazain. E
tartdja A spektruma, a A C IR halmazhoz tartozé spektralis projekciéra az Ea(A)
jelolést haszndljuk. Annak a valdsziniisége, hogy a ¢ 4llapotban az A obszervabilist
megmérve a mért érték a A C IR halmazba esik

[ 14005 = 6. Ea@)8)
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Erdemes megjegyezni, hogy az A obszervébilis (¢, Ad}. virhaté értéke TrA|p) (4|
alakban is felirhats. |¢)(¢| a fizikdban kedvelt jelolés a ¢ vektor &ltal kifeszitett
altérre vetitd projekciéra. Ez egy nyomu pozitiv operétor.

Egy véges és két végtelen dimenzids példat tekintiink.

1. példa: A kétdimenzids ¢? Hilbert-tér egy elektron spinjének leirdsara
hasznélhaté a Pauli-mdtrixok segitségével:

0 1 0 —i /1 0
a=(1 ) ==(0 9) == L)

(o1,02,03 helyett néha a o,,0,,0, jelolést haszndljuk.) A Pauli-métrixok unitér
ekvivalensek, példdul '

01y _ 1 /1 —-1}f1 0\ 1 /(1 1
1 0/ 2\l 1 0 -1/2\-1 1)’
tehdt sajatértékeik ugyanazok. o3 diagonalis, igy sajétértékei +1. (Egyébként

természetesen egyszerii szémoldssal kozvetlenill is lithat6é, hogy o1 és o2
sajétértékel ugyancsak +1.)

Az i irdny1 spin operdtora S; = %ﬁcrt Sajétértékei £1/2, ha h=1 egységeket
vélasztunk. 21/2 lehet az i-irdnyu spinnek a két lehetséges mért értéke. S;

spektralis el6allitdsa
1

_ 1l (-)
B . Sz - 2E.; 2Eﬁ ) V
ahol E;h = %(I + o;). {Szémolassal ellenérizhetjiik, hogy Ef egy projekcid, azaz
(Ef)? = (BX)* = EE.) Szokésos jelolések: :

m=(3).10=(2).

Ezek a vektorok 5'3 sajatdllapot-vektorai. Ha a spin- allapotvektora ¢, akkor a 3.
irdny1d spint mérve

(6, EX ¢) = (6] DI

valdsziniiséggel kapunk +% értéket. Az ¢ irdnyd spin mérésének atlagértéke

(Se = 50, 5F )~ 516 BT 9) = (6,5i8)
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2. példa: A szdmegyenesen mozgd spin nélkiili részecske Hlibert tere L2(IR). Eb-
ben az esetben az sllapotvektorok fiiggvények, és szokdsosan hullamfiiggvénynek
nevezik Gket. A részecske helyének operdtora a valtozéval vald szorzds:

QN (=) ==zf(z), D@Q)={fel*R):af(z) e L*(R)}.
( egy szorzds operdtor, igy spektralis projekcidi is azok:
(Eq(A)fH2Y= (1af)(z), (5.1.2)

ahol 1A a A C R halmaz karakterisztikus fiiggvénye. Annak a valésziniisége, hogy
a részecske a A intervallumban van

(6, Eo(A)¢) = fA b()|? da

Ez volt taldn az a formula, amib6l az 1920-as évek elején a kvantummechanikai for-
malizmus sztochasztikus interpreticidja kifejlédott. A részecske koordingtdjanak,
mint valdésziniiségi valtozdnak, a stirtiségfiiggvénye |¢(z)|2.

A hérom szabadsigi foki spin nélkiili (nem relativisztikus) részecske leirdsa
hasonléan torténik. Ekkor a Hilbert-tér Z2(IR?). Ebben az esetben a részecskének
harom koordindta operiatora van:

(@)@} =z:if(z), D(Qi) ={f € L*(R) : v:f(z) € L*(R)}

(i =1,2,3). Q; is szorzéds operdtor, példaul Q, spektralis projekci6i:

(Eq,(A)f)(z) = (axr=f)(z) . (5.1.3)
A hirom koordindta irdnynak megfeleld impulzus operatorok:

(B:f)(@) = —i a%f(m) . D(B) = {f € I*(R) : 8,, f(z) € LA(R)}

(i = 1,2,3). Ezek spektrélis projekciéit a Fourier-transzformécié segitségével lehet
megadni.

A kiilénbézd irdnyokhoz tartozé koordindta és impulzus operdtorok fel-
cserélhetok egymassal.

0
3. példa: (a spinnel rendelkez§ részecske) H = L*(R? €*™!) = I(R®) ®

M3511(C). Legyen (xm)5,—_, egy ortonormalt bézis C*>**'-ben, ennek segitségével
deﬁmai_]uk az 51,59, 53 spinoperatorokat.

(S1£iS)xm =V Fm)(s£m + DXmt1,  SsXm = MXm
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0.3
, 0;:-_ ‘
i
-6 N 5 0 2 6

X

Az 4bran a |g13(z)|® valdszinliségsiriiség az erdsen oszcillilé gérbe. Ez a
harmonikus oszcilldtor n = 13 kvantumszdmanak megfelel sajatillapotban
a koordindta siiriiségfiiggvénye. A konvex girbe a klasszikus harmonikus
oszcilldtor tartézkodasi helyének valdszindiségsiirlisége, konstans/ V26 — 2.

s lehetséges értékei 0,1,1,3, ... Példaul s = § esetén m = +3
. 0 0 -0
N ERCE)
és a jol ismert Pauli métrixokhoz jutunk. Ha s = 1, akkor m = —1,0,+1, és
0o- 0 0 -1 0 0

S +is=[+v2 0 0 Ss=10 00
0 V2 0 0 0 1
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Kiszamoljuk Sy és Sz konktrét alakjst is:

1 1 10 v2 0
5 = 5(-5'1+'151)+§(51'+151)*=§ V2 0 V2,
0 v2 0
0 V2 0
Sz = 5 —\/§ 0 \/i .
0 —v2 0
Valamennyi spin operitor spektruma {—s,—s+1,...,5s}.
Kiszamoihatd, hogy
S+ 82+ 8% =s(s+ 1)L (5.1.4)

5.2 Osszetett rendszerek

Az (Al) axiéma szerint minden kvantummechanikai rendszerhez tartozik egy
Hilbert-tér. Tételezziik fel, hogy egy Osszetett rendszer az (1) és (2)
részrendszerekbdl épiil fel, amelyek leirdsa a H; és H, Hilbert-tereken torténik.

(A3) Az Osszetett rendszer lefrdsdra a Hi ® Ha Hilbert-tér szolgal.

Osszetett rendszerre mér valéjdban lattunk példat. A spinnel rendelkezd
részecske olyan Osszetett rendszerként foghaté fel, amelynek egyik komponense egy
spin nélkiili részecske, a mésik komponens pedig egy absztrakt, részecske nélkiili,
spin. A 3. példdban l4ttuk, hogy a relevéns Hilbert-tér L?(IR®, €?), ha 1/2 spinfi
részecskérél van szo.

Az Gsszetett rendszer axiémadjiba belefér az a lehetdség, hogy esetleg H; ®Ho ne
minden vektora adjon meg dllapotot. Ha példdul H; és Hs olyan részecskék Hilbert-
terei, amelyek az Gsszetett rendszerben megkiilonboztethetetlenek, akkor bizonyos
dllapotvektorok nem megengedettek. (A szimmetrikus, illetve antiszimmetrikus
alteret kell venniink a Bose-, illetve Fermi-statisztikdnak megfeleléen.)

4. példa: Két feles spinbdl all rendszer Hilbert-tere €2 @ €2, amiben | 1) @ | 1),
[Deld) || 1) és|l)®]|l) vektorok alkotnak bazist. A

1
¢ = ﬁ(l nelh-1heln) (5.2.5)
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allapotvektorban'” kiszémoljuk a o, ® o, obszervabilis, a két spin z-irdnyd kom-
ponensei, mérésekor adédé valdszintiségeloszlast. o, ® o, sajdtvekiorai pontosan
a bagisvektorok rendre 1, —1, —1,1 sajatértékekkel. Annak a valészinlisége, hogy
mind a két spin felfelé &l |{¢, | 1} ®] 1))|* = 0. Hasonléan 0 annak a valdszintisége,
hogy mind a két spin lefelé 4ll. Annak a valésziniisége, hogy az egyik lefelé, a masik
felfelé mutat

B Do [ WE =L, e P =1

Szamitdsunk szerint a ¢ allapotban a spinek (z irdnyd komponensei) kbzott erds
(anti)korreldcié van.

O

Tekintsiik a H, ® He Hilbert-térrel leirt dsszetett rendszert, amely a ¢ € H; ®
H, vektorral megadott dllapotban van. Legyen A € B{H1) az (1) részrendszerre
lokaliz4lhatd obszervabilis. Ha ezt az dsszetett rendszer obszervéabilisének akarjuk
tekinteni, akkor ki kell terjeszteni a H; ® Hy Hilbert-térre, amit az A® I forméban
tehetiink meg. (I a H, Hilbert-tér identitds operdtora.) Tehdt A virhatd értéke
a ¢ allapotban (¢, (A ® I)¢). Ezt a varhaté értéket szeretnénk kifejezni a #s
Hilbert-térhez tartozé mennyiségekkel. Ki fog deriilni, hogy &ltalidban nem létezik
olyan ¢; € H; dllapotvektor, amelyre

(9357 (A®I)¢> = (¢17 A¢1)

teljesiil minden (1) redszerhez tartozé A obszervabilisre.

1. lemma: Legyen {& : j € J} bdzis Hy-ben és {n : i € I} bdzis Ha-ben.
Tételezziik fel, hogy
$= wi&®n;
Y]
a ¢ € Hy ® Ho vektor sorfejtése a (§; @ m;) bdzisban. Ekkor

(¢, (A® )¢} = TrAD;
egy olyan Dy € B(H,) operdtorra, amelyre Dy > 0 és TrD; = 1.

Bizonyitds: Legyen ey a Hq tér &; bézisra vonatkozé métrixegység, azaz epé; =
5[j Ek- Ekkor

(951 (ekl ® I)qb) - <Zwtj‘ E_? ® iy (ekI ® I) Zwtu £u ®T]t>

i:j t,'u.
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= Z Zgﬁwm(fj, ekIEu)(’?iJnt)

4i tu
= Z Z bijwiy 610djndys = Z birwsy .
i3 tu i

Ha W-vel jeldljiik azt az esetleg végtelen matrixot, amelynek (k,1) eleme wyy, akkor
az eredmény W*W (k,1) eleme, vagy masképpen irva

(¢, (et @ I)¢) = Trey (W*W).

A H,-tér tetszbleges linedris A operdtora A = 3 agex alakban frhaté fel. fgy az
eléz6 formabdl azt kapjuk, hogy

(¢, (A I)$) = TrA(W*W).
A W*W operdtor nemnegativ és

TW*W =" Jwy|* = [|g]* = 1.

4,4
O

Az olyan D > 0 operdtorokat, amelyekre TrD = 1, statisztikus operatornak,
vagy véges dimenzids térben siiriiségi mdtrixnak nevezziik. (Erdemes meg-
Jjegyezni, hogy egy statisztikus operdtor automatikusan kompakt.) . Ha a teljes
rendszer egy ¢ allapotban van, akkor az (1) rész A obszervébilisének varhaté
értéke TrAD,; alakban adhaté meg, valamely D, statisztikus operdtorral, amely
az (1) részrendszer redukélt statisztikus operdtora. Természetesen a (2)
részrendszerhez is tartozik egy redukslt D, statisztikus operdtor, amelyet a

{¢, (I ® B)¢) = TxBD,

Osszefliggés jellemez. A lemma szdmoldsshoz hasonléan kapjuk, hogy Dy =
(DD*)*, ahol t a transzponsltat jelenti. Az Gsszetett rendszer allapota a (1)
részrendszerben 4ltaldban nem adhaté meg ¢, € H; vektorral. Ezért az eddigi
axiémakat ki kell terjeszteniink. '

A1") Minden kvantummechanikai rendszerhez tartozik e komplex szeparibilis
gy

Hilbert-tér, a rendszer allapotai a Hilbert-tér statisztikus operitorainak fe-

leltetheték meg. :

(A2') Annak a val6szintisége, hogy az A énadjungslt operatorral adott dinamikai
véltozét a D statisztikus operdtorral lefrt dllapotban megmérve a A C IR
halmazba es6 értéket kapunk TrE4(A)D, ahol E4(A) a'A halmazhoz tartozé
spektrélis projekcié. Ebbd] kévetkezik, hogy A virhaté értéke TrAD.
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Erdemes hangsilyozui, hogy statisztikus operdtorral az llapotvektorral meg-
adott allapotok is leirhaték. A ¢ vektorral adott allapot statisztikus operatora

|oH:
() (e Iy = (&) 19) = (¢, Trlg)(dlA =(b|Al) = (¢, Ad).
(Az Gsszefilggések j6l mutatjdk a Dirac-féle jelolésméd eldnyét.)

1. tétel: Ha o Hy @ Ho Hilbert-térrel leirt dsszetett rendszer egy ¢ € Hy @ Ha
vektorral adott dllapotban van, okkor a Dy és Dy redukdlt statisztikus operdtorok
nem nulla sajdtértéker mulliplicitdssal megegyeznek.

Bizonyitds: Az el6zé lemma bizonyit4séban littuk, hogy D1 = W*W és ha-
sonléan Dy = (WW*)t. Mivel (WW*)? és WW* sajtértékei megegyeznek, ele-
gend® arra hivatkozni, hogy W*W é WW* spektruménak 0-t6l klilénbézd része

ugyanaz.
O

Ha hangsilyozni kivdnjuk, hogy egy dllapot vektorral adhatd meg, akkor tiszta
allapotnak nevezziik, ellentétben a tdbbi kevert allapottal. A kvantumelmélet
sajatossdga az a tény, hogy a részrendszer esetleg kevert dllapotban van még abban
az esetben is, ha a teljes Osszetett rendszer tiszta allapotd.

5. példa: Legyen H1 =Ha = 2 és

00 0 0
1{o 1 -10 A0
Pue=3510 -1 1 o0 A®I_(0 A)'
00 0 0

Ekkor 1
Try A® Dig = §(A22 + An) =Tra A(1/2) ;

azaz a redukdlt statisztikus operitor I/2, ugyanakkor Dis tiszta allapotot ad
meg. (D;z; nem més, mint a 4. példdban szereplé EPR vektordllapot statisztikus
operatora.)

O

6. példa: Legyen D = Y X; i) {ws| egy tetszbleges statisztikus operdtor a H
Hilbert-téren, amely spektrélis felbontdsival van adva (azaz |@;) a H-tér bazisa).
Ekkor ® := 3, Vi |p:) ® |i;) egységvektor H ® H-ban és igy megad egy tiszta
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allapotot. (1) részrendszer birmely A obszervablhsa.nak varhatd értéke ®-ben
éppen Tr AD:

(A )2, d)

(VA Aled 01, 3 /% o) @ les))
= Z)\i (il Alps) = Tr AD .

A konstrukeid azt adja, hogy egy rendszer tetszéleges kevert dllapota eléall egy
~nagyobb, “kétszer akkora”, rendszer tiszta allapotdnak redukciéjaként.

Ha D egy statisztikus operator, akkor az
S(DY=-TrDlogD (5.2.6)

mennyiséget D Neumann-féle entrépidjanak!® nevezziik. Ha D sajitértékei
AL > Ay > ..., akkor S(D) = -3, Ailog A;, ami nemnegativ, esetleg +o0o0. A
Neumann-féle entrépidnak termodinamikai, statisztikai és informaécidelméleti je-
lentése egyarant van.

7. példa: A 2 x 2-es 6nadjungélt 1 nyomil métrixok dltalinos alakja

1/ 1+2z z—iy) 1 '
§($+iy l_z)—E(I+$01+y02+zo’3). (5.2.7)

Ez a maétrix pontosan akkor ad egy statisztikus operdtort, ha z® + y? + 2?2 < 1.
Azok az (z,y, z) € R® pontok adnak tiszta sllapotot, amelyekre 22 + 3% + 22 = 1.
(Ilyenkor a métrix rangja 1 mert determinédnsa 0.)

O

8. példa: Legyen H = H* egy n X n-es Onadjungélt matrix és tekintsiik a siirliségi
matrixok terén az

f(D) =Ty HD - %S(D) (6> 0)

funkciondlt. f{D) minimalizldsdhoz kiszdmoljuk a Gateaux-differencidlt:
df (D, X)=TeHX + %Trlog DX

egy invertdlhaté D pontban. Ha D-ben minimum van, akkor df (D, X) = 0 minden
olyan X mdtrixra, amelyre TrX = 0. A df(D, X) = 0 feltétel maga utdn vonja,
hogy

H—Ir%iogD:cI
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valamilyen ¢ € IR konstansra. Ebbél
D = g BHABeI

c értékét a Tr D = 1 feltételbd] hatdrozzuk meg, és igy jutunk az vdgynevezett
Gibbs-dllapothoz:

~ Tre-BH "

Ez valéban minimalizélja az f(D) funkciondlt, amelynek fizikai interpreticiéja
szabad energia. (A belsd energidbdl és az entrépiabél tevédik ossze, S az in-
verz h8mérséklet.) A szabad energi4t minimaliz4ld llapot a rendszer egyensiilyi
allapota.

D

)

A kovetkezd példa egyike a kvantummechanika sztochasztikus interpretaciGja
kapcsan felmerils paradoxonoknak, neve hdrom spin paradoxon.

9. példa: Tekintsiink egy olyan rendszert, aminek Hilbert tere C? ®C*® €%, &
épitsink fel dinamikai vdltozdkat a Pauli matrixokbél:

A =01 @02 @09, B :=I®c ®oq

As i =02 @01 Q09 By: =02 R@I1I®0,

Az = R0 @0 By:=0a®0:@1
Ekkor A;, B; énadjungdlt matrixok. A;-k egymas kozétt paronként felcserélhetdk,
mert 0102 = —0207 és B;-k egymdés kozbtt paronként felcserélhetsk, mert o2 = I.

Ugyanezért By Bo By = I. A;-k és B;-k spektruma egyarsnt {£1}.

A képzeletbeli (de fizikailag azért realizdlhaté és mérhets) rendszert a
1
== ® & - ® ®
¢ ﬁ(lT) (Dol -lheldall)

dllapotban tekintjiik. Egyszerii szdmoldssal jon ki, hogy (¢, 4;¢) =1, i = 1,2,3.
Azt valdsziniiségi valtozénak tekintve egy olyan véletlen mennyiség, ami +1
ériékeket vesz fel és vérhatd értéke 1. Ez azt jelenti, hogy —1 értéket nem is
vesz fel pozitiv valészintiséggel. Ugyancsak szadmoldssal gy6z6diink meg arrél, hogy
C = —A4,A45A; virhaté értéke —1;

Most j6én az ellentmondéshoz vezetd okoskodés.

Mivel
A;=0B; (M =010I01,6P =100aI, P =I0lIon),
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mind a hdrom valtozé £1 értéket vesz fel, és A; mindig 1, ezért agl) és B; mindig
ugyanazt a +1 értéket kell hogy adja. Bzért o{" -0t 0¥ és B, B, B; varhat6 értéke
azonos kell, hogy legyen. El6bbi éppen C definicié szerint, és tudjuk, hogy —1
véarhatd értékii. UtSbbi viszont az identitds; ami természetesen I varhaté értékkel
bir. Mi az ellentmondds oka? Az, hogy az A;, B; és a{l) dinamikai viltozdkra,
a ¢ dllapotban a Kolmogorov-féle val6sziniiségi modellt'® hasznéltuk, és abban

gondolkodtunk.

A paradoxon azért iigyes, mert minden egyes lépésben csak felcserélhetd
operdtorok fordulnak elS, ezért egy-egy 1épés erejéig a kolmogorovi modell
haszndlhaté lenne. Nevezetesen, -'Az-,af) és B, egy rogzitett i-re felcserdlhetd
operatorok, de A; és Bz mar nem.

5.3 A mérés

Az kivetkezd posztuldtum a mérésrél szél.

(Ad): A killonbozé Ay, Az,...,An lehetséges értékeket felvevd mérés olyan
V1,V2,...,Vy operdtorokkal irhaté le, amelyekre > 0, V*V; = I. Ha a
rendszer a D statisztikus operdtorral adott allapotban van, akkor a mérés
végrehajtdsa utdn a rendszer statisztikus operdtora Y o, V;DV*. A X; kime-
net valészintisége TrV; DV;*. Tovabb4, ha tudjuk, hogy a A; kimenetele valésul
meg a mérésnek, akkor a rendszer statisztikus operdtora a mérés végrehajtésa

-

utan
v, DV

TV, DV
A TrV; DV valésziniiségek 6sszege 1, hiszen

Zn:'I‘rViDl/; = iﬁpw‘v,; =TeD=1.

i=1 i=1
A teljes valdsziniiség tételére emlékezve

VDV

zi:TrViDVi* SN
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a nem feltételes statisztikus operdtor, éppen az, amit az axidma allit.

Ha a V; operatorok péaronként ortogonslis P; projekcidk, akkor ugyanazt a
mérést mésodszor végrehajtva a rendszeren a statisztikus operdtora mér nem
valtozik meg:

ij (ZPiDPi) P; :ZPjPiDPin =ZPiDPi.
i i i 3

Az ilyen mérést ismételhetd, vagy Neumann-féle mérésnek nevezziik. Min-
den diszkrét spektrumd és A = > A P; spektrélis felbontasi obszervébilishez
tartozik egy Neumann-féle mérés, amelyet a (P, Ps,...,Pn) pédronként orto-
gonalis (spektralis) projekciok adnak meg. Az (A4) axidma &sszhangban van
(A2)-vel. Folytonos obszervabilishez nem tartozik mérés kanonikus médon, vi-
szont adott A C IR intervallumot vélasztva végrehajthatjuk azt a mérést, amely
eldénti, hogy az obszervébilis értéke A-ba esik-e. Ennek a mérésnek két kime-
netele van 1, ami azt jelenti, hogy beleesik és 0, ami annak felel meg, hogy nem
esik bele. Az 1 kimenet val6szintisége Tr EA(A)DE4(A) és a 0 valdszintisége
1~ TrEA(A)DEA(A) = 1 = Tr DE4(A) = Tr DEA(IR\ A). {gy az A obszervabilis
spektralis projekciéi is megfigyelhetd mennyiségként viselkednek. A projekcid
operitorokat obszervébilisnek tekintve a rendszerhez intézett 0—1 kérdésekként
interpretdlhatjuk.

2. tétel: Hea az (1) és (2) részrendszerekbil dll6 dsszetett rendszer (1) részében
mérést hajtunk végre, akkor a (2) részrendszer obszervdbiliseinek vdrhatd értéke
vdltozatlan marad.

Bizonyitds: Legyen Dia a teljes rendszer statisztikus operdtora, V1,Vs,...,Vn
az (1) részben végrehajtott méréshez tartozd operatorok és A egy obszervabilis a
(2) részben. Azt kell igazolni, hogy

Tr Dip(I ® A) = T (Z(Vf ® D12 (Vy ® I)) (I®A).

i

(Valdban, a baloldal A véarhaté értéke a mérés el6tt, amikor Dy a statisztikus
operétor, és a jobb oldal A varhaté értéke a mérés utdni dllapotban. Ekkor ) (Vi®
I D12(V; ® I) a statisztikus operator.) Az egyenléség egyszertien adddik az I ® A
és a V; ® I operdtorok felcserélhetGsége alapjédn.

O

10. példa: (Kvantummechanikai “teleportdlds”, tdvatvitel) A feles spin
kétallapott kvantumrendszer, ezért kvantum bitnek is nevezik, kiillénésen, ha az
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informdcidelméleti vonatkozasokat hangsilyozzdk. Az aldbbi gondolatkisérlet arrdl

szél, hogy az Aliz birtokdban 1év6 ¢ = a| 1) + 4] }) kvantum bit, hogyan kiildhetd
¢l Bobnak.

A teleportaldsnak van egy hagyomdanyos médja: Aliz “megméri” a néla 1évé spin
dllapotét, azaz meghatirozza a {mondjuk pozitiv) a valés szdmot és a komplex b
szamot. Ezek, ha pontosan akarjuk Sket kozeliteni, akkor nagyon hosszi bindris
sorozatokkal adhaték meg. Ezutdn a bindris sorozatokat Aliz Bobnak tovibbitja
valamilyen médon. Bob a és b ismeretében preparélja a megfeléls dllapotot, és j6
kézelitéssel olyan spinje van, amilyen Aliznak volt. Az eljardsban konnyli gyenge
pontot taldlni, de ha Aliz mégis megtudnd méréssel a-t és b-t hatdrozni, akkor ren-
geteg sok bindris informéciét kellene Bobnak elkiildenie. Ezzel szemben az aldbbi
eljards két bit informéacid tovabbitdsat kivanja.

A
v = Shelh-1helm)
o= (nelh+Ihelm)
5 = Sihsln-1nel)
5= Shsln+inel)

allapotvektorok bazist alkotnak a €2 @ C2-térben. (Az EPR allapot 9~ mér sze-
repelt a 4. Példaban. A 7,9, ¢1, ¢~ bézist Bell-féle bazisnak is mondjik.)
Ahhoz, hogy a Bell-féle vektorokat egymdsba vigyiik, elegendd lokélisan egy egyik

bitet transzformélni.
1 0 1 ¢
( 0 1 ) : UUl — ( 0 -1 ) H

0 -1 0 -1
(59) w-(7)

unitér matrixok. Kénnyen ellenérizhets, hogy

Uoo

Uo

(Uso ® )Y~ P
Un®@Nyp~ = ¢
U@y~ = ¢
(Un@Iy~ = ¢F
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A tévatvitelhez (vagy teleportalashoz?®) két tovabbi kvanturn bitre is szitkség
van. Aliz a birtokdban 16v6 X kvantum bitet mdsik két spinnel kapcsolja &ssze:
Az A spin Alizndl, a B spin pedig a tévolban elhelyezkedd Bobndl van. Az X, A, B
spineket egy Gsszetett rendszerként fogjuk fel. A és B a ¥,z kapcsolt, EPR
allapotban van tgy, hogy a hérom bit dllapotvektora ¢¥x ® ¥y p.

Minden bézis meghatéroz egy mérést, a béazisvektorokra vett ortogondlis pro-
jekcidkra teljesiil az (A4) axiéma feltétele. (Az mérés értékeire most nincs
sziikségiink, de dgy gondoljuk, hogy bazisvektoronként kiilonbozd értéket adnak.)
Ha Aliz vegrehajtja, a Bell-féle bazisnak megfeleld mérést az X és A biteken, ak-
kor mind a négy lehetdséget 1/4 valoszmuseggel kapja meg, tehat fogalma sincsen
arr6l, hogy mi X 1 illapota. Bob, akinek a ¢ llapotot, illetve az dltala hordozott
informdciGt tovabbitani kell, a B bitet transzformélja (nem méril), méghozza Aliz
mérése utdn. Ahhoz, hogy Aliz mérési eredményeit tsszehasonlitsuk a Bobnal 1évé
bit 4llapotaval, a hirom spin allapotvektordt mas formdban irjuk fel:

YY"~ = [¢XA®( al 1) — b 1) + 94 © (- a|¢)+b|m
Fda® (] 1) +a| 1)) + bk . ® (<81 1) +al V)] -

Ebb#l a felirasbdl jol 1atszik, hogy Aliz a by 4, qu’( 0 Px 4 qb} 4 allapotokat egyardnt
1/4 valészintiséggel kapja, és Aliz mérése utdn a rendszer &llapotvektora rendre

Pxa®(—al T =01} = ¥x,® (~Uoo)¥
4@ (—a D) +01) = ¥%4®(-Uo)¥
pxa®( B D+all) = dxa®(~Un)¥
dha@ (b ) +ald) = ®( Uuk.

Igy Bob kvantum bitje rendre Upotp, Uo1%, Uro, Un9p 8llapotban van. (Az
eldjeleket elhagyhatjuk, mert azok nincsenek hatéssal az allapotra.) Bob re-
konstrualm tudja Aliz X kvantum bitjének 4llapotit, ha az Uy ailapotvektorra
az U unitér transzforméciét alkalmazza. Ehhez az kell, hogy Aliz a mérése
vegrehajtasa utdn annak eredményét, amely a négy lehetosegnek megfeleléen
00,01,10,11 (klasszikus) két bit informéciémennyiség, Bobnak tovabbitsa, vala-
milyen megbizhaté médon. Ekkor Bob realizélja az U transzforma.cmt és Aliz
~ kvantum bitjének tSkéletes mésolataval rendelkezik.

Tanulsdgos végigmenni a teleportélasi folyamaton a statisztikus operé,tofokat
kévetve. A ¢ llapot statisztikus operdtora

la|? ab
ab )’
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de ehelyett szdmoljunk egy 4ltaldnos

a p
Dx =] =
x (ﬁv)
statisztikus operdtorral. Az AB spinek %~ dllapotanak statisztikus operdtora
0 0 00

110 1 -1 0
210 -1 1 0
60 0 0290

Az egyszeriibb kezelhet8ség kedvéért ezt a matrixot a 2 x 2-es ey, e1z, €31, €2
matrixegységek segitségével blokkmdtrix alakban hasznédljuk:

1( en —en )
Dap=<= .
AB =35 ( —e1gr €11

fgy 8 x 8-as helyett csupan 4 x 4-es lesz a Dx ® D ap statisztikus operdtor:

Dap=

aezs —aey  fPess —fegy

1 —ein aeyn —pfeqs €11
Dx®Dusp=< = = p h

2 Pezr —Pexn  yem —vem

—fBeiz  Penn -—ve1z  ven

Aliz mérése négy darab projekcidt jelent. Az X A spinek terében a ¢ 4 vektorra
vetitd projekcié métrixa

0

—

1
-1

0 00
0 -1 0
0 10
0 0 00
hiszen ez ugyanaz, mint az AB spinek ¢~ &llapotdnak siirliségi métrixa. A ¥4
vektornak megfelelé projekcid

0 0 0 0 0 0 00
. 1{0 1 -10 1leo 1 -1 0
P =510 -1 10 |®E=35¢ -1 1 0]
0 0 00 0O 0 0 0

ahol az utolsé 4 x 4-es matrix blokkmatrix, benne a 0 2 X 2-es 0 métrixot és [ 2x 2
egységmatrixot jelent. Ezutin némi szdmolis sziikséges:

(—aea; — Bean) (—04621 - /8322)
( aen +fBen) (—aen — Bers)
(_E521 —veas) | éﬁ‘zi + yeas)
( Ben +ve12) (—fen — verz)

(Dx ® Dap)P($™) =

oo oo
oo oo
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Tovabba
0 0 0 0
_ _ 1 0 D -D 0
P} Dx®Dap)P7) =5 | ¢ _JX DXX o |
0 0 0 0

a blokkmatrix irdsméddal felhasznalva, hogy

oey) + Bers + Bear +vesa = Dy

2 1 1
Mivel Tr P(¢~)(Dx ® Dap)P(®™) = 8= 1 valdban 72 valészinlisége a mérés

2~ kimentelének. Ha ez a mérés eredménye, akkor az X AB spinek statisztikus
operdtora

6 0 00
1o D -p 0
310 -b Do

0 0 00

Ebbél kell megallapitanunk a Bobnél levd B spin redukélt statisztikus operdtorat.
Mivel

0 0 00 0 0 00
ilo D -D 0 1o 1 -1 0
sl o b DolT2]0o 1 10]|®"

0O 0 0 0 0 0 0 0

a redukalt statisztikus operdtor éppen D. A hosszi szdmolds eredménye egy sorban
is Osszefoglalhats:

4P~ WD ®@Dap)P(~) =Dxa®D.
Azt kaptuk, hogy ha a P(3™), P(¥F), P(¢7), P(¢™) projekcidkkal leirt (Neumann-
féle) mérés az elst eredményt adja, akkor a B spin statisztikus operédtora D. Bobnak

tehat semmilyen transzforméciét nem kell végrehajtani, Upp valéban az identitas.

Mi van akkor, ha a mérés a mésodik eredményt adja? El kell végezni egy
hasonlé szamolast? Nem feltétlenil. ¥~ = (U @ Iy, ezért

Pt) = (Un @ I NP (Un ® IR I)*.
Ezért
4P [Us DU ® Dag) Pt = 4({Un @ IQT)P(Y™) (Ug @ I ® 1) x

x(Un ®IQ@IND@Dap U ®IQI) (Un@IQDNPH™) (U ®IR1I)
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=4Un @ IQI [P WD ®Dap)Py )| Us; @I @I =
=Un@®I®I[Dxa@DUseI®l=
={Un®Dxa(Up ®1)]®D.
Ha most a D helyébe Uj, DUp-et irunk, akkor

4P(7)[D ® Dap|P($t) = [(Uoy ® )Dx 4 (Ul ® I)] ® Uz, DUy, .

Minket csak a jobb oldal mdsodik komponense érdekel, ez Uj; DUy, a Bobndl 1évé
spin statisztikus operdtora, ha a mérés a masodik eredményt adta. Ilyenkor Bobnak
az U§ unitér transzformaciét kell hasznalni az X spin statisztikus operdtoranak
rekonstrukciéjgdhoz.

A ¢% esetek hasonléan targyalhaték.

Erdemes megjegyezni, hogy az X kvantum bit a tdvatviteli eljaras sordn “tonkre
megy”, statisztikus pperdtora az eredeti D-tél fiiggetleniil I/2 lesz. Ezért valéban
tavatvitelrsl, nem pedig a bit lemasoldsarot kell beszélniink.

O

Az A és B dinamikai viltozdkat kompatibilisnak mondjuk, ha a rendszer
barmely &llapotdban elszér A-t megmérve majd B-t megmérve ugyanarra az
eredményre jutunk, mint ha a két mérést a forditott sorrendben hajtjuk végre.
Ha A1, A; C IR tetszbleges és E; = E4(A1), Ez = Ep(As), akkor a kompatibi-
litds a :

EsEy\DEV\Ey = E1EsDELE,
teljesiilését jelenti barmilyen statisztikus operdtorra.

3. tétel: Ha A és B olyan dinamikaei vdltozdk, hogy spektrdlis projekcidik fel-
cserélhetdk, akkor A és B, kompatibilis.
A kompatibilitds fogalméat kiterjeszthetjilkk akdrhiny valtozé esetére is.

Az S1, 85,53 spin operatorok nem kompatibilisak, de S; kompatibilis barmelyik
irdnyd helykoordinata operdtoraval, hiszen

I®s;, Qj@f

felcserélhetd cperdtorok. Szintén kompatibilis az z irdnyi helykoordinita és az y
irdnyu sebesség, mint dinamikai véltozdk.
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5.4 Szuperszelekcid

Az (A1) axiéma azt mondta, hogy minden &llapothoz tartozik egy dllapotvektor a
Hilbert-térben, ennek megforditas4rél azonban nem beszélt. A proton és a neutron
egy részecske (nukleon) két llapotdnak tekinthetd, a megfelelé Hilbert-tér % Ha
egységnyinek vessziik a proton toltését, akkor @ = 2(03 + I} a t0ltés operétora,
sajatértékei 0 és 1: Qp = ¥p, Q1 = 0. A tapasztalat szerint nemtrividlis szuper-
poziciéja a proton és a neutron allapotnak nem létezik, nincs olyan allapotvektor,
hogy App +pihn (A-p # 0). Bizonyos vektorok tehdt nem lehetnek dllapotvektorok,
és bizonyos énadjungalt operdtorok nem lehetnek dinamikai valtozdk. -

Legyen F azoknak a vektoroknak az Osszessége, amelyekhez tartozik fizikai
dllapot. Az (A4) posztuldtum szerint E4(A)F C F barmilyen A dinamikai
véaltozéra és A C R-re. Az a Hp zdrt altér, amelyet F' penerdl invaridns min-
den E4(A) projekciéra. Ezért Hp birmelyik obszervébilisnak invaridns altere.

M C F koherens, ha nem bomlik két meréleges reszre. Egy maximaélis koherens
halmaz altal kifeszitett alteret koherens altérnek neveziink. ;

4., tétel: Az dllapot Hilberi-tér pdronként ortogondlis koherens alterek Gsszege, a
dinamikei vdltozdk a koherens altereket invaridnsan hagyjdk.

Szuperszelekcids szabalynak hivjsk azt a megszoritast, ami korlétozza azt,
hogy bizonyos vektorai az 4llapot Hilbert-térnek dllapotvektorok legyenek.

5.5 A projekciék alkotta logika

A dinamikai valtozék kdzott vannak olyanok, amelyeket sajatdllapotukban
megmérve csak 0 vagy 1 értéket kaphatunk. Ezeket 0-1 kérdésnek nevezziik.
Egy 0-1 kérdés tehdt a P = P* = P? algebrai tulajdonsigokkal jellemzett linedris
operator a Hilbert-téren.

Ha egy P lineéris operdtorra P = P? teljesiil, akkor az képterének vektorait
helyben hagyja, igy a teljes teret a képterére vetiti, P egy projekci6. A P = P*
feltétel maga utdn vonja, hogy P képtere és magtere egymasra merdlegesek. Igy
a P = P? = P* az ortogonalis projekecidkat jellemzi, amik kolcsonésen egyértelmii
megfeleltetésben vannak a szébanforgé Hilbert-tér z4rt altereivel. A tovabbiakban
projekcién mindig ortogondlis projekeidt értiink.

A projekciékon, mint dinamikai véltozdékon, értelmezhetiink egy parcidlis ren-
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dezést a mérések szempontjabdl. P; < Py, ha minden olyan dllapotban, ahol P, a
hatérozott, 1 értéket veszi fel, ott P, is egy értéket vesz fel. Masként (¢, Aoy = 1
esetén (¢, P2¢) = 1. Ez a parciélis rendezés tbb ekvivalens médon is megadhaté:

(1) P < P, akkor és csak akkor, ha Py — P; pozitiv szemidefinit, azaz (¢, (Pp—
P1)¢) > 0 minden ¢ llapotvektorra.

(i) P < P, akkor'és csak akkor, ha: P képtere benne van P; képterében.
(ii) P < P, akkor és csak akkor, ha P, Py = P,.

A harmadik feltétel érdekessége, hogy algebrai jellegti, és nem hivatkozik a Hilbert-
térre. Egy Hilbert-tér Gsszes projekei6i az imént értelmezett parcislis rendezéssel
olyan halmazt alkotnak, amelynek van legnagyobb és legkisebb eleme, nevezetesen
az identitds és a 0 operdtor. Ez a halmaz egy teljes halé is, ami azt jelenti, hogy
barmilyen véges vagy végtelen részhalmazénak van legkisebb felsé és legnagyobb
alsé korldtja. A {P; :i € I} projekcick legkisebb felsd korl4tjara a V{F;:i1 € I},
a legnagyobb als6 korldtra a A{P; : i € I} jelolést hasznaljuk. ANMP:iellaPh
operdtorok képterének metszetére vetits projekeis, mig V{p; :1 € I} a P;-k képtere
altal generdlt zart altérre vetit. Hasznsljuk a P, AP, és P,V P, jeloleseket is. Egy
Hilbert-tér Gsszes projekeidi a < rendezéssel egy Hilbert-halét alkotnak. A Hilbert-
halé egy olyan kvantummechanikai rendszer 0-1 kérdéseit tartalmazza, amelyben
nincsenek szuperszelekciés szabélyok, barmely vektor lehet allapotvektor.

A kvantummechanika héléelméleti megalapozésa Neumanntél és Birkhofftdl
szarmazik. Kiindulépontja a 0-1 kérdések hilsja. Ez lehet a fent lefrt Hilbert-hals,
vagy annal altaldnosabb, egy Hilbert-h4l6 részhiléja, abban az esetben, amikor bi-
zonyos projekci6k nem dinamikai véltozok.

Legyen # egy szeparébilis Hilbert-tér. Az M C B(H) halmazt Neumann-
algebrdnak mondjuk, ha I € M, M adjungélasra, Osszeaddsra, szorzéasra és
linedris kombinaciéra zdrt, tovdbb4 eleget tesz a kivetkezd ekvivalens feltételeknek

(i) M zart B(#)-ban a gyenge operator topoldgisra
{ii) M zart B(#)-ban az erés operitor topolégidra
(iii) Ha AX = XA minden A € M-re, akkor X € M.

{iv) M zért a norma topolégisra és valamennyi dnadjungalt elemének
spektrdlis projekcibit is tartalmazza.
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Az (i)-(iv) feltételek ekvivalencidja tobb tételt foglal magiba, de veliik itt nem
foglalkozunk. Ha M C B(H) egy Neumann-algebra, akkor M. projekcidi egy teljes
részhAlot képeznek az Osszes projekcick haléjdban. Az ilyen részhélékat Neumann-
hiléknak nevezziik. Ha P € M egy projekcid, akkor az I — P projekci6 is M-ben
van., PL :=1I — P egy egyvaltozés miivelet a Neumann-hdléban, amit ortogondlis
komplementumnak neveziink. Nyilvan P A P+ = 0 é PV P+ = I. Az “¢”,
“yagy” és “ortogondlis komplementum” miiveleteket kapcsolja ossze a kovetkezd
tulajdonsig:
Ha P<Q, akkor Q =PV (PLAQ).

Ennek neve: ortomodularitds. Azt szoktik mondani, hogy a Neumann-hdlék
ortokomplementdris ortomoduldris hélék. Egy olyan struktirdban, ahol a Vv
miivelet disztributiv az A-re nézve

AV (A*AB)y=(AVAY)V(AVB),

ha AV AL = T és IV C = C, akkor ez AV B-t ad. Az ortomoduléris tulaj-
donsig tehat egyfajta korlatozott disztributivitdst jelent. A kvantummechanikai
eseménytér egy nem disztributiv hélé. Ha P < @, akkor a P és @ pro-
jekci6k altal generdlt részhalé disztributiv. Utébbi “akkor is teljesiil, ha P és @
felcserélhettk, azaz kompatibilisak. '

A héaléelméleti megkozelitésben a kvantummechanika és a klasszikus mechanika
kdz6tti alapvets kiillonbség abban van, hogy az események haléja a kvantummecha-
nikdban nem disztributiv, mig a klasszikus esetben az*'.

A valdszinfiségelmélet Kolmogorov-féle felépitése egy (2,15, P) valészintiségi
mezbvel indul, amiben Q egy halmaz, B és { részhalmazainak o-algebrija és P
az tin. valészinliségi mérték B-n:

(i) P:B—10,1]

(ii) PE@)=1,P0)=0

(i) PUR, 4i) = X221 (4i), ha AiA; =0 (0 # )

B elemei az.események, és P(A) az A esemény bekévetkezésének a val6szintisége.

A B eseménytér egy disztributiv hdlé. Valdsziniiségi mérték ltaldnosabb hélékon
is értelmezhetd.

Legyen M C B(H) egy Neumann-algebra és P{(AM) M projekciéinak haldja. A
P : P(M) — [0, 1] hozzdrendelést valésziniiségi mértéknek nevesziik, ha

() P©O)=0,P(I) =1
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() PV, Qi) =2, P(Q:) ha Q:Q; =0 (i # 5).

Amennyiben ¢ € H egy éllapotvektor, akkor a P{Q) = (p|Qlp) varhaté érték
egy valdsziniiségi mértéket értelmez a projekciékon. Altalanosabban, ha D egy
statisztikus operator H-n, akkor

P(Q)=TrQD (5.5.8)

egy valészinliségi mérték. Szuperszelekcidés szabdly hianyadban a valdsziniliségi
mértékek és az dllapotok teljesen azonosithatdk.

. 5. tétel: (Gleason-tétel) Legyen H egy szepardbilis Hilbert-tér és dim# > 3.
Ekkor minden P valdsziniiségi mérték egyértelmiien elédll az (5.5.8) formuldval
egy D statisztikus operdto'rbo'l.

A tétel 1957-bél szérmazik és kiterjeszthetd Neuma,nn-halokrals Egy lehetséges
megfogalmazis a kivitkezs:

6. tétel: Legyen M C B(H) egy Neumann-elgebra a szepardbilis H Hilbert-téren.
Tételezziik fel, hogy nincsen olyan v € M operdtor, hogy vv* és v x v egymdsro
merdleges projekcidk és vu* + v*v felcserélhetd M birmely elemével. Ha P :
P(M) — [0,1] egy valdszindiségi mérték, akkor létezik egy n : M — B(K) erdsen
folytonos reprezentdcidja M-nek egy K Hilbert-téren és egy ¢ € K dllapotvektor,
amelyre

= (¢|w(Q)¢)
teljesiil bdrmely @ € P(M)-re.

A Gleason-tétel eredeti megfogalmazasa, és annak kiterjesztése egyardnt kizdrja
a tulsdgosan “szlik” kétdimenziés Hilbert-teret. A kétdimenzids tér altérhaldja
trividlis: végtelen sok nem Osszehasonlithaté egydimenzids alteret tartalmaz,
tovabbd a 0 és 2 dimenzids altereket. Az egyszeri hilé nagyon sok patologlkus
valdsziniiségi mértéket enged meg.

A Gleason-tétel jeientéﬂsége abban 4ll, hogy ha ismert a 0-1 kérdések
vérhatd értéke egy allapotban, akkor barmilyen dinamikai valtozd virhatd értéke
egyértelmtien meg van hatirozva.

5.6 Id&fejlédés

A magdra hagyott kvantummechanikai rendszer id6fejlédését unitér operdtorokkal
adhatjuk meg. Ha a I C.IR idéintervallumban nem végziink mérést a rendszeren
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és D, jeloli a ¢ id6 ponthoz tartozd statisztikus operatort, akkor

{(AB) D, = U(t,s) DU, 8)*, (t,s el

ahol az U(t, s) unitér propagator unitér operdtorok olyan csalddja, hogy

i)y U@,s)U(s,ry=Ult,r)

(ii) (s,t) — U(s,t) € B(H) erdsen folytonos.

Az (A5) posztuldtumbél mindjért kovetkezik, hogy a tiszta dllapotban levd rendszer
tiszta sllapotban is marad. Mésrészt az id6fejlédés soran az atmenetvalGsziniiségek
véltozatlanok. Ha 3; és ¢; egy-egy tiszta llapot idéfejlodése, akkor a

P(T‘bt,fﬁt) = |(¢t:¢'t>|2

dtmenetvaldsziniiség -t6l fiiggetlen.

A rendszert konzervativnak mondjuk, ha propagétordra U(t + 7,5 + 1) =
Ult,s) teljesiil. Ekkor U(t) == U(t + 7,7) egy folytonos unitér csoport, és a

Stone-tétel szerint 1étezik onadjungdlt generdtora, A. A kdvetkezd posztuldtum
azt mondja, hogy —A a rendszer Hamilton-operatora.

(A6) A H Hamilton-operstori konzervativ rendszer unitér propagatora Uty =
e~ Ht
7. tétel: Ha D,D(H) C D(H) valamilyen s € R esetén, akkor t — Dy diffe-
rencidlhaté bdrmilyen ¢ € D(H)-ra és
i  Dyp = (H, Dl
dt Y — y ME|Y -

(5.6.9)
Fovdbbd, ha 1, € D(H) valamilyen s € R-re, akkor t € v, differencidlhatd, és

. d

Bizonyitds: Az (A6) posztulatum szerint

DD(H) = U(t — 8)D,U(s — )D(H),
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1t ynitér csoport D(H)-t dnmagaba viszi.

o U(—e) =T, Ule)-1
Deg = gl—% Ule)De —€ ¢ - €

ami D(H)-ban van, hiszen az e

4
dt

D¢
= lDth‘ﬁ—lHthﬁ:—l[H,Dt]qb

A tiszta dllapotra vonatkozd dllitds bizonyitdsa hasonld.
]

(5.6.9)-et és (5.6.10)-t Schrodinger-egyenletnek nevezik, és H-t gyakran
Schrédinger-operatornak mondjuk. Egy ¢o € D(H) C ‘H kezdeti feltétel esetén
a Schrédinger-egyenlet egyértelmii megoldasa ¢, = e~ 17 .

11. példa: (Egydimenziés harmonikus oszcilldtor) A klasszikus mechanikdban
a harmonikus oszcillitor Hamilton-fiiggvénye Hy = ﬁpz + %q2, ami a valtozdk
atskaldzdsival )

H= §(P2 + Q%) (5.6.11)

alakot 6lt. A kvantummechanikdban @ a koordinataoperator, P pedig az impulzus
operator lesz, maga H az energia vagy Schrédinger-operdtor.

A Schrédinger-féle reprezenticiéban H egy differencisloperstorrd vélik:

2
(Hf)=z) = —%—a%gf(a:} + %ﬂ,zf(?)) . {(5.6.12)

Ahhoz, hogy 6sszhangba legylink a posztuldtumokkal be kell 1atni, hogy H 6nad-
jungélt operdtorként értelmezhetd, 14sd a 4. Fejezet 18. példajat.

O

A hidrogén atom Schrédinger-operatordt tartalmazza a 4. fejezet 19. példéja.

Ha a rendszer Hamilton-operatora id6fiiggd, akkor az el6zé tétel képleteit posz-
tuldtumnak tekintjiik.

(AT) Azid6tdl fiiggé Hamilton operdtord rendszer statisztikus operdtoranak illetve
© hullamfiiggvényének fejlddését az

d
i &‘H/tﬁb = [H(8), Wi]¢
i %Ef)t = H{t)g

egyenletek adjak.
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Az A dinamikai viltozé varhaté értékére a ¢ idépontban
(A)Wt =Ty Ae—iH(t——s)Wsei H(t-3)

képletet irhatjuk fel. Ez az un. Schrodinger-képet adja, amelyben az éllapotot,
ill. a statisztikus operatort tekintjiik id6ben valtozé mennyiségnek. Az

AH(t) — eiH(t—s)Ae—iH(t—s)

jeltléssel ‘
{(Aw, = Tr Au(O)Ws = {(Ag(t)hw,

adja a Heisenberg-képpel valé ekvivalencidt. A Heisenberg-képben a dinamikai
véltozdk transzformalédnak idSben.

5.7 Gyakorlé feladatok

1. Legven ¢, és ¢y egy Hilbert-tér két egységvektora, és értelmezziink a projek-
torokon egy F; valdszintliséget a

PQ)={¢: | Q| ) (i=12)

képlettel. Mutassa meg, hogy P, = P, esetén ¢ és ¢y egy abszolat értékii
komplex fazisban kiilonb6znek!

2. Szémolja ki a | 1) € C? llapotban a ¢; dinamikai valtozé varhaté értékét!

3. Milyen értékeket ad a | |) dllapotban a o, dinamikai viltozd mérése, és milyen
valdszinliségekkel?

4. Mutassa meg, hogy a két feles spinbdl 4116 Gsszetett rendszer siirliségi matrixa
15 valds paraméter segitségével

3 3 3 3
E[I®I+ZZaijai®aj +Zbiﬂ‘i®I+ZCjI®O'j]
i=1 j=1 t=1 F=1

alakban irhatd! (I jeldli a 2 x 2-es egységmaétrixot, oq,03,03 a Pauli-
métrixok.) Szdmolja ki a redukélt slirliségi matrixokat!

5. Adja meg az a| 1) + b| |} dllapot idéfejlédését, ha az egy darab feles spinb6l
4116 rendszer Hamilton-operdtora o,! (A spin k&lesénhat a kiilsd térrel.)
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. Milyen értékeket ad

¥(8,0) == e 192 cos g] 1) + ' %/%sin g] 1)

dllapotban a o, dinamikai valtozé mérése, és milyen valészintiségekkel? Adja
meg az édllapothoz tartozd siirliségi métrixot! Mi a 6 és ¢ paraméterek je-
lentése?

. Mutassa meg, hogy az E és F' projekciék pontosan akkor felcserélheték, ha

EF=EAF!

. Mutassa meg, hogy az E és F projekciék pontosan akkor felcserélhet8k, ha

EvF=E+F - EF.

. Igazolja, hogy B A F = lim {EF)™ az erlis operator topolégidban, ha E és F
n

projekcidk!

Legyen E egy projektormérték R Borel-halmazain. Igazolja, hogy E({a, b)) A
E((c,d)) = E((a,5) N (c, D!

Adjon meg ([33-ban olyan e, ez, e3 és fi, fo, f3 bazisokat, hogy az |(e;, f;)|?
dtmenetvaldszintliség i-t6l és j-t6l fliggetlen legyen!

Legyen D egy statisztikus operdtor. Mutassa meg, hogy D akkor és csak
akkor ad meg tiszta allapotot, ha TrD? = 1!

Legyen F egy projektormérték IR Borel-halmazain. Igazolja, hogy E((a,b) N
(c,d})) = E((a, b)) x E((c,d))!

Szamolja ki a {5.1.4) formulét a spin operatorok értelmezésébsl!

Mutassa meg, hogy a Neumann-féle entrépia konkdv funkcional a siirtiségi
matrixok terén!

Szémolja ki a 2 x 2-es (5.2.7) siirliségi matrix Neumann-féle entrépisjat!

Hogyan mdédosul a 10. példa tavétviteli eljarasa, ha ¢ ® ¥+ a harom spin
kiindulasi allapota?
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Hatodik fejezet

Koordinata és impulzus

6.1 A klasszikus mechanikatél a felcserélési
relacidig

A Kklasszikus mechanika kiilonféle formalizmusai kéziil a Hamilton-félét8l vezet
a természetes 1t a kvantummechanikdhoz. A Hamilton-féle leirdsban az n sza-

badsagfokd dinamikai rendszer egy allapotit n helykoordinita, ¢1,42,...,Gn, 68 1
impulzuskoordinéta, p1,ps, .. .,pn adja meg. A Hamilton-fliggvény a. g1, g2, . . . , ¢n,
P1,D2, - -, Pn Valtozok fiiggvénye és a mozgdsegyenlet
OH OH
= e, D= 1<i<n
q; 3ps 2 5a: {1<i<n)

alakot 6lt. Példaul az egydimenziés harmonikus oszcilldtor Hamilton-fiiggvénye

1 K
H=_—p"+-¢. 6.1.1
e e (6.1.1)
Az n helykoordinéta és az n impulzus az IR®" fazistér egy pontja, és a fazistérben
futé trajektoridk meghatérozzék a dinamikai rendszert. A harmonikus oszcilldtor .
trajektoridi ellipszisek.

A fazistér bizonyos transzforméciéit kanonikusnak nevezik, ezek azok a transz-
formécidk, amelyek a mozgdsegyenletet véaltozatlanul hagyjak. Péld4ul kanonikus
az a transzformdcid is, amely a koordindtdt felcseréli az impulzussal, és utébbi
elgjelét megvaltoztatja. Ezért a Hamilton-féle formalizmus szempontjabsl koor-
dindta és impulezus megkiilonboztetése esetleges.
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A fézistéren értelmezett U és V fiiggvények Poisson-zardjele

su oV 8u dv
U= (50851~ Soisa)

A Poisson-zardjel egyrészt invarisns a kanonikus transzforméciékra, masrészt eleget
tesz a Jacobi-azonossignak:

U,V Wi+ [V, W, U]l + W, [U, V]| =0.

A definiciébdl nyomban kovetkezik, hogy a koordinédta fiiggvények Poisson-zdrdjelei
a kovetkeztk:

l¢,¢5] =0, [pi,ps] =0, [gi,ps]=6s;.
A kvantummechanika a bindris Poisson-zdrdjel helyébe az operdtorok kom-
mutitorit teszi, igy egy szabadsigi fok esetén kiindulasi relacidja gp — pg = I
lenne. Mivel nadjungalt operdtorok kommutétora mindig antiszimmetrikus, ez a
relacid .
QP - PQ =il (6.1.2)
alakra mddosul. (6.1.2)-t kanonikus. felcserélési reldciénak nevezik.
Torténetileg els6 reprezenticiéi Heisenberghez és Schrodingerhez nyilik vissza.
Heisenberg matrixai a kévetkez6k voltak:

0 1 0 0 0
. 1 0 +v2 0 0
Q=ﬁ 0 v2 0 V3 0 ;
0 0 +v3 0 4

Ezek egyszerti tridiagondlis mdtrixok, a (6.1.2) relacié konnyen ellenSrizhetd.
Schrodinger operatorai:

(QfNz) = «f(z) D(Q)
(Pf{(z) = -if'(z) D(P)

A felcserélési reldcié teljesiil példéul a C§°(IR) fliggvényeken.

{f e L*(R) : =f(z) € L}(R)},
{f e L}(R) f’eL%lR)}. :
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Heisenberg “métrixmechanikija” és Schrodinger “hulldimmechanikéja”, ahogy
annak idején a kétféle megkozelitést hivtdk, mai felfogisban ekvivalensek. Az
L?(IR) Hilbert-térben a

on() = e 2 () (6.1.3)

V2T

fiiggvények egy bézist alkotnak. Szémoljuk ki a differencidloperator hatdsat 9, (z)-
en:

Lo (zH,(z) + HL (z))

Pn(z) = NI

= ___1__6__,,:2/2 (EHHH-{:C) - an_l(g;))

V2T 2

fn+1 _[n
) Pnt1 2‘Pn—1

a 3. fejezet (3.1.11) és (3.1.12) képletei alapj4n. Ez mutatja, hogy a P operitor
métrixa a ¥, (z) bizisban éppen Heisenberg masodik matrixa. Hasonlé szdmolds
mutatja, hogy () méitrixa pedig az elst matrix. A felcserélési reldcid két repre-
Zentacidja csak latszélag kiilénbdzott, valdjaban ekvivalensek. '

6.2 A Weyl-féle felcserélési relacié

¢} és P dnadjungélt operatorok, mert folytonos unitér csoportok generdtorai. Ha

(Tof)(z) = f(z+a) (FEL*(R), a€R), (6.2.4)
akkor
TeTs =Tovn s
® Tl
a—0 a

normaban. Igy T, = ¢! *F. Hasonléan, - '
U f)(z) = €' f(z) (6.2.5)

egy mésik unitér csoport, amelynek 6nadjungdlt generdtora (:

o Uf = f _ ibUs
1%1_:{(1) 2 =@Qf, Uy=e .
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Egyszeriien ellenfrizheto a ) N
T, =¢ abUbTa' 7 (6.2.6)

felcserélési relacié, amit Weyl-féle felcserélési reldcionak fogunk nevezni. En-
nek két oldaldn unitér operstorok dllnak, és az egyenléség barmilyen f € L*(IR)
fiiggvényre teljesiil. Ha hangsilyozni akarjuk, hogy (6.2.6)-ben szerepld operdtorok
az eltolds és szorzascsoportok elemei, akkor a Weyl-reldcié Schrodinger-féle
reprezenticiéjardl beszéliink.

Ha A egy lineéris operator D értelmezési tartomdnnyal, akkor Dy C D magja
A-nak, ha barmilyen f € D-re létezik egy (fn) C Do sorozat, amelyre f, = f és
Afn = Af.

1. tétel: C°(R) magje Q-nak.

A @Q és P operdtorok unitér ekvivalensek, az ekvivalencidt a Fourier-
transzforméacié valésitja meg. Ha f € L'(R) N L*(R), akkor

(FA) = % f =t £(5) ds (6.2.7)

definici6 szerint. J6l ismert, hogy F megérzi az L% normdt, igy unitérré terjeszthetd
Ki, 14sd a 3. fejezetet. A Fourier-transzformécié inverze az (F~* f)(t) = (Ff)(—1):
formuldval adhaté meg.

Mivel
(FTuf)(n) = (UaF f)(n)

egyszerl szamoldssal, megillapithatjuk, hogy

FT,F ! =U, , ’ (6.2.8)

és a szerint differencidlva

FPFl=0Q. (6.2.9)

1. példa: Annak a valdsziniisége, hogy az egy szabadsigfokt ¢ € L*(R)
hulldmfiiggvényti részecske impulzusa a A intervallumban van (¢, Ep(A}¢) az (A3)
axi6ma szerint. A P és Q operatorck kozotti Fourier-kapesolat és (5.1.2) miatt ez
a val6szintiség

(¢, Ep(A)g) = (¢, F*Eq(A)F¢) = [A | F($)(z)]? dz - (6.2.10)

0O
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2. példa: Legyen EF(H) a P operdtor H, C IR intervallumhoz tartozé spektralis
projekcidja és EC (H2) a Q operdtor He C R intervallumhoz tartozé projekcidja.
A Q és P operdtorok kozotti Fourier-kapesolat alapjan E¥(Hs)EQ(H;) hatssa az
f € L*(R) vektoron

EP(H2)E®(Hy)f = F ' (1p, F(1m, f))

- vagyis

(EF () E2(H) @) = [ K(u,5)5(s)ds,
ahol a K (u, g) magfﬁggvény

Kws) = 5o [ 1,010, ) ds

\/Lz—ﬂlm ()1 a, (s — )

K négyzetesen integrilhatd, ugyanis -

/ |K(u,s)|2d'uds = —‘/(IH1 /lez(s—u |2du) ds

= 27r (1H1(S)f|1H2(u |2du) ds

A(H1)A(H>)
2

a Plancherel-tétel miatt; A(H) a H C R intervallum hosszat jelenti. A 3. Fejezet
(3.15.56) Gsszefiiggése fényében azt szamoltuk ki, hogy

Tr E9(H))EF (H,)EC (H,) = %A(HI)A(HZ). (6.2.11)

Ezt a matematikai eredményt a kvantummechanikiban a koordinita és az im- _
pulzus komplementaritdsaként szokték interpretélni.

Az invertdlhatd 3 x 3-as

DO =
O =2
= o0

g{a,b,c) = { } (6.2.12)
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métrixok csoportot alkotnak a szokdsos métrixszorzédsra, ez a (polarizalt)
Heisenberg-Weyl-csoport, H§’°1, egy harom dimenziés Lie-csoport. Ha g(a, b, c)-
vel jeldljiik a fenti métrixot, akkor a csoport szorzasszabdlya

glai, b1, c1)g(as, ba, c2) = gl +ag, by + bz, c1 + c2 + aiba), (6.2.13)

ami teljesiil a '

gla,b,c) = UpT,e'c (6.2.14)
vilasztdssal, amennyiben U, és T, a Weil-relaciénak eleget tevé egyparaméteres
csoportok. Valéban,

(Ub1 Ta, et ) (Uflz Taz e CZ)
=Up, szTalTazei(61+cz+a1bz)
= Ub1+b2Tﬂ-l+ﬂ-2 e Feztaiba)
Tehst a Weyl-reldcié minden reprezenticiéja a Heisenberg-csoport egy
dbrizolasahoz vezet.

Legyen W a H Hilbert-tér korldtos operdtorainak egy halmaza. Azt mondjuk,
hogy W irreducibilis csaldd, ha nincs a Hilbert-térnek olyan valddi zart altere,
amelyet W minden eleme és annak adjungaltja invaridnsan hagy.

2. tétel: A Weyl-féle felcserélési reldcié Schridinger-féle reprezentdicidja irreduci-
bilis, azaz a (6.2.4) képlettel értelmezett T, és (6.2.5)-gyel adott Uy operdtorok egy
irreducibilis csalddot alkotnak az L*(R) Hilbert-téren.

Bizonyftdés: Legyen 0 # f € L?*(R). Elég beldtni, hogy ha (UhT.f,g) = 0
minden a,b € R-re, akkor g = 0. Az F : L2(R) — L*(IR) Fourier transzforméci6
unitér operdtor, tehit 0 # f alapjadn F(f) # 0 kovetkezik, és taldlhaté olyan
[—c, ¢] intervallum, amelyben pozitiv mértékii halmazt alkotnak azok az x szamok,
amelyre F{f){z) # 0. Véalasszunk egy olyan h kompakt tartéju sima fiiggvényt,
amely [—¢,c]-n 1 értéket vesz fel, és legyen h = F ~1(h), azaz

hiz) = \/——12;7; fei“fa(s) ds.

Az integral complex x értékekre is értelmes, és a h fliggvény analitikus kiterjesztését
szolgaltatja a teljes komplex sikra. Kétszeri parcidlis integréldssal azt kapjuk, hogy

\/;M f €2 (1) (s) ds .

Kbvetkezésképpen |h(z)| < cz™2 és h € L'(IR).

h{x) = —
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Legyen F' az f és h fiiggvények konvolucidja:

F(z) = [ Wz — 9)f() dy .

F-nek létezik analitikus kiterjesztése, nevezetesen

) == [ ([ b @) rmar e o)

és F(F) = 2r hF(f) a Fourier-transzformécié jél ismert tulajdonsigai alapjan.
A z v F(z) fiiggvény analitikussiga miatt F(z} # 0 majdnem minden z € R
-SzAmra.

Most tériink vissza az (UpT-.f,g) = O feltételezéshez. Szorozva ezt h{a)-val,
majd a szerint integralva, azt kapjuk, hogy

0= (UpF,g) = f e 0 F(z)g(z) dx

minden b € IR. Az Fg € L'(R) fiiggvény Fourier-transzformaltja azonosan 0, igy
Fg = 0 majdnem mindeniitt. Mivel I csak 0-mértékii halmazon lehet 0 a fentiek
szerint, igy g = 0 majdnem mindeniitt.

|

A kovetkezt tétel azt mondja, hogy bizonyos feltételek mellett a Schridinger-
reprezentacié lényegében az egyetlen dbrazolsa a Weyl-féle felcserélési reldcidnak.

3. tétel: (Stone-Neumann egyértelmiiségi tétel) A Weyl-féle reldcié bdrmely
két folytonos irreducibilis reprezentdcidjo unitér ekvivalens.

Legyen T/, és U, két folytonos egyparaméteres csoport a 7’ Hilbert-téren, és T}/,
U}’ ugyanilyen csoportok a H" Hilbert-téren. Ha T}, Uy és T,/, Uy eleget tesznek a
Weyl-féle reldcidénak és irreducibilis csalddok, akkor a tétel azt mondja, hogy 1étezik
egy W : H' — H" unitér operdtor, amelyre

T/ =WT.W* é& Ul=WU,W"

minden a,b € IR esetén. Maéasszéval, ha H'-t és H"-t azonositjuk a W unitér
segitségével, akkor a vesszds operdtorok a megfeleld kétvesszds operatorba mennek
at.

A Stone-Neumann-féle egyértelmiiségi tételbdl megkaphatjuk a Heisenberg-
Weyl-csoport dsszes folytonos irreducibilis unitér dbrazolésat is. Ehhez el6szor
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észre kell venniink, hogy a csoport centruma a

{(ceR)

OO =

0
1
0

— 0

matrixokbdl all. Legyen n : Hy — B(H) a csoport folytonos irreducibilis unitér
abrazoldsa. Az irreducibilitds kGvetkezménye, hogy a w(g(0,0,¢)) unitér operitor
az identitds skaldrszorosa kell, hogy legyen. (Ugyanis az operdtor invaridns altere
olyan altér lenne, amit minden w(g(a, b, ¢)) invaridnsan hagy. Ilyen az irreducibilitds
miatt csak trividlis altér lehet.) Létezik olyan ¢ € IR valds szdm, amelyre

m(g(0,0,¢)) = e** - T.
Ekkor

T, 7(g(a/t,0,0))
Vi = ﬂ-(g(oa b, 0, O))

a Weyl-féle felcserélési relicidnak tesz eleget, és a reldcid folytonos irreducibilis
abrizolidsa. Mint ilyen egyértelmi. Ezért a Heisenberg-Weyl-csoport folytonos
irreducibilis dbrazolasai egy ¢ valds szdmmal adhaték meg.

3. példa: A @) és P operatorok kielégitik a Heisenberg-féle felcserélési reldcidt,
ezért ugyanez igaz a

P =P+z-I, @Q=Q+y-I

operitorokra birmilyen z,y € IR esetén. Kovetkezésképpen a megfeleld unitér
csoportok
T‘i — eiaP’ _ eia,a;Ta’ U['; — eibQ’ _ EibyUb

eleget tesznek a Weyl-relicidnak. Az egyértelmiiségi tétel szerint létezni kell olyan
W unitér operatornak, amelyre

T, =WT,W* é U,=WUW*.
W természetesen fitigg z-t6l és y-tdl. Verifikdlhatd, hogy a
W =T,U_,
unitér operdtor valdsitja meg az unitér ekvivalenciat.

Itt egy tigynevezett inhomogén kanonikus transzformdciéra latunk példa',t,r
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A két valés paraméterrel megadott T, és Uy csalddokrdl néha érdemes attérni
egy komplex paraméter haszndlatdra. Ha z = = + iy, akkor legyen

— L 1
W, = e 2V U, = e "VULT,, ,

amit Weyl-operatornak neveziink. A T, és U, operatorokra vonatkoz6 felcserélési
szabalybdl 1lathatd, hogy

W, W, =exp (—;— Im Tu‘z) |

A t — W,, egyparaméteres folytonos unitér csoport, amely a Schwartz-teret
onmagaba képezi. A Stone-tételbdl tudjulk, hogy ekkor a Schwartz-tér az infini-
tezimadlis generator magja. Masrészt egyszerti szdmolassal

10

Ty Wef=(2Q+yP)f,

it
ha f € S(R). Igy megallapithatjuk, hogy az zQ + yP operdtor lényegében tnad-
jungdlt az S(IR) altéren és

W, = exp(i{zQ + yP)) .

6.3 Kanonikus transzformaciok

Legyen o, 3,7,6 € R és
Q' =aQ+ B3P P =~4Q +46PF.

a P, Q operatorok egy linearis transzformdcidja, amit a vektor-métrix irdsmédban

BRI

Mivel [Q', P'] = (b — B7)[Q, P} egyszerli szamoldssal, Q' és P' pontosan akkor
elégitik ki a kanonikus felcserélési relaci6t, ha Det 4 = 1. A 2 x 2-es 1 deter-
mindnsd valds matrixok egyébként egy hdromdimenzids Lie-csoportot alkotnak,
amely szokésos jeldlése SL(2,IR). A Q = @', P~ P’ transzformiciot kanonikus-
nak mondjuk, ha megérzi a felcserélési relaciét. Tehdt SL(2,1R) a linedris kano-
nikus transzformaciék csoportja. Kanonikus transzformaciéval mdr taldlkoztunk.
Az egydimenzids harmonikus oszcillitor Hamilton-operdtora p*/2m+ Kq*/2.

P (I\'m)l/'lp és qr—}(Km)_I/JQ
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transzformécié kanonikus. (Kordbban atskildzisnak neveztik, és azért hajtottuk
végre, hogy P? és % egyiitthatéja azonos legyen.)

Legyen
AUb — Uba Tbﬁ Ci 0}201:,(‘5'/2J
ATy = UsyTuse @72,
Ekkor
a2 s p2
AUbl Asz — Ub1aTb13 ol biaB/2 szchbz,B el bzaﬁ/Z,

Ubla U Tblﬁszﬁ glb1baaB i (B2 +b2)aB/2

i 2
= U(b1+bg) T(b1+b 18 el (br+b2)aB/2

és megéllapithatjuk, hogy AU, egy unitér csoport. Hasonlé szdmolas mutatja, hogy

AT is az, tovabb3, _
z AT, AUy = € AU AT, .

Igy a Weyl-reldcié reprezentdcidjdhoz jutottunk. A b AU, csoport generdtorat

differencidldssal hatdrozzuk meg:

1dy 1d 1d |
- =2 == — Upy - =T
T R L
=a@ + ﬁP
Hasonldan,
1d 4
A =yQ + 6P
ida a=0
Ezért
A, = P = (ib(aQ+SP)
AP = foQ — a(1Q+P)

Erdemes megjegyezni, hogy mellékesen az is kiolvashaté, hogy
ei (tQ+sP) _ eitQ eisP eits/Z (6315)

Az AT,, AU, és Ty, U, operdtorok kozdtti egyszer(i algebrai kapcsolatbél vildgos,
hogy L?(IR) egy altere pontosan akkor invaridns az 47, és AU, operatorokra, ha
invarians a Ty és Uy operdtorokra. Mivel a Schrodinger-reprezentacié irreducibilis,
az AT, és AU, unitér csoportok is irreducibilis 4brzoldsst adjdk a Weyl-reliciénak.
Az egyértelmiliségi tétel miatt 1éteznie kell egy W4 unitér operdtornak az

AT, =WaT W, AUy=WaU,W;

tulajdonsdgokkal. Tetszbleges A € SL(2,IR) esetén W4-t nehéz megadni, de bizo-
nyos esetekben W4 kiszamithaté.
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4. példa: Ha A = [ i ? ] akkor W4 = e—it@?
a
Elészér azt mutatjuk meg, hogy
e 2T, = AT mitQ7/2, (6.3.16)
Tetszbleges t € R-re és f € L2(IR)-re kiszamitjuk (6.3.16) mindkét oldalat:
& J
e U, () = e 12 (4 a)
és
ATae_ithlgf(m) = TU., e—iazt/2 e_“Qzﬂf(sr;)
— e—iazt/z gl et(z+a) e~itQ2/2f($ +a)
— e—iagt/Z ei at(z+a) 6_i t(a;+a)2/2)f(x + a)
e_it’”z/zf(:c + a).
Ez adja (6.3.16)-t,
e QN2 = Ay, emitQ/2 (6.3.17)
kiszdmoldsa joval egyszeriibb, hiszen felcserélhetd operatorokrél van szd.
0

Ha a részecske szabadsigi foka n, akkor az L?(IR™) Hilbert-téren a
@1,Q2,..., Qs koordindta operdtorok és a P, Py, ..., P, impulzus operdtorok a

[Pk)H]:OJ [Qk,@l}zo, [Qk;R]:(SMII
felcserélési reldcidknak tesznek eleget. Ha z,y € IR"™, akkor bevezetjiik az

Rla,y)=z-Q+y-P:=) zQi+ Y uiF; (6.3.18)

i=1 =1

jelolést. Ekkor
[B(z,9), B, y)] =1 ((=,9) ~ (0,2 )T =1 ((J(z,y), 2",y )M (6.3.19)

ahol
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I, az n x n-es egységmatrixot jeldli. Ebbsl 14thats, hogy az A:R™ o5 R™
linedris transzformécié akkor lesz kanonikus, ha

ALJA=J (6.3.20)

teljesiil. A kanonikus transzformdciok csoportot alkotnak, szerepiikrol szdl a kévet-
kezd példa.

5. példa: A csatolt harmonikus oszcillitor energia operatora
1

H=on

1
P12+§R'P22+KQ%+"‘J(Q1—Q2)2=

ami kinetikus és potencidlis energidra bomlik:

s 1 2 1 2
T = 2MP1+2mP2
1 k
V = §(K+k)Q?—kQ1Q2+—2*Q%

Az oszcillstor megoldésa kanonikus transzformdciok alkalmazdsaval torténik, e* =

VM/m

0 er2 0 0 0 Q1
51 0 e M 0 0 Q-
P 0 0 e M 0 P
2 0 0 0 eM? Py
Az 1j valtozdkban
1

T =

(AW 2
S (B + (R

v = K2R b (@1 - k4 Q)+ 5 VMM (@)

2
A kinetikus energia forgatds invaridns. Most
1 cos(ip/2) —sin(p/2) 0 0 Q1
v | sin(p/2) cosp/2) 0 0 ;
P 0 0 cos(p/2) —sin{p/2) P
Py 0 0 sin(p/2) cos(p/2) Py

és
o 2 B 2
V=@ 5@ rQray,
ahol a és 3 elég hosszi formuldval adhatok meg,

sin

7z—kcosg0+((K—l—k)\/m/M—k M/m) 5
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tovdbbd T véltozatlan. . alkalmas vélasztdsdval ¥ = 0 és
v=2@n+En.
2 2
Tehat
1 ) (4 2 1 2 ﬁ 2
H — PH + at " J + [ PH + [al " }
2\/1,‘4.—7_”(1) 2( 1) 2\/M—m( 2) 2(@2)

és H sajatfiiggvényei meghatdrozhatok: fn(z) gm(y) alakiiak lesznek, ahol f, (x)
az elst tag egy sajatfiiggvénye, g (y) pedig a masodik tagé. f, és g, kiszadmolis
az egszerid harmonikus oszcilldtor példajara vezetddik vissza.

a

Az (6.3.19) egyenlet egyszerlisidik, ha a z = z + iy komplex vektorra tériink
4t. Nevezetesen,
[F(2), R(z")] =1iIm (2,2}

Ekkor a Weyl-féle felcserélési relacis az
exp(i R{z)) exp(i R(2")) = e Im (z,2') exp(i R(z")) exp(i R(2")) (6.3.21)

alakot 6lti.

6.4 Fazistér és hatdrozatlansig

A kovetkezd célunk annak érzékeltetése, hogy az n szabadsigfoki részecske
fazistere a kvantummechanikdban a €™ tér, és z € €7, z = z + iy esetén
a valés 1ész z € IR" a helyzettel, a y képretes rész pedig az impulzussal
hozhaté Gsszefiiggésbe. Minden f € L*(IR™) hullimfiiggvény létrehoz egy py
valdszinliségslirliséget a € fazistéren.

Legyen .
ps(z) = @y 1 az)?, (6.4.22)

ahol o € L*(IR") egy egyelSre nem részletezett hullimfiiggvény és
o, (t) = e WHa(t — z) (z=z+1y).

1. lemma: ps(z) valdszintségsiriség.
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Bizonyitds: Miutdn pg(z) > 0 viladgos a definiciébdl, azt kell igazolni, hogy
fpi(zydz=1.

'(—?‘—?#(f, O!z) = W'/mei_(yyt)a(t — SE) dt y

ami rogzitett z-re a £ = f(t)a(t — z) fiiggvény inverz Fourier-transzformaltja.
Plancheral-tétele szerint [ |F~!(g)|* = [ |g|*, azaz

Q%Yz/l(f;az)lzdy:flmﬁ |a(t‘—.’ﬁ)|2dt.-

fif(t)F‘ ([la(t— m)|2dm) dt
[ ( [1e@p as) ai=1.

Ezt kell integrilni = szerint:

[ (1P iat-a)?at) ao

]
A kvantummechanikai hatdrozatlansig szerint a py valdszintiségsiiriiség nem

lehet tetszdlegesen éles. Fgy p valdszintségsiirliség élességét kifejezhetjiik, tébbek
kozdtt, p Boltzmann-féle entrépidjaval:

S(p) = — f p(#) log p(t) dt (6.4.23)

Ez a mennyiség tetszdleges értéket felvehet (a szérassal ellentétben, ami mindig
nemnegativ).

6. példa: Ha a tobbdimenzi6s normélis eloszlist egy pozitiv definit ¥ métrix adja
Ieg, azaz

(teR"),

1 1,04

akkor S(p) = 2 log(2me) + ;logdetT egyszerti szdmoldssal. Az entrépia X deter-
minansdnak névo fliggvénye.
O

7. példa: A A C R™ tartomanyon egyenletes eloszlds entrépidja log A(A}), ahol
A(A) a tartomdny térfogata (vagyis Lebesgue-mértéke).
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4. tétel: (Wehrl-Lieb) S(p;) > nlog2re.

A tétel bizonyitdsa nehéz, Alfred Wehrl sejtette és Elliott Lieb bizonyitotta
be 1978-ban. Mivel a tétel alsé korldtot ad a Boltzmann-entrépidra, a P
val6sziniliségsiiriiség nem lehet akarmilyen gles.

.....

‘Most kiszdmitjuk a fenti py slirliség marginalisait.

fA (fm P1() dy) dz = fA |£17 * |o? dt

2. lemma:

he a—t) = alf).

Bizonyitds: Az el6z8 lemma bizonyitdsihoz teljesen hasonléan jarunk el:

Jofprrtan w) =/ (xa® [ 17097 hate - D ) de

fXA(I)(fﬂz * o)z dz .

Il

C

Tehdt py els6 marginslis stirisége sajnos nem |f|?, ami a koordinita igazi
stiriisége. Ha azonban a-t gy vélassztjuk, hogy |a.|? egy approximativ egység
legyen a konvoluciéra nézve, akkor

1+ lan]® = |77

(Ez teljesiil, ha |an{® normalis eloszldsd és a kovariancia matrixok sorozata 0-hoz
tart.} Mi torténik ilyenkor az impulzussiiriiségnek megfeleld masodik margindlissal?
Ez |F(f)]* *[Fa|?, ami éppen akkor lesz | F f|?-hez kbzel, ha |Fay|? approximativ
egység. Igy a alkalmas megvilasztdsival elérhetjiik azt, hogy p; vagy a koor-
dindta, vagy pedig az impulzus szempontjibél megadja a korrekt valdsziniiségeket,
de mindkét cél egyidejiileg nem elérhets. Fz a jelenség is a hatdrozatlansig egy
megnyilvanuldsa.
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Fuggelékek

A Metrikus és topologikus terek

Ha adott az X alaphalmaz részhalmazainak olyan G rendszere, hogy

i9,Xeg
(ii) Ha G1,G, € G, akkor Gy NGy € G.
(i) Ha Gy € G (1 € I}, akkor U;G; € G.

(iv) Ha z; és z4 kiildnbdzs pontok X -ben, akkor vannak olyan diszjunkt G, G5 €
G halmazok, hogy z; € Gy és 2 € Gs.

akkor G-t (Hausdorff-féle) topoldgidnak nevezziik az X halmazon, és elemeit nyilt
halmazoknak hivjuk. Ha Gy C G olyan halmazrendszer, hogy G barmely eleme
el6dll Go-beli halmazok egyesitéseként, akkor Gy a G topolégia bazisa.

1. példa: IR szokédsos topoldgidjdban azokat a G C R halmazokat mondjuk
nyiltnak, amelyek barmilyen z € G pontjdhoz van olyan € > 0 szdm, hogy
(z — e,z +¢) C G. E topoldgia bazisat alkotjék a raciondlis végponti nyilt inter-
vallumok, vagy azok a nyilt intervallumok; amelyek vépontjai diadikus racionélis
szamok.

a
Ha (X, G) egy topologikus tér, és Xo C X, akkor Xg-on van egy {X,G)-bél

orokolt topoldgia, amelyben az X NG halmazok a nyiltak, G € G. Ezt topolégiat
altértopolégidnak is nevezziik.

Az (X,G) topologikus térben az z, sorozatrél azt mondjuk, hogy z € X-hez
konvergdl, jeldlésben z,, — z, ha minden olyan G nyilt halmazhoz, amelyre z € G,
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van olyan N € IN kiiszébindex, hogy z, € G, han > N. A topologikus tér defi-
niciéjanak (iv) része biztositja azt, hogy egy sorozatnak legfeljebb egy limeszpontja
legyen.

2. példa: Egy masik topologiat értelmezhetiink IR-en, ha azokat a halmazokat
tekintjiik nyiltnak, amelyek el8allnak balrél zart és jobbrol nyilt intervallumok
egyesitéseként. Ebben a topolégidban z, — z esetén © < =z, véges sok n
kivételével. Ezért ezt a topoldgist a jobbrdl valé konvergencia topoldgidjanak
nevezziik.

]

A nyilt halmazok komplementumét zdrt halmaznak nevezziik. Zart halmazok
metszete zart, és véges sok zart halmaz egyesitése zért. Egy halmaz lezdrdsa a
legsziikebb 6t tartalmazé zart halmaz. Ha egy halmaz lezdrasa a teljes tér, akkor
azt siirinek mondjuk.

3. példa: A raciondlis szdmok IR szokdsos topolégidjaban stirdi halmazt képeznek.
Ez a kijelentés azzal ekvivalens, hogy minden nyilt intervallum tartalmaz raciondlis
szamot.

o

Topolégidt metrika, azaz tdvolsag segitségével is megadhatunk. d: X x X =
R* tavolsig, ha z,y,2z € X esetén

(i) d(z,y) = dly, =),
(i) d(z,z) < d(=z,y) +d(y, 2),
(iii) d(z,y) = 0 akkor és csak akkor, ha z = y.

Ha d egy tavolsag, akkor a
G(z,7) = {y € X : d(z,y) <7}

halmazok (z € X,r > 0) egy topoldgia bézisét alkotjék. Kz a tavolsdghoz, vagy
a metrikus térhez tartozé topolégia. Ha két metrika ugyanazt a topoldgidt in-
dukélja, akkor (topologikusan) ekvivalenseknek nevezziik 6ket. Erdemes meg-
jegyezni, hogy metrikus térben x,, — = pontosan akkor teljesiil, ha d(z,,z) = 0.

4. példa: A R’ halmazon

dy((@9), (@ y")) = [jz — &' +ly — ' P]"”
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tavolsdgot ad minden 1 < p < oo szdmra. (A metrika (ii) tulajdonsiga a
Minkowski-egyenl6tlenség kivetkezménye.} Ezek a tdvolsigok mind topologikusan
ekvivalensek, ugyanis

(Tn,yn) = (2,9)
a dp tdvolsag topolégidjdban akkor és csak akkor teljesiil, ha z, w2z ésy, w y a
szokdsos értelemben.

0

Ha egy topolégia metrikdbdl szarmaztathatd, akkor metrizalhaténak ne-
vezzilk., Nem minden topoldgia metrizdlhatd. Metrizdlhatd térben egy F' halmaz
pontosan akkor zdrt, ha z, =z és z, € F esetén z € F.

R

fel, hogy ezt egy d tdvolsig metrizalja.

Ebben a térben [z, 1) nyilt halmaz, tehdt G(z,r) C [z,1) valamilyen r{z) > 0
szdmra. Bz azt jelenti, hogy ¥ < z esetén d(z,y} > r(z). Legyen H, = {z €
[0,1) : 7(z) > 1/n}. A H, halmazok lefedik [0, 1)-et, ezért valamilyen n-re H,
nem megszamlalhat6. Ez tartalmaz egy szigorian fogydé z1 > zo > ... sorozatot,
amely IR szokdsos topolégidjdban konvergdl egy 0 < z < 1 szdmhoz, de konvergil
a jobbrol valé folytonossdg topoldgidjdban is. Az utébbi megéllapitas ellentmond
a d(z,z) > 1/n koritlménynek.

]

Az x, sorozat Cauchy-féle egy (X,d) metrikus térben, ha minden ¢ > 0
esetén van olyan N € IN| hogy d{zn,zm) < € ha n,m > N. Egy metrikus
teret teljesnek neveziink, ha Cauchy-sorozatai konvergensek. Egy metrikus tér
teljessége nem topoldgial tulajdonsdg: Egy teljes metrikus tér topoldgidjat olyan
tavolsiggal is metrizathatjuk, ami nem teljes.

6. példa: Tekintsiik a természetes szamok IN halmazan a kdvetkezé tavolsdgot:

1 1
———|, h
- , ha n#m,

0, ha n=m.

d{n,m) =

Ebben a metrikus térben z; Cauchy-sorozat, ha x; konvergil egy n természetes
szdmhoz (a szokdsos értelemben), azaz z; = n véges sok k index kivételével, vagy
a masik lehetdség az, hogy zp — co a szokésos értelemben. Az utébbi zy sorozat
nem konvergens a metrikus térben, ezért a tér nem teljes. Ha IN-hez hozzdvessziik
a 0o szimbdlumot és az INU {oo} téren egy d metrikat értelmeziink a

- - 1

d(n,m) =d(n,m), dn,oc0)= -
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képletekkel, akkor egy teljes metrikus teret kapunk.
]

A példhoz hasonléan minden (X, d) metrikus térhez van egy olyan (X, d) teljes
metrikus tér, hogy X C X, X stirti X-ban és d megszoritdsa X x X-re éppen a
d tévolsig. Ilyenkor az (X,d) teret az (X,d) metrikus tér teljessé tételének,
vagy teljes burkanak nevezziik. A teljes burok lényegében egyértelmiien minden
metrikus térre létezik.

Egy topologikus tér szepardbilis, ha van benne megszamlalhaté siirll halmaz.
7. példa: A folytonos [0,1] -+ IR fliggvények C[0,1] terén
d(f, g} = sup{|f(z) - g(z)| : 0 <z < 1}

tavolsag, amiben f, — f jelentése az, hogy f, egyenletesen konvergil f-hez. A
térben a polinomok siiri halmazt alkotnak, ami a Weierstrass-féle approximaécids
tétel kévetkezménye. Mivel egy polinomot tetszéleges pontosséggal kizelithetiink
raciondlis egyiitthatéju polinommal, és utébbiak megszdmldlhatéan vannak, C[0, 1]
szeparabilis. '

O

Legyen X és X' topologikus tér és f : X — X' egy leképezés. Azt mondjuk,
hogy f folytonos az z € X pontban, ha minden olyan G C X’ nyilt halmazhoz,
amelyre f(z) € G' létezik egy G C X nyilt halmaz, hogy =z € G és f(G) C G'.

Metrizdlhatd terek esetén f z-beli folytonossiga azzal egyenértéki, hogy z, —
z esetén f(z,) — f(x).

8. példa: Legyen (X, d) egy metrikus tér és H C X. Ertelmezziink egy f : X = R
fiiggvényt az
f(z) = inf{d(z,h) : he H}

képlettel. Mivel d(z, k) < d(z,z') + d(z’, h), teljesiil az
fz) < d(z,2) + f(2)
egyenl6tlenség, azaz
‘ £ (=) - f(2')] < d(z,a").
Ez mutatja f folytonossagat, ugyanis z, — x esetén d(z,,z) — 0, tehdt |f(z,) —

f(z)| = 0.

Megmutathatd, hogy f(z) = 0 akkor és csak akkor, ha z a H halmaz lezdrdsiban
van. Ezért zért H halmazra f(x) > 0, ha ¢ ¢ H. Ilyenkor f-et az & pont H-tél
valé tavolsdgdnak nevezziik.
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Ha az f : X — X' topologikus terek kozotti leképezés minden z € X pontban
folytonos, akkor egyszerfien folytonosnak nevezziik.

Az f: X — X' leképezés pontosan akkor folytonos, ha minden Y C X' nyilt
halmazra f~1(G") nyilt halmaz X -ben.

9. példa: Az a tény, hogy egy leképezés folytonos-e nagyban fiigg attél, hogy
milyen topolégidkra vonatkoztatunk. Legyen f : R — IR egy fiiggvény és egy
IR-beli sorozatra jelentse £, — z a szokdsos konvergenciat. Tekintsiink IR-en két
topologidt, Gi-et és Ga-t, és nézzlik meg, hgy f : (R,G:1) — (IR, Gs) mikor lesz
folytonos.

Ha Gy és Gy a szokdsos topoldgidk, akkor ezek metrizdlhaték és f folytonossaga
azt jelenti, hogy barmilyen z, — z ésetén f(z,} — f(z). Ez tehit az R-en
értelmezett valés fiiggvények j6l ismert folytonossdg fogalma.

Gi-et tartsuk meg a szokdsos topologidnak, de G, legyen a jobbrél valé kon-
" vergencia topologidja. Ekkor f : IR — IR folytonos lesz, ha minden a < b esetén
{z €R : a < f(z) < b} nyilt halmaz. Ez maga utdn vonja, hogy

{:I:EIR:a<f(rc)<b}=U{mEIR:a+:—n1—§f(sc)<b}

ki3

ugyancsak nyilt. Ezért f-nek folytonosnak kell lennie a szokasos értelemben is. Ha
Ty = Zo és f(20) = a, akkor {x € R : a < f(z) < a-+¢} nyilt halmaz. Ennek f-nél
vett inverze csak 1gy lehet nyilt, ha f(z,) > f(zo) véges sok n kivételével. Ezért
f-nek lokdlis minimuma van a tetsz8leges zo pontbnan. Megmutathatd, hogy ez
csupan a dlland6 fliggvények tulajdonsiga. Csak ezek lesznek az (R, G,) — (IR, Ga)
értelemben folytonosak.

Végiil legyen Gy a jobbrél valé konvergencia topologidja és G a szokdsos to-
polégia. Ekkor f : R — IR akkor lesz folytonos, ha ¢, \, z, fogydéan esetén
f(zn) = f{xo). Hyenkor szoktuk az f fiiggvényt jobbrél folytonosnak mondani.

0
Egy topologikus teret kompaktnak neveziink, akkor ha minden nyilt fedésébél-
kivalaszthatd véges fedés.

10. példa: IR™ nem kompakt, mert a
G(0,m) :={z € R" : d(0,) < m}



218 FUGGELEKEK

gémbok kéziil nem vélaszthaté ki véges sok, ami lefedné IR"-et. Ugyanakkor,
[0,1] € R kompakt, mert minden nyilt halmazokbdl 4llé fedése tartalmaz véges
fedést {Borel-féle befedési tétel).

a

Egy topologikus tér kompakt részhalmazai zartak, kompakt halmaz zart
részhalmaza kompakt. Tovabba, ha X kompakt és f : X = Y folytonos leképezés,
akkor f(X) is kompakt. Egy metrizilhaté tér pontosan akkor kompakt, ha minden
sorozata tartalmaz konvergens részsorozatot.

11. példa: R-en a jobbrdl valsé konvergencia topologidja nem kompakt, mert az
[n,n + 1) nyilt halmazok péronként diszjunkt fedést alkotnak, n € ZZ.

a

12. példa: T kompakt, mert R-nek korldtos és zart részhalmaza, vagy mert f :
[0,27] — ‘
bbbt, f(p) = e'¥ folytonos réképezés.

13. példa: IR" részhalmazai koziil a korlatos és zért halmazok a kompaktak:-

O

Az X topologikus teret lokdlisan kompaktnak nevezziik, ha minden z € X
ponthoz van olyan z-et tartalmazé nyflt halmaz, amelynek a lezdrdsa kompakt.

14. példa: Legyen X egy lokélisan kompakt tér, H C X és x € H. Ekkor 1étezik
olyan nyilt G halmaz és K kompakt halmaz X-ben, amelyre x € &G C K.

(i) Ha H zdrt halmaz, akkor GN H nyilt H-ban és H N K kompakt részhalmaza.
H-nak. Nyilvén z € GNH C KN H. Ezért H az 6roklott topoldgidban
lokélisan kompakt.

(ii) Legyen most H nyilt, és tételezziik fel az egyszeriiség végett, hogy X to-
polégidja metrizalhaté. Ekkor z-nek és X \ H-nak van egy pozitiv dp > 0
tivolsaga. Legyen Go = G(z,do/2) és Fp = Gg. Ekkor Gy C H zirt halmaz
X-ben, és Gy N K kompakt részhalmaza H-nak. Mivel z € G C GoNK(=
Go), igy H lokélisan kompakt.
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Megmutattuk, hogy lokalisan kompakt tér nyilt és zirt részhalmazai is lokélisan
kompaktak. Mivel IR™ lokélisan kompakt, igy béséges példdink vannak lokalisan
kompakt terekre. Ugyanakkor az £ és C[0, 1] terek nem lokalisan kompaktak.

|

Legyen (X1,G1) és (X2, Go) két topologikus tér. Az X; x X halmazon a {Gs x
G2 : G1 € Gi, G2 € Go} halmazrendszer egy topolégia bézisit alkotja, ezt a
topoldgidt tekintjiik a két topoldgia szorzatdnak. Legyen Z egy topologikus tér
é f 1 Z = X1 x Xa, f(2) = (fi(2), f2(z)) egy leképezés. A szorzattopoldgia
jellemz6je az a tulajdonsdg, hogy barmilyen f leképezés akkor és csak akkor lesz
folytonos, ha az fi és f koordindta leképezései folytonosak.

15. példa: IR? szokdsos topologidja szaméra a Gz, r)={y e R® : d(z,y) <}
gbmbdk alkotnak bazist. Megmutatjuls; hogy R? szokdsos topologidja szorzatto-
polégia. Ehhez két dolog kell. Egyrészt a G(z, ) gémbok elédllnak Gy x Go alakid
halmazok egyesitéseiként, 73 és G2 nyilt részhalmazai IR-nek. Masrészt minden
ilyen Gy x Gy halmaz el6all G{z,r) alaki gémbok egyesitéseként.

Legyen y € G(z,r). Ekkor d(z,y} =:ro <7 é G(y,r — ) C G(z,r). Konnyli
l4tni, hogy

(51_377210 n ?M) ( 2:/7:0”“’” 2f)cg(y’ ro)-

(Egyszertien a r — ro sugari kérbe befrtunk egy r — ry 4tléjd négyzetet.) Ez
bizonyitja az elsé dllitdst. A mdsodik allit4s bizonyitisa hasonld, itt négyzetbhe kell
kért {rni.

a

Természetesen véges sok topologikus tér szorzatit hasonléan képezziik. Ha
végtelen sok teret szorzunk, akkor olyan Gy x G2 X ... halmazck alkotnak bazist a
szorzattérben definicié szerint, hogy G; a teljes X; ter véges sok index kivételével.

{gy, ha R-nek vessziik énmagdval végtelen sokszor a szorzatat, akkor (0,1} x (0, 1) x
(0,1} x ... nem lesz nyilt halmaz a szorzattérben!

1. tétel: (Tyihonov-tétel) Akdrhdny kompakt topologikus tér szorzate kompakt.

0

16. példa: Tekintsiik a {0,2} halmazon a trividlis topolégiat, azaz {0} és {2}
egyarant nyilt halmazok. Legyen X := {0,2}™ a {0, 2}-tér Snmagaval vett végtelen
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szorzata. A Tyihonov-tétel szerint ez a tér kompakt és nem mds mint a {0,2}
sorozatok tere. Ha z, € X egy sorozat, akkor z, — , ha (2,)*) — 2, azaz az
()1, sorozat rogzitett k-ra véges sok kivétellel (%), ((z,)*) jeldli az z, sorozat
k-adik elemét.)

Ezt a teret metrizdlhatjuk is, példaul a
[o.¢]
_ [ -y
d(z,y) = kz_:l ok
tavolsaggal.

(k)
f!X—)[O,l}, IEF—}Zg—k
k=1

egy folytonos leképezés. Az ¢ 0 — 2 sorozathoz azt a valds szdmot rendeljiik, amely
harmados tért kifejtésének jegyeit az & sorozat adja meg. A képtér azokbdl a valéds
szamokbdl 4ll amelyek ilyen kifejtésében nincsen I-es jegy. Ez az in. Cantor-
halmaz. Az f leképezés és inverze is folytonos. Ez azon miilik, hogy valés szdmok
egy sorozata éppen akkor konvergdl egy valds szamhoz, ha harmados tort alakban
felirva 6ket, a jegyek sorozata rendre konvergal.

Ezutan folytonos fiiggvényekre vonatkozé tételeket ismertetliink.

2. tétel: Legyen X egy lokdlisan kompakt tér, amely o-kompakt, azaz lefedhetd
megszdmldlhatd sok kompakt halmazzel. Ha {G; : i € I} nyilt fedése X -nek, akkor
létezik folytonos fn : X — [0,1] fiigguényeknek egy olyan sorozate, amelyre

(i) suppf, kompaks
(i) 3 falz) =1
(ii5) #{n € N : K N suppfn # B} véges minden K C X kompeakt halmazra.
(tv) Minden n € IN-re lé’tezik i €1, hogy suppfn C G;.
O

A tételben szerepld f, fuggvénysorozatot a {G; : i € I} fedéshez tartozd
egységosztdsnak nevezzik.
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3. tétel: (Tietze-féle Kiterjesztési tétel) Legyen F zdrt halmaz egy met-
rizdlhatd X topologikus térben és f : F — [a,b] C IR folytonos figguény. Ekkor
létezik olyan f : X — IR folytonos fiigguény, amely kiterjesziése f-nek.

0O

4. tétel: (Weierstrass approximdciés tétele) He f oz [a, b} intervallumon foly-
tonos fligguény és € > 0, akkor létezik olyan p polinom, amelyre

|f(z) —p(z)] <e, he a<z<b.

Ha f valds értéki, akkor az 6t kozelitd polinom egylitthatél valésak, egyébként
komplex szamok. A tétel dgy is fogalmazhaté, hogy a C[a,b] Banach-térben a
polinomok sfiréin vannak. Amennyiben a [0,1] intervallumrdl van szd, az f-et
kozelité polinomok sorozata konkrétan is megadhats. Ha

pule) 1= 0 1 () a1 - 2y
k=0

akkor a p,(z) Bernstein-féle polinomok egyenletesen konvergdlnak az f :
[0,1] = R folytonos fiiggvényhez.

5. tétel: (Stone-Weierstrass approximadciés tétel) Legyen X egy kompakt to-
pologikus tér és A folytonos valds értéki figguvények olyan halmaza, amelyre

(i) A tertalmazza o konstans figguényeket,
(ii) Ho z,y € X és z # y, ckkor van olyan f € A, amelyre f(z) # f(y}).
(#i) Ho f,g € A, akkor f+g, f-g€ A

Ekkor A siirit o Cr(X) Banach-térben.

A tétel komplex viltozata hasonld.

6. tétel: (Stone-Weierstrass approximdcios tétel) Legyen X egy kompakt to-
pologikus tér és A folytonos komplex értéki figgvények olyan halmaza, amely a
fenti (3)-(i11) tulajdonsdgok mellett az aldbbi tulajdonsdggal is rendelkezik:

(iv) Ha f € A, akkor f € A.

FEkkor A stiri a Cgp(X) Benach-térben.
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Gyakran fontos a Stone-Weierstrass tétel egy szorzattérre vonatkozé kovet-
kezménye. Legyen X az Y és Z kompakt topologikus terek szorzata. Ha f{y, z)
kétvaltozds folytonos fiiggvény az X = ¥ x Z téren, akkor € > 0 esetén vannak

olyan g1(y),92(¥), - .., 9n(y) és h1(2), ha(2), ..., hn(z) folytonos fiiggvények, ame-
lyekre

F2) =Y gy hilz)| <€

=1
minden (y,z) € Y x Z esetén. (Azt is mondhatjuk,hogy a Cr(Y) és Cr(Z) linedris
terek algebrai tenzorszorzata sirfi Cr (¥ x Z)-ben.}

Gyakorlé feladatok

1. Legyen X tetszdleges halmaz és d tavolsdg X-en. Mutassuk meg, hogy
o{z,y) = min(1, d{z,y)) ugyancsak tavolsdg.

2. Definidljuk a természetes szdmok IN halmazan az aldbbi fiiggvényt:

_ 1+ Lo, ha n#m,
d:INxIN =R, (m,n)r—){oj ha m=m.

Igazoljuk, hogy ekkor (IN,d) teljes metrikus tér!
3. A természetes szamok halmazan definidljuk az alabbi leképzést:

L ha utolsd k szdmjegye azonos
dim,n) =4 & ™7 SO % SZAmIey ’
0 ha n=m

Igazoljuk, hogy ekkor (IN, d) metrikus tér, de nem teljes!
4. Legyen f : IR — IR szigorian monoton fliggvény. Igazoljuk, hogy a
d:RxR-oR  (z,9)~|f(z) - fy)l
leképzés metrikat hatiroz meg!

5. Mutassuk meg, hogy az alabbi metrikus terek nem teljesek, és konstrudljuk
meg a megfeleld, teljessé tett tercket! a. Az IR egyenes a d(z,y) = |arctgz —
arctgy| tdvolasdggal. b. Az IR egyenes a d(z,y) := |e” — e¥| tavolsdggal.

6. Legyen 7 a valés szdmok zdrt valédi intervallumainak a halmaza: 7 :=
{[e,b] CR.: a,b € R,a < b}. Definidljuk Z-n a kovetkez6 tdvolsdgot:

d:IxT R ([a, 8], [c,d]) = |a — c| + |b—d].

Bizonyitsuk be, hogy (Z,d) metrikus tér, de nem teljes! Adjuk meg a tér
teljes burkdt!
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7. Az el6z8 feladatban szerepld 7 halmazon értelmezziink egy masik tavolsigot:

10.

11.

12.

13.

d:IxIT=R"  ([a,b),[c.d]) = u((a,b]) + p(lc,d]) — 2u([e, b] N [c,d]),

ahol p{[z,y]) = |y — z| és u(@) = 0. Bizonyitsuk be, hogy ez metrikus tér, de
nem feljes. Keressiik meg a teljessé tett teret!

. Mutassuk meg, hogy a valds egyiitthatés polinomok P tere nem teljes az

aldbbi metrikdkra.:

G4(P,Q) = max{|P(z) - Q) : 0<z <1},
B(P,Q) = /1P Q@) dz,
d3(P,Q) = Y lal, ha P(z)—Qz) = ciat

€N i€EIN

Legyen (M, d) metrikus tér és E C M nemiires részhalma. a. Igazoljuk, hogy
F(z) :=inf{d(z,y) :y € E}

folytonos fiiggvény! (f(z)-et az z pont E halmaztdl mért tavolsiginak ne-
vezziik.) b. Igazoljuk, hogy egy metrikus térben minden zart halmaz el84ll
megszamlithatdan sok nyilt halmaz metszeteként!

Legyen (4, 01) és (B, g2} metrikus terek, p1,02 < 1 és AN B = 0. Igazolja,
hogy az X = AU B halmazon

1 ha ze€Ad, ye€B
1 ha zeB, yeA
-Ql(z:y) ha T,y € A
Qz(ﬁ,y) ha T,y € B

d(z,y) =

metrikal

Mutassuk meg, hogyha F zart, G nyilt halmaz, és G C F, akkor F \ G zdrt.
Tovabbd, ha F C G, akkor G\ F nyilt.

Mutassuk meg, hogy a.raciondlis szdmok @ halmaza nem tartalmaz nyilt
intervallumot!

Legyen
oo
A= {sr;;z =Y ad™, ae {0,3}}.
i=1

Tartalmaz-e A nyilt intervallumot?
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14. Legyen (X, d) metrikus tér. Bizonyitsuk be, hogy

_ d(=z,y)
o(z,y) = m

tavolsig!

15. Legyen z,y € R™ esetén

n i/p
doo{z,y) = max{|z; —]: 1 <i<n},  dlzy) = (Z |z —yilp) :

=1
Bizonyitsuk be, hogy d,(z,y) = doo(z,y), ha p — oo!
16. Legven n,m, € IN estén
1 1
d(n,m) = I— - —~’
(n,m) e

Melyek a d metrikira a konvergens sorozatok, melyek a Cauchy sorozatok?
Mi az (N, d) tér teljes burka?

17. Legyen (X,d) egy metrikus tér. Az aldbbi metrikék kozil melyik ekvivalens
d-vel? (Bizonyitsa az 4llitdsat!)

__d(=z,y)
W@ = T (,)
d2($}y) = min{la d(ﬁ, y)}
da(z,y) = sup{ld(z,t) —dly,t)| :t € X}
18. Az X halmaz a ) 4
_J 1 ha z#y .
d(may)“{o ha z=y '

metrikéval metrikus tér. Igazolja, hogy (X, d) pontosan akkor szeparabilis,
ha X megszamlslhaté halmaz! Mikor lesz X kompakt?

19. Legyen z, egy kompakt metrikus térben kiilénbdzé pontokbdl 4ll6 sorozat.
Mutassa meg, hogy =, pontosan akkor konvergens, ha az {zn, n € IN} hal-
maznak egyetlen torlédasi pontja van. Lehet az zn-re vonatkozé feltételt
gyengiteni?

20. Legyen f az X topologikus térnek az Y topologikus tére valé rédképzése.
Igazolja, hogy X szeparabilitisa magédval vonja Y szeparabilitédsét!

21. Igazolja, hogy ha (X,d) szepardbilis metrikus tér, akkor minden nyilt
fedésébél kivalaszthaté megszamlalhaté fedés!
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23.

24,

25.

26.

27.

28.
29.

30.

31.

32.
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A valés szdmok IR halmazéan a kovetkezd tavolsigot tekintjiik:

1 ha tEQ) 8¢Q

BB ha t¢Q, s€qQ
d(t,s) = min{1/2, [t —s|} ha tse@
min{1/2, [t—s|} ha t,s¢Q

a. Igazolja, hogy d metrika! b. Teljes-e az (IR,d) metrikus tér? c. Sze-
pardbilis-e az (R, d) metrikus tér? d. Mutassa meg, hogy a Dirichlet-fiiggvény
folytonos (IR, d}-n!

Legyen fo{z} = e™™* € C[0,1]. (a) Van-e az f, fiiggvénysorozatnak kon-
vergens részsorozata? (b) Kompakt-e a C[0,1]- tér? (c) Esetleg lokélisan
kompakt?

Legyen f : [0,1] — IR folytonosan differencisthaté fliggvény és & > 0. Mu-
tassa meg, hogy Iétezik olyan p(z) polinom, amelyre |f(z) — p(z)| < € és
|f'(z} — p'(z)| < € minden 0 < & < 1 esetén!

Legyen f : [0,1] — IR folytonos fiiggvény. Mutassa meg, hogy van olyan
p{z) polinom, amelyben a véltozénak csak paros hatvinyal szerepelnek és
IIf = plleo < € tetszbleges elbre adott € > 0 szamra!

Mutassa meg, hogy a Cg(T) térben a {z™ : n € Z} halmaz 4ltal kifeszitett
linedris altér shrd!

Legyen (X, d) egy teljes metrikus tér és z € X. Adjon meg az X \ {z}
téren egy olyan d' metrikat, amelyre a tér teljes és X \ {z}-ben ugyanazok a
konvergens scrozatok a d' metrikira, mint a d metrikdra/

Mutassa meg, hogy minden kompakt metrikus tér teljes és szepardhilis!

Mutassa meg, hogy az £° tér nem szeparabilis! (Utmutatds: 1. Ha z és y két
kiilonb6z6 0 — 1 sorozat £%°-ben, akkor a Gz, 1/2) és G(y, 1/2) gémbok dise-
junktak. 2. £ tartalmaz nem megszamlalhatdan sok paronként diszjunkt
nyilt halmazt.)

Bizonyitsa be, hogy a folytonos szakaszonként linedris flggvények siiriin
vannak C[0,1]-ben! (Utmutatis: Elegendd folytonosan differencidlhatd
fiiggvényeket kizeliteni.)

Legyen f : X — Y topologikus terek kozotti kolcstndsen egyértelmil
raképzés. Mutassa meg, hogy ha X kompakt, akkor f inverze folytonos!

Mutassa meg, hogy két metrizdlhaté topologikus tér szorzata metrizalhaté!



B Meérték és integral
B.1 A Riemann-integral

Legyen f : [0,1] — IR folytonos fiiggvény. Elészor dttekintjiik az- fol f(z)dx
Riemann-integral értelmezését.

A [0,1] intervallum egy = felosztasa valamilyen 0 = tg < ¢, < ... < tpq1 <
tn = 1 osztépontok felvételét jelenti. A m = (to,t1,...,%,) felosztds dtmérdje a
részintervallumok hosszanak maximuma:

d(r) == max{ty —tp-1:1 <k <n}.
Ha egy felosztds osztdpontjaihog djabbakat vesziink, akkor a felosztds finomitdsat
kapjuk. '
A 7 felosztishoz tartozd integrdlkozelitd-osszeg €rtelmezése a kivetkezd:

sn(f) =D (tk — te1) f(t—1) .

k=1

Roégzitett w felosztdsra f viltoztatdsa linedris funkcionélt ad:

(i) sn(f1) + 8a(f2) = sa(f1 + f2)
(i) sn(Af) = Asa(f).

‘Tovabbs.

(iif) ha f > 0, akkor s.(f) 2'0,

(iv) sellfs + fal} £ sx(|1]) + s (| f2l)-

1. lemma: Tételezzik fel, hogy d(r) <n és |v —z'| < n esetén |f(z) — f(z')] < e.
Legyen ' a w felosztds finomftdsa. Ekkor

lsw (F) — su(f)| <&

Bizonyitds: Az sy (f) kbzelitd Ssszeget bontsuk a n felosztds
[to, 1)y . .., [tn—1, x| intervallumainak megfelel6 részosszegekre

s (f) = ey ()s  swy() =D —t_)Fti_1)
k=1

i

226
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ahol t_1 =8y <#] ... <t = t;. Bkkor

lswrky = (B = te-t)f(te-1)] = D —t_)F(t_1) ~ >t — ) fta-r)
{

{

< Do —toDIF (o) — Fe)]
I

IA

Z(ti — 1) = (te — ty—1)e
i

és k-ra Osszegezve

lsar () = sx(D) < D Iswiy(F) — (b — tro1) f(ta—1))|
k

A

n
< Ytk —te-1)e=e.
k=1

2. lemma: Ha §(w(n)) = 0, akkor sy(n)(f) Cauchy-sorozat.

Bizonyitds: Legyen € > 0 adva. f egyenletes folytonossaga alapjin valasszunk
olyan 7 > 0-t hogy |f(z) — f(z')| < € teljesiiljon |z — =’| < 1 esetén és valasszuk
N-et Ggy, hogy n > N-re §(m,) < 1. Legyen n,m > N és alkalmazzuk az eléz8
lemmét 7, és m,, felosztdsok kézds n' finomitdsdra. Ekkor

Is'.rr(n) —so(f)l <e, lsﬂ(m)(f) —so(f)l<e

tehdt
isw(n) (f) — Sx{m) (f)l <Ze.

0

Ezek utdn az fol f(z) dz Riemann-féle integralt értelmezhetjiik az s,(n)(f)
Cauchy-sorozat limeszeként. Maga a limesz természetesen nem fiigg attdl, hogy
milyen' felosztds sorozatot vélasztunk. Az integralkdzelits dsszegek (i)—-(iv) tulaj-
donsédgai 6roklédnek a Riemann-integralra.

A fenti gondolatmenet nagymértékben altaldnosithaté. Legyen g : [0,1] — C
fiiggvény és

s2(F) = > _lg(te) — glte—1)]f(tr-1). (B.1)
k=1
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Az 1. lemma bizonyitdsa minimalis médositdssal miikddik és az

[s2,.(f) = s5 () < D lg(te) — glte—1)le

k=1

eredményt adja. Ha a g fiiggvény olyan, hogy 1étezik egy C > 0, amelyre
k11
> lglte) - glte-1) < C
k—1

barmilyen 7 felosztdsra, akkor &(m(n)) — 0 esetén s? () (f)} Cauchy-sorozat, és
limeszét

[ 1&)dsta

formaban jeldljiilk és Riemann-Stieltjes integrdlnak nevezzitk. Ha g teljesiti a
fenti feltételt, akkor korldtos valtozdsinak nevezik és

sup {Z lg(ts) — g(te-1)| - ‘ﬁ}
k=1

g teljes vdltozasa.

Tovabbi 4ltalanositdsra van lehet6ség, ha adott a szdmegyenes
részintervallumain értelmezett és ériékeit egy X Banach-térben felvevd v

fliggvény, és a
n

sp(f) = Z v([tk—1,tx)) f(Bx—1) (B.2)

k=1
definiciébél indulunk ki. Az 1. lemma bizonyitdsinak zavartalan miikSdéséhez
sziikséges a

‘U([tk—htk)) :Z V([ti—ll t;))

1
feltétel. Ez teljesiil, ha megkoveteljiik, hogy

v([a, b)) +¥{[b, ) = ¥([a,c)) - (B.3)

Természetesen a korldtos valtozdshoz hasonld feltétel is kell:

sup {Z e ([te—1, 2] : ‘ﬂ'} < +o0. (B4)
k=1
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Ha tehdt a v, Ggynevezett vektorértékii, halmazfiiggvényre teljesiil az (B.3) addi-
tivitds és a (B.4)-gyel kifejezett teljes valtozdsa véges, akkor beszélhetiink az

1
-/(; flz)dv(z) (B.5)

vektorértékii mérték szerinti integrilrdl.  Valdban, ha ={(n) olyan fel-
osztassorozat, amelyre 6(w(n)) — 0, akkor Sy(n) (f) Cauchy-sorozat az X Banach-
térben és limesze az integrdl. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a (B.5) integrél
normaban konvergens. A legegyszeriibb esetben az X Banach-tér IR vagy €.
Ekkor v-t eléjeles mértéknek, illetve komplex mértéknek szokis nevezni.

A fenti mddszerrel nem csak [0,1]-en, hanem IR™-en, illetve annak bizonyos
részhalmazain értelmezett fliggvények integraljat is értelmezhetjilk. Ha tdbb di-
menziéban akarunk integralni, akkor a felosztds fogalma elbonyolédik, ezért méasik
utat kovetiink. Eldszdr a véges sok értéket felvevd 1épcsds fiiggvényeket integraljuk
és az integralt mint linedris funkciondlt kiterjesztjlik bizonyos mds fiiggvényekre,
vagy ami ezzel lényegében ekvivalens, nem az f fiiggvény esetleg tdbbdimenzids
értelmezési tartomany4t, hanem annak értékkészletét bontjuk fel kisebb darabokra.

B.2 Az absztrakt Lebesgue-integral

A Lebesgue-féle absztrakt integral kiindulépontja egy (X, B, 1) mértéktér, ahol
X egy alaphalmaz, ezen vannak értelmezve azok a fliggvények, amelyeket integralni
akarunk, B az X részhalmazainak egy osztdlya, ami a g mérték értelmezési tar-
tomanya.

‘Az additiv halmazfiiggvényeket mértéknek hiviuk. Pontosabban mérték alatt
olyan nemnegativ értékeket felvevé u halmazfliggvényeket értiink, amelyekre

#-( D Hi) = i p(H;), , (B.6)

amennyiben a H; halmazok p értelmezési tartomdnydban vannak és paronként
diszjunktak. Az utébbi feltételt o-additivitdsnak modjuk, ellentétben a (B.3)
véges additivitdssal.

A’ B halmazrendszerrél azt kdveteljik, hogy o-algebra legyen, azaz

(1) ha A € B, akkor A komplementuma, X \ A'is B-ben van,
(2) ha Ay, Ay, ... € B, akkor | J22, 4, € B,
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Lebesgue integralfogalmanak fejlodése.

frta: Riesz Frigyes.

EiGacasom tirgya Lebesguenek az integralisra vonatkozo
alapvetd idedi és az ezekhez csatlakozé vizsgalatok. Ha jogot vin-
dikalok arra, hogy ezekrdl itt beszéljek, ezt arra alapithatom, hogy
egyike voltam az elsGknek, akik az uj integralfogalom mélységét
€5 nagy horderejét felismerték, '
~ Ha jol emiékszem, Lebesgue integralfogalmara a trigonometri-
kus sorokrol irt kényve, mely a Borel-sorozatban jelent meg, hivta
fet eliszdr a figyelmemet; késébb, hogy részleteibe hatolhassak,
tanulményoztam disszertdciojat és az integralase6i iroft kbnyvét.
De arra a gondolatra, hogy ezt a fogalmat az engem érdekl$ pro-
blémakra alkalmazzam, csak 1906-ban, Fatou kivalé doktori érte-
kezésének olvasasakor jutottam, mely az Acta Mathematicaban
jelent meg. Kiilondsen egy igen egyszerli tétel, melyet ta iltald-
nosan Fatou-féle lemmdnak neveznék s mely mai s26hasznalat sze-
rint az integralasnak, mint fliggvényopericidnak alulrél valé foly-
tonossagat bizlositja, segitett 1907 februdrjaban, néhdny héttel a
dolgozat olvasdsa utan, azon tétel hizonyitasiban, melyet egyide-
jlileg 16lem fliggetleniil Ernst Fischer is felfedezett s melyet ketténk
neve alatt idéznek. Ez a tétel elstsorban 4lland¢ menettérti jegyiil
szolgal az integrilegyenletek ekméletében szerepet jatszd- kéf vég-
telen sok dimenzids tér k§z6tt, t. i. Hilbert végtelen koordinatatere
¢s a mérhetl £s négyzetesen integralhall fliggvények Osszessége
kbzott; e két teret ma Neumann. Janos nyomin egy &ltaldnosabb
fogalomnak, az absztrakf Hilberi-térnek két kiilbnbbz8 megvaldsi-
tisa gyanant fogjuk fel. Ez volt talin a Lebesgie-iéle elméletnek
elsd-alkaimazdsa — természetesen nem szamitva a sajat. maga &s.
Fatou vizsgalatait -—, mely a matematikusok figyelmét magira
vonfa €s az G integralfogalom fontossdgit megvilagitotta. Azok
kbzitt, akik ezt a tételt hamarosan alkalmaztik, legyen szabad
Emile Picard nevét idéznem, aki az els6fajui integralegyenletek el-
méletében hasznalja, mig kortdrsainak tobbsége hii maradt a klasz-
szikus integrdlfogalomhoz és annak kdzvetlen sltalanositasaihoz s
nem nagyon torte magat az 4j integral utdn. Meg kell még emfite-
nem Fréchet nevét, aki csaknem azonnar észrevette tételiinknek egy
fontos kivetkezményét, tudniillik a négyzetesen integralhaté fiigg-

' Parisban, 1049 jiniusiban a Faculté des Sciences meghivésira tartott
¢s a_grenoblel cgyetemen, majd pedig Budapesten a Bolyal Tarsulatban meg-
ismételt elfadds! francia eredefﬁjle* L évolution de la notion dintégrale de-
Lejl%esgut;;‘ cimen az Aunales de I'Université de Grenoble c. évkényvben van
sajté abatt.

Riesz Frigyes az elsék kozé tartozott, akik felismerték a Lebesgue-integral
JjelentGségét. Errél szdmol be 6 maga egy Parizsban tartott eléaddsiban.
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(3) XeB.

Mivel a halmazok metszete kifejezhetd az egyesités és a komplementum segitségével,
(1)-bél és (2)-b8l kdvetkezik, hogy A,B € B esetén AN B € B, hasonldan
megszdmlélhatd metszetre is. A B-beli halmazokat mérhetdnek nevezziik, mert
B a p mérték értelmezési tartoménya.

A szamegyenesen (és dltaldban egy metrikus térben) Borel-halmazoknak ne-
vezzilk annak a legsziikebb o-algebrinak az elemeit, amely tartalmazza az Gsszes
nyilt halmazokat.

A szdmegyenes Borel-halmazain egyetlen olyan A¢ mérték van, amely inter-
vallumokon az intervallum szokdsos hosszdval egyegik meg. A szdmegyenes egy
részhalmazit Lebesgue-mérhetdnek nevezziik, ha egy Borel-halmaznak és egy
0-mértékii Borel-halmaz részhalmazanak az egyesitése. Megmutathatd, hogy a
Lebesgue-mérhetd halmazok o-algebrit alkotnak.

3. lemma: Legyen:B o-algebro az X alaphalmazon és f 1 X — R egy figgvény.
Az aldbbi tulajdonsdgok ekvivalensek:

(i) Hae BCIR Borel—ﬁalmaz, akkor f~1(B) € B.
(ii) Minden a < b valds szdmra f~'((a,b)) € B.
(#) Minden a < b valds szémra f~([a,b)) € B.
(iuv) Minden b valds szdmra f~((—co,b)) € B.
(v) Minden b valds szdmra f~1({(—o0,b}) € B.

A lemma azon milik, hogy a szdmegyenesen a Borel-halmazok o-algebrdjat ge-
nerdljdk a nyilt intervallumok, éppen dgy, mint a zart intervallumok, vagy a
végtelen intervallumok.

a

Legyen (X, B, 1) mértéktér és f : X — R egy fliggvény. f-et mérhetének ne-
vezziik, ha rendelkezik a megel6z6 lemméban felsorolt tulajdonsagokkal. A mérhetd
fiiggvények osztilya az a fliggvényosztily, amelynek bizonyos elemein a p mérték
szerinti integrdlt értelmezni akarjuk. A mérhetd fliggvények korébél az Ssszeadds,
a szorzas és a pontonkénti limesz képzése nem vezet ki. Az utébbi tulajdonsig az,
ami ezt a fiiggvényosztdlyt jol kezelhetévé teszi. Ha f és g mérhetd figgvények,

akkor
reX:(f+9)@ <t =] (o0, 0) Ny (=00,m)),
i

¥
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ahol az egyesitést az 6sszes olyan (r, t) racionalis szémpérra vessziik, amelyre t++ <
b. Ez a képlet az eléz6 lemma fényében azt mutatja, hogy ha f és g mérhetéek,
akkor f + g is az. Ha f, egy olyan fiiggvénysorozat, amely pontonként tart az f
fliggvényhez, akkor akkor

o

{zeX: flz)<b} =6Q D{ fﬂ(m<b+;}

Ez azt adja, hogy f mérhets, amennyiben f,-nek azok.

1. példa: Azt szoktdk mondani, hogy a Lebesgue-féle és a Riemann-féle integrél
kozdtt a lényeges kiilonbség az, hogy az utébbindl a fiiggvény értelmezési tar-
toményat osztjuk fel egyre kisebb részekre, az el6bbinél pedig értékkészletét. En-
nek megvildgitdsira legyen (X, B, u) mértéktér és f : X — IR egy korldtos mérhetd
figgvény. Tételezziik fel, hogy f(X) C [a,b] és p(X) < +oc0. Ha 7 az [a,b] inter-
vallum egy particiéja, @ = up < w1 <... < up_3 < u, = b, akkor legyen

Se(f) = Z.U ([ux- 1,uk))) Up—1 -

Hogyan véltozik ez az sszeg, ha példdul az ug és u; osztépontok kbzé djabb ug <
up < uy < ... < u} = u; osztépontokat iktatunk be? A p (f‘l[uo,ul)) ug tagot .
kell helyettesiteniink a

k
Do (o) i,
i=1

Osszeggel. A kiilénbség becsléséhez felhasznaljuk, hogy

k

i (f 7 [uo, ur)) uo = Zr“ (f Hujonsuy)) u

j=1

a mérték additivitdsa szerint és a megvaltozés

"
o g ug)) (g —uo) < (F ua,w)) 6(x) .

=1

Ugyanezt esetleg tobbszér alkalmazva azt kapjuk, hogy ha 7' finomitdsa w-nek,

akkor
17 (f) = Sar (F)| < p(X) 8(m) .

Ekkor a 2. lemma bizonyitasinak gondolatmenetével beldthatjuk, hogy d(x(n)) —

0 esetén Sy, (f) Cauchy-sorozat. A sorozat hatarértéke lesz az |  f(z) dp(z)
Lebesgue-féle integral. A konstrukcié nem bonyolult, mégsem teljesen vildgos, hogy
az igy értelmezett integral linedris. E tény igazoldsa tovdbbi meggondol4st igényel.
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(]

Az egyszeriiség kedvéért o-véges mériékekkel foglalkozunk. Ez azt jelenti,
hogy feltételezziik, hogy az alaphalmaz megszamladlhaté sok véges mértékii halmaz
egyesitése.

Legyen (X,B,u) egy o-véges mértéktér és f : X — IR egy nemnegativ
mérhetd fiiggvény. A példa alapjan az [, f(z)du(z) integralt a kdvetkez8képpen
értelmezziik. Valasztunk X-nek egy X, Xy, ... mérhetd particiéjit vigy, hogy

(1) X, €eB, U:o:an =X, XiﬂXj =0 h&’b;é]
(2) (Xn) < +o0
(3) f korlatos X, -en.

Legyen _
fX o) dpio) =3 [X 1) duta),

ahol a jobb oldalon 4ll6 Gsszeg tagjai a példa szerint vannak értelmezve.
Természetesen meg kell mutatni, hogy maga az sszeg nem fiigg attdl, hogy hogyan
valasztottuk az X, Xa,... mérhetd particiét. Ez megtehetd.

Végil, ha f : X — IR tetszdleges fliggvény, akkor f-et az fy := 0V f és
f- = ~(0A f) pozitiv fiiggvények kiilonbségeként irjuk, f = f, — f_,

[
w

[ 1@ duto) = /X F4(2) dpa) — /X F- (%) du(2)

ha a jobb oldalon mindkét tag értelmes. Ezzel a Lebesgue-féle integral konst-
rukecidjdt ismertettiik. A tovdbbiakban az integrlds tartomdanydt nem irjuk ki, ha
az a teljes tér.

1. tétel: Legyen (X, B, p) o-véges mértéktér és legyen LY (X, B, 1) azon mérhetd
[ figguények dsszessége, amelyekre

£l = ] ()] dslz) < -+oo.

Ekkor LY (X, B, 1) a || - ||1 normdval Banach-tér, amin az integrdl pozitiv korldtos
linedris funkciondl:

(i) >0 esetén [ f(z)dufz) >0
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(i) |f f(z) du(@)] < |Iflls.
Tovdbbd teljesil az dgynevezett Csebisev-egyenittlenség:

(i) p{{z € X : |f(z)] > a}) < a7 |f|l1 minden pozitiv a szémra.

4. lemma: Ha f,, f € L(X, B, 1) és fr — f L'-normdban, akkor minden ¢ > 0-
hoz létezik egy H € B halmaz és egy fnox) részsorozat dgy, hogy (X \ H) < € és
fnxy = f a H halmazon egyenletesen.

Bizonyitds: Valasszunk 0-hoz tarté 6, > 0 sorozatot, példdul 6, = 27" és
legyen
Hy={zeX :|f(z)~- falz)] > dn}.

A Csebisev-egyenlStlenség szerint

plH))=p({ze X 1 |f(z) - fal@) > 6,1 < Il.f :Sjnlll '

Ha olyan n(k) sorozatot valasztunk, hogy

If = Fagylh <e272

és H = Ny=; (X\Hp(ry), akkor

o0

oo 62 —2k
X\H) E n(k)) < Z

Masrészt x € H esetén
|7(2) = Fay(@)] < ngiy

ami egyenletes konvergencidt mutat.
a

Legyen (X, B, i) mértéktér, f, mérhetd fiiggvények sorozata és f egy mérhetd

figgvény. A
AU N {o: 150 - @ < 1

k=1no=1n=no

halmaz mérhetd, hiszen mérheté halmazokbdl alakitottuk ki metszet és egyesités
képrégsel. Az x pont hozzdtartozik a halmazhoz, ha minden k-ra létezik ng, hogy
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minden n > ng esetén |f(z) — fn(z)| < 1. Igy a megkonstrudlt halmaz pontosan
azon z-ek Osszessége, amelyekre fr(z) — f(z). Ha

X\ {z € X : falz) = f(2)}) =0,

akkor azt mondjuk, hogy fn — f p-majdnem mindeniitt. A 0 mértéki hal-
mazon killonb&zé fliggvényeket a mérték és integrilelméletben gyakran meg sem
kiilonboztetik. Valdjdban mar a 1. tételben is ezt tettiik. Szigordan véve || - ||1
nem csak az azonosan 0 fliggvényen nulla, hanem a p-majdnem mindeniitt eltiing
fiiggvényeken is. ‘

Az eléz6 lemma ismételt alkalmazdsdval igazolhatd a kovetkezd tétel:

2. tétel: Ha fn,f € L'(X,B,p) és fo — f-L'-norindban, akkor van olyan fu)
részsorozat, amely p-majdnem mindeniitt konvergdl f-hez.

s s

nek az integralok konvergencidjara.

3. tétel: (Fatou-Beppo Levi tétel) Ha 0 < f, novd fiigguénysorazat és

[ 1@duta) <
valamely ¢ € IR korldttal, akkor
f(z) = lim fn(z)
p-majdnem mindeniitt véges és ||fn — fll1 = 0, azaz
[ 1@ duta) = tim [ fu(@)duta).
O
4. tétel: (Lebesgue-féle dominalt konvergencia tétel) Ha f, mérhetd

figgvények sorozata, létezik egy olyan g € L X, B, u) fiigguény, amelyre | fn(z)| <
g(z) és ful(z) = f(z) p-majdnem mindeniitt, akkor f integrdlhato és

[ 1) dute) =t [ 5a(o) duto).
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5. tétel: (Fatou-lemma) Ha f, € L*(X, B, u), || falhy < ¢ valamely c korldttal és
folz) = flz) p-majdnem mindendtt, akkor f € L'(X,B, ) és

[ 1F()] dulz) < ¢

2. példa: A dominalt konvergencia tétel egy alkalmazdsa a paraméteres in-
tegrdlok differencidlhatésaga. Legyen

[u]

- f k(z,y) dp(z)

azzal a hallgatélagos feltételezéssel, hogy adott y-ra k(z,y) integralhatd. Ha min-
den z-re k(z,y) folytonosan differencidlhatd yo egy kodrnyezetében, alkor

u(y) —ulyo) _ f k(z,y) — k(z, 30)
¥—%Yo Yy — Yo

a
dpta) = [ 5K+ due).
By
Ha létezik olyan integralhaté g(z) figgvény, amelyre

a
- <
‘ayk($1y0+6) _g(ﬂ;},

alkor

() f =k(z,y) dpfz) .

B.3 A szorzatmérték

Legyen (X1,B1,p) és (Xa,Bs, pi2) két abszirakt mértéktér, amelynek (X,B, 1)
szo1zatat kivénjuk értelmezni. X = X3 x X az alaphalmazok Descartes-szorzata,

= {(z1,22) 131 € X1, 72 € Xo}. X-nek a Hy x Ho alaki részhalmazat henger-
halmaznak mondjuk, ha H, € B; és Hy € B;. Megszdmlalhat6 sok hengerhalmaz
metszete is hengerhalmaz, de egy henger halmaz komplementere a trividlis esettol
eltekintve nem az. A B = By ® By o-algebrat iigy értelmezziik, mint a legsziikebb
o-algebrat, amely tartalmazza a hengerhalmazokat. Fzen a o-algebran kivanjuk
értelmezni a szorzatmértéket.
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6. tétel: Ha (X1,B1,111) és (Xa, Ba, pa) cbsztrakt mértékterek, akkor a By @ Bs
o-algebrdn létezik egyetlen olyan p mériék, amely eleget tesz a

p(Hy x Hp) = p(Hy) - p(Ho) (B.7)
feltételnek valohdnyszor Hy € B, és Hy € Bs.

El6szor az unicitds, azutdn pedig az egzisztencia bizonyitdsat vizoljuk. Az
egyértelmliség bizonyitdsihoz tételezzlik fel, hogy u és u' olyan mértékek By x By-
n, amelyek eleget tesznek a (B.7) feltételnek. Legyen

C={HeB ®By : u(H) = p'(H)}.

Ekkor € halmazalgebra kénnyen ldthaté médon, € tartalmazza a hengerhalmazokat
a feltevés szerint, tovabbd H; C Hy C-... és H,, € C esetén U, Hr € C. Ezekbdl a
tulajdonsdgokbdl megmutathaté®®, hogy € nem lehet més mint B; ® Bs.

A szorzatmérték megkonstrudldsdhoz éljiink a pi(X1), ue(Xs) < +co egy-
szerlisitd feltételezéssel. H € B; @ B2 és 11 € X; esetén legyen

Hy :={z2 € X3 : (z1,22) € H},

tovabbd,
C’I{HGBlQ@Bg : Ha:1 EB‘)}.

Konnyen lathatd, hogy C' o-algebra és nyilvdnvaléan tartalmazza a hengerhalma-
zokat. Ezért C' = B; ® Bs, mésszéval minden H € B; ® By és 1 € X, esetén a
Hg, fiiggdleges szelés mérhetd halmaz. Kovetkezésképpen értelmezhetjiik a

ka(z1) = “2(Hﬂ=1)
figgvényt. Nyilvan 0 < kg (z1) < po(Xs).

Szeretnénk megmutatni, hogy ky mérhetd fiiggvény, ezért a
c" = {H € B ® By : kg mérhetd }

halmazrendszert vizsgdljuk. Ha H = H; x H, hengerhalmaz, akkor ky mérhetd
Iépcsts fluggvény, tehdt C” tartalmazza a hengerhalmazokat. Ha H, H' € C" és
HnNH' = ¢, akkor

kaug: = kg + kg, (B.8}

ami mérhetd, ha kg és kpr mérhetd. Igy C" tartalmazza a hengerhalmazok
diszjunkt egyesitését. Az ilyen halmazok egy halmazalgebrdt alkotnak. Végiil
HiCHyC...é H; € (" esetén :

ku, Mkn (H=|JH,). (B.9)
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Mivel mérhetd figgvények pontonkénti limesze is mérhets, megéllapithatjuk, hogy
UH, € C”. Mint azt fent mér egyszer kihasznaltuk, C" nem lehet més, mint 5, @B,.
ky tehdt mindig mérhetd, és ezért integrilhato fiiggvény. Legyen

p(t) = [ (o) din (o).

Igy nemnegativ halmazfiiggvényt adtunk meg a B; ® By s-algebrdn. i véges addi-
tivitdsa (B.8) kovetkezménye:

p(HUH"

It

kaUH‘ dpy(z1) = f[kH(!Bl) + ka (z1)] dpa(z1)

= [ huer) dm (o) + [ (o) dis (o) = () + w(H) .
A g-additivitdshoz elegendd megmutatni, hogy Hy C Hy ... és UH, = H esetén
p(H) = lim p(Hy)-

Ez a tulajdonsig az integrdl monoton konvergencia tételének és a (B.9) tulaj-
donsagnak a kovetkezménye:

ul) = [ k(o) duor) = lim, [ ki, (20) dsen) = Jim p(ELa).

A p szorzatmértéket nem csupan a fliggbleges, hanem a vizszintes szelések
segitségével is értelmezhetjiik:

u(H) = [ polHa,) dpa (1) = [ 1 () dia(w3) .

(Az egyenléség a szorzat-mérték unicitdsinak a kovetkezménye.) Ha f(z1,x2) a H
halmaz karakterisztikus fliggvénye, akkor az el6z6 egyenltséget az aldbbi formdban
irhatjuk at:

/f(wl:mz)d#(th) =[[ff($1,$2)d#2($2)] dp (z1)

:f [f f(:r:l,mg)d,ul(m)] dpt2(T2) -

Az egyenléség karakterisztikus fiiggvényekre igaz, de ebbél a linearitds miatt 1épcsds
fliggvényekre is megkaphatjuk. Integralhaté fliggvényekre is kiterjeszthetd, errdl
sz0l a kovetkez tétel.
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7. tétel: (Fubini-tétel) Legyen (X,B,u) ez (X1,Bi,p) és (X2, Ba,p2)
mértékterek szorzata. Ekkor

1. Ha f € L'Y(p), akkor

[ 1= [ | [ .02 doa(on)| st

:/lff(ml,:cz)dm(ﬁl)] dpa(za) .

2. Ha f > 0 olyan mérhetd figguény, emelyre o

[[[ f(wl,ﬂiz)dmtm)} d;2(ﬂ72)

integrdl véges, akkor f € L'(u).

|

3. példa: Legyen {(0,00),B1,p1) a pozitiv szdmegyenes a Borel-halmazok o-
algebrijaval és egy olyan py mértékkel, amelyre

b — a2

ot =

(T, Bz, ) a komplex egységkér T a Borel-halmazok Bs o-algebrajival és egy olyan
o mértékkel, amelyre

e ({e? a<p<p}l)=f-a (0<a<pf<2m
Ekkor a (0, oc) x T szorzatteret a “lyukas” komplex szdmsikkal azonosithatjuk, ami
C\ {0}. Az (r,e!¥) parnak az r - ¢'¥ komplex szdmot feleltetjiik meg. Ha
HI:[ayb]) HZ:{ehp:aS(PS,B}:

akkor a H; x H hengerhalmaz, egy korgyiirficikk a komplex sikon, & a kiils6 kor
sugara, a a bels kor sugara és 8 — a a cikk nyildsszoge. A Hy X Hy halmaz p
szorzatmértéke

Ty % Ha) = pa((0,8) - pa(Hz) = 58— @®)(6 — a)

ami nem mds, mint a korgylirlicikk teriilete. A szorzatmérték tehit a sik
teritletmértéke, masszdval a két dimenzids Lebesgue-mérték.
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B.4 Mértékek metrikus téren

8. tétel: (Riesz-Radon tétel) Legyen X egy lokdlisan kompakt metrizdlhaté tér
és C.(X) a kompakt tartdéji folytonos figgvények tere. Ha ® : C.(X) — IR olyan
linedris funkciondl, hogy f > 0 esetén ¢(f} > 0, akkor egyértelmien létezik egy
olyan y mérték X Borel-halmazain, amelyre

o) = [ sau.

it véges o kompakt halmazokon.

A vézlatos bizonyitisoan csak a kompakt tér esetével foglalkozunk. Elészor a p
mérték unicitdsat igazoljuk. Legyen p; és us két olyan mérték a Borel-halmazokon,

hogy

(P(f)=/fd#1=/fd#2
minden folytonos f fiiggvényre. A

C:={B: u(B) = p2(B)}

halmazrendszer o-algebra. Elég megmutatni, hogy minden nyilt G halmaz C-ben
van. Legyen

Fp = {x'EX cd(z, X\ G) > %} .

Ekkor F, C Fpy1, In zart Ealmaz és UF,, = (. Létezik olyan folytonos f,
fiiggvény, amely Fy,-en 1 és G-on 0. f, — l¢ pontonként és a domindlt kon-
vergencia tétel alapjan

M@=[M@F£&/h@ﬁﬁﬁﬂm—

Ez azt mutatja, hogy G-n ) és po megegyezik, tehdt valéban G' € C minden nyilt
halmazra. Ezzel a tétel egyértelmiiségi részét beldttuk, s6t, az is kideriilt, hogy
hogyan hatdrozza meg a ¢ funkciondl a nyilt halmazok mértékét.

Ha G C X nyilt halmaz, akkor legyen

I(G) = sup{(f) : suppf C G} .
Megmutathatd, hogy

I(UG,) < > I(Gn) bérmilyen G, nyfli halmazokra
N i
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@, = Z I{G,) péronként diszjunkt nyilt halmazokra.
Ha F' C X zart halmaz, akkor legyen
I(F)y =inf{I(G) : G > F nyilt}.

Errél is megmutathaté az additivitds

I (CJ Fz) = zn:I(Fn)
i=1 i=1

ha F,-ek paronként diszjunkt zdrt halmazok. Tetszéleges A C X halmazra EEY [h«
bels6 és egy u* kiilsé mértéket értelmeziink: :

sup{I(F) : F C A zért}
inf{I(G) : G > A nyilt}.

s (4)
1 (4)

Legyen
C={HCX:p"H)=p(H)}.

Ekkor H € C pontosan akkor, ha minden & > O-ra létezik olyan K C H kompakt
és ¢ D H nyilt, hogy
IG)-e < I(K) < I(G).

Megmutathaté, hogy a nyilt és z4rt halmazok C-ben vannak, tovdbbé u(H) =
p«(H) = p*(H) o-additiv C-n. Ezutdn beldtjuk, hogy H € C pontosan ak-
kor, ha van olyan K C H kompakt és G D H nyilt, amelyre u(G VK) < ¢
Ebb8l a krtitériumbdl latszik, hogy C-nek halmazalgebranak kell lenni. Ugyan-
akkor C tartalmazza a megszamlélhatd diszjunkt egyesitéseket, tehst C o-algebra
Kovetkezésképpen tartalmazza az 8sszes Borel-halmazokat. Ennél tébb halmaz:
is, ugyanis ha H € C és p(H) = 0, akkor a fenti kritérium szerint H min
den részhalmaza C-ben van. Ezt a tulajdonsigot gy fogalmazzuk meg, hogy a
(X,C, p) mértéktér teljes.

Megkoﬁstruéltuk a p mértéket, hitra van még annak beldtdsa, hogy

olf)= [ sau.

Legyen
Ag = M ([ke, (k+ 1)e))

ar = §1 (((k - %)g, k + 1)5)) .
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Régzitett n-re ez nyilt fedése X-nek. Léteznek olyan 0 < ¢} folytonos fiiggvények,
hogy suppyp? C G% és ., oF = 1. Ha fr = o} f, akkor ) fi. = f.

o(f) = > elf) <D e((k+Dewp)
k k

< S+ DenlGR).
k

Ebbé! n — oo hatirdtmenettel kapjuk, a

o(f) < (k+ Dep(Ar).
Ugyanakkor
f Fdu > kep(Ay)
és {gy
o) < [ Fdu+ Y enldn

f fdp+ ep(X).

Mivel € > 0 tetszoleges w(f) < f fdp. Alkalmazva ezt az egyenldtlenséget — f-re
is, azt kapjuk, hogy o(f) = / fdp.

9. tétel: (Jordan-féle felbontdsi tétel) Legyen X egy kompaki metrizdlhatd tér
és jelolie Cr(X) a folytonos X — R figguvények Banach-terét. Ha ¢ : Cr(X) —
R olyan linedris funkciondl, emelyre

llell = sup{io(Hl : 171l < 1}

véges, akkor egyértelmien léteznek olyan w1 : Cr{X) — R pozitiv linedris funk-
ciondlok, amelyekre
(i) =i —p-
(i) [lell = lloll + He-1l.
Bizonyitds: Ha 0 < f € Cr(X), akkor legyen

CH(f)={ueCr(X) : 0<u<f},  ¢u(f) =suplo(v) : v e H(f)}.
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Riesz Frigyesnek a Lebesgue-integralrdl szdlé francia nyelvii kézfratdnak
részlete. Kéziratait szerette kis méretii lapokra {rni.

Elész0r megmutatjuk, hogy H(f1) + H(fo) = H(fi + f2). A H(fi) + H(f2) C
H(fi + f2) tartalmazds nyilvanvalé. A forditott tartalmazés bel4tisshoz legyen
v € H(fi + f2). Haw:=uA fi, akkor v € H(f1). Természetesen u — f; < fp és
u—v=3u—fi+|u=-fi]) < fo. Mivel u—v >0, latjuk, ‘hogy v — v € H(fa),
ami azt mutatja, hogy v € H{f1) + H(fz). Tehdt H(f1) + H(f2) = H(fi + fo)-t
megmutattuk. Ennek kdvetkezménye, hogy

o1 (f1) + o (fo) = o1 (f1 + f2) , (B.10)
minden 0 < f1 fo € Cr(X) esetén.
o+(Af1) = Aoy (fi) (B.11)

evidens az értelmezésbél minden ) > 0 szdmra.
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Ezutdn ¢, értelmezési tartomanyds ki kell terjeszteni. Tetszbleges g € Cr{X)
eldall (sokféleképpen!) g = g1 — g2 alakban tigy, hogy 0 < g1, g2 € Cm(X). Legyen

0 (g) = wi(g1) —o+(g2) -

Nem nehéz megmutatni, hogy (B.10) miatt o4 (g1) — ¢+ (g2) nem fiigg g1 és go
vélasztasatdl. 4 linearitdsa (B.10) és (B.11} kivetkezménye, és ¢, pozitivitdsa
benne van a konstrukciéban.

Legyen f > 08 G(f) = {v e Cr(X) : —f < v <0}. Ekkoru v~ u— f
bijekci6t ad H(f) és G(f) kozbtt. Ezért

w-(f) = wslf) —o(f) = sup{p(u) - ¢(f) : v € H(f)}
= sup{p(v) : v € G(f)},

ami azt mutatja, hogy a ¢_ linearis funkciondl nemnegativ.

Eljutottunk a.¢ = s — ¢ felbontdshoz, hitra van még ||¢|l = |+ + lle-|-
Mivel |Jg]l < lle+]l + e=|| nyilvdnvald a norma deficiéja szerint, elég a |jp|] >
4|l + lle-]| egyenlétlenségre koncentrélni. Megjegyezziik, hogy

ol = w4 (1) és flo-[l = @-(1).
Léteznek olyan u, € H(1) és v, € G(1) sorozatok, amelyekre
p+(1) =limo(un),  ¢-(1) = limp(vn) .
Mivel -1 < uy, +v, <1,
lloll 2 @(un + vn} = @(ua) + @(vn) = 01 (1) + (1)

Az egyértelmiliséget nem bizonyitjuk.
u

Ha v olyan halmazfiiggvény az X kompakt metrizilhatd tér Borel-halmazain,
amely két véges Borel-mérték kiilénbsége, azaz

v(H) = pa(H) — pa(H), (H € B)

akkor v-t el8jeles mértéknek nevezziik. A v elbjeles mérték szerinti integralt az

[ravi= [ ram - [ raum

képlettel értelmezhetjiitk. Minden eldjeles mérték megad egy ¢ linedris funkcionalt
a Cr(X) téren és a Jordan-féle felbontasi és a Riesz-Radon tételek kombindldsdval
lathaté, hogy Cr(X) minden korldtos linedris funkcionalja el6all {gy.
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5. lemma: Legyen ¢ korldtos linedris funkciondl Cr(X)-en. Ha ¢ = @1 — @y 6s

o1(f) = [fdus, 2(f) = [ fdps p1 és pa mértékekkel, akkor a kivetkezd két
tulajdonsdg ekvivalens

(@) lkell = lleall + i)
(i1) Létezik olyan A € B Borel-halmaz, amelyre pi(A) =0 és uo(X \ A) = 0.

Bizonyitds: (i) = (i): Léteznek olyan —1 < f, < 1 folytonos fiiggvények X-en,
amelyekre o(fn) — llg||. Legyen f, = fF — f. a pozitiv és negativ részre valé

felbontés.
©(fn) = Uf{fduwff;duz] - [/f;d,ul +ff,f{du2] .

A nagy zardjelben 1évé tagok nemnegativok, az elsére

/ £+ duy + [ 7 dps < llonll + llall.

Mivel o(fn) = [|e1]| + |lw2|] a feltevés miatt,

, ffi{dm = |lglf és ffiduz 0.

Tehdt || £F]l, — 0és a 2. tétel szerint £ -nak van olyan részsorozata, amely pg-m.m.
tart a 0-hoz. Az egyszeriliség kedvéért nem vezetiink be 1j jeldlést a részsorozatra,
hanem feltessziik, hogy fi~ — 0 pe —m.m. Ugyanakkor ||1- £;F{l; = [(1—£T) dpy —
llesll = [lonll = O és esetleg jabb részsorozatot kivélasztva, oda jutunk, hogy
fF =1 pg-mm. Legyen

A={zeX : limfl(z)=1}.

Ekkor
11— Lallz,uy =0 és [1allLigu) =0,
amibdl adddik, hogy g (X\A4) =0 és ua(4) = 0.

(ii) = (i): A feltevés szerint van olyan A Borel-halmaz, amelyre gy (X \ A) = 0
és 112{A) = 0. Legyen f =14 — 1x\a. Ekkor

o(f) = f(lA = 1x\a)dp1 — /(L{ — Lx\a) duz = pa(2) + p2(2) = |l@a|l + liva]l .
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Ha f folytonos lenne, akkor ||¢|} > ||w1ili + ||wz|l nyomban kéveikezne. Mivel f
nem az, egy patlolagos kozelitésre van sziikség. Valasztunk egy olyan folytonos
g: X — [-1,1] fiiggvényt, amire

flf—gtd(ulJruz) <e.

wlg) = fgdm—/gduzszdul—s—fgd,ug—e

= lleall + llpell = 2¢.

Ekkor

O

Ha 1, és pp mértékek egy B o-algebran, akkor kdlesénosen szinguldrisnak
mondjuk 6ket, ha van olyan A € B halmaz, amelyre p1(A) = 0 és ux(A°) = 0.
Ilyenkor a gy L po jel6lést hasznaljuk.

Legyen v egy eldjeles mérték. Az eléz6 lemma kovetkezménye az, hogy léteznek
olyan kdlestndsen szinguldris vy és v_ mértékek, amelyekre v = v — v_. Ezt az
el6dllitast » Jordan-féle felbontdsanak nevezzitk és v| := vy + v a v eldjeles
mérték abszolit értéke.

4. példa: Legyen f : [0,1] — IR folytonos fiiggvény, amelynek f = f* — f~ a
kanonikus felbontdsa a két nemnagativ fiiggvény killonbségeként, azaz fT = fv 0
és —f = fA0. ‘
o) = [ f@)n dr@)

elGjeles mértéket értelmez [0, 1] Borel-halmazain. v Jordan-felbontdsdban a

s () = [ 1*@)lu A
mértékek jelennek meg. v; és v_ valéban kdlestndsen szinguldrisak, mert

A={ze0,1] : f(z) <0}
véalasztdssal lathatd, hogy vy (A4) = 0 és v_([0, 1]\ 4) = 0.

5. példa: Legyen 0 < f € L'(X,B,u) és

v(H) = [ f@)lgduz) (€ B).
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Megmutatjuk, hogy ez mértéket értelmez B-n. v véges additivitdsa nyilvanvals. Ha
H; C Hy C és H =UH,, akkor 1y, /" 1y pontonként és a dominilt konvergencia,
tétel alapjan

W) = [ 1(@)n, dute) > [ £l duto) = (H).

Ha p; és po két mérték egy B o-algebran, akkor azt mondjuk, hogy 11 abszohit foly-
tonos ug-re, jelolésben py <« po, ha ua{H) = 0 alapjan kévetkezik, hogy p (H) = 0.
Az el6z6 példaban konstrudlt v mérték abszolit folytonos p-re. :

[m]
10. tétel: (Radon-Nikodym-tétel) Legyen (X, B, u) egy o-véges mértéktér és v

egy p-re abszolit folytonos mérték B-n. Ekkor egyértelmien létezik egy 0 < f €
LMX,B, i) fiigguény, amelyre

v(H) = [ F(@) L) dp(z) .

0

Az el6z8 tételben szerepld [ fliggvényt v pre vonatkozé Radon-Nikodym

derivaltjanak nevezzik és a d_y jelolést hasznaljuk.
L

6. példa: Legyen g : [0,1] — IR egy folytonosan differencidlhatd novd fiiggvény.
Ekkor g nyilvanvaldan korldtos viltozdsd (és teljes vidltozdsa g(1) — g(0)).
Tetszdéleges folytonos f : [0,1] — IR fliggvényre értelmezhetjitk az fol f(z)dg(x)
Riemann-Stieltjes integralt. Ez pozitiv korldtos linedris funkcional C[0, 1]-en, tehat
van olyan g mérték, amelyre

[ 1@ = [ e ).

Meg fogjuk mutatni, hogy g abszolut folytonos a Lebesgue-mértékre. Legyen f
olyan folytonos fiiggvény, amelyre 0 < f < 1(. 4. Ekkor az integral definicidja
alapjan

[ 1@ ds(o) < 9@ - 9(0) < M(a-0),
ahol M g¢'(z) felst korlatja. Ez azt mutatja, hogy
plle,d) < MA[e,d]},
amibdl p & A kbvetkezik. (Kdnnyen lathatd, hogy valgjdban p([c, d}) = g{d)—g(c).)
A Radon-Nikodym tétel szerint létezik a %’; Radon-Nikedym derivélt, ami nem

mas, mint g'(z).



248 FUGGELEKEK
0

11. tétel: (Lebesgue-felbontasi tétel) Legyen p és v mérickek a B o-algebrdn.
Ekkor léteznek olyan p. és p; mértékek B-n, hogy

(1) 1= pe+ pis

(4) pe € v éspus L.
7. példa: Legyen g : [0,1] — TR olyan monoton ndvé fiiggvény, amely diffe-
rencidlhaté a 0 < ¢t < 1 pont kivételével és a ¢ pontban g, (¢) —g_.(¢) =u > 0. (Itt

g+ a fliggvény jobboldali és baloldali hatarértékét jeloli.) Létezik olyan p mérték
[0, 1]-en, amelyre

[ 1@ du@) = [ 1@ dote)

minden folytonos f fiiggvényre teljesiil. - g-nek a A Lebesgue-mértékre vonatkozd
Lebesgue-féle felbontésa a kivetkezéképpen adhatd meg:

dite
Be — o' (@)

dy és  ps=u-d;.

Gyakorlé feladatok

1. Legyen L°°fa,b] az [a,b] intervallumon korldtos mérhetd fiiggvények tere a
szuprémum norméaval elldtva. Igazolja, hogy L*[a, b] nem szeparabilis!

2. Igazolja, hogy a szdmegyenes Borel-halmazainak o-algebrdjat generaljak az
olyan {—oo0,t] intervallumok, amelyek végpontja raciondlis szam!

3. Igazolja, hogy az f: IR — IR fiiggvény,
1

fle)=q ¢
0 egyébként

haz = P és p, g relativ primek
q

majdnem mindentitt folytonos!

4. Van-e olyan IR — IR Riemann-integrédlhaté fiiggvény, amely nem Borel-
mérheté? (Utmutatas: Egy fiiggvény pontosan akkor Riemann-integralhatd,
ha majdnem mindeniitt folytonos.)
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5. Ha H C IR Borel-halmaz, akkor legyen pu(H) a H-ban 16v6 racionélis szdmok
széma. (Tehdt p(H) = +oco, ha H-ban végtelen sok racionslis szadm van.)
Igaz-e, hogy p o-véges mériék?

6. Igaz-e, hogy L*{a,b] halé a szokésos rendezésre?

7. Mutassa meg, hogy a Lebesgue-mérhet8 halmazok o-algebrit alkotnak!




C Csoportok

Egy G halmazon a csoportstruktiira bizonyos miiveletek megadasit jelenti. A
csoportszorzads egy olyan G x G — G, (g, h) — goh leképezés, amely asszociativ:
{gr1og2)ogs = g1o{ga0g3). Az e € G egységelem az eog = goe = g tulajdonsiggal
rendelkezik, g € G tetszbleges. A csoportinverz egy G — G, g — g~ ! leképezés,
amely a gog~! = g log = e axidmanak tesz eleget. Ha a G halmazon a fentieknek
megfeleld szorzds és inverz miveletek vannak megadva, és ki van tlintetve egy e € G
egységelem, akkor G-t csoportnak mondjuk.

1. példa: A valds szamok IR halmazén legyen tos:=t+s,t 1 := —t és e := 0.
Igy csoportot kapunk, amit a valés szdmok additiv csoportjanak neveziink. Ez a
csoport kommutativ, ugyanis t o s = s ot barmilyen s,t € IR esetén.

O

2.példa: AT = {z € C: |z| = 1} komplex egységkérén csoportstruktiirit
értelmezhetiink a z; 0'zy 1= 21 - 79, 27} := Z és e := 1 képletekkel. Ez is kom-
mutativ csoport.

O

3. példa: Az {1,2,...,n} halmaz O&nmagira valé kolcsénisen egyértelmi
leképezései csoportot alkotnak a leképezések kompozicidjara nézve. Egy leképezést
a szamhalmaz egy sorbarendezésevel is megadhatunk. Példdul az n = 4 esetben
(1,4,2,3Y az a 1 — 1,2 = 4,3 — 2,4 = 3 leképezést jelenti, és (1,4,2,3) o
(3,2,1,4) = (3,4,2,1). Ezt a csoportot permutécié csoportnak vagy szimmet-
rikus csoportnak nevezik. Az n-edrendil permutédcidécsoport elemszama n!. A
szimmetrikus csoport nem kommnutativ.

]
4. példa: Csoportokat definidld relicidk segitségével is megadhatunk. Példaként
meghatdrozzuk azt a csoportot, amelyet a g* = h? = (gh)? = e reldcidknak ele-
get tevd g és h elemek generdinak. Ez a csoport definicié szerint tartalmazza az
e, g, h elemeket, ezek lehetséges szorzatait és azok inverzét. Vegyik a g, h, g2, g*
elemek szorzatait: gh, hg, g%h, hg?,g°h, hg®. A hosszabb szorzatok tartalmaznak

két h kozott egy g hatvinyt, vagy egy ghg részszorzatot. A definidlé reldciékbol
kiszdmolhaté, hogy

hgh = ¢°, hg®h = g*, hg’h =g, ghg = h.
Ennek alapjin a fel nem sorolt szorzatok révidithetdk. Példaul
9*hg® = g’ (ghg)g® = g°hg® = glghg)g = ghg = h.

250
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A definidlé reldciékbdl g=! = g* és h~! = h. Ezért minden g-kb&l és h-kbol 416
szorzat inverze is egy ilyen szorzat. Példaul
(@M =h7Hg*) " = hy.
A generalt csoport elemeit felsoroltuk, egy 8 elemii csoportot kaptunk.
O

5. példa: GL(2,1R) jelenti a 2 x 2-es nem 0 determindnst valés elemii matrixok cso-
portjat, amiben a csoportszorzds a matrixszorzas, a csoportinverz az inverzmitrix

képzése és
10
e=14q 1|

(Tudnunk kell, hogy a det(AB) = (detA) - (detB) és det(A™1) = 1/detA, tovibb4
A pontosan akkor invertilhatd, ha detA # 0 14sd a 1. fejezetet.) Fz a csoport mér
nem kommutativ. Nevezetes részcsoportja

SL(2,R) := {A € GL{2,R) : detA = 1} .

a

6. példa: Az euklideszi sik koriiljards tarté mozgatdsai is csoportot alkotnak, ha
két mozgatds szorzatan azt a mozgatdst értjiik, ami eldszér az egyik; azutdn pedig
a masik mozgatds végrehajtasat jelenti. A mozgatdsok eltoldsbél és origé kériili
forgatdsbél tevédnek Gssze. A forgatdsokat egy v szdggel adhatjuk meg, de célszerii
 helyett az el € T komplex szdmra gondolni. Az eltoldsok egy sikbeli vektorral
adhatok meg. Ha magit az euklideszi sikot a € komplex szamsikként fogjuk fel,
akkor T x C lesz a mozgdscsoport. A g = (21, 22) € T x € csoportelemnek megfelel
transzformacio
W 21w+ 22,

ami geometriailag azt jelenti, hogy elészor forgatunk a z; egységnyi abszolitérték(
komplex szam fazisdval, azutdn pedig eltolunk a z; vektorral. Ha ezutdn a (2], z5) €
T x € transzformaciét is alkalmazzuk, akkor a

w2y (21w + 22) + 25 = z{zmw + (2] 22 + 25)
transzformécidhoz jutunk. A szorzdsi szabdly tehit
! 1] I ! ]
(z1,:23) 0 (z1,22) = (2121, 2122 + 23)
az egység e = (1,0) és az inverz

(z1,22) 7' = (1, —Z122) .
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Ez a csoport nem kommutativ, és érdemes megemliteni, hogy matrixcsoportként is

felfoghatjuk. Mivel
z1 O 2 0] _ z12} 0
zg 1 zog 1| | zez{+2h 1]°

21 0] _1_ 31 0
ze 1 T —Zze 1|7

a (21, z2) transzformdcié és a
&1 0
zZ9 1

matrix ugyanannak a szdmolasi szabédlynak tesznek eleget. Azt mondhatjuk, hogy
a mozgascsoport a 2 x 2-es komplex elemi invertilhaté matrixok GL(2; C) cso-
portjinak részcsoportja.

0O

Ha G egy csoport, akkor a g1z = g (91,92 € G) egyenletnek egy megolddsa
van € = gy ! o g9 és kénnyen ellendrizhets, hogy

(groga) ' =g3 ogr "

Legyen G egy csoport és A egy Hilbert-tér. G unitér reprezentdcidja a H
Hilbert-téren azt jelenti, hogy minden g € G elemre adott egy m(g) unitér operator
a H téren ugy, hogy a

w(g1)m(g2) = m(9192), w(o') =w(g) ™", wle) =1

reldcidk teljesiilnek. (Azt is mondhatndnk, hogy 7 egy csoport homomorfizmus
G-rél a H unitérjeinek csoportjiba.)

Minden csoportnak van unitér reprezenticidja.

Ha G egy csoport, és a G halmazon egy olyan topolégia van adva, amelyre a
szorzas kétvaltozds miivelete és az inverz képzés folytonosak, akkor G-t topologi-
kus csoportnak nevezziik.

A szimmetrikus csoportot topologizdlhatjuk, ha azokat a sorozatokat te-
kintjiik konvergensnek, amelyek egy bizonyos tagidl kezdve é&llandék. Ezzel a
trividlis topolodgiaval egyébként barmilyen csoport topologikus csoporttd tehetd.
Természetesen mas példik is vannak.
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7. példa: A

e b

GL(2,IR) = { o

} te,be,d e R, ad—bc#(]}

csoporton értelmezziink topol6gidt vigy, hogy

__an, by _|{a b
A”__cn, dn]_}A_[c d]_

ha an, = @, by =+ b, cn = c és d, = d. (Ez a métrixelemenként vald konvergencia
topolégidja.) Ahhoz, hogy GL(2;IR) ezzel a topolégidval topologikus csoporttd
valjon szitkséges, hogy az A1 — A™! relacié teljesiiljon, feiteve hogy A, — A..
Példaként nézzilk meg a (2, 1) matrixelemeket;

—Cp —c
— .
Anddn — bpey, ad — be

Hasonléan latszik, hogy az A;! inverz métrix tSbbi elemei is tartanak az A~!
métrix megfelels elemeihez.

A szorzas folytonossigihoz sziikséges egy mésik

f’ bln ! bl
St AR

n U t
¢, d d

sorozatot is venmi, €s azt kell megmutatni, hogy A/ A, elemenként tart A'A-hosz.
Példaként most az {1,1) elemeket irjuk fel:

@pan + bcp, — a'a +b'c
nyilvanval6an teljesiil.
GL(2; 1R} topoldgidjst mas médon is megadhatjuk. Legyen

&:GL(2R) — R, @[‘Zj ;]::(a,b,c,d).

Ekkor ® kélcstndsen egyértelmii. Ha
F= {(971,532;373,2?4) € R* ITTy = T4},

akkor ' C R* zirt halmaz, és & képtere R? \ F, azaz egy nyilt halmaz. Mivel &
és inverze egyardnt folytonosak, GL(2; R)-ben tigy kapjuk meg a nyilt halmazokat,
hogy az IR* \ F-beli nyilt halmazok inverz z képét vesszilk $-nél. Ha z € ]R4\F ak-
kor vehetiink egy olyan kicsi sugard zdrt G gdmbot z koriil, amely teljes egészében ]
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IR4\F-ben fekszik, A gbmb G belseje z-nek olyan kdrnyezete, amelynek a lezdrdsa,
kompaki. A @ leképezés topoldgiai tulajdonsigai miatt @ 1{G) olyan nyilt kérnye-
zete @71(x) € GL(2;1R)-nek, amely ®~1(G) lezdrasa kompakt. Tehdt barmilyen
A € GL{(2;IR) esetén van olyan A € H C GL(2;R) nyilt halmaz, amelynek lezardsa
kompakt.

0

8. példa: Az SU(2} csoport unitér reprezenticidit kivanjuk megadni. Ha U €
SU(2) és f egy C* — C fiiggvény, akkor

w(U)f(z1,22) = f (U7 (21, 22))

egy ©(U)f : €* - C fliggvényt ad meg. A jobb oldalon f argumentumdban azért
frtunk U~1-et, mert éppen igy fog teljesiilni a

YT(Ule) = 'II'(UI)'JT(UQ)
egyenldség.

Nincs sziikségiink minden f : €* — C fiiggvényre, csupin a z; és z; valtozdk 2s-
edfokd homogén polinomjait tekintjiik. Ezek egy V linedris teret alkotnak, ugyanis
a homogén polinomock egyértelmi linedris kombinaciéi a

228 225 g 225 TR Al

monomoknak. Tehdt V; dimenziéja 2s + 1. Ha

U= [ _(% g ] , akkor w(U)zk2k = (@2 — Bze)2F (B + az)®
és nem nehéz végiggondolni, hogy a z; és zp véltozdk 2s-edfoki homogén poli-
nomjdhoz jutunk. Masszéval f € V, és U € SU(2) esetén w(U)f € V,. AV,
linedris téren az SU(2) csoport egy hatdsit értelmeztiik. Ahhoz, hogy unitér repre-
zentdcichoz jussunk, egy olyan {, ) belsd szorzatot kell értelmezni Vy-en, hogy «{U)
unitér operator legyen.
Vs-et Hilbert-térré tehetjiik, ha az
2SR

(s —n)l(s +n)!

en(2) = (~s<n<s)
polinomokat tekintjiik (ortonormalt) bdzisnak. Ha {(z,w) = Z1w + Z21w2 a szokdsos
belsd szorzat €%-n, akkor

—-s—nzs+nws—nw;+n

;me”(w) = 221(3—2?1)!(;4—71,)!

i3




C. CSOPORTOK 255

= (23)[ (Z w)?s
Mivel (U2, U w) = (z,w), az el8bbi szamolasbdl litszik, hogy
ZW(U)en(z) (Den(w) = Zen z)eq(w). (C.1)

i

Ha w(U)en = 3, Wine;, azaz (Wy;) a #(U) operdtor métrixa az e, bazisban, akkor
a {C.1) egyenléséget a kivetkezd alakra frhatjuk 4t

> (Z (WinWin — 5:'3‘)) ei(2)éj(w) = 0.

.7 n

Itt észrevessziik, hogy az e;(z)e;(w) kétviltozds polinomok linedrisan fliggetlenek
— hiszen —s < i <.s, —5. < j < s esetén kiilénbdz6 monomok —, ezért minden
egyltthaténak nullanak kell lenni:

ZWijn =&
n
Ez éppen azt jelenti, hogy WW* = I, azaz W unitér matrix.

Erdemes még megjegyezni, hogy

- ([ o2 D en(2) = (@@ "en(2),

tehat az ilyen operdtoroknak e, sajatvektora o®® sajatértékkel. (@ = 1/a)

a

A G topologikus csoportot lokdlisan kompaktnak nevezzik, ha birmely g €
G eleme benne van egy olyan nyilt halmazban, amelynek a lezdrdsa kompakt. A
fentiek alapjan GL({2; 1R} lokalisan kompakt. A kommutativ topologikus csoportok
kérében jéva,l egyszeriibb példét is lehet mutatni. ]R” a szokdsos vektorésszeadéssal

s

lokalisan kompakt.

9. példa: Meggondoljuk, hogy SL(2;R) lokdlisan kompakt topologikus csoport.
Mivel GI{2; IR)-nek részcsoportja, {gy topologikus csoport is. (A szorzas és inverz
folytonossdga a részcsoportra Oroklédik.). Mdsrészt SL(2;IR) zart részhalmaza
GL{2;R)-nek, ami elegendd a lokdlisan kompaktsighoz.
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O

10. példa: Az invertilhaté n x n-es matrixok egy GL(n,IR)-rel jel5lt lokalisan
kompakt topologikus csoportot alkotnak. GL(3,IR) részcsoportja az egy deter-
mindnst ortogonalis transzformacidinak csoportja, SO(3) lasd az 1. fejezetet. Ge-
ometriailag SO(3} elemei a tengely kériili forgatdsok, vagyis alkalmas bazisban
minden ortogondlis egy determindnst transzformacié

1 0 0
Ry {p):=1 0 cosep —sing (C.2)
0 sing cosy

alaki, ami geometriailag egy z; tengely koriili ¢-szoggel vald elforgatdst jelent.
SO(3) elemei elbéllnak az 21 s z2 tengelyek koriili forgatdsokbél

alakban.

|

11, példa: A komplex elemil 2 x 2-es invertdlhaté matrixok GL(2; C) csoportja
a valés esethez hasonléan lokdlisan kompakt topologikus csoport. Nevezetes
részcsoportja SU(2), az egy determindnsi unitérek csoportja. Elemei

(%5 2] aseo laPrior=n

alakban irhaték. SU(2) zdrt részesoportja GL(2; C)-nek, ebbél nyomban adédik,
hogy lokélisan kompakt. A a = 3y +ize, § = z3 + iw4 valds paraméterezéssel
laf? + |8)2 = 22 + 2% + 2% + 23. Topologikus térként SU(2) az R* euklideszi tér
egységgdmbjének feliileteként foghaté fel. Ezért SU(2) valéjdban kompakt.

Az olyan g elemek, amelyekben « - § # 0 siirli halmazt képeznek, és aldbbi
formaban frhatdk:

cos %ei (et} /2 i sin .g.ei (p—v)/2
g= isin gei (¥—9)/2  (pg %e;i (ot+9)/2 !
ahol
0<pe<2r, 0<l<nm és—2w <9 < 2n.

A (v, 8,v) Euler-szigekkel valé paraméterezés elénye akkor latszik, ha bevezetjiik
a kovetkezd egyparaméteres unitér (rész)csoportokat:

elv/? 0
B = [0 b |
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_ i1 0 _ ip
= exp(7[0 1 ]) = exp 203—exp<p._73,
cos? isinf

01 if
5 [1 0])=exp%a;:exp9jl.

f

®

»

=]
. —
| <

Ekkor :
9(p,0,9) = k(p)ar () k() . (C.3)
Az SU(2) csoport centruma, a 7 unitérekbdl 41l

0O

12. példa: Fontos kapcsolat van SU(2) és SO(3) kdzott: Létezik egy o : SU(2) —
SO(3) csoport homomorfizmus, azaz szorzat-, inverz- és egységtarté leképezés.

A hirom dimenziés IR? euklideszi teret azonositjuk a 0 nyomu 2 x 2-es dnad-
jungalt matrixok terével:

T Totiz
X o= [ Ty —iimg 2—w1 3 ] = (@1,02,73).
Ekkor
a{g)X =gXg~' (g€ SU(2) (C.4)

egy hatdsa SU(2)-nek IR®*-mon, amit explicit médon is kifrhatunk. Ha

g:[_‘% g], X:[mj * ] (z= 22 +im3),

Z —I
akkor
(ad@ — BB)z1 + Pz + afiz —2afz, - B%Z + oz
af(g)X = = o e |
—2afr, + 6%z — 5%z (BB — o&)r, — afZ — afjZ

Nevezetesen a{k{y)) = Rs (p), és hasonldan afa(f)) az z2 tengely korili #
szoggel valé R, (0) forgatds. A 10. példa szerint e két forgatds generalja R? for-
gatascsoportjdt. Az {a(g) : g € SU(2)} transzforméciécsoport nem més, mint a
teljes SO(3). «: SU{(2) — SO(3) tehat rdképezés, de nem kblesdndsen egyérielmii.
A g és —g SU(2)-beli matrixok ugyanazt az ortogonilis transzformacidt adjék.

Az a tény, hogy a(g) ortgondlis transzformécié g € SU(2)-re kozvetleniil is
lathato:

la(g)X||* = Tr (a{g)X)* = TrgXg 'gXg ' = Tr X* = || X||*.
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Haar Alfréd tétele azt mondja, hogy egy lokalisan kompakt G csoporton kons-
tans szorzdtdl eltekintve egyértelmiien 1étezik egy olyan p mérték, amelyre

(1) a kompakt tartéjd folytonos fiiggvények integrathatdk,
(2) ha H C G mérhetd halmaz és g € G, akkor p(H} = p({ge h: h € H}).

Ezt a p mértéket G Haar-mértéknek nevezziik. Az (1)-es tulajdonsig kimondja,
hogy a kompakt halmazok mérhetfek és véges mértékiiek, mig (2) a mérték bal-
oldali eltoldssal szemben valé invariancidjdt mondja: Ha gH = {goh: h € H},
akkor pw(H) = pu{gH). Az invariancia tulajdonsdgot dtfogalmazhatjuk a p mérték
szerinti integrdlra. Legyen (Lyf)(h) := f(g7'h), ha g,h € G és f egy G = €
fiiggvény. Ekkor xgn nem més, mint Ly(x#). Tehdt (2) nem mds, mint

] F(h) dps(hy = [ (Lo £)(h) du(h) (C.5)

karakterisztikus fliggvényekre megkovetelve f helyében. A mérték (2) invarian-
cia tulajdonsiga az integrdl invariancidjaval ekvivalens. (C.5) érvényes minden
integralhato figgvényre.

Kompakt topologikus csoport Haar-mértékét szokasosan gy norméljuk, hogy
a teljes tér mértéke 1 legyen.

13. példa: Legyen GG a pozitiv valds szémok csoportja a szorzasra nézve. Meg
akarjuk hatdrozni a p Haar-mértéket és feltételezziik, hogy létezik olyan p : RT —
R* fiiggvény, amelyre

u(t) = [ xp(a)da,
vagy ekvivalens médon
<0
| 1@ e = [ f@pe)ds
R+ 0
minden integralhaté f fliggvényre, nevezetesen minden folytonos kompakt tartéji

fiiggvényre. (A jobboldali integral szokdsos Lebesgue-integralt jelent.) Az invari-
ancia szerint

[ t@p@ds = [ f@)aute) = [ 167) duto) = [ 16 (e do
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és helyettesitéssel integrilva

/ f(@)p(e) do = [ f@)plye)y de,

aminek fent kell 4llni minden y > 0 szdmra és integrdlhatd f fiiggvényre. Ez
feltétleniil teljesiil, ha

p(z) = plyz)y .

A kapott fliggvényegyenletet kielégiti a p(z) = z~! fiiggvény. Ez a surusegfuggveny
hatdrozza tehit meg a Haar-mértéket.

14. példa: A GL(2,R) csoport elemei 2 x 2-es

A=|* ¥
z oW
invertalhatd matrixok. A csoport Haar-mértékét keressiik
du(A) = p(z,y, z,w) dedydzdw =: p(A) dA

alakban. Tehét az
F(A)p(4) dA = [ F(BA(A) dA

egyenlet fejezi ki az integral invariancidjit, B € GL(2,IR) tetszbleges matrix. A
jobb oldalon helyettesitéses integrildst végziink

0A
gA!

[ F(BAYp(A)dA = / F(Ap(B1 A%

aat.

Ha

_la b o | ex+bz ay+dw
B_[c d]’ akckor A'"BA—[ca:+dz cy+dw]
és a Jacobi-matrix
a 0 ¢ 0O
A" 10 a 0 ¢ | _
A |b o0 aol|TR®D
0 b 0 d

{A tenzorszorzatos {rdsmddra nézve ldsd 1. fejezetet.) Ezért
dA 1

= |det e
DA

oA
- _\detB
‘ |det(I> ® B)] |de

DA |’
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Az invariancia feltétele tehat

p(A) = p(B™1A) - |det B2

Ennek megolddsa a

1
p(4) = |detA|?

matrixfiiggvény, ami megadja a Haar-mértéket a GL(2; R) csoporton. Az dltaldnos
GL(n,IR) esetben a szdmolas teljesen hasonlé.

Gyakorls feladatok

1. Egy ABC szabalyos haromszdg a kovetkezd szimmetridkkal rendelkezik:

f1 = a kozéppont koériili pozitiv irdnyd 120°-0s elforgatas, fa := a kdzéppont
kériili pozitiv iranyd 240°-os elforgatés; tx := az X csicson dthaladé ma-
gassagvonalra vonatkozé tiikrozés (X = A, B, ). Jeldlje tovdbbd e az iden-
tikus transzformdciét. Adjuk meg a hiromszdg szimmetriacsoportjdban a
csoportszorzdst tdbldzatos formaban! Vagyis toltsiik ki az

e fi f» ta tp ic

e
h
fa
ta
tB
to

tablazatot! (Az z sor és az y oszlop metszéspontjdba az z o y szorzat kertil.)
A tablazatbdl olvassuk ki az egyes csoportelemek inverzét!

Legyen n egész szam. Az X = {1,2,...,n — 1} halmazon értelmezziik a
szorzas miiveletét {igy, hogy x oy az zy szorzat n-el valé osztds utdn kapott
maradéka. Milyen n szdmokra kapunk igy csoportot?

Transzpozicidnak neveziink egy olyan permutdciét, amely az 1,2,3,...,n
szadmok kdzott két szomszédosat felcserél, a tobbit pedig helyben hagyja.
Igazoljuk, hogy minden permutécié transzpozicik szorzata! Egyértelmii-e a
szorzatként vald elddllitds?
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-[24)

egy olyan 2 x 2-es blokmdtrix, amelynek elemei n x n-es métrixok. (I tehat az
7 X n-es egységmatrixot jeloli.) Igazoljuk, hogy azok a 2n x 2n-es komplex A
métrixok, amelyekre A*JA = J csoportot alkotnak a métrixszorzésra nézve!
(Szimplektikus csoport.)

R'és

maétrixok csoportot alkotnak, ha a, b, c;d
T
[0 ‘1{] (z,y €R, z #0]

4. Legyen

5. Igazoljuk, hogy az

=
jan R o T &
Mm - R e

c> 0!

6. Igazolja, hogy a

métrixok lokélisan kompakt topologikus csoportot alkotnak. Keresse meg a
csoport Haar-mértékét!

7. Mutassa meg, hogy az euklideszi sik mozgatdscsoportjan a Haar-mérték szor-
zat alakd! (A csoportra vonatkozdan ldsd a 6. példat!)

8. Mutassa meg, hogy SU(2)-t a (yp, 8, 1) Euler-szdgekkel paraméterezve a Haar-
mérték 1
difg) = yo) sin 8 df de dep

alak!

9. Mutassa meg, hogy SO(3)-t a (p,0,v) Euler-szogekkel R, (p)R,{0)R.(v)
formaban paraméterezve a Haar-mérték

du(h) = # sin 8 df dip dp

alaki! Mi az oka annak, hogy SO(3) és SU(2) Haar-mértékének siirisége egy
2-es szorzéban kiilénbozik?






Jegyzetek

! Ez a fejezet rovid attekintést ad a végesdimenzids vektorterekrél. Valdjaban
feltételezziik, hogy az olvasé mér taldlkozott a linedris algebra fogalomtdrdval, és célunk
inkdbb az ismeretek felfrissitése. Az itteninél jéval részletesebb tdrgyalds taldlhaté Kérchy
Laszld Bevezetés a végesdimenzids vektorterek elméletébe cimii jegyzetébem, Polygon jegy-
zettar, 1997.

2A véges dimenziés linedris terekkel a linedris aléebra foglalkozik. Ha egy valés li-
neaaris tér minden vektora az z1,x2,...,x. vektorok linedris kombindcidja, akkor ezek
koziil kivilaszthatunk egy maximdlis linedrisan fiiggetlen rendszert, aminek elemeit az
egyszeriiség kedvéért az y1,¥s,...,yr betlikkel jeléljik. IR* és vektorteriink kézdtt
(t1,%2,... &) = Ly +t2y2 + ... + ey kolesdndsen egyértelmii linedris leképezés.

3Blokkmatrixokrél szémottevs anyag taldlhaté Rézsa P4l Linedris algebra és alkal-
mazdsai (Miiszaki Konyvkiadd, 1974) cimil kényvének 6todik fejezetében.

A funkcionslanalizis kialakuldsanak torténete olvasményos formaban megtaldlhaté J.
Dieudonné History of Functionel Analysis cimii kényvében.

A normalt tér fogalmat egyméstdl fiiggetleniil Hahn és Banach vezette be 1922-23-
ban, jelentds részben Riesz Frigyes munkdinak hatdsdra, aki a norma fogalmat konkrét
terekben mér kordbban hasznilta.

®Lasd I.P. Natanszon Konstruktfv figgvénytan cimit konyvében az V. fejezet 3.§-ban
levs 3. lemmaét.

"A ma klasszikusnak mondhaté terek (C'(0,1) és £7) dudlisit Riesz Frigyes taldlta
meg. Ezek a példdk nagyban hozzdjirultak az absztrakt funkciondlanalizis kialakuldsahoz.
Egyébként Riesz Frigyes és Szbkefalvi-Nagy Béla 1953-ban francidul megjelent funk-
ciondlanalizis konyve a legsikeresebb matematika kinyvek egyike. Szadmos nyelvre le-
forditottdk, 1988-ban aztdn magyarul is megjelent a Tankdnyvkiadéndl. A kényv ma is
ajénlhatd.

8Az élesitett Hausdorff-Young egyenlétlenség és szdmos ehhez kapcsolédé szép
eredmény megtaldlhaté E.H. Lieb és M. Loss Analysis cimil konyvében, American Mat-
hematical Society, 1997.
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®Sajnos ebben a jegyzetben nem térhettiink ki a disztribucidelmélet szép alkal-
mazdsaira. Ajanlani lehet a kdvetkezd magyar nyelvii konyveket: Simon L. és E.A: Ba-
benko Mdsodrendil linedris parcidlis differencidlegyenletek (TankOnyvkiadd, 1983), vagy
W. Preuss, Bleyer A. és H. Preuss Disztribucidelmélet miszaki alkalmazdsokkal (Mdszaki
Konyvkiads, 1986).

1A Hilbert-térnek itt értemzett dimenzidja nem ugyanaz, mint amit a topolégia
nélkiili vektorterekre szoktak értelmezni. A Hilbert-tér dimenzié LZ(IR™) esetén
megszdmlalhatéan végtelen, amig ugyanennek a térnek az algebrai dimenzidja nem
megszamlalhatd.

" Azért beszéliink toltetrsl, hogy megkillonboztessiik a szokdsos toltéstsl. A toltések
kézétt haté Coulomb-erd @yQ2ry’, ahol 1z a Q1 és @ téltések tdvolsdga. Téltetek
esetében az erd Q1Q2r, . Valéjdban 1 vagy 2 dimenziéban ez a Coulomb-térvény, harom
dimenziétél kezdve a szokdsos.

2Ebben a konkrét esetben a sajitfiggvények Bessel-fiiggvények segiségével fejezhetsk
ki, ‘a sajétértékek pedig Bessel-fliggvények gyikeinek negativ négyzetei, ldsd E.B. Da-
vies Spectral Theory of Differential Operators (Cambridge University Press, 1995) cfmii
konyvét.

13A harmonikus oszcilldtor tdrgyaldsa megtaldlhaté minden kvantummechanikdrél frt
tankényvben, ldsd példdul Marx Gyorgy Kvaentummechanika konyvét (Miszaki Konyv-
kiads, 1971).

A kvantummechanika kényvekben mésfajta modelje is taldlhaté a hidrogén atomnalk,
az itt tdrgyalt model az elektron spinjét egydltaldén nem veszi figyelembe. A példdban
a differencidlegyentetek megolddsdt azért nem részletezziik, mert az jol és részletesen
benne van a kvantummechanika tankdnyvekben, amik viszont nem hangsilyozzdk a model
linedris analizis oldalat. A hidrogén atom példija matematikai szempontbél azért nagyon
tanulsdgos, mert a Hilbert-terek és operdtoraik szinte minden lényeges része felbukkan a
model megoldésa soran.

5Lésd E.B. Davies Spectral Theory of Differentinl Operafors (Cambridge University
Press, 1995) cim{ kényvében a Theorem 6.2.3 részt.

"8 Neumann Mathematische Grundlagen der Quentenmechanik cimi kdnyve 1932-ban
jelent meg, angol nyelvil forditdsa pedig 1955-ben litott napviligot. Ezutdn 1980-ban
magyarul is megjelent.

Rz az 4llapot a “singlet” nevet viseli, és az Einstein-Podolsky-Rosen paradoxon
foszereplSje. Ha a két spin nagy tdvolsdgra helyezkedik el, pontosabban, térszertien sze-
pardltak, akkor az egyik spin érzékelni ldtszik, hogy mi volt a mdsik spin mérésének
eredménye, tudaillik mindig azzal ellentétes mérési eredményt produkil. Az EPR, para-
doxon 1935 éta vitatott kérdés.

'8Neumann Jénos a ma réla elnevezett entréi)iéhoz 1927-ben jutott el egy termodina-
mikai gondolatkisérleten keresztiil. Szamara az entrépia a kevertség mértéke volt: Tiszta
allapotok entrépidja 0, egyébkent pedig a “kevertebb” dllapot entrépidja nagyobb. Shan-
non az 1940-es években épitette fel a réla elnevezett informacidelméletet, és egy anekdota
szerint éppen Neumann javaslatéra nevezte a — 3, p: log p: mennyiséget entrépidnak. A




265

statisztikus operdtor Neumannn-féle entrdépidjinak informaciéelméleti oldatét csak sokkal
késtbb ismerték fel.

%A " Kolmogorov-féle valészinfiségi modellben a sztochasztikus valtozék egy
Kolmogorov-féle valdszintiségi mezon, azaz mértéktéren adott fiiggvények. A kolmogo-
rovi elméletben, amely egyéblént fiatalabb, mint a kvantumelmélet és annak sztochasz-
tikus interpreticiéja, barmely két sztochasztikus véltozénak kovariancidja van, bdrmely
eseménynek barmely eseményre vonatkozd feltételes valdszinliségérsl beszélhetiink. A
kvantumelmét nemkolmogorovi sztochasztikdjiban ez nics igy. A.N. Kolmogorovnak mai
valdsziniiségelmélet fundamentumaként szdmontartott Grundbegriffe der Wohrscheinlich-
keitsrechnung cfmfl kdnyve 1933-ban jelent meg Berlinben.

%0 Az itt kifejtett teleportaldsi eljardst 1993-ban talalta C.H. Bennett, R. Jozsa és néhany
tovabbi munkatdrsuk.

1A kvantummechanika haléelméleti, vagy logikai megalapozdsival kapcsolatban
ajanlhatdé Rédei Miklés Introduction to quantum logic cimi jegyzete, Eétvos Kiadd, 1995.

2Egy € halmazrendszert monoton osztalynak neveziink, haa. 4 C G C...,Ch €C
estén UnCn € € és b.Cy D €y D .:.,C, € C estén N,C, € €. Egy halmazalgebrat
tartalmazé legsziikebb o-algebra ugyanaz, mint az 6t tartalmazé legszlikebb monoton

osztily. Bz az az allitds, amit itt felhaszndlhatunk
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