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I. PONTHALMAZOK AZ m-BIMENZlés (EUKLIDESZI)
TERBEN

1. T6BBVALTOZOS FUGGVENYEK

Eddigi vizsgdlataink sordn olyan filggvényekkel foglal-
koztunk, amelyek a valés sza&mok R halmazin vdltozé x meny-
- nyiséghez rendeltek f{x) fliggvényértékeket. Az ilyen fllggvé-
nyek behaté tanulményozdsdt az indokolta, hogy a matematika
kiilénbtzé fejezeteiben, de a fizikai és egyéb alkalmazdsok-
ban is sz&mtalan olyan jelenség taldlhaté, ahol egy mennyi-
ség értéke egy midsik mennyiség értékének ismeretében vilik
meghatdrozottd, egy vdltozé mennyiség értéke, egy misik
vdltozdé mennyiség értékétsl figg. Pl. a kocka térfogata
fﬁgg a kocka élének hosszusdgétél, a nehézségi erdtérben,
adott helyen, v =0 kezdSsebességgel szabadon esé test 41-
tal megtett ut nagysdga fiigg az esés idejének hosszusédgi-
té1l, stb.

Mind a matematikdban, mind az alkalmazdsok teriiletén
béven taldlhatunk azonban példat olyan jelenségekre, ame-
lyekben egy mennyiség értékének ismeretéhez egynél t&bb
masik mennyiség sz&mértékét kell ismerni. Pl. az x, y ol-
daléli téglalap t terilllete és k keriilete x és y ismereté-
ben

t = xy, illetve k = 2x + 2y;
az a, b, c oldalélil téglatest /egyenes hasab/ v térfogata
v = abc;

ha egy vezetSé végpontjai kdzdtt az elektromos fesziiltség U,

a1 vezetd ellenalldsa R, akkor a bernne folyd dram erdssége
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munkdt végez, stb.

A felsorolt esetekben a képletek bal oldaldn 4116 meny-
nyiség értékének meghatdrozdsdhoz két 1ill. a hasdb térfo-
gata, valamint a vezetSben folyd dram munk&jénak esetében
hdrom tovdbbi mennyiség &rtékének ismerete volt szllkséges.
Példdinkban teh4t nem egy, hanem két, ill. hdrom adott szam
hatéroz meg egy tovabbi szdmértéket. Ha a térben /hdromdi-
menzids tér/ vizsgdlijuk a hémérséklet vdltozds&t, akkor
~ a tér pontjait derékszdgil kocrdinitarendszerbeli x, Y, Z
koordindtdikkal jellemezve — a ﬁémérséklet adott pontbeli
értéke a pont x, y, z koordindtdjatél fog figgni, ezek is-
meretében adhaté meg valamilyen &sszefiiggés /képlet/ segit-
ségével a hémérséklet értédke. A hémérséklet értéke azonban
midr négy mennyiség 8rtékétsl foé fliggni /és ezek ismereté-
ben mds képlettel adhaté meg/ ha a hémérséklet valtozdséat
adott térrészben nem csak egy adott pillanatban, hanem egy
1d6k6z0n belil vizsgaljuk.

Az ilyen hozzdrendeléseket két-,hdrom-,... vdltozds
fliggvényeknek nevezzilk, az ilyen t8bbvdltozés fliggvények
vizsgdlataval fogunk az al&bbiakban foglalkozni. Vizsgdla-

tainkban az egyvdltozés fliggvények analizisében kbvetett
utat jérjuk majd ujra végig, az ott bevezetett fogalmakat,
tételeket igyeksziink majd megfeleld formaban t&bbvdltozés
fuggvényekre 4tvinni.

Elsdként azt nézzik meg, helyes volt-e az elébbi pél-
dakban szerepld kapcsolatokat figgvénynek neveznilnk, &ssz-
hangbat &4ll-e ez az elnevezds a kordbban bevezetett &lta-
l4nos figgvényfogalammal /Valés egyvaltozés figgvények
differencidlszdmit&sa, 1.2.9./.



A téglalap oldalélei, /ill. ezek hosszuséga/ x és y
pozitiv valés szémokkal adhaték meg, amikor tehdt a tégla-
lap teriiletének, il1l. kerilletének kerestik a mérészamit,
az (x,y) rendezett sz&mp&rokhoz, vagyis az R? = R x R
tér bizonyos elemeihez rendeltiink pontosan egy valés szé-
mot.

Ugyaricsak rendezett szémpdrokhoz, R? bizonyos elemei-
hez rendeltiink pontosan egy-egy valds szémot az I = % uta-
sit&ssal, itt a szimpdrok elsd, ill. mdsodik eleme a mért
feszilltség ill. ellendllds &prték volt. A téglatest térfo-
gatdnak meghatdrozdsakor, ill. az &ram munkdjdnak szdmi-
tdséndl valds szd&mokbdl 4116 rendezett szd&mhdrmasokhoz /a
téglatest &leinek hosszus&gdhoz, ill. a feszililtség, az el-
len&llds és az idS mérdszamdhoz/ rendeltink egy és csak
egy valés szdmot /a térfogat, ill. a munka mérészémat/,
ezek tehdt A'tha-pn értelmezett R-be vezetd fliggvények
voltak. A hémérséklet valtozdsdt adott térrészben egy idé-
k6z8n belll vizsgdlva rendezett szdmnégyecekhez rendeltiink
pontosan egy valds szamot; a hémérséklet értéke egy B' C R%-
en értelmezett R-be vezetd f fliggvény adta meg.

Péiddinkban teh&t valdban filiggvények szerepeltek,

melyeknek értékkészlete mindig valamilyen BCR halmaz volt,

ezért valés értéki figgvényeknek kellene Gket pontosabban
nevezniink. Meg&llapodunk abban, hogy az aldbbiakban /amig
erre vonatkeozé kildn utaldst nem teszlnk/ flggvény alatt
mindig valds értékd fiiggvényt értiink. A flggvények értelme-

zési tartomdnya R?, R3, RY adott részhalmaza volt. Ezeket

R2, R} esetében a sik, ill. a h&romdimenziés tér pontjai-
nak részhalmazdval szemléltethetjilk /ezekkel hozhatdk k&l-
csénbsen egyértelmli megfeleltetésbe/. Hasonldképpen beszél-
hetlnk — most mir a tényleges.geometriai szemlélett8l elvo-
natkoztatva — arrél, hogy RY és &ltaldnosségban R™ elemei
"az m-dimenzids tér pontjdival" szemléltethetdk, /kdlcsd-
ndsen egyértelmil megfeleltetésbe hozhatdk/ az f:A'-BCR
m-vdltozés fuggvény A' CR™ pontjaihoz rendel valés szdmokat.
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Az m-vdltozés (m = 2,3,u;...) flggvények értelmezési
tartom&nya tehdt az m-dimenziés tér (R™) egy részhalmaza-
nak tekinthetS. Az egyvdltozés fiiggvények analizisénél
kdvetett gondolatmenethez hasonléan most is a vizsgdlato-
kat a figgvények értelmezési tartomany&nak, azaz az m-di-
menziés térben fekvS ponthalmazoknak vizsgilatdval, az azok-
ra vonatkozé fogalmak, té€telek ismertetésével kell megkez-
denilnk.

2. M-DIMENZIOS TER. TAVOLSAG (CAUCHY~EGYENLOTLENSEG)
KORNYZEET. SZAKASZ

2.1. DEFINICIG, Az m-dimenziés tér (R™) a valés szdmok
halmazdnak 8nmagdval vett m-szeres Descartes-szorzata,

vagyis az (xl,...,xm) rendezett szdm m-esek /m-tagu so-
rozatok/ halmaza, ahol xiE;R, i=1,2,...,m.

Az elnevezést indokolja, hogy — mint 1&ttux /Algebra
jegyzet 4. fejezet/ — a rendezett sz&m m-esek vektorteret
alkotnak.

Az m = 2, il11. m = 3 esetében adbds ténylegec geomet-
riai szemléletre hivatkozva R elemeit az m~-dimenzids tér
pontjainak nevezzilkk, és azt mondjuk, hogy az Xysews Xy S2d-
mok az x = (xl,...,xm)E:Rm pont koordindtdi. Akar R-ben,
akdr az R™ (m >1) térten a tér elemeinek /pontjainak/ jelo-
lésére &ltaldban kis betilt hasznilunk /a gecometridban szo-
kdsos nagy betlls: A, B,...,P, ill. helyzetveéktorral t8r-
téné megadds esetén, a, ByvevyByeisX,... jelBlés helyett/.

2.2. Az m-dimenzidés tér k&t ponija akker és csak akkor

egyenld egyméssal, ha megfeleld koordindtdik egyenldk.



Teh&t,ha x = (xl,...,xm)GRm, y = (yl,...,ym)CRm,

x = y akkor és csak akkor, ha x; = ¥y (i = 1,...,m).
_2.3. R™ altaldnos definiciéj4bél m = 3, ill. m = 2,
ill. m = 1 esetében speciilisan a k¥z8nséges tér, ill. egy

sik, ill. egy egyenes pontjaival k&lcs8nSsen egyértelmi
megfeleltetésbe hozhaté rendezett szdmhdrmasok, ill. szé&m-
pérok, ill. sz&mok halmaza adédik. Ezekben a hdrom, ill.
két, ill. egydimenzids terekben értelmezni tudjuk két pont
t4dvolsfgat, amely t&volsdgfogalom az m = 1 esetre mér ki-
mondott /Valds egyvdltozds fliggvények differenciidlszdmité-
sa,.I.S.S.I'tulajdonségokkal rendelkezik.

Tudjuk, hogy T-ben x€R, y€R tavolséga

alx,y) = |x-y] =/(x-y)?;

R2-ben, vagyis a sikon x = (X;,%X,}, vy = (y;,y,) tdvolsdga

d{x,y) =J}x1—y1)2+(x2-y2)2,
R¥I-ben, vagyis a térben x = (X;,X,:X3)s ¥ = (¥1:¥,,¥3)
tdvolsdga

d(xay)=ltxl-yl)2+(x2'yZ)2+(x3-Y3)2
Ennek alapj&n kézenfekvd a kdvetkezé értelmezés:

2.4, DEFINICIO. Az R™ tér x = (Xy5--0sXy) &s
y = (yl,...,ym) pontjénak tévolséga

m
N e R TrRR LR R TR

Az igy bevezetett tdvolsdg rendelkezik a kdzonséges tér-
b8l /sikbél ill. egyenesen/ ismert t&volsdg kdvetkezd lénye-

ges tulajdonsdgaival:
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2.5. Tétel. Tetszdle-
ges x,y,zE€ R™ pontokra

1° dix,y) 20,

2° dix;y) =0 &> x = vy,
3° dix,y) = d{x,y),

4o d(x,z) sdix,y)+d(y,z}.

Ixfy}{

Ix, <yt A tétel gebmetriai tartal-
? mét az 1. &br4n szemlél-
1. &bra tettilk.

Bizonyitds. 1°, 2°, 3° a tdvolsdg értelmezésébsl ksz-
vetleniil adédik. 4° igazoldsdra vezesslk be x = (xl,...,xm)

y = (yl,...,ym) z = (zl,...,zm) megfeleld koordindtainak
kiildnlLségére az

jel8léseket. Ekkor a bizonyitandé

m . m R m ,
/i);l(xi-zi) s iglfxi-yi) + igl(yi-zi)

ezyenlétlensdg a

» 2 2
1 (agep)esf { af + I b}
i=

alakban irhaté, s ehelyett nyilvan elég igazolni a négy-

zetre emeléssel adédsd

3
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/Izn 2 If 2 JE 2
+ 2 as b% + b%
i=1 Y vi=1 0 451 %

egyenlétlenséget. Ez fenndll, hiszen a Bunyakovszkij-
~Cauchy-Schwarz egyenlétlencég értelmében /Algebra jegy-

zet 7. fejezet/

Lagp, s /1 a2 - /zbz

1 td izl vV oiZ1

Ezzel a tdvolsdg 4° alatti tulajdonsdgit kifejezd un.
"haromszbg-egyenldtlenség'-re jutunk. Az utdébbi elnevezdst
az m=2, ill. m=3 esetében adddé konkrét geometriai tartalom
indckolja /1.1. &bra: a hdromsz8g egyik oldala sem lehet
nagyobb misik két oldaldnak Ssszegénél/. * _

Az 1. &brardél olvashatd le speciBlisan m=2 esetére az

aldbbi megjegyzés geometriai tartalma:

2.6. MEGJEGYZES. Az R™ m-dimenziés tér két pontjdnak

tdvolsagdt a pontok koordinatdival alulrél &s felilrdl a kb-
vetkezd egyenlétlenséggel becsililhetjlik meg:
m
Ha x,y€R", x = (xl,...,xm), y = (yl,...,ym), akkor

m

Ixj'ij s d(x,y) 5i21[xi"yi| (3

1,...,m).

m
Ti.{x. 57V y2g Z (x5-y; Y2 = d2(x,y) s z(xi—yi)2+
i=l i=1

' m
I N LT M I T B I Sy P
R PR
és innen gyBkvondssal adédik az &llités.

A linedris ponthalmazok elméletéhez hasonléan vezethe-
t6k be a t&volsédgfogalom segitségével R™-ben a kivetkezd
fogalmak:



2.7. DEFINICIO. a € R™ e-sugaru kdrnyezete, K{a,e),

azcknak az foRm.pontoknak a halmaza, amelyek a-t6l

e-ndl kisebb tdvolsdgban vannak:
l m
) iK(a,e) = {x:d{a,x)<e, x€R}.

/Szokds ezt a kdrnyezetet a

k&zéppontu € sugaru m-dimen-

zi6s gdmbnek nevezni./ /Az

m = 2?2 esetre 1l4sd a 2. &brat/

2.8. DEFINICIO. a € R™ e-

sugaru pontozott /dtszurt/

kbrnyezete, K(a,e), azoknak
‘az a-tdl klilénbdzd x € R™ pon-
toknak a halmaza, amelyek a-
t6l e-ndl kisebb tdvolséagban

vannak:

Kla,e) = Kla,e)-{a} =

= {x:0<d{a,x)<e, x € R™}.
3. &bra

/Az m=2 esetre ldsd a 3. dbrdt./

A haromdimenzids tér (xl,xz,xg) pontjdbdl az(yl,yQ,ys)

pontba vezetd szakasz — mint tudjuk — azokbdél a (Z”ZZ’Z3)

pontbél &l1, amelyekre

1,2,3.

z; T X5 ¥ t(yi—xi) {(0sts l),.l

Kézenfekvs tehat a kdvetkezdé megdllapodds:

2.9. DEFINICIO. Az X,¥ erR™ pontokat Bsszekttd szakasz

azoknak a z € p™ pontoknak a halmaza, amelyekre az
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X = (xi,...,xm), y = (yl,...,ym), Z = (Zl"f"zm)
jeldléssel

Zy = oxg ¥ t(yi-xi)- (0gts1l, i=1,...,m).

2.10. MEGJEGYZES. A tér pontjal és egy rdgzitett pont-
bé1 hozzdjuk mutaté vektorck /az un. helyzetvektorok/

—~ amint az az algebrabdél ismeretes — egymidssal kdlcs8-
nésen egyértelmll megfeleltetésbe hozhaték. Ennek minté-
jara R™ pontjainak is megfeleltethetilink "m-dimenzids
vektorokat", ezekre is értelemszerilen altaldnosithat-
juk a vektormiiveleteket, beszélhetiink k&t m-dimenzids
vektor Bsszegérél, t€ R szadmmal /skaldrral/ valé szor-
zatdrdl, igazolhatjuk ezekre a milveletekre a hdromdi-
menziés esetben megismert miiveleti szabalyokat. Az
x,yEERm pontokat &sszekdté szakasz ~ a pontoknak meg-
felel$é m-dimenziés vektorokat x, y -nal jelSlve - nyil-
van azoknak az m-dimenziés z vektoroknak halmaza,

melyekre

z=x+tly-x)

(0sts1). ]

/Az m=2 esetre lédsd a
4, Abrat./

Az euklideszi térben az

ugynevezett euklideszi

norma segitségével /Al-

gebra jegyzet 7. feje-
zet/ bevezetett dltald- 4. &bra

nositott abszolut érték

fogalmdt felhaszndlva x = (xl,...,xm)EERm esetén a meg-

feleld x vektor abszolut értéke
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Nyilvdnvaléan [x| 20, x = 0 x = {0,...,0),

ltx| = [t]|x]| (t€R), dlx,y) = |x - y| /azaz az x€R"
és yEERm pontok tdvolsdga a megfeleld x és y vektorok
kiilénbségének abszolut értéke/, és a 2.5.4° hdromszdg-
egyenletlenséget a {0,...,0),x,y C R" pontokra alkal-
mazva, a megfeleld m-dimenziés vektorokra |x+yfs|x|+]y]|
adédik.

2.14. Feladatok.

1. Igazoljuk, hogy x;v,z € R" esetén |d(x,y)-d(y,z)|sd(x,z).

2. Bizonyitsuk be, hogy a 2.5.4° alatti hdromszdg-egyen-
18tlenségben pontosan akkor 4ll egyenldéség, azaz
d(x,z) = di{x,y) + dly,z), ha y rajta fekszik az x-bsl

z-be vezetd szakaszon (x,y,z € R™).

3. PONTSOROZAT KONVERGENCIAJA RM-BEN

Az &ltaldncs fliggvényfogalom specidlis eseteként. meg-
emlitettlk, hogy minden sorczat tulajdonképpen a természe-
tes szdmok halmazadn értelmezett f fliggvény, a sorozat n-
edik eleme a, = f(n) (nEN). Az (an) valés szamsorozat a
természetes szdmok halmazdn értelmezett valds értékil
figgvény {f:N+R), &ltaldnosabban tehdt a k&vetkezdket mond-
hatjuk:

3.1. DEFINICIO. Ha a_ = {a ;;a ,,-..»a, ) eR™ (neN),

akkor (an) faz m~-dimenziés tér pontjaibsél 4118 sorozat,
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révidebben pontsorozat R™-ben/ a természetes szamok halma-
zdn értelmezett R -be vezetd fliggvény f : N-Rm, ahol a
sorozat n-edik eleme a, = f{n) (nCN). _

A valds szamsorozatokhoz hasonlédan értelmezhetijik ezek-

nek az altalanosabb soroczatoknak konvergenciajdt:

3.2. DEFINICIO. Legyen aniéRm (n€N). Akkor mondjuk,

hegy az {ap) pontsorozat az aer™ limeszponthoz tart

/az (an) pontsorozat hatarértéke a€R"/, ha a sorozat
minden elég nagy indexl /elég tdvoli/ eleme beleesik az
"a" pont tetszdleges /kis/ &-sugaru kérnyezetébe:

v e>03 NO(E), hogy aHEK(a,e) n>NO(€) esetén,

/A tetszbleges € >0 hibakorldthoz tartozd N0 kiisz8b-

index megvdlasztdsa természetesen flgg e-toél./

Azt a tényt, hogy az (an) pontsorozat hatdrértéke "a",
igy jelsdlitik

iim a_ = a, illetve a_+a, ha n->-«=,

n n

n-»m

Az (an) pontsorozat konvergens, ha van limeszpontja /ha-
tdrértéke/, kiildnben divergens.

Jellemezhetilk termé&szetesen (an) konvergenci&jidt a-
noz a kérnyezet fogalmdnak melldzésével a tdvolsag fogal-

mdra tamaszkodva 1is:

lim a =a: ¥ £€>0-hez 3 No’ melyre d(a,an)'ie,

N+ .

han SN .
0

Az R™-beli (an) pontsorozatok konvergencidjdnak vizs-
g&latdt visszavezethet]ilk a szdmsorozatok konvergencia-
vizsgadlatdra, a k&ztik fenndlld aldbbi kapcesolatok segit-

ségével:
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3.3. Tétel. Ha a = (anl’anQ""’anm)c R™,
a = (al,az,...,anﬂ e R, akkor a kdvetkezd &llitésok

egyenértékiek:
i® a_ - a, ha n » «,
n
20 d(a,an)-*O, ha n + =,
3° a ;*dags ha n + =« minden i-re (i=1l,2,...,m).

Bizonyitds. A 3.2. definicié értelmében lim a = a épp
i+

azt jelenti, hogy az (an) pontsorozat minden elég nagy in-
dexil eleme "a" tetsz8legesen kicsiny sugaru kérnyezetébe
esik, vagyis a d(a,an) elemekbdl 4116 szdmsorozat /melynek
elemei nem-negativak/ O-hoz tart: 1° = 2°.

A 2.6. megjegyzésbSl kdzvetleniil adédik, hogy 2° = 3°,
hiszen a_ minden koordindtdja "a" megfeleld koordindtédja-
t&1 legieljebb d(a,an)-nel térhet el /lasd 2.6./, és igy
d(a,an) + O esetén a megfeleld koordindtdk nem-negativ el-
térése is O~-hoz kell, hogy tartson:

v. 1 0s la

2

ni-—ail sd(a,a ) (i = 1,2,...,m), tehdt n+= esetén

= . - a. . > a.
d(a,an)—»O ]anl al|->0, azaz a ; > 4a;,

2° = 3°,

3° = 1°, mert ismét 2.6.-ra hivatkozva

n
Osd(a,a }s ]

- ai|-»0, ha a
i=1 :

~a; {(i=1,...,m},

la_. .
ni ni

és akkor sziikségképpen d{a,an)->0, vagyls tetszdleges £ > 0=
hoz taldlhatd 61yan No kiisztbindex, hogy n:>No esetén

d{a,an)<s, azaz anezK(a,e}, tehat

1im a = a : 3°9=1°, %

N«
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A limeszpont egyértelmiiségével kapcsolatban a kévetke-

z6t mondhatjuk ki:

3.4. Tétel. EEL(an) konvergens pontsorozat Rm-ben, ak-

kor csak egy limeszpontja lehet, tehat a ~a és a- b ese-

tén szlkségképpen a = b.

Bizonyitds. Az R™-ben bevezetett tavolsdg-fogalomra
vonatkozd héromszég~egyenlétlenséget alkalmazva /2.5.4°/:

0 <d(a,b) sd(a,an)+d(an,b)—>0 a feltétel értelmében, te-
hat d4{a,b}) = 0, azaz a = b. *

A 3.3. tétel értelmében egy R™-beli pontsorozat konver-
gencldjdnak vizsgalatat visszavezethetjik a pontok koordi-
ndtdibél 4116 m darab szémsorozat konvergencidjdnak vizs-
gdlatdra; ha ezek valamennyien konvergensek, akkor lime-
szeikb&l felirhatjuk azt a rendezett szdm m-est, amely
pontsorozatunk hatdrértéke. A fenti gondolatmenetbdl azon-
ban az is kBvetkezik, hogy a szdmsorozatok konvergencidja-
rél szdlé elemi tételek pontsorozatokra is érvényben marad-

nak, kimondhaté tehédt:

3.5. Tétel. Egy konvergens (an) pontsorozat hatdrérté-

ke nem védltozik meg, ha

a. a sorozat akdrhdny elemét felcseréljlik egymdssal,

b. a sorozatba véges sok elemet beiktatunk, vagy megval-
toztatunk, vagy elhagyunk, o

¢. a sorozat minden tagjdt véges sckszor megismételijlik.

3.6. Tétel. éE_(an) pontsorozat akkor és csak akkor

tart a-hoz, ha tetszflegesen kicsiny € > 0 mellett véges

sok kivételtdl eltekintve, a sorozat minden eleme bele-

esik a g-sugaru k&rnyezetébe K({a,e)-ba.

A szamscrozatokra kimondott megfeleld tétellel egyezd

médon igazolhatsd ez a tétel. A lényeg most is az, hogy (an)~
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nek véges sok eleme esik K{a,e)-n kiviil, és nem az, hogy
végtelen sok elem esik K(a,e)-on belil.

A szamsorozatokhoz hasonléan értelmezhetd R'-beli pont-
sorozat részsorozat, ill. analdg allités fogalmazhatd meg

a részsorozat konvergencidjdrél:

3.7. DEFINICI0. Ha az (an) pontsorozat bizonyos ele-

meit /véges, vagy végtelen sokat/ elhagyunk, de ugy, hogy
még mindig végtelen sok elem maradjon, akkor a megmaradd

elemeket az eredeti sorrendben egymds utdn irva az eredeti

pontsorczatnak .egy részsorozatdi nyerjiik. /Ezt (an J-rel
jeldljtik./ r

3.8. Tétel. Ha (an) konvergens pontsorozat, melynek

limeszpontja "a", akkor (an) minden (an ) részsorozata is

r
konvergens és a-hoz tart.

Az itt elmondottaknak mintegy megforditdsaként most is

igaz a k&vetkezd 4llitds:

3.9. Tétel. Ha (an) és (b ) konvergens pontsorozat

M Ve
R'-ben é&s

lim a_ = lim b_ = a,
n n
-+« N+«
12 bl’ 2y bz,...
vergens €s hatérértéke "a".

akkor az a ’an’bn"" pontscrozat is kon-

Véglill pontsorozatokra is fenndll a konvergencia sziik-
séges éc elégséges feltételét megadd, a limeszpont lsmere-

tét melidzd Cauchy-féle konvergenciakritérium:

3.10. Tétel._éE_Rm-beli (an) pontsorozat akkor és csak

I akkor konvergens, ha tetszdleges c >0 hibakoridthcz min-

dig megadhatd olyan No(e) kilsz8bindex, hogy

n n >NO(E) esetén d(an sa, y <e .

3
17 1 M2
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/A ponfsorozat elég tavoli elemeil tetszdlegesen kicsiny

t4dvolsdgban vannak egymdstdl./

Bizonyitds. A fentétel szilikséges, mert ha

lim a_ = a,
n-co

akkor tetszdleges € > 0-hoz van olyan'No(e), hogy nysn, >N

2

esetén d{a,a_.} <£ , dl(a,a_ ) <E-, és igy 2.5.4° alapién
ny 2 n, 2

dla_ ,a_ )} sd(a_ ,a)+dfa,a_ ) <&
n;’ n, ny n, 2

‘Masrészt a feltétel elégséges is, mert ha tetszéleges € > O-

='g.

Sy

hoz megadhatd olyan No kitsztbindex, hogy nysn :>NO esetén

2
dla_ ,a_ )<e, akkor az a = {a_ 1,8 9s:-.92_ )y
NNy . " R Mo
an2 =.(an21,ané2,...,an2m) jel&léssel 2.6. értelmében a meg-

feleld koordindtdk eltérése is ¢ alatt marad:

la i~ 2, i|

on, ) s d(an »a J<e, (i = 1,2,...,m),

1 2

vagyis az a,.,a . sda sorozatra a Cauchy-feltétel

A PRI A T

teljesiil, s igy létezik

lim a, . = a. minden i=z1l,...,m-re.
ki 1

n—+e

Ekkor azonban 3.3.3° értelmében az egyes koordindték ha-
tdrértékébsl képezett (al,;..,am) rendezett szdm m-es az

(an) pontsorozat limesze:
iig a = (iff a s iiz ak2{...,11m akm) = (al,az,...,am) =

=aERm.*
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3.11. Feladatok.

1. Igazoljuk a 3.9. tétel allitadsat.

1 1 1

m
n+l? n+2* 77 n+m €R

2. Legyen a_

Vizsgdljuk meg, konvergens-e az (an) sorozat, és ha

igen, mi a limeszpontia.

I}, KORLATOS PONTHALMAZ.
ATMERD BOLZANO-WEIERSTRASS-TELEL

szémsorozatok. esetében lattuk, hogy a korldtosség a
sorozat konvergencidjdnak sziikséges /de dltalaban nem elég~
séges/ feltétele. Beblzonyltottuk tovabbd, hcgy minden kor-
lidtos sorozatnak van konvergens részsorozata. Fzeknek az al-
litdsoknak a megfeleldi tetszbleges R™-beli pontsorozatok
esetében is igazak. Ezek Yimondasdt, ipgazolaszat a korlatos-

sag definicid¢jdnak kimonddsdval kell tevezetrniink.

4.1. DEFINICIO. @ # AC R" korldtos ponthalmaz, ha a

{d(x,y):x,y €A} = B szdrhalmaz korlitos. A B nalmaz fei-

I3

s& hatérat (A) atméréjének nevezzik és f{AY-val jelsljik.

Az Ures halmazt is korldtosnak tekintjik, és megallapo-
dis szerint §&(@) = 0.

A U4.1. definicié m=1 esetén a szdmegyenesen a szokott
drtelemben korldtos szémhalmaz definiciéjét szolgdltatia,
az atmérd pedig a korlatos szamhalmazt lefedd legrdvidebb
intafvallum } sszusdga. m=2 ill. m=3 esetébern a korla-
tossdr ténye 1:¢ fejezi ki, hogy a ponthalmaz belefoglal-
haté alkalmas 1 sugaru kérlemezbe i11. g&mbbe. /m=2 esetére

1ldsd az 5. &brit./
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=
=4

N

5. dbra

Korlétos ponthalmazokra a kdvetkezd dllitdsokat mond-
hatjuk ki:

4.2. Tétel. Ha ACC és C korldtos, akkor A is korléa-
tos, és §(A) < §(C). *

4.3. Tétel. Ha A és C korldtos, akkor AUC is korldtos
EE;aGEA, c€C esetén §{AUC) g 6{A) + dla,c) + 6(C).

Bizonyitds. Ha x €A, y€C, akkor a hiromszdg-egyenldt-
lenség értelmében d(x,y)sd(x,a}+d{a,c) +d(c,y) s 8(A) +
+d(a,c) + 8(C), vagyis az AUC halmazbdl tetszélegesen vett
két elem tdvolsaganak felsd korlatia §(A) + d(a,c) + 6{(C);
e tdvolsdgok halmazdnak felsd hatdra nem lehet e felsd kor-

latnal nagyobb. *

4.4, Tétel. Az AC R™ (A #.0) halmaz akkor és csak ak-

kor korlétos, ha pontjainak 8sszes koordindtdi korlédtos

szémhilmazt alkotnak.

A tétel bizoynitdsdt feladatként tiizziik ki.

Ertelmezhetndk egy Rﬁ-beli pontsorozat korldtosségat a
tagiainak koordindtaibdl 4116 szadmhalmazok korlatosségéaval,
célszeribb azonban a 4.3, &s U.4, tétel értelmében ezzel

egyenértékil alédbbi értelmezést kimondani:

19



’

4.5. DEFINICIO. Az (an) (ane Rm, ne N} pontsorozat
korldtos, ha az elemeibdl 4116 {a, : n€N} ponthalmaz
korldtos. '

] .

Korliatos pontsorozatokra a k&vetkezd té€telek mondhatdk
ki:

4.6, Tétel. Ha (an) (anE ﬁn, n€N) konvergens, akkor
korlétos. ' '

Bizonyitis. 1lim a, = A esgtén tetsz8leges € > O-ra

n-om
E_No: a‘nEK(A,E) ha n>N_. Legyen

1

r = max {d{(a , al),...,d(

N +1 ay 410 2y )b
o o o
ekkor 2(e+r) biztosan felsé korlitija a

{d{x,y) : )i,ye{an : n€EN}} szdmhalmaznak. #*

«4.7. Tétel. /Bolzano-Weierstrass-féle tétel/

Minden korldtos (an) (anEERm, n €N) pontsorozatnak van
konvergens részscrozata. '

Bizonyitds. Legyen a, = (anl,...,anm). (anf korlitos-
sdga miatt az elsé koordindtakbdél 4116 szdmsorozat is
korldtos, és igy a korlitos szamsorozatokra kimondott
Bolzanc-Weierstrass-tétel értelmében /Valds egyvdltozds
figgvények differencidlszédmitdsa I1I1.5.2/ kivdlaszthaté
e sorozatbdl egy konvergens részsorozat. Jeldlijlk a
(all’ d,1s a31,..._)-b61 kivdlasztott konvergens rész-
sorozatot (akll’ akél,...)—vel, ésr(bn)—nel (an)—nek

azt a részsorozatdt, melynél az elsS koordindtédk az

(akll’ akzl,...) sorozatnak elemei. A (bn) sorozatra
tehdt a kdvetkezd monchatdk:

-
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1° (b } részsorozata (a )-nek,

2° {b ) elsd koordlnatalnak sorozata konvergens; legyen
ezen elsé koordindtdkbsl képezett sorozat limen-
sze iif bkl = qq-

3° (b_) korldtos, tehdt masodik koordindt&inak (b

sorozata is korldtos, kivdlaszthatd tehit

x2)
ut6bbibél konvergens részsorozat. Jeldlijik en-
nek hatérértékét q,-vel.

(cn)Jnel jeldlve (bn}nek azt a részsorozatdt, amelyben
a mésodik koordindtik a (bkz)—bél kivalasztott konver-

gens részsorozatnak elemei, (an)-nek olyan részsoroza-

‘téra jutottunk, melyben az elsd koordindtdk /ezek

(ak 1) egy részsorozatdnak elemei/ qlfhez, a mdsodik

koordindtdk pedig q,-hdz tartanak.
Az eljédrdst folytatva az m-edik 1épésben (an)-nek olyan
(uh)részsorozatéra jutunk, amelyben mir az m-edik

koordindtdk is konvergens sorozatot alketnak

lim YUem = 92

k»co
&s — mint konvergens sorozatok részsorozatal - a tébbi
koordindtékra

lim Wi Qg (i = 1,2,...,m-1).

k>e )

Ekkor tehat (un) a korlatos (an) pontsorozatnak kon-
vergens részsorozata, mivel
' . . m
1im u =q= (ql,...,qm) CR" . =
n-n-m ;
A tételre egy egyszeribb bizonyitdst 5.8.~ben adunk.

4.8. Feladatok.

Igazoljuk a 4.%, tétel &411itdséat.

- Igazoljuk, hogy aelfye-sugaru k8rnyezetének Atmérdie

K(a,e) = 2e.
21



5. BELSH. KULSG., HATAR-, TORLODASI, IZOLALT PONT,
NYILT HALMAZ, ZART HALMAZ
CANTOR ES BOREL TETELE

A valés egyvdlitozds fliggvények differencidlszdmitdsa
c. jegyzet bevezetésében foglalkoztunk mir specidlis line-
4ris ponthalmazokkal, nyilt és zart intervallumokkal. Ezek
végpontjainak, az intervallumba esd, vagy az intervallumen
kiviil fekvé pontoknak az intervallumhoz viszonyitott hely-
zetét jeliemezhetjﬁk a kdrnyezet fogalmanak sepitsegével.
Altaldncsséagban, R™-beli ponthalmazokra, ilyen kérdések

vizsgdlatdval fogunk most foglalkozni.

T

5.1. DEFINICIO. Legyen x € R™, ACK

1© x belsd pontja A-nak ha van olyan ¢ >0, hogy
K(x,e) € As

2¢  x kiilsé pontja A-nak, ha van olyan >0, hogy
Kix,e) NA = @

1 x hatarpontja A-nak, ha minder ¢ >Q-ra
K(x,c)nA # @ &s K(x,e) - A £ 03

4o x torlédasi pontja A-nak,
K(x,e)nA ¢ &;

50 x izol&lt pontja A-nak, ha xe A, de olyan e>9, hogy
Kix,e)nA = ¢.

ha minden e>0-ra

Legyen

A= {{x,y):1sx?+y2cu}u{3,0).
Ennek a ponthalmaznak példéul
(0,0) kiilsé pontija, (-1,/7)
belsd pontja (1,0) is, (0,2)

is hatéarpontja, bér az elsé

0.2

S
ey

ool Sy 30/

hozzdtartozik, a mdsodik nem

tartozik a halmazhoz, az ed-

6. abra dig felsorolt pontok valameny-
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nyien torlédasi pontjai A-nak, mig (3,0) i1zoldlt pontja
az A halmaznak. /6. dbra/

Az x = O pont a B = {{- %]n : n€ N} halmaznak és a
C = {;% : n€N} halmaznak is torldédasi pentia, de egyiknek

2
sem eleme. A {0,1} halmaznak 0 is, 1 is izoldlt pentija.

A definicidbél kdzvetlenlil adddnak a kdvetkezd 41li-

tdsok:

5.2, Tétel. Barmely ACR" halmazra és barmely x € R™

pontra az aldbbi hdrom lehetdség koziil pontosan egy telje-

stil:

1° x.belsd pontja A-nak,

29 x kiilsé pontja A-nak,

3° x hatarpontja A-nak. *

5.3. Tétel. Ha AcCRrR" és A-nak R -re vonatkozé komple-

mentumdt B-vel jeldljik (B = Rm - A), akkor

1° A kiiis® pontjail azonosak B belsé pontjaival

2° A hatarpontjai azonosak B hatdrpontjaival. #

5.4, Tétel. Minden korldtos végtelen halmaznak van tor-

|
| o_a51 pontija.
Bizonyitds. Legyen ACR™ korlatos. Specidlisan m=1 ese-
tén ez azt jelenti, hogy van olyan {ao,bo} intervallum,
hogy AC.[ao,bO]. Felezziik el az {ao,bol intervallumot
és jelsliik [al,bl]-gyel azt az igy nyert interwva.lu-
mot, amelybe A-nak végtelen sok eleme esik /a felezés~-
sel nyert egyik intervallum biztosan ilyen/. f l,bii—
et ujbél felezve azt a részintervallumot, ameclybe A~nak
végtelen sok pontja esik - legaldbb az egyik ilyen -
jelsljlik [az,bz,-vel, ... Az igy nyert egymdsba skatu-

lydzott intervallumok egy c pontra zsugorodnak &ssze.

23



Ez a ¢ pont A-nak torléddsi pontja, mert barmely K{c,e)
kérnyeiete c-nek magdban foglalja bizonyos indextdl
kezdve valamennyi [an,bn] intervallumot, vagyis A-nak
végtelen sok pontjét, K(c,e)NA # 0.

m-dimenziés esetben a bizonyitds menete ugyanez, ekkor
intervallumok m-szeres Descartes-szorzata tartalmazza
A-t, ezt kell 2"-edelni. #

-

Pontsorozatok konvergencidja a torléddsi pont fogalma-

val igy hozhaté kapcsolatba:

5.5. Tétel. Az x pont. akkor és csak akkor tolédési
pontja az A C R™ halmaznak, ha kivélaszthaté A-b6l olyan

végtelen pontsorozat, amelynek elemei mind kiil&nb&zdk, €s

a sorozat x-hez konvergdl.

Bizonyitds. A feltétel elégséges volta nyilvéanvald.
A szilkségesség belatdsdhoz legyen x egy torldddsi pont és
tekintsiik x-nek € = 1 sugaru kdrnyezetét. Ebben kell, hogy
legyen A-beli x-t61 kill&nb8zé pont, jeldlitk ezt al-gyel.
Legyen €, = min (%, d(al,x)] és a, € R(§, €,)0A /ilyen a,
pont kell, hogy legyen, hiszen X torlédasi pontja A-nak/.
Tovabb folytatva eljérésunkat an(:R(x,sn)r1A az n-edik kér-
nyezetbél kivalasztott pont /itt e = min{%, d(an_l,x))/.

Az a, pontsorozat nyilvdn x~hez konvergdl. #

5.6. MEGJEGYZES. A torlédasi pant fogalmdnak, ill. az
5.4. tételnek felhasznalédsdval is bizoyntihatd a Bol~

]

|

|

1 zano-Weierstrass-féle tétel, vagyis az a tény, hogy min-
i den korlédtos (an) pontsorozatnak van konvergens részso-
: rozata /4.7./.

y Ha ugyanis az (an) sorozatban végtelen sok tag egyen-

ti 16, akkor ezek egy trividlisan konvergens részsoroza-

i tot adnak meg. Ha ez nem 411, akkor végtelen sok kiidn-
t bszé tag, kell, hogy legyen (aﬁ) elemei k&zdtt. Ezek a



feltétel értelmében korldtos végtelen B halmazt alkot-
nak, amelynek az 5.4, tétel értelmében kell, hogy le-
gyen torléddsi pontja. Ehhez a torlédssi ponthoz azon-
ban 5.5. &rtelmében kivdlaszthaté B elemeibdl egy hozzd
konvergdld (bn) pontsorozat, melynek pontjai az (an)
sorozatnak elemei. Kdnnyen l4thatd, hogy a (bn) soro-

zatbél kivalaszthatd (an)—nek egy konvergens részsoro-

zata. *

Az 5.1.-ben adott definicié é&rtelmében A belsd pontiai
mind A-hoz tartoznak, A kiilsé pontjai pedig nem tartoznak
A-hoz. A hatérpontjai tartozhatnak A-hoz, de nem kell, hogy
A-beli pontck legyenek, &ltaldban egy halmazhoz hatdrpont-
jai részben hozzé&tartoznak, részben nem. Persze el&fordul-
hat az a két szélsd lehetdség is, hogy A-nak minden hatér-
pontja A-hoz tartozik, vagy A-nak égy hatdrpontja sem tar-
tozik az A halmazhoz, erre a két esetre kiildn elnevezést

vezetiink be.

| 5.7. DEFINICIO. Az ACR™ halmaz nyilt, ha egyetlen ha-

tarpontjdt sem tartalmazza és zart, ha minden hatdrpont-

jat tartalmazza.
|

Nyilt halmaz pl. R-ben minden nyilt intervailum, R™-ben
a € R™ minden K(a,&), ill. X({a,&) k¥rnyezete; zdrt halmaz
R-en minden zart intervallum, R™-ben az [ai,bi](i=1,...,m)

zdrt intervallumok Descartes-szorzataként el164116
m
Xla.,b.]
i=1 Yt

un. m-dimenzidés tégla. UgyanakkorrRz—ben az {a,b) nyilt in-
tervallum, vagyis a B = {(xl,x2):au<xl'<b, Xy = 0} halmaz
sem nem nyilt, sem nem zéart. 7

Az 5.7. definicidbél értelemszeriien adédnak a kévetke-

286 411itésok:
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5.8. Tétel. ACR™ akkor &s csak akkor nyilt, ha minden

x €A belsd pontia A-nak. %

5.9. Tétel. Barmely ACR™ halmazra egyenértékiek a

kévetkezd &1llitdsok:

1° A zart halmaz,

2¢ A tartalmazza minden torléddsi pontjét,

3 ha a €A és az (an) pontsorozat limessze x, akkor

XEA. *

5.10. Tétel. Egy ACR™ halmaz akkor és csak akkor nyilt

. m . .
ha komplementuma, R - A zart, és viszont. #

5.11. Tétel. Minden véges halmaz zdrt. *

5.12. Tétel. Az lires halmaz nyiltnak és zartnak is te-

kintheté. Az egész tér (R™) nyiltnak és zartnak is tekint-
hetd.
Mint mondottuk, egy tetszdleges ACR™ halmaz 4italdban

sem nem nyilt, sem nem zart. Felvethetd azonban a kérdés,
megadhaté-e egy "legszilkebb”, az A halmazt részhalmazként
tartalmazé zdrt halmaz, ‘ill. egy "legbdvebb” nyilt halmaz,
amely még részhalmaza A-nak. Ezzel a kérdéssel kapcsolatos

a kdvetkezd definicid.

5.13. DEFINICIO. Az ACR™ halmaz belsé pontjaibél 4116

halmazt A belsejének nevezzlik és int A-val jeldljik,

A xlilsé pontjainak halmaza A kiilseje,

A hatdrpontjainak halmaza - A hatéra,

A belsd és hatdrpontjainak egyesitése A iezérésa, ezt
A-sal jeldljtik. /Az utébbi jell.és bevezetésének alkalma-
zisakor természetesen vigydznunk kell arra, hogy az A hal-
maz komplémenter halmazdt ne jeldljlik - az irodalombanl
egyébként szokasos médon - A-sal./ )
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Most is k¥zvetlenlll adédnak a definiciébdl a kdvetkezd
4llitésok:

5.14. Tétel. Ha ACBCR", akkor int ACint B, ACE. »

5.15. Tétel. Tetszéleges A, BC R™ halmazokra int(AnB) =
= int Anint B, AUB = Av B.

5.16. Tétel. Barmely A CR™ halmazra int A a legbévebb
A-ban foglalt nyilt halmaz, A a legsziikebb A-t tartalmazé
zart halmasz.

' 5.16.-b61 kdvetkezik.

5. 5.17. Tétel A = int A akkor és csak akkor, ha A nyilt,
A = A akkor és csak akkor, ha A zart *

Felvethetd a k&rdés, hogy nyllt 111. zart halmazokkal
mitveleteket végezve /azok egyesitését, metszetét, Descartes-
szorzatdt képezve/ eredményként mikor kaphatunk ujra nyilt

ill. zé&rt halmazt. Igazak a k&vetkezd &llitdsok:

5.18. Tétel.

1° R™-ben véges szdmu nyilt halmaz metszete nyilt, véges

szdmu zdrt halmaz egyesitése zdrt.

2° R™-ben nyilt halmazok tetszdleges egye51tese nyilt,

zdrt halmazok tetszdleges metszete zart.
3° Ha R" = RP x RY (p+g=m), ACRP, BcRY, akkor ha A és
B nyi}t /zart/, akkor A x B is nyilt /zért/.

Bizonyités.
1° Két halmazra az 4llitds 5.15-b61 és 5.17-bS1 kdvetke-
zik, és ebbdl az dltalénos eset teljes indukcidéval adéd-
dik.
2° Ha A= U Ai é€s minden A; halmaz nyilt, akkor x €A
i€l
esetén alkalmas i€ I-re XEA,, és mivel Ai feltétele~
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zetten nyilt, van olyan £>0, hogy K(x,e)CAiCA, igy
x€int A és A nyilt. A zdrt halmazokra vonatkozé al-
1itds az eldbbibdl az 5.3. és 5.10, tételekre vald te-
kintettel k&vetkezik.

igazoldsdhoz azt kell beldtnunk, hogy int(A x B) =

= int A x in B, A x B = A x B.

Legyen a€RrP, bERq, ¢ = (a,b) €R™., Ekkcr € >0 esetén
K{a,e)x K{b,e) € K{c,2e) € XK{a,2e) x K{b,2e), vagyis
Kla,2e) €A, K{b,2c¢) CB esetén K(c,2e)CA x B, igy

int A x int BC int{(A x B).

Masrészt K(c,2¢) CA x B esetén K{a,e) CA, K(b,e} CB,

0

igy int(A x B) Cint A x int B, amivel az elsd Allitdst
igazoltuk.

Ha a€ A, be B, akkor £€ANK(a,e), NEBNK(b,e) esetén
(€,n)€(A x B)NK(c,2e), azaz ¢ = (a,b)€ A x B,

|
i
|
|
[
1
f
i
1
1
1
1
|
[
|
I
I
]
t
|
I
|
|
H - - —_—

1 (#) - A x BCA x B.

| _

I Masrészt, ha ¢ = {a,b) €A x B, és{f,n)e(A x B)NK(c,2¢),
: akkor (£,n) € (A x B)nl(K(a,2e) x K(b,2e}]=

: = [AnK(a,2e)lx [BNK(b,2e)], tehdt £ €AnK(a,2e),

: neBnK(b,2c) és a€hA, beB, azaz A x BCA x B

i amit (#)-gal 8sszevetve a mdsodik 41litds addédik. =
K&nnyli példadt mutatni arra, hogy megszdmldlhatd sok nyilt

halmaz metszete nem kell, hogy nyilt legyen:

o«

n [— —i—, %] = {0} ,
i=1 ,
és az utébbi halmaz nem nyilt /zart/.

Eddigi ponthalmazelméleti ismereteink birtokdban kimond-
hatunk ésrigazolhatunkvkét olvan nevezetes tételf, amelyet
a valds és komplex analizisben egyardnt jél felhaszndlha-
tunk.
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5.19. Tétel. /Cantor-féle metszettétel/
Ha Kl:)KQID... nem-lires, korldtos, zdrt halmazok soro-
zata Rm-ben, akkor

K, 2 @.

1

n =

i=1
/Ez a tétel 4ltaldnositdsa a Cantor-axidéma &llitdsdnak

" (Valés egyvaltozés fliggvények differencidlszdmitdsa I.3.18.)
az itteni korldtos, zart halmazok helyett ott egydimenzids

intervallumock szerepeltek./

Bizonyitds. Vdlasszuk ki minden Ki halmazbdl /ezek nem-
-liresek/ egy elemet: anlgj(r1EN). Az igy nyert (xn} so-
rozat elemei a feltétel értelmében mind elemei a korldtos
Kl halmaznak, van tehdt 4.7. &rtelmében e sorozatnak kon-

vergens (xn ) részsorozata. Jel8ljllk ennek hatdrértékét
k .
x~szel. Mivel n<n, esetén x_ € K ¢ K_ és K_ zart, 5.9.3°
K ny nk n n
miatt xfEKn minden n-re, a Ki halmazok metszete tehdt bLi--

tosan tartalmazza x-et, rsm lehet lires.s

5.20. Tétel. /Borel-féle befedési tétel/

nyiltak és

Kc u G,
' iel
/megszdmlalhatd, vagy nem megszamldlhatdan végtelen sok
nyilt halmaz egyesitésével be tudjuk fedni a kdrlatos,

zdrt K halmazt/, akkor a Gi halmazok k&zlll mir véges sza-

mu is befedi K-t.

Bizonyitds. Igazoljuk a tétel &11ité&sdt elészdr abban
a specidlis esetben, amikor K zdrt [ai,bi] intervallu-
mok m-szeres Descartes-sorozata, un. m-dimenzids zart

tégla R™-pen. Legyen
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KC U G, (6, nyilt, i€1),
jer * o
és tegylik fel a tétel 4llitédsdval ellentétben, hégy nem
vdlaszthatd ki K ezen befedésébdl véges befedés. Ezt a
tulajdonsédgot a K m-dimenziés zdrt tégla ?M-edelésével
el33116 részekbdl legaldbb az egyik kell, hogy Ordkdi-
je. Ezt a z4art halmazt ujbsl 2™-edelve ismét legaldbb
az egyik rész nem fedhetd be véges sok nyilt Halmazzal,
és igy tovabb. Az igy kivalasztott zdrt halmazok a
Cantor-féle metszettel /5.19./ értelmében egy x €K
pontot kell, hogy tartalmazzanak, mivel pedig a 2™ ede-
1ések révén Atmérdik O-hoz tartd sorozatot alkotnak,
azt is mondhatjuk, hogy egy X€K ﬁahfra zsugorodnak ra.
X nyilvén benne kell, hogy fekidjén legaldbb egy befe-
dé G, halmazban, jeldljik ezt Gk—vel. Mivel G, nyilt,
alkalmas € > 0O-ra K(x,e}CGk.
K{x,e} azonban tartalmazza kelld szdmu 1épés utédn a
2M_edeléssel nyert és kivdlasztott m-dimenzids zdrt
tégldkat, igy azok — a feltevéssel ellentétben - az
egyetlen nyilt Gk halmazzal befedhetdk. Ellentmondésra
jutva igazoltuk, hogy specidlisan minden m-dimenzids
zdrt tégla nyilt befedésébél kivélaszthaté véges ﬁyilt
befedés.
Legyen most K tetszbleges korldtos zdrt halmaz R™-ben.
Mivel X korlétos, belefoglalhatd egy korlétos, zdrt
m-dimenziés T tégléba.
KC U G, (6. nyilt, i€I) esetén T C[ U G.]tJ(Rm~K),
ier + 7 ier *
ahol R™-K nyilt, mivel K zért &s [ u Gi] u (RT-K) az
iel
egész teret, tehdt a T zart m—dimenziés téglat is be-
fedi. Az elébb bizonyitottak értelmében e bévitett be-
fedésbbl kivalaszthatd egy T-t befedd véges befedés.
Ez a végeé rendszer, sdt, ha elemei kdzt R™-X szerepel-

ne, akkor az ennek elhagydsa utdn visszamaradd sziikebb



véges rendszer lefedi K~t, amivel &llitdsunkat igazol-
tuk. *

5.21. Feladatok.

. Igazoljuk az 5.15. tétel 4l1itdséat.

. Igazoljuk az 5.16. tétel allitdsét.

Igazoljuk, hogy tetsz&leges korlédtos A< R™ halmaznak

és A lezaradsdnak &tmérSje megegyezik &(A) = 6(A).

. Hatarozzuk meg az AcR™ halmaz belsd, kilsd, hatdar-,

torlédési, izoldlt pontjait, ha
. A= K(x,e), x€R®, >0,
= R(x,e), x€R", e<0,

A
. A= K(x,e), /az a. alatti halmaz leziréasa/,
A

[ VIR o T = ]

= K(x,¢e) /a b. alatti halmaz lezdrésa/,

m
e. A = f¥i[ai,bi}’ a;<b; (i=1,...,m),

m
£. A = i>._<l[ai,bi}, a;<b; (i

u
-
-
N
-

caM),

g_A: {(xl,...,xm) . XiEN (i:l:-;')m)}!
h. A = {{xl,...,xm) : xiE(J (i = 1,...,m}},
/Q a raciondlis szdamok halmaza/.

Bizonyitsuk be, hogy x € R akkor és csak akkor torlé-
ddsi pontija az Ac R™ halmaznak, ha miden e>0-re
AnK(x,e) végtelen halmaz. '

Bizonyitsuk be, hogy barmely Acr" halmazra A kilseje
nyilt, A hatdra zdrt, A torlddasi pontjainak halmaza

zart.

. Igazoljuk, hogy ha A, B(:Rm, A nyilt, B zart, akkor

A-B nyilt.

Igazoljuk, hogy bdarmely A c R™ halmaznak csak megszim-
l4lhaté sok izoldlt pontjé lehet.
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[1. A TUBBVALTOZOS FUGGYENYEK ALTALANOS
TULAJDONSAGAT

1. m-vALTOZOS FUGGVENYEK ES LEKEPEZES., SZEMLELTETES.
TOBBVALTOZOS OSSZETETT FUGGVENYEK £S LEKEPEZES

Bevezetésként I.l.~ben néhdny konkrét példdbdél kiindul-
va eljutottunk tulajdonképpen mdr a t&bbvdltozés fliggvények
értelmezéséhez, és utaltunk arra is, hogy ez az értelmezés
Osszhangban &l1 a kordbban bevezetett dltaldnos fliggvényfo-
galommal /melynek részletesen mar vizsgdlt specidlis esete
az £ : A+ B, A, BCk valés egyvaltozés fliggvény/. Pontosan

megfogalmazva

1.1. DEFINICIG6. Legyen HCR". f a H halmazon &rtelme-

zett valds m-valtozés fliggvény /pontosabban valds m-val-

tozds valds értékl fiiggvény/, ha minden

X = (xl,...,xm)EH (xiEER,‘i = 1,...,m)

rendezett szdm m-eshez /HCR" minden pontjéhoz/ egy és

csak egy valds szamot rendel.

Masképp kifejezve az f m-vdltozés fliggvény olyan utasi-
tas, amely egy HCR™ halmaz minden egyes eleméhez eéy valéds
szdmot rendel hozz&.

Az f fllggvény &ltal az x €H ponthoz rendelt szémot

f(x}-szel jeldljiik, ez az x ponthoz tartozd flggvényérték,

vagy helyettesitési érték. A H halmaz az f fliggvény értel-

mezési tartoménya /Df-fel is Jjelsliik/, az

f{(H) = {f(x) : x€H)CR

halmaz pedig f értékkészlete.
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Most is haszndlni fogjuk a valds egyvaltozds fliggvé-
nyek analizisében bevezetett jel&léseket:

f : H~ f(H}, illetve f Df-*f(Df).

Az x ponthoz rendelt f{x} fiiggvényértéket réviden y-nal je-
18lve, a fliggvény helyettesitési &rtékének tovabbi hasznd-
latos jeldlései:

Yy = f(x), X n—f—>y, XY,

illetve az x pontot kcordinatdival adva meg: x = (xl,...xm),
a kettds zdréjelet elhagyva

f{x) = f[(xl,...,xm)) = f(xl,...,xm).

1.2. MEGJEGYZES. Specidlisan, ha m=2, az f:H+B (HCRZ,
BCR) filggvényt valés kétvaltozds fliggvénynek nevezzilik, 8s

értelmezési tartomdnyanak elemeit /a sik pontjait/ koordi-
ndtdival (xl,xz)EI{, ill. (x,y} €H alakban is megadhatjuk
/az utébbi megaddsnil persze mar nem haszndlhatjuk x-et az
értelmezési tartomény pontjénak, y-t az értékkészlet pont-
‘jdnak jeldlésére. Ennél a megaddsnil szokds az (x,y} pont-
hoz rendelt f(x,y). flggvényértéket z-vel jeldlni/. A két-
véltozds flggvény helyettesitési értékének lehetséges jeld-
lése tehat: y = f(xl,x2), X = (xl,xz)f—iay, (xl,x2)»>y,

. £
111. .z = £{x,y), (X,y)— 2z, (X,y)> z.

Hasonlé médon m=3 esetén f:H-B (HCR?, BCR) valés ha-
remvdltozds flggvény, értelmezési tartomanydnak elemeit
/a hdromdimenziés euklideszi tér pontjait/ koordinatdival
(xl,xz,xs) €H, ill. (x,y,z)€eH alakban is megadhatjuk,
és igy a helyettesitési érték lehetséges jeldlései:

f
¥ = f(xl,xz,xs), X = (xl,x2,x3)r—9 v, {xlxz,x3)H>y,
ill. .

. T
= f{x,y,2), (x,¥,2) v u, (x,y,z)>u,

o
1
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1.3. MEGJEGYZES. Az egyvdltozds esethez hasonléan t8bbfé-

le tipusu utasitdssal adhatunk meg egy m-valtozés fiiggvényt.

Képlettel adtﬁk meg az x € Do pont koordindtdi segitsé-
gével az f(x) szdmot az I.1. bevezetésben felsorolt fliggvé-
nyeknél. Nyilvdn az igy megadott fliggvények a legjobban
"kezelhetdk", de nem ilyen tipusu pl. az a H = N x N-en
éptelmezett f Fflggvény, amely x = (m,n)€H-hoz az m és n
szamok legnagyobb k&zds oszt6éjdt rendeli fliggvényérték-
ként. '

El&fordulhat, hogy valamely utasitdssal megadott fligg-
vénynél nem jeldltiik ki a flggvény értelmezési tartomdnyat.
Ilyenkor &rtelmezési tartomdnynak az Osszes olyan xeRr"
pontok halmazdt tekintjik, amelyekre a megfogalmazott uta-

sitds &rtelmes.

'1.4. MEGJEGYZES. Az f és g fliggvény egyenlé /azonosan

egyenld/ ha értelmezési tartomdnyuk megegyezik (Df=Dg) és
annak minden pontjdhoz mindkét fliggvény ugyanazt a flgg-
vényértéket rendeli [Vx(EDf = Dg : £{x) = g(x)].

1.5. Az egyvaltozés fliggvények szemléltetéséhez hason-

16an a kétvaltozds f:H»R (HC R?) fiiggvény azoknak az

(x,y,z}ER? pontoknak a halmazaval szemléltethetd, amelyek-
re (x,y)€H és z = f(x,y). Ennek az alakzatnak egyenlete
42
zN z=flxy)

~
~
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/faz analitikus geometridban szokdsos értelemben/ z=f{x,y).

/7. &bra/ Ennek &ltaldnositdsaként az m-vdltozds f:H+R

(H(IRm)_ figgvény grafikonjdn az RV tap
{(xl,...,xm,y) : (xl,...,xHQ EH, y = f(xl,...,xm)}

részhalmazét értjlk.

1.6. MEGJEGYZES. Nem foglalkozunk itt azzal a kérdéssel,
mit értlink d1ltaldnossédgban fellileten és hogyan lehet megad-

ni egy felliletet. A z = f(x,y) egyenlSségnek eleget tevd
{x,y,2z) pontok halmaza sok f fliggvény esetében feililetet
ad. Altaldnosabban fellilethez juthatunk a

H = {{x,y,z) : ¢{x,y,2) = 0}

ponthalmaz megaddsdval, ha ¢ alkalmas kik&téseknek eleget-
tevé fliggvény /lésd V. fejezet/. Ennek a megaddsnak a
z = f(x,y) alaku megadds nyilvan az a specidlis esete, ami-

kor ¢(x,y,z} = z - f(x,y).

1.7. MEGJEGYZES. A z = f{x,y) alaku egyenlettel megad-

‘haté felliletek szemléltetésének legegyszeriibb médja az un.

szintvonalak segitségével t8rténd &brdzolds. Pl. a térképe-

ken latunk szintvonalakat, vagyis olyan gdrbéket, amelyek
mentén a magasség /egy harmadik vélto%é értéke/ 4llandsd.
P1l. 100 méteres macassidg-emelkedésként tintetve fel szint-
vonalakat, e gbrbék silirliségébsl kdvetkeztetni lehet a hegy
meredekségére, el tudijuk kévzelni a felszin valtozdsat.
Altalénosségban geometriailag az f(x,y) = ¢ szintvonal
{ce f(Df)} a z = f{x,y) egyenletli feliilet z=c sikkal valé .
metszetének vetlilete az xy sikon. Pé&ldaként hatdrozzuk meg
néhdny egyszeriibb felillet szintvonalait, szemIéltessiik an-

nak egyenletét megadd z = f(x,y} &sszefliggést.
1° 2z = 2x -~y + 3.

A szintvonalak
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¢ = 2x-y+3, illetve y=2x+3-c
egyenletll egyenesek /8. dbra/. A feliilet sik.

2° z = x2 + uy?2. /9. &bra/
Y

SN
—/ >

g

0.

Y

x

. dbra ] 9. &bra

A szintvonalak

2 2
c = x2 + 4 y2, illetve Xy X
(ve)? [.@]2
2

egyenletl ellipszisek (c >0). Megnézve a fellilet koordind-
tasikokkal és azokkal parhuzamos sikokkal vald metszetgdr-
béit z = x2{z = x2+4a?), ill. z = uy?(z = .b2+u4y?) adédik,

e metszetek tehdt paraboldk, ezért &ltaldnossdgban a
() z = a?x? + b?y?

egyenletli fellilleteket elliptikus paraboloidoknak nevezziik.
Specidlisan a = b esetén {#)-bél

z = aZx? + a?y?
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adédik, ennek z = c-vel vald metszeteként szintvonalaknak

kdrdék addédnak, a felililet un. forgdsi paraboloid.

3° Hasonléképpen a
z = a?x? - b2y?, ill. a z = ~-a2x? + p2y2

fellletek koordindtasikokkal pérhuzamos metszeteiként hiper-

‘boldk és paraboldk addédnak, a feliileteket hiperbolikus para-

boloidocknak nevezziik.
ye gz = Vx2+y2

szinvonalainak egyenlete

c = VxZ+y2, il1. c? = x24y?,

ezek tehdt (0,0) kdzéppontu ¢ sugaru kdrdk, a feliilet te-
hdt forgésfeliilet. A mdsik két kocordindtasikkal parhuzamos

sikokkal valé metszetgdrbék z = |x| (z2-x2 = a2, z>0)
i11. z = |y{(z22-y%2 = b2, z>0), a fellilet forgaskup /10.

dbra/
iz z
% )
y/ K::
v
\ f
Y ‘/(//////////
X x
10, &bra 11, &bra

5° z = x + 2y2 + 1

A szintvonalak ¢ = x + 2y%2 + 1, ill, x = =2y2 +c -1
‘egyenletll paraboldk. A midsik két koordindtasikkal parhuza-
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mos sikokkal vald metszetgdrbék egyenlete =z = 2y2 + 1
(z = a+ 2y2 + 1), i11. z = x + 1 (z = x + 2b%2 + 1), tehdt

parabolék és egyenesek, a felliletet parabolikus hengernek

nevezziik /11. dbra/.

6° A felliletek szintvonalak, i1l1l. koordindtasikokkal
parhuzamos sikokkal valé metszetek segitségével torténd
szemléltetdsét nemcsak z = f(x,y), hanem F(x,y,z) = O alak-

ban megadott alakzatok esetében is alkalmazzuk.

Pl.: PG S R
a2 b2 C2

esetében ellipszisek /specidlisan k&r8k/ adddnak, a feli-
letet ellipszoidnak /specidlisan forgdsi ellipszoidnak,

gdmbnek/ nevezziik,

x_2.+ﬁ—___d2=0
a2 p? 2

egykdpenyli hiperboloid /specidlisan egyk&penyl forgdsi hi-

perboloid/,

53 - XE - Ei - d2 = 0o

a2 b2 c2

‘kétkoépenyidl /forgdsi/ hiperboloid.
Az itt tdrgyalt felliletek un. masodrendll felllletek.

Ezek egyenlete a legdltaldnosabb alakban

2 2 , 2
a. . xs + alzxy_+ ay,Y + al3xz +a23yz-+a332 -fal x-+a24y +

11

toaguzs +oay, T 0 (aik 41llandd, 1,k = 1,2,3,4)7

1.8. Olyan -utasitédsok mellett, amelyek az R™ tér bizo-
nyos pontjaihbz valés szdmot rendelnek egyértelmiien, taldl-
hatunk olyanckat is, amelyek R" pontjaihoz egy-egy RP {(p>1)-
beli pontot rendelnek. /pl. az R? sik pontjainak egy sikbeli
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egyenesre vald tlkrézése, gérbe paraméteres egyenletrend-
szerének megadasa/. Igy Jjutunk el a kdvetkezd &ltaldnosabb

fogalomhoz.

1.9. DEFINICIO. Legyen m,peN. f : H+RP m-valtozsés RP-

be vezetd leképezés, ha Hc R™ és f minden x€H ponthoz

egy és csak egy £(x) e RP pontot rendel.

f{x) az x pontnak az f leképezésnél szdrmazd képe, kép-

pontja, a H halmaz f értelmezési tartomdnya, az

f(H) = {f(x) : xeH)cRP

halmaz pedig f értékkészlete. /Ez a fogalom dltaldnositdsa

a homogén linedris leképezésnek flineéris operétornak},lésd
Algebra jegyzet 8., feljezet /

Természetesen az 1.9. definicidéban m<p, m = p és m>p
is fenndllhat. Az elsd esetre példa a [0,1] intervallumot
egy térbeli egyenesszakasz pontjaiba atvivé, az 1.10 meg-
jegyzésben kirészletezett leképezés. Az y = VX, O0sxs1
gbrbeszakasz pontjait az y = x egyenesre tilkrdzve az y = x2
gbrbe 02 x<£1 ive adddik, ez a tikrdzés olyan transzformi-

cisé, amelynél m=p=2 /12. dbra/. Ha az
{{x,y} : 0sys/i-x2, -1lsxg1}

halmaz pontjait az y=0 egyenletii egyenesre /az x tengelyre/

vetitjlik, akkor ennél a transzformdcidéndl m=2, p=1, /13.

dbra/
\v
y

’ﬁ_ o y:H—x’

\)I

P
=X - s o
Y x
x

12. &bra ) - 13, dbra
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1.10. MEGJEGYZES. Az 1.1. &s 1.9. definicid egybeveté-

séb&1l adsdik, hogy az m-vdltozds fliggvény az m-valtozds le-

képezésnek az a specidlis esete, mikor p=1l. Megforditva, ha
f: H-*Rp, H(:Rm, akkor az x € H ponthoz rendelt f(x)ef(H)C
CRP képpontot koordindtdival adhatjuk meg; e rendezett szam
p-es minden elemét egy-egy m- valtozds

£, i H-R (k = 1,...,p)

fliggvény adja meg, azaz f(x) = {fl(x),...,fp(x)].

Az £ : H-RP leképezés megaddsa tehdt p darab m-vdlto-
z6s £, : H-R (k = 1,...,p) fliggvény megaddsdval egyenérté-
ki. Pl. az {(1,2,3) és(4,6,8) pontokat Osszekdtd egyenessza-
kasz pontjai az p) = 1 + 2] + 3k, r, = 4i + 6] + 8k,

r = Xli + xzi + x5k jeldléssel az r = p; + t(22—£1)’
O0stsl Osszefilggéssel egyértelmilen jellemezhetdk. A fen-
ti kapcsolat azonban ugy is felfoghaté, mint a zart[0,1]
intervallumot, vagyis a H = {t : 0£t<1} CR halmazt a fen-
ti egyenesszakasz pontjaiba,azaz az £(H) ¢ R® halmazba vivé

Z

leképezés. /1l4. &bra/

{468

(123

14, &bra

Ezt a leképezést megadhatjuk azdltal, hogy megadjuk minden
t € H értékhez rendelt képpont X1s Xgs Xy koordindtdjat,
illetve azokat az f,, f,, f, fllggvényeket, amelyekre, min-
den t € H-ra fl(t) T Xps fz(t) = Xg» f3(t) 2 Xg.
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A fenti példandl ezek a fliggvények a k&vetkezd képlettel
adhatdk meg:

Xy = 1+ 3t,
Xo = 2 + 8t
Xy = 3 + 5t.

tnnél a példdndl tehdt 3 darab egyvdltozés flggvény megadd-
sdval volt egyenértéki az £ : H-R3 (H = [0,1] CR) leképe-
z€s megaddsa /vesd Ossze: Valds egyvdltozds fliggvények dif-
ferencidlszédmitdsa, IIL. 1.6./.

Mivel az 1.10 megiegyzés értelmében lattuk, hogy a
fliggvény a leképezésnek specidlis esete, célszerii d4ltala-
nosabban leképezésekre /és nem csak fliggvényekre/ megfogal-
mazni azokat a fogalmakat: amelyeknek segitségével bonyolul-
tabb leképezések /tébbvdltozds fliggvények/ vizsgdlatdt egy-
szeribb leképezések /fliggvények/ vizsgélatéra visszavezet-

hetjlik, amelyekhdl azok felépithetdk.

1.11. DEFINICIG. Ha f és g értelmezési tartomdnya meg-

egyelk {Df = Dg), akkor f + g, c¢f {c€R}, f-g s g(x) # O

(xéEDg) esetén ugyancsak De-en értelmezett, és ha

iR

X E Df, akkor

"

(f+g){x) = £(x) + g(x), (cf)(x) = ec-f(x),

Hh

(f-g)(x)

A i = E(x)
f{x).g(x), z (x} =7 *

0q

1.12. DEFINICIO. Legyen f : H-RP, (HcR™), g : K- RY,
[f(H) cKc RP]. Ekkor f és g 8sszetétele (g o f) = h az a
h : H-RY leképezés, amelyre

h(x) = (g o £)4{x) = glf(x)] (x€H).

1.13. MEGJEGYZES. Az egyvaltozbs Osszetett filggvény

fogalménak bevezetésekor tett észrevételek most is igazak,

az ott haszndlt elnevezések most is haszndlhatdk:
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A (g o f).leképezésnél f-et belsS leképezésnek, g-t

kills8 leképezésnek nevezzlk;

4ltaldban g o £ # f o g, vagyis a killsé és belsé leké-
pezés szerepe nem cserélhetd fel /56t az is lehetséges,
hogy a formdlisan megadhaté két Osszetett leképezés kdziil
csak az egyiknek van értelme/,

a (g o f) Usszetett leképezés értelmezési tartomdnya
lehet az f belsd leképezés &értelmezési tartomdnydndl szi-
kebb halmaz is /ugyanis az f(x)E‘Dg 8sszefliggést lehet,
hogy nem minden xEEBf elégiti ki, csupé&n egy sziikebb

HC D, halmazba tartozd x-ekre lesz f(x)EDg/-

f
Feleltesse meg pl. az f leképezés minden x = (xl,xz)ER2
pontnak az y = 0 egyenletll egyenesre vald vetiiletét, xl-et

g pedig xl—nek V31€ R-et.

t o= flxysx,) = %, g(t)
f értelmezési tartomdnya D = R2, értékkészlete f(R%?)= R,

VE, ill. (g o f)(x,x,) = vig.

{t : tz0}, g o f é&rtelmezé-

g értelmezési tartomdnya D

si tartomdnya tehidt nem R%, csupén:
Dg o f ={{x1,x2) DX E 0, XqsX, € R}.

Ennél a példdndl az f o g lekdpezésrdl nem is beszé&lhetiink.

2. m-VALT0ZOS FUGGVENYEK HATARERTEKE

Az egyvaltozés fliggvény véges helyen vett véges hatdr-
értékének, specidlisan jobb ill. bal oldali véges hatérér-
tékének, valamint végtelen hatdrértékének fogalmdt a kdr-
‘nyeZe{ fogalmédnak segitségével kiz&s definicidval tudtuk
megadni,/Valés egyvdltozés fillggvények differencidlszdmita-
sa 11.2.15. i1l. 2.22./. Az egyvaltozbs fliggvény /egyeldre
végés/ hatdrértékének fogalmdt tdbbvaltozés fliggvényekre
‘/il}. 41ltalanosabban leképezésekre/ ugy visszik &t mdrmest,
- L2



hogy az specidlis esetként a valds egyvdltozds filiggvény
jobbk ill. bal oldali hatdrértékét 1s magdban foglalja.

Emlékeztetlink arra, hogy az egyvdltozés fﬁggvénynek a
hatadrérték "helyén" nem kellett értelmezve lennie, csupén
annak tetszdlegesen kicsiny sugavu pontozott kdrnyezeté-
ben. Ez I.5.1. értelmében azt jelenti, hogy a hatarérték
"helye" a flggvény értelmezési tartomdnydnak torlédidsi he-
lye kell, hogy legyen.

Eléfordulhat, hogy egy f fliggvénynél egy Dg-nél sziikebb
A halmaz pontjaiban vizsgdljuk f viselkedését, ilyen x€ A
pontokra kérdezzlik, hogy x~a (x €A) esetén van-e olyan
b€R, amelyet az f(x) fliggvényértékek tetszbleges pontos-
séggal megkbzelitenek? Legyen pl.

2 4 x2 4 x2
Xl Xz X3 az

A ={(x, ,%,,X, : x2+x2+x2 £ 1} halma-
(%) £(x) = £(x),x,,%,) N zon,

0, a
B ={(xl,x2,x3): x§+x%+x§> 1} halma-
zon.
Dy = ﬁa, pl. (1,0,0)-ban a fliggvényérték 1, ezt azonban
nem k&zelitik meg tetszdleges pontossdggal az (1,0,0) pont
kis k&rnyezetében fekvé tetszlleges pontokban felvett fligg-
vényértékek. Ugyanez a helyzet, ha Df helyett a-BCDf hal-
mazra szoritkozunk. Ha azonban csupédn az A(ZDf halmaz pont-
jaiban vizsg&ljuk f viselkedését, akkor mondhatjuk, hogy
az A halmaz {1,0,0) kis kdrnyezetébe esé pontjaiban felvett
fliggvényértékek tetszdlegesen kevéssel térnek el az 1 ér-
téktSl. /Egyébként a B halmazra szoritkozva, (1,0,0) kbr-
nyezetében minden fliggvényérték 0, igy ezek a b = 0 érték-
t61 térnek el tetszSlegesen kevéssel, ill. egyeznek meg
vele./
Mindezek eldérebocsédjtdsa utdn a k&vetkezdképpen értel-
'mezhetjﬁk egy t8bbvaltozds f flggvény véges helyen, egy,
,az értelmezési tartomdnydndl esetleg szilkebb A halmazra

“szoritkozva vett véges hatdrértékét:
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2.1. DEFINICI6. Legyen f : H~R, ACHCR" & a€R" A-

nak torlddasi pontja. Azt mondjuk, hogy a beR pent f-

| s 4= . C s
| nek hatdrértéke az a pontban A-ra szoritkozva, jeliben

lim f(x} = b,
x+a
XEA
ha b-nek minden K(b,e) k&rnyezetéhez megadhatd a-nak
olyan K(a,8) pontozott kérnyezete, hogy x€K(a,8) na
esetén f{x) e K(b,e} . Pl. a bevezets (*) pé&ldéban
1im £(x} = 1; 1im f(x) = 0.

x+(1,0,0) x+(1,0,0)
xEA XER

Masképp kifejezve magunkat, a definicid értelmében flx)
hatarértéke A-bél vett, a-hoz tarté x-ekre b, ha minden
£>0-hoz van olyan §>0, hogy olyan A-bdl vett, a-tdl ki16n~
b6z6 x-ekre, melyek a-tél §-ndl kisebb tdvolsdgra vannak
ro<d(a,x)<8] f(x) mindig e-ndl kisebb tdvolsdgban van b-
t61 [a{f(x), bi<el, ill. |f(x} - bl<e.

2.2. MEGJEGYZES. A 2.1. definicié értelmetlenné valna,

la A-nak nem volna a-nak minden pontozott kérnyezetében
nmontja, ezért tettilk fel, hogy a€ R™ torlédasi pontja A-

-nak.

5.3, MEGJEGYZES. Ha van olyan 6§ >0, hogy K(a,8) CA,

akkor
lim f(x) = b helyett 1lim f(x} = b
x-+a X-a
XEA

irhatd és rdviden f-nek az a pontbaﬁ vett hatdrértékérdl

beszéliink. Ezt az indokolja, hogy ebben az esetben a hatér-

arték létezése és értéke A valasztdsdtél nem flgg.
Ismételjitk el erre az esetre a 2.1. alatti &ltaldno-

sabb definicidt:

Yy



lim f{x) = bes ¥V K(b,e)-hoz megadhatd k(a,é) ugy, hogy
X+a

x €EK(a,8) =>f{x) € K{b,e}. Pl. a bevezetd (%) pélidéban

lim f{x) = 0.
x+0

2.4. MEGJEGYZES. A 2.1. definicidébdl k&vetkezik, hogy

~ az egyvdltozds esethez hasonldan — beszélhetlink aeR™
ben vett hatdrértékérdl /A-ra szoritkozva vett hatdrértéké-
r8l/ anélkiil, hogy a-ban f értelmezve volna, nem kell tehédt,

hogy f : H- R, ACHCR™ esetén a€H legyen.

2.5. MEGJEGYZES. m-~valtozds fliggvény helyett dltaldno-

sabban az f : g~ RP leképezésre (A(:H(iRm) teljesen hascnléd
médon értelmezhetd f a € R™-ben A-ra szoritkozva vett hatar-
Brtéke: ,

1im f(x) = b € RPemv K{b,e})~hoz megadhatd Kla,s) ugy,

X~+a
XEA

M%yXERH,M{1A=$fM)EMbﬁ).
Ezzel szemben végtelen hatdrértékrél — az egyvadltozds
esethez hasonldan — ¢sak m-vdltozds fliggvények /és nem &1-

taldnosabban leképezések/ esetében beszélhetlink.

2.6. DEFINICIO. Legyen f : H~R, ACHER™, acR" torls-

ddsi pontja A~nak. Ekkor az f flggvény hatdrértéke az

aeR™ ponthan A-ra szoritkozva +« /ill. -=/, jelben

lim f{x) = += [(lim f{x) = -=]

x-+a x-a

XEA XEA
ha +«-nak minden K{+w, N} = K(+w, N) k8rnyezetéhez /-«-nek
minden k(—w, P) = K(-=, P) k&rnyezetéhez/ megadhatd a-nak

olyan R(a,ﬁ) pontozott kdrnyezete, hogy

x€k(a,8) n A esetén f(x)€K({+=, N) f(x)€K(~- ,P}.
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Masképp kifejezve magunkat, a definicié értelmében az
f flggvény hatarértéke A-bol vett a-hoz tartd x-ekre i
/-=/, ha minden A-b6l vett, a-hoz elég kdzeli, de a-té1
Ki18nbdz6 x-re /amelyre tehdt 0 <dl(a,x)}<8/, mindig f(x}>N
{f(x) < P] akdrhogyan adtuk is megN (P) értékét. /& megvé-
lasztasa természetesen N ill. P megaddsatél flgg./ PIL.

1 1 1
lim e” = 1im e - = +e, mert e > N, ha
x+0 (xl,x2)+(0,0}
; 1 s = L ., 1p N, il1. d(x,0) > 2= = 6.
x] + x5 d {x,0) . ¥ 1n N

m-valtozés fliggvények adott pontban vett /adott halmaz-
ra szoritkozva adott pontban vett/ akdr véges, akdr végte-
len hatarértékét most is az egyvéltozés esethez hasonldan
kapesolatba hozhatjuk sorozatok /pontsorozatok/ hatarérté-

kével. Igaz ugyanis a kdvetkezé 4llitds:

2.7. Tétel. Legyen f : H~+R, A(IECRm, a € R™ torlédasi
pontja A-nak, bER /de b lehet +=, ill., -« is/. Ekkor

1im f{x) = b
Xx+a '
XEA

akkor &s csak akkor 411, ha minden oclyan (xn) pontsoro-

zatra, amelyre xne.Aﬁ X, # a, lim X, = 2, fenndll
T+

lim f{xn) = b.

n-+oe

Bizonyitds. Ha lim f(x) = b, akkor tetszlleges ¢ > 0-hoz
X+a
XEA

megadhatd olyaﬁ 8 >0, hogy xek(a,s) €A esetén f(x) €XK(b,e),
azaz f[k(a,§) NnA] CK(b,e); ha még X, v, akkor az elébbi
§ > 0-hoz taldlhaté olyan N kiiszébindex, hogy n> N/ esetén
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anEK{a,G)r1A, vagyis n>N_ mellett f(xn)EEK(b,E) a tetszd-

leges € > 0-ra, azaz lim f(xn) = b.

>
Megforditva, igazcljuk, hogy ha minden (xn) pontsoro-

zatra, melynél an.A, x_ # a, lim X, T @, egyszersmind
o

[f(xn}) is konvergens, és 1lim f(xn) = b, akkor f(x) hatdr-

n

. =+«
értéke a-ban A-ra szoritkozva is b kell, hogy legyen. Te-
gylik fel ugyanis, hogy valamely € > O-hoz nines olyan § > 0,

amelyre f[K(a,8)nA} € K(b,e) teljestl. Ekkor ha § = % ,

van olyan xnel'({a, —Il;] nA, hogy f(xn) ¢ K(b, €), (n€EN).

- Ez azt jelenti, hogy van clyan (xn) scrozat, melynek ele-

meire anEA, Xp # a lim X, = a és f(xn) ugyanakkor nem tart

N+

b-hez /n+e esetén/, ami ellentmond kiindulé feltevéslnknek

/¥x +a esetén f(xn)-b/. Ezzel 4llitdsunkat igazoltuk. =

2.8, MEGJEGYZES. A 2.7. tételben lényeges volt, hogy

minden olyan (xn) sorozatot figyelembe vegylink, amelyre

X, €Ay X £ a, lim x_ = a. Legyen ugyanis f : R?2+R az

>

alébbi képlettel értelmezve:

2
fix,y) = NS A
x2 + y"

Ha olyan (xn,yn) pontsorozatokat tekintlink, amelyeknek
elemei valamilyen mé€ N-re mind egy y = mx egyenesen fekilisz-

nek, akkor ilyen pontsorozatokra

X_+ ¥ m? . x2 x m2 . x

- _n n_ _ n n

f(xn,yn) = z = >0
x2 + gl ‘%2 + m4x 1+m*x2
n “n n n

=1 =]

(ﬁé'xn-*O, X Z# 0}

m=0 esetén /azaz az x tengely mentén/ trividiisan

f(xn,O) =02 - 0, azaz 0-hoz tart, ha xn-»O , hason-

2
X2 + 0
uy



16képpen az y tengely mentén, vagyis az x=0 egyenesen fek-
vé pontsorozatokra f(O,yn) = ~—9:—, azaz O-hcz tart, ha
O+y
. . n
yn—’O. Ugyanakker az y = Vx egyenletl parabolaiv pontjai-

b6l 4118 (xn,yn) pontscrozatokra

_ B 1
f(Xn’yn) - f(xn,V;;) T -2

azaz %—Leztart, ha a pontsorozat {(0,0)-hoz konvergdl. Ki-

18nb&zé pontsorozatokra tehat (Xn,yn)-(0,0) esetében mds

hatirérték adédik, és igy

lim f( nem létezik.

X,y)
(x,y)~(0,0)

2.9. MEGJEGYZES. A 2.7. tétel feltételei és Jjeldléseil

. mellett, ha % = (an’an”"’xnm}EEA’ X # a = (al,...,amL
iiz X, 7 - azt jelenti, hogy n-= = esetén Xni ™ ag minden
i-re (i=1l,...,m) /I1.3.3. tétel/. lim f{x) azonban csak ak-

X*>a
XEA

kor lé&tezik, ha minden a-hoz tartozd {xn) sorczatra fami-
kor is minden ilyen sorozat n-edik elemének minden koordi-
n&tdia egyszerre tart a = (al,...,am) megfeleld koordind-
tdjdhoz/ teljesiil a megfeleld [f(xnU sorozat azonos ha-
tarértékhez vald tartdsa. Nem képezhetd tehdt f hatdrérté-
ke ugy, hogy elészér csak az egyik, majd a masodik, majd

... az m-edik koordinatdval tartunk a =z {a .,am) megfe-

s
1eld keoordinadtdjdhoz, az ilyen un. "iteréli“ hatdrérték
létezhet akkor is, amikor f-nek nincs az adott helyen ha-
tarértéke. /Ez nem meglepd, hiszen pl. kétvdltczés esetben
az ilyen "iterdlt" hatdrdtmenet azt jelenti, hogy olyan
pontsorézatokkal tartunk a = (al,a2)-hez, melyek a derék-
szdgll koordindtarendszer tengelyeivel pdrhuzamos egyenes-
szakaszokon feklisznek, tehdt specidiis a-hoz tartsd pontso-

rozatok.
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Legyen pl. £ : R?2+ R a k&vetkezd képlettel megadva:

X +
f(X,y) = ;{——*_——-% ..
E fliggvénynek nincs hatarértéke {(0,0)-ban, mert az y =
= mx (m#31) egyeneseken fekvd pontsorozatokra mértékétsl
fliggéen mds-mds hatérérték adédik (x,y)—>(0,0) esetén:
X + mx

fix,mx) = = i

+
X = mX -

m
m 3

s ez az m~t8l fliggs érték lesz f hatdrértéke is x- 0
‘esetén /amikoris az {(x,mx) pontok sorczata {(0,0)-hoz tart/.
Ugyanakkor az "iterdlt" hatdrértékek léteznek (0,0)-ban:

lim lim f(x,y) = 1lim [¥] = -1,
y+0 x+0 - y-0 ! :
1im 1lim f{x,y) = lim [;] = 1.
x+0 y-0 - x»0

Az m-vdltozds fliggvény hatdrértékére 2.1.-ben beveze-

. tett jeldlés hallgatdlagosan feltételezte, hogy - az otta-
ni jeltlések mellett - f-nek az a € R" torléddsi pontban A-
ra szoritkozva csak egy hatdrértéke lehet. Ez most mér be

is tudjuk bizonyitani:

1 2CR
a€eR™ torlédasi pontja A-nak, b,c € R /b,c akédr +e, akar -

2.10. Tétel. Legyen f : H, - R, g : H2-»R, ACH NH

is lehet/ és tegyilk fel, hogy a-hoz elég "kdzel" /alkalmas
§>0 mellett xeAnK(a,s8} esetén/ f{x) = g(x), tovdbbd

"1im f(x) = b, lim g(x) = e.
X+a X~a

XEA XEA

Ekkor bzc. Egy fliggvénynek tehdt A-nak valamely torlédéasi

.pontjdban A-ra szoritkozva nem lehet két killdnb8z8 hatér-

értéke.
kg



Bizonyitds. Mivel a € R™ torlédasi pontja A-~nak, minden
n € N~hez. taldlhaté olyan x_, melyre anSAi1k a, %}. Ekkor
X €A, xn#a, X *a /ha n»=/, tehdt a 3.7. tétel értelmé-
ben f(x_}~+b, g(xn)+c /n=«/. De ha mdr x_€K(a,d)
akkor f(xn) = g(xn), azaz szlikségképren b = c. ¥

A szamsorozatokra vonatkozdé tételekbdl azonnal kdvetkez-

nek a k8vetkezd dllitdsok:

2.11, Tétel. Ha f : H »R, g : Hy=R, ACH, €H,C rR",

a € R™ torlédasi pontja A-nak tovabba

lim £(x) = b,  1lim g{x) = ¢, (b,c€R),
X+a X+a .
XEA XEA

akkor

lim (£(x) + g(x))= b+c, lim {f(x)-glx}) = b-c,
x+a : . x=a
xEA XEA

8s ha x€A esetén g(ix} # 0, ¢ # 0, akkor

1im ETE% =
x+a 8'%
XEA

.

olo

2.12. MEGJEGYZES. Ugyancsak a szdmsorozatckrdl mondot-

takra témaszkodva megfogalmazhatdk olyan tételek is, ame-
lyek f+g, f+g ill. f hatarértéxst olyan esetekben adjéak
meg, amikor f ill. g hatdrértéke += ill. -=.

Ugyancsak pontsorozatok, ill. szdmsorozatok hatdrér-
tékének fogalmara, valamint a 2.5: megjegyzésre és a 2.7.
_tételré hivatkozva igazolhato az 8sszetett leké&pezés hatér-

értékérsl sz616 aldbbi tétel.

2.13. Tétel. Legyen f : H~RP, g : K»-R, f(B)c K¢ RP,
ACHCR™, aeR™ torlédasi ponfja A-nak, h = (g o f) : H~R,
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Ha

lim
y+b
yef
lim
x+a
XEA

lim f(x) = b¢ f(A) alkalmas & > O-ra K(b,5) CK és
x+a .

XEA
gly) = ¢ /c€R, de += vagy -= 1is lehet/, akkor
(A)
hix} = lim(g o £f}{x) = c. #
x+a
XEA

2.14. Feladatok.

2

. Legyen f : H~R, H = RZ - {(0,0)}, fix,y) = —¥—

xZ+y?
[(x,y)EH], A = {(x,y} : y = 2x {x€R)}NH. Mutassuk
meg, hogy lim f(x,y) létezik és véges, ugyanakkor
(x,y)~(0,0)} :
(XsY)EA
lim f(x,y} nem létezik.
(x,y)*(0,0)

Togalmazzuk meg részletesen a 2.12. megjegyzés 411ita-

sait.

Bizonyitsuk be, hogy £ : H- R, AC BCHCRm, a€RrR™ tor-

16d4si pontja A-nak és 1im f(x) = b akkor egyszersmind
X+a
XEB.

lim f(x) = b, forditva azonban az utdbbi hatdrérték
X+a

XEA

1étezEsébSl nem kdvetkezik a lim f(x) hatadrérték 1léte-
x+a
XEB

zése. Adjunk példidt az utébbi &llitds igazoldséra.

. Adjunk pé€lddt arra, hogy a 2.13. tétel jelGléseivel az

&11ités nem feltétleniil igaz, ha elejtjik a b¢ f(A) ki~
kdtést.,
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3, .m-VALT0ZOS FUGGVENY FOLYTONOSSAGA

3.1. A folytonossdg fogalmdval a valés egyvaltozos
filggvények analizisében mar foglalkoztunk. Most is, tehat

, tetsz8leges m-vdltozés f:H-R (Hc R™) filggvény esetében,

f-nek azt a tulajdonsdgdt kivanjuk jellemezni, amely biz-

tositja, hogy az a = (al,...,am)EH(:D ponthoz "kdzeli"

X = (xl,...,xm)EIiC D¢ pontokban felvgtt f(x} fiiggvényér-
tékek "tetszSleges pontossdggal" megkdzelitik az f(a)
fiiggvényértéket. Ha f ilyen tulajdonséggal rendelkezik,
akkor az f fliggvényt az a = (al,...,aﬁg EH(ZDf pontban
most is folytonosnak mondjuk.

Az egyvaltozds fiiggvények folytonossdgdndl eldadddtak
olyan specidlis esetek is, amikor f : A+ B (A,BCR), a€A
mellett az a helynek nem tetézéleges, hanem pl. csak jobb
vagy bal oldali elég kicsiny sugaru kdrnyezetébe esd x-
ekré kivdntuk, hogy f(x) tetszdlegesen elSirt kis hibdval
k8zelitse meg az f(a) fliggvényértéket. Ez az eset adédik,
ha az f fliggvényt csak valamilyen I intervallumban vizs-
gdljuk, és ezen I intervallum végpontjaiban szeretnénk
tudni, hogy az intervallumra szoritkozva folytonos-e a
fliggvény. Célszerit ezért az m-valtozds f fliggvény adott
pontbeli folytonossdgdt olyan dltaldnos formdban definidl-
ni, hogy ez az értelmezés specidlis esetként necsak az egy-
vdltozds fliggvény adott pontbeli folytonossdgdt, hanem az
ottani bal, ill. jobb oldali folytonossdgot is megadja.

3.2. DEFINICIG. Legyen f : H~R (HCR") és a€ ACH.
Azt mondjuk, hogy f A-ra szofifiéiva'fgiytongé>éi_aEA

ponfban, ha f(a)-nak minden K[f(a),e] k&rnyezetéhez meg-
adhaté a-nak olyan K{a,§) k&rnyezete, hogy x€AnK{a,$§)
esetén f(x)eK[f{a),e].
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Masképp kifejezve magunkat, a definicié értelmében f
az a€AcHCR" pontban A-ra szoritkozva folytonos, ha min-
den e > 0-hoz van olyan 6 >0, hogy x €A és d{a,x) <§ /azaz
|a-x| <8/ esetén d[f(a), £f(x)] <e /azaz |[f(x)-f(a)| <e/.

3.3. MEGJEGYZES. Ha a 3.2. definicidban a€int A
/¥ elég kicsi & > O-ra K(a,8) CA) akkor azt mondjuk, hogy

/az ottani jeldlésekkel/ f a-ban folytonos. Pl.

2452 - . 2442
_ xZ+x5, ha (xl,xz)EA —{{xl,xz). x3+x? < 1}
f(xl,x2): esetén f

- e
0 ha (X1>X2)EB —{(Xl,XZ).xl+x2> 1}
(0,0)}-ban folytonos, (1,0)-ban A-ra szoritkozva folytonos.

3.4. MEGIEGYZES. m-vdltozds flggvény helyett &ltala-
nosabban az f : H-RP leképezésre (A(:H(:Rm}'teljesen ha-

sonlé médon értelmezhetd az f leképezés a€ A pontban A-ra
szoritkézva vett folytonossdga, csupédn ekkor a K{f(a),c]
k&rnyezetek nem intervallumok, hanem un. "p-dimenziés, f(a)
kdzéppontu gémbdk" lesznek /lasd 1.2.7./

A hatdrérték és a folytonossdg kapcsolatdrél marmost
a kdvetkezdt dllithatjuk:

3.5. Tétel. Legyen f : H-R, acAcHc R™. f akkor é&s

csak akkor folytonos A-ra szoritkozva az a pontban, ha

vagy>izolélt pontja a€ A az A halmaznak, vagy torldéddsi

pontja A-nak és lim f(x) = f(a). =
x+a
XEA

Altaldnosabban, folytonos leképezésekre, hasonld
4l1litas igaz. _ ' ,
A 3.5. tételbdl, a hatdrértékszamitdsndl elmondottak

drtelmében k#zvetleniil adédik a kdvetkezd 4llitds:

w
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3.6. Tétel. Legyen f : H~R, a€ ACHCR™. f akkor és

csak akkor folytoncs A-ra szoritkczva az a € A pontban,

ka minden olyan {xn) sorozatra, amelyre x €A és 1im x =a

fenndll lim f{x )} = f(a). e
-

Bizonzités. Ha a €A torldddsi pontja A-nak, az 41li-
tds 3.5.-b&1 és 2.7.-bS61 kdvetkezik. Ha a€ A izoldlt pont-
ja A~nak akkor &s csak akkor kapunk a-hoz tarté (xn) s0-
rozatoi; ha X, = & min“en n€N, nz2 n,-ra. Ezekre az n-ekre
azor> n f{x_) = £(a), vagyis a megfeleld flggvényértékek
- wozata, (f{xn)), trividlisan f(a)-hoz tart. /Ezért nen

oltak a 3.6. és 2.7.-beli &llitdsok (xn) sorozatra tett
feltételei teljesen megegyezdk; most az A halmaznak eset-
leges izol&lt pontjéra gondolva, mellézniink kellett az
X, 7 a kikdtést./ =

Megint az egyvéltozds flggvények nyilt, ill. z&rt in-
tervallumckban értelmezett folytonossédgdra gondolva tet-
széleges m-vadltozds fliggvénynek valamely A halmazon vett

folytonossdgét igy értelmezhetiik:

3.7. DEFINICIO. Legyen f : H~R, ACHCR™. Azt mondjuk,

hegy f fblytonos az A halmazon, ha minden a€A pontban .A-

-ra szoritkozve folytonos.

Hasonld &11itas mondhaté ki flggvények helyett Altala-
nosabban leképezésekre is.

T8bbvaltozés flggvények esetében is célszerii bonyolul-
tabb fliggvények folytonossdgi vizsgdlatat egyszeriibd fliggvé-
nyek folytonossdgi vizsgdlatdra visszavezetnl. Az egyvélto-
z6s esethez hasonléan kimondhaté és k&nnyen igazolhaté az

erre utald alédbbi tétel:

3.8. Tétel. Legyen f : Hl-'R, g H2->R, aEACHlnH2C

. Ha f és g folytonos a.€ A-ban A-ra szoritkozva, akkor

c M
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ugyanez &l1 az f+g, az f-g, sét ha x€A esetén g(x) # 0O,

- o f £t - 3
ak .or még az z fliggvényre 1s. ¥

3.9. Tétel. Legyen £ : H>RP, g : K~RY, f(H)ckeRrP,
acACHCR™ Ha f az a €A pontban A-ra szoritkozva, g pe-

dig az f(a) pontban f{A)-ra szoritkozva folytonos, akkor a

"h = g o f 8sszetett leképezés a-ban A-ra szoritkozva foly-

tonos.

Bizonyitds. Ha x €A, lim x_ = a, akkor f(xn)EEf(A),
n—boo

f feltételezett folytonossdga miatt f(xn)‘>f(a) {n>=),
vagyis g f(a)-beli folytonossdga miatt

hix ) = g ff{xn)]“'g[f(a)} = h{a) han-o , *

3.10. MEGJEGYZES. Az eldbbi két tétel segitségével gyod-
zédhettink meg dltaldban a képlettel megadhatd tébbvaltozds

fliggvények értelmezési tartomdnyukbeli folytonossdgdrdl.

Kiindulva az

(=) f(x) = ¢ (4llandd)
és az
(%) f(xl,...,xm) = X (1 = 1,...,m)

alaku f : R™~ R fliggvényeknek a 3.7. definicié értelmében
R™-ben vett folytonossagibdl, azonnal kdvetkezik pl. hogy

az m-vdltozds raciondliis egész fliggvények /m-vdltozds poli-

nomok, ezek a (*) és (##) tipusu fliggvényekbdsl véges szamu
dsszeaddssal és szorzdssal 4llnak. eld/ Rmében folytonosak.
Hasonléképpen kénnyeﬁ adédik, hogy a (%) &s (#*) alaku
fliggvényekbsl véges sok Jsszeaddssal, szorzdssal és osz-

tassal el8al1l6 un. m-vdltozds raciondlis fillggvények értel-

mezési tartomdnyukban folytonosak.
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3.9. alkalmazdsdval 1lathatd be pl., hogy rdgzitett
a€R™ esetén az f(x) = d(x,a)(xfERmu képlettel értelmezett
fliggvény /tdvolsdg/ folytonos R™-ben.

3.11. A zdrt intervallumon folytonos valés egyvaltozés
fliggvényvek alaptulajdonsédgait néhany nevezetes, fontos,jél
felhaszndlhaté tételben foglaltuk Ossze. Ezek részben a
HCR" korldtos zdrt halmazon folytonos £ : B+ R m-vdltozds
fliggvényekre, részben az f : H~RP ugyanitt folytonos le-
képezésekre 1s &ltaldnosithaték. .

A Bolzano-tétel értelmében az I = [a,bl-ben folytonos
f : I+R valéds egyvdltozds flggvény I-ben minden f(a} és
f{b) kozé esd értéket felvesz. Ez a tétel mir R-nek tet-
sz8leges korlatos, zadrt H részhalmazdn folytonos £ : H-R
‘HCR) fliggvény esetében értelmét veszti, m-vdltozds fligg-
vényekre, leképezésekre ebben a formi&ban nyilvén nem &lta-
ldnosithaté. /Erre a fejezet végén még visszatériink./

Weierstrass tétele értelmében az I = [a,bl-ben folyto-
necs £ : I3 R flggvény felveszi I-ben legnagyobb ill. leg-
kisebb értékét, misképp fogalmazva 4llitdsunkat, van f(I)-
nek legnagyobd és legkisebb eleme. Az 41litds a folytonos
f {a,bl-n vald korldtossdgdbdl k&vetkezett, amely tényt
kiilén tételben is megfogalmaztuk. Ez a tulajdonsédg tetszd-
leges m-valtoz6s leképezésre is dltaldnosithatéd, igaz

ugyanis a k8vetkezd &411ités:

3.12, Tétel;_ﬁg_HCRm korldtos zdrt halmaz, HCK és
f : K~ RP H-n folytonos leképezés, akkor az f{H)cRP
halmaz korlatos és zdrt /f tehdt korldtos K-n/.

Bizonyitds. p = 1 /azaz m-vdltozds valds fliggvény ese-
tében/ az 41litdst indirekt uton bizonyitjuk.

Ha az f{H) szdmhalmaz nem volna korldtos, akkor volnd-
nak olyan anH pontock, hogy f(xn) >n minden n € N-re. A

H-beli, azaz korldtos (x ) sorozatnak a Bolzano-Weierstrass-
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tétel /T.4.7./ értelmében van konvergens (xn } részsoro-

k
zata, jeldlitik ennek hatdrériékét x-szel {xn - X}). H zart-

k )
sdga miatt x€H /I1.5.9.3%°/ &s 3.6 értelmében f(xn Y+ F{x)

ami ellentmond az f(xn)> n
tételnek.

n, €N, azaz |f (x_ }|++e fel-
K X 'k n,

: Az &ltalanos esetben, ha a€ rP régzitett, és

: g(x} = d[f(x),al{x€H), akkor 3.10.-beli utalasunk ér-
i  telmében g : H+ R folytonos H-n, tételiink mdr bizonyi~
I -~ - ” - - ’ « .

| tott része értelmében tehdat korldtos is. Amennyiben

: lg(x)|<M, nyilvdn az f(H) halmaz I.4.l.-ben értelme-
: zett 4dtmérdie 6(f(Hn £ ?2M, f(H) tehét korlatos halmaz.
| f(H} zartsdgdt mindjért dltaldnossdgban az f : K+ RP
: {H = HCX) folytonos leképezésre igazoljuk.

|  Be kell latnunk, hogy ha a € RP - f(H), akkor csak kiilsé
: pontja lehet f(H)-nak. Legyen ezért a€RP - f(H).

i I1.2.5.2° értelmében ekkor az eldbb értelmezett gl(x) =
s .

J

1

I

[

|

I

1

!

I

]

]

]

!

a[f(x), al(xeH) fiiggvény H-n nem veheti fel a 0 é&r-
téket, 1 is folytonos 1itt, és az eldbb bizonyitottak
értelmében korldtos H-n, azaz van olyan € >0, hogy
1.1
glx) ~ €

amibdél kévetkezik, hogy a ezen e-sugaru kérﬁyezete nem

, glx) ze,

metszheti f(H)~-t;K(a,e) nf(H) = B, a valdéban kiilsdé pont-
ja f(H}-nak. *

Weierstrass tételénesk llitdsa tetszbleges m-vadltozbds fligg-
vényre ezek utdn k&nnyen dtvihetd /mivel RP-ben nincs ren-
dezés értelmezve, p-vdltozsds leképezésekre a tétel nem &41-

taldnosithatd/.

3.13. Tétel. /Weierstrass tétele/

Ba HCR™ korldtos, z4rt halmaz, HCK és f : K- R folyto-
nos H-n, akkor f(H)-nak van legkisebb &s legnagyobb eleme.
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Bizonyitds. 3.12. értelmében £f(H) korldtos, z4rt hal-
maz, f{H) # @, van tehdt alsé ill. felsd hatdra /Valds

egyvdltoz6s flggvények differencidlszdmitdsa I.5.15/,

amély f(H) zartsdga miatt egyszersmind eleme f H -nak. #

Tovabbi nevezetes tulajdonsdga volt a zért intervallu-
mon folytonos egyvdltozés fliggvényeknek az egyenletes foly-
tonosség ténye. Ertelmezzik ezért eldshdr Adltaldnossdgban
leképezésekre az értelmezési tartomdnyba esd halmazon vald

egyenletes folytonossdg fogalmat.

© 3.14. DEFINICIO. Legyen ACHCR™, £ : H-RP. Az f le-
képezés egyenletesen folytonos az A halmazon, ha minden
€ > 0-hoz van olyan x,y, € A-t6l fliggetlen & > 0, hogy

di f{x), f(x)]<e, amennyiben d(x,y) < §.

Specidlisan f : H—R egyenletesen folytonos AcHc R™
esetén az A héimazon, ha minden £ » O-hoz van olyan &6 >0,
hogy |f(x) - f(y)i?e, amennyiben d(x,y) <§.

Példaul az f(x) = d(x,a)(aEERm) fliggvény R™-ben egyen-
letesen folytonos. Ennek bizonyitdsat feladatként tlzzilik
ki.

Altaldnossagban most is érvényes a kvetkezd 4llitéas:

3.15. Tétel. Ha f : H+ RP egyenletesen folytonos az
AcHcR" halmazon, akkor folytonos is A-n.

A tétel megforditdsa - az egyvdltozds fliggvényeknél
ismeretett példara hivatkozva - kdnnyen lathatdé, hogy
nem igaz.

Az egyvaltozdés fliggvényekhez hasonidan igaz ellenben a
k3vetkezs dltaldnosabb 4llitas: '

3.16. Tétel. Ha HCKCR™, H korldtos, zért és £:K-RP"
folytonos H-n, akkor f egyenletesen folytonos H-n.
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Bizonyitds. Az egyvdltozés flggvények specidlis eseté-
nél kdvetett mdéddon most is indirekten okoskodunk. Te-
gyiik fel, hogy valamely €>0-hoz nem taldlhaté a 3.14.
definicié most H-ra vonatkozd feltételének megfelels

§>0. Ez azt jelenti, hogy minden n€ N szdmhoz taldl-

< . : 1
haté olyan két x .,y € H pont, amelyre d(xn,yn) < 5o
de ugyanakkor d{f(xn],f(xn)] z e,

Az (xn) pontsorozat korldtos, I.4.7. értelmében van

tehdt konvergens (xn ) részsorozata. Jeldljlik ennek
k .
limeszét x-szel. H zArtsdga miatt lim X, = x€H
Xk
/1.5.9.3%°/, és a hdromszdg-egyenldtlenség értelmében

/1.2.5.4°/7 0sdly. ,x)sdly ,x_ ) + d{x_ ,x), itt
Ilk I‘lk nk . 1’1k
pedig az elébbiek értelmében mindkét tag O-hoz tart,
amibdl 1.2.5.2° értelmében v, *x kbvetkezik, és igy
: : -
f folytonossdga miatt f(x_ )= £(x), fly_ )= f(x).
_ ny ny

Ekkor azonban d[f(xn ),f(yn 1] sd[f(xn ), F(x)] #+
k k k

+ d[f(x),f(yn )j-*O, ami ellenmond a tetszdleges nkEEN-
k

re tett d[f(x_ )}, f(y_ )] ze feltételnek. #
O Ny
A Bolzano-tétel 4ltaldnositdsa érdekében eldszdr a

sikgérbe definiciéjdndl mir emlitett /Valds egyvélto-
z6s fliggvények differencidlszdmitdsa III.1.6./ &lta-

lanosabb értelmezést kell megadnunk.

3.17. DEFINICIO. R™-beli folytonos g&rbének nevezziik

a szémegyénes valamely zdrt I = {a,B] intervallumé&nak R™-
be vezeté ¢: I~R™ folytonos leképezését. A C = o(I)=
= p{la,s]) € R™ halmaz elemeit a gbrbe pontjainak, speci-

dlisan ¢{a)-t kezdSpontjénak, e(B)-t végpontjanak nevez-
zlk.

3.18, Az elSbbi pontos &rtelmezés helyett sokszor -
.~ tulajdonképpen pontatlanul - a kiivetkezd szdhaszndlattal
‘Eliink:
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A 3.17-ben &rtelmeeztt C halmaz a g&rbe /pontosan: a
gbrbe pontjaibdél 4116 halimaz C/;

a CCH relacid azt fejezi ki, hogy a C gérbe a H hal-
mazban fekszik /pontosan: a gdrbe pontjai H-ban fekillsznek/;
minden folytonos gdrbe korldtos és zart /pontosan:

folytonos gérbe pontjainak halmaza korldtos &s zdrty ez

3.12. és 3.17. kdvetkezményel

3.19. MEGJEGYZES. A 3.17. definicié értelmében minden
szakasz R™-ben /értelmezést 1dsd I.2.10. ill. 11/ folyto-

nos goérbe.

| Bolzano tétele mdrmost igy 4ltaldnosithatéd:
L
!
i

3.20. Tétel. Legyen ACR™, o : [a,p] » B" pedig olyan
i folytonos gdrbe, amelyre o(u)€A, ¢{8)EA. Ekkor a gdrbének

van A hatédraval kdzds pontia.

'Szemlélétesen kifejezve magunkat a tétel 4dllitdsa értel-
I mében a halmaz egy pontjabél egy, a halmazon kivlili pont-
:ba, folytonos gdrbe mentén csak ugy juthatunk el, hogy
 k&zben &tlépjilkk a halmaz hatdrdt /I.5.13./. A tétel te-
1hét személetesgn indokolja a halmaz hatdrpontja, ill.

| halmaz hatdra elnevezést.

Im=1 esetben A = (-»,c} vagy A = (c,+=} vdlasztassal az
Iegyvéltozés fliggvényekre vonatkozd Bolzano-tételre ju-
} tunk. /Valds egyvdltozds fliggvények differencidlszdmitd-
]sa, III1.3.22./ A tétel bizonyitasat dltalanossdgban fel-

Padatként tlizziik ki. *
i

3.21. MEGJEGYZES. A Bolzano-
tétel misképp is dltaldnosithatd.

Ennek érdekében vezessik be a k&-
vetkezd elnevezést:

A B halmaz ivszeriien Ssszefliggd, ha

tetsz8leges x €B, v € B pontjéraaz

15. abra egyik pontbdl a mésikba egy B-beli
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/B pontiaibdl 411/ folytonos gdrbén eljuthatunk. /15. &b-
ra/.

Ha most B ivszerien Osszefiliggd halmaz, az f fiiggvény
folytonos B-n, a,b€B, és f(a) <c<f({b), akkor van olyan
x € B, hogy f{x) = c.

Ennek beldtdsdra egy a-bdél b-be vezetd B-beli folyto-
"nos ¢:[a,B]+B g8rbét vesziink, és f o y-re alkalmazzuk az

egyvdltozds Bolzano-tételt.

3.22,. Feladatok.

1. Vizsgdlijuk meg az

[s 4
XY ha (x,y¥) # (0,0},
x24y2
fF{x,y) =
0, ha (x,y) = (0,0)

fiiggvény {(0,0) pontbeli folytonossdgdt, ill. kiilsn-kilsn

az egyes vdltozdkbeli folytonossdgdt, a= 1 ésa= 2 ese-

tén.
2. Legyen
[ X ha xZy221,
x2+y?
fx,y) =
c, ha {x,y) = (0,0).

Folytonos-e ez a figgvény (0,0)-ban?

3. Legyen f : H*Rp, ae AcHCR™ és x€H-ra f(x) =
= [fl(x),...,fp(x)}.
Bizonyitsuk be, hogy f akkor és csak akkor folytonos
A-ra szoritkozva az a € A pontban, ha ugyanez 411 mind-

egyik fy fiuggvényre (k=1,...,p) /ldasd 3.4, és 1.10./

4L, Igazoljuk, hoy ha f : H-»Rp, ace ACBCHER™ és f az a
pontban B-re szoritkozva folytenos, akkor ugyanitt A-

ra szoritkozva is folytonos.
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Bizonyitsuk be a 3.20. tételt.
Legyen ® # AC R™, és x € R esetén
d{x,A) = inf {d(x,z) : z €A}

/az x pontnak az A halmaztdél vald tavolsdga/. Ez R™-en

folytonos, sdt egyenletesen folytonos.

Bizonyitsuk be, hogy ha f : R™ -+ R folytonos R™-en, ak-

kor tetszdleges c € R-re az

{x _R™ . f(x) > ¢} és {xEERm : f(x) < ¢}
halmazok nyilltak, az 4
{xEERm : f(x)-s c} és {x(ERm : fi{x) z c}

halmazok zériak. /E halmazokat f nivéhalmazainak is

gzokds nevezni./

. Milyen értelemben fordithaté meg a 7. feladat 411itéa-

sa?
Bizonyitsuk be, hogy az f(x) = d(x,a)(aeR™) fiuggvény
R"-ben egyenletesen folytonos.

Bizonyitsuk be a 3.16. tételt a Borel-féle befedési
tétel /I1.5.20./ alkalmazdséaval. ’




[11. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALHATOSAGA

1. PARCIALIS DERIVALTAK

Az egyvdltozds fliggvények differenciélhéﬁyddosénak fo-
galmét vdltozatlan formdban t&bbvdltozds fliggvényekre nem
lehet &tvinni. A kiil&nbségi hdnyadost /differenciahanya-
dost/ ugvanis ugy képeztiik, hogy a fiiggetlen v&ltozdé meg-
valtozdsdhoz tartozd fliggvénymegvdltozdst osztottuk a
fliggetlen valtozd megvéltozéséval, utébbi pedig £ @ H- R
(H(IRm, m>1) esetén értelmetlen, hiszen R" pontjainak ki-
18nbségét nem értelmeztilk. Nem segit ezen az sem, ha
I.2.10.-ben tett megjegyzésiink szerint R™ pontjainak "m-
dimenzids vektorokat" feleltetlink meg kdlcséndsen egyér-
telmilen, ezek kdzdtt vektormilveleteket grtelmeziink, mert
ekkor az R'-beli pontok kiildnbségének a megfeleld vektorok
killénbsége felel meg, viszont a vektorral osztani nem tu-
dunk a kiil8nbségi hdnyados nem képezhetd.

Hasznositani tudjuk azonban t&bbvdltozés fliggvények
elméletében az egyviltozés fliggvények analizisében megis-
mert fogalmakat, tételeket, ha a t8bbvaltozds fliggvénye-
ket abbaﬁ a speciélis esetben vizsgdljuk, amiker vdltozdi
egy kivételdveél régzitettek /dllandék/. Gyakran eléfordul
pl. hogy az R ellendllésa- vezetSben U feszililtségl dram t
idé alatt végzett munkdjit szolgdltatd

8sszefliggést olyan feladatok megoidésénél haszn&ljuk, ahol

.pl. rdgzitett ellenallds és idd mellett szolgdltatja azt
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az eredményt, hogy a munka a fesziiltség négyzetével egye-
nesen ardnyos, ill. rdgzitett ellendllds és feszliltség
mellett a munka a munkavégzés idejével egyenesen aranyos,
i11. régzitett feszliltség és idé mellett a munka az ellen-
dllassal forditottan ardnyos. E példdban kbvetett gondolat-
menet lényege az, hogy az f : H-R, HcR" fiiggvény
a =(al,...,am) pontbeli viselkedése helyett az egyvélto-
z8s

(=) fi(xi) = f(al""ai—l’xi’ai+l""’am)

(i =1,...,,m)

figgvényeket vizsééljuk az x;=a; helyen /itt RN
régzitett samok/, és az igy kapott egyvéltozés flggvé-
ny-’- visr _kedésébsl proébdlunk az m-vdltozés f fliggvény
viselkedésére kovetkeztetni.

A (%) fliggvények differencidlhatéséga esetén jutunk

példaul a kdvetkezd fogalomhoz:

1.1. DEFINICIO. Legyen f : H~ R m-vdltozds flggvény
(Hc®™)., Az f filiggvény az a = (al,...am)e int H pontban

», zerint parcidlisan differencidlhatd, ha az

f.lx.) = f(al,...,ai_l,x.,ai+l,...,a }

1 m

fliggvény az X =a, helyen differencidlhatd. Az

fi(xi)—fi{ai)

K.=d.
1 1

fi(a:} = lim
X.~>a.
i i

derivaitat az f fliggvény X5 szerinti parcidlis differen-

cidlhdnyadosdnak /rdviden parcidlis derivditjanak/ ne-

vezzik és igy jeloliik

: e _ _ faf -
fi(ai) - in(a) ) fxi(a) ) [BX- }x=a - [Bxi f)}c:a-
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/Mivel a parcidlis derivdlt Jel8lésénél az indexként irt
X; ugyis utal mir arra, hogy parcidlis derivdltrél van
szé, az egyvéltozds esetben szokdsos vesszd a jeldlésbdl
elhagyhaté; amennyiben az egyvdltozés %g "tdrt alaku" je-
161ést kivdnjuk alkalmazni, a "d" betli helyett a kiildn e
célra bevezetett "3" jellel utalunk arra, hogy parcidlis

derivéltat kivdnunk jeldlni:

fd fi(xi)] _ (EgﬁJ
l dxi xi=ai [ Xi X=a
(itt x = (Xl""’xm) = (al,...,am) = aj.

1.2. DEFINICIO. 1.1. jeldléseivel f x5 szerint parcia-

lisan differencidlhaté /parcidlisan derivdlhatéd/ az

ACint H halmazon, ha minden a € A pontban X; szerint par-

cidlisan differencidlhatd.

1.3. DEFINICIO. Ha f : H+R (H(ZRm},akkbr az f fligg-

vény X: szerinti parcidlis derivaltfiiggvénye azaz

fx : Hi-*R figgvény, melynek értelmezési tartomdnya,
i
Hi’ azoknak az x = (xl,. "Xnﬂ € int B pontoknak a hal-

maza amelyekben f xi.szerint parcidlisan differencidlha-

t6 és értéke az x = (xl,...,xm)E}%_helyen
_ {of
fxi(x)'— [Bxi]
o (X5 e nesX)

1.4. MEGJEGYZES. Ha f a vizsgdlt helyen mindegyik val-

tozéja szerint parcidlisan differencidlhaté, akkor annyi
parcidlis derivaltjdrdl beszélhetiink, ahdny vdltozds filgg-
vény f. Ezek kiszé&mitdsdndl alkalmazhatjuk az egyvaltozsés
fliggvények differencidlédsi szabdlyait /a parcidlis derivalt

definiciéja értelmében/, vigydzva arra, hogy pl. fx kisza~
5 .
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mitdsakor csak az X4 valtozdt tekintjiik vdltozdnak a té&bbi

x5=t (j # i) pedig &llandénak tekintjtk. P1.

flx,y,2) = 3xy - y?z + §
esetén
= - = - = -y? i
fX =. 3y > fy 3x - 2yz, fz ye o+ K

X

barmely (x,y,z)ER}, x # O helyen.

Ezek a parcidlis derivdltfiiggvények /rdviden parcidlis
derivdltak/ vdltozdéik szerint ismét parcidlisan differen-
cidlhatdé t¥bbvdltozds fliggvények, parcidlis derivdltjaikat
értelemszerilen az eredeti f fliggvény mdsodrendil parcidlis
derivdltjainak nevezzlik, Altaldnossdgban megfogalmazva ezt,

a kdvetkezdt mondhatjuk:

1.5. DEFINICIO. Legyen f : H~R (HCR™) és az £ par-
. : i
cidlis derivaltfiiggvény értelmezési tartomdnya H; C int H.

Ha a = (al,...,am)E int Hi és fxi az af€ int Hi pontban
xj szerint parcidlisan differencidlhaté, akkor fx ~nek

i
Xj szerinti parcidlis derivdltjdt e pontban igy Jjeldljiik:

o 3 af = 3%f
fx.x.(a) Tolax. X, - IX.aX.
1] J tix=a 1 Yix=a

Ezeket az f fiiggvény mdsodrendili parcidlis derivdltjainak

nevezziik.

/A masodiknak, ill. harmadiknak bevezetett jelsiés ugy

4ll eld, hogy az

X.

_ of
f T Ax.
i i

fliggvény X vdltozdja szerinti parcidlis derivdldsat az
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P 9 . P PR "
az eléje irt EP szimbolummal, a parcialis derivdl&as mive-

leti jelével juttatjuk kifejezésre, és igy keletkezd

99 f

9X.,0X.
] 1

kifejezésben az egymds mellé kerlil 8 jeleket forma-

lisan 3%2-tel helyettesitijlik. Hasonlé médon indokolhatd az

{3 af (92fF s
fX-X-(a)—IK I = axz jeldlés./
11 { 1 X=a i |x=a

1.6, Felvethetd a kérdés, hogy lényeges-e a parcidlis
derivaldsok sorrendje /ez az indexes jeldlésméd esetén bal-
rél jobbra, a tért alaku jeldlésmédnél jobbrél balra ha-
ladt/? Ennek a kérdésnek vizsgdlatdra 5.7.-ben még vissza-
térink.

Altaldban kimondhaté, hogy egy m-valtozds fliggvénynek
m2 mésodrendﬁ.parciélis derivaltja lehet /olyan helyen,

ahol mindegyik létezik/, ezek kdzil az

alakuakat tiszta mésodrendll parci&lis derivdltaknak, az

£ = 32f _
X.X:  8X.0X.
3 . 101

alakuakat (i # j) vegyes mé&sodrendl parciilis deriviltak-
nak nevezzilk. Utébbiak k&zdtt sokszor megegyezdk vannak
/az egymdstbl csupén a derivdlds sorrendjében eltérsd par-'
cidlis derivdltak sokszor megegyeznek/. Erre vonatkozd
elégséges feltételt 5.7.-ben adunk majd meg. P1.

F(x,y,2) = 3xy - y2z + % esetén barmely (x,y,z)€ER3,

x # 0 helyen
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2z 1
£ = ==, f.. =3, f = - =
XX Xa Xy Xz x2
fyx = 3, fyy = =22, fyz = =2y,
X - _o -
fZx = x2 s fZy = -2y, fZZ = 0.

1.7. MEGJEGYZES. Az eldzd8k mintdjdra értelmezhetdk egy

m-vdltozés fiiggvény harmad-, negyed-,..., r-edrendll parci-
d4lis derivéltijai, és ezeket akdr az indexes, akdr a tort
alaku jeldléssel jeldlhetjiik. Pl. az £ : H>R (HCR3) &t-
vadltozés fliggvény hatodrendii parcidlis derivdltija

6
= 21 s, I stb.

6 K, X X KXK'
1

£
ISR AS T 3% % u*1%3%2

%1% 1% 1% ax

1.8. MEGJEGYZES. Egy t&bbvaltozds fliggvény és annak

/esetleg magasabbrendl/ parcidlis derivdltjai kozdtt meg-
adott bsszefliggést parcidlis differencidlegyenletnek ne-
vezziik. Annak vizsgdlatdra, hogy mikor, milyen feltételek
mellett oldhaté meg egy adott parcidlis differencidlegyen-
let /adhatd meg éz egyenletet kielégitd &s a feltételeknek
is megfeleld fliggvény/, mikor egyértelmi a megoldds, itt
nem térhetiink ki. A legismertebb &s legegyszerilbdb parcid-
lis differencidlegyenleteknél azonban meggydézddhetiink ar-
rél /behelyettesitéssel/, hogy egy fliggvény valdéban meg-
olddsa-e az egyenletnek, '

Pl. a sikbeli Laplace-féle differencidlegyenlet:

2 2 o
g_g + E—f = 0 egyik megolddsa f(x,y) = anxz+y2
axt 3yt [(x,y) # (0,0)1.

Valéban f(x,y) = % 1n{x2+y?) tiszta mdsodrendi parcidlis

derivdltjai, mivel
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Foo= % 2x - X £ = _y

b 3

x 24 g2 xlry? Y xZay?
_ x24y2-2xex | _y? - x2
0T g ()

és hasonléképp
2 _ 2
£ - _l&___JL__’
yy (x2+ yz)z

ezek Osszege pedig valdban O.

1.9. MEGJEGYZES. Ha egy egyvdltozés flggvény adott pont-
ban differencidlhaté volt, akkor ebbdl kivetkezett adott

pontbeli folytonossdga is /Valds egyvaltozds fliggvények
differencidlszdmitdsa Iv.1l.8./. Egy t&bbvdltozds fliggvény-
nek azonban létezhetnek parcidlis derivdltjai anélkiil,
hegy folytonos volna. Pl. ha

——?2-(—2-—5, ha (x,y) # (0,0),

xty

f(x,y) =
0, ha (x,y) = (0,0},

akkor f-nek RZ-ben mindeniitt léteznek parcidlis derivalt-

jai, (0,0)-ban is

T
o

£{0+h,0)~-F(0,0)

1im = lim —= = 0 = £_{0,0)},
hO h heg D x
lim f(°’°+§)‘f(°’°) = 1im £2 = 0 = £ (0,0),
k-0 , k 0 y

ugyanakkor f (0,0)-bén nem folytonos /II1.3.21.1. feladat/.
Ez a megjegyzés is rdvildgit arra a tényre, hogy egy tdbb-
vdltozdés fliggvény parcidlis derivaltjainak létezése /rovi-
den a fliggvény parcidiis differencidlhatésaga/ semmiképpen
. sem tekinthet6 a valés egyvdltozdés flggvény differencidlha-
Qtéségét megfelelden dltaldnositdé fogalomnak. Ez a tény nem
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meglepd, ha meggondoljuk, hogy egy fliggvény parcidlis
differencidlhatésdga £ : H-»R {HCR? ill. HCR3) esetén
adott a€ H pontban csak az f fliggvény a€ H ponton athala-
dé, a koordindtatengelyekkel parhuzamos egyenesen felvett
értékein .nulik, a tdbbi x€ K(a,) N H értékhez tartozd
fliggvényértékre semmiféle megszoritdst nem tartalmaz /ana-
16g okoskoddssal élhetlink tetszdleges m-vidltozds flggvény
esetében is/. A parcidlis differencidlhatésdg helyett més,

megfeleldbh &ltaldnositdst a kdvetkezd pontban adunk meg.

1.10. Feladatok.

1. TIga=oljuk, hogy a térbeli Uy ¥ uyy tu, = 0 Laplace-

féle parcialis differencidlegyenlietet kielégiti az

UoF e——E e /i11. u = —l—/ fliggvény
ViZryZ+zZ ir|

[(x,v,z) # (0,0,0}].

2. u, | a?--uXX u{0,t) = uld,t) = 0 feltételt kieldgitd
megoldésai pl. az u(x,t) = sin %% x_(ak cos E%E t +
. kan . - - " P
+ bk sin —al t) (k = 1, i?,...,akpk dllandok) flggvé-

nyek. Igazoljuk &llitdsunkat.

2. DIFFERENCIALHATOSAG
(TOTALIS DIFFERENCIALHATOSAG)

2.1. Az egyvaltozds fliggvény differencidlhatédségédnak
megadtuk olyan sziikséges és elégséges feltételét, amely

fliggvény ott jo6l mégkézelitheté linedris fliggvénnyel. Ponto-
san megfogalmazva a tételt /Valds egyvdltozés filiggvények
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differencidlszédmitdsa IV. 1.6./ f az a€ Df helyen akkor é&s

csak akkor differencidlhaté, ha
f(x) - fla) = A(x-a) +e({x-a),

ahol A dilandd /x-t8l nem fligg €s £+0, ha x+a. Azt is be-
lattuk, hogy A = f'(a).

Az itt idézett tétel igy is megfogalmazhaté:
f: H-R {H(:DfCZR az a€ int H helyen akkor és csak akkor
differencidlhaté, ha tal&lhaté hozzd olyan linedris
L(x) = Ax + B fliggvény, hogy f(a) = &{a), azaz fla) = Aa+B,
B = f(a) -Aa, igy {&(x) = f(a) + A{x-a), és f(x)-rek £(x)-
t61 valé eltérése: f{x) - £(x} = r{x) az x=a helyen még
(x-a)-val elosztva is O-hoz tart /azaz r(x) =e(x)(x-a}

alakban irhaté, ahol 1lim e(x) = G/.
x+a

TomSritve feltételsinket, olyan A szdm létezését kivanjuk,
amelyre f{x)-f£(x) = f(x} - fla) - A(x-a) = r(x), illetve

f(x) - f{a) = A{x-a) + r(x), ahol r(a) = 0, és lim —5%?1-:0.
X+a
eyt . co . ” . (x} . <

Az utébbl feltétel nyilvadn még lim r_ = 0, 11l. a tdvol-

xoa [x=aj
- P . (x} .

sdg~fogalem felhaszndlasédval 1im o = 0 alakban is fel-

oa dla,x)

irhatd.
Ebben a formdban nem okoz mdr nehézséget a differenci-

dlhatdsdg fogalmdt tébbvidltozds esetre dltaldnositani, azt

kell csak még meggondolnunk, hogy az m-vdltozés linedris

flggvény &ltalédnos alakja:
. m
Ux) = iElAixi + B, ahol: x = (Xq,...5% ),

és az a = (al,...,am) jeldléssel az f(a) = f(a) xikxstés

most a

m
B = fla) - ] Aa,
i=1
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képlethez vezet, vagyis az f(a) = 5(3) kikétésnek eleget

tevé m-vdltozés linedris flggvény

B m
Lx) = fla) + iglAi(xi - a;)-

2.2. DEPINICIO. Legyen £ : H~R (HCR™). Az f fuggvény
g

az a€ int H portban totdlisan differencidlhaté /rdviden:

differencidlhaté/, ha léteznek olyan Al,...,Am szamok,
hogy
m
() f(x) —.f(a) = iz A;(x;-a;) + r(x),
ahol r(a) = 0 és lim rix) . 0.
x-+a dfa,x}

(#) oszlop- és sorvektorok segitségével még a kévetkezd

alakban is felirhaté:

1 71
(#%) f(x) - f(a) = (Al...Am) E + rix).
X _-a
m mj.
ahol f(a) = 0 és lim 5%&5%7 = 0.
X+a ?

2.3. DEFINICIO. A 2.2.-ben értelmezett f fliggvényt /to-

talisan/ differencidlhaténak mondjuk az ACint H halma-

zon, ha minden a € A pontban /totdlisan/ differencidlhaté.

A 2.2 definicisébsél kdzvetleniil leolvashatd az alédbbi
&llitéds:

2.4. Tétel. Ha f : H-R (HCR") /totdlisan/ differen-
cidlhaté az a€ int H pontban, akkor ott folytonos is. #
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Egyvédltozés esetben a differencidlhaté f fliggvényt meg-
k&zelitd linedris fliggvényben szerepld egylitthaté épp f
adott pontbeli differencidlhényadosa volt. m-vdltozds figg-

vény esetében a k&vetkezd 4llithaté:

2.5. Tétel. Ha f : H-R (HCR™) /totalisan/ differen-
cidlhaté az a€int H pontban, akkor itt mindegyik vélto-

z6ja szerint parcidlisan is differencidlhaté és a 2.2.

‘ definiciéban szerepld Ay szémokraAAi = f (a) (i=1,...,m)
i

Bizonyités., Ha a = (al,...,ai_l,ai,ai+1,...?a jR
x = (ai”"’ai-l’xi’ai+l"'"am)’ akkor d(a,x) = [xi—ai[,
azaz a differencidlhaté f fliggvényre a 2.2. definicié ér-
telmében az a € int H pont alkalmas k(a,ﬁ) kérnyezetébe

esd x-~ekre

fix) - fla) ., , _x(x)

X, =4a. 1 X —a.
L 1 1 1

és mivel a differenéiélhatéség kévetkeztében

. r{x}) . r{x)
iim a(a,%) 0, azaz lim —a 0,
X+a x,»a.' 71 71

1 71

. f -

1im  Ex) - fla) o,
X.-a. i

X.+a, i1

i1

adédik, amint 4llitottuk /a baloldali hatérérték fx (a)/. =
i

2.6. MEGJEGYZES, A 2.4. és 2,5. tétel mutatta, hogy az
m-vdltozés fliggvények 2.2.-ben definidlt /totdlis/ diffe--

rencidlhatdésdga valdban tekinthets az egyvdltozds fiiggvé-
nyeknél bevezetett megfeleld fogalom &ltaldnositdsédnak.
Ezért a "totdlis" jelzdt, amit eddig a parcidlis differen-
cidlhatésdg fogalmdtsl vald megkiildnbdztetésiil hasznal-

tunk, a tovabbiakban elhagyjuk, differencidlhaté flggvény
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mindig a 2.2..ill. 2.3.-ban értelmezett tulajdonsdgu fligg-

vényt jelent majd.,

2.7. MEGJEGYZES. 2.5.-b&1 k&vetkezik, hogy ha f az a

pontban differencidlhaté /2.2. definicid, annak jeldlései-

vel/, akkor a definicidban szerepld A, szamok és az

m
r(xy = f(x) - fl{a) - i)z:lAi(xi-ai)
fliggvény f 4ltal egyértelmilen meg van hatdrozva. Biztosan
teljesiil ez a feltdtel, ha x € K{a,8) esetén r(x) a kévet-

kezd -alakban irhaté:

m
r(x) = } e.(x)(x.-a;), ahol 1lim e.(x) = O
i:l - 1 1 ®+a 1
Ekkor ugyanis |x;-a.| s d(a,x) miatt lim 20 - o
) i it i dla,x)

biztosan teljesill. Az ei(x) fliggvények vzgielen sokféleképpen

vdlaszthatdk meg, csak azt k&tjlk ki réluk, hogy lim ei(x):

= 0 legyen! _ x>a
Ezek utan megadhatjuk az m-vdltozés fiH -+ R (HCR™) fligg~

vény a € int H pontbeli differencidlhatésagdnak egy sziksé-

ges és elégséges, de a gyakorlat szempontjdbél nem tul jél

haszndlhaté feltdtelét. /Jobban kezelhetd feltételt a k&-

vetkezd pontban adunk maijd meg./

2.8. Tétel. f : H~R (HCR™) az a€ int H pontban akkor
és csak akkor differencidlhaté, ha a-nak egy X{a,§) kdr-

nyezetében léteznek olyan P K(a,8) - R fliggvények, hogy
itt '

(%) f(x)-f(a)

m
iZlfx_(a)(xi—ai) + .g e, (x)(x;-a;)

1 i=1

1lim ei(x)
X+a

1]
o
—
+
1t
[
-
-
=3
=

7Y



Bizonyitds. A feltétel elégséges /lésd 2.7./. A sziik-

ségesség igazoldsdhoz defini&liuk az ei(x) fuggvényt a ko-

vetkezbéképpen
rix){x.-a.)
—2 1 ha x £ a,
(dla,x))?
e.{x) =
i
0, ha x = a.

Nyilvén ekkor, ha

m
f(x)-fla) = izl Ay (x;-a )+rlx), [A; fxi(a)],

s 2.2. feltételei teljesiilnek,

lim €,(x) = lim [ ri{x) xi.-aiJ = 0
i( d(a,x) dla,x}

x+a x+a
. P - . . r{x)
- < =
fui. Exi aii s d{a,x}, és 2.2. értelmében lim IEW3) 0/ %

xX+a

2.9. MEGJEGYZES. 2.8.-ben is felhasznalhatiuk & 2.2.-

ben emlitett sor- &s oszlopvektoros jel8lést:

f akkor és csak akkor differencidlhatd az a pontban,
ha itt minden vdltozéja szerint parcidlisan differenciil-
hat6, &s létezik olyan-x-t61 flggd e(x) = [el(x)...em(x)]
vektor hogy

_ xy-a
f(x)-f{a) = (fx (a) ... £, (a)} : +
: 1 m )
X, ~an

[Xl'ai

+(El(x) .o £ (x}) : ahol lim |e(x)] = O.
m ' x+a
*n"%m

Az (fx {a)... fxm(a))'vektort [grad f](a)-val szoktdk
tjelslni.
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2.10. Feladatock.

1. Vizsgdljuk meg, hogy RZ-en folytonos-e, parcidlisan

differencidlhaté-e, 111l. differencid&lhaté-e f, ha

XY ha (x,y) # (0,0),
Yo aeer (x,y) # (

flx,y) =
0, ha (x,y) = {0,0).

2. Igazoljuk, hcgy ha £ : H-R, g : H~R (HCR™), é&s
a€int H-ban f is, g is differencidlhaté, akkor ugyan-

itt f+g, f-g, cf {c €R) is differencidlhatd.

3. Mutassuk meg, hogy a gradiens homogén linedris opera-

tor.

-3, FOLYTONOS DIFFERENCIALHATOSAG

Az eléz6kben ldttuk, hogy a differencidlhatésdg erd-
sebb kikdtés a parcidlis differencidlhatésdgndl, hiszen
az utébbibél a folytonossig sem kdvetkezik, ami viszont a
differencidlhatésdgnak szﬁkséges de nem elégséges feltéte-
le. /A fliggvény folytonossdga mdr egyvaltozds fliggvények
esetében sem volt elégséges feltétele a differencidlhatd-
sdgnak./ Bebizonyitjuk, hogy t8bbvdltozés fliggvényes eseté-
ben az 8sszes parcidlis derivdltak folytonossiga mdr elég-

séges feltétele a differencidlhatésdgnak.

3.1. Tétel. Legyen f : H-R (HER™), aeint H. Ha
az f fliggvény alkalmas 8 > O-ra K(a,8}-ban mindegyik vAal-

tozéja szerint parcidlisan differencidlhatd, és fx az

a = (al,...,am) pontban folytonos (i=1,...,m}, akkor itt

f differencidlhatd.
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Bizonyitds. Legyen x€K{a,§}. Ekkor

fix)~-fla) =f(xl,...xm)-f(al,...,am) =

= f(xl,az,...,am)—f(al,az,...,am) +

+ f(xl,xz,as,...,am)—f(xl,az,...,am) + ...

+ f(xl""’xi’ai+l""’am)_f(xl""’xl-l’ai"'"am}+'"+
+ f(xl,...,xm_l,xm}-f(xl,...,xm_l,am),

és itt két-két szomszédos tag éppen f egy-egy egyenes
szakaszen /I.2.10/ vett megvdltozdsit adja meg; e sza-
kaszok mindegyikén csak egy valtozd véaltozik, a t8bbi
régzitett, f tehdt itt tulajdonképpen egyvdltozdés
fliggvény, amelyre a Lagrange-féle kd&zépértéktételt
alkalmazva /a feltételek miatt ez lehetséges/

fix)-f(a) = fX [a'l + tl(xl-al), az,...,am](xl—al) +

1
+ fx2[x1,a2 oty (x,ma,), a3,...,am)(x2—a2) + ... 4
+ fxi[xl,...,xi_l,ai + ti(xi—ai),ai+l,...,am)(xi—ai} +

’Xm—l’am+tﬁ(xm_am))(xm-am)

(0 st £1, i =1,...,m) adédik. Mivel azonban az itt
szereplo parcidlisok mind beleesnek K{a,§}- -ba és a-ban
feltételezetten folytonosak, mindegyik a megfeleld
(a;,...,a ) pontbeli parcidlis derivalttél tetszéle-

gesen kevéssel tér el, vagyis

£f(x)-f(a) = (fxl(a) +eq)(xy-a;) +(fx2(a) +oe,)(xpmay)+

PO [fX (a)+em](xm-am) = X £, (a) x;-a; )+ Z e;(x;-a;)
m i=1
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| és itt lim €. (x) = 0, a 2.8. megjegyzés értelmében te-
! xa . s :
| hat f valéban differencidlhatdé az a € int H helyen. %

3.2. MEGJEGYZES. A 3.1, iétel feltételeinek eleget te-

v8 f flgpgvényt szokés az x=a pontban folytonosan differen-

cidlhaté filiggvénynek nevezni. Ha f egy nyilt BCH halmaz
minden pontijdban folytonosan differencidlhaté, akkor a B

halmazon folytonosan differencidlhaténak mondjuk.

EbbS1l « meglegyzésbdl 3.1.-re valé tekintettel adédik

marmost a k&vetkezd &llitds:

5.3. Tétel. Ha f : H»R &s a nyilt BCH halmaz minden

pontjdban f mindegyik parcidlis derivaltja folytonos,

akkor f a B halmazon differencidlhatd. =

3.4. MEGJEGYZES. Altaldban a 3.1. tételt alkalmazva &1-

lapitjuk meg egy tobbvdltozds fliggvényrdl annak differen-
ci&dlhatésdgdat. Pl. az elemi fliggvényekbdl felépitett tdbb-
viltozés fliggvényeknél azok parcidlis derivdltijai is elemi
riiggvényekbdl éplilnek fel, folytonossdguk II.3.8. és II.3.9.
alapjén igazolhatod.

Hangsulyozni szeretnénk, hogy a folytonos differencidl-
hatdsdg a differencidlhatésdgnak elégséges, de nem s ziiksé-
ges feltétele. Erre vildgit ra a 3.6.1. feladat.

Tovébb dltaldnositva a differencidlhatdsédg fogalmidt a

kévetkezdt mondhatjuk:

3.5. DEFINICIO. Legyen f : H-RP (HcR"). ae€intel,
és x €H esetén f(x) = (fl(x),...,fp{x)]. Ekkor az f leké-

pezés az a€ int H pontban differencidlhatd, ha itt az fk

k=1,...,p) Figgvények mindegyike differencidlhaté.
gy :
Az f leképezés differencidlhatésdgdbdl kdvetkezik an-

nak folytonosséga, tovébbéd, hogy a
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Bfk

Ix.

i
x=a

parcidlis derivdltak léteznek (k=1,..,p), belélik az

e -

afl Bfl
Bxl me
= D(a)
of af
. B
3% IR,

= < X=a

un. Jacobi-féle mitrix képezhets.

3.6. MEGJEGYZES. A t8bbvdltozds filiggvényekhez hasonldan

egy tBbbvdltozés leképezést egy nyilt halmazon differencidl-

haténak mendunk, ha annak minden pontjdban differencidlhaté,
és ez biztosan teljesiil, ha a Jacobi-féle mdtrix elemei a

nyilt halmazon felytonosak.

3.7. Feladatck.

1. Mutassuk meg, hgy az
' 1

T , ha (x,y) # (0,0)
x2+y

(x2+y2)sin

fix,y)=
0, ha {x,y) = (0,0}
fﬁggvény mindeniitt differencidlhaté, de a (0,0) pont-

ban nem folytonosan differenci&lhatd.

2. Bizonyitsuk be, YHogy ha f : H~R (HCR™}, és f K(a,§)CH-
ban parcidlisan differencidlhaté XyseeosXy szerint, az

a pontban f_ ,...,fx folytonos, tovébb&d f itt még x,
2 m i
szerint is parcidlisan differencidlhatd, akkor f az a

pontban differencidlhats.

79



I, TEBBVALTOZOS OSSZETETT FUGGVENYEK DIFFERENCIALHATOSAGA
{LANCSZABALY)

Az el6z6 pontokban értelmeztiik tobbvaltozds fiiggvények
&5 Altalaban tObbvaltozds leképezések differencidlhatdséa-
gat /2.8. és 3.5./. Ezekre tdmaszkodva felvethetjik most
mir a kérdést, mikor differencidlhatd . egy Osszetett tobb-
valtozds filggvény, hogyan hatarozhaték meg parcidlis deri-
valtjai. Egyvdltozés fliggvények esetében a hasonld jellegl
probléma az un. léncszabdlyhocz vezetett, kérdés, milyen

alakban viheté 4t ez a szabdly tdbbvdltozds fliggvényekre.

4.1. Tétel. Legyen £ : H-RP (HCR") a€int H-ban
"differencidlhatd leképezés, g : K-R [f(H)CK(:Rp] pedig

! b = f(a)eint K-ban differencidlhatd flggvény. Ekkor az

; bsszetett h =g o f flggvény is differencidlhatd

a€1nt H- ban, €s az

X = (xl,...,xm), a = (al,...,am),
f = {fl""’fp)’- f(x) =y, f(a) = b,
afk
fk(X) = yks fk(a) = bk’ '37_—' = ka' (].(:__'l)"'Sp;
i i i=1l,...,m)
jeldlésekkel

5 (2) E By (0) i (25

i11. mas jeldléssel:

;gh ,;-fég(fl(xl,...,xm),... fp(xl""’xm)]
axy i . Ix,




Bizonyitds. A 2.8. megiegyzés értelmében azt kell meg-
mutatnunk, hogy a-nak egy K(a,8)} k8rnyezetében h parcia-
lisan differenciadlhaté, és e kdrnyezetben léteznek clyan

e; K(a,8} + R fliggvények, hogy itt

m
h(x)-h(a) = igl hxi(a)(xi-ai) + izlsi{x)(xi-ai)
és
1im Ei(X) = 0 (i=l,...,m).
x+a
Mivel

gly) - g(b),

g(f(x)) - g{f(a))

és g differencidlhaté b-ben, 2.8. &rtelmében

‘hi{x)-h(a)

P
gly)-g(b} :izlgyk(b)(yk-bk)+k§ink(yk_bk)

{#)

=kglgyk(b)(fk(X)-fk(a)]+k§1nk[fk(x)-fk(a)]

és itt x - a esetén, amikor minden y-k-»bk /f differencidlha-
t6 leképezés, vagyis az £y fliiggvények differencidlhaték

/3.5./, amib8l folytonossdguk kdvetkezik/
(#%) nk(y)-+0 (k = 1,...,p).

Az f fliggvények a feltétel értelmében differencidlha-
tok a-ban,; ismét 2.8. értelmében

m m
£, (x)-f (a) =} f (a)(x,-a,)+
k k izl kxi i 1 izl

Gi(xi-ai)

és itt x+a esetén

(%%x) Gi(x)*O (i = 1,...,m).

,Utébbi eredményiinket (#)-ba behelyettesitve, alkalmasan

‘rendezve-a kévetkezbt kapjuk:
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. m
n(x)-h(a) = gly)-g(b) = kZ

m .
_1gyk(b)[i§1kai(a)(xi-ai)] b r(x)s

m m
= izl kglgyk(b)-kai(a) (xifai)+ r{x) :iEiAi(xi~ai)+r(x),

ahol r{x) minden tagjdban (xi—ai) az x+a esetében (#%) és
(###) értelmében 0-hoz tartozé ny (y), ill. Gi(x) fliggvé-
nyek valamelyikével ezek szorzatdval, vagy ezek 4llandészo-

rosdval, van megszorozva, vagyis

m
Je.(x)(x,-a,) alaku, ahol lim e.{x)= 0 {izl,...,m).
i=1 * 12 X+a

Ez azonban 2.7. 8rtelmében azt jelenti, hogy

r{x)

il]’; m = 0_, r(a) = 0,

vagyis 2.2. értelmében h differencidlhatd, 2.5. értelmében
mindegyik vdltozéja szerint parcidlisan differencidlhaté

és

4.2. MEGJEGYZES. A parcidlis derivdltak tdrt alaku je-

181ésénél jobban kitiinik a t&bbvdltozés ldncszabdlynak az

egyvaltozés lancszabdllyal vald analégidja, béar ekkor nem
tudjuk egyszerﬁen feltiintetni, hogy az egyes parcidlis
derivdltakat hol kell tekinteni:

afk
%, [Yk = fk(x)l-

ah . 3{g o f)_ g
k=1 Vk 9%

AxX., X
i i

£.3. MEGJEGYZES. Az a tény, hogy két differencidlhaté

t&bbvaltozés fliggvény Bsszege, klildnbsége, szorzata, és

ha a nevezd nem 0O, hényadosa is differencidlhaté /2.10.2.
feladat/ a‘tébbvéltozés lédncszabdly alkalmazdsdval is add-

dik, csupdn a
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B

.
g(yl’y2} = y1+y2’ g(ylﬁy?) = Yi'y'z: g(yl’y2) = 'y—'

(o]

fliggvényre /kiilsé flggvény/ kell 4.l.-et alkalmazni.

4.4, MEGJEGYZES. A 2.9.-ben bevezetett derivdltvektor

/gradiens/ és 3.5.-ben bevezetett Jacobi-féle mdtrix segit-

ségével a lancszabdly értelmében az dsszetett fliggvény de-
rividltvektora /gradiense/

[grad hJ = [grad g] E(a)
, (a) f(a)

alakban is felirhatdé, ahol D a belsé (f) leképezés Jacobi-

-féle madtrixa.

4.5. MEGJEGYZES. A tobbvaltozds léncszab&lyt abban a

specidlis esetben alkalmazva, amikor a belsd leképezés,

és igy az Osszetett fliggvény értelmezési tartomanya is va-
lamely HCR halmaz (f : H~RP, g : £(H) ~R™), vagyis az
Bsszetett fiiggvény valéjdban egyvdltozés /parcidlis deri-

‘véaltja kbzdnséges derivdit/:

a(g o £) _ah _dan _ Bag %
ot at dt- dat

Ez a specidlis eset 411 eld az un. irdnymenti derivdlt-

nal:

4.6. Tegyﬁk fel, hogy az £ : H~R (HCR?®) fiiggvény
differencidlhaté az a = (al,az,a3)64int H pontban.

Az a pontbél az e = cosa i + cosB ] + cosy k egység-
vektorral megadott irdnyban t tdvolsdgban fekvd (x,y,z)
pontba jutva el, f megviltozédsa Af = f(x,y,z)-f(al,ag,a3).
Célszerll az (x,y,z) és (al,az,a3) pontot &sszekdtd egye-
nesszakasz paraméteres egyenletrendszerét
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x = a) = t cosa, y = a, + t cosB, =z = aq + t cosy

alakban felirni, mert akkor (x,y,z) és {al,az,ag} tdvolsé-
ga |t|, /16. dbra/ és igy f 4dtlagos valtozdsi sebessége a

szakasz mentén

f(x,y,z)—f(al,az,as)
=

f(a,+t cosa, a,+t cosB, a3+t cosy) - f(a)

t

1 2

E hdnyados hatdrértéke t + 0 esetén f a-beli e irdnyban vett

vdltozdsi sebessége, azaz e irdnyban vett derivaltja:

Lin f(a1+t cosa, a,tt cosB, az+t cosy)—f(al,az,as)
£+0 t

_ dif o g}

- at ?

ahol a bels¢ fliggvény, (g) koordindtdi a (#)-ban megadott
egyvadltozds fliggvények. o

Szokds az irdnymenti derivdltat gg alakban is jel&l-
ni, ahol e jelenti.az irdny egységvektordt.

A t&bbvaltozés ldncszab&lyt /ill. annak 4.5.-ben fel-
irt specidlis esetét/ alkalmazva az irdnymenti derivalt

'részletesen igy irhatd fel:
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af _alf og) .y dx , ¢ dy , ¢ dz
de dt x dt Ty dt

= fx cosa + fy cosB + fz cosy = grad f- e

Pi. az f(x,y,z) = xZcos %

filggvény (1,-3,6) pontban az a = 1 + j + k vektorral meg-

adott irdnyban vett irdnymenti derivaltja, mivel az irdny

egységvektora

I .
esyz Arivk,

- 1 L - N
=-f {1,-3,6) \/—3+fy(l,—3,6) 75+ £,(1, 3,5) 75 -

; 9 2 _
= l[?x cos % - %; sin % + 5—% sin %) =
z (1,-3,86)

L sin 0,5 + = sin 0,5) ~ 1,08.

I
= v3(2cos 0,5 + z 17

Altalénbéan,tetszéleges m-vdltozds f fliggvény esetében

a kévetkezdbket mondhatiuk:

4.7. MEGJEGYZES. Tegyiik fel, hogy f : H~ R (HCR™)

differencidlhatsd az a = (al,...,aﬁﬁ € int H pontban, és al-

kalmag & > O-ra K(a,8) CTH. Ha e m-dimenziés egységvektor

/tehdt mint helyzetvektor az (el,...,em) pontba mutat és

m
¥ ei = 1/ akkor az a ponttél e irdnydban t tévolségban
i%1 -

fekvd pont az a + te helyzetvektorral jellemezhetd /I.2.11.

az a és a + te helyzetvektoru pontok tdvolsdga t, igy

fla + te) - f(a)’
t

az f flggvény e irdny menti kiilénbségi hédnyadosa az a hely

zetvektoru pontban. Ennek hatdrértéke t—+ 0 esetében az f

fuggvény e iré&ny menti derividltja az (al,...,am) = a pont-

ban.
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Az igy értelmezett derivdlt nem mé&s, mint annak az Osz-
szetett fliggvénynek a derivéltja, amelynek kiilsé fliggvénye
£, a belsé leképezést pedig z : A~ E szolgdltatja, ahol
ACR, B = {z(t) :*[zl(t),...,zm(t)]:zk(t): a * te,

(teA, k = 1,...,m)}, BCH, a derivdltat az (al,...,am)

pontban, azaz t=0-ndl véve.

af _Tacs o z) e . .
(%) [EE] = [_"_EE_—_} = [iz £ ei] = grad f ., &
(a) t=0

A t&bbvaltozds lancszabdlynak nevezetes alkalmazésa az
egyvdltozés flggvényekre vonatkozd Lagrange-féle kdzépér-
téktétel &tvitele t8bbvaltozds fliggvényekre:

4.8. Tétel. Lagrange-félie kdzépértéktétel. Legyen
f: H-R (H(IRm) és SCint H az a = (al,...,am) pontb6él a
b = (bl""’bm) pontba vezets szakasz /1.2.10./. Tegyllk

fel, hogy f az 5 szakasz minden pontjdban differencidlhaté.
Ekkor létezik S-nek olyan a-tél &s b-t6l kiildnbbz c €3

pontja, amelyre

m
£(b) - £(a) = ] £ (e)(b;-a;).
i=1 i

Bizonyitds. I1.2.10. értelmében

s{t) = (al + t(bl'al)""’am + t(bm—am))

végigfut az S szakasz minden pontjdn, ha t 0-tdl l-ig
valtozik, s(0) = a, s{l) = b. Az Usszetetlt flggvény foly-
tonossé&gdrél és differencidlhatésagardl szé1l6 3.9. ill.
4.1. tétel értelmében g = f o s (g : [0,1]+R) [0,1]-ben
folytonos, (0,1)-ben differencidlhaté, igy ré a Langrange-
féle kdzépértéktételt alkalmazva /Valés egyvdltozés fliggvé-
-nyek differencidlszdmitdsa IV.3.2./, kell, hogy legyen
olyan Tt€(0,1) hely, melyre
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. m
£(p) - fla) = g(1) - g(0) = g"(v) = [ £ (s(1}) si(1),
iz1 %

1

ahol si(t) = a; + t(bi—ai). /A gt{t) derivalt kiszamita-

sdndl alkalmaztuk a t8bbvdltozds ldncszabdlyt, ill. annak

4.5-ben emlitett specidlis esetét./ Mivel ekkor sifit)s=

= bi-a;, ac = s(1} jeldléssel a bizonyitandé 8sszefliggés-
ra jutottunk. +«

4.9, Feladatok.

1. Bizonyitsuk be, hogy az

5 A , ha (x,y) # (0,0},
VxZ+yZ
f{x,y) =
10, ha (x,y) = (0,0)

utasitdssal megadott fliggvénynek minden irdnyban léte-
zik irdnymenti derivdltja a (0,0) pontban, de eszekre
nem érvényes a 4.7. (#) képlet /nem is differencidlhaté
a fliggvény (0,0)-ban/.

Bizonyitsuk be, hogy az
Xl y?

— ,ha (x,y) # (0,0},
(x4+y2)2

flx,y} =
. 0, ha (x,y) = {0,0)

fliggvénynek a {(0,0) pontban minden irdnyban létezik
irdnymenti derivdltja, ezekre teljesll a u4.7. ()
8sszefliggés, de a fliggvény nem differencidlhaté a -~
(0,0) helyen. '
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5. TOBBSZORI DIFFERENCIALHATOSAG

Az egyvaltozds flggvényt akkor mondtuk az a€R helyen

kétszer differencidlhaténak, ha differenci&lhatd volt a-nak

valamilyen K(a,8) kdrnyezetében, f' &rtelmezve volt tehdt

K(

a,8)-ban, és ezen kiviil £' derivdlhaté volt az a helyen.

Ennek mintédjéra értelmezzilk az m-vdltozds fliggvény kétsze-~

ri

ci
ja

is

differencidlhatdsdgdt:

5.1. DEFINICI6. f : H-R (HCR™) az a€int H pontban

kétszer differencidlhaté, ha van a-nak olyan K{a,§)CH k&r-

nyezete, amelyben f differencidlhatd é€s az x=a pontban

az fx ""’fx parcié&lis derivdltak mindegyike differen-
i m

ci&lhatd.

f kétszer differencidlhaté az A halmazon, ha minden a € A

pontban kétszer differencidlhats.

2.5.-b61 és 3.1.-b81 kévetkezik, hogy kétszer differen-

dihato fliggvénynek 8sszes masodrendd parcidlis derivalt-
i 1léteznek a vizsgalt heliyen, tovdbbd ott f folytonosan
differencidlhatd. Ha az ACH nyilt halmazon f mdsodren-

dii parcidlis derivdltjai folytonosak is, a 3.3. tétel ér-

te

imében a kétszeri differencidlhatéség kévetkezd elégséges

feltételére jutunk.

5.2. Tétel. Ha f : H~R és a nyilt ACcHCR" halmaz

pontjaiban f minden mésodrendll parciédlis derivdltja foly-

tonos, akkor f kétszer differencidlhaté A-n. =
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Tovébb vive az dltaldnositést, mondhatjuk:

5.3. DEFINICI6. f : H- R (HCR™) az a€int H pontban

r-szer differencidlhaté, ha van a-nak olyan K(a,§) kdr-

nyezete, amelyen f (r-1l)-szer differencidlhatdé, és az



‘x=a pontban f 8sszes (r-1)-edrendl parcidlis @erivélt-
jai differencidlhaték. Az AC int H halmazon akkor mond-
hatjuk f-et r-szer differencidlhaténak, ha minden a€ A
pontban r-szer differencidlhaté.

2.5.-b81 kdvetkezik az alédbbi tétel &llitésa:

5.4. Tétel. Ha f : H-R (HCR™) az a€int H pontban

r-szer differencidlhatdé, akkor itt Osszes r-edrendl par-

cidlis derivaltjai léteznek. =

Az egyszeri folytonos differencidlhatésdg feltételéhez
hasonlé adhaté meg az r-szeri folytonos differencidlhatés-

sdgra:

5.5. DEFINICIG6. f : H-R (HCR™) r-szer folytonosan
differencidlhaté az a € int H pontban, ha itt r-szer diffe-

rencidlhaté, és ugyanitt 8sszes r-edrendi parcidlis deri-
vditjai folytonosak. Az ACint H halmazon akkor mondjuk
f-et r-szer folytonosan differencidlhatdénak, ha minden

a € A pontban r-szer folytonosan differencidlhatés.

5.6. MEGJEGYZES. Nyilt 6 C R™ halmazon elég megktvetel-

niink f 8sszes r-edrendl parcidlis derivdltjainak folytonos-

sdgdt, ebbdl mar kdvetkezik, hogy [ r-szer differencidlhatéd
G-n, vagyis 5.5. értelmében r-szer folytonosan differen-
cidlthatd G-n. Specidlisan &llitdsunk a€ 6 K(a,§) C G kbr-
nyezetére i1s alkalmazhatd. '

Ha ui. G-n f bsszes r-edrendl parcidlis derivaltjai
folytonosék, akker 3.1. é&rtelmében f-nek (r-l}-edrendi
parcidlis derivdltjail differencidlhaték G-n, tehdt foly-
tonosak is, és hasonldképpen folytatva okoskod&sunkat adé-
dik az (r-2)-edrendid. ... elsdrendd parcidlis deriviltak
differencidlhatdsdga é€s folytonossdga, ill. maganak f-nek
differencidlhatéséga G-n.

Ugyanezzel a gdndolatmenettel igazolhaté, hogy az elemi

1fliggvényekbdl felépitett t&bbvdlitozds fliggvények /pl. a
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raciondlis filggvények/ &értelmezési tartomdnyuk belsejében
t8bbs zbr - differencidlhatok.

A magasabbrendd parcidlis derivaltak fogalmianak beve-
zetésénél mdr felvetettik azt a kérdést, hogy az egymastél
csak a derivdlds sorrendjében eltérd magasabbrendll parcia-
1is derivaltak mikor egyenldék /1.6./. Erre a kérdésre ad

vilaszt az aldbbi tétel:

5.7. Tétel. Ha az f : H-R (H CRM) fliggvény az a€ int H

pontban r-szer differencidlhatd, akkor az egymdstdl csak

a derivédlas sorrendjében eltérd r-edrendil parcidlis de-

rivdltak egymdssal egyenlék.

| Bizonyitds. Igazoljuk a tétel 411litdsdt eldszbr abban
: a specidlis esetben, amikor f kétvaltozds fliggvény és
: vegyes mdsodrendl parcidlis derivdltijairél allitijuk,

t hogy egyenlsk egymdssal - a derivdlés sorrendjétsl

} fliggetlen az értékilk - ha f kétszer differencidlhatd

| a€int H-ban (HC R,

I . ~ P - : ”

j  Jeldljlk egyszerlség kedvéért a valtozokat x-szel £€s

; y-nal, a koordindtdit (b,c)-vel. Feltétellinkbdl kdvet-
| kezik, hogy van olyan nyilt K{a,8) kdrlemez, amelyben
i f differencidlhaté /5.3./. Legyen G«:h<:% . Ekker f meg-
: vidltozdsa a 17. &brdn l4athatd négyzet két Adtellenes
csucspontjdban d(h) = f(b+h, c+h)-f(b,c).
1

I

!

|

I

3

1

!

I

!

1

i

I

|

!

1

g] Ezt bbvebb

fad]

Coh +—mm D(h) = f(b+h, c+h}-
ct-—- . - f(b+h,c) - f{b,c+h) +
+ f(b,e)

alakban felirva 41lité&-
' : sunkat igazoltuk, ha
1

b  beh X megmutattuk, hogy egy-
17. &bra részt



= e e e e e e e e e e e e . o o m m ——p m m m m m m m —m m m mr dme o M M e e . v e - - —— — - —— = — ——

)
=

lim = f (a)-,

h-+0 h? Xy
mésrészt

1im 2B) - ¢ L(a)s

h-+0 h? y
vagyis

fxy(a) = fxy(a)'

A D(h) kifejezés az

u({x)

viy)

f{x,c+h) - f(x,c), (bsgxgb+h),
f(b+h,y) - f£(b,y)}, (ecsysecth),

jeldlésekkel a

D(h}

u({b+h)-u(b)=v(e+th)~-v(c)

alakban is felirhaté, ahol u a [b,b+h] intervallumban,
v pedig a [c, c+h] intervallumban folytonos, és a meg-
feleld intervallum belsejében mindketts differencidl-

hat6, mégpedig

ut(x) = §§ = £_(x,c+h)~£, (x,¢) (b < x < b+h),
. d 1
vi{y) = a% = fy(b+h,y)-fy(b,y)(e< y < c+h).

Alkalmazva az egyvdltozdés Lagrange~féle kdzépértékté-
telt, kell, hogy legyen § € (b,b+h) &és y € {c,c+h),

melyre

) D(h) = u'(B)h = (f (B,e+h)-£f (B,c))}h =
= v'(y)h = (fy(b+hs7)—fy(b,1))h-

A 2.8. megiegyzésbdl kdvetkezik azonban, hogy, mivel az
fo és fy parcidlis derivdltak K(a,6)-ban differencidl-
haték,
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fx(a,c+h)=fx(b,c)= fxx(b,c)(B—b)+ny(b,c)h +

+ el(ﬁ,c+h)(ﬁ-b)+ 82(8,c+h)ha

£ (B,e)-f (b,c)= £ (b,c)(B-b)+ey(B,c}(B-D),
fy(b+h,7)-fy(b,c)=fyx(b,c)h+fyy(b,c)(T-C) +

+ eu(b+h,Y)h + 65(b+h,7)(7-c),

fy(b,Y)—fy(b,c) = fyy(b,C)(Y-C) + ss(b,T)(Y-C),
ha mér h elég kicsiny, és itt

{#%) 1im e.{x,y} =0 (i = 1,....6).
(x,y)+(b,e) *

A fenti kifejezésekb8l a megfeleld parcidlis derival-
takat kifejezve és D(h) (#*)-beli alakidba behelyette-

sitve egyrészt

D -b b
;2) * fyy(bse) + ey (Byoh) B2 4 cy(my0m) egls,e) B
masrészt

D(h) _ x=c._ 1=

e £yu(Bsedre, (brh,y)eeg(brh,y) 5= - eg(boy) 5

adédik. Innen (*#) kSvetkeztében

lim D(E)
h-+0 h

= fxy(b’c) = fyx(b’c)

és igy a vizsgalt specidlis esetben az dllitds adédik., *
E specidlis esetbdl az 4llitds m> 2-vdltozds fliggvé-
nyek vegyes mdsodrendll parcidlis derivaltjaira k&ny-
nyen adédik. Ha ugyanis f : H~R (H R™) kétszer diffe-
rencidlhaté az a€ int H pontban és 1s1i<js&m, akkor
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g(xi,xj)zf(al,...,ai_l,xi,ai+l,...,aj_l,xj,aj+l,n.,am)

is kétszer differencidlhatd az{ai,aj) helyen és

x.x.(ai’aj) : fx.x.(a)’ gx.x.(ai’aj} s fx.x.(a)'

i™] i™j 374 371

g

m-vdltozés flggvény r-edrendl (r> 2) parcidlis deri-
vdltjaira teljes indukciéval bizonyithatjuk az &lli-
tést. Tegyilik fel, hogy az dllitds r - 122 esetére

igaz, és hogy f r-szer differencidlhaté az a pocnthan.

Bizonyitani akarjuk, hogy

fx. e X. (a) = fx. vhe X {a),

Sl Tn ]1 Jr

valahdnyszor (il""’ir} és (jl""’jr) az 1,...,m
szémokbél alkotott két olyan r-edrendll ismétléses per-

mutdcid, hogy az i, szdmok k&zdtt ugyanannyiszor sze-

k
repel p, mint a jk szémok k8zdtt {p=l,...,m).

Ha i,= 3. akkor az (ll""’lr-l) permutdcid mind-

egyik indexet ugyanannyiszor tartalmazza, mint a
(jl""’jr—l) permutdcid, tehdt az a pontnak olyan
k¥rnyezetében, aheol f{r-1)-szer differencidlhatd, az

indukcidfeltevés szerint

fx. C e X (x) = fx. vee X {x)s

1 *r-1 J3 Ip-1

s akkor az a pontban az-xi =X, v&ltozé szerinti parci~
r Y
dlis deriviltjuk is megegyezik.

Ha i ¢ 3> mondjuk i, =1 £ 3 = j,» akkor az

(il""’ir—l) permutéciéban eléfordul j, a (jl""’jr-l)
permutdcidban pedig i. Ezért 4t lehet rendezni az el-
s6t (kl""’kr—Z’j)’ a masodikat pedig (kl""’kr—Z’i)
alakba, €s az indukciéfeltevés szerint a kdrnyezeté-

ben

f . ‘ (X) = f . X-(x)’
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f T (x)y = £ . (x).
X5 Ip-1 S

Minthogy tovabbd az f {r-2)-edrendli parcia-
N
k "k
1 r-2
1li derivdlt az a pontban még kétszer differencidlhatd,

azért az r=2 esetre vonatkozé eredményt felhaszndlva

X X X (a) = fx b4 X.X {a) =
e Xs 5 x. ¥ 3%4
14 r-1 "r 1 -2
= fo . Xy xix.(a) s fx. e X X. (a)
"1 -2 J A5 Jp-1 dp

adédik, amivel az 411lit&st az dltaldnos esetre is iga-
zoltuk. *

H

5.8. MEGJEGYZES. Arra a tényre, hogy a magasabbrendi

parcidlis derivaltak létezése még nem vonja maga utdn ér-
tékiiknek a derivéldsok sorrendjétdl vald fliggetlenségét

rdvildgithatunk a k&vetkezs példival:

2_2
Xy XY (x,y) # (0,0),
xSty

G, {x,y) = (0,0} esetén.

Kénnyen ldthatd, hogy fx(O,y)= Y, fy(x,0)=x, fxy(0,0)= -1,
fyx(0,0) = 1.

Egyébként f(x,0)= £{0,y)= 0 kdvetkeztében fxx(0,0) z
= fyy(0,0) = 0, é&s a (0,0) pont kivételével f mindenlitt
akdrhényszor folytonosan differencidlhaté. /Mivel fxy(0,0)#
#rfyx(0,0) f az 5.7. tétel értelmében (0,0)-ban kétszer
nem differencidlhaté./

A 3.1. tétel értelmében a parcidlis derivdldsok sor-
rendjének felcserélhetSségét, pontosabban az 5.7, tétel
feltételeinek teljesiilését venja maga utdn a kdvetkezd fel-
tétel.
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5.9. MEGJEGYZES. Ha f : H»R (HCR™) és a€int H ai-
kalmas K{a,8} kdrnyezetében f r-edrendi parcidlis derivalt-

jai léteznek, és a-ban folytonosak, akkor az egymastdél
csak a derivaldsok sorrendjében kildnbdzd parcidlis deri-
vdltak egyenldk.

Ennél azonban kevesebb feltétel is megadhaté:

5.10. Tétel. Legyen f : H~R (HCR?, a = (b,c) € int H,
és tegylik fel, hogy a-nak egy K{a,§) C H kérnyezetében 1é-

tezik fxy és az a pontban folytonos is, tovdbbd, hcgy fv is

létezik legaldbb K(a,8}-nak (x,c) alaku pontjaiban. Ekkor

fyx(a) = fxy(a).

A tételt itt nem bizonyitjuk. *
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IV, DIFFERENCIALOK.
A TUBBVALTOZOS DIFFERENCIALSZAMITAS NEHANY ALKALMAZASA

1. ELSORENDU £S MAGASABBRENDU DIFFERENCIALOK,
ERINTOSIK, TAYLOR-FORMULA

A valés egyvaltozds fliggvények analizisének tdrgyaldsd-
nal szdéltunk arrdl, hogy a differencidlihatéd fliggvény kdzel
linedris. Ez azt jelenti, hogy egy c-ben differencidlhatd
f fliggvény kis Ax = dx fliggetlenvdltozé-megvaltozdsihoz
tartozé fliggvénymegvaltozdsét jél megkdzelithetjilk a meg-
feleld linedris fliggvény megvadlitozdsdval, az eredeti fligg-
vény differencidljdval. /A differencidlhaté fliggvény kicsi-

ben /k8zel/ linedris./

Af = f(c+Ax)-f(c)=\EligleijeAx, ahol ¢ -0, ha Ax -0,
df

Af ~ df = f'{c) dx, 111l. fle+ax)i-£fl(c)=1f'(c)ax,

vagy masképp irva f{c+ax)=If(c)+f'{c)ax. Az f(c+ax) =~ f(c)

k&zelités abszolut hibdja |Af|=|df]| = [f'(e)dx| , reldtiv
iyosn Af df _ f'{e¢) dx Tan A p “ . £
hibdja (o) =~ o] - RO /Valés egyvaltozds fliggvé

nyek differencidlszamitdsa IV.2.29, 2.30./

A t8bbvaltozés fliggvények differencidlhatéségdt értel-
mezd 2.2. definicidbdl, a 2.5. tételre és a 2.8. megjegy-
zésre vald tekintettel kSzvetlenil adddik a differencidl

fogalménak t&bbvaltozds fliggvényekre vald dltaldnositésa:

1.1. DEPINICI6. Ha f : H-R (HCR") az ae€int H pont-
ban differencidlhaté flggvény, akkor f a-beli differen-

cidlija /az a = (al,...,am), x = (a1+hl,...,am+hm) jeld-

léssel a
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Af

"5

f(al+hl,...,am+hm)-f(al,..-,am) E fx.(a) h, +

i=1l 71
m

+ ) e(x) hi fliggvénymegvaltozés férésze
i=1

() daf =

"5

fx_(a) hi'

i=1 i

Méskébp kifejezve, df az f flggvény fliggetlen valtozdi

megvdltozdsainak, a hl,...,hm valtozdknak linedris kombind-

cidja. Ezzel a differencidlhaté fliggvény kicsiben megkéze-
lithets.

1.2. MEGJEGYZES. Célszeril az elébb definidlt linedris
formdt a k3vetkezSképpen jel&lni:

m
df(a) Zglfxi(a) hi R
utalva igy arra, hogy az a € int H pontban differencidlhats
f fliggvény a = {al,...,am) €s az a-hoz kdzeli (a1+h1,...,am+
+hm) helyhez tartozd megvéltozésépak becslésére haszndlhaté
— t&bbek k&zdtt — a differenci&l. A df(a)
sze még igy is ldtszélag pontatlan, mert nem tinteti fel a

jelslés per-

linedris forma vdltozéit, bér ha f fliggvényrél beszéltiink,

akkor sem irtuk ki a fliggvény vdltozéit.

1.37 MEGJEGYZES. Az f(x) = f(al+h1,...,am+hm)=¥f(a)+
+df(a) kbzelités abszolut, ill. relativ hibdja /az egyval-

tozbs esethez hasonldan/

m

af = f(x}) - f(a)~df{a) = § f_(a)h,, illetve
i=1 ¥ 7t

Af  _df(a) . 1 ¢

fla) ~ THa) © Far L G

97



Tegylik fel, hogy a kétvaltozds f fliggvény értékét az
x=a és y=b mért mennyiségekbSl szdmitijuk ki, x ill. y mé-
rési hibaja |ax| <e, {4y|l <n. Ha f a mért (a,b) érték koér-
nyezeteben dlfferenc1alhato, akker f szdmitdsi hibdja az
f{a+Ax, b+Ay) =~ f(a,b) k8zelitésnél /f{a+Ax, b+Ay) volna a

pontos érték/

|Af| = |f(a+Ax, b+ay)-f(a,b)]| ~|f (a,b)ax + f g2 b)ay]| s
|£,(a,b)| lax] + |[fg(a,b)| |ay]

[£(asp)| e+ [£ (a,b)] n,

ill. a relativ hiba

f f
Af df X
%] ~F] s ?F] v [ £
(a,Db) (a,b) “(a,b) (a,b)

és ennek értéke - mint lathaté - a Ax és Ay mérési hibatél,

és az (a,b) hely megvdlasztdsatol figg.

1.4. P8lddk Wheatstone-hiddal mérjik az R, ellenalldst.
Az adott Rn ellendllés Rn

L00Q, mérésénél az elkdvetett
hiba *tln, az x tdvolsdg x = 83,7 cm, mérésénél az elk8vetett
hiba *0,15 cm az { tdvolsdg = 100 cm, ez pontosan adott.
Milyen abszolut, ill. relativ hibdval szdmithatjuk ki az

R, ellendllads nagysdgat?

X
Mint ismeretes R_ = R —— , az adatokat behelyette-
x n {£-x
sitve R_ = 40O 83,7 = 2054 Mivel
5 x - 100 - 83,7 @ °© @
3R, 3R, 3R, R L
AR_=dR_ = —— AR_+ AX + —= A= 52— AR+ —T— Ax+0
X X R n
IR, Tax a& £-x "'n ({;x)z

hiszen £ mérése pontos volt, azaz A€ = 0, a mérés abszolut

hibdja igy becsililhetd meg:
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. [R_€{ '
Hs [6R |~ |aR | s|z§§| laR | + ( D |ax] =

¢ -x)? £ = 100 cm
x = 83,7 em
Rn = 4008
83,7 50000 - :
=, F 02 0,15/ o~ 43 q. | ax| 0,15 cm
16,3 16,3 |aR_[= e
n

tehdt Rx = {2054 2 43) q.

A relativ hiba becslése ugyanakkor:

dR

oo, B us
R & % Tosy ¥ 0,021
X x

tehdt korililbelll 2%.

ElSfordul, hogy a relativ hiba becslésébdl arra kiva-
nunk k&vetkeztetni, a vizsgélt fliggvény melyik valtoz6jat
kell pontosabban mérni, melyik vdltozéjdnak hi megviltoza-
sdt kell pontosabban meghatdrozni, kiszdmitani.

Pl. ha egy hengeralaku test anyaganak slirliségét ugy
kivanjuk meghatdrozni, hogy megmériilk a henger D &tméré-
jét, H magassagat &s M-tdmegét, kérdezhetjﬁk,ﬂméiyik adat
pontos mérésére kell killénbsen nagy sulyt fektetniink.

A meghatdrozands p slirliséget a

M _4M

p = vi =
[%J nH D2rH

képlet szolgdltatja. Ha M, D, H mérésének abszolut hib&jat
AM, AD, AH-val jelslitk

pp ~ dp = %% AM + %% AD + %E AH = 4 aM - 2” AD -
: D2zH D31H
LT
D2gH2
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ha tehdt AM, AD,AH mdr kicsi,

Ap| o [de A'_M AD
‘_‘ |DIS|M +2‘D

tehdt a D 4tmérd mérése igényli a legnagyobb gondossdget.
/A hibabecslésnél persze a kerekitési hibdkra is figyelem-
mel kell lenniink./

1.5. MEGJEGYZES. II.3.17-ben &ltaldnossédgban megadtuk

az RM-beli folytonos gdrbe fogalmdt. Legyen specidlisan

9:[a,B8]+R? (a,p €R) folytonos térgdrbe, a<y <B és a ¢
leképezés differencidlhaté a v helyen. Tegyllk fel tovabb4,
hogy ¢'{¥)#0, azaz a szokdsos jelBlésekkel:

0(t) = Lo, (1) , 0,(t) . 0 (D)7,

e'(v)2 # 0.
1

110

p'(t) = [w]'_(t), op{t), oj(t)], _
) 1

Exkor ¢'{y)-t a gdrbe érintdvektordnak mondjuk a y helyen.

Legyen T olyan fellilet, amelynek pontjait a ¢(xl,x2,x3)=
= 0 kapcsolattal jellemzhetjlik. Ide tartozik pl. az az eset,
amikor a feliilet.egyenlete Xy = f(xl,xz) alakban adhaté meg,
hiszen ez dtrendezéssel a ¢ = x3~f(xl,x2) = 0 alakra hozha-
té6. Ha a ¢ gbrbe a ¢ = 0 egyenlettel megadott fellileten
fekszik {¢[e{t}] = 0}, &thalad a fellilet a=¢(y) pontijén,
ott ¢ differencidlhaté, o'(y) # 0, (v € (a,B) és ¢ a=-ban
differencidlhaté, akkor a t&bbvadltozdés lancszabdlyt alkal-

mazva:
{grad §1,

3
0 = gﬁ%%_t_)_l = Z ¢x-(a)®i(Y) =
i=1 7i .

gfad¢ (a) o' (y).

Ez azt fejezi ki, hogy grad¢(a) merd-
leges az F-en fekvd, a-n dtmend gdr-
18. 4bra bék érintéire. Ezek tehdt egy sikban



/F a-beli un. érintdsikidban/ feklisznek. E sik normdlisa
gradd  _y > és igy egyenlete grad¢(a)(§-§) = 0 ahol x a
gik tetsz&leges pontjdhoz, a pedig az érintési ponthcz mu-
taté helyzetvektor. /18. dbra/ Részletesebben felirva a

sik /érintdsik/ egyenlete

o, (a)xy=a;) + ¢ (a)(xy-a,)+d,  (a){xg-ag) = 0
1 2 3

ahol x = (xl,x2,x3). Ha ¢ = XB—f(Xl’XQ)’ az érintésik egyen-
lete még - rendezés utdn - a kdvetkezdé alakban is felirhatd:
Xg-ag = fxl{al’aZ)(xl-al) + fxz(al,az)(xz—az), ahol

a = f(al,az). A tér tetszdleges pontjat (xl,xz,x3) helyett
= X-a, = h X,~a, = X-a, = h

171 1 1’ 72 72 2 2
jeldléssel irhatd, hogy a z = f{x,y) egyenletl feliilet a-

(x,y,2)-vel jeldlve az x,-a
beli érint&sikjdnak egyenlete z - f(al,az) = f(x,y)—f(aﬁ,a2)=
=fxl(a1,a2)h1 + fy(al,a,z)h2 = df(al,az). A differencidlbél

tehdt kiolvashaté annak a siknak az egyenlete, amellyel a
z = f(x,y) egyenletll feliilet az [al,az,f(al,az)}pont k&r~
nyezetében megkdzelithetds.

Az a-ban differencidlhatd egyvdltozés fliggvényrdl mend-
hattuk, hogy a helynek kis k&rnyezetében kdzel linedris, az
6t személtetd gdrbe a kdrnyezetében a gdrbe a-beli &rintd-
jével helyettesithetd. Hasonldképpen dllithatjuk, hogy az
(al,az)-ben differencidlhaté z = f(x,y) egyenletil fellilet
az [al,aQ, f(al,az)] pont kis kérnyezetében k&zel plandris,
e pont kdrnyezetében J6l1 megkBzeliti a felililetet érintésik-
ja.

A differencidl 1.l.-ben adott definicidjdbdl kézenfek-
véen addédik f a-beli-mésodik, dltaldban r-édik differenci-

dljédnak értelmezése.

1.6. DEFINICIO. Ha f : H» R (HCR™), és f kétszer
differencidlhaté a € int H-ban, akkor f a-beli mdsodik

differencidlja az a kdrnyezetének minden x helyén képezhetd
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df(x) = fx.(x) hy

1 i

(R e =

i

elsdrendi différenciélnak, /régzitett h,-k mellett x fligg-
vényeként tekintve/ az a helyen /ugyanazon hi vdltozdkkal/
képezett elsd differencidlja. Utébbit értelemszerilen
d?f(a)-val jeldlve

||'M-:-1

af )
2¢(a) = ] h —4 (a)n
d = N . =
551 3 {izr %%y 1J

? ?

= f (a) h.h.

i=1 j=1 *i%j o

1.7. DEFINICIO. Ha az m-valtoz6s f flggvény az a pont-

ban r-szer differencidlhaté, akkor a-beli r-edik differen-

cidljan értijlik és d¥f(a)-val jelslitik a e (x) fliggvény
a-bell differencidljdt ugyanazon hi vdltozdkkal, amelyek

dr—lf(x)—ben szerepeltek.

1.8. Tétel. Ha az m-valtozés f fliggvény az a pontban

r-szer differencidlhatd, akkor

d¥f(a) = 7
S

drf(a) tehd&t olyan r-edfoku forma, amelyben az egylitthatdk
f-nek az a helyen vett r-edrendi parcidlis derivaltjai.
A tétel teljes indukciéval bizonyithatd.

1.9. MEGJEGYZES., A IV.5.7. tétel értelmében az egymis-

t61 csak a derivdlds sorrendjében eltérd r-edrendii parcid-

lis derivdltak r-szer differencidlhatd fllggvény esetében
megegyeznek, 1.8.-ban tehdt azoknak a tagoknak, melyekben
a hi vdltozdbknak ugyanaz a hatvanyszorzata szerepel, az
.egylitthatéi megepgyeznek. Ezek &sszevondsa utdni alakjéban
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ugy irhatjuk fel drf(a}—t kdzvetleniil, hogy elvégezziik a
(m
l'zl xihi]P hatvényozdst; majd az eredményben az egyes hi—k
i=
hatvédnyszorzatait megtartjuk és az X;-ket f deriviaciés in-
dexeinek tekintjlk. /A t&bbtagu hatvanyozdsdt Altaldban az
un. polinomidlis, kéttagu hatvdnyozdsa esetén pedig a bino-
‘midlis tétel felhasznildsaval végezhetjlk el/

P1. £ : H~R (H(IR3) esetén d2f felirdsdnal, mivel

3 2
= 2 2 2
[iz x.hi] = %% h3+2x X, h hB+x, X ho+2X X h hyt

2
+2x2x3h2h3+x3x3h3,

d2f = f h? + 2f. _ h.h, + f h2
xlxl 1 xlx2 172 x2x2
+ 2f n.h, + f h2
XoXg 273 x3x3 3?

vagy pl. f : H-R (HCR?) esetén d5f felirdsdndl, mivel
[i

d%f = f hS + 5f h%nh,. + 10f h3hz+
Xlxlxlxlxl 1 xlxlxlxlx2 12 xlxlxlxzx2 12

171 1727172 2

100

5
= +5.15 4 4 3421312 2+3In211
L xihi] = x3+hy + 5x3x, hix, + IOxlxzhlh + 10x1x2h1h2+

4 b 51,5
+5xlx2h1h2 + x2h2,

+ 10f heh? + 5f h.h* + f hs.
xlxlx2x2x2 172 xlx2x2x2x2 12 x2x2x2x2x2 2

1.10. MEGJEGYZES. Ha a tobbvaitezds lancszabAdlyt abban

a specidlis esetben alkalmazzuk, amikor a belsd leképezés

az adott [0,1] CR intervallumot egy, az (al,...,an) = a

és {a, + Dysevera  + hm) = b pontokat &sszekdtS egyenessza-

1
kaszba viszi at:

s{t) = (a; + th a_ + th ) (0sts1),

1,---,
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£f:H-R (HCR™), &5 f a c = s(t ) eint H [t '€ (0,1)] pont-

ban r-szer differencidlhaté és t, kérnyezetében
glt) = fls(t)] , {g = fos),

akkor g{t) a t, helyen r-szer differencidlhaté és r-edik
derivdltja megegyezik f r-edik differencidljdval:

g™ (¢ ) = dele).

Allitdsunkat teljes indukciéval kénnyd igazolni. r=1 ese-

tén
g'(to) = fx (c)h1 + ot fx (c)hm = df(c),
1 m
d(ai+thi)
mivel —aT— ° hi (i = 1,...,m).

Ha az &11itds (r-1l)-re érvényes a t,~hoz elég kdzeli t

helyekre, akkor

m
gt 1) 4)= 7o
i.=1 i

1 ™

m
i O£ [s{(t)] h, ..h. ;
_1: ans . }_1 I‘—l

X i
1 1y LY
vagyls a laneszabdlyt alkalmazva a t=to, azaz s(to) = c

helyen

90X

(r) . % 3 (r-1
R L)
izl i

o

i1l. a kijeldlt derivdlést elvégezve, i helyet® ir-et irva

g ey § o T £ (¢} h, ..h, h, =
[o] - . . e Xi 7 ll
= a'f(c),

amint 4llitottuk.
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Az egyvaltozds fliggvények analizisében bizonyitottuk,
hogy ha egy egyvdltozds g fliggvény -{r+l)-szer differenci~-
dlhaté.pl. [0,1]-ben, akkor tetszSleges t€{0,1] esetén van
olyan 1€{0,t), hogy

AR CO TS

g(t) - TI"(t) = W t 5

ill. a g flggvényt megkézelitd r-edfoku Taylor-polinomot
részletesen kiirva

r (k) (r+1)
(+) g(t) = g0) + | B O) why g 1) Pt g0, e))
. k=1 ) ’

/Taylor-formula a-Lagrange—féle maradéktaggal; Valds egy-
vadltozds fliggvények differencidlszdmitésa V.3.4./

A differencidl fogalmdnak segitségével a Lagrange-féle
maradéktaggal elldtott Taylor-formuldt a kévetkezdképpen

vihetjlik &t t&bbvéltozds fliggvényekre:

1.11. Tétel. Legyen f : H~R (HCR™), és tegyik fel,
.,am+hm) ponto-

hogy f az a = (al,...,am) éi b = (a1+h1,..

kat O6sszekdts

s(t} = (a,+th .,am+thm) (0gstgl)

1 1"

leképezéssel megadott S szakaszon (r+l)-szer differencidl-

haté. Ekkor van az S szakaszon olyan ¢ = s(T) €S pont
[r€(0,1)], hogy

r r+l
_ 1 .k d ""f{e)
f(b)= f(a) +k=1k! d"fl{a) + or) T
K m m
-ahol: d f(u) =] .. J £ x, (Wh. .
11=l 1k=l iy i, 1 k
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Bizonyitds. Ha g{t} = fls{t)] (0sts1), akkor a g
fliggvény -az 1.10. megjegyzés értelmében {r+l)-szer diffe-
rencidlhaté [0,1l]-ben, tehdt az egyvdltozés fliggvényekre
érvéhyes Taylor-formuldt alkalmazva, van olyan T € (0,1),
hogy (#)-ot mindjdrt a t=1 helyre felirva

r (k)
g(1) = g(o) + ] &0, &
, LS

(r+1) (o)
(r+1)! °°

s itt az 1.10. megjegyzés értelmében

g(k)(o) . dkf(a), g(r+1)(T) . dr+lf(c). .

Az alkalmazdsok miatt célszerii kétvdltozds, ill. hdromval-
tozés filggvény esetére a Taylor-formula elsé néhdny tagjat
részletesen is kiirnunk:

Legyen f : H-R (HCR?), a = (al,aQ)EH,
b = (a1+hl, a—fhz)EEh és teljestiljenek az 1.11. tétel fel-

2
tételei. Ekkor

- 1 2
£(b) = f(a) + £ (a)n, + £_(a)h, + Ifx o (a4
1 2 , 171
+ 2f. _ (a)h,h, + f (a)h2] P P (a)h3 +
xlx2 12 x2x2 4 3! l xlxlxl 1
+ 3f_ . _ {a)h2h, + 3f fa)h.h2 + f {a)h3 |+
xlxlx2 172 xlxzx2 12 x2x2x2 2
. N dri—lf(c)
* (p+l) !

Ha f héromvdltozds fliggvény, a = (al,az,a3), b =(al+hl,a2+

+h2,a3+h3) és ismét teljesiilnek.l.ll. feltételei:

f(b) = f(a) + fxl(a)h1 + fX (a)h2 + fx (a)h3 +
2 3
7 |
+ = |f (a)h? + 2f {(a)h,h, + f (a)hZ +
2! X1%Xq 1 xlx2 12 x2x2 2
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R
(a)h2h3 tE, (a)hHJ +

+ 2f (a)hlh3 + 2f s

X

1%3 X X

273
. + dp+lf(c)
- T .

)

2, TOBBVALTOZOS ABSZOLUT ES LOKALIS SZELSOERTEK

» Az egyvdltozés fiiggvények mintdjdra adhats meg egy
t8bbvdltozés f fliggvény A halmazra vonatkozé /abszolut/
sz&€lséértékének, ill. a €A pontbeli lok&lis sz&lsS8rtéké-

nek definicidja:

2.1. DEFINICIO. Ha f : H-R (HCR") &s a€ ACH, akkor
f-nek az a€ A pontban az A halmazra vonatkozéan /abszolut/

maximuma;yabszolut/_minimuma/ van, ha x€ A -esetén
f(x) s f(a) [f(x)zF(a)l.

-Ekkor az a€ A pont f-nek A-ra vonafkozé /abszolut/ maximum-
helye fabszolut/ minimumhelye/. Az /abszolut/ maximumhely
és /abszolut/ minimumhely k&z8s neve /abszolut/ 5261566r-
tékhely. ’

2.2. DEFINICIG. Ha £ : H-R (HCRM), akkor f-nek az

a€cRr" pontban lokdlis maximuma /lokdlis minimuma/ van,

ha van olyan 6 >0, hogy X{a,8) CH, és x€K(a,8) esetén
f(x) £ f(a) [f{x) =z f(a}].

Az a pontot ekkor f lokdlis maximumhelyének /lok&lis mi-
nimumhelyének/, k&z¥s néven lokdlis szé1s6értékhelyének

nevezzik.
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2.3. MEGJEGYZES. A lokdlis sz&lsdértékhely tehdt olyan
a €int H pont, amely f-nek valamely alkalmas K(a,8§) = A

halmazra vonatkozd /abszolut/ szélséértékhelye.

2.4. MEGJEGYZES. A Weierstrass-tétel &rtelmében /2.1.
jeléléseivel/, ha A korldtos és zart, f folytonos A-n, ak-

kor van A-nak olyan pontja, amely f-nek A-ra vonatkozdan
/abszolut/ maximumhelye, tovdbb& olyan pontja, amely /ab-
szolut/ minimumhelye. /II.3.13./. Arra vonatkozéan, hogy
A-ban hol, ill. hé&ny ilyen hely van, a Weierstrass-tétel

semmit sem mond.

2.5. MEGJEGYZES. A gyakoriatban legt&bbszdr egy f

flggvény /abszolut/ sz&lsSértékhelyeit keressiltk valamely,
a feladat természetébdl adédd A halmazra vonatkozdan. Ezek,
ha egydltaldn léteznek, vagy A-nak hatdrpontjai, vagy A
belsé pontjai k&ziil azok,'amelyek lokdlis szélsBértékhe-
lyek. Ezért els8sorban olyan feltételeket kereslink, ame~
lyek a lokdlis szélsééftékhelyek felkeresését teszik le-
hetdvé.

Viszonylag kénnyl - az egyvdltozds esethez hasconléan -

szlikséges feltételt adni a lokdlis szélséérték létezésére:

2.6. Tétel. Legyen f : H~R (HCR™), a€ int H. Ha az a
pont f~nek lokdlis szélsdértékhelye és itt f X; {i=1,..m)

szerint parcidlisan differencidlhaté, akkor

fx.(a) =0 (i =1,...,m).
i

Bizonyitds. Ha f-nek lokdlis maximumhelye az a € A pont,
ahol a = (aj,...,a ), akkor nyilvanvals, hogy a, lokalis
maximumhelye az f(ai”"’ai—l’xi’ai+1""’am) = h(xi) egy-

vdltozds fliggvényeknek, és igy
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dh o ) ]
[ dxi] = h (ai) - fx.{alﬁ-o.)ai_l:ai)ai+l,..-,am) =

2.7. MEGJEGYZES. Arra, hogy a 2.6. tételben megadott

feltétel a lok&lis sz&é1s8érték létezdsének csak szilkséges,
de nem elégséges feltétele, kénnyll példat mutatni.

Az f(x,a) = xy flggvénynek (0,0) kdrnyezetében nem le-
het lokdlis szé&lsdértéke, hiszen (C,0)-hoz tetszélegesen
kézel felvesz pozitiv &s negativ fliggvényértékeket egyarant,

ennek ellenére

£,(0,0) = [y] = 0, fy(o,o) = [x] = 0,

(0,0} (0,0)

2.8. MEGJEGYZES. Csupan a t&bbvditozds szélsddrték 1dé-

tezésének 2.6.-ban megadott szilkséges feltétele is lehetd-
vé teszi sok esetben a vizsgdlt fliggvény adott halmazra
vonatkozd /abszolut/ szélséértékhelyeinek megkeresését.
Ha ugyanis sikeriil /legt&bbszér a Weierstrass-tétel fel-
hasznalésdval/ beldtni, hogy az adott halmazon van a flgg-
vénynek /abszolut/ szélsdértékhelye, mégpedig a halmaz bel-
sejében, akkor elég a lehetséges széls8értékhelyek kdzlil
/azon helyek k&zilil, ahol f Ssszes parcidlisa eltiinik/ meg-
keresni azt a helyet, ahol a flggvény értéke a legnagyobb
vagy a legkisebb.

P&€lddul hatdrozzuk meg, hogy az adott keriileti harom-
szdgek kdzlil melyik hdromszdgnek maximdlis a teriilzte.

A hiromszdg oldalait X3V,z-vel jeldlve tehdt

(#*}) x+y+z=2p, ahol 0sxsp, 0sysp, X+y2p.

A hdromsz8g terlilete T = Vpl(p-x)(p-y)(p-2)

ahol p a hdromsz8g fél kerlletének mérdszéma /Hercn kép-
lete/,



(#)-b61l z~-t kifejezve x,y flggvényeként &s a tertilet
képletébe behelyettesitve

T = Vp{p-x)(p-y)(x+y-p)

adédik. A (%) feltételek miatt mondhatjuk, hogy a 19. &b~
ran lathaté H halmaz pontjaihoz a fenti utasitdssal terii-
letmérdszamokat rendeld fiiggvény maximumhelyét keressiik

/maximumot H-ra vonatkozdan/.

Y

=]

2

1. &bra

Mivel H hatdrdn a T fliggvény mindeniitt zérus, és a
korlédtos zdrt H halmazon T folytonos, maximumdt Weierstrass
tétele értelmében, H belsejében kell, hogy felvegye. Mivel
a maximumhelyen TX? Ty = 0 kell, hogy legyen,.nézzik meg,
hol teljesiil ez a feltétel:

7 = ZR{p=y)(x+y-p)+p(p-x) (p-y)
2vp{p-x) (p-y) (x+y-p)

p = 2R{p=x) (x+y-p}+p(p-x) (H-y)
Y 2vp(p-x) {p-y) (x+y-p)

Mivel p # 0 és H belsejében p-x # 0, p-y # 0, ezekkel a
tényezdkkel vald révidités utédn a Ty = Ty = 0 feltételbdl

0

Z2x+y-2p = 0, X+2y-2p
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ad6dik. Sz&ls68rték tehdt ott lehet, ahol x-=y = 2R
{#) értelmében z = %; . Mivel T H keriiletén azonos 0,
2
=y=7g7= -Q-E g i Erté -
X=y=2z 3 esetében pedig §§§ » ezen értékek mellett va

16ban /abszolut/ maximuma van T-nek H-ban, az egyenld kerii-
letll hdromszégek k¥zdtt az egyenldoldalu hdromszdg tehdt a
‘maximdlis terilletd.

Mdsodik feladatként kér-
dezzilk, hogy 12 m® felszini
sétoranyag felhaszndldsaval
hogyan kell a maximdlis tér-
fogatu, egyenldszdru hdromszdg
alapu, egyenes hasab alaku

sdtrat méretezni /a sator ge-

rincvonala a hdromszdg alap-
jdval dtellenes csucsdn 4tha-
ladé oldalél, ezt jeldltiik a 20. &bra

20. &brédn y-nal, x~szel. a hi-

romszdglap szdrdt, z-vel az alapjat jeldltik a fdldre nem
kivanunk sdtoranyagot teriteni/. A haromszdglap teriiletét
g(x,z)-vel jeldlve, a feltétel szerint

(=) 2g{x,2) + 2xy = 12,
a sdtortér térfogata pedig
Vzyeglx,z).

EbbSl az Osszeflliggésbsl z-t kikiiszébdlhetjik./(##)-bsl ki-
fejezve g-t V-be behelyettesithetjik, téhét'végeredményben
a Vix,y) = y{6-xy) £ﬁggvény maximumdt keressiik az x és v

szdmdra széba jOvS értékparokbsl 4116 A halmazon. Nyilvéan
e halmaz pontjaira x>0, y>0 kell, hogy fenndlljon, to-

vabb4 mivel héromszdglap tertiletének mérészdma, g(x,z)>0,
(#%)-b61 adédik, hogy xy <6 kell, hogy legyen: Mivel pedig

*adott szdru egyenldszdru haromszogek kodzlll a derekszogu
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egyenldszdru haromszdg a legnagyobb teriletill [% a? siny

maximdlis, ha siny = 1, azaz vy = % ekkor pedig g(x,z)maxz

2 ,
%f . tovdbbi feltétel, hogy 2xy z 12-xZ /ldsd (#+)/. Végil
A

[\

ie A= ((x,y):x>0, y>0, y<2, yz2 - %} /lasd 21. abra/

v

x|

['nd
1§
x|

21. &bra

Mivel r¥gzitett y mellett V az x valtozénak szigoruan

menoton fogyd fliggvénye, az A halmazon maximum csak az

y o= % - % egyenletl gdrbén lehet. /Lokdlis szé&lsdértékhely
£
nincs is, hiszen Vo = -y2 A-ban nem tlinik el./ Az emlitett
gérbén
_ {6 _ x x21 x¥ _
vV = {E —2'] [5 6+T} = 3x T = h(X).
Erre a h{x) fliggvényre
2
h'(x) = 3 - if—,

tehdt h' monoton fogyd és az x%=2 helyen tlinik el, h itt
lesz a legnagyobb, s 1gy A-n V-nek abszolut maximumhelye
X=2, y=2.

Szavakban foglalva, maximélis térfogatu a 12 m? felszi-
nii sdtor térfogata akkor lesz, ha gerincvonala, hiromszdg-
lapjanak szdra, és a hdromszdglap teriilete 2m, 2m ill., 2 m?

/azaz a hdromszdglap Z m-es szdru egyenldszdru derékszigl

hdaroms z&g/ .
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2.9. MEGJEGYZES. Egyvdltozés fliggvény esetében, ha f-

nek az a hely pl. lokdlis minimumheélye, &8s ott f kétszer
differencidlhaté, akkor f'(a) = 0, f'"(a) 20, ha ﬁgyanis
f"{a) <0 volna, f értéke az a hely kiesiny k&rnyezetébe
esd, a-tél kill¥nbdz8 helyeken f(a)-n&l kisebb volna. Fel-
vethetd a kérdés, hogyan vihetd &t ez a gondolatmenet két-
szer differencidlhatéd t&bbvdltozds fliggvényekre, hogyan
adédik ebbdl az ilyen tulajdonsédgu t8bbvaltozds fliggvények
lokélis szE€lsSértékhelyei 1étezésére szllkséges feltétel.

Legyen f : H+ R (H(:Rm) a = (al,...,am)e int H f-nek
lokdlis minimumhelye, és legyen itt f kétszer differencidl-
haté. Tetszdbleges hl""’hm szémokra legyen

s(t}) = (al+th1>---:am+thm): g(t) = fls(t)],

és t olyan kicsiny, hogy s(t) €H. Az egyvdltozds g filiggvény-
nek a t=0 hely lokdlis minimumhelye, teh&t g"(0} = C. Mivel

azonban 1.10. értelmében g"{0) = d2f(a) a kdvetkezdt &l11it-

hatjuk:

2.10. Tétel. Ha f : H-R (HCR™) &s a€int H f-nek loké-

'1is minimumhelye /maximumhelye/, amennyiben f itt kétszer

differencidlhaté, akkor szlikségképpen a hl""’hm vadltozdk

minden értékénél

d?f{a)z 0 {d2f(a) c0]. #

Kérdezhetjlik, hogy - ismét az egyvdltozds esethez hason-
16an - az utdbbi szlikséges feltétel €lesitésével nem adha-
té~e meg elégséges feltétel is tSbbvaltozés fiiggvények lo-
kdlis szélséértékhelyeinek 1étezésére. Erre 2.14.-ben még
visszatériink.

Az a gondolat, hogy f-nek lokdlis minimuma /maximuma/
van az a helyen, ha minden a-n &thaladé egyenes mentén mi-
nimuma )maximuma/ van, nem vezet célhoz, amit a kdvetkezd

példa mutat.
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2.11. Vizsgdljuk meg az
f(x,y)={y2-2px)(y2-2gqx) (0<p<aq)}
képlettel megadott figgvényt a
(0,0) hely k&érnyezetében.

- Amint az a 22. &brdrdél is le-

x1

olvashatd, a fllggvény az y =2px

és y?=2qx parabolaivek k#zdtti
sdvban negativ, egyébként pozitiv

értékeket vesz fel R%?-en, tehdt a

(0,0) pont tetsz8leges kis kérnye-
zetében is vesz fel pozitiv és negativ értékeket egyarant,

(0,0) tehdt nem lokdlis szélséértékhelye f-nek, pedig

fX{O,O)

[-2py® + upqx - 2qy? + 4paxl, o) = O,

H

3. 3~ =
fy(G,O) [ 2y bqxy + 2y L‘P"y](o,o) C.

K8nnyl szdmoldssal igazolhatd, hogy ugyanakkor f-nek az
A= {{x,y):x = at, y=bt {a # 0, t€R)} halmazra szoritkoz-
va, vagyis minden (0,0)-n dthaladd egyenes mentén, a {(0,0)

pontban(t=0-ban) lokdlis minimuma van:

f{at,bt) = t%(b2t - 2pal)(b?t - 2qa),
af i}
EI

2
[d 51 = [2(b2t-2pa) (p2t-2qa)+t(...)] _ = 8pqa?> 0.
at "tz

MielStt egy elégséges feltételt, /mely t8bbvaltozds
figgvények lokdlis szélséértékhelyének létezését biztosit-

ja/ megfogalmaznidnk, néhény fogalmat célszerl bevezetniink:

2.12. DEFINICIO. Tetszdleges hl,...,hm vdltozdék mé&sod-
feku /kvadratikus/ formdja igy acdhatd meg:
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m m

(%) (h,s...,h ) = a,.h,h. {a,. = a..
athy i izl jzl 13713 13 31)

/a%f{a) ilyen kvadratikus forma./
A (#) kvadratikus format eidjelviszonyai alapjan a k&-

vetkezdképpen osztdlyozhatjuk:

1° q pozitiv definit, ha q> 0 minden a (0,...,0) helytél
kildnbdzd h = (hl,...,hm) helyen; [q(h}) >0, h # (0,...,0)]

2° q negativ definit, ha q(h) <0, valahédnyszor
h # (0,...,0);

3° q indefinit, ha felvesz pozitiv értéket is, negativ
értéket is;

4° q pozitiv szemidefinit, ha q{h) 2 0 minden h helyen,
de van olyan h # (0,...0) hely, ahol q(h) = 0;

5% q negativ szemidefinit, ha q(h) £0 minden h helyen,
€s van olyan h # (0,...,0), ahol q(h) = 0,

2.13. MEGJEGYZES. Az eldbb bevezetett fogalmak segit-
ségével a 2.10.-ben adott sziikséges feltétel ugy 1is megfo-

galmazhatd, hogy kétszer differencidlhatéd f fliggvény ese-
tén ahhoz, hogy az a hely lokalis minimumhely /maximumhely/
legyen szlikséges, hogy d?f(a) pozitiv /negativ/-definit,

vagy szemidefinit legyen.

Lokalis szélséérték 1étezésére marmost a kdvetkezd

elégséges feltétel adhatéd meg:

2.14. Tétel. Ha f : H>R (HCR"™) &s a€ int H-ban f

kétszer differencidlhatd, tovabba fx (a) = ... = fx (a) =0,
1 m
és a d*f(a) masodrendd differencial pozitiv /negativ/ defi-

nit, akkor itt f-nek lok&lis minimuma /maximuma/ van.

l Bizonyitds. Tekintsiik az x=a helynek egy olyan kicsiny
I

| K(a,8) CH kdrnyezetét, amelyben f és minden elsdrendi
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parcidlis.derivaltja differencidlhaté. Ha b€ K(a,é)
és b # a, akkor a Lagrange-féle kdzépértéktételt al-
kalmazva /II.4.8./

HI
{+} f(b)-fla) = iZifxi{c){bi—ai)’

I ahol b = (bl,...,bm), a = (al,...,am), és ¢ = (cl,.",cm)

az a-bél b-be vezetd szakaszon fekvd pont.
Mivel az fx parcidlis derivdltak K{a,§)-ban differen-
i
cidlhatdk, és fX (a) = 0 (i=%,...,m}, III.2.8. értel-
i
mében
m
E (c) = fx.(c)'-fx-(a) = Z f .(a)(cj-aj) +

x5 i ‘i 321 *i%y

m
+ ¥ e..lc)ec.-as).
j=1 1] 1 ]
{#) tehdt a kdvetkezd alakban irhaté fel:
m m
f(b)-f(a}) = § | f (a){b.-a.)}(c.=a.) +
i=1 321 *4%3 ordd

m - m

+ ..fc}(b.-a.)(c.-a.).
L Lyt bmagegmag)
hi-ai
Bevezetve a d{a,b)=t, d{a,c)=qt (0<g<1), T :hi
(izl,...,m) jelBléseket, mivel ekkor bi—ai = thi’
m
c;-a; = qth,, iz nZ = 1, végil is

1

m m '
I 1 f {a)h.h. +
i=1 j=1 *i%j 3
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A jobb oldal elsd tagjdban szerepld kettds Gsszeg a
d?f(a) madsodrendii differenciél értéke a h = (hl,...,hm)
vdltozdkkal. Mivel { h2 =1, her™ a {0,...,0} pont

i=l
kdrlili egységnyl sugaru K gémbfellileten fekszik. A

gbmbfelilet korlatos, z4rt halmaz /II1.3.22.7./ és
d2f(a) a h vdltozénak folytonos fliggvénye és értéke

a feltevés szerint K minden pontjéban pozitiv, van te-
hdt Weierstrass tétele /II.3.13./ értelmében olyan
n>0, hogy d?f(a) a h pontban 2n.

A jobb oldal mdsodik tagidban az €53 flggvények mind-
egyikének hatdrértéke az a pontban 0, &s igy ha b &s

ezzel egylitt ¢ mdr elég kdzel fekszik a-hoz, akkor
le

az a pont valéban minimumhelye a fliggvénynek. #

i<-15, azaz f(b)-f(a)>qt2[n— %} >0, f(b)>1f{a),

i3 2m

2.15. MEGJEGYZES. Arra vonatkozdéan, hogy d2f{a)-rél
hogyan dénthetd el, hogy pozitiv /negativ/ definit-e - bi-

zonyités nélklil - a kdvetkezbket moendhatjuk:

m

Ha a q{h) = § Z a, (a.. = a..), kvadratikus
ihy 55 %Mt e T %

forma egyiitthatdibol felirjuk az

ml ¢t @pm
szimmetrikus métrixof, majd ennek bal felsd sarkdban 4116
elemekbd8l készithetd un. sarokaldetermindnsait:

e ag, @y -+ @
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akkor a q(h} kvadratikus forma pontosan akkor pozitiv defi-
nit, ha ezek a determindnsok mind pozitivok, és g(h)} nega-
tiv definit, ha e determindnsck vdltakozva negativok és

pozitivok.

2.16. MEGJEGYZES. Ha f : H~R (HCR™) és ac int H-ban
f kétszer differencidlhaté, tovabba df{a) = 0 és d2f{a)

indefinit, akkor biztosan nincs f-nek az a helyen szélsé-
értéke /ldsd 2.13. megjegyzést/, amennyiben azonban a
d?f(a) masodik differencidl szemidefinit, akkor azt, hogy
f-nek lokdlis szélsdértéke van-e az a helyen, a mascdik

differencidl viselkedése alapjan nem tudjuk eld&nteni.

2.17. Keressilk meg az f(x,y)=(x?+y2-1)2 - 8x2 képlettel

megadott flggvény lckdlis szélsSértékhelyeit.

A szélsdérték 1étezésének szikséges feltétele fx=fy=0,
keressilk tehdt azokat az (x,y) helyeket, amelyekre ez fenn-
alil:

£, = 2(x% + y2 -1)2x - 16 x = ¥4x(x? + y2 - 4) = 0,

fy = 2(x? + y2 -1)2y = uy(x2 + y2 - 1) = 0.

A ax(x? + y* - 4) = 0,
by(x2 + y2 = 1) = 0

egyenletrendszert kielégité értékrendszerek:
(x =0, y=0), {x =0, y=2%1), (x=12,y=0),

A d2f masodik differencidl vizsgalataval fogjuk elddnten:,
e helyek melyikén 4llithaté, hogy f-nek lokalis szélsbér-
téke van.

+ f_ _hqh, + f hZ,

By + fybphy + £ 05

2¢ - 2
d-f '_fxxhl + fxyhl

az ennek egylitthatéibdl felirt matrix tehdt
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a kévetkezd determindnsok el8jeleit kell tehdt az eldbbi

helyeken megvizsgdlnunk:

oo £
XX xy|.

f
xx?

f f

l yx vy
Mivel f _ = Y(xZ+y2-u)+8x2, fXy = 8xy, fyy:u(x2+y2-1)+8y2,
a sarokaldetermindnsok értékét kiszdmitva a (0,0) helyen
-16 o]

-16, = 464
0 -u

adédik, d2f (0,0) negativ definit, (0,0)-banr tehdt f-nek lo-
kKdlis maximuma van; a (0,*1) helyeken
-12 0

-1z, = -96
0] 8

adédik, d?f{0,+1) teh&t indifinit, itt ninecs szélsdértél,
a (£2,0) helyeken

32 0
32, = 384
0 12

adédik, d?f(+2,0) tehdt pozitiv definit, itt tehdt minimum
van.
Usszefoglalva tehdt, f-nek (0,0)-ban maximuma, a

{+2,0) helyeken minimuma van.

2.18. Feladatok.

1. Hogyan kell méretezni egy téglatest alaku, felil nyi-
tott 4 m® térfogatu tartialyt, ha elkdszitéséhez a le-
hetd legkevesebb anyagot kivanjuk felhaszndlni.
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Vizsgdljuk meg, szélséértékhelye;é (0,0) az

Flx,y) = x2+y3, i11. gix,y) = x?+y" fliggvénynek.

Keressiik meg az f(x,y) = {xZ+y?2-1}2-6x? fliggvény loka-
lis szélséértékhelyeit, tovdbba R%Z-re vonatkozd abszo-
lut minimumhelyét, és mutassuk meg, hogy RZ-re vonatko-

zdan abszolut maximumhely nincs.




V., TUBBVALTOZOS FUGGVENY (LEKEPEZES).
IMPLICIT MEGADASA

1. T68BVALTOZOS FUGGVENY IMPLICIT MEGADASA

Az egyvdltozés fliggvények analizisében emlitettilk mér,
hogy a képlettel megadhats fliggvényeket megadhatjuk expli-
cit €s implicit alakban. Explicit alakban t&rténd megadds-
kor az x fliggetlen valtozd és az y fliggs vadltozéd kdzdtti
kapcscolat az y-ra megoldott egyenlettel van megadva. Pl.

y = 5x2-xsin2x+3, 4ltaldban. y = f(x).

Implicit alaku megaddsndl a k&t valtozd, y és x kbzdtt

szintén egy egyenletet adunk meg, amely azonban nincs y-ra
megoldva;g(x,y) = 0 alaku, és egy adott x-hez egyértelmiien
azt az y-t rendeljilk hozzd, amely x-szel egyﬁtf az egyenle-
. tet kielégiti. ‘

Gyakran az implicit alakban megadott fliggvényt explicit
alakra lehet hozni, pl. az x2-3y+2 = 0 egyenléségbdl

_ X242 vy _ < . "
y = =5— , az x-y e’ = 0 egyenletbdl azonban nem sikeril

y-t x flggvényeként képlettel kifejezni, sét az sem vilé-

gos kdzvetlenll, hogy mely x &rtékekhez lehet az egyenle-

tet egyértelmiien kielégitd y-t taldlni, valdéban fliggvényt

értelmeztiink-e, €s ha igen, mi az &értelmezési tartomdnya.
Altalédban egy sikgdrbe egyenletét /vagyis a gdrbe pont-

jainak x és y koordindtéja kﬁzﬁttéﬂésszefﬂggést/ egy

g(x,y)

0 alaku egyenlet adja meg. Pl.

x2

+

y2 -1 =0, ill. x2 -y2-1=0
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a (0,0) kdzéppontu egységnyi sugaru kérvonal, ill. az
y= +x egyenletl aszimptotdkkal rendelkezd egyenldszdru hi-
perbola egyenletétladja meg. Ilyen esetekben k&zvetleniil
adédd kérdés, hogy 4t tudunk-e térni az implicit megaddsi
médrél az explicit y = f(x) megaddsi médra, ami a késébbi
vizsgdlatok szempontjébdl sokkal elénydsebb. /A forditott
irdnyu &ttérés problémamentes, y = f(x) explicit megadds
mindig tekinthetd ugy, mint egy y - f(x,y),= 0 implicit
megadés./ . g(x,y)

Elvileg igy fogalmazhaté meg felvetett kérdésiink:

1.1. Adott g : H- R (HCR?)fliggvényhez lehet-e olyan
f @ T-R (TCR} fliggvényt taldlni, hogy az {{(x,y):(x,y)€
€ H, g(x,y) = 0} ponthalmaz azonos legyen az {(x,y):(x,y)€
€RZ, x€T, y = F(x)} ponthalmazzal.

Erre a kérdésre altaldban negativ vdlaszt kell adnunk,
tudniillik minden olyan esetben, amikor van olyan X€ R,
amelyhez két kiilénbdzé y, # y, taldlhats, amelyre
(x,yl) €H, (x,yz) E?i,_g(x,yl) = g(x,y2) = 0. Ez volt a
helyzet az egységkdrvonal, ill. az egyenléezdru hiperbola
egyenletét implicit alakban megadé Osszefliggésnél is.

Pozitiv vdlasz akkor és csak akkor adhatdé a kérdésre,
ha minden x € R-hez legfeljebb egy olyan y € R talalhato,
amelyre (x,y)eH és g(x,y) = 0. Ilyenkor a fenti T halmaz
azokbdl az x-ekbdl 411, amelyekhez van ilyen y, é&s f(x)
éppen ezzel az y-nal lesz egyenlS.

Az 1.1. problémdra mégsem kell negativ valaszt adnunk
sokszor, ha az ott szerepld H halmazt leszlkitjik valamely
alkalmas részhalmazdra, pl. az egységkérvonal, ill. egyen-
16szdru hiperbola esetében csak a felsé /vagy csak az alsd/
félsikba esd {X,y) pontokat engedliink meg.

Célszeril ezért az 1.1l. problémidt igy megfogalmaznunk:

1.2. Legyen g : KR (HCRZ). A GCH halmazra és a’
g fliggvényre vonatkozé milyen feltételek biztositjdk azt,
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hogy minden x € R-hez legfeljebb egy olyan y € R tartozzék,
amelyre (x,y)€G, g(x,y) = 0; ha sikerlilt ilyen feltételt
taldlnunk, ez teljeslil, &s T-vel jeldljilik azoknak az x~
eknek hélmazét, amelyekhez taldlhaté egy €s csak egy y ugy,
hogy (x,y) €6, g(x,y) = 03 x€T esetén az aldbbi tulajdon-
sdgu y-t f(x)-szel jel&lve, kérdezhetjilk, milyen feltéte-
lek mellett lesz az igy kapott /értelmezett/ f fliggvény
folytonos, differencidlhatd, stb.

Ha tehdt sikerlilt egy, a 2.1l.-ben részletezett tulajdon-
sdgu G halmazt taldlni, lathatdé, hogy az elébb emlitett f
fliggvény egy megaddsi médjét irtuk le, ez a megadds azonban
nem explicit, hanem implicit megadds. Az 1.2.-ben felvetett
kérdéseink masodik része ezen implicit fliggvény folytonos-
sdgaval, differencidlhatésdgaval kapcsolafos.

Az l.2.—beh felvetett kérdések még igy is megfogalmaz-
hatok:

1.3. Legyen adott a g : H-R (HCR2?)filiggvény. Kereslnk
g-hez olyan f : T->R (TCR) fliggvényt, amelyre x€T esetén
g[x, f(X)] = 0. .

Tlyen fliggvény altaldban t8bb is van. P1.

g(x,y) = x2 + y? -1 (H = R?)

esetében a g{x,y) = O feltételnek eleget. tesz akér
f(x) = T-x? (xe€ (-1,1)), akdr f(x) = - VI-X? (xe(~-1,1)),

akar pl.
: VI-x2 ha xe(-1,1}nQq,
f(x) =
~V1-x ha xe€({-1.1) irracicndlis.
Kérdezhetjiik, milyen kiegészité feltételeket kell tenniink
ahhoz, hegy egy és csak egy fiiggvényre teljeslilién

g(x:£(x)) = 0, (x€T)..

Folytonos f-re szoritkozva, az elsdnek megadott két fligg-
vény barmelyike megfelel, de ha azt is eléirjuk még, hogy
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£(0) = 1 legyen, akkor csak az f(x) = V1-x2 {x€ (-1,1))
johet széba. E ﬁélda nyomdn 4ltaldnossédgban igy fogalmaz-
hatjuk meg problémdnkat:

Egy f : T+R folytonos fﬁggvényt milyen feltételek
mellett hatdrozza meg egyértelmilen az a tulajdonsdga, hogy
g(x, f{x)) = 0 (x€T) és f(a) = b, ahol adott a€T,
gla,b) = 0. Kérdezhetjik még azt is, hogy az igy megadott
f filiggvény mikor lesz differencidlhatd, stb.

1.4. Hasonldé kérdések vethetd fel hdrom, ill. t&8bbval-
tozds flggvények implicit megaddsdval kapesclatban. Megad-
hatdé pl. a térben egy felillet g{x,y,z} = 0 alaku egyenlet-
tel /amikor ebbdl z = f(x,y) alaku explicit el8411itést
szeretnénk kapni/, implicit leké&pezésre juthatunk pedig
pl. ha egy térgbrbét két gl(g,y,z) = 0 és g2(x,y,z) = 0
egyenletll fellilet metszésvonalként &rtelmeziink, kérdezhet-
jlk, felirhaté-e ebbdl a gdrbe paraméteres egyenletrend-

szere.

1.5. UOsszefoglalva az eddigieket, dltaldnossdgban, m-
vdltozds implicit fliggvény megaddsdval kapcsolatban a k8-
vetkezd kérdések vethetdk fel:

Legyen x = (xl,...,xm)eRm, g : H-R {HCRm+1}.

1° Milyen megszoritdsokat kell tennlink a GCH halmazra
é€s a g flggvényre, hogy a g(x,u} = 0 implicit megadds-

sal egyértelmiien értelmezziink egy f : T-R {TE:Rm}
fliggvényt, melyre tehdt x €T esetén (x,f(x))E H és
g{x,£(x)) = 0.

2° Allithaté—-e hogy az igy értelmezett /u = f(x) emplicit
alakban is esetleg megadhatd/ f fliggvény folytonos,

differencidlhats?

3° Mikor &allithatjuk, hogy egy a g(X,u) =0 6sszefﬁgg§s-
nek eleget tevé f folytonos fliggvényt egyértelimilen meg-
hatdrozza egy adott a€ T helyen felvett értéke?
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4° Ha f differencidihaté, hogyan hatdrozhatdk meg parcid-

lis derivaltiai?

Mindezekre a kérdésekre - ha nem is teljes &ltaldnos-

sagban - a k8vetkezd tételekben adunk valaszt:

1.6. Tétel. Legyen g egy J nyilt hailmaz (JCRM é&s egy

I nyilt intervallum Descartes-szorzatdn folytonos fliggvény:
g : H*R, J x I = GCHCR™?

rint parcidlisan.differencidlhaté és G-n g, # 0, akkor min-

. Ha a g fliggvény G-n u sze-

den a € J-hez egyetlen olyan b€ I tartozik, amelyre gl(a,b)=0.

Bizonyitds. Tegylik fel az dllitdssal ellentétben, hogy
valamely a €J ponthoz két b, €1 és b, €1 {b1< bz) is
taidlhatdé, ugy, hogy

(#) g(a,by) = gla,b,) = 0.

Mivel I egy intervallum a szémegyenesen, az itt értel-

I
1
H
I
[
|
|
]
!
I
1
| mezett hi{u) = gla,u) flggvény [bl,bz]—ben differencidl-
E haté (h‘=gu) és (#) értelmében h(bl) = h(bz} = G,

| azért Rolle tétele értelmében /Valds egyvdltozds fligg-
! vények differencidlszdmitdsa IV.3.1./ van olyan u €

: E(bl’bQ)’ hogy h‘(uo) = 0. Ez azonban-azt jelentené,

| hogy /mivel (a,uo) € G/ gu{a,uo} = 0, ami ellentmond

|

f

a g, # 0 feltételnek. =

1.7. Tétel. Legyen g : H-R, J x I = GCHCR™?, g

nyiltAhalmaz, I nyilt intervallum, a g fliggvény G-n foly-

tonos, u szerint parcidlisan differencidlhatd és g, £ 0.

Azoknak az a€J pontoknak T halmaza, amelyekhez taldlhatd

olyan b€ I, melyre g(a,b) = 0, J-nek nyilt részhalmaza.

/Esetleg {lires./

f Bizonyitds. Be kell l&tnunk, hogy ha a € T, akkor van
. { olyan § > 0, hogy K(a,8)CT, 111. x€K(a,8)=» x€T.
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Jeldljlik b-vel az a€ T~hez egyértelmlien tartozd beI
szamot, vagyis legyen g(a,b) = 0. Mivel G nyilt, és

¢ = (a,b) €6, Rell, hogy legyen olyan n >0, hogy egy-
szersmind K{c,n) CG. Mivel az 1.6. tétel feltételei ér-
telmében g, # 0, tehat az 1° bizonyitdsdban értelmezett
h(u) = gla,u) fliggvényre h'(b) = gu(a,b) = gu(c) # 0.
Az egyvdltozés h fliggvény tehdt b-ben lokdlisan ndve-
keds, vagy fogyd kell, hogy legyen, aszerint, hogy mi-
lyen h'(b) eléjele. Tegyiik fel, hogy h'(b) >0, azaz

h lokdlisan n&évekvd b-ben, és mivel.h(b) = g{a,b) = 0,
ez azt jelenti, hogy b-hez elég k&zeli /alkalmas

et< % sugaru koérnyezetbe esd/ bl,bz—re h(bl)<0’

h{b,) >0 (b-e' < by
re a g(a,bl) <0, g(a,b2)> 0 egyenlétlenségek adddtak.

<b<b,<b + g') i1l. a g Tuggvény-

Mivel azonban g folytonos G-n, az a€T hely alkalmas

§ > 0(6 < %) sugaru kérnyezetében is fenn kell még,
hogy 4lljon /azaz x € K(a,8) esetén is igaz/ g{x,bl)< 0,
g(x,b2)>'0, g folytonosséga miatt kell tehat, hogy le-
gyen olyan ué€ (bl’b2) hely /Bolzano-tétel/, melyre
g{x,u) = 0, ami épp azt jelenti, hogy x€T.

(x€K(a,8) és by susbh,
" .

esetében nyilvéan (x,u)€X(c,n)}EEC)

Az 1.6. tételben részletezett feltételek mellett a
g(x,u) = 0 kapcsolattal egyértelmlien megadott f fliggvény-
il (Df = T} a kdvetkezd tulajdonsdgokat dllithatjuk:

1.8. Tétel. Legyen g : H>-R, J % I = GCEHCIRm+1, JcR®
nyilt halmaz, I nyilt intervallum, G-n g folytonos, parci-

dlisan differencidlhaté és g, # 0. Legyen TCG azoknak az

a € J pontoknak a halmaza, amelyekhez taldlhaté clyan beI,

melyre g{a,b) = 0. Ertelmezzik az f : T+ R figgvényt ugy,
hogy x €T esetén f(x) €I, g[x,f(x)] = 0 legyen. Csak egy
ilyen f fliggvény 1étezik, és f folytonos T-n.
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Bizonyitds. Ha x €7, akkor T értelmezése szerint van
/1.6, értelmében pontosan egy/ olyan u€ I, melyre
glxsu) = 03 ezt f(x)-szel jeldlve olyan £ : T~ R

(Tc R™ flggvényt értelmeztiink, melyre X €T => F(x) € I,
g(x,f(x}] = 0. Be szeretnénk bizonyitani, hogy tetszd-
leges a €T helyen f folytonos, vagyis tetszdleges e > O-
hoz taldlhaté olyan § > 0, hogy |f(x) - f{a)| <e,

hacsak x € K(a,é).

Legyen tehdt ¢ > 0 adott,b = f(a). Az 1.7. bizonyitdsa-
ban kdvetett okoskoddssal adédik b ottani K(b,e'

sugaru kérnyezetére az ¢'<minfe, %) megszoritassal

élve, hogy x€K{a,5) esetén /s <% ¢ = (a,b},

K{c,n) CG/ fla}-e=b ~e<by<f(x)<b,<b +¢ =f(a) + ¢, ami-
b8l épp a bizonyitandd egyenlétlenség adddik. =

Az 1.8.-ban értelmezett f filiggvény differencidlhatésa-
gaérél a kovetkezd tételt mondhatjuk ki:

1.9. Tétel. Legyen f : T+ R, ahol x€T esetén f(x) €I,

g(x,E(x) =0 /g : H+R, JxI=06CHCR™, Jcr™ nyilt

halmaz; I nyilt intervallum, G-n g folytonos, g, £ 0, TCG/

1° Ha 2a€T és g az {a,f(a)] = (a,b) helyen differencidl-

hatd, akkor f is differencidlhaté a-ban és

g, {(a,b)
£ (a) = - —(——-—5-—] 5
X g (a,b

1 tl

2% Ha x€T és glx,u) az (x,f(x)) helyen r-szer differen-

cidlhatd, akkor f is r-szer differencidihaté x-ben, ha

pedig g r-edrendi parcidlisai folytonosak az {x,f(x)])

helyen, akkor ugyanez &1l f parcidlis derivdltjaira

is.
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Bizonyitéds.

Ha a €T és g (a,f{a)) = (a,b) = c-ben differencidlhaté,
akkor az x = (xl,...,xng ET,.f(x) = u, a = (ay,...,3 )€
ET jeldléssel

gl{x,u)-gla,b)

[
1 ~1 5

lgxi(a,b)(xi—ai)+gu(a,b){u-§) +

A

Ei(x)(xi'ai)+ n{x)(u-b).

+
H e~

i=1
Mivel g{x,f(x}) = 0, gla,b) = 0 és a feltevés szerint
g, # 0 G-n, a fentiekbSl dtrendezéssel addédik

g, (a,b) + e.(x)

348
- - 1
u-b = £(x)-f(a) = - igl 8u(a,b) +n(x) (Xi'ai)'

Ha %+ a, amikor f folytonossaga miatt u = f(x) - f(a}=b
ei(x)-*O, n{x) = 0 /hiszen g differencidlhatd/, vagyis

az eldbbi 8sszegben (x.—ai) egylitthatéja

i
1 .
- g . ~hez tart,, K vagyils
u

X
1
T gxi(a,b}+ Ei(X) m gXi(a,b) |
) igl g,(a,b) +n{x) - _izl_E;TETET + 6. (x)(x;-a;)

ahol ai(x)->o, ha x+a, ami épp azt jelenti, hogy f
differencidlhaté a-ban és

g (a,b)

*i

fx.(a) - _Eu(a,bi - F

1

Az &llitésok az elébbiekben bizonyitottakbdl a t&bbval-

tozoés fliggvények r-szeri differencidlhatésdgdnak III.5.3.

alatti, il1l. az r-szeri folytonos differencidlhatdsdg
I¥I.5.5. alatti definici6jabdl kdzvetlenlll adddnak. *



Példaul a bevezetSben megemlitett x - y» e¥ = 0.egyenlet-
nél, mivel g{x,y) = x - y+ e R%Z-en.folytonos, differencidl-
hat6, g, = -e¥ -~ ye¥ = (y+1)(-eY) # O hay # 1, az 1.6, té-
tel jeldléseivel tehdt J = R, I = (-1, +=), erre a G = JxI
halmazra szoritkozva minden x € T C R-hez pontosan egy olyan

y € I tartozik, melyre y = f(x)eI, g(x,f(x)) = 0, az'igy
értelmezett f : R~ R fliggvény folytonos, g G-beli diffe-
rencidlhatdésdga miatt differenciidlhatéd, és derivédltja

Cdf(x)_ Bx | 1 !

y' = —
dx gy (y+1)(-eY)  (y+1)eY

Pl. ha x = 0, akkor x €T, mivel g(0,y}) = 0 - y-e¥ = 0, ha
y =0 & 0€I, tehat £'(0) = rosiyey = 1.

2. TOBBVALT0ZOS LEKEPEZES IMPLICIT MEGADASA,
FELTETELES SZELSOERTEK

A tobbvéaltozés implicit fiiggvénymegaddsnal fellépd kér-
dések szinte valtozatlanul felsorolhaték leképezések impli-
cit megadaséndl, mivel egy leképezést koordindtdival, te-
hat t&bbvdltozés fliggvényekkel adunk meg, a lényeges t8bb-
letprobléma csak ott mutatkozik, hogy az implicit megadéasu
f tdbbvaltozés fliggvény értékkészletének /1.6. jelblései-
vel az I intervallumnak/ mi veszi &t a szerepét implicit
leképezés esetében. .

Okoskodésainkban lényeges volt, hogy I tetszdleges két
bl, b2 pontjdval egylitt az azokat OsszekdtS szakaszt is
tartalmazta. Ezzel a tulajdonsdggal R™-ben az un. konvex

ponthalmazok rendelkeznek.
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2.1. DEFINICIO. A KCR"™ ponthalmaz

konvex, ha a,b € K esetén az a-bdl b-be

vezetd szakasz /I1.2.10/ is része K-nak.
/P1l. a 23. ébran l14dthaté. B halmaz nem

23, &abra
konvex./
Bevezetve még az R™ x RP = Rm+p, X = (xl,...,xm),
u = (ul,...,u ¥, {x,u} =(x1,..,,xm, ui,...,up) jeldlést,

a kbvetkezS 4llitdsok mondhaték egy t&bbvdltozés implicit
leképezés egyértelmi megaddsdrsl, folytonossagdrdl, diffe-
rencidlhatésdgdrol:

2.2, Tétel. Legyen JC R™ nyilt halmaz, 1cRrP konvex,
nyilt halmaz, g : H~RY (HCR™P), 0 x I = GCH.
Tegylk fel a g leképezésrdl a nyilt G halmazon a kdvet-
kezdket:

- legyen g folytonos,

- legyeﬁ g ul,...,uP szerint parcidlisan differencidlha-

to,

- legyenek g koordinétéinak.parciéliséi /g k-adik koordi-

ndtdjdnak uj szerinti parcidlis derivéltjat Zxu -vel

jeldlve (k=1,...,p; j=1,...,p) / G-n folytonosak é&s

x€J esetén

gy, (xautth) (x,utt)y

- £
1 lup

(p) i (p)
{x,u } e & {x,u )
pu; PUp ,

ahol teh&t /a soronként esetleg kdlorboZo/, az u valto-
z6 terében /Rp-ben/ felvett u(k) (k )

g({x,u) = (gl(x,u),...,gp(x,u)].

Ekkor igazak az aldbbi &llité&sok:

pontokra u és

1° adott a€J-hez legfeliebb egy olyan be I taldlhatd,
hogy g,{a,b) = 0 (k = 1,...,p);
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2° azoknak az a€J pontcknak a halmaza, amelyekhez taldl-

haté az elébbi tulajdonsdgu b, ‘J-nek nyilt reszhalmaza
/jelbljdk ezt T-vel/;

3° értelmezzlik az f : T+ RP leképezést ugy, hogy x€T
esetén f(x)eI, g(x,f(x)) = 0 [gk(g,f{x)] = 0, k=1,..,p],
legyen, ekkor f folytonos T-n;

4° csak egy olyan f leképezés van, melyre XxeT=3f(x)el
és g(x,f(x)) = G,

5° ha a'€T és g az (a,f(a)) = ¢ pontban'(c € G)differen-
cidlhaté tovdbba mindegyik parcidlis derivéltat a c

helyen véve

akkor f is differencidlhaté az a pontban és

f x.(a)= - —%i (3 = 1,..05p3 1= 1,...,m).

ahol a Dji determindns D-bSl ugy keletkezik, hogy ebben

@ j-edik oszlop k-adik eleme helyett gkx;(c)-t irunk;
. H —_—

6° ha x€T &s glx,u) az (x,f(x)) helyen r-szer differen-
cidlhaté, akkor f is r-szer differenci&lhaté x-ben

/s fi {3=1,...,p) r-edrendii parcidlis derivdltjai az
alapmiveletek segitségével nyerheték h{a, f(a)) = h(c)

alaku kifejezésekbsSl, ahol h valamely =0 fliggvénynek

valamely legfeljebb r-edrendil parcidlis derivédltja/

/A tételt nem bizonyitjuk./

2.3. Az implicit leképezések elméletének fontos alkal-
‘mazdsa a matematikai programozds elméletében is felléps un.
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feltételes széls&értékfeladatok megolddsa. Nézzikk meg eld-
szZ8r is,-milyen.jellegﬁ problémdk vezetnek ilyen feladatok-
ra, mit is kell pontosabban feltételes sz€lsdérték alatt
érteniink. A

A lokdlis szélséértékhely definicidjdban azt kivantuk,
hogy a tekintett fliggvénynek a kérdéses hely egy alkalmas
kérnyezetére vonatkozdan a hely abszolut maximumhely vagy
minimumhely legyen; Ennél kicsit &ltaldnosabb a k&vetkezd

definicid:

2.4. DEFINICI6. Ha £ : H-R, acAnH, ACR™, HcR™,

akkor az a pont f-nek A-ra szoritkozva lokdlis maximum-

helye /minimumhelye/, ha van olyan § >0, hogy x € K(a,§)nAnH
esetén f(x) s fla) (f{x)=2f(a)) . Tulajdonképpen a IV.2.10.
~-beli példé&ndl az A = {{x,y) : x = at, y = bt, a,beR, teR}
halmazra szoritkozva volt lckdlis minimuma a fliggvénynek
{0,0}-bany ’

Kiilén figyelmet érdemel az az eset, amikor az A hal-
mazt azok az x € R pontok alkotjék, amelyekben bizonyos .
adott g, H +R fliggvények eltiinnek, ilyenkor beszélhe-

tiink feltételes sz&lsdértékrsdl. Pontosabban

2.5. DEFINICIO. Ha f : H~» R, g H, -R {(k=1,...,p),

k
m m P .
BHCR, ch R™, a€eHn n Hk’ akkor azt mondjuk, hogy f-nek
k=1
az a pont a gl(x) = ... = g (x) = 0 feltételekkel feltéte-

les lokdlis maximumhelye /minimumhelye/, ha gl(a) T L. =

= gp(a)= 0 és van olyan 6>0, hogy

(x) =0

P
xEK(aJ}ﬂHﬂ[gi&],gﬂx);:..=gp

esetén f(x) s f(a) (f(x)z £(a)).

Az f és a 8y fliggvényekre vonatkozé alkalmas megszori-
tdsok mellett az ilyen feltételes lokdlis széls@értékhe-
lyekre sziikséges feltétel a k&vetkezd:
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2.6. Tétel. Legyen f : H+R, gy ¢ H,-»R {(k = 1,...5D),
HCRMP, 5 cR™P

’ aeR™P g5 tegyiik fel hogy a€ int HE n

p
n[ i int Hk] , tovabbd, hogy az a pontban f differencidl-
k=1

hatd, g5 pedig a kdrnyezetében folytonosan differencidlha-

t6. Ha az a hely f-nek feltételes lokdlis széls8értékhelye

E;gl(x) . =,gp(x) = 0 feltételek mellett, akkor vagy
a
g, (a) ... g (a)
lxl lxm+p
g (a) g (a}
Py pxm+p

matrixbdl alkothatd Ysszes p-edrendfil determlnansok eltiin-

nek, vagy pedig vannak olyan Ak szamok hogy a

n
h=1*f+ § g
Koy Kok

fliggvényre hx (a) = ... = hx {(a) = 0. /Ezt ugy is mondhat-
- 1 m+p -
-juk, hogy az m+p-vdltozods h fliggvény lehetséges szélsdérték-
helyeit keresve tesszilk parcidlisait O-val egyenlévé./
A'feltételes széls8érték felkeresésére szolgdld itt

ismertetett eljdrdst Langrange-féle multlpllkatoros elja-

rdsnak nevezik. A tételt itt nem blZODYItjuk és annak wvizs-
gélataval sem foglalkozurk, hogy az igy szébajdvd helyeken
csakugyan van-e szélsdérték. = .

Példaként keressilk meg, hogy az x2 + 9y2 + 823 ~ 1 = 0
egyenleti felllletnek.mely pontja esik lekdzelebb a (0,0,0)
ponthoz.

Ilyen pont mindenesetre van.

A vVxZ+yZ+z? fliggvény helyett kereshetjilk a filggvény
négyzetének minimumdt, feladatunk tehdt: igy fogalmazhatd

meg:
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Hat4rozzuk meg, hogy az f = x2+y2+z2 flggvénynek a
g = x249y24823-1 = 0 feltétel mellett hol van feltételes
minimuma.

Egyetlen feltétel esetében az eldbb Altaldnossdgban

\ felirt métrix determindnsai helyébe a g figgvény parcidlis

derivdltjai 1lépnek. Hol tiinnek el egyidejilleg a 8, T 2%,
g, = 18y, g, = 2422, derivéltak? Vildgos, hogy csak a '
(0,0,0) pontban, itt azonban a g=0 egyenlet nem 411. Ké=-
peznlink kell tehdt a h = f +a g flggvényt:

h o= x2 +'y2 + 22 + A(x2+9y2+823-1) .

Feltételes széls&érték csak olyan helyen lehet, ahol

hx'= hy = hz = 0 &s g = 0. E feltételdbdl a

hX = 2x + 2Ax
hy = 2y + 181y
h = 2z + 243z2

~

x2 + 9y2 + 823 - 1 = O

2(14x)x = 0,
2(1+ S}y = O,
2(1412x z)z = O

egyenletrendszer adédik x, y, z &s A meghatdrozdséra.

Az els8 k&t egyenletbdl vagy x = y-= 0, vagy x = 0,

A= - %, vagy x= -1, y = 0. Mindegyik esetben tovébb vizs-
gdlva a harmadik és negyedik egyenletet vagy
1 1 1
Xx=y=0, z2=7%, }=-g5>= ¢ vagy
x = 0, A= - %% z = 0, y =t %, illetve
_ | ol .3 2 1(1e2

x =0, A=-g  ZF-TmiEsYiotg (l 8 su] <0
/ami lehetetlen/, vagy

A= -1, v = 0, z = 0, X = +1, illetve

=
[
-
ey




adédik. Minthogy f és h parci&lisai mindeniitt folytonosak,
azért a keresett minimumot a taldlt véges szdmu pont vala-
melyike szolgdltatja. A kezdSponttél vald tdvolsdgaik négy-

zeteit kiszédmitva az

1 4
» 30 L 337

(4%
w

" -nek addédik, eszerint a minimumot a [O, %, O} és [0, ~%,O}
pontok szelgaltatjédk.
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VII. UTMUTATAS A FELADATHEGOLDASHOZ

I.2.11.

1. dix,y) sd(x,z) + d{z,y); diy,z) sd{y,x) + d(x,z);
d(x,y) ~d{y,z) s d(x,z); d(y,z)-—d(x,y) s d{x,z).
2. A 2.5.-ben idézett Bunyokvszkij-Schwarz-féle egyenlét-
lenségben csak akkor 411 egyeanség, ha van olyan ¢

szém,-hogy'bi=cai (i=1,...,m), vagy a;=cby (iz1l,...,m).
I.3.11.

1. anEK(a,e), ha nzng; bnEK(a,e), ha nzn,;

legyen n, = 2n1 + 2n2.

2. 1lim = = 0, k = 1,...,m, és igy lim a, =(0,...,0).

i+ n+o E

i,...,am) EA, x = (xl,...‘,xm)eA, y = (yl,...ym)eA

. : .m m
esetén [x,|s|x;-a;|+|a;|sd(x,a) + _Z la; [s6(a)+ § !aiif
1=1 i=1
m . :
d(x’Y)siZlIxi-in$2K’ ha |xi],iyi|sK minden i-re.
2. x,y€K(a,c)esetén d{x,y)sd(x,a)+d{a,y)<2e;
a =_(a1,...,am), y = (al+h, a2,...,am), y»=(al—h,a2."am)
jeldléssel x,y€K(a,e), ha |h| <e, és d(x,y) = 2|hn].
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I.5.

21.

int {AnB)cint Anint B, és K(a,al)(IA, K(a,sz)c B

1.

e = min (81’52) esetén K{a,e) CANBRB.

2. int ACA evidens; int A mnyilt, mert K{a,e) CA,
x€K(a,e), d{a,x) = 6<e esetén K(x,e-§)CK{a,e} CA; ha
GCA, G nyilt, a€G, akkor van olyan € >0, hogy
K(a,e) CGCA, a€int A. 5.3. szerint A = Rm—int(Rm-A),

“igy AUB = (R™ - int(R™-A))u{e™-int(R™-B)) =
= R™ -(int(R™A)nint (R™-B)} = R™ - int({R™-A)n(R"-B))=
= R® - int (R™- AUB) = AUB.

3. §(A) s §(A) evidens;ix,yezﬁ, £>0 esetén van olyan a,b€A,
hogy d(x,a)<e, d{y,bl<e, &s d{x,y)sd{x,a}l+d(a,b}+
+ d(b,y)s8(A) '+ 2e.

4,

T : . ' c3sas | L2ZO-
Belsd Kuls§ | Hatdr Torlddasi 1431t

a.|K(x,e) {y:d{x,y)>e}{y:d(x,y)= €} K{x,¢) 0]

b.|K(x,e) {y;d(x,y)>e}{x}U{y:d(x,y)=£? K(x,e) 9]

c.K{x,€) {y:d(x,y)>e{y:di{x,y)= €} K(x,e)

d.|mint c. - - -- -

m n B m fm

e.|X {a;,b; )| K- X la;bs] Xla;,b,1 X [a;,b; ) iX [a;,b:] | 0
1 1 1 1 1

f.imint e. - - . P -

g.| 0 R™-A A ) A

h.| @ ) R™ ; R™ o
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5.

.6.

A feltétel evidensen elégséges, és 5.5. szerinf szllk-

séges.

A Xllseje = R™ - A; A hatéra = AnR™ - A; ha minden

K(a,e}-ban van A-nak b torléddsi pontja, akkor K(b,&8)~
ban van A-nak végtelen sok pontja, tehdt ha §30 elég
kicsiny és K(b,8) Cc K(a,e), akkor K(a,e)-ban is.

7. A-B = An (R"-B).

8. Minden izol&lt pont befoglalhété olyan g8mbbe, amelyben
A-nak egyetlen pontja van, sugara &s kdzéppontjénak
koordindtdi raciondlisak.

I1.2.14.
2

1. lim £(x,y) = Lim 22 = 2

- {x,y)}+(0,0) x+0 5x
{(x,y)eh
lim f(x,y) = 0, ha B az x-tengely.

(x,y)+(0,0)
(x,¥y) €B
2. Legyen pl. lim f(x} = +=, lim g{x) = beR,
X+a xX+a
XEA X€EA
lim h(x)= +=. Ekkor lim {f(x)+g(x})= lim{£(x)=h(x)}= +=;
X+a ' ) . X+a X+a -
XEA x€EA XEA
lim f(x)eg{x) = 4=, ha b> 0, lim f(x)eg({x) = -e,
x+a X-a :
XEA XEA
ha b<0; lim £(x)+h(x) = +e, 1im ffg = +=(ha b> 0,
X+a x+a &
XEA : XEA

ill. b<0), stb.
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3. K{a,e)NACK{a,e)NB; ellenpélda az 1. alatti.

X sin , ha x2_+y2 # 0, u, hau# 0

X2+y2

4, f-= glu)=
: 0, ha x2+y2 = 0 1}, ha u = 0

R
1, ha x = 0 vagy x2+y? = %? , k= 1,2,3,...
gof=

x sin egyébként.

x“+y
lim f=0, lim g u =0, lim gof 'nem léte-
{x,y)~(0,0) u+0 {x,y)~+(0,0) zik.

I1.3.22,

1. a=z1 esetén az y = mXx egyenes mentén a hatdrérték I%%f
igy x-ben és y-ban folytbnos a figgvény, de nem folyto-

nos kétvéltozdsan.

2
«z2 esetén folytonos, mert |—=X—| s |y| l2xyl < |yl
. x2+y? x2 +y2

2. Dg-nek izoldlt pontja (0,0), igy itt f folytonos.

: p
3. £ (x)-f {a}|s d(£(x), f(a))sk§1|fk(x)-fk(a}l

4. Kla,e) NACX(a,e) NnB.

5. Legyen B = {t€[a,Bl:@(t)EA} és ¥ = sup B. Ekkor ¢(y) ha-
tarpontja A-nak '

6. z€A esetén d{x,z) s dlx,y) + d{y,z) <d{x,y) + d(y,A}+e,
ha e>0 adott &s z €A alkalmas; igy d(x,a) s d(x,y) +
+d(y,A), dix,n)-d(y,A)sd{x,y); szerepcserével'
Jd(x,8)-d(y,A)| s d(x,y)-

7. f(a) > ¢ esetén van olyan X(a,e}, hogy xe€ K(a,e)esetén

140




10.

III.

f(x)>c; igy az elsdé halmaz nyilt, hasonléan a mdsodik,
a tovabbiak pedig ezeknek komplementumai.

Ha az elsé két halmaz minden c-re nyilt, akkor bérmely
a€R™ belsd pontja {x € R™: f(x)<fla)+ern{x€R™ : F(x) >
>f(a)- €}-nak igy f a-ban folytcnos; ugyenez dll, ha

az utolsd két halmaz zdrt minden c-re.
|£{x) - £(y)]| s al{x,y).

e>0~hoz legyen K{x,$ ) az x€H pontnak olyan kdrnyeze-
te, hogy yEK(x,6 )ﬂH esetén |f(y)- f(x)|<— ; fedjilk be
H-t véges szdmu ilyen gSmbbel: H\_UK{x s x }, és le-

i 1 i
gyend = = min(éx ceas8 )

2 1 *n
1.10.
23
?
- - 24v2422
u, x(x2+y2+22)
3 5
- T2 : -2
u . F - (x2+y2+22) + 3xZ(x2+y2+22)
23 _3
gy - (x2+y2+22) 2y 3y2{x2+y2+22) 2
’ _3 _5
-~ 2 2
uzz = _(x2+y2+z2) + 3Z2(x2+y2+22)
_3 5
] reyay 2 ST B
uXx+uyy+uzz' -3 (x2+y2+22) “+3(x2+y2+22) (x24y2+22) " =0
‘ _
w(0,t) = u(dy® = 0 mert sinm O =z gin kr = 0,
_ kn k23242 kax k2a2g2 .,  kan
U, ® sin 5 x( ay cos -t - by - sin =3 t)
d d
u = k2ﬁ2 sin kx x{a, cos kan t +b,sin EEE t)
xx d. d k d k

iul



IT1.2.10.

.S » ha (x,y) #(0,0),
1. £ =  ¥x°%Y . '
0, ha (x,y) =(0,0).

v , ha (x,y) # (0,0},

f_ = '
X 0, : ha (x,y) = (0,0).
«3
——————— , ha (x,y) # (0,0),
V(xZ+y7)3
f’ = .
y 0, ha (x,y) # (0,0).

fx’fy értelmezés’ tarToménya RZ2.

f(x,y)#(0,0)—ban difterencidlhaté /elégséges feltétel

teljeslil/.

f(h,k)-r{0,0)-fx(0,0)Iﬂff (0,0)k
1lim y =
(h,k}+(0,0) vhZ+k?2
= 1im hk nem létezik, igy f éo,o)—ban
- nem differencidlhaté.

{h,k)+{0,0) h2+k?
3. grad(clfl + c2f2“ = cygrad f; + c, grad f,.
ITI.3.7.
1. (x,y)#{0,0) esetén

Cf. = 2x sin —1— + (x2+y?)cos 1 X oz

% Xé+y ' x%+y

of G

{x2+y2)
. 1l X 1
T Zx sin - cos —_—

~Ax+y? VxZay? VxZayZ

f = 2y sin L - Y cos —ie .
y . VxZiy? VxZ+y? ];I;;Z
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A (0,0} helyen

2 2
lim DHKT sin —2— < 0, igy £ itt differen-
(h,k)=(0,0) VhZ+k2Z VhZ+k2
ciilhats, fX(O,O) z fy(O,Q) = 0, s mdsutt f folytonosan

differencidlhaté; latszik, hogy az y'= X egyenes men-

tén a (0,0) pontban £, és fy hatdrértéke nem létezik.

=X,

m
2. f(x)-f(a) = igl(f(bi)—f(bi_l)), ahol b =a, b

b, = (xl,...,x.,a

i N i+l""’am)’ a = (al,...,am),

X = (X),eenx ). Itt f(bl)-f(boj = fxia)(xl-al)+sl(xl—al)

ha i>1, f(bi)-f(bi_l) = fxi(ci)(xi-ai)'ahol

ey = (Xl""’xi—l’yi’ai+l""’am)’ és y, valahol a, es
X; kdz&tt vang fxi folytonossdgdbol f(bi)—f(bi_l) =
= fxi(a)(xi—ai) + si(xi-ai), ahol ei-»O,(1=1,...,m)

ha x»a.

ITI.4.9.

1. 1im LGOSt SING . o:in0 cosa £,(0,0) = £,(0,0) = 0,

go LR:K)-(0,0)-£,(0,0)n - £,(0,0)k . I
Ny - h?+k2

ha (h,k}-(0,0}.

tbcos"a sin?a

t4(t2cos*a + sin?a}?
. t

, fcos*aq sin?
= lim — a a =

t+0 [tzcos“a *sinza)z

2. lim
t+0

=0, haa # 0, =1, kitl¥nben pedig sin a= 0.
£,(0,0) = £,(0,0) = 0,

df

de ° 0. cosa + 0. sina = Q.
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(C,0}-ban a fﬁggﬁény nem differenci&lhaté, mert nem
: 8
folytonos: y2 = x esetén 1lim f{x,x2)= lim X -
1 S x~0 (2x4)2?
=ﬁ'¢0. .

Iv.2.18.

1. Az alapélek x,y, a magassdg z. Ekkor xyz = b, z = — ,
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6s a felszin f(x,y) = xy + 2xz + 2yz = Xy + = + —.

. y X
y _ Itt mint a harom tag pozitiv,
\ : és a mé&sodik ill. a harmadik
nagyobb mind ¢ = f{1,1), ha
xy=c y ill. x elég kicsiny, az elsé
pedig akkor, ha xy > c. Ezért

[a 7.

~ elég egy korldtos, zart halmazt

— vizsgdlni, amelynek a belsejé-

ol ben biztosan van megoldés.

/24, dbra/

Ojx

24. &bra

= X - L folytan £ = f = 0 ecsak
- 2 X y

_ y

x = y = 2 esetén lesz; ez a megoldas.

8
f.=y-—, 1
x?’ Y

£(0,y) >0, ha y>0, £(0,y) <0, ha y<0, igy f-nek nincs

sz81s6értéke; g-nek evidensen minimuma van.

R2-re vonatkozéan abszolut maximum nincs;

f(x,y) 2 {x2+y2)2 - 6(xZ+y?), ha x2+y2>1, és ez adott
c-nél nagyobb, egy (0,0) kdrili k&rdn kivil. Ezért van
abszolut minimum, s ez 1lokdlis minimum is. )
£, 7 2%+ 2{x2+y2-1)-12x = 0, fy = 2y » 2{xZ+y2-1) = 0 .
csak ha 4x(x2+y2-4) = 0, by(xZ+y2-1) = O. '
SzEé1s86rték lehet a (0,0}, (0,1), (0,-1), (2,0),

(-2,0) pontokban,.



£ =

XX

f ‘= Bx f

xy - s lyy

(0,0): |7 9

-12 ©

(0,1} o 8|
| 32 o0

(12,0‘). 0 12

ez az abszolut

4 (x2+y2-1) +8x2-12 = 12x2+uy?-1s5,

= b{xZ+y2-1) + 8y2 = 4x2+12y2-4; igy
= 64>0, itt lokdlis maximum, f{0,0) = 1
-96< 0, itt nincs szélsbérték;

>0, itt lokdlis minimum, f(%2,0)= =15,

minimum is.

ks



VIII. JELULESEK, TARGYMUTATO

1, JUELOLESEK

/A valés egyvdltozés fliggvények differencidlszdmitésa c.
jegyzetben bevezetett &s vdltozatlan értelemben Telhaszndlt
jeltlése felsoroldsdt itt nem ismételjilk meg./

146

m-dimenzidés tér /A valds szdmok hal-

mazdnak, R-nek Snmagdval vett m-sze-

res Descartes-szorzata/. I1.2.1.

az m-dimenzids tér pontja;
aZ X,,...,X_ szdmok a pont koordind-
<71 m

tdi, I.2.1.

X,y € R tdvolsdga. I.2.4.

aeR" e-sugaru kérnyezete /a kdzép-
pontu € sugaru m-dimenzids gé&mb/

€ sugaru pontozott kdrnyeze-
.2.8.

a korldtos A halmaz 4dtmérdje.
I.4.1.

az A halmaz belseje. I.5,13.

az A halmaz lezardsa. I.5.13.

m-valtozés RP-be vezets leképezés.
IT.1.9.

az f:H~R, (HCR™) m-v4ltozés fligg-

vény a = tal,...,am)E int H pontbeli
X szerinti parcidlis differencidl-
hédnyadosa /derivaltija/. III.1.1.



3 af _ 3%F o
39X Bxi axjx.

df(a)

a‘'f (a)

(f (a) ... f (a)}vektor, ahol
%y Txp

f:H+R, HER™, a€int H. ITI.2.9.

Jacobi-féle métrix. III.3.5

f:H-R (HCR™ e egységvektorral

megadott irdnyban vett iranymenti
derivdltja. III.4.6. &5 7,

. mdscdrendd parciélis derivélt.

III.1.5.

az f:H-R (HCRM) ‘fliggvény a € int H-
-beli differencidlja. IV;1.1. &s 2.

az f:H+~R (HcR™) fliggvény a € int H-
~-beli r-edik differencidlja. IV.1.7.

2. TARGYMUTATO

dtméré /korldtos ponthalmazéd/ T.4,1.

‘belsd pont /ponthalmazé/ I.5.1.1°
Bolzano-tétel &ltaldnositdsa I1.3.20 és 721.
Bolzano-Weierstrass-tétel I.L4.7. és I.5.6.
Borel-féle fedési tétel I.5.?20.

Cantor-féle metszettétel I.5.19..

Differenciilhatésdg /pontban/ III.2.2.
Differencidlhatésdg /halmazon/ III.2.3.

Differencidl IV. 1.1.

Differencidl /magasabbrenddi/ IV.1.6. &s 8.

érintésik IV.1.5.

feltételes>lokélis szélsBérték V.2.5.
folytonos differencidlhatésdg /pontban és halmazon/

III.3.1. és 2.

felytonos gérbe 1I.3.17.

gradiens 1I.2.9.
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halmaz belseje I1.5.13.
halmaz kiilseje 1.5.13.
halmaz lezérdsa 1.5.13.
hatdrpont I.5.1.3°

indefinit kvadratikus forma IV.2.12.
irdnymenti derivalt II.4.6. és 7.
ivszerilen 8sszefliggé halmaz IT.3.21.
izoldlt pont I1.5.1.5°

Jacobi-matrix III1.3.5.

konves halmaz V.2.1l.
korlatos ponthalmaz I.4.1.
korlatos pontsorozat I.4.5.
kérnyezet 1.2.7. és 8,
kiilsé pont I.5.1.2°

Lagrange-féle kozépértéktétel II.4.B.
leképezés /m-vdltozds/ II.1.9.

magasabbrendd parcidlis derivaltak III.1.5.
misodfoku kvadratikus forma IV.2.12.

negativ definit kxvadratikus forma IV.2.12.
negativ szemidéfinit kvadratikus forma IV.2.12.
nyilt halmaz I.5.7.

par01alls derivélt IIT.1.1.

parcidlis derivdltfliggvény III.1.3.

pontozott kérnyezet 1.2.8.

pontsorozat konvergencidja I.3.2.

p021t1v definit kvadratikus forma IV. 2 1z.
pozitiv szemidefinit kvadratikus forma IV.2.12.

részsorozat I1.3.7.

R™ m-dimenziés tér I.2.1.

szakasz /x,yEERm pontokat Osszek&td/ 1.2.9.

tavolsag RM-ben I.2.4.

Taylor-formula /t&bbvdltozés/ IV.1.11.

torléddsi pont I.5.1.4°

totdlis differencidlhatdsdg I111.2.2.

t5bbdimenzids tér I1.2.1.

t&bbdimenzids tér pontja, ennek koordindtdi I1.2.1.

t8bbdimenziés térbe vezetd lekepezec iI1.1.9.

t8bbdimenziés térbe vezetd lekepezes folytonossaga I1.3. 4,

tdbbdimenziés térbe vezetd leképezés differencidlhatésdga
III.3.5.

iu8



t8bbdimenzidés térbe vezetd leképezés implicit megadédsa
V.2.2.

t8bbvaltozds abszolut szélsBérték IV.2.1.

t&bbvdltozds fliggvény IT.1.1,

tébbvaltozds flggvény differencidihatdsdga III,2.2.

tébbvdltozés fliggvény differencidlja IV.1.1l.

t&bbvéltozds fliggvény egyenletes folytonossdga II.3.14.

t8bbvdltozds fliggvény folytonossdga /pontban és halmazon/

_ 11.3.2. &s 7.

t8bbvéltozbs fliggvény folytonos differencidlhatésdga
III.3.1. és 2.

tobbvdltozds fliggvény hatdrértéke II1.2.1. és 2.6.

t8bbvadtlozds fliggvény irdnymenti derivdltja III.H.6.

tdbbvéltozds fliggvény kétszeri differencidlhatésdga
IIT1.5.1.

tébbvdltozds fliggvény mdsodik differencidlja IV.1.56.

t&bbvaltdzos fliggvény magasabbrendl differencidlja IV.1.7.

t8bbvéltozds fliggvény tobbszdri differencidlhatdsdga
TI1.5.3.

+t&bbvdltozdés lancszabdly ITI.H.1.

Weierstrass~tétel I1I.3.13.

zdrt halmaz I.5.7.
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Kedves Jegyzetfelhasznalo!

A j6 jegyzet nagyon hatékony segitség a tanulasban. A fegjobb jegyzeteket pedig még
aktiv mérniikként is hasznaini lehet. Egyetemi tanulményai alatt valszindleg killonb&z6
szinvonall jegyzetekkel taldlkozott eddig, és fog talélkozni ezutén. Kérjik, hogy ennek a
kérdGivnek a kitiléssvel segitse alabbi tirekvéseinkel:

- ennek a jegyzetnek a kivetkezG kiadasaban kevesebb sajtohiba legyen és indokolt

esetben készilljon el az atdolgozott kiadésa,

- a jegyzeteket értékelni lehessen, amelynek eredményeként a legjobb jegyzetek

szerzfi nivbdijat kaphatnak.

Kérjik, hogy a kikiildott kérddivet a Jegyzetbolt bejarata (V2 foldszint) mellett
elhelyezett gyijt6ladaba dobja be.

Faradozasét koszoni az Fgyetemi Jegyzetbizotisag.

A jegyzet cime: VALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITAS
A jegyzet szerzdje: Csaszar Akosné
A jegyzet azonositoja: 051354

Melyik targyhoz hasznélta a jegyzetet:

Kar:

Félév:

Térgy neve:

A jegyzet hany szazalékat tudta hasznélni (pl. 75%):

A jegyzet a targy anyagénak hany szézalékat fedte le (pl. 50%):
A jegyzet min{sitése:

{0: hasznalhatatian, 1: nagyon rossz, 2: rossz, 3: tirhetd, 4: j6, 5: nagyon j6)

Javaslat atdoigozasra:

A megtalalt sajtéhibak:

(A taloldalon folytathato)



OO0V BOBOOHNATONONBPADONRICOERVBOORODNPERDEOOBPNVAIBODBOIROODOHODD GNP RGAODODDO0CIBITOIODBOEREONODEICIDOOOOBORRHIOUEONODNBOEODOEDGDEOEDA O &



