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ELOSZO

Ez a jegyzet a Budapesti Muszaki Egyetem Villamosmérnski Karénak
hallgat6l szdmdéra készlilt és feltételezi, hogy az olvass ismeri a halmazal-
gebra, a val6s egyvéltozos és tbbv4ltozés analizis alapjait és a linedris
altgebra alapfogalmait,

A jegyzetben az clnevezéseket a megfelels sz6 vagy kifejezés aldhuzdss
val és a2 azt tartalmazé szbveggel értelmezzik.

Az irodalomjegyzékben a differenciilegyenletek irint mélyebben érdek
16d6 olvasoknak ajénlott mvek mellett azok a jegyzetek vannak felsorolva
amelyekb6l az alapokat megismerte a hallgat6, E miveket sorszdmmal adjut
meg és a szfvegben ezzel a sorszdmmal hivatkozunk r4juk.

A téeelek, fogalmak jobb megértését, itletve alkalmazdsit szolgélja
a Villamosmérntkl Kar Kéztinséges differencidlegyenletek ciml péidatéra,

Budapest, 1980
A szerz§
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JELOLESEK

x az A halmaz eleme,
az A és B halmazok direkt szorzata,

az n dimenziés eukiideszi tér, n=1, 2, ...,
egydimenzi6s nytlt intervallum,
egydimenzios nyilt vagy zdrt Intervallum,

az euklideszi tér vektora,

az euklideszi tér nyilt és Usszefuggl ponthalmaza, vagy tartomdénya,
az A val6s szdmhalmaz alsé hatdra,

az A val6s szdmhalmaz fels§ hatdra,

Az I intervallumon folytonos fuggvények halmaza,

az I intervallumon folytonosan differenciéthat6 fuggvények halmaza,
R-~R-be képez§ adott fuggvény, az x — P (x) jelolés rovid alakja,

R — R -be képez5 adott fuggvény, a t— P(t) jelolés rovid alakja,

olyan métrix, amelynek alk(t)' . k=1,2, ..., nelemei val4s egy-~

viltozés fuggvények, n 2 2,

le—th-he képezs adott fuggvény,

Rx R" — R"-be képezd adott fliggvény,

a differencidlegyenletekben szerepld yJR — IR-be képez§ ismeret-
len fuggvény,

a differencldlegyenlet rendszerekben szerepld x: R—TR"-be képezs
ismeretlen fliggvény,

a (Pl’ 'P2 fuggvények tivolsdga.






Elsé fejezet

ELSGRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. Alapfogalmak

A természeti torvények vizsgélata sordn felismerték, hogy az anyagi
vildgban lejitsz6dé mozgésokat, jelenségeket vagy folyamatokat fliggvényekkel
lehet leirni. A folyamatot meghatdroz6 térvény matematikai modellje,
amely szdmos idealizdlé feltétel és egyszerisités utdni absztrakcié eredmé-
nye, igen gyakran olyan egyenlet amelyben a folyamatot leir6 ismeretlen fiigg-
vény, annak ismeretlen derivdltja, illetve derivéltjai szerepelnek. Az ilyen
egyenleteket differencidlegyenleteknek nevezzikk. Ha az ismeretlen fuggvény
valés egyvéltozos, akkor kozonséges a differencidlegyenlet, ha val6s tobb
viltozds és az egyenletben a parciilis derivéltak szerepelnek, akkor parcid-
lis a differencidlegyenlet, Ebben a jegyzetben a kizonséges differencidlegyen-
letekkel foglalkozunk.

A kivetkezd példékkal illusztriljuk, hogy ¢y mechanikai és egy elektror
mos folyamatot meghatdroz6 torvény matematikai modellje kozinséges diffe -
rencidlegyenlet:

1.1. Példa. Egy egyenesen mozg6 pont helyzetének meghatirozédsa az s
ugynevezett ut-id§ fliggvénnyel térténik. Ha ismerjik a pont folytonos v sebes-
ségfiggvényét és a to =1 s idgpilllanatban, S, = 5 m helyzetét, akkor a sebes-

ség értelmezése szerint
s’=v; s{l) =5 -,

a mozgds matematikai modellje. Egy s fiiggvény akkor és csak akkor elégiti
ki a fenti fuggvényegyenletet, ha az v-nek primitiv fliggvénye, A primitiv
fuggvények kozott pontosan egy van amely az 1 s idSpillanatban az 5 m érté-
ket veszi fel, éspedig az

t
s(t)=5+‘( wWr)dT
1

osszefliggéssel adott ut-ids fuggvény.



1.2, Példa. Adort L0 induktivitdsu és Ro ochmos ellendlldsu dramkiérbe Uo

egyenfeszitltséget kapcsolunk. (1. dbra). Az i(t) 4ramerdsség idsben val6 val-
tozdsdt leiré fizikai tyrvény matematikai modellje az

di
L g * R 10 =

differenciilegyenlet. Amint azt a késébbiekben litni fogjuk az egyenletnek az

=]

.S,
U L
it} = --—+ ce ° . {ahol c tetszfle-
o

I ges valos szam), képlettel adott fligg-
u, — vénysereg birmely egyede "megoldisa™
- és més megolddsa nincs.
|_ R Az 1,2, Példdban szerepld fligg-
o vénysereg képlete valos c paramétert
tartalmaz. Az ilyen fliggvénysereg
"grafikonseregének" egyenlete az X, Y
— koordinidtarendszerben

1. ébra, y=¥Yxc, ceR

Y: H—=R, (x,c)€HcTR2 alaku,

Az olyan egyenletet, amely a ¢ val6s paraméter minden rogzitett érté-
kére egyetlen gorbét hatdroz meg egyparaméteres gorbeseregnek (vagy egy-
paraméteres gorbesereg egyenletének) nevezzik.

Az egyparaméteres girbeseregnek fontos szerepe van a miiszaki gya-
korlatban és gyakran sziikség van az ilyen gorleseres differenciilegyenletére.

Azt a kvzonséges differenciilegyenletet, amelyet valamely egyparamé-
teres gorbesereg minden egyede "kielégit”, a gorbesereg differencislegyenle-
tének nevezzik. Meghatdrozdsa ugy torténik, hogy az

y = Y(x,c}
y' = ‘P;(x,c)

egyenletrendszerhdl kikiszoboljuk a ¢ paramétert, A c paraméter kikiiszobs -
lésének elégséges feltétele valamely {x A ) € R~ pont elég kis k kirnyezeté-
hen a kivetkezd:
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‘)0 tH—- R, folytonosan differenciilhaté, H < IR2,

]
[}

Px . e

l]Oc (xo’ e # 0
(lasd [3] az implicit fliggvény létezésére vonatkozé elégséges feltételt.) Ek-
kor ugyanis az

y=Yx o

egyenlettel, (x, y) € K esetén, ¢ (x, y) "egyértelmien definidlt™ implicit fiigg-

vény és a “'gbrbesereg differenciilegyenlete™ a kovetkezg":
y' =9, coy) .

Ac:K— TR, fliggvény létezése szemléletesen azt jelenti, hogy a K kdrnyezet
minden (xo. yo) pontjin 4t egy és csak egy giirbe halad. Ha c, =€ (xo, yo), ak -

kor a gorbe egyenlete y = ‘? (x, co).

A kozbnséges differencidlegyentetet elsdrendiinek nevezzik, ha az isme-
retlen fiiggvény egyenletben szerepl§ legmagasabb rend derivéitja az elsé de-
rivilt, Az 1.1, és az 1.2, Példikban szerepld differencidlegyenletek elsdren-
diek és az elsd derivilt mindkettdbsi egyértelmilen kifejezhetd.

Az els@rendi differencidlegyenletet explicitnek nevezzik, ha az elsd
derivilt a tébbi viltozéval kifejezett. Legyen az f (x, y) valés kétvdltozés

fuggvény értelmezési tartoménya az < 1R2 tartomény, Az explicit differen-
cidlegyenletet a kbvetkezdképpen jeloljiik:

y=fx,y5 (x.pef .
Ha az elsé derivilt kifejezése nem lehetséges, esetleg azonos dtalaki-
tdsokkal sem, akkor az elsdrendi differencidlegyenlet implicit. Ennek szoka-
sos jeldlése:

F(x.y,y')=0

A kovetkezd példédban szerepld gorbesereg differencidlegyenlete impli-
cit.

11



1.3. Példa. Irjuk fel az

y=— ‘%' c>0 x&€ R

parabolasereg differencidlegyenletét,

MEGOLDAS. Az analizisbél fsmeretes, hogy a parabolasereg egyedei
nem metszik egymdst, azaz egyréttien fedik le a siknak azt a részét, amely
nem tartalmazza a nem negativ Y tengelyt. A parabolasereg differencislegyen-
fetét az

"

egyenletrendszerbdl a ¢ paraméter kikliszsbilésével nyerjlk, Ez a differen-
cidlegyenlet a kovetkezg:

2YY'=X(Y’2-1 ).
A differenciilegyenlet implicit elsérendu kbzonséges, Az y =§E - % . € L0,
x € R , parabolasereg differenciflegyenlete szintén ez az egyenlet,

Linedris az els6rendil differenciilegyeniet, ha olyan alaku vagy azonos
atalakitdsokkal olyan alakra hozhato, hogy a bal oldalon az ismeretlen fiigg -
vénynek és a deriviltfliggvénynek ismert fliggvényekkel képzetr linedris kom-
biniciéja 4ll, a jobb oldalon pedig ismert figgvény van, Az 1.1. és az 1,2, Pél-
déban szerepl§ két differencidlegyenlet explicit elsfrendii linedris.

A régebben megismert egyenletek . igy péld4ul az els3 és masodfoku egy-
ismeretienes egyenlet, az exponencidlis, a trigonometrikus egyenlet megolda-
sai szdmok voltak. A differencidlegyenletek megoldisai fliggvények, Ezt fo-
galmazzuk meg a kovetkezd definici6ban:

1.4. Definici6. Az
t] 2
v = fx,y), (x,7)ESTR?,
explicit elsérendii differencidlegyenletet megolddsédnak, vagy
megolddsfliggvényének nevezzik azta legaldbb egyszer differen-

cidlhats, P: R—>TR fiiggvényt, amelyre teljesiilnek a kovetkezs
feltérelek:

12




Y értelmezési tartomdnya valamely I intervallum,
x. Yoy e, x €L
¥’ (x) = £(x, ‘?-(x». x €L
Az (x, ¥ (x)) pontokkal képzett grafikon, azaz a
['= {(x,‘?(x))eszcmzz X € I}

ponthalmaz neve megolddsgiorbe vagy integrdlgiirbe. (A megolddsgsrbe egyen-
lete y = P 0.

1.5. Definicis. Az
. 2
y =f{x,y), (x.y)ELCR

differencidlegyenlet szinguldris megoldisdnak vagy egyensulyi
helyzetének nevezzik azt a P(x) = 500 alland6 fuggvényt, amelyre

f(x, 'PO) = 0, x € 1, azonossag teljesiil,

A szinguldris megoldds dllandé megoldisfiiggvénye a differencidlegyen-
tetnek, mert

d‘PO

dx

EOsf(x,‘Fo), xe€l.”

Egy differencidlegyenletnek 4ltaldban végtelen sok megolddsa van.
Egyetlen megolddsit partikuldris megolddsnak nevezzik.
Korébbi tanulmdnyaink alapjin azonnal meg tudjuk oldani az

¥y = f{x)

differencidlegyenletet, ahol f{x) valamely I intervallumon folytonos fiiggvény.
Az amalizishSl ismert ugyanis, hogy ha az x fliggetlen viltozé egy intervallu-
mon viltozik, akker azok és csak azok a fiiggvények tesznek eleget e differen-
cidlegyenletnek amelyek primitiv fiiggvényei‘az f(x) fuggvénynek, azaz
amelyek a

X

H= {y E‘,C1 (%) : v{x)= f f(ty dt + ¢, X x€7, c(—:TR}

X
(o]
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figgvényosztilynak elemei, A megoldisgtrbék egyetlen primitiv fliggvény gra-
fikonjinak "Y tengely irdnyu" eltoldsdval adhaték meg,
Kissé nehézkesebben ugyan, de az elgbbihez hasonl6an oldhatjuk meg az

y = fy)
differencidlegyenletet, ahol f(y) valamely 3'[ intervallumon folytonos figgvény
ésy' =f{y)#£0, y € J[. Ebben az esethen ugyanis, amint azt az analizisben
megismertik, az ismeretlen y(x) fuggvény deriviltfiiggvényének reciprokdval
felirhatjuk az y_l(x) inverz fuggvényre vonatkozé

dy’[ i 1

= 1 B
=yt ) x)

differencidlegyenletet, amelynek 8sszes megolddsit a

X
H, = {y'l€ clap:y =
X

0

1

—f—(t—," dt+c, XOE Jl, C€TR}

fuggvényosztily elemei adjik. Ha egy ilyen y-l fuggvény értékkészletér J -vel
jelsljik, akkor inverze, y az J intervallumon kielégiti az y* = f(y) differen-
cidlegyenletet,

Igy példdul az

*

2
y =l+y

diffefenciélegyenlet fix,y»=1+ y2 jobb oldala az jl = (~o0o, +00) interval-

lumon folytonos és sehol sem zérus, tehdt az inverz figgvényre vonatkoz6

ol 1

dx i+x2

differencidlegyenlet 6sszes megoldisa, X, = 0 vdlasztdssal, a

'f’-l(x)=arctgx.+c,. ceR ,

14



egyparaméteres fliggvénysereg. Ha példdul a ¢ = 0-hoz tartozé megoilisfiigg
vényt tekintjiik, akkor a (- %’r. %') értékkészleten mint értelmezési tartomé4--

nyon az eredetiy’ =1+ y2 differenciilegyenlet ¥ (x) = tg x megolddsfuggvé-
nyét kapjuk. Birmely rogzitett <, # 0 esetén a '

P(x) = tg (x-c ). - .‘;I-!- c0<x<%-+ €y

megolddsfuggvény egy ¥ hosszusigu intervallumon értelmezett. O
Geometriaflag is szemléltethetjik az

y' = f(x,y); (x,y)EQcikz

elsérendll explicit differencidlegyenlet megolddsalt. A tetszblegesen rogzitett
Po (xo. yo) € §2 pontot az f(xo. V)= y' (xo) irdnytangens értékkel egylitt a Po

ponthoz tartozé vonalelemnek nevezzikk. A vonalelemek "osszességét™ irdny-
mezdnek nevezzik. Az irdnymez3t ugy szemléltetjik, hogy minden kijeltlt
P(x,y) ponton 4t f(x,y) irdnytangensli kis egyenesszakaszt huzunk. Igy példdul
a 2. dbrin lathaté az

y=-5 >0

X
y
differencidlegyenlethez tartoz6 egy irdnymez3. Az irdnymezéhoz "illeszkeds"

gorbék, a megolddsgbrbék, az y = d rz-xz. x € {(0,1), 0<1 < oo egyeniettel
adott félkordk. A megoldisgorbék megrajzoldsdhoz hozzdsegit az f(x,y) =¢

egyparaméteres gorbesereg, (c az f(x,y) figgvény értékkészletének tet-
szdleges eleme) amelynek egyedei a szintvonalak, az ugynevezett izoklindk.
Rigzitett c -hez tartoz6 izoklina pontjaiban a megolddsgorbék érintginek

irdnytangense c -vel egyenld.
22
Ebben a példdban két girbesereg szerepel. Az y = Ur -x , r>0; ill=

veazy= - ::—( izoklinasereg. Differencidlegyenleteik, a pozitiv negyedsikon,
s y >0, illetve y'=¥, x>0.

A differencidlegyenletek jobb oldalai egymés negativ reciprokai. Ebb6l
ktvetkezik, hogy a negyedsikot egyrétiien lefeds negyedksrsereg és félegye-
nessereg egy-egy egyede a inetszéspontban “merglegesen metszi egymdst”
(azaz a met széspontban a gorbék érintéi merdlegesek egymdsra). Az olyan
gorbét amely az egyparaméteres girbesereg minden gorbéjét merdélegesen
metszi ortogondlis trajekt6ridnak nevezzik. Az

15



2, dbra

y= J{x, c},

‘P: H—R, (x,c) € H, folytonosan differencislhatg, gorbesereg ortogondlis
trajektéria serege az

y =YX

gorbesereg, ha Yfolytonosan differencidlhat6 val6s kétvaltoz6s fuggvény, to- ’
vabb4 minden (xo, ¢) € H ponthoz taldthat6 egy és csak egy k dlland6, amely-

- — 4 * -_— _———1 -
re "P(xo, c)= \if(xo, k) és ‘Px (xo, c)= \K( 3

Ha az y = ‘P (x,c) gorbesereg differencidlegyenlete

v =¥ ey,
és \P; sehol sem zérus akkor az y = Y (x,k) ortogonilis trajeklériasereg
differencidlegyenlete a kivetkezg:

v _ ____‘t_____
y P} O ety =

A gyakorlatban legtobbszir a differencidlegyenletnek adot: feltéreleket
kielégit§ megolddsait keressik. Ha f(x,y) az {2 tartomdnyon értelmezett fligg-
vény és P0 (xo, Y€ 50 tetszflegesen rijgzitett pont, akkor az

16



y = {x,y); yx)=v_

feladatot elsdrendi kezdetiérték feladatnak nevezzik, Az y(xo) =Y, egyenldség

a kezdeti feltérel, X ¥, 2 kezdetiértékek. Hyenkor a differencidlegyenletnek
azt a megoldisgorbéjét keressik, amely dthalad a Po (xo, yo} ponton, Gyakran
kell vilaszolnunk arra a kérdésre, hogy a kezdetiérték feladatnak van-e meg-
oldésa és hdny megolddsa van? Igy példiul az

y=sgx; y0)=20,

kezdetiérték feladatnak nincs megolddsa. Ha lenne, akkor az csak a sg x fligg-
vény integrildsdval nyerhetd és a

Px) = x+c hax > 0
c3 hax= 0
-x+c2 ha x < O

fuggvények kzlil vilaszthat6 ki, ¢,, ¢, ¢, € R. Mivel a fliggvények egyike
sem differencidlhat6 az x = 0 pontban, ezért nincs megoldis.
Az o

y =m’ . y(0) =0, Q=R?

kezdetiérték feladatnak viszont tobb megolddsa van. Hyenek példdul a ‘PIA(X)EO

szinguldris megoldis és a tdle kiiltnbozd megoldis:

X2

'Pz(x)= T hax >0
x2
T ha x <0

Vizsgdljuk meg tehdt, eldszor szemléletesen, mikor van a
y =Hx.y): yx )=y, .

kezdetiérték feladatnak valamely R ¢ R2 tartoményon egy és csak egy meg-
olddsa? A kérdés csak akkor semmitmonds ha nincs megoldids, Tegylk fel,
hogy van megoldds (esetleg t6bb -is). Képezzik a megoldisok értelmezési i -

17



tervallumainak egyesitését és jeloljuk I-vel, A megoldisgiirbék pontjaibél 4116
halmazt jeloljiuk H-val, HC & . Ha minden ¢ € I 4llandéval felirt x= ¢
egyenesnek a H halmazzal csak egyetlen kzis pontja van, akkor a kezdeti-

érték feladatnak egy és csak egy megolddsa van. Ennek ellenkezgjét 14thatjuk
a 3, fbrfn, ahol az

y’=mz y(2)= 1

kezdetiéi1ték feladat megolddsait az xR 2 tartomdnyon vizsgdltuk és erd-
sebben kihs stuk a kUlnbzé )

2 : 2
X , X
= — > . = —— )

lP]L(x) T ha x 20; ‘Pz(x) 4+ ha x20

x2
0, ha x<0 "I ha x=<<0

megolddsok grafikonjait.
5




1.5, Definiciso, Az
y =1fx,y}; y(xo)=y0 '

kezdetiérték feladat az S2C 7R2 tartomdnyon egyértelmiien megold-
hat6, (egy és csak egy megolddsa van), ha létezik olyan

Yx, x €1

megoldds, hogy minden més

Yix), X E Il,

megoldédsra teljestilnek a kovetkezd feltételek:

Ll Yix) = Yx), x€y .

Az ilyen egyértelmiten létezl lP(x) megolddst teljes megolddsnak
nevezzik.

Az 1.5. Definici6 szerint a teljes megoldds leszikitéseit nem tekintjlk
ujabb megolddsoknak.

Altalsban megelégszlink azzal, hogy a kezdetiérték feladat megolddsanak
1étezését csak az X, pont valamely ¢ >0 sugaru kornyezetében igazoljuk.

1.6, Definicié. Az

y=1x,y) 3 yx) =Y,
) ) ,
kezdetiérték feladat az @< R” tartoményon lokilisan egyértel-
milen megoldhat6, ha létezik olyan ¥. (x) megoldis és oL >0
szam, hogy ‘P(x) értelmezési tartoménya tartalmazza az
(xO -K, xo+o<,) intervall_umot és minden mds\Y{x), x € Il meg-

olddsra igaz, hogy
Y =P, xe[(xo-oc, x ¢y N 11] :

"Az ityen P (x) megolddst lokdlisan egyértelml megolddsnak ne-
vezzik, -




Amint azt l4ttuk az

y' =\ﬁ}T: y(0) = 0, x.y)€ TR2 ,

feladatnak sem teljes, sem lok4lisan egyértelmii megolddsa nincs, viszont az

v ={iyl: y@=1, yemr?

kezdetiérték feladatnak van lokilisan egyértelmu megoldisa, mert az x = 2
pontnak létezik olyan X > 0 sugaru kirnyezete, amelyben ‘P(x) = i;— .
0<x< oo; az egyetlen megoldds. Az < szdm a jelen esetben 0 és 2 koziitt

bdrmely szdm lehet. E kezdetiérték feladatnak azonban teljes megolddsa
nincs, mert a lok4lisan egyértelmil megoldis x < 0 esetén tobbféleképpen ki-
terjeszthetd. :
Igaz viszont az
1.7, Tétel. Ha az §2 tartomdany tetszlegesen rogzitett pontjiban

létezik lokdlisan egyértelmii megoldds, akkor minden {x 0,y0)€S2
esetén az

y' = f(x,y): yix )=y,

kezdetiérték feladat egyértelmiien megoldhate.

Bizonyitds. Az 4llitdst-indirekt médon igazoljuk. Tegyik fel, hogy van
olyan Po~(xo, yo)e ¢ pont, amelyre a kezdetiérték feladatnak legaldbb két

megolddsa van, Létezik tehit két olyan ¥ (x) és Y{x) megoldds, x€& Iésolyan
X € I hely, hogy

oY=y, e P # Yorp.

Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkul feltehetjitk, hogy X >x0. Jeloljik 5 -vel

azon x pontoknak az als6 hatdrdt, amelyekre
xb< x<xl, és I \P(x) -\If(x)l>0.
A I \O(X) - VYix) ! fuggvény folytonossdgabol kovetkezik, hogy

\P(j)_ =‘Y(’§)
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ellenkezs esetben ugyanisa § > X, pontnak lenne olyan bal oldali krnyezete,

amelyben a | ‘P(x) - Yx) l figgvény szintén pozitiv értékeket venne fel, el-
lentmonddsban azzal, hogy § als6 hatédr,
Vdlasszuk meg az £720 szdmot ugy, hogy

E< x, - és (§-5.§+£)c1
teljesuljon. Ekkor

Y # Y ), xe(g. §+5).

és ezért az

y =iy y(§)= (5

kezdetiérték feladat nem oldhaté meg lokilisan egyértelmien, Ezzel az ellent
mond4ssal igazoltuk a tétele, O

Legyen f(x,y) az R C R 2 tartomdnyban értelmezett fuggvény és (Xo’y 0)
az tartomdny pontja. Az

y' = fx.y) s yx )=y,

kezdetiérték feladat valamely y = Y(x) egyenlettel adott megolddsgorbéjével
kapcsolatban megkérdezhetjik azt is, hogy végzddhet-e az Q tartomdny bel-
sejében? Ha nem végz8dhet (4. 4bra), akkor azt mondjuk, hogy az Q tario-
mény hatdritsl-hatdrdig halad. Pontosabban, valamely megoldisgtrbe az
tartomdny hatdrit6l-hatirfighalad (vagy hatiritél-hatiriig folytathatd),

ha az Q tartomény tetszdleges korldtos és zdrt Ac §2, részhalmazabsl,
amely az (x , y ) pontot belsejében tartalmazza, "kilép"”, azaz a megoldis-
gorbének van az xo-nél kisebb %, és az xo-nél nagyobb X, abszcissziju pont-

ja, amely nem tartozik az A halmazhoz,

A kivetkezd példaval azt illusztrdljuk, hogy a teljes megolddsgorbék is
végzddhetnek a tartomdny belsejében.

Legyen

fx.y)= [ 1 ha y >0, xeR .
-1 ha y<o0
, o 2
f(x,y) értelmezett Q=R -ben. Az

' ) - 2
y' =y vy )=y x yJER
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4, dbra

kezdetiérték feladatoknak Yo # 0 esetén a megolddsgbrbéi olyan félegyenesek,
amelyek az X tengelyen "végetérnek", Egyenleteik:

YEX+Y <X, Xy KX<+oor y >0, v, > 0
y=-x+ x0+yo, x0+y0<x<+oa; y <0, YO< 0.

Vo= 0 esetén nincs megoldéds.

(xo, yo) ='(1,1) esetén részletesen vizsgiljuk a feladatot, Ekkor y = x,
0< x<{e2,a megolddsgbrbe, Mivel a ‘P(x) = x megolddsra, az értelmezési
intervallum 0 végpontjiban teljestiil, hogy

lim P(x) =0
x>0
és az

T =ix.y): y(0) =0

kezdetiérték feladatnak nincs megolddsa, ezért az y = x, x > 0, megoldéds-

gorbe TRZ bels8 pontjdban, az origéban végzdidik.



2. Szétvilaszthaté viltozo6ju differencidlegyeniecek és az arra

visszavezethetd tipusok

Tegylk fel, hogy g(x} az Il , h(y) az I2 nyilt, nem szikségképpen korli-

tos intervallumon értelmezett valés egyviltozos fliggvény. A

dy _ ' : -
dx = g(x) b(Y): (X|Y) 511 X I2

differencidlegyenletet szétvilaszthaté viltoz6ju vagy szeparilhaté differencidl-
egyenletnek nevezzik, mert "jobb oldala®™ egy csak x-t6l és egy csak y-t6l
fuggd fugpvény szorzata.

Ha a h{y) = 0 egyenletnek van y = \Po 4lland6 megolddsa, akkor az a diffe-

rencidlegyenlet szinguldris megolddsa mert
\Po = 0= g h(P) .

Bebizonyitjuk, hogy a h(y) # 0, g, h € C°, feltételek teljesulése esetén
az I1 X 12 tartomdényon az

gy .
J hey) Ig(x)dx+C. CER,

implicit fuggvények megolddsok. (Ezeket a megolddsokat a differencidlegyen-
letbd] formélis szétvilasztissal, majd integrdldssal nyerjik. A formdlis
szétvilasztis:

dy _
@) = g(x) dx) .

2.1, Tétel. Ha g{x) az ll és hiy) az I2 nyilt intervallumon folyto-
nos és h(y) az 12 intervallum egyetlen pontjiban sem zérus, akkor
tetszdlegesen rogzitett (xo. yc')eli X {2 esetén, az§e = I1 X 12

tartomdnyon, az
y' = g(x) hy); vix )= ¥y

kezderiérték feladat egyérrelmden megoldhats. . A teljes megoldas
az ugynevezett
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y X

.
4( E&—)— = S g(li) du
y0 x0

integrilegyenlettel adott implicit nggvény. A megoldisgorbe az
I X I tartomany hatir4tél- hatﬁrﬁlghalad

Bizonzltés. A kezdetiérték feladat és az integrédlegyenlet ekvivalens,
Ezen a kivetkezdket értjlik: ha létezik a kezdetiérték feladatnak megoldésa,
akkor az kielégiti az integrdlegyenletet és forditva, az integrilegyenlet bir-
mely differencidihaté megolddsa kielégiti a kezdetiérték feladatot. Az ekvi-
valencia igazoldsdra tegyik fel, hogy ')Ol {x) megolddsa a kezdetiérték fel-
adatnak. Osszuk el a

d‘P(X)

=g h (PN YE)=y

C
xel I1

azonossdagot (ahol I, a \Pl (x) megoldds értelmezési tartomdnya), a zérustol
kiilsnbtzd h ( ‘Pl (x)) fuggvénnyel, majd integriljunk xo-tol x-ig és alkalmaz-
zukat= ‘]01 (v) helyettesitést. Ekxkor igaz, hogy
y=¥, & X ay (v
L = ! ! dv = g(u) du
h{t) h( ‘f’l ) dv ’
¥y X ’

o 0 . o

azaz lithatjuk, hogy \? 1(x) kielégiti az integrdlegyenletet. Forditva, az in-

tegrilegyenlet barmely differencidlhats ‘P(x), X €I‘k . megolddsa kielégiti a
kezdetiérték feladatot, mert ha az aldbbi azonossig igaz, azaz ha

\F(x) X
S de = S g(u) du, xé_[*cll.

h(t)

X
y0 o

akkor mindkét oldalt differencidlhatjuk és ‘P(xo) =Y, valamint
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1 ' =
il—(—‘P(x_)) \P (X) = g(x): X & f:

miatt Y (x) kielégiti a kezdetiérték feladatot.

Az ekvivalencia kovetkeztében elegend§ bizonyitani, hogy az integrdl-
egyenletnek van differencidlhat6 megolddsa. Vezesstk be a kovetkezd jelslé-
scket:

y X
H(y) = J ,f—(tt) ; Gx) = f gw) du
yO x0
t= inf H{y) 3 s= sup H{y) .
yel, yEL

A hiy) # 0 folytonos fliggvény integrilfiiggvényére, H(y)-ra teljesiilnek az
alahbi feltérelek: H(yO) = 0, H(y) szigoruan monoton, differencidlhaté és deri-

véltja sehol sem zérus. Ebbdl kivetkezik, hogy H(y) invertdlhatg, inverze

derivilhat6, tovdbb4 az is, hogy i < 0, (vagy -o9), és s > 0 (vagy too).
A g{x} fliggvény folytonossdgdbol kivetkezik, hogy a G(x) integrélfigg-

vénye differencidlhat6 és ebbdl G{x) folytonossdga nyilvinvals. Mivel

G(xo) = 0 és G(x) folytonos, ezért van Ii -nek olyan xo-at tartalmazé rész-

intervalluma amelynek barmely x helyén fenndll, hogy G{x) a H{y) figgvény
infiuma és supréuma kozé esik. Ezen részintervallumok koztil a maximdlisat
jeldl juk (¢, 3)-val. Ekkor tehit igaz a kovetkezd egyenlStlenség:

I<GE<s, ha  x€(X@B)CT.

Az egyenldtlenséget kielégitd G(x) értékeket a H(y) szigoruan monocton
és folytonos fiiggvény felveszi (s mindegyiket pontosan egyszer veszi fel),
mert ezek az értékek infinuma és suprémuma kozé esnek, azaz minden x-hez
létezik egy és csak egy lF(x) amelyre

H (Yx) = G(x), x €LY T,
" vagyis 50 (x) kielégiti az integrilegyenletet. Ebbd! az azonossdghél )
Yoo =1 G, x € AT,
kiovetkezik .és a H-1 o G differencidlhatésdgdbsl ‘F(x) differencidlhatésdga.
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Bizonyitottuk tehdt, hogy ‘P(x) az (o{,3) intervallumon, az integrilegyenletet
kielégit§ differencidlhat6 fuggvény. :
Végiil bebizonyitjuk, hogy\P(x), x € (e, 8). teljes megoldss és az
I, x 1, tartomdny hatdrdt6l-hatdraighalad. Mivel a Y(x) fuggvény (e, B) értel-

mezési tartomdny4t ugy vélssztotruk meg. hogy az integrilegyenlet birmely
més megolddsdnak értelmezési intervalluma része legven az (o(, ﬁ) interval-
lumnak és a kezdetiérték feladat minden megolddsa kielégiti az integrilegyen-
letet, ezért azok ‘)o(x)-el azonosak vagy annak leszlkitései. Ebbél azonban
mdr kovetkezik, hogy Y(x) a teljes megold4s,

-Azy= \P(x) megolddsgorbe hatiratél-hatdrdig 16 haladdsét is annak se-
gitségével sikerlil bebizonyitani, hogy (c¢.8 ) az a maximdlis intervallum
amelyben valamely fliggvény kielégitheti az integrilegyenletet. Vezessik be
a kovetkez§ jeloléseket:

Il ={a,b) ; 12= (c,d) .

Ha (oc,ﬁ ) = (a.b), akkor igaz az 4llitdsunk, ha nem, akkor azt igazoljuk,
hogy a megolddsgorbe azon pontjai, amelyek az értelmezési intervallumec( ,
illetve 8 végpontjaihoz elég kozeli abszcissza értékekhez tartoznak, tetszs-
legesen kizel kertlnek a téglalap vizszintes oldalajhoz. Ezt a kuvetkezgkép-
pen, indirekt mé6don, ildthatjuk be:

Az éltaldnossdg megszoritdsa nélkul tegyiik fel, hogy x < B <b

és a megolddsgbrbe a téglalap vizszintes oldaldhoz nem kerll tetszdlegesen
kozel, azaz van olyan <, és dI val6s szdm, hogy

c<cl<'f(x)\<_ (:l1 <d; x0<x<ﬁ> .

G(x) s H(y) fuggvények tulajdonsigait és kapcsolatdt fent ismertettiik és tudjuk,
hogy akkor

i<min Hfy)=i

£ Gx) gsi =max H(y) <s :
yE[cl,dl]

vEfe .d ]
1l x € [xo,p).

A G(x) fuggvény az egész (z, b} intervallumon folytonos és ezért ﬁ -ban is
az, tehdt

1

i<i, 6k <s; <5, x€[x .8).

miatt, G(ﬁ) tetszéleges kornyezetéhez taldlhat6 olyan S)G szdm, hogy
i<G6x) £s, X0€X<ﬁ+ S.
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Azon x értékekre azonban, amelyekre G(x), i és s kozé esik a \P(x} megoldads
értelmezve van, tehdt (e, ﬁ—l- g)-ban is, ellentmondédsban azzal, hogy (<. 3)
a teljes megoldds értelmezési tartomdnya. Az a <K < x_ esetben hasonlé

a bizonyitis.O °

2.2, Példa. Oldjuk meg az
v _ . ] _ 2
y —Ulyi ; yix ) =Y, x, ¥ )E R

kezdetiérték feladatot.

MEGOLDAS. Ha jro =0, akkor a \P(x) = 0 fuggvény szinguldris meg-

oldis, (A szinguldris megoldi< mellett 1étezhet nem szinguldris megoldds is.)
Ha Yo #0ésazy >0 i~ félsikra lesztkitjik a feladatot, akkor a

2.1, Tétel feltételei szerint

y X
SS‘L—=( du
Ve
Yo

0
a megoldds. Explicit alakja a kovetkezd:

X~X
0]

2
Y= (—3 +\’70), x," 2y, <x<t+ o0

(Az értelmezési tartomdnyt ugy dllapitottuk meg, hogy a felsg félsikon ma-
radjunk. )
Ha y0<0 és az y< 0 alsé félsikra szikitjik le a feladatot, akkor ott a

X-X
0

2 "
\P(x)=-( 5 + —Yo) " —-oo<x<xo+2 -y

o

megold4st kapjuk. A megolddsgorbéket a 3. 4brdn lathatjuk. 2
A 3. 4bra is segit megvildgitani, hogy a kezdetiérték feladatnak az R
tartoményon nincs teljes megolddsa, mert a felsg félsikrdl indulé birmely
megoldasgorbe balra az X tengellyel csakugy mint az alg6 félsik paraboldjaval
folytathat6é, ugyanis a paraboldk félérintdje az X tengely. Ha y0>0, vagy
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y0 < 0, akkor lokdlisan egyértelmii megoldis van, azonban ha ¥, = 0, akkor

a kezdetiérték feladatnak lokdlisan egyértelmil megolddsa nincs,
A kezdetiérték feladat megolddsdnak egyértelmlisége, az G tartoméiny
megvilasztdsin is mulhat, Igy példdul az

v 1yl Y=y, Q= {(x.y)emz: y>0} .

kezdetiérték feladatnak QEI -n teljes megolddsa az a

-X

: X
2
Yoo = (52 +y)°%, x,2 [y <x<+ oo

fliggvény, amely mir TRZ-n nem teljes megoldds, mert 2 -rél TRz-re tobb-
féleképpen kiterjeszthets. 1 .

A szétvilaszthat6 véltozéju differencidlegyenletre visszavezethetd tipu-~
sok kozil hirmat ismertetlink. Ezek a kivetkezdk:

y =1, x#0.

y =f(Ax+By+C), B#0, A, CETR.

A 1 x+B1 y+C

1 .2 2
Yy =f(4—5—=)B,+B_ #0,
AxtBoytC, " 1T g

A,B,CER; i=1, 2.
i it

Azy’ =1( 3—%), x # 0, alaku differencidlegyenletet 0-ad fokuan homogénnek

nevezzik, mert minden t # 0-ra igaz, hogy:

f(:—ii)=t°f(§)= (L.

o [

Azy' =f (%) differencidlegyenletet az

L
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helyettesitéssel, amelybsl y' = x u’ + u kbvetkezik, az u(x) ismeretlen fugg-
vényt tartalmazé

» _ f(u)-u
T x

u

szétvélaszthat6 viltoz6ju differenciilegyenletre vezethetjik vissza,
A 2,1, Tételbbl kivetkezik az

2.3. Té&ek Ha az f(u) fuggvény folytonos valamely (a,b) interval-
lumon és f(u) # u akkor az

Yo

X
L¢)

a< <b

egyenlStienséget kielégits X ¥, kezdetiérték kel adott
y =£(5); yx)=y 3 x#0
X o °

kezdetiérték feladat egyértelmiien megoidhato, ‘P(x) megoldasdi
az

~3

v - fw)u -
u - X H u(xo)—

0
-—_ =
X Qo

=]

kezdetiérték feladat teljes “y{x) megoldésdval a kivetkez6képpen
adjuk meg:

P =x Y.

Azy =f(Ax+By+C); B#0, A, C € TR, alaku differencidlegyenletet
az

u=Ax+By+C

helyettesitéssel, amelybsl u’ = A + By’ kovetkezik, az u(x) ismeretlen filgg-
vényt tartalmaz6

u’ = A+ Bf(u)

szétvélaszthat6 viltoz6ju differencidlegyenletre vezethetjik vissza.
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A 2.1, tételbdl kivetkezik a

2.4. Tétel. Ha az f{u) figgvény folytonos valamely (a,b) interval-
lumon és A + Bf{u} # ¢, akkor az

a<Axo+Byo+C<b, B #0,
egyenldtlenséget kielégitd X ¥ kezdetiértékkel adott
y' = f{(Ax+By+C); y(xo) =Y,

kezdetiérték feladat egyértelmilen megoldhaté6. ‘P(x) megoldisat
az .

u' =A+Bf(u); u(xo)=Ax0+Byo+C=uo

kezdetiérték feladat \}/(x) teljes megolddsdval a kivetkezdképpen
adjuk meg:

\P(x) = __________V(x)-; x-C .
Alx + Bly + Cl

y' =£(
A2x+ B2y+C2

), B2+B§a£0.

Az 1

Ai’ Bi’ Ci € R, i= 1,2, differencidlegyenletet kzvetlenil az el5zd két tipusr

valamelyikére vezethetjlk vissza és csak azutdn szeparidlhatéra. Két esetet
kiilonboztetlink meg., A

d
ec A B #0
A, B

esetben az
Alx + BIY+ Cl =0

AX+By+Cy=0

egyenletekkel adott egyenesek metszik egymdst és a linedris egyenletrend-
szernek egy és csak egy megolddsa vna.
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Legyen ez (ao, bo)' Az
X=u+a
o

y=v+bo

helyettesitésekkel, az XY koordinitarendszer orig6jit, pdrhuzamos eltolds-
sal (ao, boj pontba helyeztikk 4t, Az uj UV koordindtarendszerben az ismeret-

len v(u) figgvényre felirhatjuk az eredeti differencidlegyenlettel ekvivalens

d_v= f(Aiu+Blv )
du A2u+Bzv

differencidlegyenletet amely 0-ad fokuan homogén. A

det Al B1 =0
A2 B2
AI Bl e A2 B2
esethen vagyaz — = ——=¢o( , vagyaz — = ——= ﬂ szdm létezik, (Ez
A2 B2 Al B1

utobbi példsul akkor ha B2+ B2 # 0 miatt B, # 0. Ekkor ugyanis A sem le-
het zérus, mnert ha A 1= 0, akkor a determindns csak akkor zérus, ha A_=0

2
de ekkor Al = A, = 0 miatt a differencidlegyenlet mdr szepardlhaté volt).

2
~Ha az ¢ szdm létezik, akkor az Al =0C A2 és Bl =0 82 helyettesitésekkel,

illetve a szdmldiéban és a nevezdben Azx + B2y + Cz-vel val6 osztissal, az

o(Cz-C1
Y =H{X- 77— =)
A 2x+B2¥ji-Cz

differenciilegyenietet kapjuk, amely a 2.4, Tételben szerepls differencidl-
egyenlettel azonos alaku, Haol nem, de {3 létezik, akkor az Az =3 Al
és 132 = ﬁ.B! helyettesitésekkel, illetve a szdmldléban és a nevezdben

Alx + Bly + C-vel val6 osztdssal az
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vt PCI -G, )

Alx+Bly+C1

differenciilegyenletet kapjuk, amely szintén a 2.4, Tételben szerepls diffe-
rencidlegyenlettel azonos alaku, tehit szeparidlhatéra visszavezethetd,

3. Explicit elsérendii linedris differencidlegyenletek és az arra
visszavezethetd Bermoulli-féle differencidlegyenlet

Legyenek g(x) és f(x) az 1 nyilt intervallumon értelmezett valés egyval-
tozés fliggvények. Tekintsik a

dy -
dx + g(x) y= f(x)

explicit elsdrendii linedris differencidlegyenletet,
Ha f(x) * 0, x€l, akkor a dtfferencialegyenlet inhomogen

dy
a'l-g(X)Y- 0.

az inhomogén differenciilegyenlethez tartozé homogén differencidlegyenletet.

Ez a differencidlegyenlet szétvilaszthat6 viltoz6ju. Segitségével, alkalmas

feltételek mellett, megoldhatjuk az inhomogén differencidlegyenletet is. En-
nek érdekében bebizonyitjuk a homogén differencidlegyenletre vonatkozé té-

telt:

3.1, Teétel. Ha g(x) folytoros az I intervallumban, akkor tetszd-
legesen rogzitett (§ M) ELx R esetén a

g}%+g(x)y=0. y(§}= n

kezdetiérték feladat egyértelmiien megoldhat6. A teljes megoldds:

X

-j‘ g{u) du
\f(x)= ne § . x €1.



‘ Rizonyitds. Ha tz >0 ésazy >0 felsd félsikra szikitjik le a feladatot,
akkor az .

y x
e o
[,

integrdlegyenletbdl nyerjuk a
X

-J g({u) du
Y= qe§

egyértelml megoldist, amely csak pozitiv értékeket vesz fel.

Ha 1 < 0 és az y < 0 als6 féisikra szikitjik le a feladatot, akkor az
egyértelmli megoldast ujra a fenti ‘P(x) jelenti, de most csak negativ értéke-
ket vesz fel.

Ha 1 = 0, akkor ‘P(x) = 0 szinguldris megoldis, Egyértelmilségét in-
direkt bizonyithatjuk. Tegyuk fel, hogy Y(x) az I1 intervallumon, II < I, a

— dy

ax = CEXYs ykx)=0, |

kezdetiérték feladatnak a ‘(x) = 0-t61 killonbozs megolddsa, Ekkor (x )= 0
és van olyan x, € I, hely, ahol \]V(xl) # 0. Ha példdul \V(xl) >0, akkor a

Q.IQ.
Bl ]

=gy, yx) =Y >0
kezdetiérték feladatnak X
- I g(u) du

X
Y= Yope !
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csak pozitiv értékeket felvevd megoldésa.\}f(x) = \P1 (x), hay >0 és

lim \Pl (x) # 0 ellentmond4sban azzal, hogy \f/(xoj = 0. Ebbdl kivetkezik,
x—>xo .

hogy a ‘P(x) = 0 szinguldris megoldds is egyértelmi, \V(xl) < 0 esetben ha-

sonlé a bizonyitds,
Osszefoglalva eredményeinket azt mondhatjuk, hogy a

X

-S g(u) du

Lf'(x)= fZef . x €1

-

képlettel adott fiiggvény tetszdlegesen rigziett ( § 12) €I1x R esetén a tel-
jes megoldés,
Az azonosan zérus megoldést trividlis megolddsnak nevezziik,

3.2, Kovetkezmény. Ha g(x) folytonos az I intervallumban és a

dy -
dx+g(x)y- 0

homogén differencidlegyenletnek egy nem triviilis megold4sa
Y(x), akkor az osszes megolddsa a c P(X); c€ER. x€1, egypa-
raméreres fuggvénysereggel adhaté meg.

Bizonyitds. Helyettesitéssel ellené’rizhetjlik, hogy minden ¢ ﬁo(x) alaku
figgvény megold_%’s. Foxditva, tetszdleges } (x) megolddsrél bebizonyitjuk,
hogy van olyanc¢” € R szdm, hogy YV (x) = c* ‘F(x):

A

W' (x) = - g(x) Yx), x€l

Y ) = -5V, x€]
azonossigokb6l a

Y’ 0 Yix) = - g P Wix)

V)P = - gx) Y Yex)
szorzdsck utdn kivondssal kapjuk, hogy
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V@Y - @Y =0 .

Ez az azonossig a differencidlhaté \‘]gg; » (P # 0, xe ) fuggvény derivile-

fliggvényének szdmlilsja, tehdt

YE. .
dx = -

Ebbél kovetkezik, hogy %Ig%% = c*, vagyis van olyan valés c* szdm, amellyel
#*
Yix=c Y x).

3.3. Definici6. A

d
Frgwy=0, gec,

explicit homogén linedris differencidlegyenlet 4ltaldnos megold4-
sdnak nevezzik a‘f’(x) nem trividlis megolddssal adott

cVfx), x€l, c€R
egyparaméteres flggvénysereget, vagy a
H= {c‘P(x):“P(x)f_g, x€1, CETR}
fuggvényhalmazt,
Térjink most vissza az inhomogén differencidlegyenlethez. A homogén
differenciilegyenlet valamely nem trivi4lis megolddsdnak felhaszndldsdval

az inhomogén differencidlegyenlet partikuldris megolddsdt adjuk meg.

3.4, Tétel. Ha g{x) és £(x) folytonos fliggvények az I intervallu-
mon és yh(x) a homogén differencidlegyenlet egy nem trividlis

megolddsa, akkor van olyan folytonosan differencidlhaté p(x),
x € I filggvény, hogy a

dy -
ax T glx)y = x)

inhomogén differencidlegyenletnek partikuldris megoldédsa
yp(X) = p(x) y (x).
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Egy ilyen p(x) ftggvényt a kévetkezs integralial adhatunk meg:

X

- f(t)

p(x)-[ yh(t) de, X xel .
X

o]

Bizonyitds. Helyettesitsik be az inhomogén di’ fzrencidlegyenletbe az
Yo = p(x) y, (x) fuggvényt. A

p’ (%) y, (x) + p(x) y,"(X) + g(x) p(x) V) = f(x)

egyenletben a baloldali mdsodik és harmadik tagjdnak Usszege zérus, mert
yh(x) a homogén differencidlegyenlet megolddisa. Innen yh(x#() miatt

seoy _ H(x)
p (x)-yh(x) . XEI -

p’(x) folytonos filggvény az I intervallumon és az intervallum bdrmely rogzi-
tett x helyének felhasznildsdval

X
- f(r)
p(x) = J yh(t’ dt, xo. x€l .
X
0

egy meglelels fuggvény, O -
Mivel az yp(x) partikuléris megolddst ugy taldltuk meg, hogy a homogén

differencidlegyenlet ¢ yh(x) dltaldnos megolddsdban a ¢ 4llandé helyébe egy

~ismeretlen p(x) fuggvényt helyettesitettik, ezért ezt a megolddst keresé méd-
szert az dllandé varidldsdnak nevezzik.
Az eddig megismert fogalmakbosl és tételekbl mar egyszerilen kivetke-
zik a

3.5. Tétel, Ha g(x) és f(x) folytonos fliggvények az [ intervallumon
és

dy -
ax + g(x) y = f(x)
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inhomogén differencislegyenietnek partikuliris megolddsa, yp(x),

x €1, akkor az Usszes megolddsa az

Yix) = yp(x)+c V¥ 0# y (x)EH, c € R.
egyparaméteres fliggvénysereggel adhat6 még.

Bizonyitis. Behelyettesitéssel ellengrizhetjik, hogy yp(x) +c yh(x)

minden ¢ € TR esetén megold4sa az inhomoagén differencidtegyenletnek, Ezt az
olvaséra bizzuk, Bebizonyitjuk, hogy birmely y(x) megolddshoz tatlilhat6

olyan c* valés szém, hogy y(x) = Yp(x)+ c* Y x). Az

y' (x) + g(x) y(x) = £(x),

¥ (x) + g{x) y' (x)=f(x)
p P
azonossdgok kivonisidval azt kapjuk, hogy

y(x) - yp(X))' + gx) (Y(X)-Yp(x)) =0 ,

vagyis y(x) - yp{x) megoldisa a homogén differenciilegyenletnek. A 3.2. K&-
vetkezmény miait van olyan c.je valés szam, hogy y{x) - yp(x) = c'x yh(x), ami-

vel allitdsunkat bebizonyitottuk,

3.6, Definicio. A
dy o
wtexy=1ix), g feC(h

inhomogén differencidlegyenlet iltalinos megolddsdnak nevezzik a

‘P(X) = yp(x}+ ¢ ¥(x), cER

egyparaméteres flggvénysereget, vagy a
Hy= {y,p(x)+c yh(x): c€E lR}

fiiggvényhalmazt, ahol y (x) az inhomogén differencidlegyenlet pa
- tikuldris megoldisa és y%(x) a megfelels homogén differncidlegycn

let nem trividlis megoldasa, 37



Az inhomogén differencidlegyenlethez tartozé kezdetiérték feladatra vo-
natkozik a kiévetkezd

3.7, Tétel. Ha g(x) és f(x) folytonos fliggvények az I intervallum -
ban, akkor tetszflegesen régzitett (xo,yo) €Ilx Reseténa

d
Gt B Y=y )=y

kezdetiérték feladat egyértelmilen megoldhat6. A teljes megoldis
a kbvetkezd fliggvény:

-G(x)

X
Y= e G, + I €0 e a0, xerL
X
[¢]

ahol X
Gix) = S g(u) du,
X

o

- Bizonyitds. Tekintsuk a homogén differencidlegyenlet nem triviidlis -
megolddsdnak az

- X
- § sw du
X
0
y(x)=e
fliggvényt. Amint azt a 3.4. Tételben ldttuk, cyh(x), ¢ 4llanddjdnak varijld-
sakor a

t
I g{u)du
X
X
p(X)=j ftye ° dt
X
0

fuggvényt kapjuk. Ezzel a partikuldris

X t
-J g(u) du I g(u) du
X y; X
Yp(X) =y, pix) = e © I ftye ©° de
X
o
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megoldist adhatjuk meg. Ha a 3.5. Tételben szereplS c valé szdmot Y, jelen-
ti, akkor ‘Pc(x) =¢ yh(x) + yp(x) alaku, tehit megolddsa az inhomogén diffe-
rencidlegyenlemnek, Behelyettesitéssel ellendrizhetjik, hogy \P(xo) =¥,

A Y (x) megoldis egyértelmiiségét indirekt médon lithatjuk be, Tegylk
fel, hogy Y(x) is megoldds. Ekkor Y (x) értelmezési tartominydn a
Yix) - ‘f'(x) # 0 fuggvény kielégiti az

gf+ gx)y=0ylx)=0

kezdetiérték feladatot ami ellentmond a 3.1, Tételnek, mert e kezdetiérték
feladat egyetlen megolddsa az azonosan zérus fllggvény.

3.8. Példa. Oldjuk meg az elss fejezet 1.2, Példdjdban felirt,

U
di Ro [}

it =

d L L ~
o o
inhomogén linedris differencidlegyenletet,

MEGOLDAS. Az inho