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i. A TERVEKTOROK

1. A VEKTOR FOGALMA

Fizikal fogalmak matematikal leirésdhoz, geometrial problémék
megold4sshoz kevésnek bizonyulnak a valés szimok., Egy mozgé test
elmozduldssnak, egy mozgds sebességének, gyorsulisdnak jellemzésé-
hez, egy geometrial eltolds meghatdrozdsihoz kevés megadni annak
nagysfgit, irdnyira is szlikség van. Indokolt tehit olyan matematikai
fogalmat alkotni, amely alkalmas nagysdg &s ir4ny meghatdroziséra
is: ez a vyektor, eltérden a csak nagysfg meghatirozdsira alkalmas
skaldr-t6l. Tekintstink két pontot (A,B) és az A pontbél. a B pontba
torténd eltoldst. Ezt az eltoldst egyértelmiien meghatirozza az AB
egyenesszakasz, ha frdnyitjuk, azaz megmondjuk, hogy kezdGpontja A
- innen indul a mozgfés - és végpontja B - ide Ir&nyul az eltolis.

1.1, Definlci6

Vektornak nevezlink minden irdnyitott egyenesszakaszt. A vekto-
rokat éltalsban aldhuzott kisbetlivel jelsljlik,
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1. 4bra

Elnevezések:

1. Az "e" egyenest a v vektor tartéegyenesének nevezzliik.

2. Két vektort azonos 4llisunak neveziink, ha tart6egyeneseik pérhuza-
mosak, (Az azonos 4ll4dsu vektorokat szokfs parhuzamos vektorok-
nak is nevezni.)

3. A y vektor abszolutértékén az egyenes-szakasz hosszit értjiik.
Jele: 1vI, vagy v.

Két azcnos 4lldsu, Irdnyu &s abszolutértékl vektor ugyanazt az
eltoldst, sebességet, gyorsul4st hatirozza meg, ezért indokolt az



1.2. Definicié

Két vektor azonos, ha 4lldsa, irdnya és abszolutértéke azonos.

Y i ]

Megjegyzés:

Eldfordu! példdul bizonyos fizikai alkalmazsiscknél, hogy
pem tekinthetlink egyenldnek két kililonbszd pontbél kiinduls vek-
tort, Amennyiben a kiindulSpontot is figyelembe kell venni, "kb-
tott" vektorrSt beszéllink, A mi térgyaldsunkban a pgrhuzamos el-
tolissal szemben invarifns 'szabad" vektorok szerepelnek.

A tovébbiakban értelmeziink két gyakran eldfordulé egyszerii fo-
galmat.
1.3. Definicié

Az a vekiort egységvektornak pevezziik, halal=1.
Az 8 Irdnyu egységvektor jele: 2,

Inditsuk az a és b vektort kizss kezd8pontbsl, A két vektor
hajlésszbgén a két egyenesszakasz 4ltal bezért 0 és T kozé esd szb-

get értjiik, Jele: (a,b) &, vagy p(a,b).

2. MOVELETEK VEKTOROKKAL 1.

A vektorok kozott miiveleteket értelmexziink oly mdédon, hogy a
gvakorlati felhaszndlist lehetdvé tegyik, szem elStt tartva, hogy ez
teszhangban kell legyen a valdés szdmok korében mir értelmezett mii-
veletekkel.

Vektorok Osszeadisa

Jellemezzen az a €s b vektor egy-egy végrehajtandé eltolést.
A két eltolds egymds uténi végrehajtdsa helyettesithetd egy eltoldssal,
amely a 3. sbrén l4that6 médon van kapcsolatban az a és b vektor-
ral.




z

3. 4bra
Indokolt tehét a

2.1. Definicib

Két vektor {a és b) tsszegén azt a vekiort (c) értjik, amely a
4. fbrén l4thats médon keletkezik az a €s b vektorb6l.

" Elnevezések: az 0sszeadis tagjait komponens vektoroknak, az
osszeget eredd vektornak nevezzik. )

A tthbtagu vektorésszeget kéttagu dsszeaddsra visszavezetve, a
kbvetkez 6képpen értelmezziike

a +8, t..ta = {l’_a +a) +a] +...}+§n

Kérdés, hogy a valés szimok tsszeaddsfinak tulajdonsigai ér-
vényben maradnak-e & vektorok ktrében?

Az Usszeadds tulajdonséigal

1. B4rmely két vektornak van tsszege, és az egyértelmii.
2.a+b=b+a

5. thra

Tehéit az osszeadds kommutativ,
3. @+b +ec = a+(@+o



(G+0)+e =g+ (b+g)
6. dbra

Tehit az dsszeadis asszociativ,

Meglegyzés:

Az Usszeadds elvégezhetd az ugynevezett "paralelogramma
szabély" alapjan is:

g

7. &bra

Vektorok kivonésa

A kivondist - mint & val6s szdmok kiirében - az @sszeadds inver-
zeként értelmezziik,

2,2, Definicib

A b é a veltor Kiltnbségén azt a b - a vektort értjlik,
amelyre teljesiil, hogy @ -~ a) +a=»hb

o]
8. dbra

Hogy a kivonss korlétlanul elvégezhet§ legyen - akkor is értelmes le-
gyen a killsnbség, ha a kisebbitend3 és a kivonandé megegyezik - suiik-
ség van & nullvektor értelmezésére, '
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2.3. Definlcilé

Ha |2l = 0, akkor a-t nullvektornak nevezzlik, A nullvektort - je-
le 0 - tetsz8leges flldsunak tekintjilk. Ezért a 0 bérmely vektorral
pirhuzamos és bArmely vektorra merdleges.

Vektor szorzfsa szfimmal (skalfirral)

2.4. Definici6

Legyen A valés szém és a tetszileges vektor. Az a vektor
A -8zorosfn a kivetkezl - A a-val jeislt ~ vektort értjlik:

IA &)= [Allal
A4 é4lldsa: a A4llésa
a irénya, ha A> 0

a-val ellentétes irdnyu,
ha A<K0

Szemléletesen tehdt a szdmmal szorz#s a vektor nyujtésht (zsu-
goritdsdt) és negativ szorz6 esetén irénydnak ellenkezGjére valtordsdt
eredményezi. Ha A= 0, akkor 7Aa = 0.

A8 Iréanya;

A szémmal szorzfis tulajdonsfigai
Legyen A és j valés szém, a és b tetszSleges vektor.
1. (A+m) a= 7\a+ﬂa

2. ’M/u_) (7\/u
3. A® +Db)= 7\5+’]\§

Ezek a tulajdonsfigok a definjcis kizvetlen kivetkezményel, beld-
tdsukat az olvaséra bizzuk.




3. PARHUZAMOS ES EGYSIKU VEKTOROK,
LINEARIS FOGGOSEG, FUGGETLENSEG

A szdmmal szorzis definicitja értelmében
A8 I 2 (Aa parhuzamos a-val).

Jgaz-e a fentl 4llitds megforditdsa? Legyen allb kovetkez k-e
ebbdl, hogy b = A a? A kivetiezd ellenpélda mutatja, hogy ez a meg-
forditds nem igaz: legyen 2 =0 é b # 0, ekkor a|lb, de nincs
olyan A, amellyel b =Aa volna. Kis médositdssal azonban mir igaz
az Allitds, ezt mondja ki a kivetkezd:

Ha két vektor pirhuzamos egyméssal, akkor legaldbb az egyikiik
skaldrszorosa a mésiknak, :

Blzonyitds:

8)Ha a =b =0, akkor birmelyikiik el§4ll a misik tetszSleges
szémazorosaként,
b) Ha a # 0, akkor

b=0 esetén b = 0.a,

b # 0 esetén b =a, vagy b, = -2, ¢ igy
Ib | Ib}
‘l=”l'9e=”l*3e='|g_|§-' vagy E=-T§a_-

Ezzel az 4llitdst igazoltuk, m
Azokat a vektorokat neveztiik psrhuzamosaknak, amelyeknek tar-

téegyenesei egy €8 ugyanazzal az egyenessel pirhuzamosak. A tSrben
més speciflis elhelyezkedés is lehetséges:

3.2, Deftnici6

Azokat a veltorokat nevezziik egysikuaknak (komplandrisaknak),
amelyeknek egyenesei egy sikkal pirhuzamosak. Nyilvéanval$, hogy két
vektor mindig komplansris. Hirom vektor mé4r nem biztos, hogy egy-
siku,

3.3, Tétel

Ha 2 Il b, akkor tetszileges ¢ esetén a, b, ¢ egysikuak.



Bizonyités:

Amennyiben a ¢ is pérhuzamos az a és b vektorokkal, akkor
az &llitds trividlis, ha a(lbirc, akkor egyeneseik az a és c egye-
nesei &ltal meghatdrozott sikkal pirhuzamosak, m
3.4, 'Definici6

n
A Z 7\_i Ei tsszeget - ahol 7\i~k (i<1,2,...,n) skaliarok - az
i=1
a, ""?-n vektorok linefris kombinici6jinak nevezziik,

A kivetkezSkben megvizsgsljuk, milyen feltételek biztositjsk, hogy
egy vektort két vagy hirom vektor linedris kombindcidjaként lehessen
elBillitani,

Az elbbb felvetett kérdésrdl szél a kivetkez&

3.5. Tétel

Ha 2, b, ¢ komplaniris vektorok &8s
adfb, akkor ¢ egyértelmiien el8dllithaté & és b linedris kombins-
cidjaként,

Bizonyitis:
El8szor megmutatjuk, hogy c el84llithaté a kivént alakban:

c = Aa + Mp,

azutin bizonyitjuk az egyértelmiiséget.

A felbontdst megkonstruéltuk a 10. 4bran, Konstrukeiénk azért
bizonyits erejii, mert mést nem hasznilt fel, mint a2 tételben szerepld
feltételeket (@ /b & a, b, ¢ egysikuak). Most megmutatjuk, hogy a
felbontds egyértelmii,

Legyen 7\1 a+M b és 7\2 a + M, b két felbontds:



c=A a+Mb =R arMb
ezt dtrendezve adddik

(A - A2 =(M-M)b ésez
csak ugy allhat fenn, ha

7\1 = 7\2 6 M, = M, mivel adfb. =

Megjegyzés a tételhez:

Ha allb és 2, b, ¢ egysikuak, akkor két eset lehetsé-
ges:

1. Amennyiben ¢ |lallb, akkor ¢ eldéllithats a és b
linedris kombiniciéjaként, de nem egyértelmiien.

2. Ha cAfallb, akkor ¢ nem 4llithat6 el§ a kivant alak-
ban.

Kérijiik az olvasét, tnédlléan gondolja meg, hogy a megjegy-
zéshen szerepld 4dllitdsok igazak.

Egy vektor adott vektorok irdnysba esS komponensekre bontdsit
vizsgdlja tovébb a kivetkezl

Ha a, b, ¢ hdrom nem egysiku vektor, akkor bdrmely d vek-
tor egyértelmiien &llithaté el a, b, ¢ linedris kombindcidjakeént.

Bizonyitds:

Mivel az a, b, ¢ vektorok nem egysikuak, igy koztik nincs
sem 0 vektor, sem pirhuzamos vektorok.

a) Ha d, a, b egysikuak, akkor az eltbbi tétel szerint a d
vektor d = Aa + M b alakban egyérielmiien eldallithats, igy
d=Aa + mb + C alaku.

Hasonléan, ha d, b, ¢, ill. d, a, ¢ egysikuak, a d vektor
egyértelmiien elGallithaté

lo &1

=1

d = Ab+ Mc +0a itletve
d = Aa+ umc+0b alakban,

b) Ha 2 d vektor nem komplandris az a, b, ¢ vektorok ki-
r

ziil kivélasztott—égyik vektorparral sem, akkor elfszdr azf mutatjuk
meg, hogy elddllithaté az dbrdn lithaté mdédon
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d=e+ Agc (1)

alakban, ahol e egysiku az a, b vektorpirral.

Inditsuk az a, b, ¢, d vektorokat egy ponthél (A). A d vek-
tor végpontjdban &llitsunk parhuzamos egyenest c¢-vel. Ez az egyenes
metszi az a, b vektorok sikjiat egy B pontl_a_gn, mivel a ¢ vektor
nem egysiku az a, b vektorpirral. EbbSl AB = e jelsléssel kovet-
kezik (1).

Az e vektor felirhaté - mint mér tudjuk -

e= A, a+ A,b @)

alakban, mivel e egysiku az a, b vektorokkal,
Helyettesitsiik (2)~t (1)-be és akkor a d vektort az &llitdsunk-
nak megfeleld

3 &

d= Ma+ Ab+ A
alakban Allitottuk el8,

A sikbeli felbontds esetéhez hasonléan bizonyithaté a felbontds
egyértelmiisége.

Tegyiik fel, hogy

d = 7\1§+ 7\219_+7\32 63
és

d= Ma+r Ab+ MKe, @)
ekkor

Apas 7\29"“?\39:/('(13*/"{294’/“39‘7 @)

11



Ebb8l adédik:
(Ap - M) 2+ (A, - M b =(PAy- M e @)

Mivel ¢ nem egysiku a-val és b-vel, (4’) csak ugy 4llhat
fenn, ha MU, - 7\3 = 0, ebbdl az kovetkezik, hogy

(Ap =M a+ (A, -M)b =0 (5

Mivel adth, (5°) csak ugy teljesiilhet, hogy
AL =My 8 Dy =My

E:ét- ’7\1 = M, 7\2 = /-12, ’)\3 = M,, vagyis az el8allitds egyértel-

Az eldbbi két tétel dllitdsa ugy is fogalmazhaté, hogy két nem
parhuzamos vektor kifeszit egy sikot, hirom nem egysiku vektor kife-
sziti a teref.

A kovetkezSkben definidlunk két fogalmat ~ a linedris fiiggetlen-
ség &és Ogszefiliggés fogalmédt -, amelyek most, mint ldtni fogjuk, szem-
léletes tartalommal rendelkeznek, A késébbiekben - az absztrakt vek-
torterek tdrgyalasdndl - ezek a fogalmak a geometriai kapesolatokat
" fogjdk helyettesiteni.

Azokat a vektorokat nevezziik linedrisan fiigpetleneknek, amelyek
linedris kombiniciGjaként a 0 csak 0 egyiitthatokkal 4llithat6 eld,

3. 8. Definicid

Ha'a 0 eld4llithaté az adott vektorok linedris kombindcitjaként
ugy, hogy nem minden egylitthaté 0, akkor a vektorokat linedrisan
&sszefliggSknek nevezziik., Az elébb bizonyitott tételek kivetkezményei
az aldbbiak:

Két vektor akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlen, ha nem pir-

huzamos.

Bizonyités:
Ha a jb, akkor belittuk, hogy bdrmely vektor, igy a 0 |is
egyértelmiien el64ll a és b lineéris kombindcidjaként, De © - a +

12



+0-b=0 tehat a és b linedrisan fiiggetlen, mésrészt, ha

all b, akkor legalabb az egyik - legyen ez az a - felirhat6 a mésik
skalérszorosaként. Igy

c
C

1o [®

1
=0

1o

Az a vektor egyiitthatéja biztosan nem nulla, tehé.t a é b
linedrisan osszefuggo.

3.10. Tétel

Hirom vektor akkor 6s csak akkor linerisan fiiggetlen, ha nem
egysiku,

Bizonyitéds:

Mér korédbban bizonyitottuk, hogy ha a, b, ¢ nem komplaniri-

e}
sak, akkor tetszlleges vekior, igya 0 is egyértelmiien elallithaté
2, b, ¢ linedris kombindci6jaként.

Mivel

0:8+0.b+0.¢c=0

és ez az egyetlen eldallitds, a, b, ¢ linedrisan filiggetlenek., M4s-
részt, ha 2, b, ¢ komplanirisak, akkor megmutatjuk, hogy linesri-
san dsszefiiggdk.,
a) eset: Ha a 4 b, akkor tetszSleges velilk egysiku c elddll
= a + (b alakban,
vagyls Aa+Mb-c=0 é ¢ egyiitthatéja nem
nulla,
b) eset: Ha a || b, akkor
=7 b (vagy b= Mg
és igy 0=a-7Ab+0 ¢, tehdt a, b, ¢ linedrisan
osszefuggok ]
Végiil az olvasé kinnyen beldthatja, hogy ha a tér bdrmely négy
vektorat vizsgiljuk is, ezek mindig line4risan Gsszefiigglk.

3.11. Feladatok

1. Bizonyitsa be, hogy ha az 3, b, ¢ vektorhirmas linedrisan
fliggetlen rendszert alkot, akkor az a +¢, b +¢, ¢ vektorok is li-
neérisan fliggetlenek,

2. Bizonyitsa be, hogy ha az a c
dsszefliggd rendszert alkot, akkor az a + ¢,
linedrisan &sszefliggfek.

vektorhirmas lineérisan
b.+¢, ¢ vekiorok is

13



3. Bizonyitsa be vektorok segitségével, hogy a paralelogramma
4t16i felezik egymist,

4. a )t b. Bizonyitsa be, hogy a bl a + |al b vektor pirhuza-
mos az a és b vektor szogfelezGjével,

5. Bizonyitsa be, hogy ha az egy pontbdl kiindulé a, b, c,
vektorok kizlil a, b, ¢ nem egysiku, végpontjaik akkor, é&s csak
kor vannak egy sikon, ha d =oC & + 3 b + P ¢, ahol

K+ B+ Y =1.

6. Fogalmazza meg a fenti tétel specidlis esetét hdrom vektorra
és bizonyitsa be.

d
ak-

4. MUVELETEK VEKTOROKKAL .

Gyakorlati alkalmazéisok indokoljdk, hogy tovabbi miiveleteket ér-
telmezziink a vektorok kozoitt, '

Skaléris szorzis

Ertelmeziink a vektorok kozott egy ugynevezett skaldris szorzést,
amely bdrmely két vektorhoz egy valés szdmot (skaldrt) rendel.

Az a é&s b vektor skaldris szorzata
a-b=lal-Ibl-cos @ b)&

A skaléris szorzéds tulajdonsédgai

1. A szorzis kommutativ.
a-.hb=">b.a - {rividlis a definicié alapjan,
2. A definicié kdzvetlen kovetkezménye, hogy
A@ - D) = (A2) - b=2- (Ab)

3. Ugyancsak a definicié alapjdn nyilvanvals, hogy éaltaldban
(@ -b)ec#2a . c) hiszen a bal oldal a ¢ vektorral, a jobb oldal
az a vektorral parhuzamos.

4, Az tsszeadds (kivonés) és a skallris szorzids kozott érvényes
a disztributiv azonosség:

14



@+h) - gc=a.

je
+

I=a

[

)

@-b-c=a.c-b-¢

Bizonyitéas:

Ha ¢ =0, akkor (1) é (2) mindkét oldala nulla, tehit érvénye-
sek.
Ha c¢ # 0, akkor a ¢ vektor irdnysba esd egységvektort "

vel jelolve:

c=c¢ - |cl.
£=g <

c-nek ezt az alakjit a bizonyitandé azonossdgokba helyettesitve és [el-
kel osztva az

@+b - ¢,

Il
| &

.c_+h.c
- - e

és

@-b).c =a-¢ ~b-

c c
~e “e

egyenleteket nyerjiik, Az elsérdl mutatjuk meg, hogy azonossdig.
Felhaszndljuk a skaldris szorzisnak azt, a definicitbdl kovetke-
z6 tulajdonsdgat, hogy 2a - c, 2z 2 vektor merdleges elfjeles ve-

tilete a ¢ vektorra (12. fbra). A vetiilet pozitiv, ha 2 és ¢ haj-
lisszdge hegyesszidg és negativ, ha a hajldssztg fompaszig.

Hasonléan b - e, @ b veltor, @ +bye az 2 + b vektor
vetlilete c¢-re.

15



Igy a 13. ébra alapjin kivetkezik az allitds, ha a é&s b he-
gyesszogben hajlanak c-hez és hasonléan belithats, ha mindketts, ill,
csak egyikiik tompasziget alkot a ¢ vekiorral. =

A tovibbiak szempontj4bél igen lényeges az az egyszerii észrevé-
tel, amelyet a kivetkez§ tétel fogalmaz meg:

4,2, Tétel

Két, nulldtdl kiilsnbsz8 vektor akkor és csak akkor merdbleges
egymésra, ha skaldrszorzata nulla.
Bizonyitis:

a7 .
2) Ha alb-re, akkor az (a, b) & = —J;—- és igy
= . . S o
a.b fal IQ_J cos 5 0.
b) Ha 2 .b=0, 12l #0 & |bl #0, akkor

G
2

cos (a, b)< = 0, vagyis (a, )X = L]

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy - az eddigiekt5l eltéréen -
ez egy olyan szorzdsmiivelet, amelynek eredménye nemcsak aklkor
nulla, ha valamelyik tényez8 maga is nulla,

Veltoriilis szorzés

Ertelmeziink a vektorok kozstt egy un. vektoridlis szorzést, amely
barmely két vektorhoz egy vektort rendel.

4.3, Definicié

Az a és b vektor vektoridlis szorzatin azt az 2 x b-vel je-
151t vektort értjiik, amelynek abszolutértéke:

laxb]=1l2l-Ib]- sin @ b ,
dlldsa:

axbla e axblp
ir dnya:

az a, b, axb vektorok jobbrendszert alkotnak.

16



Ezen azt értjiik, hogy az a x b vekfor irédnysbél nézvé, az a
vektort pozitiv - Sramutaté jardsival ellentétes - G -nél kisebb for-
gds viszi a b irényba,

A vektoriflis szorzds tulajdonségai

1, A szorzis nem kommutativ:

axb = -bxa mivel axb é b xa abszolutértéke &s
dlldsa azonos és irfdnya ellentétes,

2. AM@xb)= Aaxb = ax Ab. A definicié alapjsn nyil-
vénvals, -
3. A vektoridlis szorzds nem asszociativ:

@xbxectaxpxg.
Allitasunkat egy ellenpéldéval igazoljuk. Legyen
a=b#0 & cla ¢#0 akkor
a bal oldal:
@xbxc=@xaxc =0
a jobb oldal:
ax@axg

egy olyan vektor, amely komplandris a-val és c-vel és merdleges
a-ra, abszolut értéke;

o
lax @xg)l = lal -laxc]|- sin = =
ar L
=12l lal lel sin <. sin 2= = a)%¢) 7 0.

2 2
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4. A vektoriidlis szorzis disztribuliv:
ax@+e)=axh+axe @)

Elég az 4llitdst abban az esetben bizonyitani, amikor az a vek-
tor egységvektor {a = e),
mert ha ja| # 1, akkor az egységvektorra bizonyifoit egyenldséget
fal-kel végigszorozva nyerjiik (1)-et.

Geometriai eszkzokkel bizonyitjuk, hogy az

ex(b+e = exbrexe @
egyenl8ség azonossig.

Felhasznaljuk a vektoridlis szorzdsnak azt a geomeiriai jelenté-
gét, hogy e x b a b vektor e-re merdleges sikbeli vetiiletének az
e 1rényabol nézve pozitiv irdnyu "90%-0s elforgatottja (14. gbra}.

e xb mer8leges e-re &és b-re és velilk jobbrendszert alkot, igy
esak azt kell belédtni, hogy

b} = lexbl.
A bevonalkézott hdromszoghdl
|b| = Ib|- sin (& by

Ezutin vetitsiik az egymaéshoz fiizstt b, ¢ é b +c vektort egy 2z
e vektorra merdleges sﬂcra majd forgassuk el a vektorharomszoget
e irédnydbol nézve + 90°-kal (5. gbra).

Ekkor az e x b, exe¢, €x (b +c) vektorokhol allé vektor-
hdromszdghtz jutunk, ami eredeti &llitdsunk igaz voltét jelenti, &
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15, édbra

A skaldris szorzat nulla voltdbdl a vektorok merflegességére le-
het kovetkeztetni - mint ezt méir bizonyitottuk - a vektoriilis szorza-
tabol a tényezdBk pirhuzamosségéra. Pontosabban:

4.4, Tétel

Két nullatél kiilsnbszd vektor akkor és csak akkor parhuzamos,
ha vektoridlis szorzatuk nulla,

Bizonyitis:
a)Ha axb=0 akkor [axb]|=|a]" |b]-: Sin(a_,b)g_z 0.
EbbSl kivetkezik, hogy sin (a, '9-)51 = 0, mivel
a0 65 b=k
Iy (2,b)y =0 vagy 9, vagyis a | b.
b) Ha allb és egyik sem nullvektor, akkor a 3.1. tétel alapjan
a= Ab, ¢és

Abxb = 0.

Ezzel allitdsunk mindkét részét beldttul, m

A vektoridlis szorzat egy geometriai jelentése:
faxb| az a & b vektor iltal kifeszitett paralelogramma terii-
lete {(16. 4bra)

*

16. dbra
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T =lbl-m =lallplsin?f,
tehat T =]a xb|.
p_12%x2

A kéiszeres vektoriilis szorzat kiszdmitdsat segiti elS a

4.5, Tétel {kifejtési tétel)

@xbxe = @.¢.b-b.0.2 @)
Bizonyités:

Ha a, b, ¢ koziil legalabb egy vektor nullvektor, akkor mind-
két oldala (1)-nek 0, tehdt az 4llitds igaz. A tovébbiakban méar felte-
hetjilk, hogy egyik vektor sem nullvektor.

Ha b = Asa, akkor (1) a kovetkezd alakot Olti:

@x A xc=@c)A2-(Adc 2. 2)

{2) mindkét oldala nullvektor, tehdt az &llitds ekkor is igaz, Most mér
feliehetjiik, hogy a f'b .

Az litszik, hogy (1) bal oldala (2 x b) x ¢ komplandris az a, b
vektorpirral, mivel 2 x b-re - vagyis egy a-ra és b-re is merdle-
ges vektorra - merdleges. Ebb&l kovetkezik (3.5. tétel), hogy (axb) x¢
felirhato az a és b vektor linedris kombindciéjaként. Lovabbi
feladatunk annak kimutatdsa, hogy az egylitthaték az 4llitdsban szerepld
skaldris szorzatok.

Vegyiik észre, hogy ha (1) fennéll valamely a, b, ¢ vekiorhér-
masra, akkor - tetszdleges valés ‘A esetén - a, b, A c-re is teljesiil,
és ha van olyan

a, b, ¢y és a, b, C, amelyek (1)-et
kielégitik, akkor 2, b, ¢, + ¢  1is kielégiti azt. Ezekrdl az 4llitdsok-

-1 =2
rél egyszerli behelyettesitéssel meggyOzddhetlink, csupédn a skaldris és
vektoridlis szorzés mér ismert tulajdonsdgait felhasznélva.

Teh4at, ha (1) érvényes az

a, b, g5 b, g, 8s a, b, Sy vektorhdrmasokra, akkor
fennill
2, b Apg + A gy Ay gy s.
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Ezért, ha a és b tetsz8leges nem parhuzamos vektorok és € Sy
-t linedrisan fiiggetleneknek vilasztjuk - megfeleld a c, =2 ¢,=

2
= b, C, =X b vélasztds - és igazoljuk (l)-et az

I :oaboa
I : b b 6
01 a, b, 2 x b vektorhdrmasokra,

vektorhdrmasra is érvé-
16411 a, b, a x b line4ris

akkor fentiek értelmében minden 2, b, c
nyes, felhasznélva, hogy tetszlleges ¢ e
kombinAcidjaként (3.6. tétel),

I-et helyettesitve (1)-be: az

@xbyxa = @a)b-0baa (3)
egyenlBséget kapjuk.

II-t helyettesitve (1)-he: az

@xb)xb = (@abb-bba (4)
egyenlGséget kapjuk.

Ill-at helyettesitve (1)-be: az

@xbx@xb =[a@xb]b-{baxb]a )

egyenl8séget kapjuk.

(5) bal oldala és jobb oldaldnak mindkét tagja, igy jobb oldala is
nullvektor, tehét (5) teljesiil.

(8)-ban a és b szerepét felcserélve és (-1)-gyel szorozva
addédik (4), igy elég (3)-at bizonyitani. Osszunk végig |a|"-tel:

@, xb xa =(@ a)b-@a)a ()

A bal oldalon 4ll6 y = (ge x b) x a, vektor a b vekior 2, b

sikbeli a-ra merdleges irdnyu vetiileti vektora (17. 4bra).
Eztaz x = (b . ge) a, vektor segitségével y = b - x =alakba

irhatjuk, Ez (3') és ezzel egyiitt az eredeti 4llitds igazoldsit jelenti. =




I

b

I

|

|

I
— -
X a

17, &bra

Vegyesszorzat

Szokés értelmezni a vektorok kizdtt egy hirom argumentumu mii-
veletet az un. vegyes szorzatof, amely lényegében nem uj miivelet, ha-
nem a vektoridlis és skaliris szorzat Gsszetétele,

4.6. Definicid

Az a, b, ¢ vektorok vegyesszorzatinak az (a2 x b) . ¢ szorza-
tot nevezzlik, Jele: abec .

A vegyesszorzat tulajdonsdgai

i. Ha az a, b, ¢ vektorok jobbrendszert alkotnak, akkor az &l-
taluk kifeszitett hasdb térfogata: v,=2 be.

Bizonyités:

Tegylik fel, hogy a, b, ¢ nem egysikuak, hiszen ekkor feszite-
nek ki hasédbot.

@xbe =laxbl@xb, c
8 x b mint tudjuk az a és b vektor 4ltal kifeszitett paralelogram-

ma teriilete.
(& x g)e . ¢ a c¢ vektor vetillete 2 hasdb (a2, b) lapjdra me-

rileges vektorra, vagyis a hasdb magassiga. (A vetiilet pozitiv, mert

8,
@xb 0y —“‘2'—— kivetkezik abbdl, hogy a, b, ¢ jobbrendszert alkot.)
gy V,=t-m=Jaxbl@axb) ¢ a

Megjegyzés:
1.Ha a, b, ¢ balrendszert alkotnak, akkor

a = -
abe = -V,
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a)

(e
M

o
o
|

2 e abxg
Ha a, b, ¢ nem egysikuak, akkor az 1. tulajdonség, ha
egysikuak, ‘akkor a 4. tulajdons g kovetkezménye, m

abgc = cab = bca

baec = cba = ach & abgc¢c = -bacg

Ugyanis a definicié és 2. alapjan:

abe = @xbe¢ = c@xb = ¢cab és

cab = x3b = b(x?a = bca.an

Az abe vegyesszorzat akkor és csak aklkor nulla, ha a hi-
rom tényezd egysiku.

Bizonyitéds:

Ilegyen &, b, ¢ egysiku.

Ha oly médon egysikuak, hogy van kbzditik nullvektor, akkor a b ¢
Ha allb, akkor axb =0 é&s ebbdl kivetkezik, hogy a b c =0,
Végiil ha altb, akkor a és b kifeszitenek egy sikot, amellyei
c a feltétel szerint pirhuzamos és ezért

claxb = f@xbec=0

b) Iegyen 2 b c =0
Az axb és c skaldris szorzata csak akkor nulla, ha valamelyik
tényez& nullvektor, vagy claxb., Ha e¢=0 vagy axbh-=
a b c valéban egysikuak,

Ha claxb, akkor c | az a és b vektor sikjaval.

Ezzel élhtésunk mindkét részét 1gazoltuk s

Reciprok vektorhirmas

MAar korébban beldttuk, hogy ha a, b, ¢ nem komplaniris vek-

P

torok, akkor tetszOleges d vektor egyertelmuen eloallithaté linedris
kombinécidjuklként:

d

= A a+rNb+Ne

M
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Most a vegyesszorzat felhasznidlisédval meghatirozzuk a felbontds-
ban szerepld ’/\1, 7\2, 7\3 egyiitthatokat,

(1) mindkét oldaldt megszorozva rendre 2 b xc, ¢xa axb
vektorral a kbvetkez8 egyenleteket nyerjiik:

dbec = A 2be @
dea = A, bea 3)
dab = A;cab 4)

(2), (3) és (4)-bdl a vegyesszorzatra vonatkozé 3. tulajdonsigot
felhasznélva és a b ¢ # 0-val osziva, a kivetkez$ formulék adédnak
az egyiitthatokra:

([=3
1=
[
8
{o.
|©
0
=2
e

MTinet MTEpet M T The
Megjegyzés:
A bxc cxa axb
abc’' abec' abe

vektorokat szokds az 3, b, ¢ vektorok reciprok vektorhirmasd-
nak nevezni.

4.7. Feladatok

1. Melyek azok az 2, b, ¢ egységvektorok, amelyek kielégitik
a kivetk:z8 egyenldséget?

@-a.b = b-9a

b2

Mutassa meg, hogy ha

és
, akkor

I® & |®
1o
e 1=

L]

T
'
1o
4
®,

3. Mutassa meg, hogy barmely a, b, ¢ vektorhdrmas esetén
fenndll az

|ab el <|aliblic]

egyenloség.
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4. Mely a, b és ¢ vektorok elégitik ki a kivetkez8 egyenlGsé-

puad |
get?
2) @xbxe =0
b) @xb e =0

5. A VEKTOR KOORDINATAS ALAKJA

Az a felismerés, hogy hdrom lineérisan fiiggetlen vektor linedris
kombindcicjaként a tér barmely vektora egyértelmiien el&éllithats, le-
het&vé teszi, hogy a vektorokat rendezett szimhéarmasokkal jellemez~
zilk és ezéltal a vektormiiveleteket geometriai eszkszsk nélkil is elyé~
gezhessiik,

5.1, Definicié
1 8o 33 egy linefrisan fliggetlen vektorhirmas,
amellyel a tér tetszlleges x vektora elB4llithaté

Legyen e

X=3% 8 *+X,8e, +X; e, alakban.

Az, Xys Xg, Xq rendezett szdmhirmast az x vektor gl, 22’

4 bézisvekiorokra wvonatkozd koordinitdinak nevezziik, Mivel kiilonbé-
z0 bézisvektorok esetén ugyanannak a vektornak kiilsnbszéek a koordi-
nétéi, régzitjlik a bazisvektorokat.

A miiveletek végzése akkor a legegyszeribb, ha bizisvektoroknak
speciélisan péronként egymésra meré&leges egységvektorokat vilasztunk,

Legyen i, j, k péronként egymésra merSleges, jobbrendszert
alkotd egységvektorrendszer. A tovibbiakban, ha egy vektor koordini-
tair6l beszélink, a 19, dbrén is l4thaté i, j, k bézisvektorokra vo-
natkoztatjuk azokat,

19. dbra
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K&t koordinstds alakban adott vektor akkor és csak akkor azonos,
ha megfeleld koordin4tii azonosak.

a) Ha két vektor koordinitii ugyanabban a bizisban azonosak, ak-
kor trividlis, hogy a két vektor azonos.

b} Ha

2’. = a11+a2.l.+a3l.£’

il=ul_1_---b2_]_+b3k és a=>b,
alckor

(a1 —bl)_1‘_+(a2—b2)j_ + (a3-b3)1_<_=g,

ami i, j, k linedris fliggetlensége miatt csak ugy teljesiilhet, hogy

2 = b,
29 = Py
a = .
g = by =

5,3, Tételek
Miiveletek koordindtikkal adott vektorokkal:

1, Osszeadds és kivonés

legyen
a = a1_1_+a21+asg:_

és
b = b1i+b2}.+b31£
Az Ssszeadds miiveleti tulajdonséigait felhasznélva:
a+bh = (@ +b)i+(@, +b)j+ @, +h)k,
a-b = (8 -b)itf@ ~b)j+(@;-b)k. m
2, Szorzis skalarral
legyen
a = ali+a2j_+a3 k,

akkor
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¢c.a = cal__i_+ca2j_+ca35

a skaldrral szorzds disztributivitdsa alapjén. ®

3. Skalédris szorzas

Legyen
a = a1i+azl+a35
b = b1i+bzl+b3l£:
akltor
3.g=a1b1+a2b2+a3b3
Bizonyitas:
i'.j_=.i_-5=.j..l_{.=0 (1),

mert a bazisvektorok paronként meré&legesek egymisra és
i-i=]-j=k-k=1 @),

mert egység abszolutértéki bézisvektorokat véalasztottunk, Felhasznilva
{1)-et, (2)-t és a skaldris szorzds mliveleti azonoss4gait, kovetkezik
az 4dllitds, m

4, Vektor abszolut értéke 9
A skaldris szorzis definiciéja alapjén: a.a=1al és igy

|a|—Vaa —Vaz + a2+a2
=== 1% 2 3

A skaldris szorzis felhasznilisdval az egységvektorok koordind-
tainak egy geometriai jelentését mutatjuk meg:

Legyen

g=e11_+e21+e35 ésfe| =1,
g-_i=eos(§_,_y{=e1,

e-j = cos (g, j){= €,y és
e_.5=cos(g,l_<)i=e3.

A bézisvektorokkal alkotott szdgek koszinuszait a vektor irdnykoszinu-
szainak nevezziik.
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5. Vektoriflis szorzés
Eldszér a bazisvektorok vektoridlis szorzatait vizsgéljuk:

i=171x] = kx

jo

3 1)

k
kxi=j

ix

ixj=k Jjxk=ji
a vektoridlis szorzéds definiciGja alapjin.

(1) és a vektoridlis szorzfs miiveleti azonossdgainak felhaszn4-
lasaval:

axb

(ali+a2j_+a3l_:)x(b1_i_+b2j_+b31_<) =

(a2b3—a3 bz)i+(::13 b1 —a;1 b3)l+

+

(al l:.2 - az bl) k..

A koordindtdk felirdsit segiti el a kiovetkezd séma

ij k |
axb = a &, a, |=
bl bz hd
a, 33 a; a3 a, a,
= i- o+ k,
l02 b3 bl b3 b1 b2

ahol a szerepl8 szimnégyesekhez rendre az

a2 b3 - b2 a3, a1 b3 - a3 bl a1 b2 - ::12 b1 szfimokat rendeljiik,

6. Vegyesszorzat
abe = @xbe
3. és 5. alapjan:

abe = (2, b

5 " 2 b2)>c1 + (a3 bl -a b3) c, +

2
+ (a1 b2 - a2 bl) c3,
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vagy az elSbbi séma felhaszndldsaval:

01 02 c3
abe =23 a a
by b, b,

Megjegyzés:
Az 5, és 6, alatt hasznilt elemséméval - métrix - és a
fenti médon hozzdrendelt szorzstbsszeggel - determinfng - a ké-

s0bbi fejezetekben részletesen foglalkozunk, itt csak a koordin-
tdk konnyebb megjegyzése miatt haszndltuk,

6. A TER ANALITIKUS GEOMETRIAJA

A kozépiskoldban tanult analitikus (koordinita) geometria kereté-
ben egy koordindtarendszer rigzitése utdn a sik pontjait vektorokkal
jellemezték. Ezzel az eszkozzel méd nyilt sikgirbék egyenleteinek meg-
hatdrozdséra és kiilsnb5z8 mértani helyek algebrai eszkézokkel torténd
megkeresésére,

Ehhez hasonléan felhasznédljuk a térvektorokat arra, hogy veliik a
tér pontjait jellemezziik, majd a sikbeli problémikhoz hasonléakat old-
junk meg segitséglikkel a térben.

6.1. Definicié

A tér egy rogzitett 0 pontjdhol (origé) a tér egy tetsz8leges P

pontjdba mutaté r = OP vektort a P pont helyvektordnak nevezziik,

A tér pontjai és az 0 pontbdl kiindulé helyvektorok kozétt kil-
esondsen egyértelmii a megfeleltetés. Ha az 0 ponton kiviil hdrom b4~
zisvektort is rogzitlink, akkor a tér pontjai és a rendezett szfmhirma-
sok kizott is egy kilestnbsen egyértelmii reldcidt létesitettiink,

6.2, Definicid

Az r helyvekior koordinitdit nevezzilk a P pont koordindtsinak
{20, 4bra). '
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20, adbra

6.3. Két pont tivolsiga

Legyen

=X i+ y,1+z k a Pl pont helyvektora, és

L, =X, i+y,j+z, k a P2 pont helyvektora, Ekkor

P P = = i j )
. 1 P2 = Ey 75 =& - X)) 140, - y)i+,-z)k
]

— 2 2 2

1Py Byl = \[("2 B U S B U o Bl U
(1. 21, sbra)

£

L1y

el

21, dbra

6.4, Epy szakaszt adott ardnyban osztdé pont helyvektora

— —_—
]PlQI:IQP2|=m:q

(gq-gl)n=(£_2-gq)m és innen
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22, dbra
Specidlisan a P, P, szakaszt felezS pont r helyvektora:
- ]
= 2

6.5. Egyenes egyenlete

Az egyenes helyzetét egy pontja és egy az egyenessel parhuzamos
vektor, un, irdnyvektor (jele: v, 23. dbra), egyértelmiien meghatdroz-
za. Keresiink egy olyan egyenletet, amelyet az egyenes tetszfleges P
pontjdnak r helyvelktora kielégit, de mé4s pontok helyvektorai nem
elégitik azt Id.

Mivel * - ¢ |iv,
LI A
r -r = t.v,
r-x ¥y
r=r +tt-y ( tetszfleges valés szim) 1)

Az (1) egyenlet az egyenes paraméteres vektoregyenlete.
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Felhasznilva, hogy két vektor - régzitett bazisban - aldkor és
csak akkor egyenld, ha megfelel8 koordinitdi egyenlSek, az

[r

= i H = i j k é
xi+yj+zk; 50 xol+yol+zo— s

v=vi+v,i+v k

jelsléssel kapjuk az egyenes paraméteres egyenletrendszerét

X=X +v, t
[} 1
Y=y, tV,t 9]
z=z0+v3t
Megjegyzés:

1. (2-bdl kikiiszobtlhetS a t paraméter. Ha az irdnyvek-
tor ‘egyik koordinitdja sem nulla, vagyis az egyenes nem pérhu-
zamos egyik koordinitasikkal sem, akkor az

= = S egyenleirendszert nyerjiik,

2, Az ¢ - r iy feltétel a vektoridlis szorzat segitségé-

vel is megfogalmazhat6, &s akkor az egyenes egyenletének egy
ritkdbban hasznilt alakjéhoz jutunk:

C-r)xe=0 3)

3. Természetesen az egyenes térbeli helyzetét sok mé4s
adatpar is meghatérozza. Nem kivénjuk itt a gyakoribb eseteket
sem térgyalni, kitiizzilk feladatként az olvasé sz&mdébra,

6.6, Sik egyenlete

A sik térbeli helyzetét meghatdrozza példdul egy P0 pontja és

egy, 2 sikra merdleges n vektor - neve: a sik normilvektora - A sik
tetszGleges P pontjdnak r helyvektora kielégiti az

€-r)-n=0 @

egyenletet, mivel r - r, L n. Méds pontok viszont nem elégitik ki (1)-

et, mert ha P nincs rajta az S sikon, akkor r - r, nem mers-
leges n-re, Tehat (1) az S sik egyenlete.
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24, dbra

A sik egyenletének koordinitds alakja

Legyen
r=xi+y]j+zk;
£0=xol+yol+zol£ és
rl=n1_i+n2j_+n3l_c_
akkor (1)-b&l
(x—xo) n1 + (y-yo) n2 + (z-zo) n3 =0 (2)

adadik.

A sik egyenletének Hesse-féle normélalakia

Ehhez az egyenletalakhoz ugy jutunk, hogy egységabszolutértékii
normilvektorral irjuk fel (1)-et, :

©-r)-n,=0 . : (3)

(3) igen alkalmas fetszdleges P pont siktél mért tdvolsdgdnak megha-

tArozésdra. Ugyanis az (r -~ r ) n_ szorzat - az r ~r_ vektor vetii-
- =o' e )

lete n -re-a P pont d elfjeles tavolsagdt adja az S siktdl

(. 25, dbra)

Hirom pont altal meghatdrozott sik egyenlete

Ha ismerjik az S sik P L.‘Pg' _P3 _nem egy egyenesen fekvd

pontjanak helyvektorit, meghatérozhatunk egy normélvektort

n = (5, - L)X (g, - L)
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mdédon, és felirhatjuk S egyenletét (1) alakban, de felhaszndlhatjuk a
kivetkezd sikegyenlet-alakot is.

________ P
d S
e i/";h L
17
0
25. abra

A sik kétparaméferes vektoregyenleie

legyen adott az S sik egy P0 pontjinak r helyvektora és

két, az S sikkal pirhuzamos vektor u és v (@ ffv). Az S sik
tetszGleges P pontjdnsk r helyvektora a fenti adatokkal

r=ro+ttn+t, v
alakban irhaté, ahol a t és £, paraméterek tetszdleges valés széa-
mok,

Bizonyités:
Az S sik két nem pirbhuzamos u és v vektora segitségével

a sik bédrmely vektora, igy az r - r vektor is linedris kombindcis-
. 211 . : = o
ként elodllithats, vagyis

Lo = uthv,
amint 4llitottuk. =

Az elbbbhiekben targyalt apparidtus - sik és egyenes egyenletek -
valamint a vektormiiveletek alkalmazdsaval sikckra és egyenesekre vo-
natkoz6 metszési-, tdvolsag-,tikrozési - feladatok analitikus megoldisa
is lehetévé vilt, Nem kivanjuk a fenti feladattipusokat részletesen tar-
gyalni, csupin néhdny alapfeladat megoldisat ismertetjiik.

1. Hirom sik kdzds pontjanak meghatirozisa:
Megoldjuk a sikok egyenleteib8l 4ll6 egyenletrendszert.
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2, Két sik metszésvonala egyenletének felirdsa:
Az epgyenes irdnyvektora a sikok normalisainak vektorislis
szorzata, Az egyenes egy pontjdnak koordindtiit a sikok egyen-
leteib6l 4116 egyenletrendszer egy megoldédsa adja.

3. Két parhuzamos egyenes tdvolsiga (d)

— ety

v
d= |P. P, - (P P, —2
Yol

2
1,1

7. HOMOGEN LINEARIS
VEKTOR-TRANSZFORMACIOK (TENZOROK)

Tekintsiik a kivetkezd vektor-transzforméciét: a tér minden vek-

tordnak hosszit kétszeresére noveljiik. Ez a T transzformécié a tér
tetszlleges v vektorshoz a 2y  vektort rendeli, més széval: v ké-

pe 2 v.

Jelben: Ty =2V

Milyen tulajdonségokkal rendelkezik ez a transzformécié (mas széval

leképezés) ?
1. Ket vektor &sszegének a képe megegyezik a képek Gsszegével.
Ugyanis

2(‘_1_1 +22)=2g_1+212

2. Egy vektor skalirszorosdnak a képe megegyezik a2 vektor képé-
nek skaldrszorosaval. Ugyanis:

2ecv=ec2y
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7.1. Definicié

Homogén linedris transzformdciénak vagy homogén linedris lekép-
zésnek, vagy linedris operétornak, réviden tenzornak neveziink minden
olyan T  hozzéirendelési utasitdst, amely vektorhoz vektort rendel, és
rendelkezik a kivetkezd két tulajdonssggal:

1-T(‘L1 +12)=T11+T12

2. Tcv=cTyv
Megiegyzés:

Vegylik észre, hogy a tenzor egy vektorhalmazon értelme-
zett vektorértékii fliggvény, amely az 1, és 2. tulajdonsfgokkal
rendelkezik,

7.2, Tétel
Ha ismerjik a bdzisvektorok képeit, ismerjilk a tér &sszes vek-

tordnak a képét.

Bizonyitds:

Iegyenek a bézisvektorol: €, €, &, &8 képeik
Te =2
Te, =b,
Te, =c.
Ekkor tetszdleges
\L:xgl +y¢12»+1,<3_3 képe:
Tv=xa+tylb . z¢ @)

felhaszndlva az 1. és 2, tulajdonségot.

Ha az a, b, ¢ vektort a rdgzitett e ., e, e bazisbeli koor-

dindtaival adjuk meg; s
Te =a=2a 6, +a_e€_. +a_e
8 TRT A & Ay e, ray gy
Te,=b=b g thye, rd, e ' @)
Tegme=c e royeytoge,,

akkor v transzformiltja az 2 S0 &y hézishan {1} és (2) felhasz-

. nélisdval a kdvetkez&képpen irhats fel:
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Ty;—(xa1+yb +zcl)g1+
+ (x a2+yb cz)g2 {3)
+(x a +yb +zc)e

3 3

dol latszik, hogy ha rogzitjiik a bédzist, a tenzort-egyértelmiien
jellemzik a bizisvektorok képeinek koordinitdi, A bézisvektorok transz-
formaéltjainak (2) alatti koordinétéit egy tébldzatba szoktdk sszefoglal-

ni oly médon, hogy T koordinatiit helyez1k el a tablézat elst osz -
lopéban.

1 1 1
T = a, b2 Cy (2")
8 by ¢4

Ezt a 3 sorbél és 3 oszlophdl 4ll6 elem-elrendezést 3x3-as négy-
zetes méatrixnak nevezziik. (A fogalommal részletesebben kiilon fejezet
foglalkozikl) Jele: T =

7.3. Definicid

A T mitrixot a T tenzor e_, , € bazisbeli matrixdnak
& % &y
nevezzik.
A métrix irdsméddal konnyen megjegyezhetévé vialik (3) is. Irjuk
a T v vektor koordindtéit egy oszlopba és tegyiilk zédrgjelbe, ezzel
jeldlve, hogy egy vektor hfrom koordinitijarsl van szé.,
X a1 +y b1 + 3 ¢

Ty = xa2+-yb2+zc2 3")

X aé +y b2 + Z c3
Hasonléan .a v vektor koordin4téit:

X
y alakban irva
Z

értelmezzik a T métrix és v vektor szorzatdt ugy, hogy az
eredmény (3’) legyen, vagyis

alblc1 ('x xa1+yb1+zc-1
azbzcg --\_',r_=3\{a2+yb2+zc2
a3 b3»c3 . ‘!z X a3+yb3 +'z.c:3
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Figyeljiik meg, hogy 2 szorzat-vektor elemei ugy keletheznek,
hogy a szorzandé métrix megfelel§ sorainak szdmhdrmasait, mint egy
vektor hirom koordinftdjit fekintve, képezziik a skaldris szorzatit ag
(x) koordinatdju v vektorral,

¥y
z

Igy a T transzformacié valamely bédzisbeli matrixit ismerve,
tetszleges v e bézisbeli koordinitdkkal adott vektornak a transz-
formAéltjat igen egyszeriien meghatirozhatjuk,

Lissunk egy-két példit fentiekre.

7.4. Példik

1. Tekintsiik az {x y] koordinstasik belyvektorainak az origé
koriil torténd 45°-o0s F elforgatésat.

Geometriai ismereteink alapjin nyilvdnvald, hogy az Ssszeg el-
forgatottja megegyezik a komponensek elforgatottjainak az tsszegével
és egy vektor megnyujtisa és forgatdsa sorrendben feleserélhetlk,

E két tulajdonsédg éppen azt jelenti, hogy az F transzformdécié tenzor.

Régzitsiik az i, j bézisvekiorrendszert és irjuk fel az F ten-
zor métrixat e bézisban. Mint lattuk, akkor csak az i és a j vek-
tor képét kell meghatiroznunk:

ri= T it 4
Fi= "'—VE—_— —i.+ V’?'-j-
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Tetszbleges v = x i +y j vektor transzforméltjdnak koordind-
tdi az 1, j bédzisban a kdvetkezdk

L L\ /X S S A
Ve V2 vz /2
- A 1 ¥ S A

V2 V2 vy /2

2, Vizsgiljuk a tér helyvektorainak az [xy] sikra torténd vetité-
sét. Ez a V vektortranszformaci6é is homogén és linedris, tehét ten-
zor,

Irjuk fel 2 V tenzor métrixat, ha i, j, k a bazisvektorok.

i 0 0
V= 0 1 0
0 0 0

Egy bomogén linedris transzformicié vizsgilata sordn felmeriil 2
kérdés, hogy van-e olyan vektor, amelyhez a transzform#cid egy az
eredeti vekiorral parhuzamos képvektort rendel hozz4.

7.5. Definjecid
Ha a2 T tenzor az s # 0 vektort vele pirhuzamos vektorba
viszi 4t
Ts = AS,

akkor az s vektort a tenzor sajétvektorsnak, a A skalart a tenzor
sajatértékének nevezziik,

7.6. Példa

Tegyen T az XY koordindtasik helyvektorainak az els& szig-
felezdre torténd tilkrézése, majd kétszeresre nyujtdsa. Mivel a vekto-
rok Osszeaddsa, ill. skaldrral szorzdsa sorrendben feleserélhetd a
tiikrozés és nyujtis transzforméciéval, T tenzor.

A tenzor métrixa az i, j koordindtarendszerben a kivetkez&:

(2 7)

Van-e a tenzornak sajitvektora? Geometriai meggondolds alapjén
minden olyan vektor, amelynek arkusza 45°, 135°, 225°, vagy 315° sa-

I3
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jatvektor és csak ezeknek a vektoroknak a képe pirhuzamos az eredeti
vektorral, Minden sajétvektor a A= 2, vagy a A= -2 sajitértékhez
tartozik, mivel 2 transzformécié minden vektort kétszeresére nyujt.

A sajitértékek és sajéivektorok elvi probléméi és megkeresésiik
médszere geometriai meggondolisok nélkill a linedris transzformécick
dltaldnosabb tdrgyaldssnidl a 8. fejezetben kerlil tdrgyaldsra, Annyit
azonban mér itt megemlitiink, hogy a probléma megolddsa lényegében

olyan A keresése, amely mellett a T s = As egyenletnek van
s # 0 megolddsa, Ezt részletesebben irva, kapjuk a
0 2 S 7\51
= egyenletet,
2 0 s, 7\82

és a szorzist elvégezve, a

»2 s2 = '/\s

231 = '}\s

1
2

egyenletrendszert, Az egyenleirendszer egyszeriisége miatt kénnyen
lathaté, hogy s # 0 megolddsa akkor és csak akkor van, ha A= 2

vagy A = -2 és minden olyan s megoldds, amelynek-az:- L koor = +- -

dindtarendszerbeli koordindtdi abszolutértékben azonosak, Tehét a T
tenzornak két sajitértéke van:

ﬁ1=2 és ’)\2=-z.

A 7\1—hez tartoz6 sajitvektorok mind

1
s, = c( ) alakuak,

a 7\2—h6z tartozd sajdtvektorok

1
s_2 = d( ) alakuak, ahol

1
¢ és d tetszdleges valés szimok.

1 i
Az 1) és az (_1) vektor két linesrisan fiiggetlen sajdtvektor.

Vilasszuk ezeket bazisvektoroknak, akkor a T tenzor mé.trika a
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diagondl métrix lesz.

7.7. Tétel

Ha egy homogén Hnedris térvektor transzformécidénak van hdrom
sikvektor transzforméciénak két linedrisan fiiggetlen sajétvektora, ak-
kor ezeket vélasztva bézisnak, a tenzor métrixa diagondlmitrix lesz.

A miétrix f8atljsban levd elemek a sajitértékek:

3

7\1 0 0
0 ’]\2 o s 7\1 0
0 0 ?\3 0 ’/\2

A tétel allitdsa - mint ahogy ezt a példdban részleteztik - a fo-
galmak kozvetlen kovetkezménye. u

7.8. Feladatok

1. Mutassa meg, hogy a T homogén linedris transzformibcisd
nullvektorhoz nullvektort rendel.
2. Legyen T egy homogén linedris transzformécio,

T a=a,
T b=b,
T 9_=9_1’

az b,, ¢, vektorok linedrisan fiiggetlenek. Lehet-e 2 fentiekbdl

8%y
egyértelmiien kovetkeztetni az a, b, ¢ vektorok linedris fliggetlensé-
gére vapy Osszefiiggl voltéra?
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Il. KOMPLEX SZAMOK ALGEBRAJA

1. A KOMPLEX SZAM FOGALMA, MOVELETEK

Az el8z8 fejezetben érielmezett vektormiiveletek kozill 2 szorzés-
miiveletek - skaldris és vektoridlis egyardnt - bar j6l hasznilhaték
voltak, ttbb, a valés szdmok szorzésmiiveleténél megszokott tulajdon-
sédggal nem rendelkeztek, tSbbek kozstt nem tették lehetlvé osztds ér-
telmezését a vektorok kozdtt. Ebben a fejezetben ugy fogunk miivelete -
ket definidlni a sikvektorok halmazfn, hogy a szorzds invertdlhatd mii-
veletté valjék, Eziltal a sikvekiorok az elbbbi fejezetben értelmezett
Osszeaddssal, skaldrral szorzissal és az uj szorzismiivelettel testet
alkotnak, amelyet komplex szimtestnek, elemeit pedig komplex szamok-
nak nevezzlik, A komplex szédmok j6l haszndlhaték a fizikdban, f8ként
az elekiromossigtanban, de fontos szerepet jitszanak az algebrai egyen-
letek megoldasdban is, .

Tekintsilk egy sik Osszes vektorait. Ezt a sikot a tovébbiakban
komplex szfmsilmalk fogjuk nevezni. Riégzitsiink egy derékszdgii koordi-
nétarendszert a sikon, és az egységnyi abszolutértékii bazisvektorokat
az eddigiektSl eltérfen jelsljlik 1-gyel, ill. j-vel, a vektorokat aldhuzis
nélkiili betiikkel, Igy minden vektorhoz kélecstndsen egyértelmiien hozzd-
rendelhet6 1 és j egy linedris kombindcigja:

z=x-1+y"]j,

vagy rovidebben:

Z =X + yj
[y
1
I
Z |
E Y
J i
7 ) ~
X
28. dbra
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1.1. Definicié

Komplex szémoknak nevezziik a sikvektorokat, ha kizottllk a k-
vetkezd miiveleteket drtelmezzitk:

osszeaddst, kivonést és valés szdmmal szorzédst ugy, mint ahogy
azt vektoralgebriban definidltuk (I.2.), szorzést pedig 2 vektoralgebri-

t6l eltérd kovetkezd modon:

A z komplex szim z,

jik azt a z_ komplex szémot, amelynek abszolut értéke (a vektor
hossza)

komplex sz&émmal vald szorzatin ért-

jz = |z, |z

31 1! 2|

és amelynek az arkusza (az X f{engely pozitiv irdnyédval bezért elfje-
les szoge)

arc z, = arc z, + arc 2
3 1 2

Elnevezések, jelolések, megjegyzések

Mivel minden valés szfm az "1" vektornak konstansszorosaként
megkaphaté, a komplex szfmok halmaza tartalmaszza a valés szamokat.

A j-t képzetes (imagindrius) egységnek nevezziik, a ¢j alaku
komplex szimokat (¢ valdés szém) tiszta képzetes szédmoknak nevezziik
és ennek megfelelSen az X tengelyt valés (redlis), az Y tengelyt
képzetes (imaginirius) tengelynek nevezziik,

]
. z |
J Y
LV___J X
X
29, &bra

A z komplex szdm x +yj alakjit algebrai alaknak, x-et a
szam valés részének, y-t a szdm képzetes részének nevezziik., Az
x=Jzjcos P & y =1z|sin Y egyenldségek felhasznsldsaval nyerjiik
a komplex szém trigonometrikus alakjst:
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z= |z| (cos@ +jsin®), ahol P = arcz.

Megjegyezzilk, hogy amig a komplex szim valés és képzetes ré-
sze és abszolutértéke is egyértelmiien meghatirozott, arcz nem egyér-
telmii, mivel @+ 2 kT k=10, +1, ... esetén szintén arkusza z-
nek és nyilvdnvald, hogy a z = 0 komplex szdmnak nincs egyértel-
miien meghatérozott arkusza,

1.2, Tétel

Az Usszeadds, kivonis és valés szémmal szorzds miiveletek
tulajdonsdgai
Tegyenek 1z, =z

c, valds szédmok., A

1 2o % tetszdleges komplex szdmok, c, ¢ és

(z1 +z2) +z3 =7 + (z2 +z3)
c1 . (cz Z) = (c1 . c2) z

(c +c2)z=c Z+e, 2

1

c(z1 +z2)— 1 2

azonosségok fennslldsa, a miiveletek azonos definiciéja miatt kivetkez -
ménye a vektoralgebra hasonlé miiveleti tulajdonssgainak, ®

A komplex szimok sszegének kiillonbségének és valds szdmszoro-
sdnak meghatirozdsa algebrai alakban igen egyszerii (1. vektorok sz~
szeaddsa és kivondsa koordindtds alakban), Ha

Z) =X +y ]

Z2 = X2 + yz J
és ¢ valds szdm, akkor

B 22y = (4 EX) Y] 2V ]

¢z =cx tey j.
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1.3. Tételek

A szorzis miivelet tulajdonsbgai
1. A szorzis kommutativ:

T BT
ugyanis

Iz =zl =zl - dapl=lzy| - J2] =]z, « o
és

I

. = a =
arc (z1 z2) arc z; + arc z, arc z, + arc Z

= arc (zz . Zl)' .
2. A szorzis asszociativ:
(B " Z) t 2y =2 ¢+ (zy + 29

Az olvasé a definici6 alapjén konnyen igazolhatja. =
3. A szorzéds disztributiv:

(z1+zz)- Zy =2y ¢ 23+z2'23

Mivel a valés szédmmal valé szorzis definicidja és igy tulajdon-

séigai ugyanazok mint a vektoralgebréban, ezért elég [z3! =1 esetére
bizonyitanunk 3-at.

30. 4bra
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Ha Iz3l= 1, akkor a Zg komplex szdmmal valé szorzds a
szorzandé vektor (F = arc z3—ma1 torténd elforgatisst eredményezi, és
igy

z=(z1+zz)-z3 es z=zl-z3+z2-z3,

mint 4llitottuk (1. 30, dbrét). m
A komplex szlmok kirében fennill, - a valds szimokkal egyezés-
ben és a vektoralgebratsl eltérden - hogy

1.4, Tétel

akkor és c¢sak akkor &ll fenn, ha legaldbb az egyik tényezd nulla,
Bizonyités:
a) Ha Izll =0 v . |z2| = 0, akkor
2[= 0=>zl.zz=0.
b) ha z, . z, =0, akkor |z, . z| =]z1[-i22[= 0, tehdt

z, és Zy koziil legaldbb az egyik nulla, g

!le . Iz2|= 0:@]21 . oz

A szorzis inverze, az osziis

Ha z, # 0, akkor értelmezhetd

. Zl
— a szokott médon, a
P4
2
z
1, Py
= ' z_ = z, egyenlOséggel.
z, 2 1

‘A szorzis definiciGja alapjéan:

z
1
a —_ + =
rcz arcz2 amz1
2
és
z
1
| dml=lm
z2 2 1
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Ezekb6l

5]

1
are - z = arec Zl - arc Z2
2
és
"z Iz. l
P
Zg | Zo]

A miiveletek elvégzését kinnyiti a kivetkezS fogalom.

1.5, Definicid

A z komplex szim konjugiltjn - jele z - értjiik a
lzl = |z,
arc z = - arcz

tulajdonsdgokkal rendelkez8 komplex szamot.

Im,

NI

A konjugilt algebrai alakja

legyen z =x +y]j. _
Megmutatjuk, hogy akkor z =x -y j.

Ugyanis a
Re z = izl cos arcz
Imz = |zl sin arcz

Osszefiiggések felhasznédldsdval, a definicié alapjin

Re z

Imz

lz| cos (- arez) = x
|z| sin (- arez) = -y

il

i

addédik, mint 4llitottuk.
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Megjegyzés:
A z vektor a z vektor valés tengelyre vonatkozé tiiksr-
képe,

A fenti definicié kivetkezménye, hogy
zZ.z = Izlz

A szorzés €s osztds trigonometrikus alakban végezhetd el egysze-
ribben, kozvetlenlil a definicié alapjdn, de algebrai alakban sem igé-
nyel sok szidmoldst. Ez utdbbirél szélunk részletesebben;

Legyen

Z = %+,
Bg T Xy FVy

Figyelembe véve a szorzés disztributivitisédt és a definicié alap-
jdn ad6dé j« j = -1 egyenl8séget

(arc (- ) = —JZ'T— + i;'"— =T, ieil=lil-13]=1,

Zy c 2z, = (x1 X, =¥ yz) +j (x1 Yo + ¥y 'xz) adoédik.

z
A -;-1— hényadost a ktvetkezSképpen adhatjuk meg algebrai alak-
ban, a 2

_Z_]; _2_ Z]-»o Zz
Zy Zg [zzlz

egyenlség felhasznildssval:

by + 3,0 & - 3,0 i W TN U T T/ Bk Ut T

2, 2 = 2, 2 oy 2
X ¥y *s ¥y X g

Mivel a kettOnél ttbb tényez8s szorzds értelmes, definislhatjuk
az egész kitevljii hatvényozédst és annak inverzeként a gyskvondst,

1.6. Definici6
Egy z komplex szim n-edik hatvénydn (n természetes szfm) a
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Z = 7 s % ... 2 szorzatot értjiik.

A szorzis definici6jdbol kivetkezik, hogy ha

z r {cos Y+ jsinY), akkor

28 = (cosn@+jsinn@y.
Megjegvzés:
Ha =z # 0, akkor definislhaté z , a
-n 1
z =
n
Z

egyenliGséggel, mint a valés szamok kdrében.

A kovetkez8kben megmutatjuk, hogy a hatvanyozas invertilhats
miivelet,

1,7. Definicib
Egy z komplex szdm n-edik gybkén (n természetes szdm) az

n
olyan /" szémokat értjilk, amelyekre fennill, hogy

n n
\# Z =z .
Megmutatjuk, hogy tetszdleges z-nek van n-edik gyske, sét tobb is.

1,8, Tétel

A z=r (cos P+ jsin@P) komplex szémnak n darab kiilsnbsz8
n-edik gycke van és ezek

n n . 0
e (sﬁ’f_kcu‘_ ) sin +ik“> "

{(k = 0,1,...,n-1) alakban el&allithatsk.

Bizoanyitas;

a) Elészor megmutatjuk, hogy (1} n-edik hatvinya barmely egész
k esetén z,
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n n
(\/z_) =rfcos (P+2kT) +jsin (P+2kT)]=r (cos ¥ +
+j sin®) = z.
b) Ha k helyébe 0-tdl (n-1)-ig helyettesitjilk az egész szamokat,
a kapott gyokok mind kiilsnbszlek, ugyanis abszolut értéleik ugyan azo-

nosak; de arkuszaik kiilonbSz8ek és nem 297 vagy ennek tbbszérosé-
ben kiilénbsznek,

n
Az \/ 7z é&rtékek arkuszai:

_(E_ QPiroT Pyio gn—lﬂr
n

] Y s
n n

c) Még meg kell mutatni, hogy a felsoroltaktsl kiilonbdz6 érték
nines., Az nyilvdnvalé - a szorzis definiciSja miatt - hogy ‘n/ 5 csak

q G-
I\l/—; (cos _CP_+_2n_k__Jl_ + ] sin —M—) alaku lehet, &s mivel az ab-

szolutértékek azonosak, elég az arkuszokat vizsgéilni.

“P + 2 klﬁr
= L1 >
Iegyen arc z - ahol kl_n. Elosztva kl—et
n-nel kl =h - n+m alakban irhaté, ahol h, m egész és 0S<m<n.

2 - ar
gy arcz, = —;E +2 hi + _._I;?L és z megegyezik a —ﬁ—g—ﬁl—

arkuszu, a felsoroltak kizott szereplé komplex szimmal,

Megjegyzés:
n
1. Egy =z komplex sz4m n-edik gyskei egy V/ [z| sugaru korbe
irt szabalyos n-szdget hatdroznak meg.
2. A komplex szdmok kirében a gydkvonds - mint lattuk - kor-
litlanul elvégezhetd.
Igy a valés szdmkor kibdvitése azzal a haszonnal is jér,
hogy a komplex szdmktrben negativ valés szdmnak is van paros
kitevjii gyske.

Egységgyokok

n
V1 értékeit n-edik egység-gyskoknek nevezzikk, n €N

n 2 ar G
\/'1_=cos 11:” +j sin 2:“ k = 0,1,...,n-1).




Az n-edik egységgytkik kozbtt mindig szerepel az 1, igy mivel
a gyokok szabdlyos n-szoget alkotnak, minden nem valés egységgyok
konjugéltja is egységgyok.

Példaként hatdrozzuk meg a harmadik egységgyskiket.

2 kT G
3\/—1_-:008 g” +j sin 213”'; k =0,1,2

2T 29

i . . . _\/3_
zl-l,zz—co 3 +j sin 3 2+_]——-2,
aq N 1 . V3
z3—cos 3+]sm3 ——2—]2.
A példdban
2 . és
g T %
3-z
By T 07

Felmeriil a kérdés, hogy igaz-e 4ltaldban, hogy van az egység-
gyokok kozott olyan, amelynek hatvanyaiként a tobbiek felirhatok.
A viélasz: van ilyen egységgysk, a

cos 29 . sin 29 .
2p = T+ — ilyen, ugyanis

hatvanyaként bdrmely

cosZk’JT+, sin 2 k

K o j o felirhaté:

k
B T % alakban,

A komplex szdm exponenciilis alakja

Az egyviltozds valésfiiggvények korében megismertiik az

fx) = e
exponenciilis fiiggvényt.

Most kiterjesztjiik értelmezési tartomanyét a tiszta imaginédrius
szamokra, majd annak felhasznildsdval megismerjiik a komplex szdm
egy ujabb, jol hasznilhaté alakjét,




1.10, Definicid

Tetszbleges t valés szim esetén értelmezzilk e]t-t a kivetke -
z6 egyenl8séggel, az un., Euler formuldval:

eJE=cost+jsint
Tudjuk, hogy az exponenciilis fiiggvény valds kitevSk esetén a
kivetkez8 alapvetd tulajdonséggal rendelkezett:

x1 x? xl+x2
e . e = e

Megmutatjuk, hogy ezt a tulajdonsdgot az 1.10 definicié véltozat-
lanul hagyja.

jt. + jt jt, +t.)
1 2 1 2 s
e =& = cos (t1 + tz) + } sin (l:1 + t2) 1)

{1)-ben a jobb oldal nem més, mint az egység abszolutértékii t1
arkuszu &s az egység abszolutértékii t2 arkuszu komplex szdmok
szorzata, vagyis

(cos t +jsint1)-(cost + jsint

2 2) ?
ity ity
ami az Euler formula szerint e - e ~, Tehit valéban fennill az

1

jtp + it it jt
el 2:61.62

egyenlfség. &
Az Euler-formula felhasznéldsaval az r(cos ¢+ j sin §) komp-

lex szam re:ICP alakban irhaté,

1.11, Definicid

A z komplex szfim

jarc z

|z} e alakjat

exponencidlis alaknak nevezziik,

_ A szorzés, osztds, hatvdnyozis és gyokvonés - vagyis a trigono-
metrikus alakban jol végezhetd miiveletek - nyilvén egyszeriien végez-
het8k exponencidlis alakban:

Iegyen
j i j
z1 =1 eJc?l, Z (Pz 8 (P




. B . J’(‘Pl + sz) ‘
2yt 2, =T " T € :
Zl rl 3((?1 = (PZ)
— = —= .« g (ha Zg # 0} 3
Zy Ty
zn = rn ejn (P és
@ +2 kM)

'i/z—= ’C/;‘e n & = 0,1,...,n-1)

2. KOMPLEX EGYUTTHATOS POLINOMOK

A komplex szimtest azon tulajdonsédga, hogy bemne a gydkvonis
korlédtlanul elvégezhetd, azt is eredményezi, hogy minden komplex
egyiitthatés mAasodfoku egyenletnek van megolddsa és a gyoksk széma
pontosan keitd (ezek lehetnek egyenlfek is).

Mig a fenti 4llitds a megolddképletbdl kizvetleniil kiolvashats, a
magasabb foku polinomok gytkeire vonatkozé hasonlé 4llitds mér csak
zokkal er8sebb, komplex fiiggvénytani eszkszik felhasznildsdval bizo-
nyithaté., Ezért csak a nagyon fontos, az alpgsbra alaptéiele néven is-
meretes tétel kizlésére szoritkozunk.

{Az algebra alaptétele) Minden, legalibb els8 foku komplex
egylitthatés polinomnak van legaldbb egy komplex gytke, ,

Az algebra alaptételének egyszeriien igazolhatd kovetkezménye,
hogy a

P =a n+a xn—1+ + a X +a
n(x)_ 0% 1 R O | n

(az egyiitthatok komplex szfimok, a 0 # 0} n-ed foku polinom 2 kévet-
kez8 alakban irhaté:

i n n
1 2 k
Pn(x) = a0 (X_Xl) . (x-xz) (x-xk) s

ahol DD, kLt n, =n és ebb8l kivetkezik, hogy gyskei:

k



X n, multiplicitdssal

1
It

2., %
"

xk nk

vagyis a multiplicitdst figyelembe véve Pn(x)—nek n gyske van.

Ennek bizonyitdsa érdekében elszor belitjuk, hogy
2,2, Tétel

X akkor és csak akkor gyike a Pn(x) polinomnak, ha

Pn(x) = (X ~ xl) Pn_1 (x) alakban irhato.

Bizonyitds:

a) Ha Pn(x) fenti alalu, akkor
Paly) = 0Py 16 =0.

b) Ha Pn(xl) = 0, akkor Pn(x) = Pn(x) - Pn(xl) és ezt

részletesebben irva:

-1 -1
Pn(x)=ac’(xn-xil)+:=11(xn -x? Y+ ...+ a l(x—x

n- 1)

A jobb oldal minden tagjdbél kiemelhetd az x - X tényezd, ezt elvé-
gezve adddik az 4llit4ds, =
A 2.2. Tétel kizvetlen kivetkezménye a
2.3. Tétel
2 n-k
Ha P (x) = 7 a, x é a_ #0, vagyis P (x) pontosan
k=0 -
ennedfoku polinom, akkor

Pn(x) = ao(x - xl) P xn)

un, gybktényezds alakba irhats, ahol Xys+-.,X 2 P (x) polinom gys-
Kel n n

Mivel egy gyoktényezS tobbszor is szerepelhet a felbontdsban, az
egyenld gysktényezlket Gsszeszorozva adédik a
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™ "2 B
Pn(x) =a x - xl) x - xz) ves (- nk) alal, amelyben
n +n, +...+n =n
A gysktényezbs alak egyértelmiisége a 2.4, Tétel kévetkezménye.

2.4. Tétel
A P@=a X +...+a és a
n o n
Qn(x) =b x + see t bn polinomok

csak ugy lehetnek egyenl8k, ha 2

=b, (k=0,...,0).
Bizonyitds:

Ha Pn(x) = Qn(x) minden x komplex szém esetén, akkor a
Pn(x) - Qn(x) legfeljebb n fokszdAmu polinomnak fokszimdénil tobb
gyoke van, ami csak akkor lehetséges, ha Pn(x) - Qn(x) nulladfoku
pelinom, vagyis ak = bk k=o0,...,0). &

A kovetkezOkben 4ltaldnositani fogjuk a mésodfoku polinomokra
ismert gycksk és egylitthatdlk kézotti Osszefiiggéseket.

2.5. Tétel
{Osszefiiggés egy polinom gyskei és egyiitthatsi kozott)

Legyen
n-1

Pn(x) = x4 a, X oot a (L)

Ez az alak x- egylitthatéjdval osziva mindig elérhetd és gydkei
azonosak az eredetiével.

Ha P (x) gyskei: Xis Kgsener X (kozottiik lehetnek egyezdk is),

2>
akkor Pn(x) a kovetkezd alakba irhaté:

= (x- - - 2
Pn(x) (x Xl) x XZ) een (% xn) (2)
(1) és (2) Bsszehasonlitisdbol a kivetkezo képletek adodnalk:

al1 = - (x1 +x2 L xn)

32 = Xl X2 +Xl X3 +...+Xn_1 Xn
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a——lkx X, + X X X +o. . +X
g~ () G X X XgeeXy g e

~

9° .xk+1)

.o

a = (-1)n a a

., a
n n o

g
Felhaszndlva az algebra alaptételét, a tovdbbiakban a valés egyiitt-
hatés polinomok egy fontos tulajdonsdgdrsl lesz szé.

2.6, Tétel

n-1

Ha a valos egyiitthatds Pn(x) = ao x +a X +...+a}{1 poli-

1
nomnak gyske 2 z komplex szém, akkor z is gyok.

Bizonyitis:

Felhasznéljuk, hogy az Osszeadss, a szorzds 6s a hatvényozés
sorrendje felcserélhetd a konjugéltképzéssel. Igy

- -n -n-1 n n-1
P(zy=a z +a z +...+a =az +a z +...+a_ =
n [+ 1 n 0 1 n

=P (2)
Mivel P (z) =0, Pn(E) = 0 is fennéll, Ez volt az 4llitis.

Megjegyzés:

5k = a,(k=0,1,...,n) esetén, mert az egylitthatok valésak.
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Il. MATRIX ALGEBRA

1. A MATRIX FOGALMA

A jegyzet 1. 7, pontjfdban a lineéris transzformicisklkal kapesotat-
ban tapasztaltuk, hogy a bézisvektorok transzformailtjai meghatarozzik
a tér minden vektordnak a képét. A képvektorok koordinitiinak megha-
tdrozdsdhoz hasznos segédeszkéznek bizonyult, hogy a bazisvektorok
képeinek koordinitdit egy téglalap alaku téblézatba foglaltuk. Linearis
egyenletrendszerek megoldhatdsigira és a megoldisok szdméara vonat-
kozd vizsgélatokat, a megolddsok meghatirozdsat is epgyszeriisiti az
egylitthatokbol alkotott elemséma., Tekintsiik példdul a kovetkez§ line-
dris egyenletrendszert:

all x1 +:1112 x2 + ... +aln Xn =b1
a.21 x1+a22 x2+. +32n xn=b2
a1 X1 +am2 X9 F +amn n bm

Ezt az n ismeretlent tartalmazé, m egyenletbSl 4116 egyenlet-
rendszert egyértelmiien jellemzi a kdvetkez8 elrendezés:

211 B 3y Yy

a21 a2:2 32n b2

a ee B
ml am2 mn bm/
Az emlitetteken kiviil, hasonlé elrendezések szimos egyéb teriile-

ten is hasznédlatosak. Ezért a tovébbiakban az ilyen téglalap alaku el-
rendezésekkel és a kozottilk értelmezhetd miiveletekkel foglalkozunk,
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1.1. Definicid

A valds vagy komplex szamok

11 *2 0 P

21 92 2on
a res 2

aml m2 mn

elrendezését métrixnak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy a fenti métrix mxn-es méretii, ami azt je-
lenti, hogy m sora és n oszlopa van.

Jelolések, elnevezésel:

A méAtrixckat 4ltaldban kétszer aldhuzott nagybetiivel jelSljiik:

A B,...
T T Az
41 2 o
A= [ 2y By o0 By
a cee B i
ml am2 mn matrix

rovidebb irdsmdédja:
A = (aij) s i=1,2,..m3 j=1,2,...n

i a sorindex, |j az oszlopindex,

Ha m =n, akkor a métrixot n-edrendii négyzetes (kvadratikus)
mitrixnak nevezzik,

Az egy oszlopb6l 4116 métrixot oszlopmétrixnak (vagy oszlopvek-
tornak) nevezziik és

by

=b, vagy b mddon jelsljiik.
b
n

Hasonléan az egy sorbdl &llé matrixot sormdtrixnak (vagy sorvek-
tornak) nevezzik, és
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(b ...b ) =b" vagy b’ médon jelsljiik.

Az A= (ai}_) i=1,2,...n és j=1,2,...,n kvadratikus métrixot

diagondlmiétrixnak nevezziik, ha minden i #j esetén

a_ = 0.
1
1.2, Definicid
A sorok és oszlopok feleserélésével nyert mdtrixot az eredeti
mAitrix transzpondltjdnak nevezziik.
A transzponiltjdnak jele: A’
Megjepyzés;
Ag 1.2, Definicié indokolja a sormétrix szokésos jelslését,
1.3. Definicid

Ha
A=A akkor

A-t szimmetrikus métrixnak nevezziik (l. 2.1. Definiciét).
Ha
A =- A akkor
A-t antiszimmetrikus métrixnak nevezzikk (. 2.4. Definici6t).

2. MUVELETEK MATRIXOKKAL

Mieldtt miiveleteket értelmesziink a mAtrixok kozdit, meg kell mon-
danunk, hogy mikor neveziink két métrixot egyenldnek,

2.1, Definicié
Az azonos méretil ~ megegyezd sor- és oszlopszdmu -
A = (a) és = "
A = @y & B = by
i=1,2,...m
i=L2...n

mitrixok egyenldk,
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ha
a. =b, i=1,2,,..m és
1} 1j
i=12,...n
Az Osszeadds miiveletét azonos méretii matrixok kozott definidl-
juk,

2.2, Definicid

Il
k=2

Az é=(aij) és B i=12....,m j=1,2,...,n)
métrixok Osszegén azt az A és B méitrixszal azonos méretii

A + B = ¢C

c = a, + b
1j | 1)
Példaul

1 -2 3 4 0 1 -2 1

é = 4 B =

- 2 o 1 -1 - -1 2 -1 0

1 -1 1 5

A+ -

A definicié alapjén nyilvdnvald, hogy a méirix-gsszeadds rendel-
kezik az Osszeadds eddigiekben megszokott tulajdonsigaival:

A matrix-osszeadds kommutativ és asszociativ miivelet:

+ +

I
e,
e}

+

By
e
e

)+S= + B +0)

na

Birmely A miétrixhoz hozzdadva egy vele azonos méretif, csu~

pa nulla-elembdl 4116 matrixot, Osszegnek az A métrixot kapjuk.
Ezért indokolt a -
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[f=]
[

0 ... 0/ miétrixot

nullmétrixnak (vagy zérusmétrixnak) nevezni.
Métrix szorzisa szimmal:

2.4. Definicid
Az A

(aij) métrix c-szeresén a

o
>
1

{c * aij) métrixot értjiik,

A szdmmal-szorzis is rendelkezik a szokott tulajdonsdgokkal:
2.5, Tételek

A matrix szorzésa szdmmal asszociativ miivelet:

ciley &) = (¢ - ¢y 4

A métrix Osszeadfis és szAmmal-szorzds miiveletek kozott érvé-
nyes mindkét disztributiv azonossig:

(c +c2)é = ¢

s
o
(]

e

1
és

o
£
+
=z
I
[e]
ks
+
o
i

A szédmmal valé szorzds miiveletének felhaszndldsdval értelmesz-
ziilk az azonos méretli matrixok kivonisit:

2.6. Definicié

A-B = A+ (1) . B

Az 1.7. fejezetben, praktikus meggondoldsok alapjin definidltuk
3x3-as mitrix szorzatit 3xl-es métrixszal {oszlopmétrixszal) a kidvet-
kezG médon:

61




all 3.12 a13 Xl a X, +4a X, + a X

a =
21 %22 Za3 Xy Bo1 Xy Y gy Xy T Bpg Xy
a a a X

31 32 33 3 331 x1 + a32 x2 + a33 x3

Ennek kozvetlen 4ltaldnositdsaként értelmezzik tetszlleges A

m x n—es métrixnak oszlopmitrixszal valé szorzatit. A fenti médon
csak akkor végezhet$ el a szorzds, ha az oszlopmétrix sorainak a
szima megegyezik az A mdtrix oszlopainak a szédméval,

a cen a + ...
41 %12 A\ %1 1% T
.......... s ‘ = a  es a
. 21x1 + * 2n xn
a a veas O a + ... F
ml m2 mhn, xn ml x1 amn Xn

Végiil tovdbbi 4ltaldnositisként értelmezzilk az A métrix B
mitrixszal valé szorzatdt oly mdédon, hogy a szorzat métrix oszlopait
at A mitrix B oszlopaival valé szorzatai adjdk. Ekkor nyilvanvalg,

hogy egy m x n méretii mitrixot n x p méretii matrixszal lehet
megszorozni,

2.8, Definicié

i=1,...,m; j=1,...,
(aij) (i=l,...,m; j nj

by (<L,....p)

o

1l

miétrixok szorzatian azt az

A.B = ¢C

mitrixot értjiik, amelynek elemei:

c b + a

ik = %1 Pix * g Po et By P

Példa:
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A mitrix szorzas tulajdonsdgai mir nem mindenben egyeznek &«

valés szimok szorzisinak tulajdonssgaival:

2.9. Teételek

1. A szorzis nem kommutativ

Bizonyités:
Legyen pl.

ekkor

e

[[Nus]

il
—
w o
. o

D

wn

nw

=

1l
T
o o

tehat
A“B # B-4 =

Megjegyezzilk, hogy a tényezGket feleserélve a szorzéis tébbnyire

mar el sem végezhetS.

2. A szorzids asszociativ miivelet

Az A, B és C miftrixok legyenek olyan méretiiek, hogy A
szorozhats legyen B-vel és B szorozhatd legyen C-vel.

Ekkor
4Bc = 480

Bizonyitds:

Legyen

A = (aij) m X n-es méfrix
B = (bjk) n x r-es mafrix
c =

(ckt) r x s-es miétrix

Az A - B szorzat egy m x r méretli matrix, amelynek i-edik

sordban a _k—adik elem a kovetkez:

Ennek felhasznéldsdval az (A B) C maétrix i-edik sordnak t-edik

elemét a kovetkezd Osszeg adja:
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r n

> 2 %Pk ) Skt

k=1 j=1
Ezt atalakitva:

r n n r
> > o = D > Pi Gt | By

k=1 \ j=1 j=1 \ k=

de az utébbi Ssszeg éppen az AB C) miétrix i-edik sorédnak t-edik
eleme, »

3. A szorzis disztributiv
Haaz A. B é az A . C szorzdsok elvégezhet8k és a szor-
zatok dsszeadhatdk, akkor

AB+Q = AB+A

o)

A bizonyitast az olvaséra bizzuk. =
A szorzis definici6jdbol ktvetkezik, hogy ha egy A kvadratikus
miétrixot megszorzunk egy, a méretének megfeleld -

1 ha =73
e,. =
4 0 ha 1i#j elemi
E = (eij) kvadratilus maétrixszal, akkor
AE = EA = A

Ezért indokolt a kovetkezd

2.10. Definicid

AZ E = (eij) (i=1l2! ""n‘.l j:1’2”"’n);
1 ha i=j
e--=
) 0 ha i#j

kvadratikus mdtrixot egysépmitrixnak nevezziik.
A valés és komplex szdmok algebrédja és a matrix-algebra miivele-
tei kézotti analégidt vizsgélva felmeriil a kérdés, értelmezhetS-e recip-
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rok képzés a mitrixok kbzstt, Milyen feltételek mellett és hogyan old-

haték meg adott A métrix esetén az

AX = E &

Hibd
1

= E  matrixegyenletek?

Az nyilvédnvalé, hogy olyan métrix, amellyel !=k-t jobbrél és bal-

rél is szorozva ugyanazt az E-t kapjuk, csak akkor lehet, ha A
kvadratikus. -

2,11, Definicié

Az A kvadratikus métrixot invert4lhaténak nevezziik, ha van
olyan X mAétrix, amely az

és

i 1
e e

TS

egyenletet kielégiti.

Az X mdtrixot A inverzének nevezzik.

2,12, Tétel

Ha az A kvadratikus métrixnak van inverze, akkor az egyértel-

mii,
Bizonyitis:

Legyen é

w
-

9 A inverze, ekkor

é§1 =

= =

Szorozzunk balrsl }=(2 -yel

)=(2 (él_(l) = X,

Az asszociativ azonosségot felhasznilva:

X =X és lgy

1
X =% =

Jelblés:

-1
Az A wmiétrix inverzét A -gyel jelsljiik.
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Az inverz métrix létezésének feltételét és meghatdrozasanak

P

modjat késobb targyaljuk,

3. A MATRIXOK ELEMI TRANSZFORMACIO!

A tovabbi tdrgyaldsunkban fontos szerepet jdtszanak a kévetkezd
métrixdtalakitasok:

1. Egy métrix két sordnak, ill, oszlopidnak felcserélése,

2. Egy métrix valamely soréanak, ill. oszlopdnak szorzdsa egy
szdmmal,

3. Egy mitrix valamely sora, ill. oszlopa szidmszorosédnak a
miéfrix egy miésik sorédhoz, ill. oszlopihoz valé hozzdaddsa. Az 1.,
2., 3. alatt felsorolt dtalakitdsokat nevezziik a métrix elemi sor-, ill.
oszloptranszformaciodinak,

A kovetkezdkben megmutatjuk, hogy a felsorolt transzformicick
mindegyilke végrehajthaté az eredeti méatrixnak egy-egy specialis kvad-
ratikus méatrixszal torténd szorzdsaval is.

3.1, Legyen

a
11 aln

A =

a 3.21 a2n es
a a
ml mn
1 0...0

E - 0 1.,,0

T nxn-es
0 0...1

egységmitrix. Megmutatjuk, hogy ha az E i, és j. oszlopanak fel-
cserélésével nyert P métrixszal jobbrél megszorozzuk A-t, amnak
az i, és j. oszlopa felecserélddik, -

3 J Loondeen g
a el A a 1... 0... 0 0 A
11 1i =~
S R N I S T DU Y
A-P=| ... L
a a ... a a 1... 0... 0 4
ml mi mj mil .. 0... 0 1 n
-~

a szorzist a definicié alapjfn elvégezve:
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h
T
I

adédik, mint Allitottuk.

3.2, Készitsiink olyan M madtrixot, amellyel az m x n-es A-t meg-

szorozva az i, sor2a c-vel szorzédik.
A keresett M métrix az m x n-es E  méatrixb6l ugy jon létre,

hogy annak i, sordt c-vel megszorozzuk, Az M méatrixszal A-t
balrsl megszorozva létrejon a kivént transzform#cié.

L., d.eo
L1 0...0... 0 Bl e B
0 1... 0.. 0 | f eveecieriiane
a . a
M . é S 11 in =
il0o 0... ¢ 01 | eerieiiiins
~ a a
............... ml mn
1 0 0... 0 1
1 *n
=] ¢a. ... ca, . mint Allitottuk, w
1 in
a . a
ml mn

3.3. Keészitstink olyan D mélrixot, amellyel a2z m x n-es A mét-

rixot jobbrél szorozva i. oszlopfhoz hozziacdédik a j. oszlop. ¢c-szere-
se,

A keresett D métrix az n x n-es E  méatrixbél ugy jon létre,
hogy annak i. oszlopdhoz hozzéadjuk j. oszlopénak c-szeresét. Az
egyszeriibb jeldlés miatt i =1; j = 2 esetre végezziik el a szorzést
és mutatjuk meg ezzel az dllitds helyességét.
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411 32 0 34y
321 322 PR a2n

o o0 1 0
amlam2amn s
1 T C %2 Fpg et By
) 91 " C Bap Bgp e By,
aml +e am2 .;r;;Z v amn , mint Aallitottuk, m

4. MATRIXOK PARTICIONALASA, HIPERMATRIXOK

A matrix fogalm4t dltaldnositjuk 2 tovébbiakban, Elfszdr olyan
mitrixokkal foglalkozunk, amelyeknek elemei is métrixok. Az

A= | ... matrixot,

ha az oszlopait - amelyek mindegyike egy-egy m x l-es un. oszlop~
métrix -
2, 2,... 2 modon jelsljiik, a kovetkezd tomérebb alakba irhatjuk:

ce.,yd
(21’ :n)

Az igy nyert elrendezés elemei azonban méir nem szdmok, hanem
maguk is miétrixok, Ezt a mifrix elemii métrixot hipermétrixnak ne-

vezzilkk és azt mondjuk, hogy az A mdtrixot hipermaétrixsz4 particio-
néltuk, -

4.1, Definicié

Az

............
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elrendezést, amelynek éij elemei (i=1,2,...,n; j=1,2,..., m) mét-

rixok és az egy sorban lev6 mitrixok sorainak, illetve az egy oszlop-
ban 4llék oszlopainak a szdma megegyezik, hipermétrixnak nevezziik.
Az éij métrixok természetesen lehetnek sor- vagy oszlopmét-

rixok is, s8t specidlisan egyelemii mdtrixok, azaz szamok is.
Particiondljuk hiperméatrixszd az

1 2 0 3
2 -4 1 1 méatrixot,

0 5 -1 2

e
1l

A-bol tobb hipermétrixot készithetiink, ezek koziil néhdnyat felirunk:

12)(03)1203(1203)
2 4/ \1 u)llle] {al{1){1]{2 4 1 1

(c s 1 2} \\o 5/ \-1 2/f {0 5 1 2

A leggyakrabban ez utébbi két alakot haszndljuk, vagyis a mét-
rixot oszlopmétrixainak sormétrixdvé, illetve a sormétrixainak oszlop-
métrixdvé particionédljuk,

Megjegyzés:

1. Mint mér a bevezetbben tettilk, az oszlopmétrixot

a sormétrixot

(bl...bn) = b’ vagy b

modon jeldljiik, nem véletleniil emlékeztetve a vektorok jels-
lésére. (Ldsd a IV.1.3. példédkat,)

2, Az eredeti métrix és a particiondlt alakok kozott kiilsnbséget
tesziink. Ezt indokolja péld4ul, hogy & hipermdtrixok elemei
kizott 2 szorzds mér nem kommutativ, ellentétben a matrixo~
kéval,

3. A hipermétrix fogalmat lehet tovédbb 4ltaldnositani, megenged-
ve, hogy az elemek hipermitrixok legyenek.
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4.2. Miiveletek hipermaitrixok kzdtt

1. Csszeadss
Két hipermitrix osszeadhats, ha sor- és oszlopszémuk azonos &s
megfeleld elemeik sszeadhatdk,

Igy az
=11 éln 1=311 .t =Bln
.......... . as est st sann
=ml°"" =mn ]=3'm1 ' Zwmn

hipermitrixok Gsszeadhatok, ha az

A és

i matrixok

B,
J j=1,...,n

tsszeadhaték &s a két hiperméatrix osszege az
......................... hipermAatrix.

Az tsszeadds mddjabol kovetkezik, hogy ha a hipermétrixok Gsz-
szeadhaték, akkor a beldliikk ayert mitrixok is 6sszeadhatsk és dsszeglik
a hipermétrixok 6sszegébfl nyert méatrix.

Példdul;

(gl izln) + (l=)1 Ign)

elvégezhetd, ha az

a, és b,
=i =i

oszlopmétrixok sorainak sz&ma azonos (i=1,2,..., n), és akkor az osz-
szeg:

@ +b ... gn +l;n).
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3. Szorzas

Két hipermétrix Osszeszorozhaté, ha a bal oldali tényez8 oszlop-
szdma megegyezik a jobb oldali sorszdmaéval és a megfeleld elemek
osszeszorozhaték,

=11 =1n =11 =1k
D B )\ By oo By
D DI P N | B0 Big v Ty Enk\
A —m11=311 " "LhnEn1 vt Sm1 S1k T " Lhn Znk /

Példaul:
ha az A & B mitrixok Gsszeszorozhatok

b

5. KITUZOTT FELADATOK

1. Konstrudljon tetszdleges A miétrixhoz olyan métrixot, amely-
lyel az A miétrixot megszorozva, annak i. és j. sora felcserélidik.

2. Készitsen olyan métrixot, amellyel egy A mdtrixot megszo-
rozva annak i. sordhoz hozzdadddik a j. sor c—s;erese.

3. Mutassa meg, hogy van olyan A # 0 négyzetes mitrix,
amelyre

A¥ =0 (k>0, egész).

Megijegyzés:
k \1/ gz '\1.{/
A* = A - A...A
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4, Mutassa meg, hogy

és

(é + E)’ = Al

{A' B)! =§!

5. Mutassa meg, hogy

o
IIU?.

-

e

-1




IV. VEKTORTEREK

1. A VEKTORTER FOGALMA .

E jegyzet I. fejezetében a térvektorokkal foglalkoztunk és k&zdt-
tiik t6bb miiveletet értelmeztiink., Vegylik most jobban szemdiigyre ezek
koziil az Ssszeadist és a szimmal szorzast. Mindkét miiveletet korlii-
lanul és egyértelmiien lehetett elvégezni a vektorok halmazdban, mis-
részt az osszeadds és a szimmal szorzis rendelkezett a valés szidmok
megfeleld miiveleteinél megszokott tulajdonsédgokkal a kommutativitds-
sal, az asszociativitdssal és a disztributivitissal, A matematika szé-
mos teriiletén taldlkozunk olyan objektumokkal, amelyek kizott fentiek-
nek megfelel8, veliik azonos tulajdonsigu miiveletek szerepelnek. All-
jon itt csupén példaként az n-ed rendil métrixok halmaza a métrix-
Osszeadis és szfimmal szorzds miiveletekkel, és az egy intervallumon
folytonos fiiggvények halmaza, a szokott fliggvénydsszeadéds és szédmmal
szorzfs miiveletekkel., Kézenfekvd gondolat, hogy ezeket a miiveletek-
kel elldtott halmazokat ugy is érdemes vizsgdlni, hogy elvonatkoztatunk
a halmaz elemeinek konkrét tulajdonsédgaitol, ezzel elérve azt, hogy
eredményeink minden olyan halmazra érvényesek legyenek, amely a fen-
ti tulajdonsdgu miiveletekkel rendelkezik. Az igy kapott matematikai mo-
dellt - tehédt egy halmazt, amelynek egyedi konkrét tulajdonségait figyel-
men kiviil hagyjuk és csak az elemei kijzéit értelmezett miiveletelet és
azok tulajdonséigait tekintjlik ~ algebrai strukturdnak nevezziik. Az
absztrakt algebra ilyen algebrai strukturdk vizsgélatival foglalkozik, A
fenti példdkban szerepld algebrai strukturit vektortérnek nevezzik., Az
algebrdnak a vekiorterekkel, "euklideszi terekkel, ezek operAtoraival
foglalkoz6 dga a linedris slgebra, amelyet a jegyzet tovibbi része tar-
talmaz. A linedris algebra igen széleskériien alkalmazhatd, tobbek ko-
z6tt a differencidlegyenletek, integrilegyenletek, potencidlelmélet terii-
letén.

1.1. Definicié

legyen K a valés vagy komplex szémtest, A V halmazt a K
szamtest feletti vektortérnek nevezzitk, ha az aldbbiak teljesiilnek

I. V elemei - az ugynevezett vekiorok - kizbtt értelmezve van egy
ssszeaddsnak nevezett miivelet a2 kivetkez§ tulajdonségokkal:
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1. V béirmely v Y, eleméhez egyértelmiien tartozik egy

vty € V vektor
2, Az bsszeadis kommutativ:

RS P TR

3. Az Osszeadés asszociativ:
U r o) Yy Yyt L)

4, V-nek van un. nulleleme:
Van 0 € V, hogy birmely v € V-re

vio = v

5. V bérmely elemének van ellentetije (additiv inverze):
Béarmely v € V~hez van - v, amelyre

v+ =20

A K elemei - az ugynevezett skaldrok - és a V elemei ko-
zott értelmezett egy miivelet, amelyet skalérral szorzédsnak ne-
veziink, a kovetkez8 tulajdonsigokkal:

1. Barmely v €V &s c¢ € K-hoz egyértelmiien tartozik egy

¢ - v €V vektor

2, A skaldrral szorzés asszociativ:
vV £V, cl, c2 € K
(01-02) . 1 = Cl B (cza‘_y)

3. Fennill a disztributivitas:

c,c1,02€K; v, 11, gzev
A cfy, +vy=cy tey,
b} (c1+c2)y_=cl‘_{_+czy_

4, Egységgel szorozva a vektort, nem viltozik

1.y = v



Megjegyzés:

A fenti axiémédkkal - un, axiémarendszerrel - definiilt velk-
torteret szokas linedris térnek is, linedris halmaznak is nevezni.

Az _axiémik néhdny egyszerii kovetkezménye

1. A V vektortérnek egy nulleleme van.
Bizonyitéas:

Legyen 0, és ¢, nulleleme V-nek.

1 -2
9 +9,= 9,, mert 0, nullelem,
9, +9, =0, mert 9, nullelem.

Fentiekbll az Ssszeadds egyértelmiiségét és a kommutativitdst
felhasznélva kovetkezik, hogy

gl - 9.2 I
2. A nullvektor és a nulla skaldr rendelkezik 2 kivetkezd két

megszokott tulajdonsiggal
a) tetszlleges ¢ € K esetén

c-0=0
b) tetszGleges v € V esetén
0-v=0
Bizonyités:
a) c0 + (-cl) = 0, igy
O0=c0+0)+(-<0) = ¢+ c0 + (-cl ,
- - - - IR Nt
tehar c0 =90 !
b) Ov + (-0v) = 0, igy
0=(0+0)v + (-0v}) = 0Ov + Ov + (-0v) ,
- - - T —=
0
rehdt Ov =
3. Az additiv inverz egyértelmii
Bizonyitis:
Legyen v inverze - v, & - v,
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+tv = 0 ‘ @®
)=20 ()

(1) mindkét oldaldhoz adjuk hozzé -12~t:
(v, +Y) F ) =Y, (3)

(3)-bol az asszociativitdst és (2)-t felhasznédlva kbvetkezik, hogy ’

Megjegyzés:
Az additiv inverz segitaégével értelmezhetS a kivonds miive-
let is,

1.2, Definicié
\11,12 €V A két vektor kiilonbsége:

1 " Y=yt (L)

|<

Nézziink néhiny konkrét példit vektorterekre:

1.3, Példék

1, K a valés szémck halmaza
V: a valés szamokbdl 4116 rendezett szdmennesek halmaza,
V vektortér K felett, ha a kivetkez&képpen definifljuk a miveleteket
Az osszeadds:

% A

N 0 T

. ;
oty

Lt T ) ev
xn+yn



A szdmmal szorzis:
|
f'e) v_ﬂ = . € vV

¢ X
Az olvasé ellendrizze, hogy a t6bbi definidlé axiémik is teljesiilnek,

2. A valés egylitthatés polinomok a valds szémtest felett vektor-
teret alkotnak, ha az &sszeadis a polinomok Osszeaddsa és a skaldrral
szorzis a tagonkénti szorzas.

3. Az n-edfoku polinomok a fenti miiveletekre nem alkotnak vek-
torteret, mert

Pn (x) + Qn {x}

fokszima lehet kisebb mint n és igy az tsszeadds kivezet a halmaz-
bol, '

4, A legfeljebb n-edfoku polinomck a 2. alatti miiveletekre vek-
torteret alkotnak,

5. A konvergens valds szimsorczatok vektorteret alkotnak a va-
l6s szamtest felett, ha az Usszeadast:

(a) + (b) = (a +b)
a szdmmal szorzést:

_c.(an) = (c.an)

madon értelmezziik.
6. Egy [a,b] intervallumon, differencidlhaté fiiggvények vektorte-
ret alkotnak a fliggvénydsszeadds és szimmalszorzds miiveletekre.

2. ALTER LINEARIS FUGGES, BAZIS, DIMENZIO

Tekintslik a térvektorok halmazinak tetszoOleges két, nem pérhuza-
mos vektora &ltal kifeszitett sikot. Ennek vektorai szintén vektorteret
alkotnak, amely az eredeti vektortérnek részhalmaza. Hasonldan, a
legfeljebb ©todfoku polinomok vektorterének a legfeljebb harmadfoku po-
linomok olyan 1észhalmazit alkotjak, amely szintén vektortér, Az ilyen
részhalmazt altérnek nevezziik.

-1
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2.1. Definicid

Egy V vektortér U részhalmazit a V vektortér egy alieré-
nek nevezziik, ha vektorteret alkot a V-ben értelmezett miiveletekre
nézve,

2,2. Tétel

A V vektortér U nem iires részhalmaza akkor és csak akkor
altere V-nek, ha tetszleges w, u, €U és ¢ ¢, €K esetén

2 1’
tc1 u_1 + 02 u_2 € U teljesiil.

Bizonyités:

a) Ha U V altere, akkor V¥ u, u, €U és ¢y czeK ese-~
tén cl 51 €U, 02 1_12 € U és akkor ¢ gl + c:2 52 € U, tehit a felté-
tel sziikséges.

b) Legyen w, u, U két tetszdleges eleme és tegyiik fel, min-

den linedris kombinacigjuk benne van U-ban.

Akkor
Yy g el
és .
¢c - u €U, hiszen

1

mindkett§ linedris kombinicidja u, u,-nek. Tehdt U zdrt az Gssze-
addsra és a skaldrral szorzisra. A miiveleti tulajdonsagok teljesiilése
abbél kivetkezik, hogy U CV és V vektortér a fenti osszeaddsra és

skaldrral szorzdsra. U-unak van nulleleme, mert

0-u €U &

¥ u € U-nak van ellentettje, mert {-1) u = - u miatt az ellentett is
tekinthetd lineédris kombindcidnak. A feltétel tehét elégséges is, B

A fenti tétel alapjan beldthatd, hogy minden vektortérnek altere
onmaga és altere a csak a nulivektort tartalmazé egyelemii vektortér.

A térvekiorok kirében trividlis, hogy két vektor lineiris kombi-
nicidinak a halmaza altér (sik, ha a két vektor nem pérhuzamos, egye-
nes, ha a két vektor pirhuzamos).

Megmutatjuk, hogy ez minden vektortérben igaz.

2.3. Tétel

Ha Vs Yo
szes linedris kombindcidjuk halmaza V altere, és ez V legsziikebb

13 al amely a caey .
olyan altere, amely Yy ¥y v vektorokat tartalmazza

. !n € V, akkor a K-beli skaldrokkal képzett Ssz-
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Bizonyitéds:

a) Két linedris kombindcié osszege is linedris komhbinficié:
n

2oy > Gy = Y rdy

i=1 i=1 i=1

linedris kombindcié skaldrszoreosa is linedris kombinfcié:
ha ke K, akkor

n n
DITTALES TN
i=1 i=1

tehit a linedris kombindcidk halmaza eltér.

b) Az altér azért a legszilkebb 2 v_,...,v
-1 -

tartalmazé alterek kiziil, mert barmely altérnek a benne levs vekto-
rok linedris kombinédcibit tartalmaznia kell.

vektorrendszert

Elpevezés:

A ViaVpreee
vektorok 4ltal generilt vektortérnek neveszziik,

,gn vektorok linedris kombindcidinak a halmazé4t e

2.4. Példak (példik altérre)

1° Az [2,b] intervallumon értelmezett egyvéltozds fliggvények

vekiorterének altere a folytonos fliggvényex vektortere,
2% A végtelen valds szamsorozatok vektorterének alterei:
a) a korlitos sorozatok vektortere,
b) a konvergens sorozatok vektortere.
39 A 2x2-es kvadratikus métrixok vektorterében alteret alkotnak
az (a 0) alaku métrixok,
b 0

4° Egy intervallumon folytonos fliggvények vektorterében alteret
alkotnak azok a fiiggvények, amelyeknek az intervallumon vett integral-
ja nulla,

Alapvetd fontossédguak az absztrakt vektortérben a vektoralgebri-
ban mir megismert linedris osszefiiggés, linedris fiiggetlenség fogal-
mak,
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2.5. Definicid

Iegyen V vektortér a K szimtest felett. Azt mondjuk, hogy
8 VooV elemek linedrisan Osszefliggbek, ha vannak olyan

cl, CZ"”’Cn szdmok K-ban, amelyek nem mind nulidk, és
n
Z c, v, =9
. S Rl
i=1
He a nullvektort 2 v_,...,v vektoroknak esak a ¢, = 0
=1 -n i
(i=1,...,n) egylitthatékkal képzett linedris kombindciGja 4llitja elS (csak
az un. "trividlis" eldéllitds létezik), akkor a Vyseeen ¥ vektorokat

linedrisan fliggetleneknek nevezziik.

2.6, Példik

1° legyen V az 1,3. 1° példabeli vektortér.

i

1 a =
xz_1 ha i=]
A v, = , X, =
-i ji
0 ha i+#j
X .
ni
i=1,2,...,n, j=1,2,...,n

1 0 0 0

0 1 0 0
¢ +c, tooate =

0 \ 0 1 0

egyenldség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha

S




2° Tekintsiik a folytonos fliggvények vektorterét, a valds szémok
halmaza felett. Legyen

f(x) = sin x ;3 g(x} = cos x,

Linefrisan tsszefliggd, vagy fiiggetlen rendszert alkotnak-e az
f,g vektorok?

A vektortér nulleleme az azonosan nullaériékii fiiggvény, tehit
azt vizsgéljuk, hogy a

c1 smx+czcosx =90
egyenl8ség teljeslilhet-e ugy is, hogy az egylitthaték nem mind nullak.
a) Ha ¢, = 0, akkor

¢, cos x =0 csak ugy lehet, ha ¢, = 0. '
b} Ha e # 0, akkor

c
tg x= - c_z kellene, hogy teljesiiljon minden olyan x-re,
1
amelyre cos x # 0. Ilyen ¢, és c¢_ nincs, tehdt b) lehetetlen,

1 2
Igy c, = ¢y = 0. A két vektor fliggetlen.

A kbvetkez8kben megvizsgiljuk linedrisan fiiggetlen, ill. dssze-
fiiggd vektorrendszerek néhény alapvetd tulajdonséfgit.

2.7, Tételek

o]

1 Haa v v, vektorok kozott van nullvektor, akkor a

Viseees¥y
vektorrendszer linedrisan Ssszefiiggl.
2° Ha a Vyseees ¥y vektorok kozstt van két egyenlS, akkor a

rendszer linesrisan Ssszefiiggl.

3° Haa Vy»---,¥, vektortendszer linedrisan osszefliggl, ak-

kor-a vektortér barmely vektordt hozzavéve, a v_,.
torok is linedrisan osszefiiggdek.
4° Linedrisan fiiggetlen Voseonr ¥

ve,V vek-

" Yen

vektorrendszerbdl tetsz6le-

1 %
ges vektort elhagyva, a rendszer fliggetlen marad.
52 A v v, vektorok akkor és csak akkor linedrisan osz-

Aoty
szefliggfk, ha van kozsttiik olyan vektor, amely a tébbiek linedris kom-
bindciéjaként eldallithats.
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o
6 Ha a Y—l’ fes ’Y-k
barmely vektoridnak skaldrszoroséit hozzdadjuk egy misik vektordhoz,
az uj vektorrendszer marad viltozatlanul linedrisan fiiggetlen (fiiggd).
o A felsorolt tételek kizill - tekintettel egyszeriiségiikre - az 1°,
2" tételt nem bizonyitjuk, a bizonyitdst feladatként tiizziik ki az olva-

sonak,

line drisan fiiggetlen (fiiggd) vektorrendszer

Bizonyitisok:
30 Ha van olyan Cl"'"’ck €K, nem mind nulla skaldr, hogy
k
c. v, =0, akkor ¢ = ( valasztagsal
i— = k+l
i=1
k+l
Z e, v, = 0 is fenndll,
i -
i=1l

Mivel nem minden egyiitthaté nulla, 2 Y5 Vg "”‘ik+1 rendszer line-
drisan Ssszefiiggl. m

o .

4" Ha ugyanis a

.,v, rendszerbsl vektort elhagyva ossze-

Vyoeo _g
fiiggd rendszert kapnank, akkor 3 alapjan az eredeti rendszernek osz-
szefliggdnek kellett volna lennie, de arrdl tudjuk, hogy fliggetlen. m

k
5° a) Ha Z ¢, v, = 0 ugy, hogy van nulldtdl killsnbozd egyiitt-
i=1

hat6, pl, cj # 0, akkor a x_rJ vekior kifejezhetd a tSbbiek linedris

kombinacidjaként:
c C. C.
L = S -
—j c, -1 c, —j-1 c, —j+1
J J J
c
A
e, ~k°
J
b) Ha valamelyik vektora a ¥y»--.» ¥, rendszernek kifejezhet a
tébbiekkel, pl.
7% 0 T % Y O Y et O Yy

o
[\




akkor a nullvektor eloallithato

H.o.te, v. = 0

2 Y2 G Y Y Y%y Ya k%~ 2

alakban, amelyben v egylitthatéja nem nulla, tehdt a rendszer li-
nedrisan osszefiiggl, g

6° Tegyilk fel elGszdr, hogy a

12"""ii"""ij""£k a)

¥
vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.
Megmutatjuk, hogy akkor a

v ravy V.,

Vi Yy v, Y, YooYy (2)

vektorrendszer is fliggetlen.
Allitsuk el8 a 0-t a (2) rendszer segitségével:

Cp ¥g vCy ¥y *eunt ci(‘—’i +a \%)+...+cj ij ot cky_k=g (3}
itrendezve:
c1 31 +c212+...+ci\ii+(cia+cj)%+...+ckgk=g (4)

Az (1) rendszer lineéris fiiggetlensége miatt (4) egyiitthatéi mind
nutlik:

¢, =0, ¢, =0,..., ¢, =0, ca+e =60,..., ¢, =0,
1 i ]

de ebbdl kivetkezik, hogy Cj =0 és akkor (3) egyiitthat6i is mind nul-

lak, ami a (2) vektorrendszer linearis figgetlenségét jelenti.

Az 4llitds maésik része ebbdl mar nyilvanvalé, Ha (1) Osszeliiggd
rendszer (2) nem lehet fiiggetlen, mivel (2)-b&l (1)-et olyan 4talakités-
sal nyerjilk (2 j-edik vektor (-a)-szorosit adva az i-edikhez), amely
meghagyja a fiiggetlenséget.

A 2.3, tételben arrél volt szé, hegy egy vektortér valamely vek-
torrendszerének linedris kombindciéi alteret alkotnak. Ez az altér le-
bet valédi, de lehet, hogy maga az eredeti vektortér. Példsul a tér-
vektorok vektorterében i, j, k linedris kombindcidjaként a tér min-

27 -

den vektora elGéllithaté. Amennyiben egy vektorrendszer generélja a
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vektorteret, felmeriil a kérdés, hogy lehet-e kevesebb vekiorral is
el8allitani a vektortér vektorait., Megmutatjuk, hogy minden véges sok
fliggetlen vektort tartalmazé vektortér esetén megadhatd egy szdm (di-
menzi6), amely azt mutatja, hogy hény lineérisan fliggetlen vektor
szilkséges V generdldséhoz,

2.8. Definicid
A B:b,b.,...,b vektorrendszert (b, €V i=1,2,...,n) a V
A -n =i
vektortér béazisdnak nevezzilk, ha a vektorrendszer linedrisan fiiggetlen

A

és V minden vektordt lineadris kombindcidként eldillitja,

2.9. Tétel

Ha B a V vektortér egy bézisa, akkor ¥V v €V egyértel-
miien 4llithatd eld a bazis vektorainak linedris kombindcidjaként.
Bizonyitéds:

Az 4llitds a bizisvektorok linedris fiiggetlenségének kovetkezmé-

nye.

Legyen B: b, b,,...,b & v két eldsllitdsa:
n

v.= ) ¢b @)
i=1
n

v= > &b 2)
i=1

(1)-b8l (2)-t kivonva a 0 egy eldallitds4t kapjule

n .
Z(ei-di)gi = 0 (3)
i=1

A bazisvektorok linedris fiiggetlenségébil

c, - di = (), vagyis

¢, = di kovetkezik, i=4(1, %,...n),

tehdt az eldillitds egyértelmii, ®
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2.10., Tétel

Ha a V vektortér egy bézisdhoz V bérmely elemét hozzédvesz-
szilk, Osszefiiggd vektorrendszert kapunk.

Bizonyitéds;:
ILegyen t_)l, ,lg_n egy bézis és v €V vektor a vektortér tet-
szdleges eleme,

n
v = Z v, b, alakban elfallithatd.
- 11

Ebb8l
n

2 Vibtr=0
iél

vagyis a lineiris Osszefiiggés kovetkezik. m

2.11. Tétel

Haa G: v, line4drisan osszefiiggd vektorrendszer

11) 12’ ey _i{
generdlja a V vektorteret, akkor a vektorrendszerbdl kivdlaszthatd
egy bazis.

Bizonyitds:

1° Haa generétorrendszer minden vektora nullvektor, akkor a
V vektortérnek csak egy eleme van, a Q.

2® Ha van olyan V. €G, hogy v, # 0 és az dsszes tobbi ge-

nerélé vektor \_ri-vel tsszefligg, akkor minden v €V v =c¢ v, ala-

ku, tehat taldltunk egyelemii bézist,
3° Ha van olyan v, elem, amely v,-vel linedrisan fiiggetlen

rendszert alkot, de bédrmely harmadik vektor a jll’ .. ‘Lk rendszerbdl

linedrisan sszefligg a v, V. vektorpirral, akkor V minden eleme
v, és \_r] segitségével linedris kombinfdcidként eldsllithaté. Ekkor tal4l-

tunk 2 elemii bézist. Nyilvadnvals, hogy az eljaras legfeljebb k 1épés-
ben végetér, mivel LATRERS linedris tsszefliggése miatt legfeljebb
k -1 linedrisan fliggetlen elem van koztiik. Igy a feati konstrukciéval
kivalasztottunk egy legfeljebb k - 1 elemii bédzist a vekiorteret gene-
rilés k elemil vekiorrendszerbél. m _

Lehet-e egy vektortérnek kiilonbsz8 elemszimu bizisa?
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2.12. Tétel

Ha a V vektortérnek van n elemii B bézisa, akkor minden
bizisa n elemii.

Bizonyités:

a) ElGszor megmutatjuk, hogy a V vektortér barmely k >n

elemii vektorrendszere linedrisan Ssszefliggd. Legyen Viseres¥, @

vizsgéland6 vektorrendszer és B : b lgn V egy baézisa,

LITRE

Ha van .v, kozott nullvektor, akkor a rendszer, mint tud-

Yyree Xy
juk, Osszefiiggd. A tovébbiakban méar feltessziik, hogy

v, £ 0 i=1,2,... k
Mivel B bézis:

V., = V¥ b, + b, +...+v

L TV TV 2 n1 2 (@)

és nem minden egyiitthaté nulla v,

TFeltehetjiik, hogy Vi # 0 (ez nem jelent mepgszoritdst, mivel a

# 0 miatt.

bazisvektorok 4tsorrendezésével mindig elérhetd).
Ekkor (1)-bdl El—et kifejezve kapjulc

1 v
) )
9.1 = v Y"l - Z B ‘l‘)'l {2}
Y11

11 =2

2 .

Ipy V minden vektora eldallithats a Blz v b,.... b vektorrendszer
linedris kombinécidjaként is. - -

B1 vektorai linearisan fiiggetlenek, mert a

linedris kombinacidban minden egyiitthaté nulla kell legyen. Ha ugyanis
¢ # 0 volna, ez azt jelentené - feltevésiinkkel ellentéthen -, hogy

1
(1)-ben v11

vektorok fliggetlenségének kovetkezménye.

Tehdt a B, : v_, b_,...b vektorrendszer szintén bédzisa V-nek.
171 2 n

Az eljdrast - a béziscserét - folytassuk, vagyis igyekezziink a b vek-
: 1

= 0. A tobbi egytitthaté nulla volta ezutin mér a 92, ,lgn

=6



torokat a Y vektorokkal lecserélni. Ha a v, vektor Osszefiigg
LA —gyel, akkor a vizsgilt Viseeon ¥y vektorrendszer linedrisan Gssze-
fiigg8, tehdt az 4llitds bizonyitott,

Ha v, fiiggetlen vy -t8l, akkor a

v v + + v

Yp T Vin Yy T Veg By etV o by (3)

eloallitdsban van »lyan 91 vektor, amelynek egyiitthatéja nem nulla,

# 0. Ekkor b_ és ezzel egylitt Vv minden

Feltehetjiilk, hogy v b,

eleme elfsll a 22

I k
\_rl, 12, 93’ kln vektoro

linedris kombindcicjaként. Az eljardst tovdbb folytatva, ha eljutunk a

v Vs eoosV vektorok
-n

H T Y

e gr

kozstt egy olyanhoz, amelyik a2 megeldzdekkel osszefiigg, akkor az 4lli-
tds igazolt., Ha pedig Vyseeo¥y linedrisan fliggetlenek, akkor a fenti

eljdrast folytatva, a 91 vektorokat rendre lecserélve a

Yoo Yoo eee v vektorrendszerhez jutunk, amely V minden
P = N . s o 3 .a . - - ] - - _
elemét, igy a ‘in a1 "ik elemeket is elcillitja linedris kombindcié

ként. Ezzel beldttuk, hogy V minden k elemii (k>n) vektorrendszere
tsszefiiggd.
b) Most tegyiik fel, hogy a V vektortérnek bizisai:

91’ ’92’ ""En 1)
és
G S 0 Sy (2)

Az a) alatt bizonyitottak értelmében n>m lehetetlen (1) bizis
volta, n<m lehetetlen (2) bdzis volta miatt, Tehdt m = n, vagyis
V  minden bézisa azonos szimu vektorbsl all. a

Mivel minden bézis elemszdma azonos, értelmes a kivetkezd

2.13. Definicid

A V vektortér bézisvektorainak a sz&miat a vektortér dimenzig-
jénak nevezziik,
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Megjegyzések

1. Van olyan vektortér, amelynek nincs véges elemii bazisa, pél-
d4ul ilyen a folytonos fiiggvények vektortere. Az ilyen vektor-
tereket végtelen dimenzibés vektortereknek nevezik,

2. Ha V = {0] akkor a vektortérnek nincs linedrisan fiiggetlen
eleme, dimenzigja nulla.

2,14, Példik

" 1, Tekintsiik az (a 0) alaku métrixok halmazst, ahol
¢ a

a 0, valés szdm. Ertelmezziink miiveleteket e halmazban a kivetkezd-

képpen: '

a 0 b 0 ab 0
. + = »
0 a 0 b 0 ab
a 0 ac 0
0 a 0 a’

tetszlleges ¢ valds szdm esetén, Az olvasé konnyen beldthatja, hogy
a fentt méatrixok a definiilt miiveletekre vektorteret alkotnak.
Megadjuk a vektortérnek egy bézist és meghatirozzuk a dimen-
zidszamét.
Egy bézis:

(10 0 ) .
0 10/, ugyanis a vektortér barmely eleme

a 0 10 0

0 a/ 0 10

alakba irhaté, ahol
10° = a, vagyis
¢ = 1ga,

A vektortérnek egyelemii b4zisa van, teh4t 2 dimenziészdma: 1.
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2, A valés elemii 2 x 2-es métrixok haimaza a mitrix-Ssszeadsds-
ra és szimmal szorzisra vektorteret alkot a valds szémtest felett, Ha-
tdrozzuk meg a vektortér egy bizisit 6s dimenziészimét.

1 0 0 1 0 0 0 .0
Az 3 H ; )
60 0 A0 0 1 0 0 1
mitrixck bézisst alkotjdk a vektortérnek, mivel

a) A vektortér minden eleme eld4llithaté linedris kombindcidjuk-
ként:

all a12 ‘ 1 0 0 1 /0 0
= a11 + a12 + azlk +
a21 a22 ¢ 0 0 0 1 0
0 0
+a22 és
0 1

1 0 0 1 60 0 g 0 ¢ 0
Cl + 02 + 03 + 04 =
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
¢ 0 0 _
= csak akkor teljesiil,
Cq c4 0 0 '
ha ¢, = ¢, =¢_, =c¢, = 0. A vektortér négydimenzios.

1 2 3 4

3. Adjuk meg a folytonos fiiggvények vektorterének egy kétdimen-
zids alterét. (Muveletek a ftiggvények Gsszeadisa és szdmmal szorzi-
sa.) AIV.2.6 2° példdban beldttuk, hogy a

sin x és cos x

figgvények linedrisan fiiggetlenek,
Igy az

fx) = ¢, sin x + C, COS X
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epyenlGséggel meghatirozott f fliggvények az eredeti vektortér egy
kétdimenzids alterét alkotjdk.

Egy vektortérnek valamely biazisdrdl sokszor szitkséges Attérniink
egy misik bézisra. Iyenkor természetesen mdédosulnak 2 vektorok ko-
ordindtidi, A kovetkezdkben ezekkel a kérdésekkel, a bizistranszformé-
cid (béziscsere) probléméival foglalkozunk.

2,15, Tétel
Ha a lll’ 112, ‘e "En vektorrendszer bézisa a V vektortérnek és
¢ €V tetszdleges nulldtdl kiilonbsz6 vektor, akkor c¢ bevihetd a ba-

zisba annak a Ek vektornak a helyére, amelynek egyiitthatéja c elg-

allitdsdban nem nulla,

Bizonyités:

Iegyen ¢ =c, b, +...+ ¢ +...+¢_b @)

és ) # 0.
ElGszor megmutatjuk, hogy minden v € V eldall a

b

By ByreeeBy g @ Byygoees By 2

vektorok linedris kombindcidjaként, majd bebizonyitjuk, hogy (2) line-

drisan fliggetlen vektorrendszer.
Tudjuk, hogy

DA ®

v v v
‘i:(vl— Ck cl) b +...+~C—kg_+...+<vn—cicrblgn 4)
k k k

adodik, vagyis v-t a (2) rendszer segitségével eldillitottuk,

(L) és (3) egyérielmiiségébdl kévetkezik, hogy a (4) eldillitas is
egyértelmii. Ez,ha v = 0, éppen a (2) rendszer linedris fliggetlensé-
gét jelenti. &

A bizonyitds sorén az is kideriilt, hogy béziscserénél hogyan mo-
dosulnak tetszileges y € V vektor koordinatdi.
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2.16. Példa

Legyen V a valés, rendezett szamhdrmasok vektortere 1.3.
Példdk 1.) V egy bézisa:

Legyen 9
ge_i = 3 | Mivel 9‘1 elosllitdsa a B1 bdzisban:
0
e = -2 e+ 3 &
gl’—vel lecser élhetd g, illetve e,. de ¢, nem. Vigyiik be gl’-t [
helyére a B1 bazishan,
Byt &0 & gy

Hatérozzuk meg a v vektor koordinatiit a B2 bézisban, amennyi-
ben BI -beli eld4llitdsa:

v=e ¢ 2e - e,
v B2 bazisbeli vi, v’2, v’3 koordindtdit példsul meghatérozhatjuk a

kovetkezd egyenletbél:

1 ) ~2 i 0 , 0 1 -2 vi
2l =y 3 vy eV ol 2=[sv; + v,
-1 0 0 1 -1 vé
amelybdl:
vy = - %; v, = —;—; v’3 = -1 adédik,
Megiepyzés:

A biazistranszformécié hasznélhaté vekiorrendszer linedris
figgségének, ill. fliggetlenségének elddntésére is, a kbvetkezo
gondolatmenet alapjdn. A vizsgilt vektorrendszer vektoraival lé-
pésenként megprobéljuk lecserélni a bazisvektorokat, Ha a rend-
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szer minden vektora bevonhaté a bézisba, akkor a vektorrendszer
linearisan fiiggetlen, egyébként linedrisan &sszefliggt,

2.17. A bagzistranszformicié végrehajtisa mitrix
felhasznildasival, elemi sormiiveletekkel

A 2.15, Tételben egy adott bézist ugy mdédositottunk, hogy annak
egy vektorit cseréltik le, és a vektortér egy tetszCleges v vekford-
nak megadtuk az uj bazisbeli koordindtdit (4) alatt. A 2,16, példban
egy konkrét bazistranszformécidét hajtottunk végre, de nem haszniltuk
az emlitett (4) formuldt, méis médszerrel hatdroztuk meg egy vektor uj
koordindtait. Most megmutatjuk, hogy egy ligyes elrendezéssel hogyan
tehetjiik mechanikussd az uj koordinitik meghatirozdsét.

legyen 2 V vektortér egy bézisa

108y PO g_n és egy vektora v,

i 1
i=1
Mivel vy # 0, v bevonhatd a bézisba e, helyére. Az igy nyert uj
bézis
Bz ' 6_2, ey gn

Feladat: hatdrozzuk meg a v vektor, az & vektor &s egy

n

j R

= Z a, e, vekior B_ bizisbeli koordindtiit,
i1 i-i 2
1=

1<
il
=t
<
+
L]
'J(D

i=2
n n
1 1 1
v = iv.e_-bole=———-v————- _Z-v.e,
- i-i 1 v - Vl i—
i=1 1 i=2

és ennek felhagzndlasdaval — mint azt a 2,15, Tételben mdar lattuk -

9z




Most irjuk fel y, e,, & B, -bell koordinatéit oszlopmétrixba
rendezve egymés mellé, Kapjuk a kivetkezd métrixot:

vl 1 za.1
v2 0 a2
. 1)
v 0 a
‘n n

Osszuk végig a métrix elsd sorét vy -gyel, majd az igy nyert el-

588 sor megfelelS skaldrszorosait a tobbi sorokb6l kivonva érjlik el, hogy
az els6 oszlopba a y vektor uj - B, bézisbeli - koordinatéib6l 4lls
.1\ oszlop keriiljtn.
0
0

0
1)-b8l 2 kivetkez8 métrixot kapjuk:

1 1 1
Yy £ 1
0 Vz a 3-1' v )
- - 2
vy 2 v 2 (2)
. ) V- a‘
0o -2 a - L s
Vl Vl n

Vegylik észre, hogy mikSzbhen (1)-et oly mddon alakitottuk, hogy
az elsd oszlopba v uj koordindtdi keriiljenek, 2 mé4sodik oszlopban

kialakultak e, U koordinétai és a harmadik oszlopban a Bz—beli uj

koordinatdi jottek létre. Igy ez az elrendezés valéban alkalmas bézis-
transzformécié mechanikus végrehajtdsira, Nyilvanvaléan nem viltoztat
az eljards lényegén, ha tdbb bazis vektort - akar az egész bézist -
cseréliink le. ' '
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2.18. Példa

Allapitsuk meg, hogy a V vektortér vy Y, Vg vy vektorai
linedrisan fiiggetlenek-e,ha V egy bézisa: € &y €5, 8, és

LG r3e, ey,

L™ty

v me 2o, -ey v3e,

LTe g ey e,
MEGOLD AS:

1. lépés:

A 2,17, alatt ismertetett eljiréssal vonjuk be a bazisba e he-
lyére a v vektort. Ez ugy érhetd el, hozy az

hooh Yoy

1 0 1 1
3 -1 2 -1 métrixon
0 1 -1 2
1 0 3 3

olyan sormiiveleteket végziink, amelynek eredményeként az elsé oszlop-

P A natsi /1 o
ba a v vektor Vyr 8 &5 8, bézisbeli uj koordinatai ke riil
nek, 0

0

0

Ezért az elsé sor hiromszorosdt kivonjuk a mésodik sorbél, majd az
elsG sort kivonjuk a negyedik sorbdl és a kivetkezd métrixot kapjulk

yooon oy oy
1 0 1 1
0 -1 -1 -4
0 -1 2
¢ 0 2 2
Ennek a métrixnak az oszlopaiban a vektorck Vv & 93, g4 bézis-

beli koordindtdi allnak,
2, lépés:
Mivel a v, elBallitdsdban e, egylitthatéja nem nulla, bevonjuk

a bézisba gﬁ-t e, helyére. A mésodik sort hozzdadva a harmadik-
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hoz, majd a méasodik sort {~1)-gyel szorozva kapjuk v , v, v, v.
koordinatdit most mar a v_, v_, e_, e bhizishan: R
= B ’
R 7
1 0 1 1
¢ 1 1 4
0 ] -2 -2
0 0 2 2
3. lépés:
g bevondsa a bézisha ey helyére, A Vs Yo Voo & bézis-
ban a koordinitils
5oL Ly
1 ¢ 0 0
0 1 0 3
0 ) 1 1
\ 0 0 0 0

Tehdt a rendszer lineérisan &sszefiiggd.

A Vo Vo Vg vektorok linedrisan fiiggetlenek, de vy méar kife-

jezhetl linedris kombindci6julkként v, "3y, + v alakban. Megmuiatjuk,

hogy a bézistranszformicid megadhaté egy mitrixszal is és ennek se-

gitségével tetszbleges vektor uj bézisheli koordin4tdi konnyen meghati-
rozhatok,

2.19. Tétel

ILegyen a V vektortér két bédzisa B és C.

B:b,....,D C: .y C
=1 -n n

A B bazis vektorainak elfallitdsa a ¢ bazishan:

9.1"

n
= 1
(- T s o
j=1
A C Dbazis vektorainak eldillitdsa a B bazishan:
e, = Z c,. b (2)
= jii 5
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ILegyen v € \ és eldsllitdsai a két bézisban:

n
v = 2 vl @
i=
€8
n
v o= Z V. ¢ (4)
- . 17
=1
Allitds:
\ bll b12 bln vl ,
[} 3 - - 3 a - (5)
v b. b b v L
n/ nl n2 nn n .
o~ \—‘V'\/
L B in
Y °11 %2 % Y
&s . _ . . . . . (©)
v c ¢ c v’
n nt n2 nn n
S c L
Bizonyitis:

A két bdzis szerepének felcserélésével (5)-h8l kapjuk (6)-ot, te-
hit elég az (5) 4llitdst igazolni, Ehhez helyettesitsiik be v (3) alatti
eldllitéssban b.-k helyére (1)-et és megkapjuk v elS4llitdssat a C
bézisban: -

n n n
> Vi Z b g ) = Vi )
i=l j=1 S
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Ebbdl
n

Z v by G<L.2...n) (8)
i=1

<
Il

Ha az (5) alatti métrix szorzést elvégezzilk, a szorzat oszlopméat-
rix jredik elemére ugyancsak a (8) alatti

n
Z vy bji tsszeget kapjulk,
i=1

és ezzel az 4llitist igazoliuk, m
Megjegyzés:

Ha a B bézisrdl akarunk 4ttérni a C bézisra, akkor a
B métrixra volna sziikségiink, de a C miirixot ismerjiik, Ezért

fontos a két métrix kapesolatat leird

2,20, Tétel

Bizonyités:

A 2.19, Tételbdl tudjuk, hogy minden v €V vektor B és C
bézisbeli koordinftéira érvényes, hogy

Y1 Y1
o R L
v, v
Y1 1
S
A %
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Az elsd egyenldség jobb oldalat a mdasodikba helyettesitve:

Y1 Y1

) -C-B ) adédik.
v v /

n n

Mivel az utébbi egyenl3ség minden V-beli vektorra, igy az

1 0 0
0 1 0
koordindtéju
0 0 1
b,, b_, e b vektorokra
—2 -h

is érvényes, ezeket rendre behelyettesitve a

€ - B =

e

egyenldséget 6s hasonléan - a miésodik egyenldség jobb oldaldt helyet-
tesitve az elsdbe - .

B - C = E egyenldséget

kapjuk, ami #allitdsunk igaz voltat jelenti. &

3. IZOMORFIZMUS

Ebben a pontban az algebra egy olyan fontos fogalmit emlitjiik
meg, amely nemcsak a vektorterek elméletében, hanem més algebrai
strukturdk elméletében is jelentoséggel bir.

Tekintsiik példdul a legfeljebb n-ed foku Pn(x) valds egylitthatés
polinomok n + 1 dimenziés vektorterét a polinom Osszeadds és valds
szdmmal szorzéds miiveletekkel és a valds szdmokbdl alkotott n + 1
elemii oszlopvektorok vektorterét. A két vektortér elemeit feleltessiik
meg egymésnak a kivetkezSképpen:
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a +a1x+...+ax\%» a

ha

a +3.1X+... +anX <> a,

b +-h]x+... b x B

o ve e

akkor a két polinom dsszegének megfelelfje a tagok megfelelSinek &sz-
szege:

n
(ao+bo)+(al +b1) Ktoo.r (an +bn) X - .

és egy polinom skaldrszorosdnak megfelelje a polinom megfelelGjének
skaldrszorosa;

a +b
n n

Ameanyiben a két vektortér elemei kozott fenti jellegii un. miive -
lettarté megfeleltetés létesitheto, akkor a két vektortér, ha csak a
strukturdjat nézziik, vagyis eltekintiink attol, hogy mik az elemei, meg
sem kiilgnbéztethetd egymaéstél,
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3.1. Definicid

A kblestnbsen egyértelmii miiveletiartd leképezést izomorfizmus-
nak nevezziik.

A V és W vektortereket izomorfaknak nevezziik, ha elemeilk
kizstt izomorfizmus létesithetd.

Jelilés: VW

"o

A 4, fejezet elozd pontjainak alapjsn nyilvdnvaldan adédik a

3.2. Tétel

Barmely n-dimenziés V vektortér izomorf a skaldrhalmazidbél
alkotott n elemil oszlopvektorok vektorterével.

Bizonyitis:

Legyen 1—3-1""’911 V egy bazisa, Mint tudjuk, tetszbleges
n

v € V elem egyértelmiien elodll Z v I_o_l alakhan.
i=1

Létesitsiik a kovetkez8 megfeleltetést:

Y1

V <>

v
n

Ez kilestntsen egyértelmii és miivelettarté. Igy az n-dimenziés
oszlopvekiorterek vizsgdlata alapjdn sok mindent megtudunk az Hsszes
n-dimenzidés vektorterekrdl is.

4. DIREKT SZORZAT, DIREKT OSSZEG

Az olvasé mér taldlkozott halmazcok direkt szorzatdnak fogalms-
val, A kivetkezdkben megmutatjuk, hogy direkt szorzattal és egy méi-
sik eljardssal, az un. direkt Ssszep képzéssel hogyan lehet vektorte-
rekbol uj vektorteret képezni,

4.1, Definicid

Iegyen U és V két vekiortér egy K szémtest felett. E vek-
torterek U @ V direktszorzatdnak az elemei az (1, ¥v) U €U
¥ € V rendezett vektorpirok, amelyek kizitt az Ssszeadést
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My V) + 0y ¥ =yt VoY)
médoﬁ,
a k € K szdmmal szorzist

kv = kuy kv)

médon értelmezziik,

Az 1.1, Definiciéban szerepl8 vektortér - axiémikat vizsgélva az
olvasé konnyen meggy8z6dhet arrél, hogy U V szintén vektortér
K feleit. Hasonlé médon értelmezhetd a direkf szorzat ketténél tébb
tényezdre is.

Megjegyezziik, hogy a direkt szorzatot Descartes-szorzatnak is
szokés nevezni,

4.2. Definicid

Legyen U1 és U2 egy V vektortér két olyan altere, amely-

re U n U, = {Q} . Az alterek U @ U, direkt 8sszegén az

{51 oy oy e, eUz}
halmazt értjik.

4.3. Tétel
U1 @ U2 a V vektortérnek altere

& V u € U, @ U, egyértelmiien irhaté fel u =u, + u

1 2
w ey, 1 € U, alakban.

Bizonyitds:

Az dllitds elsS része nyilvanvaléan igaz, igy csak azt mutatjuk
meg, hogy az elfdllitds egyérielmii.
Tegyiik fel, hogy u & U @ U, kétféleképpen is elBdllithaté

BTy, wels wey @

=
li

Lty wels wey @)
alakban, (1) és (2)-bdl
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Mivel

Ulfle = {g} ezért

y -y = 0 68

u, - 5’2 = 0 lehet csak, ami az egyértelmiiséget jelenti. m
Megjegyzés:

A direktosszeg fogalma is kiterjeszthetd kettOnél tobb altér

esetére is,

Példak

i. Legyen V a valés szdmok, Osszeadfsra és valés sziammal
szorzésra alkotott vektortere

v @ V a valés kételemii sormétrixok vektortere.
2. Legyen V a silkvektorok vektortere

A€V, bev, apb

1
torral parhuzamos vektorok altere. Ekkor

U (:) u, - V.

3. Legyen V az n elemii oszlopmiétrixok vektortere és A epy

U legyen az a vektorral pirhuzamos vektorok, U, a b vek-

olyan n x n-es miétrix. amelynek elsd oszlopa csupa nulla, a tobbi
oszlop viszont linedrisan fiiggetlen rendszert alkot.

Tekintslik 2z A x = 0 egyenlet megolddsvektorait. Kzek V-nek
egy U1 egydimenzié_s alterét alkotjik. Legyen U2C V-nek az
0
b

y = alaku vektorok iltal generéalt (n-1) dimenziés altér,
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Megmutatjuk, hogy
v, ® U, =V

Legyen ugyanis v € V tetszoleges

i 0
v = Vo s y = Vo € U2 , ekkor
v v
n n
Y1
0 5
Aw-y = A = 0 tehat
0
v-y = X eU]. vagyis

1<
I}
kgl
+

¥y, mint dllitottuk.
Megjegyzés:

Vektorterek felbontdsa altereik direkt Osszegére segédeszko-
ze lehet vektorterel vizsgalaténak is.

5. KITUZOTT FELADATOK

1. a) Mutassa meg, hogy a 2 x 2-es mitrixok halmaza vektortér
a mitrix 6sszeadis és szimmal szorzas miiveletekre.

b) Hatdrozza meg a vektortér dimenzidszémit,

¢} Konstruilja meg a vektortér egy hiromdimenzids alterét.

2. Bizonyitsa be, hogy ha a V vektortér 51, %L’ g3, 34 ele-
mei a b vektort egyértelmiien 4llitjdk eld, akkor az , a_, a_, a

e s s =17 -2 4 A

vektorok linedrisan fiiggetlenek,

3. Mutassa meg, hogy ha egy V vektortér dimenziészfma n,
akkor bdrmely k<n természetes szimhoz taldlhaté V-nek olyan al-
tere, amelynek k a dimenziészama,
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4. Legyen a V vektortér két altere Vl és V2. Mutassa meg,

hogy ha
VNV, = {9_}

akkor dim V1 + dim Vzédim V.
5. V1 és V2 a V vektortér két altere.

a} Mutassa meg, hogy
V1 N V2 is altere V-nek,
b) Bizonyitsa be, hogy
L] " - » r '
dim (Vln Vz)s min (dim Vl’ dim Vz..

a 0
6. Lepyen V az
&Y ( 0 b alaku,

valés elemii mitrixok vektortere.
(Mlveletek: métrix tsszeadds és métrix szorzésa szémmal.)
legyen W az a + bj alaku komplex szimok Osszeadisa és va-

16s szdmmal szorzdsra alkotott vektortere.
Bizonyitsa be, hogy

VEW,

104



V. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

Ebben a fejezetben a linedris egyenletrendszerek megoldhatésa-
géinak feltételeivel, a megold4sok szdm4ival kapesolatos elvi problémék-
kal és a megoldds médjéval foglalkozunk,

1. ALAPFOGALMAK ES A MEGOLDHATOSAG

KERDESEI
1.1. Definicio
Az
all x1 +oees + aln xn = bl
Bo1 ¥y teer Ty X = by

L

egyenletrendszert, amelynek egyiitthatéi valés vagy komplex szémok, in-
homogén linedris egyenletrendszernek nevezziik, ha nem minden bi= 0

(i=1,2,...m) és homogén linedris egyenletrendszernek, ha minden bi=0

{I=1,2,...m). A fenti egyenletrendszer, az azonos ismerctlenek egyiitt-
hatéit és az ismeretleneket egy-egy oszlopvektorba Ssszefogva, az

a

1i

: =3i (i=1,...,n)

a .

mil

% by

: =x & [ [ | =b
Xn bm
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jelléssel a kovetkezl vektoregyenlet alakba irhaté:

= 2
e @

Jaszndini fogjuk az epyenletrendszernek egy harmadik irdsmddjat is:

if >
k]
1l
=2

ahol az A mitrix az

I3
1l

egyiitthaté matrix.

Az egyenletrendszer megoldhatésdgénak kérdését, a linedris
egyenletrendszert (2) alakban irva, Adtfogalmazhatjuk a kovetkezOképpen:
az m dimenziés oszlopvektortér b vektora elGallithaté-e 2 vektor-

tér gl,...,gn vektorainak line4dris kombindcigjaként? Erre a kérdés-

re az elbbbi fejezetben tdrgyalt ismereteink alapjén konnyen tudunk va-
lagzolni.

1.2, Tétel

Az

allxl +o.0t dlnxn = b1

.......................

egyenletrendszer alkkor és csak akkor oldhaté meg, ha az

a vektorrendszer és az

=1’ *

cey 8

—n
a,...,4 , b vektorrendszer linedrisan fliggetlen vektorainak a
._1 - —

S707A 4zZones.

Livonyités:

1) Ha az egyenletrendszernek van megolddsa, akkor

| v



2 b vektor benne van az
ben.
Ez azt is jelenti, hogy az

a,...,a vektorok 4ltal generilt altér-
=1 -

a és az , b
-n -

v wee s a—']_’ o 3_-n

vektorrendszer ugyanazt az alteret generilja. Legyen ennek dimenzié-
ja k, akkor az

31, cee gn és az
a_'ls LI g'_ns b_

vektorrendszerben is k szimu linedrisan fiiggetlen vektor van, Ezzel
a feltétel sziikségességét kimutattuk.
b) A feltétel elégséges is. Legyen mindkét vektorrendszerben a

line4risan fiiggetlen vektorok maximélis szdma k, Ha az PR 2
vektorok kozott 8s-00,8 linedrisan fiiggetlenek, akkor, mivel az

a,

Bireens

2 b rendszerben sincs ttbb fiiggetlen vektor, b eld4llithats
b=x 2 *..+ X, 3

alakban, de akkor

X3 +"'+xk'§k+0'§k+1 +...+0-§n=t_>

is fennall, ami azt jelenti, hogy az

b

vektor megolddsa az egyenleirendszernek. m
A tételbdl is kovetkezik az a nyilvdnvald tény, hogy ha az egyen-
letrendszer homogén, akkor mindig van megoldisa,

107



A métrix-rang fogalmdnak megismerése utdn az eldbbi tétel egy
miésik jol hasznédlhaté megfogalmazdsst is megadjuk.

i. 3 Vrv]jefinicié

métrix oszloprangjfn az | . (i=1,2,...,n)
a_ .
mi
oszlopvektorok kozott levd linedrisan fiiggetlen vektorok szamit értjiik.

1.4, Definicié

Az
81 ¥n
A=l i,
ess 4
aml mn

métrix sorrangjén az

(ajl, ajn)’ g=1,2, ... m)

sorvektorok kizott levS linedrisan fliggetlen vekiorok szamit értjiik,
1.5, Példak

1. Hatérozzuk meg az

1 2 21 1
A =12 0 2 1 0| matrix
- 2 2 0 0 1

oszloprangjat. A 2,16. példdban kivetett modonybéziscsere médszerrel
szémoljunk, azaz vonjuk be az
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1 0 0
0 1 0
0 0 1
bizisvektorok helyére A oszlopvektorai kozill azokat, amelyeket lehet.

1 1
El8szor (2) ~5t bevonva (0) helyett, adédik az él métrix,
2 0 -

1 2 2 1 1
= 0 -4 -2 -1 -2

1l
[

0 -2 -4 -2 -
Ezutin cseréljiik le

2
-4 |-vel a
~2

oszlopvektort, kapjul éz-t.

H o o
————

1 0 -2 -1 0
A, = 0 0 6 3 0
- 0 1 2 1 0,5

Folytathatnidnk az eljérist, de mér laiszik, hogy az oszloprang 3,
ugyanis az elsd hdrom oszlopvektor linefrisan fliggetlen, a negyedik a
harmadikkal ssszefiiggl, az otodik pedig a mésodikkal fiigg Sssze.

2. Az elébbi feladatot oldjuk meg méis médszerrel is. A IV.2.7/6
tétel szerint egy vekiorrendszer linedrisan fiiggetlen vektorainak szdmén
nem véltoztat, ha barmelyik vektor konstansszorosédt hozzdadjuk egy méa-

sikhoz, Ilyen - un. oszloptranszformécidkkal igyekezzink az A métrix
oszlopait -

(o) () (¢)

h L L 4L Yy
12 2 1 1
A= 12 o 2 1 o
= 2 2 0 o 1
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A . ' Pl z "I 3 _ - * _
v, vektor kétszeresét kivonva !2—b0 és v, bol, majd v

et kivonva y_4—bol és gs—boi, kapjuk az 53 métrixot:
1 0 0 0 0

= 2 -4: "'2 "'1 —2
2 -2 -4 -2 -

A negyedik oszlopvektor®megieleld konstansszorosait hozziadva az
-szlopokhoz, adédik :44.

Ebb8l méar kiolvashaté, hogy az oszloprang 3. Az eljérést tovébb
sulytatva, a 2. oszlopot 6-tal osztva és megfeleld konstansszorosait a
ibbi vektorhoz hozzdadva az A métrixszal azonos szdmu linedrisan
tiiggetlen oszlopvektort tartalmazé 45 métrixhoz jutunk:

1 o o0 o 0
Ao =Lo 0o 0 a0
0o 1 o0 o0 0

3. Tiizziik ki most azt a feladatot, hogy megéllapitjuk az eldbbi
ieladatokban szerepl8 A métrix sorrangjéit.

[l
1]
SN
[T T
N O N
=T U ]
[T ol ool
o
S

Tegylik ezt elfszér a 2. példa mdodszerével, alkalmazva azi a
.nAtrix sorvektoraira, Igy elst lépésként az A-val azonos sorrangu é6

mdétrixot kapjuk az els6 sor kétszeresét kivonva a masodik és harma-
dik sorbdl.

1 2 2 1 1
A, =0 4 -2 -1 -2
h 0 -2 -4 -2 -1
Fzutdn a harmadik sorvektort hozzédadva az elsdhtz, és kétszere-
U kivonva a mésodikbol adedik A, .
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1 0 0 0 0 \
A = 0 0 1 0 OJ ,
=3 1
1 -_—
0 0 0 5
amibol jol latszik, hogy a sorrang 3.

4. Hatdrozzuk meg az A matrix sorrangjit, az 1. példa méd
szerét alkalmazva a mitrix sorvektoraira.

1 2 2 1 1
A = |2 o 2 1 o
Megkiséreljiik tehdt a sorvektorokat bevonni az Stdimenzids sor-
vektortér
(1 0000}, 01000, (00100), (60010}, (0DOOCO I
bazissnak els8 hdrom vektora helyébe. Eldszor az elsd sorvektort

vissziik be (1 0 ¢ 0 0) helyett a bézisba. A vektorok uj koordindtdi -
kovetkezOk lesznek:

1 0 0 0 0
49 = 2 -4 -2 1 -~Z
h 2 -2 4 -2 -

1 0 0 0 0
i&10= 0 0 0 1 0

-2 6 0 2 3
majd a 3. sort (0 1 0 ¢ 0) helyett hevonva a bézisba az

1 0 0 0 0
éll = 0 0 1 0

0 1 it ¢ 1

<

mitrixot nyerjilkk, amibdl kitiinik, hogy a sorrang 3.
Az 1, és 3, példa, illeive a 2. és 4. példa Gsszehasonlitdsdb:l

az tiinik ki, hogy az A mdtrix oszlopvektorainak a bézisba torténd be -
vondsa és a métrix sorvektorainak elemi transzformaicidi. illetve 2z
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oszlopvektorok elemi franszforméci6i és sorvektorok bAzistranszforms-
cibja azonos viltozést idéznek eld a métrixon &s viltozatla | hagyjik
mind az oszloprangot, mind a sorrangot. A példdk sejtetit - kivetkezd
tétel igazsfgit:

A mitrix oszlop- és sorrangja megegyezik,

Bizonyitds:

A bizonyitds azon a gondolaton alapszik, hogy ha egy mdétrixon
elemi sor-, ill. oszloptranszforméciét vépgziink (ldsd 3.3.), azzal nem
véltoztatunk sem az oszlop-, sem a sorrangon. Ha ugyanis valamely
sorvektor konstansszorosait hozzdadjuk a iobbi sorokhoz, vagy a sort
végigosztjuk egy szdmmal,az a sorrangon a 1V.2.7,./6. tétel alapjén
nem viltoztat, Az oszloprangot viszont azért nem viltoztatjia, mivel az
oszlopvektorok terében csak béazistranszformécidt végziink,

11 in
A= .......... .
aml v amn

Legyen k az A maétrix oszloprangja. k<n, mert n darab
oszlopvektor van és k& m, mert az oszlopvektorok az m dimenziés
oszlopvektortérnek alkotjik alterét. Tehdt

k£<min (m, n).

Rendezzitk ugy az oszlopokat, hogy az els8§ k darab legyen li-
nedrisan filiggetlen. Nem jelenti az 4ltaldnossdg megszoritdsat, ha fel-
tessziik - csupdn az egyszeribb irdsméd kedvéért -, hogy az elsé k
fiiggetlen oszlopvekior az m dimenziés oszlopvektortér

1 0 0
1
g = » € = . |seeer B =
O
0 0 i

bézisdnak éppen az els§ k darab vektor4val cserélhetd le.
Elvégezve az A métrix els6 k oszlopvektordnak bevonssit a
bézisba, az e vektorok helyére, a kivetkezd alaku A

s €., s0e, €
métrixot kapj& 2 &
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L2 ok &
171 0 . 0 b . b
~ 1 k+1 in
0 1. 0 b2 k#” b2n
A = et
k|l o0 0 .1 bk e bkn
in/ 0 0 0 bmk+1 bmn

Ezutén él els6 k darab oszlopanak megfelelS konstansszoro-

sait a k+#,...,m oszlophoz hozzéadva a még egyszeriibb alaku A
. . =2
métrixzot kapjuk,

1 2 k n
[ 2 - b
1 1 0 .0 0., 0
p—
4] 1 .0 0., 0
é_ .............................
- k 0...1 0©
0 0 -- v kot Pl n
in/ 0 0...0 bm kil ° bm n

Megmutatjuk, hogy az 42 miétrix jobb alsé sarkéiban lev§ ele-
mek is nulldk. Tegyiik fel ugyanis, hogy i>k,j>k és bij #0. Ez

lehetetlen, mert akkor az i. oszlopvektor linedrisan fiiggetlen lenne az
elsé k oszlopvektortsl és az oszloprang k+l volna,ellentétben az ere-
deti feltétellel. Tehit

1 5 n

el s

\l/ 1 0.. 0 ... 0

0 1., 0 0.. 0

el et ie ittt e &8

=2 \15 0 0.. 1 0.. 0

m \ 0 0.. 0 c. 0
~

igy A -nek pontosan k darab linesrisan fiiggetlen sorvektora van,
Mivel A sorrangja éz-ével azonos, é&llitdsunkat igazoltuk,

Fentiek alapjin jogos a kivetkez&;
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1,7. Definicid

Az A métrix megegyezd oszlop- és sorrangjit a métrix rangjsi-
nak nevezziik. A méitrix rangja tehdt a métrix oszlopvektorai ill. sor-
vektorai &ltal generélt vektortér dimenziészdma. E fogalom segitségé-
vel az 1.2, tétel egy 4tfogalmazésa az

1,8, Tétel

Az A . x =b lineédris egyenletrendszer megoldhatéséganak
sziikséges és elégséges feltétele, hogy az A epyiitthatd métrix rang-
ja megegyezzék az un, kibSviteit métrix rangjdval. (Kibovitett métrix-
nak azt a métrixot nevezzik, amelyet A-b6l 2 b vektor hozzévéte-
lével nyeriink.) -

1,9, Példa

Allapitsuk meg, “ogy megoldhaté-e a kivetkez8 egyenletrendszer

2x1 + Zx2 + 3x3 - x4 = -1
3:111 - x3 + 4x4 = 2
x] + x2 + 2x3 = 3

A kibdvitett métrix - utolsé oszlopként irva a b vektort - a ki-
vetkezo:

Elemi sor- és oszlopmiiveleteket végziink
1, Az elsd oszlop megfeleld konstansszorosait kivonva a tobbi osz-
lophol:

2 o - -1 -7

3 -3 -7 4 =7 ) addadik,
1 0 0 0 0

2, A mésodik oszloppal operilva a

2 0 - -1 -7
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0

métrixot kapjuk.
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A métrix rangja és a kibdvitett métrix rangja is hirom, tehét
van megoldis,

2. A LINEARIS EGYENLETRENDSZER
MEGOLDASAINAK SZAMAROL ES A MEGOLDAS
MODJAROL

A megoldhatésfig kérdésén kivill még két alapvetd probléma me-
riil fel az egyenletrendszerekkel kapcsolatban. Az egyik kérdés. hogy
egyértelmii-e a vizsg4lt egyenletrendszer megolddsa, ha nem egyér-
telmii, akkor hdny megolddsa van. A mésik probléma, hogy hogyan le-
het a legkevesebb féradséggal, illetve szaAmitégépre is alkalmazhatd
mddszerrel megkeresni a megolddsokat.

2,1. Tétel
Az
Ax = b b # 0

inhomogén egyenletrendszer birmely X megolddsa eldsllithaté az in-
homogén egyenletrendszer egy tetszcleges ;_cp un. partikuldris megol-

disdnak és az Ax = 0 homogén egyenletrendszer egy x, megold4-
sénak tsszegeként,

&

Bizonyitéis:

= 0 egyen-

Azt kell megmutatni, hogy X - ;_<p megoldéisa az
letnek. Ezt behelyettesitéssel igazoljuk:

A (.x,—x)=Ax,-Ax,
= e | —p =1 :—p

a szorzis disztributivitis4t felhasznédlva.

Ax, =b é8 Ax =b

=b, mert x ¢és
= :—p -4

X
“p

megoldédsai az inhomogén egyenletrendszernek. Igy

I3

% -%x) = 0

_i
—E
X
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és akkor

X, =X +x , mint dllitottuk, ®
=i - ~h

Fentiek kovetkezménye, hogy ha az Ax = b inhomogén egyenlet-
rendszer megoldhatd, akkor megoldasamak—a széma megegyezik az
Ax = 0 homogén egyenletrendszer megoldidsainak szdméval, Ezért a
tov4bbiakban az Ax = 0 homogén linedris egyenletrendszer megold4-
sainak szfméval - elészér a megoldis egyértelmiiségével foglalkozunk.

2.2, Tétel

22’ *
san figgetlenek, akkor az Ax = 0 homogén egyenletrendszernek egy
megolddsa vam az x = 0 vektor, és forditva, ha az egyenle trend -
szernek egy megoldésa van, akkor az 5_11, gm vektorrendszer line-
drisan fliggetlen.

Ha az egylitthatd métrix RS- oszlopvektorai linedri-

a,.

Bizonyitds:

Az dllitds a linedris fliggetlenség fogalmébol kovetkezik, @
A 2.2, Tétel egy mis megfogalmazdsa a

2.3. Tétel

Egy homogén linedris egyenletrendszer egyértelmii megolddsdnak
sziikséges és elégséges feltétele, hogy az egyiitthaté maétrix rangja meg-
egyezzék az ismeretlenek szamaval,

Kovetkezmény:

Az jnhomogén linedris egyenletrendszernek - ha egyéltalan meg-
oldhaté - akkor és csak akkor van egy megolddsa, ha az egyﬁtthaté
métrix rangja azonos az ismeretlenek szaméaval,

Mivel az egyenletrendszer métrixdnak rangja nagyobb nem lehet
az oszlopok vagyis az ‘ismeretlenck szé&mdandl, azért azt kell még meg-
nézni, hogy hiny megolddsa van, ha a rang kisebb az ismeretlenek
szAméndl, Ehhez megmutatjuk, hogy a homogén linedris egyenleirend-
szer megoldédsvektorai vektorteret alkotnak és ennek dimenzidja az
egylitthatd vektorok kozotti, linedrisan fiiggetlenek szamidtsl fligg.
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2.4. Tétel

Az
all alm xl g
a

21 2m — .
a . X 0

ml mn n

N \f-v-\/
A X

egyenletrendszer megolddsvektorai az n dimenzids oszlopvektortérnek
egy

n - rang A
dimenziéju alterét alkotjik,

Bizonyitéds:

1. Ha x, és x, megoldisai az Ax = 0 egyenletrendszernek, ak-

1 7 3 =2
kor tetszoleges s Sy skaldrok esetén
A (e *oy%y) = o) Axy o, Axy =0,
tehat C Xt CoX, S megoldés.

2. Az altdr dimenziészdménak meghatirozfsdt ugy végezziik, hogy
el8szor konstrudlunk n-rang A szimu fiiggetlen megoldasvektort,
majd megmutatjuk, hogy tébb fliggetlen vektor nines a megolddsvektorok
alteréhen.

Legyen rang A = k. Nem jelenti az 4ltaldnossig megszoritdsit,

ha feltessziik, hogy A els8 k oszlopvektora a .,a, linedrisan
fliggetlenek. Ekkor Ek REER .,E_ln mindegyike és akkor {-1-)-szere -
seik is eldallithatok a ’Ek linedris kombindcidiként:

BT Ay Y Xpply e PRy (5L ...m) M

Ezt 4dtrendezve:

+x..8_ + + X

xil?—l joly tee- ikg-k = 0, (i=k+l,...n) . (2)
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n-k egyenl8séget kapunk, amelyekbdl kiolvashatd az egyenletrendszer
aldbbi n-k szimu linedrisan fiiggetlen megolddsa.

L0 | Y i " ) n 1
a1 2 *112 2 *h 2
x--k+1 - xk+1 k i§k+2 - xk+2 k ’}—{n = xn k @)
1 0 0
0 1 .
R . 0
0 1

Konstrusltunk tehdt n-k linedrisan fiiggetlen megoldsst. Megmu-
tatjuk, hogy tobb fiiggetlen vektor ninecs a megolddsok terében.

Legyen
%
Cy
e = .
én

egy tetszoleges megoldds. Ez azt jelenti, hogy

c;3 +ecya, teoo vo @ +...+cn§n=0_. {4)

(1)-et (4)-be helyettesitve kapjuk:

n
R e R
i=k+
és ezt dtrendezve:
n n
B ) o) tR 0 m D eXp) bt
i=k+1 i=k+
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i=k+
Felhasznédlva az Biseees Ek vektorok linedris fiiggetlenségét,
az utolsé vektoregyenletbdl
n n
)= G Eype e O T > o Xy
i=k+ i=k+1

tsszefiiggések adédnak, ami azt jelenti, hogy

c cx ,

- ck+1§k+1 * cl«:+2 2‘-k+2‘ Y Tntn

vagyis az eldobi n-k darab fiiggetlen vektor bizis4it alkotja a2 megol-
dastérnek. A megoldéstér tehdt valéban n-k dimenziés altere az n
dimenzibés osziopvektortérnek, amint azt 4llitottuk.

Kévetkezmény:

Ha az Ax = b, (b # 0) inhomogén egyenletrendszer A egyiitt-
haté métrixdnak a rangja (r) kisebb mint az ismeretlenek szfma (n},
akkor az egyenletrendszernek, amennyiben egyéltaldn van megoldisa,

ugy végtelen sok van €s az x megolddsvektorok x = }—{p t X ala-

kuak (2.1, tétel), ahol az X vektorok az n dimenzidés oszlopvek-

tortérnek n-r dimenzidés alterét feszitik ki.

Az egyenletrendszer megolddsédnak mdédjéval foglalkozunk a tovéb-
biakban, A kovetendd médszer mechanizmusa megegyezik a kizépiskold-
ban tanult "egyenld egylitthat6k"” médszerével.

2.5. A linedris egyenletrendszer megolddsa

baziscserével
Keressik az A - x = b, (b # 0), részletesebben:
\
211 Yn % by
a a
21 2n - @)
a a x b
ml mn n n
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métrix-egyenlet megolddsat. Ha a bovitett egylitthaté6-matrix (Ab) osz-
lopvektoraival lecseréljilkk az oszlopvektortér h

0 ha j#1i

1 ba j=i

un, egységvektorokbdl 4116 bazisit, akkor - ismét az egyszeriibb iréds-
mod kedvéért - feltételezve, hogy az elsd k darab oszlopvektor li-
nedrisan fliggetlen és rendre lecserélhetd az e , ..., e vekiorokkal,
a kibdvitett mAitrix

1 2 Ik n
~ ~ ~ s ,
1 0. 0 1k 1n bi <
0 1... 0
(éltll): 00 ..... i..a.’ ......... ,b )
Tt kkad™" " "kn "k | W~
0 0... 0 ¢ 0 0 n,
alaku lesz. Az (1) méatrixegyenlet pedig az
= (2)
4x=by

alakot oOLti.
Az uj egyenletrendszer megolddsainak kiolvasfsa igen egyszerik
a) Az inhomogén egyenletrendszer egy partikuldris megolddsa:

)—{ip = 111, a megfelelé homogén egyenletrendszer n-k darab figgetlen
megoldisa;
21 ka 1n
a7 Prga| o E T P |
1 0
0 .
: 0
0 1
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amelyekbdl az inhomogén egyenletrendszer megold4sai az ismert mé-
don kaphatdk:

=ip T Ky YOy Kt ®n-k %

ahol CpsCorveesCy o tetszCleges szdmok. Az (1) és (2) egyenletrend-
szerek megolddsai azonban megegyeznek, mivel a bézistranszforméacis
sorén az egyenletrendszeren csak un. ekvivalens stalakitdsok torténtek
- nem nulla szdmmal szorzés és valamely egyenlet konstansszorosfnak

més egyenlethez torténé hozzdadssa - és igy az eredeti egyenletrend-
szert is megoldotiuk.

Megjepyzés:

Az egyenletrendszer megold4sdnsk ez a mdédszere tobb szem-
pontbdl is elényss. Egyrészt a megoldhatésag vizsgdlata, a meg-
oldasok szdménak meghatdrozésa és a mepgoldds keresése egyszer-
re, azonos moédon torténik, méisrészt szAmitégéppel torténé meg-
oldds esetén is alkalmazhaté,

2.6, Példik -

1. Oldjuk meg a kovetkezG homogén lineéris egyenletrendszert:

3x1 —){2+x3 —x4+2x5=0
X —-2x3 +x4+ x5=0
—le + 2x2 +3x4 - x5 =490
3x2~ x3 +6x4 + x5 =0

Az egyenletrendszer mitrixa:

3 -1 1 a2
a-l@© o - 1
= 2 2 0 3 -

o 3 1 & 1

Az rdgton litszik, hogy van nem trividlis megolddsa az egyenlet-
rendszernek, mivel a négydimenziés oszlopvektortérben négynél tsbb
linedrisan fiiggetlen vektor nines. A fliggetlen megolddsok szamadnak
meghatirozidsihoz és ezek megkereséséhez bazistranszforméciot vég-
ziink az oszlopvektortérben. Hogy kivethetd legyen a biziscsere mene-
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te, a métrixban bekarikdzzuk a bézisba bevonanddé vektornak annyiadik
koordinitsj4t, ahé-yadik egységvektort cseréljik le vele,

0 @ 7 -4 A
[ 0 -2 1 1
él “lo 2 -4 5 1
0 3 -1 6 1
0 1 -7 4 1
1 0 -2 1 1
47 o 0 10 -3 @
0 0 20 -6 -3
Xl Xz X X4 X5
0 1 3 1 0
1 0 8 -2 0

A =
= 0 0 -0 3 1
0 0 0 0 0

Innen kiolvashaté. hogy az egyiitthaté métrix rangja 3, tehat a
megoldisvektorok egy 2 dimenziés vekiorteret generslnak,
Két fliggetlen megoldadsvektor:

-8 2

-3 -1

X, | 1179, x,6 = 0
1 0 2 1
\ luy -3

és az Usszes megoldasok:

E20958 T

alakuak,
2. Oldjuk meg a kovetkezd inbomogén egyenletrendszert:

2x1+x2—x3+3x4=2
-x1+x2+x3+2x4=3
xl+2xZ +5x4=5
—4x1+ x2+3x3+ x4=4
5x1+ x2-3x3+4x4=1
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A bévitett métrix:

2 1 a1 3 2 0 3 1 17 8
@ 1 1 2 3 1 41 a4 =2 -3
1 2 o s sl (0 3 1 7 8
4 1 3 1 4 0 -3 -1 -7 -8
5 1 -3 4 1 0 6 2 14 16

Az els6, harmadik, negyedik s 5todik egyenletek ekvivalensek,
ezért egy kivétellel elhagyhaték. Igy

1 -1 -1 -2 -3 )
0 3 @O 7 8
adodik, vagy egyszeriibb atakban:
1 2 0 5 5 )
0 3 1 7 8
A bévitett métrix rangja az egyiitthaté métrix rangjfval megegye-

zben kettd. Igy a homogén egyenletrendszer megoldésai kétdimenziés
vektorteret alkotnak. Ennek egy béazisa:

-2 -5
1 | oo
ST N B T
0 1

Az inhomogén egyenletrendszer egy megolddsa:

[ =T < I T 5 |

Az inhomogén egyenletrendszer megolddsai tehdt:

5 -2 -5
x = 0 ‘e 1 te 0
= 8 1 -3 2 \-7
0 0 1

tetszdleges c)» ¢, esetén.

123



3. INVERZ MATRIX

A T, fejezetben definidltuk az inverz métrix fogalmét, Moest
kvadratikus A métrix esetén az inverz létezésének feltételét és meg-
hatérozdsit vizsgiljuk.

Ha

A kvadratikus métrix,
A-a7-E, 6 4, -A=-E,
akkor

-1 -

éj - ébl‘

Bizonyitis:
Alakitsuk it az
-1 -1 -
An - & A7 = Al
= = = =
baloldaldt, az asszociativitdst felhasznilva:

-1 -1 -1
N j éb

Ebb8l kovetkezik, hogy

-1 -1
= A,
éj :b
vagyis a jobb- és balinverz megegyezik és ez az 4—1 inverzmdtrix.
Egy mitrix invertdlhat6sdgdnak sziiksépges és elégséges feltételét
fogalmazza meg a

3.2. Tétel

Az A n x n-es kvadratikus métrixnak akkor &s ecsak akkor van
inverze, ha A oszlopvektorai mind linedrisan fliggetlenek és akkor az

-1
A 7 inverzmiétrix egyértelmiien létezik,
Bizonyités:

Az &llitds elsd része az 1.2. tételbdl kovetkezik, ugyanis az

A.X =

=

részletesebben irva az

A D SR = (€, saay
_({1 2 X} el e )
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miétr ix-egyenlet megoldhatésaganak feltételét keressiik, ami ekvivalens
az

Ax, = e, (i1,2,...,10) (2)

n darab inhomogén linedris egyenletrendszer megoldhatésdpgéval,

Az 1,2, tétel alapjdn a (2) egyenletrendszerek akkor és csak ak-
kor oldhaték meg, ha e, 92, ceen® benne vannak az !=\ métrix osz-
lopvektorai 4ltal generalt vektortérben. Ez akkor és csak akkor telje-
siil, ha az A oszlopvektorai 4lial generdlt vektoriér n-dimenzids,
vagyis A oszlopvektorai - persze akkor sorvektorai is - linesrisan
fiiggetlen rendszert alkotnak. A megoldds egyértelmiiségérdl szols 2.3.
tétel kovetkezményeként ekkor a (2) alatti egyenletrendszerek &s igy az
(1) alatti AX = E egyenlet is egyértelmiien oldhaté meg, vagyis a jobb-
oldali inverz egyértelmii, Ugyanez a feltétele az YA = E egyenlet
egyértelmii megoldhatdsaginak is és igy 3.1. alapjdn az invertdlhat6-
sdgnak.

3.3, Példa

Hatérozzuk meg - amennyiben létezik az
1 2 3

A=10 1 2

- 2 -1 0

métrix inverzét.
Az inverz létezésének megillapitdsa és az inverz métrix megke-
resése egyszerre tOrténhet ugy, hogy egyszerre oldjuk meg az

Az, = e, (i71,2,...,n)
== =i

egyenletrendszereket,

A szokott méden A mellé irjuk az egyenletrendszer jobb olda-
lan 4116 vektort - most mind az n darab jobb oldali vektort - ekkor
a kivetkezd bdvitett matrixot. kapjuk:

1 2 3 : 1 0
0 1 2 , 0 1
]
és A oszlopait bevonva a bézisba, adédik

oo

0 0
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1] 3 1

q _ y = = L

1 0 1|1 2 0 1 0 0l2 2 2

i I

0 1 2,0 1 o0 o 1 o 1 -2 L
| | 2 2

' 5 L
0-15-6l-201, 001:2 " 2

1 3 L

2 T4 4

-1 3 1
A=l 1 -5 -3
L5 1

2 4 4

4, KITOZOTT FELADATOK
1. Bizonyitsa be, hogy
rang (é +B) £ rang A + rang B
2. Bizonyitsa be, hogy
rang (A - B) £ min (rang é, rang B)

3. Konstrufljon olyan kvadratikus A # E mdtrixot, amelynek
inverze megegyezik a transzponiltjival:

A - A = E.

4. Bizonyitsa be, hogy ha egy linedris egyenletrendszernek van
két kiilonbdz0 pozitiv megolddsa, akkor van nem pozitiv megoldésa is.
(Az x megoldast pozitivnak nevezziik, ha minden koordinitija pozi-
tiv.)
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VI. A DETERMINANS

1. A DETERMINANS FOGALMA ES ERTEKENEK
KISZAMITASA

A matematika kiilinb6z8 teriiletein - az algebrfban, az analizis-
ben, s6t még a geometrifban is - & miiszaki problémik megold4sanal
is hasznos segédeszkdz a determinins. E jegyzet elsd fejezetében miar
hasznéltunk determindnst tibbek kzitt paralelogramma alapu haséb
térfogatanak kiszdmitdsandl, anélkiil, hogy 4ltaldnosan meghataroztuk
volna a fogalmédt. Induljunk most ki az emlitett vektoralgebrai problé-
miébél.

Legyen

g=a1_1_+a2l+a31_c
g=b1i+b21+bsl_(
£=Cll=02.}_+°35

Tudjuk, hogy ha a, b, ¢ linedrisan fiiggetlenek - nem egysi-
kval - akkor az 4ltaluk kifeszitett hasdb elfjeles térfogatst megadja az
a2 b ¢ vegyesszorzat. Ha a vektorok koordinétdit matrixba rendezziik:

fentiek ugy is fogalmazhaték, hogy az A métrixhoz hozzdrendeltiink
egy szimot, 2z a, b, ¢ vektorok 4ltal kifeszitett paralelepipedon el§-
jeles térfogatat. (Az I. 5.3./5 tételben azt is megmutattuk, hogy ho-
gyan lehet ezt a szdmot a koordinétakbél kiszamitani.)Ha az a b, ¢
vektorok linedrisan Ssszefiiggnek - egysikuak -, akkor 2abec=0 6&s
mondhatjuk, hogy linedrisan Ssszefliggl a, b, ¢ esetén A-hoz nullat
rendeltiink.

Igy értelmeztiink egy fliggvényt, amely a harmadrendii kvadratikus
métrixok halmazédn értelmezett és minden ilyen métrixhoz a fent leirt
médon rendel szdmot. Nevezziik ezt a fiiggvényt harmadrendii determi-
nénsnak,
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1,1, A harmadrendii determinins néhidny tulajdonsaga

ju—y

. Az egységoldalu kocka térfogata 1. Ebbél kivetkezik, hogy az

[ [§es)

1]

o o =
o o
o o
\‘-_/

métrixhoz a determinéns 1-et rendel, Révidebben: det E = 1.
2. Ha egy has#b élét c-szeresre viltoztatjuk, akkor c-szeresre

viltozik a térfogat is. Ugyanis a c - &, 2, 2, dltal kifeszitett ha-
séab térfogata:
Vizey g g=c.V,
amennyiben V = 2, 2, 8,
Ebbdl kivetkezik, hogy ha
11 P12 By
det a21 a22 8pq = D, akkor
a
31 P32 %33
€1 M2 3
det 0'321 a22 a23 =c¢c - D
cra__ a

P31 %32 %33
3. Az a +b, ¢, d vekiorok 4ltal kifeszitett hasab térfogata az
a, ¢, d és b, ¢, d vektorok 4ltal kifeszitett hasdbok térfogatainak
Osszege, ugyanis:

@+bcxd =2acd +bed

Ebbél kivetkezik, hogy

a, + b1 ) d1 a o dl\ bl e, d1
det a2 + b2 c2 d2 = det a2 02 d2 + det b2 cz d2
ag + by ¢y dy a3 ¢y dy bg cg dy

I A%



4. Végiil, ha a méatrixnak van két azcnos oszlopa, akkor deter-
minédnsa nulla, ugyanis a linedrisan Ssszefiigg8 vektorok 4ltal kifeszitett
"hasdb' térfogata a b ¢ = 0.

Azért ragadtuk ki a harmadrendii determinénsnak ezt a négy tu-
lajdonsagat, mert ezek segitségével fogjuk definilni tetsz8leges n-ed-
rendil kvadratikus métrix determinfnsét,

1.2, Definicié

n-edrendii determindnsnak azt a fuggvényt nevezzitk, amely az
n-edrendli kvadratikus métrixokhoz rendel szimot a kévetkez8 médon:

1° det E =1
(8]
20 det(g_l...cgi .gn)—cdet(gl . a, . a_ln)
3 det(il“'ﬁ.i*ti“én):

:det(gl...gi.. gn)+det(e_tl .. b .. gn)
4° det(a ...aa ...a)=0, ha a =a .

-1 i ! =1 =4

Megiegyzéselk

1. Természetesen ez a definicié akkor megfelel, ha megmutat-
juk, hogy minden n-re van olyan fiiggvény, amely eleget tesz
az axiémiknak és az axiémarendszer egyértelmiien hatirozza
meg ezt a fliggvényt. Erre a kérdésre visszatériink.

2. A 2° és 3° axiéma azt fejexi ki, hogy a determinfins az osz-
lopvektoroknak homogén lineédris fiiggvénye.

Elnevezés és jeltlés:

Azt a szdmot, amelyet a determindns a kvadratikus A matrix-
boz rendel, az A métrix determindnsénak nevezzik és

det A, |JA] vagy
a11 aln
"""""" modon jeldljiik,
a ... @
nl nn

Az axiémarendszer néhiny kivetkezménye:
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1.3. Tétel

Ha az A métrix egyik oszlopa csupa nulla elembdl 4ll, akkor
det A = 0.

Bizonyitéis:

Az A miétrix csupa nulldbdl 4116 oszlopat tetszlleges ¢ # ©
szdmmal megszorozva a métrix és igy determinsnsa is véltozatlan ma-
rad,

Mésrészt a 2° axiéma alapjdn det A a ¢ # 0 szédmmal szor-
z6dik,

Igy

c-det A = det A, amib0l

¢ ¥ 0 miatt det é = 0 ktvetkezik, w

1,4, Tétel

Ha az A miétrix két oszlopst feleseréljiik, a determindns (-1)-
gyel szorzodik.
Bizonyités:

Mivel a matrix i. és j. oszlopdnak feleserélése (legyen i<j)
2(j -i) -1 szomszédos cserével megvaldsithats, ezért elég az 4llitast
szomszédos oszlopokra beldtni. Az A métrix i. és i +1, oszlopdnak
felcserélésével nyert métrixot él -gyel jelslve megmutatjuk, hogy

det__!_‘xl = - det

e

Az A métrixot médositsuk ugy, hogy az i. és az (i + 1) osz-

lopaba is 2, + a_ _-et irunk. A 4° axiéma alapjén
=i =4

det(gl...g_i+gi+l§i+§i+1...gn)=0 1)

A 3° axiémst felhasznslva (1)-b8l kovetkezik, hogy

...8.-48 .., 48, ...a )=
det (8y-.-2;2; + 2, ,...2) +det (3,...2, 4 a+8,,...2)=0 (2)
és ismét a 3° axiém4t alkalmazva:
...2, 8., ...2
det (@.-.2; ;...2)) +det @...3,8,,,...2) +
+ det (a_l...giJr1 gi...gn) + det (.91_1...§i+1 §i+1"'gn) =0 {3)
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A 4° axiomabol kovetkezik, hogy (3)-ban az els§ &s az utolsé tag
nulla, és igy

a...a),

det @1...a,a a) = -det (gl...gi_ﬂ &2

e e £ 2 ="

mint éllitot'tuk. o

1,5. Tétel

Ha egy A miétrix valamelyik oszlopdhoz hozziadjuk egy mésik
oszlopdnak konstansszorosat, det A nem viltozik,

Bizonyitéds:

det (a....a, +c¢-a...a,,.a =
=1°" "~ —j -n

5
= det (a_l...gi...gj...gn) + det (gl...c-z_ij...gj...g.n)

a 3° axi6ma alapjin. Az Gsszeg mésodik tagja viszont a 2° &s 4°
axiéma értelmében nulla. Ezzel 4llitdsunkat igazoltuk,

Az 1.3., 1.4., 1.5. tételek 2 determinéns fontos tulajdons dgait
ismertették. Ha van n # 3 esetén is n-edrendii determindns, akkor
az 2 fenti hdrom tulajdonsédggal rendelkezik, igy felhasznslhatjuk eze-
ket a tulajdonsigokat is az exisztencia és unicitds bizonyitdsihoz.

1.6, Tétel

Az axibma-rendszer minden kvadratikus métrixhoz egyértelmiien
rendel determindnst.

Bizonyités:

Legyen
31+ By

N
By e 2

Az

1 Q0
0 0

‘;‘-_1= : resey, & = .
0 1
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7

bdzisban A oszlopvektorai egyértelmiien eldillithaték

a = a e F,.,, +a e
-1 11 1 nl —n
a =a, e, +,,,. +a e
- 1n ~i nn -n

alakban, A 3° axiéma felhaszndldsaval det A n' matrix determindn-
sdnak osszegeként 4llithaté elf, Ezek koziil azonban a 4° axiéma k-
vetkeztében minden olyan tag nulla, amelyben legalabb két azonos osz-
lopvektor szerepel.

Igy det A egyértelmilen a kibvetkez& tsszegként irhaté:

det 4 =det (a,; €, +...+2a ., €,...8 € +..+a €)=
= det (B €y, Bpp Bgr o By &) Y
+..t
todet (By) £y A1y Byyenen By &)
. 1
+ det (anl LN aln_el) (1

A jobb oldalon annyi métrix determinénsénak az Ssszege szerepel,
ahiny kiilonb6z8 sorrendje van az 1, 2, ... ,n szdmoknak. A 2° axié-
ma felhaszndldsdval a kivetkezd adodik (1)-bol:

det A = 411 7 Bgge--R det (ey.....e ) +
+ Ay eeed det (gz, el...,gn) +o.t
tagee.ag det (gn,...,gl) (2)

Ha mepgmutatjuk, hogy minden egységoszlopvektorbdl 4llé matrix-
hoz tartozik egyértelmiien meghatirozott determindns, akkor &allitdsun-
kat igazoltuk, Ez az 1° axiémiabél kivetkezik, felhasznilva az 1.4. té-
telt.

Az 1° axiéma szerint:

det (e, ,...,gn) =1

A tobbi egységoszlopvektorokbd6l 4llé métrix oszlopeserével kelet-
kezik az E maétrixbél és igy - aszerint, hogy pdros vagy pératlan
szdmu oszlopcserével keletkezik-e - determindnsa 1, vagy - 1.

Az A matrix determindnsa az el6bbiek alapjin:

I N [ +)} .
det A S apll ap22 ap n (3)
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ahol p.,...,p a2z 1,%,...n szémok egy sorrendje, az Osszegezést
az Gsszes kiilohboz8 sorrendekre kell elvégezni. A J (p) kitevG azon
sorindex-cserék szdma, amellyel a sorindexek természetes sorrendbe
rendezhe t6k,

Ezzel megmutattuk, hogy minden kvadratikus mAétrixnak van egy-
értelmiien meghatirozott determindnsa, é&s mddszert is nyertiink - gya-
korlati szdmitdsokra nem a legalkalmasabbat - a kiszdmitdsdra. =

1.7. Definicid

Az A méitrix minormitrixdnak azokat a mdtrixokat nevezziik,
amelyek az A maétrix bizonyos sorainak és oszlopainak torlésével ke-
letkeznek,

Jelslés:

Az A mitrix i. sordnak &s j. oszlopdnak torlésével keletkez®
minormétrixot éij—vel jelsljiik és az aij elemhez tartozdé minormét-
rixnak nevezziik.

A kivetkezO tétel azt mutatja meg, hogy hogyan lehet 2z n x n-es
A miétrix determininsédnak kiszimitdsdt n darab (n -1)-ed vendl mi-
normétrix determindnsinak meghatarozdsara visszavezetni.

1.8, Tétel

Legyen A = (aij)’ nxn-es métrix

e+t 4 )k+n a

det A = (-1)" 7 a,, det A ...+ ( o Get A @)

ahol 1& k £,

A tétel szerint az A madtrix determindnsa elfallithaté ugy, hogy
tetszbleges oszlopdnak minden elemét rendre megszorozzuk a hozzd tar-
toz6 minormétrix megfeleld eldjellel elldtott determindnséval, és a ka-

pott szorzatokat dsszeadjuk. Ezt az eloillitdst a determindns oszlop sze-
rinti kifejtésének nevezziik,

Bizonyités:
Az 1.6, tétel értelmében az axiémarendszexr minden kvadratikus

métrixhoz egyértelmiilen rendel determindnst, ezért illitdsunk igazold-
sdhoz elég megmutatnunk, hogy a

n i+l
5 1) a det A 1£k€n )

i=
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Ogsszeg (az A wmitrixhoz tartozé un. k-adik oszlop szerinti kifejtés)
kielégiti az axiémarendszert.
1. Iegyen A=E

1 o . 0
o 1 .
0o o . 1

A matrixhoz tartozd (1) alatti k-adik oszlop szerinti kifejtés a kivetke-
z8 alakw:

n 0 i1#k
DI TS R I i=k

i=1

Mivel det Ekk=1’ az Osszeg értéke 1, ami megegyezik det E-

vel és igy (1) eleget tesz az 1° axiémadnalk,
2, Szorozzuk meg a2z A métrix j-edik oszlopédnak elemeit egy
¢ szdmmal, A kapott méatrixot jelsljiik éo’c)—vel.

a) Ha j =k, akkor az éo’c)—hez tartozd k-adik oszlop szerin-
ti kifejtés: - :

o i+k : i+k ‘
Z (-1) ca, det éik =g Z -1) 2y det ﬁ‘ik
i=1 i=1

A jobb oldal az A métrixhoz tartozé (1) kifejtés c-szerese, tehit a
i = k esetben teljesiil a 2° axiéma,

b) Ha j # k, akkor az éu’c)—hez tartozd Osszeg:

n

itk g, ¢)
Z {-1) a det ixik ,
i=1l

G,c) _ g,0 . . _
ahol det éik = ¢ det élk’ mivel éik j. oszlopa éik j. oszlopa

nak c-szerese.
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Igy

Z(-]:)—  det AU ) -, Z (—1) ik det A
i=1

tehit teljesiil a 2° axiéma a j # k esetben is.
3. Adjunk hozzd az A métrix j-edik oszlopshoz egy

" oszlopveldort és az igy kapott

métrixot jeloljik A% -vel

a) Ha j = k, akkor éu’@—hez a kivetkez8 (1) alaku kifejezés
tar tozik -

2 itk @, +b,) det A =

> (it @y v by Sik

i=l

]

n .
itk itk
1§_1 (1) ai det éilc + E (-1) bi det éik’
tehdt a j =k esetben fennsll a 3° axiéma.

by Ha j # k, akkor az éo’ll)—hez tartozd kifejtés a kiivetlezd:

n

itk (. b}
Z (1) a,  det Al (2)
i=1

Det éiuk’l—’) két determinins Ssszegére bonthats. Az egyik det Ay 8

miésik ahhoz a métrixhoz tartozik, amelyik

A alj oszlopénak a b1
i-1j bia
2145 Pin
a_, b
nj n

135



oszloppal torténd helyettesitésével keletkesik (jeldljlik ezt Allk-vel)
Ennek felhasznildsdval (2)-b8l adédik:

n . -
Sy e ger a0® Z 1t" g det A+
: ik =ik =ik
i1
2 i+
+Z(-1) 8 thﬂ{,

ami azt jelenti, hogy a métrixhoz rendelt dsszeg 2 j # k esetben is
eleget tesz a 3~ axi6maénak.

4. Legyen az A métrix j-edik és (j+1)-edik oszlopa egyenld.

a) Ha k#j é k#j+1, akkor az A-hoz tartozé k-adik
oszlop szerinti

Z (_1)1+k a, det éik kifejtés minden tagja nulla, mert az

éik matrixok mindegyikének van két azonos oszlopa, és igy

= i=l,...
det éqik 0 i=1, ,n

aiatt az  A-hoz rendelt (1) alaku &sszeg is nulla.

b) Ha A két megegyez8 oszlopa a2 k-adik és a (k+l)-edik, ak-
kor a maétrix _rendjére vonatkoz6 teljes indukeiéval bizonyitjuk be, hogy
a k-adik oszlop szerinti kifejtés nulla,

Legyen eldszér A méasodrendii métrix. Ekkor

A = , a kifejtés:
21 2a

A1 g1 T Byp By T O

Tegyiik fel ezutén, hogy Aallitdsunk minden legfeljebb (n-1)-edren-
dii matrixra igaz és mutassuk meg, hogy akkor n-edrendii A matrix-
ra is igaz,

Az A-hoz tartozd kifejiés:

Z (-1) ai det A (3)



4z indukciés feltevés és a téiel mar bizonyitott 1.2,3. pontja
értelmében az (n-1)-edrendii A dtrixok determinénsainak kifejtését
mér hasznilhatjuk, Det f‘_sik—t Ti=1,2,...,n-re az 2, ,; oszlop sze-

rint kifejtve megmutatjuk, hogy (3) igy nyert alakjdban minden tagnak
a (-1)-szerese is szerepel, tehit értéke nulla.
Irjuk fel két minormétrix determindnsénak kifejtését:

i-1
_ gtk :
det &, = 2 1) L det (éik). "
i=1 jEHA

n
PeE <
+ Z (1) B G0t

A) Lign)
j=i41 g, ¢3S
és

j-1 ik

i+

det A, = (-1) a, det (A, +
=jk é\jl. ke =ik

1=

n
itk-1 .
2 (e, det @A), agi<n

A)
=4 =K ka1

I:(éik) azt a métrixot jelsli, amely A-b6l annak i-edik és j-edik
T kel -
sordt és k-adik és (k+l)-edik oszlopét elhagyva keletkezett.
A kifejtéseket felhasznilva irjuk fel {3) két tagjat

i-1
i+k _ i +2k
(1) 2y, det 4y = Z 1) ik Hia GOE Qg0 F
. i1 jk+1
]—
2 i++2k-1
it 2k
DR %k Aea 98t By “)
jk+
j=id
j-1
j+k i++2k
{-1) a  det A = Z (-1 a a det (4, +
ke ST & ik _ch’ik+1
- 2k
i++2k-1
£ 2 0t () (5)
i=j+ ik
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Vegyiik figyelembe, hogy

a = a,
jk+ ik ) .
a , mert a k. és (k+l) oszlop megegyezik
ikd = aik
det (A, = det (A, , mert

it jk+1 K jka

azonos minormétrixok determindnsai,
végiil, ha i<j akkor a (4)-ben szerepld

i++2k-1
1) ik ? jka Ay

tag (5) els§ szumméjdban ellenkezd el&jellel szerepel, hasonléan i>j
esetén. Minden taggal egyiitt szerepel amnak (-1)-szerese, tehit a (3)
kifejtés értéke nulla,

Ezzel beldttuk, hogy a k. oszlop szerinti kifejtés (1€ k& n) ele-
get tesz a determindnst egyértelmiien definidlé axiémarendszernek és
ezzel az illitdst bizonyitottuk. ™

Felmertiil a kérdés, hogy ha feleseréljiik egy métrix sorait osz-
lopaival, akkor mi térténik a determininséval?

1.9, Tétel

Bizonyitéds:

Az 1.6. tételben szerepl§ kiszdmitisi formula szerint det A ér-
tékét megkapjuk, ha elkdszitjiik az Esszes olyan n tényezds szorza-
tokat, amelyekben a métrix minden sor#bsl és oszlopibdl pontosan egy
elem szerepel, és ezeket a "megfeleld" elfjellel elldtva Gsszeadjuk.

A és A’ determindnsdban ugyanazok az n tényez0s szorzatok
szerepelnek, csak azt kell megmutatni, hogy azonos el&jellel is lépnek
fel,

det A elSallitasdnak egy tetszGleges tagija:

Y@ . a s ... a

2 1
pl b, pn @)
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alaku, ahol mint tudjuk, a J(p) kitev$ azon sorindexcserék széma,

amellyel a sorindexek természetes sorrendbe rendezhetBk. Mivel A

az A matrix transzponiltja, az apj elem tetszfleges 1< ign ese-
i

tén az A' métrix j. sorédban és p;- oszlopdban taldlhaté. Igy a fenti

szorzat tényezlinek sorrendje eltérhet (1)-t8l, most ugyanis a ISRRRES

indexek természetes sorrendjének megfelelen kovetik egymést a ténye-
z8k. Ez azonban a szorzat elfjelén nem véltoztat, Ugyanis az
a P - szorzatnak a p ...p indexek természetes sorrendjé-
pll p_n 1 n
nek megfelel dtrendezése ugy vAltoztatja meg az 1,2,...,n indexek
természetes sorrendjét, hogy pontosan annyi cserével lehet ujbél termé-
szetes sorrendbe rendezni, mint ahiny cserével ezt a természetes sor-
rendet elrontottuk, Tehdt a métrixnak &s transzponsltjdnak a determi-
nénsa azonos. &

Az 1.9, tételnek fontos kivetkezménye, hogy minden oszlopokkal
kapcsolatos tulajdonsfg sorokra is érvényes.

Igy fennéllnak 2., 3., 4. axiémdnak megfeleld tételek:

a a
= =
det ca’ = ¢.det a’ H
=i =
a’ a'
-n -n
r a! a’
3 = =1
det | a’+b’ = det a’ + det b’ és
=5 - =i : =
a' a’ a’
-n -n -n
2
-1
det a’ = 0,
b |
a
2,
al
n
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Ugyancsak érvényesek az 1.3., 1.4,, 1.5, tételek megfeleldi,
amelyeket az olvasd is kinnyen megfogalmazhat, az "oszlop" szé sor-
ral valé helyetiesitésével.

1,10, Példa

Szdmitsuk ki az A miétrix determindnsét,

2 1 2
= {0 3 -
4 1 1

A determinénst legegyszerilbben az 1.5, tétel alapjén szamithat-
jukk ki, felhasznélva a 2. axidmét, az 1.4, tételt és az 1. axiémat,
Ennek a mddszernek az a 1ényege,' hogy az A mdétrixot elemi oszlop-
transzformdcickkal egységmairixsz4, vagy nullvektort tartalmazdé méat-
rixszd alakitjuk és a felsorolt axiémék, valamint tételek alapjdn nyomon
kisérjiilk, hogy ezek a transzformicik hogyan véltoztatjik meg 2 mét-
rix determinfnsit.

Kisérjiik végig e mdédszert a kitiizott feladaton. A els8 oszlopat
2-vel osziva -

1

1 1 2
det A=2, |0 L I
- 2 1 1

Az dtalakitott métrix elsd oszlopit a mésodik oszlopbél 8s két-
szeresét a harmadik oszlopbél kivonva:

1 0 0
det A= 2 |0 3 -1
- 2 -1 -3

A harmadik oszlop hiromszorosit hozzdadva a mésodik oszlop-
hoz, majd azt elosztva (-10)-zel:

1 0 0
det A = -20 |0 0 -1
- 2 i -3

A miésodik oszlop "megfeleld" konstansszorosait az elsd és har-
madik oszlopbdl kivonva, majd. a harmadik oszlopot (-1y-gyel megszo-
rozva, és végiil az utolsé két oszlopot felcserélve kapjuk
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det A = -20

Megjepyzés:
A determindns kiszdmitdsa torténhet sortranszformiciskkal
is és oszlop- és sortranszformdécidk epyiittes alkalmazsbsaval is.
A I fejezet 3. pontjdban emlitést tettlink arrél, hogy az
elemi sor-, ill. oszloptranszforméiciskat létrehozhatjuk az egy-—
scégmitrix megfeleld transzformdltjdval torténd szorzédssal. Igy

példdul
i
S
. . P a . ee.d
1B 0....0 117 %502y
1.. e O
. c i
a a . ...a ... 0...1 ...0a__,,.a
nl ni nn nl ni nn

A bal oldalon 4116 tényez8k determinénsainak a szorzata
[Al - ¢ &s ez pontosan a jobb oldali mitrix determindnsa. A
példa azt sejteti, hogy egy szorzat métrix determinénsa a ténye-
z8k determindnsainak a szorzata. Ezt a sejtést igazolja az
1.11. Tétel

det (A - B) = det A * det B

Bizonyités:

Iegyen
1 °** #n
A= |
anl . ann
bll e bln
B = terieraanas és
bnl . bnn
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jeldljik A oszlopvektorait rendre: a_, a_,...,a -nel., Fenti jelolé-
= ) “n
sekkel:

det (A - B) = det (b11 a +b21 g2+...+b a,...,b

+
nl —n

1n E1
+b

on 29 +"'+bnn E-ln)'

Hasonléan az 1.6, tétel bizonyitdsshoz haszniljuk fel a 3, és 4,
axiomit. A kbvetkezd Gsszeget kapjuk:

det (A - B) = det (bllgl, bzzgz,...,bnngn) +

+ det (b b

A ... a S yemns a_jl.
21 —2° ' nn-n) +e. .t det (bnlgn bln-—l)

Felhasznilva a 2° axiémat

det (A . B) =byb,...b det @...a)+b, ...b det(a,...a)+

---'4'b 0. b det (a eeed %
ﬂl 1“ ' 1}
ad()(ilk.

Vegylik észre, hogy (¥} minden tagjdban det A vagy -det A sze-

repel tényezdként és det A-t kiemelve, a mésodik tényezs det B
el8allitisa osszeg alakban: ™ : -

J(p)
det (A . B) = det A -1 b oo b
(A . B) A 2 (-1} p,1 p,n
Ezzel illitdsunkat igazoltuk. o
A szorzistétel kdvetkezménye az
1,12 Tétel
Ha A invertdlhaté métrix, akkor
-1 1
det (A =
et@ ) det A
Bizonyités:
-1
A A" =E-bdl az 1.11. tételt felhasznilva adédik
a det A+ de é-l = 1 4llitis. ®
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Megjegyzés:

A tételbdl az is kideriil, hogy invertilhatd métrix determi-
ninsa nem lehet nulla, Azt mér régrdl tudjuk, hogy az invertdl-
hatésdg szilkséges és elégséges feltétele, hogy a kvadratikus A
matrix oszlop- ill. sorvektorai linedrisan fiiggetlenek legyenek.
Az 1.12. tétel szerint, ha A invertslhaté, akkor det A#0,
tehdt ha A oszlopai ill. sorai linefrisan fliggetlenek, akkor
det A # 0. Felmeriil a kérdés hogy megfordithaté-e a kovet-
keztetés és altaldban, milyen kapesolata van egymadssal a midtrix
determindnsdnak és rangjdnak., Ezekkel a kérdésekkel foglalkozunk
a kovetkezG pontban,

2. A DETERMINANS KAPCSOLATA A MATRIX
RANGJAVAL

Figyelembe véve vektoralgebrai ismereteinket azt vérjuk, hogy
egy matrix determindnsa akkor és csak akkor nulla, ha oszlop- ill.
sorvektorai linedrisan Osszefiliggd rendszert alkotnak, Ugyanis a hérom-
dimenziés vektortérben a paralelepipedon térfogata (az a b ¢ vegyes-
szorzat) akkor és csak akkor nulla, ha a hirom kifeszité vektor egy-
siku. Sejtéstink egyik része mér az el8z8 pont végén beigazolédott, m4a-
sik részét most fogjuk bizonyitani, A kettSt egylitt mondja ki a

2.1. Tétet

Az nxnpes A mitrix determindnsa akkor és csak alkkor nulla,

ha
rang A <n.

Bizonyitds:

a) A fogalombél kovetkezik, hogy rang A<n. Ha rang A = n,
akkor az n darab oszlopvektor ill, sorvektor lineirisan fliggetlen.
Mint az 1.12, tétel alapjdn mér belédttuk, akkor

det A # 0,
b) Még be kell bizonyitanunk, hogy ha
rang A < n, akkor

det A = 0,

Ha rang A<n, akkor A oszlopvektorai: CRERRNE- line drisai.

Osszefliggok. Ezért vagy van kozottiik 0 ekkor det A =0 (I, 1.3, té-
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tel), vagy van olyan a # 0, amely kifejezhetl a tobbi vektorok line-
dris kombinacidjaként:

a, =¢, a8, +...+¢ a, + C, a, ...+ C a
= 1 -1 1-1 =i-1 i+ =H4 n—mn'’

eldkor az A miétrix a oszlopdbdl ¢, a_ -et, majd e

11 2
giil ¢_a -et levonva az a, vektor helyére 0 keril. Az 1.5. tétel
n -n =i =

gz—t, sees VE-

szerint a fenti oszloptranszformécidk kivetkeztében a determindns nem
viltozik, igy det A =0, ®

Az eldbbi tételb8l igen egyszerilien kovetkezik, hogy nem kvadra-
tilktus métrix rangja és nullét6l kiilonboz6 determinfinsu minormAtrixai-
nak rendje kozott kapcsolat van, Ezt fogalmazza meg 2

A k sorbél é&s n oszlopbdl 4116 A métrix rangja egyenld A
legnagyobb méretti nulldtél kiilonbézd determindnsu kvadratikus minor-
métrixdnak sor-, ill. oszlopszdmaival,

Bizonyités:

a) Elfsz6r megmutatjuk, hogy ha az A mitrixnak van olyan
r x r-es B minormétrixa, amelynek determinfinsa nem nulla, de
minden r + l-ed rendii minormitrix determindnsa nulla, akkor

rang A = r.
Feltehetjiik, hogy az A mdéirix bal fels6 sarksban lev8 r-ed

rendii minormétrix determininsa nem nulla, hiszen ez sor- 6s oszlop-
cserével - ami a rangon nem viltoztat - mindig elérhetS.
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a feltéiel szerint. Ekkor a 2.1. tétel alapjin oszlop- 6s sorvektorai
linedrisan fiigpetlenek. Agz

1 My

a a
rl ry

vektorok linedris fliggetlenségéh8l viszont kovetkezik az A mitrix
LIPS TN vektorainak linedris fiiggetlensége, Hasonldan igazak fentiek

A sorvektoraira is. Tobb linedrisan fliggetlen vektora A-nak nem le-
het, mert akkor lenne legaldbb egy r + 1-ed rendii nullatsl kiilonbszé
determininsu minormatrixa, a feltétellel ellentétben.

b) Masrészt, ha rang A =r, akkor van r linedrisan fiigget-
len oszlop- ill. sorvektor.

Az altaluk alkotott r-edrendii métrix determindnsa a 2.1, tétel
szerint nem nulla, Magasabb rendii nem nulla determindnsu minormét-

rixa A-nak nem lehet, mert akkor volna a feltétellel ellentétben r-nél
tobb fiiggetlen vektora, @

3. PELDAK ES KITUZOTT FELADATOK

1. Mutassa meg, hogy ha A ‘invertilhaté6 métrix. akkor inverze
elGallithats a kovetkezGképpen:

n+l
R R - P "1)n+2 18011
PR ~14l |é22|"' 1) =0
= AT
n+
¢-1) IA——InI |én.xl
Ass az 1.7, definiciéban hasznalt jeldlésnek megfelelfen az A

métrix i. sordnak és j. oszlopdnak torlésével keletkezd minnrmatrix.

-1 2
Végezzik el az A A szorzédst, A szorzat elso eleme az A
métrix determindnsidnak az elsS sor szerinti kifejtése: -

n+l
101801 7 Bpg|App] e T 2 14 1= (A
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A szorzat métrix elsd sorfnak mésodik eleme:

n+2
21 [2a1] * Pyp|hgg] e 1T 2 |4y

amelynek értéke nulla, mivel az

11 %12 By
1 gt By
a a a

nulla determindnsu métrix méasodik sor szerinti kifejtése.
Hasonléan bel4that6, hogy a szorzatmdétrix f64tléj4ban lesznek
esupén nem nulla elemek és ezek mind | él ~val egyenldk. Igy

LY
R
4]

=3

e
I

e

0 ... |4

2. Bizonyitsa be, hogy ha A métrix f84tl6ja f516tt (vagy alatt)
4ll6 elemek mind nullék - A héromszogmﬁtnx -, akkor a determinéns
értéke megegyezik a f84tléban 4ll6 elemek szorzatéaval,

22 ° 2n
. a
0 0 an
0........ 0a
nn

Az 1.8. tétel alapjén az els8 oszlop szerinti kifejtéssel adédik az
dllitds.

3. Mutassa meg, hogy ha egy A métrix aij elemei

aij = min (i, j)

alakuak (i=1,2,...n; j=1,2,...,n), akkor det A=1,
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an—l an—2
1 1 L N ] 1
n-1 n-2
_ a2 32 . 1
=n | ...,
an-l an—2 1
n n

alaku métrix determindnsat Vandermonde-féle determininsnak nevezik,
Mutassa meg, hogy

an = (al —az).. . (::11 —an) . (az—as)... (az—an)... @ _-a),

n~l n
5. Bizonyitsa be, hogy ha
4 0

o 4,

ahol él és éz kvadratikus métrixok, akkor

det é= det él * det éz

1 n
. A
lx 1 ... 1
1 1+x .. 1
Pn(x)= ceenens

Hatdrozza meg a Pn(x) polinom egyiitthatdit,
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VIl. EUKLIDESZ]I TEREK

A vektortér fogalmét a térvektorok bizonyos miiveletei és ezek
tulajdonsdgai alapjén alakitottuk ki. A térvektorok halmazaban azonban
fontos szerepet jatszik a skaldris szorzds, ugyanis a vektorok merdSle-
gessége, vetiilete, tavolsaga, abszolutértéke mind a skaldris szorzat-
tal fejezhetSk ki, Igy, ha egy vektortérben be tudunk vezetni skaldris
szorzédsnak megfelel8 miiveletet, akkor fenti fogalmak is értelmezhe-
téek lesznek és méd nyilik hatdrérték fogalom bevezetésére, analizis
kiépitésére.

1. SKALARIS SZORZAT

1,1. Definicid

A VvV vektortérben skaldris szorzat (bels szorzat) értelmezett,

ha V minden Y. Y, elemparjidhoz egyértelmiien hozzirendelt egy

kaldir - jeles . . p s . .
skaldr - jele: (¥y|v,)s neve:ry, és v, skaldris szorzata - és a hozzd
rendelés a kiveikezd tulajdonsigokkal rendelkezik:

Loyl = (,)%)

2., (¢ 11| 32) = 0(11112) c e K L IV. 1.1.)

B0 Y RlY) = @Yy ¢ Yy

4. (Wily) 20 és (v|v) = 0&>vy = 0

Megjegyezziik, hogy ha V valds szdmtest feletti vektortér, ak-
kor 1. a szorzas kommutativitdsat fejezi ki. A tobbi axiémik is a tér-
vektorok kizott értelmezett skaldris szorzis jélismert legfontosabb tu-
lajdonséagait fejezik ki,

Az axibmik epgyszeri kovetkezménye az
1,2, Tétel

yle vy = ¢ 1]V,
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Bizonyitas:

(levy) = (evy|v,) (1. axiéma)

{c 22]\11) = c(112|\_r_1) (2. axiéma)
és akkor

vyle v,) = 0(11]12), mint allitottuk. w

1. Az n valds elemii oszlopmétrixok vektorterében skalaris
szorzds a kivetkezd hozzirendelés:

1 b
el e |
an bn
n
(2|b) = Zl a; b,
=

Az olvasé gondolja végig, hogy mind a négy definialé axiéma teljesiil.
2, Legyen V a komplex elemii szdmennesek vektortere,

akkor skaldris szorzatot ad a kivetkez8 hozzirendelés:

n
wlz) = > v,z

i=1
3. Legyen V a [0,1] intervallumon értelmezett valés folytonos

figgvények vektortere. (Mliveletek: a fiiggvénydsszeadds és valés szdm-
mal szorzis) f,g eV,

1
tlg) = I f(x) g(x) dx

0
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Konnyen ellendrizhetd, hogy a fenti integral is skaldris szorzdst
hatdroz meg:

Az 1. axiéma teljesiil, mert

1 1
I fx) gx) dx = [ g f(x) dx
4]

A 2, axioma teljesiil, mert

1 ' 1
I c.f(x) gx) dx = e¢- [ fx) g0 dx
0

A 3. axiéma teljesiil, mexrt

1 1 1
J' r_f(x) + g(x)] hi{x) dx = [ fx) hix) dx + g g(x) h{x) dx
0 0 0 '

és végiil a 4. axiéma is teljesiil, mert ha fix)=0

1 1
akkor I fz(x) dx = 0 és ha S fz(x) dx = 0,

0 0
akkor folytonos f fiiggvény esetén f(x) = 0 lehet csak.
1.4. Definicié

Ha egy vektortérben skaliris szorzis értelmezett, akkor a vek-
torteret euklideszi térnek nevezziik,

Az n dimenziés euklideszi teret E -nel jelsljiik.

2. NORMA

A tovébbiakban az abszolutérték fogalmat fogjuk altaldnositani, be-
vezetjilk a norma fogalm4t,

2.1. Definicié

A V vektortérben norma értelmezett, ha minden veV elem-
hez egyértelmiien hozz4rendelt egy valés szém - jele: Dv|s neve: v
norméja ~ és a hozzarendelés a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:
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Lo vl 20 é |y =0<>v=0, ha vyeV
8. lle - vl =fc|- Ivh, ha vEV é ¢ €K
2,2, Példak

1. Az n elemii oszlopmitrixok vektorterében egy szokfiscs nor-
ma a kivetkezd:

Y1
v=1 . lv]l= max |v|
- 1€i<n
v
n

2, A fenti vekiortérben egy miésik hasznilatos norma:

n

el = 2 vyl

1=

Az olvasé konnyen meggy8z8dhet arrdl, hogy mindkét esethen tel-
jesiilnek a norma fopalmé&t definislé axiémébk,

3. Az [:a, b:[ intervallumon folytonos fiiggvények vektorterében egy
gyakran hasznélt norma:

It = max | fx)!

xe[_a, b]

Az axiémék teljesiilésének vizsgélatat feladatiént tlizziik ki az ol-
vasoénak,

2.3, Definicid

Ha egy vektortérben norma értelmezett, akkor a vektorteret nor-
milt térnek nevezziik,

3. EUKLIDESZI TER ES NORMALT TER KAPCSOLATA,
CAUCHY-BUNYAKQVSZKIJ EGYENLOTLENSEG

Ebben a pontban megmutatjuk, hogy minden euklideszi tér normAéit
tér, ha ||y| = ‘}(y_f\_r_) médon értelmeziink normat. Ennek belatdsdhoz
is szlikségiink van az egyébként is fontos egyenlétlenségre:
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3.1, Tétel: Cauchy-Bunyakovszkij egyenlotlensép

Ha v

Vs Yy € E, akkor

2
[tvg Lyl €ty lyy) - @,ylvy)

Bizonyitéds:

Ha v, = 0, vagy v, = 0, akkor mindkét oldal nulla, tehdt
teljesiil az egyenlStlenség. A tovébbiakban yﬁ;ég. Tetsz8leges ¢
komplex szim és Vi ¥, € E vektorokra igaz - ldsd a skalaris szor-

zat definicidéjat (148.0.), hogy

(v

4oyl oy 30 2

Végezzik el a beszorzdst és a skaldrok kiemelését, akkor (1)-b6l
kapjuk:

V1Y) - v,)v) - le v « (e v,jc v,) 20 (2)

Wy 19)) - eliylyy) = (Woly) + !CF(‘_{ZI‘LZ) 20 (3)

Mivel a (3) egyenl8tlenség minden c¢ Lkomplex szdm esetén teljesiil,
legyen

(v 1%5)
—E’—F’T (feltettiik, hogy Yy + 0
—21 -2
(3)-bdl (‘izllz)_vel szorzds 6s Osszevonas utin addédik az 4llitds, ®

3.2, Tétel

Az E euklideszi térben v (v|v) normait hatdroz meg. - Ezt ne-
vezziik euklideszi norménak -.

Bizonyitds:

Meg kell mutassuk, hogy (v|v) megfelel a 2.1, Definicidhan
szerepl6 norma fogalomnak,

Az nyilvanvals, hogy V¥ v € E-hez egyértelmiien tartozik valds

\}(vﬂg {l4sd skaldris szorzat 4. axiéma),
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A hozzdrendelés rendelkezik az I;2;3 tulajdonsiggal is

Lo Vv 20 & Y =0¢v =0

2o \fllny ) [+ 20 = gy + (g8 + (5,)7) + W)Y,

=/@1|11) +2Re (0] vp) + (0p[vy) = /|8y +21@ ) 1+ ()L,

most alkalmazzuk az elBbb bizonyitott 3.1, egyenlbtlenséget |(_1[v )I

-re, ezzel tovabb néveljlik az eredeti kifejezést és kapjuk:

@) ) € )y +2 VGG Vi) * @y, =

S )

vagyis eldlegezve a |lv || jelslést \}(y"{\_z)-re

vy v ¥l = WYyl +y,ll is fennall.

3. {le vle v) = ye.c i), tenat
le vll= le| 1w ] is teljesiil, mint &llitottuk, »

3.3, Példak

1. Az n valés elemii oszlopmétrixok vektorwerében az euklidé-
2

2
szi norma |la||= \a, +...+a
- 1 n

A Cauchy-Bunyakovszkij egyeniStlenség ebben a vektortérhen a

n 2 n 2 n 5
2 P £ > %l >y
= i=1 i=1

egyenltlenség fennd:issat jelenti.

2. A [0,1] intervallumon folytonos valgs fiiggvények vektortervd-
ben a Cauchy-Bunyakovszkij egvenliilensée a kiwetkezo integrilegien-
litlensépet jelenti

[
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1 2 1, 1,
(gf(x) g dx)é(gf(x) dx) (S g~ (%) dx)
! 0

0

4. ORTOGONALIS VEKTOROK, ORTONORMALT
BAZIS, PROJEKCIO TETEL

A skaldris szorzat fogalma lehetdvé teszi a hajldsszdg, merSle-
gesség, vetiilet szemléletes fogalmainak 4ltaldnositdsit, bevezetésiiket
euklideszi terekben,

4.1, Definicié

€EE. vy, 6 v, @

Legren v, 7 LEE; v & v,

hajlasszbgén a
v vy

(P= arc cos m H

Pelo, 7]

sziget értjik. (Itt a norma euklideszi normit jelent.) A definicié a
3.1, egyenldtlenség miatt értelmes, hiszen

(v ] ¥,)
v

140 1l

X

A sz0g fenti fogalméanak logikus kovetkezménye a merdlegesség
- ortogonalitds - kivetkez8 definicidja,
4.2, Definicié

A v 1 Y, € E vektorokat ortogonélisnak nevezziik, ha

(‘_".1[12) =0.

A térvektorokat tobbnyire ugyanabban a bézisban bontottuk fel
komponensekre, az i, j, k pironként egyméisra merdleges egységvek-
torok rendszerében. Ekkor a vektorok koordinitiit skaldris szorzadssal
igen egyszeriien lehetett meghatdrozni. A tovdbbiakban megnézziik, hogy
n~-dimenziés euklideszi terekben van-e olyan bdzis, amelynek vektorai
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paronként ortogonélis egységnorméju vektorok és ha van, akior rendel-
kezik-e az i, j, k bédziséhoz hasonlé jé tulajdonsdgokkal.

4,3, Definicid

Az E euklideszi tér 11,...,11{

rendszernek nevezzilkk, ha 1SiSk; 1€j$k és i#j esetén

vektorrendszerét ortogonilis

(gl,‘%) = 0.

= = ey i i -.1, i = 1: -
Ha még (!1|!1) 1 (i=t, k) is teljesiil, vagyis ||\_f1]E a vektor

rendszert ortonormiltnak nevezziik,

4.4, Tétel

Ha a Yy ...,x._'kEE vektorrendszer ortogonilis és v #0

181§k akkor a vektorrendszer linesrisan fiiggetlen,

Bizonyités;
Legyen
k
2. %Yy =0 1)

i=1

Szorozzuk meg (1) mindkét oldalat rendre a v, i=1,2,...,k vektorok-
e 1
kal, akkor az ortogonalitis miatt a

c (v.]v.) = © i=1,2,...,k (2)

egyenleteket kapjuk, amelyekbdl

c, =0 i=1,...,k

kovetkezik, ami a vektorok linesris fiiggetlenségét jelenti.

Igy egy n dimenziés euklideszi tér barmely n elemii ortogo-
nilis vektorrendszere vilaszthaté bizisnak. A vekiorokat rendre el-
osztva normdjukkal ortonormdlt bizist nyeriink és




4.5. Tétel

Ha B: ey €

e, 22 En euktideszi tér egy ortonormilt bi-

zisa, és ;_(_EEn, akkor x B bézisbeli L SERERTE koordindtéi

x o= (xle) s (71,20
skaldris szorzattal szamolhatdk,

Bizonyitds:

VX EEn egyértelmiien 4llithaté elé a B bazis vektoraival

n
= laldhan,
£ = ) % ¢ alakban
i=1

Mindkét oldalt gi—vel {i=1,...,n) skaldrisan szorozva
e ) = i=1,...,
(xle) = x (=1, ...,m)

adédik, mint allitottuk, =

Felmeriil a kérdés, hogy van-e minden euklideszi térnek ortogo-
nalis bazisa., A kévetkez8kben ismertetiink egy eljdrdst, amellyel li-
nedrisan fliggetlen vektorrendszerbdl ortogondlis rendszer készithetd,
Ebb8l kisvetkezik, hogy bdrmely bézisbdl ortogonélis bézis konstruélha-
to.

4.6. Tétel

Schmidt-féle ortogonalizdldsi eljirés
legyen b coesb linedrisan fiiggetlen vektorrendszer. Ebb6l

ﬂ’
egy CpherenCy ortogondlis rendszert konstrudlunk. Az ortogonilis

rendszer els8 vektora
e, = Ig_l legyen.
A misodik vektort

G = Rt G @)

alakban keressiik, ugy valissve as ﬂ] , eayiitthatét. hogy
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(9_2| cy=o teljestiljsn.

(1) mindkét oldalit gl—gyel szorozva

(cyley) = Byle) + 2,5 (¢]¢) adddik
Mivel ¢y # o, (gl]g_l) # o, tehdt oszthatunk vele és kapjuk, hogy

(by1 ey

és a IV. 2.7. /60 tétel alapjén a € s Cp l_:_)_s,...,b vektorrendszer is
linedrisan fiiggetlen, Ezt az eljérdst folytatjuk tovébb. Tételezzik fel,
hogy mar megalkottuk a ¢, LRS- NN pédronként ortogonélis vektoro-

kat, A kor‘lstr.ukcm‘ m1at{:‘ (l. IV.2.7./6 ) a CysreerCy s ng,gn
rendszer is linedrisan fiiggetlen,
A k. vektort

G =By By Sy *Bop Cp T B yp Sy @
alakban keressiik, ugy vélasziva az o egylitthatdkat, hogy e, or-
togonélis legyen az tsszes Ot megel&zd PP vektorral, (2)-t

a 91 {i=1,2,...,k-1) vektorral szorozva
e, ley (gklc)+ak(c |c) adédik,

A lineéris fliggetlenség miait (gilgi)# o, ezzel osztva

b, lc.)
a, = - B 1 i=1,2,...,k1.
ko gly)

Az eljérés addig folytathats, amig az utolsé b_ ~vektorhoz jutunk, és
igy megkonstrudltuk az ortogonélis rendszert.

e . B - a n 4 . 2
Iorekintr oy 9l ontewvallumon a kbvetkerd trigonometrikus
WO g
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n

T © =2a_ + Z (8, c08 k t + b, sin k t),
k=1 (ak, bk valés)

Ezek alteret alkotnak a folytonos figgvények vektorterében. Ez a vek-

tortér euklideszi térré tehet8, ha skaldris szorzatot értelmeziink.
Legyen 2

(Tnll Tn2) - g Tnl ®© - Tn2 () dt
0

Ebben az euklideszi térben ortogonélis bazis a B: 1, cos t, sint, ...

€08 nt, sin nt fliggvényrendszer, mivel barmelyik két kiilsnbzd
fiiggvény szorzatintegrélja nulla.

2. Tekintsiik a legfeljebb elsSfoku valés egyiitthatss polinomok
2 kéidimenziés euklideszi terét a

1

E

(P1]P2) = S P1 (x) P2(x) dx skaldris szorzattal.
0

Egy bazisa a térnek: 1, x. Készitsiink ebb&l ortogonilis bizist,

Az uj bazis egyik vektora maradjon az azonosan 1 polinom.
A maisikat

X +a .+ 1 alakban keressiik
ugy, hogy
1
S (x +a)dx = 0 legyen,
o
EbbSl a = - _2— adodik és igy az ortogondlis bazis:
1
1, x - >

Készitsiink ebb6l ortonormilt bazist,

1
iy = j dx =1

0
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1 2
hx-5h=1{| -2 ax -
2 2 2V3s
0

Tehédt egy ortonormélt bizis:
1; 2V3 x - V3.

Tekintsilk most a kovetkez8 egyszerii geometriai feladatot. Adott
egy S sik és egy P, a sikra nem illegzkedd pont. Keressiik az §
siknak azt a P’ pontjit, amely P-hez legktzelebb van. A megoldés
kbzismert, P-b0l merélegest 4llitva az § sikra, a doféspont a ke-
resett P’ (ldsd a 32. &brdy).

g 0

D

32. dbra

Vektorok segitségével ugy fogalmazhatunk, hogy a P’ P tdvolsag
akkor és csak akkor minimédlis, ha a p - S0 vektor merdleges az S

sikra. Ez a geometriai tétel #ltaldnosithaté minden olyan vektortérre,

amelyben skaldris szorzds értelmezett, A szélesebbkérii alkalmazhaté~
sdg miatt a tételt tetszbleges ~ nem szlikségképpen véges dimenziés -
euklideszi terekre bizonyitjuk.

4.8, Projekeid tétel

Legyen E euklideszi tér, SCE altér, p €E, R¢s.
flp - sl ©,€8) akkor &s csak aklor minimdlis, ha Vs €S vek-

torra (p -s | s)= o.

Bizonyitis:
Nevezzik s -t minimalizlé vektornak, ha |p - S, || minim4lis.
a) ElSszér megmutatjuk, hogy ha s, minimaliz4lé vektor, ak-

kor (p - §0[ 8) =0 VYs €8 vektor esetén teljesiil. Ha ugyanis volna
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vlyan s € S, amellyel {p - §o|§) # 0, akkor tetszdleges ¢ # 0 ska-
larral (p - §_0[c§_) # 0 is fennall és ezért feltehetjlik, hogy |s| = 1.

Készitstik el ezzel az g vektorral az 8, vektort a kévetkez§ mo-
don:

g =8, +t@-5|8s

és szémitsuk ki az s  és p vektorok eltérésének négyzetét, felhasz-

1
nilva a skalaris szorzés tulajdonségait:
2
-8l ~®@-8 -@®-s)9-slp-5 -@-gl99 -

le-e)-@-5)9 Ele-z) -

i

(-8 |(R-58,|8 8 *+({R-¢g/)s)s|R-58|88)=
2 2 2
=Me-gl -2@-58)9 +le-sf9) -El9

Felbasznilva, hogy {|s |/ = 1, fentiekbdl azt kapjuk, hogy

2 2 2 _
le-sl =le-sf -l@-slal . vagis

2 2
e - s_1|| <flp- sl volna, és ez ellentmond annak, hogy

3, minimaliz8lé vektor, tehdt 2 (p - 8 |s) = 0 reldcisnak Vses

esetén teljesiilnie kell.
b) Ha viszont (p - s_o|§) = 0 teljesil Vs €S vektorra, alkor

2 2 2 2
lp -8l =llp-8 +s -8 = e-80 +lg, -2l
2 . .
tehdt "R - ElF >ip - §ou , hacsak s # §o’ ami azt jelenti, hogy

8 minimalizals vektor, =
g

4.5, Példsk

1. Tekintsiik az [a, b] intervallumon folytonos [liggvények L euk-
lideszi terét az

b
flgy - g Fixj paxy dx
a
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skaldrszorzattal, Adott az euklideszi térben egy By» Bgre-1 B, orto-

gonilis fiiggvényrendszer 6s keressiik a ¢ i=1,2,...,n egyiitthatékat
ugy, hogy a

n
Z ¢, 8 legjobban kizelitse az
i=1

f€ E fiiggvényt, vagyis
n

HE - Z c; B I minim4lis legyen.
i=1
Megoldids: A projekeid tétel értelmében a Bpoe-or8) altal generilt
altérben az a fliggvény kozeliti legjobban f-et, amelyre

n

(£ - Ec. g.lg.)=0; =1,2,...,n
i1 17117
I=

Ebb6l adédik:
n

(flg) = 5 o Ele) Jl,...n
i=1

és az ortogonalitds miatt
b

f.-g dx
[ty
a

gz
J

dx

O

2. Ha az eldbbi példdban szerepl8 ortogondlis fliggvényrendszer -
nek az 1, cos x, sin x,..., cos kx, sin kx fiiggvényrendszert vé-
lasztjuk a [0,2?1’:] intervallumon, akkor azt kapjuk, hogy az f fiigg-
vényt legjobban kozelitS trigonometrikus polinom

k
a + a cos nx +b sin nx
5] n n

n=1
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egytitthatéi az

5
a—L f(x) dx
o 20F (
q

f(x) cos nx dx

1=_‘Q

f(x) sin nx dx

o
1]

a4
=
i
|
b tae ='1|"‘
OV N0 DN O e DD

un. Fourier egyiitthatsk.

5. KITOZOTT FELADATOK

1° Legyen A m xn-es métrix.

Igazolja, hogy

m

| A]= max Z | & | eleget tesz a norma axiéméknak,

= R 1]
ESJSH i=1

27 Jgazolja, hogy az En euklideszi térben érvényes a Pythagoras té-
tel:
O B S En

2 2 2
(V13 = 0=lyy + vl = )+,

3" Legyen § E_ altere. Ertelmezziik S E_-beli ortogondlis komp-

lementumét - jele st - a kovetkez8 modon:

1
(o | @in-n m aes )
Bizonyitsa be, hogy S'L is altere En—nek.

4~ Mutassa meg, hogy minden euklideszi tér eldillithatd egy tetszile -
ges S altere és annak gt ortogonilis komplementuménak direkt

osszegeként.
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Vill. LINEARIS OPERATOROK

Gyakoriak és fontosak az olyan leképezések, amelyek két vektor
linedris kombindciéinak a vektorok képeinek linedris kombindcidit fe-
leltetik meg. Az ilyen un. homogén linedris leképezésekkel, mas né-
ven linedris operatorokkal foglalkozunk a tovibbiakban, A III. fejezet-
ben taldlkoztunk néhiny egyszerii linedris operédtorral - a sik és a
tér vektorainak homogén linedris transzformicidival - ezeknek is 4lta-
lanositisa a linedris operator fogalma,

1. A LINEARIS OPERATOR FOGALMA ES NEHANY
TULAJDONSAGA

1.1, Definicid

Legyenek U és V azonos szimtest feletti vektorterek, Azt a
T leképezést, amely Y u € U vektorhoz hozzérendel egy Tu € V vek-
tort ugy, hogy tetszfleges ¢ skaldr és Wy, €U vektorokra

T(_(%L + 52) = TEI + T.‘lz

Te-u =¢*Tu

linedris operitornak (homogén linedris leképezésnek - tenzornak - ho-
mogén linedris transzformicidnak, vagy homogén linedris vektor-vek-
tor ftiggvénynek nevezziik.)

Megjegyzések:

1. A fenti kapecsolatot T : U—V, vagy U—I%V miadon jelsl-
jilk. ha arra is utalni kivdnunk a jeloléssel, hogy az operétor
hounan hova képez.

2. Ha

U =V, akkor azt mondjuk, hogy
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T az U vektortér linedris operédtora, vagy homogén linedris
transzformécidja.

Elnevezés: Az u € U vektorokat tirgyvektoroknak, a Tu€V vek-
torokat képvektoroknak nevezziil,

1.2, Példik

1. Tekintsiink egy S sikot és minden térvektorhoz rendeljiik hoz-
z4 az S sikbeli merdleges vetiiletét, Ez a leképezés homogén és li-
neéris, teh4t linedris operétor.

2. A valdés elemii 3 x 4-es mdtrixokhoz rendeljiink képet a lkévet-
kezd mddon:

291 ®12 B3 Pg %1 %2 13
201 %92 P93 Fag | —> | P21 a2 %oz
a a
851 239 233 %34 31 %32 %33
Ez a leképezés is homogén &s linearis.

3. Legyen U a legfeljebb n-edfokn valésegyiitthatés polinomok
vektortere és

Tp, =pf(0), ha p €T

Ez a leképezés is linedris operdtor, a képvekiorok a valés szi-
mok.

4, Az eldbbi U polinomjaihoz rendeljiik hozzéd derivaltfiiggvényii-
ket,

Dp =p . ha p €U
Mivel

(b, +a) =p +4q,., ha p.q €U
és (c.pn)’ =c:.p;1 D is linedris oper#tor és képvektorként minden leg-

feljebb (n-1)-ed foku polinomot megkapunk,
5. Legyen U az[a,b] intervallumon integrélhaté f valds fliggvé-
nyek vektortere és

b
Af = g f(x)dx

a
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Az integrdl tulajdonsédpai miatt A is linedris operdtor és a kép-
vektorok a valdés szémok,

Végiil tekintsiink két igen egyszerii operitort.

6. legyen U egy tetszdleges vektortér és u €U vekiorhoz ren-
deljiik képvektorként Snmagit. Ezzel U egy linedris operéforat értel-
meztik, Jelsljiik a tovdbbiakban ezt az operdtort E-vel és nevezzik
egystégoperitornak vagy identikusoperitornak.

7. Legyen U egy tetszlleges vektortér és V1_1_€U vektorhoz ren-
deljilk hozz4 a nullvektort, Az igy értelmezett linedris operitort 0-val
jelsljiik és nulloperitornak nevezziik.

Ha megfigyeljiilk az elbbi példdkat, azt tapasztaljuk, hogy a kép-
vektorok is vektorteret alkotnak, Ez mindig igy van, errfl szdl az

A T linedris operdtor képvektorainak halmaza is linedris tér,
amelyet az operitor képterének neveziink.

Bizonyitis:

Legyen UL)V és VY, £V képvektorok, €.,y pedig
tetszlleges skaldrok. Azt kell megmutatnunk, hogy c Y, *egy, is kép-
vektor.

Mivel vy és Y,
Tgl =y, ¢&s ng = Y, de alkkor

képvektor, van olyan u ,gng, hogy

T(clg1 +0232)=01 Ta, +c Tu, =c; 9y *+¢

2 1Y T e Yy

vagyis a c¢ + ¢,v, vektorok is képvektorok. B

1355 7 %Y
Jelslés: A képtér jele: ImT
i.4. Tétel

A T linedris operdtor nullvektorra képzett tdrgyvekiorai a targy-
térnek alterét alkotjdk, amelyet az operdtor magterének (vagy magji-
nak) neveziink és a tovibbiakban Ker T szimbélummal jelsliink.

Bizonyitas:

Az emlitett halmaz nem iires, mivel a nullavektort biztosan tar-
talmazza:

tetszBleges c¢ skaldr esetén ugyanis

To = Te.o=c¢. T o = To =0 .
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Ha EI,EQEU és Tgl =0, ng =0,
akkor tetszGleges ¢;; ¢, skaldrokkal
u, ¢, Tu, = o,

Tty veguy) =e Ty rc, Tu, = o
tehdt Ker T altér, mint allitottuk. =

Minden leképezés vizsgilatdnial fontos kérdés, hogy kSlestnésen
egyértelmiien képezi-e le az értelmezési tartoményt az értékkészletre
vagy sem. (Gondoljunk pl. az egyviltozés valés fuggvények invertdlhats-
sdgira.) Megmutatjiuk, hogy linedris operdtorok esetéhen ez azon mu-
lik, hogy van-e a magban a nullvektoron kiviil mas vektor is.

1.5. Tétel

A T linedris operdtor akkor és csak akkor létesit kolesondsen
egyértelmii leképezést az U targytér és a képtér kdzott, ha
Ker T = {o}.

Bizonyités:

a) Az nyilvdnvals, hogy ha két kiilénbsz8 vektor képe nem lehet
azonos, akkor Ker T = {g} Ugyanis To = o minden linedris oper4-
tor esetében teljesiil és igy més vektor képe nem lehet o.

b) Legyen most Ker T = {0 }

Ha Ty, = Tv,, alkkor
Ty -¥) =0 ésa KerT ={o}

feltételh ol kévetkezik, hogy 11 = ‘12 . "

A toviabbiakban megmutatjuk, hogy kolecséntsen egyértelmii leképe -
zés esetén linedrisan fiiggetlen vektorrendszer képe is linedrisan fiig~
getlen vektorokbsl sl1.

1.6. Tétel

Ha a T linedris operétor magtere, Ker T = {_Qi, akkor a tdrgy-
tér linedrisan fiiggetlen Vireens \_rk vektorrendszeréne

T .. T v, képvektorai is linesrisan fliggetlenek,

Lo b Yy
Bizonyitas:

Allitsuk el a Tv ,....T v, vektorok linedris kombinicisjaként
a képtér nullvektorit
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¢y Tgl +Cy Ty_2+...+ck ‘I‘gk =0 1)

(l)-et T linedris operator voltit kihasznflva 4talakitjuk
T(c111 to.t ck‘ik) =0 (2)
Mivel 2 magban csak a o van

c.V. +...+C ¥V, =0
1-1 k=

amibdl ¢, =0 (i=1,2,...,k), a Vyseeen ¥y rendszer feltétel szerinti

linedris fliggetlenségének kivetkezménye. Ez azonban (1) alapjin a

T‘Ll, . ..,T‘._rk rendszer fliggetlenségét is jelenti. m
Megjegyrésel:

1. Az olvaséra bizzuk annak igazoldsédt, hopgy birmely linedris
operdtor esetében igaz, hogy linedrisan fiiggetlen képvektor -
rendszer csak linedrisan fiiggetlen tdrgyvektorrendszerbSl ke-
letkezhet, . : )

2. Fentiek kivetkezménye, hogy ha egy linedris operétor magte~
re csak a nullvektort tartalmazza, akkor tdrgyterének és kép-
terének megegyezik a dimenziéja.

1.7. Definicié

Haa T: U—V leképezés kolestnsen egyéritelmii, akkor T-t
regulfris linedris operédtornak nevezziik.

Véges dimenzids vektorterek kizbiti leképezés esetén a képtér,
tdrgytér és magtiér dimenzidinak kapcsolatirsl szél az

1.8. Dimenzidé-tétel

Legyen T : U—V és dim U véges, akkor
dim U =dim In T + dim Ker T.

Bizonyitis:
Legyen dim Im T =r, dim Ker T = m,
Im T egy bézisa: Yyoeeen¥os gi:Tgi (i=1,....,r)

dnisa: cee .
Ker T egy bhdézis m,, m
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Megmutatjuk, hogy az

W,...,U m,...,m vektorrendszer
_1 ] 1 __T, _1! ’ 1

a tﬁrgyter egy bézisdt alkotja, ami az 4llitast blzonyltja

Allitsuk el§ a targytér nullvektorit az Y-l m,...,m
vektorok linedris kombinfciéjaként: T —m
T A dl——l ) +dmgn -2 @)
és alkalmazzuk (1)—re a T operétort, figyelembe véve, hogy
m € kerT {i=1, ..., m) miatt Tm, = 0 (i=l,...,r), eldwor kapjuk, hogy
1—1 -t Tcrg-r -2 @)
amib8l kévetkezik, hogy
clTEl to.ot chl_lr =0 (3)
és mivel a v, = Tui (i=l,...,r) a képtér egy biazisa,
cl=c2=...=cr=o {4)
(4) alapjan (1)-bol kovetkezik, hogy
dm +...+d m =o és
1—1 m=r =
mivel az m,.. oM vektorok a magtér bézisat alkotjsk,
dlld2=...=d =0 (5)

m

és igy az (1) el84llitds minden egyiitthatéja nulla, tehit az

u e L. om .. v n r linedri il .
1 b, m., m ektorrendszer linedrisan fiiggetlen

Megmutatjuk, hogy tetszbleges u U elcillithaté e Llinedrisan fiig-
getlen veklorrendszer segitségével, linedris kombindcidként,

Tekintstik a Tu€Im T vektort és 4llitsuk el ImT bazisvekto-
raivak

Felhasznélva a v, = Tl_li i=l,...r kapcsolatot kapjuk, hogy
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Tu = T(algl+...+aru_r) .

dtrendezve
T - - - ary_r) =0,
igy u - L= AW € ker T, ekkor Ker T bézisdval linedris kom-

bindcidként irhats, amib8l
u-auw -..-au =bm +..+bh m ,
u m L.
illetve

u = algl +,,,+aru_r + b1~m—1 +,,.+bmm

kovetkezik. Ezzel a dimenziétételt bizonyitottuk., @

Vegylik észre, hogy az elSbbi megjegyzés, miszerint ha az ope-
rator magtere csak a nullvektort tartalmazza, akkor t4rgyterének és
képterének azonos a dimenzidja, a dimenziétételb8l is kivetkezik.

A dimenziététel bizonyitdsa sordn a linedris operdtor targyteré-
nek egy direktSsszegre bontdséit végeztlik el. Ezt most kiilsn megfogal-
mazzul,

1.9, Tétel

Iegyen a T: U—V linedris operdtor térgytere véges dimenzids,

Tekintsitk Im T egy ¢.,... ¥ bizisit és azt az LA u, €U
vektorrendszert, amelyre Tu, - v, i=1.....r.
=1 - * '

Jeltljiik Ul—-gyel az u "Er vektorok Altal generdlt alteret U-~ban.

10
{Az U, alteret szoktik Im T &sterének is nevezni.)

1
U=kerT®U1

Bizonyitis:
A dimenzi6tétel bizonyitdsa sorén beldttuk, hogy Vl_l €U egyér-
telmiien elddll

u=a u +..+a

194 p 4 PO MYy Rt b o m

1

alakban, ami az 4llitdst igazolja. m
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Mepgjepyzés:

T Ul €8s ImT kozott mar kolesonosen egyértelmii leképezés,

Megjegyzés:

A jegyzet V. fejezetében foglalkoztunk a homogén linesris
egyenletrendszerekkel. Megmutatjuk, hogy a megolddsok szAméra
vonatkozé 2.4, Tétel 4llitdsa a dimenzistételbdl is kivetkezik.

ILegyen az egyenletrendszer

).(1\

g
154
i
=
E
i

Tekintsiik az
A x =4 x mddon adott

A leképezést, A az n dimenziés oszlopmitrixok Vn vektor -
terének homogén linefris operitora. Az egyenletrendszer megol-
désvektorainak halmaza éppen Ker A, Igy a dimenzidtétel értel-
mében

dim Ker A =n ~ dim Im 4,

és mivel dim Im A = rang A , a megoldistér dimenzidja:

n - rang A .

2. MUVELETEK LINEARIS OPERATOROKKAL

Ismertek az olvasé eldtt a fiiggvények kozdtt értelmezett miivele- :
tek, Taldlkoztak szdmmal szorzédssal, fliggvények Osszeaddsaval, bssze- i
tett fiiggvényképezéssel, filiggvény inverzének fogalméval, Hasonléképpen !
értelmeziink a homogén linedris vektor-vektor fliggvények, vagyis li-
nedris operdétorok kozott miiveleteket,

2,1, Tétel

Ha a T linedris operftor az U vektorteret a V wvektortérbe
képezi le,
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akkor a
{c T)u = c(Tu) (u € U, ¢ skalér)
médon definidlt ¢ T leképezés szintén linedris operdtor, amely -t

V-be képezi le. A ¢ T operdtort a T operftor c-szeresének nevez-
zik.

Bizony1ités:

¢ T minden u €U vektorhoz rendel képet, & ¢ Tu eV vek-
tort. Azt kell még mepmutaini, hogy a hozzédrendelés miivelettarts. Ez
is fennsll, ugyanis

{c T} (clglngz) = ¢ T(c11_£1+c21_12) = 0(01T9_1+02T1_J:2)

= c:c:ng1 + cczng = ¢ (cT)g1 + cz(c:'l‘)g2
Ertelmezhetd két azonos vektorteret azonos vektortérbe képez8
linedris operdtor Osszege.

2.2, Tétel

Ha Tl: U—V és T2:U—>'V linedris operitorok, akkor a

Ty +Tu=Tu+Tu uvuel

2
modon értelmezett T +’1“2 leképezés szintén linedris operdtor, amely
U-t V-be képezi le,
A T + T2 operdtort a két operitor Osszegének nevezziik.
4

Bizonyitas:

T, + T, minden ué€U vektorhoz rendel képet, a T,un+ ng eV
vektort. Megmutatjuk, hogy a hozzirendelés miivelettarts.

Legyen W, o, €U tetszoleges vektorok és €1:Cy
skaldrok, akkor

tetszbleges

(Ty *+ Toh (el e,y = Ty oy +e,uy) + Toleyu, teyuy) =

=Ty e, Ty e Tou e, Tou, = e (T +T,0 ) +

+ 02(T152+T232) =¢ (T1 +T2)1_11+02(T1 +T2)u_2 .

ami T, + T, linedris operdtor voltat jelenti. =
1 2 1



A

Az olvasé kinnyen meggyOzodhet arrdl, hogy a T: U -—=V line-
dris operatorok a 2,1, és 2,2, Tételekben definidlt miiveletekkel vek-
torteret alkotnak U ¢s V kizds szamteste felett. A vektortér null-
vektora az 1,2, /7. pelddban szerepld nulloperitor.

Az tsszetett fliggvények képzésének megfelelfen értelmezziik li-
nefris operitorok szorzatat.

2.3. Tétel

"

Ha T1 : U—V és '1"2 : V—W linedris operétorok, akkor a

(T,T)r = T,y w€U
médon értelmezett leképezés szintén linedris operidtor, amely U-t W-

be képezi le, A T_- T  operatort T, T_-vel vett szorzatoperitor-
N 2 1 1—2
nak nevezziik.

Bizonyitds:
Mivel '1‘1 minden U-beli vektorhoz V egy vektorit rendeli, majd

TZ a le_ev—hez W-beli vektort rendel, igy T2'T1 U-t W-be ké-

pezi. Beldfjuk, hogy a hozzirendelés miivelettarto.
Legyen 31,1_1_2 EU és cy»¢ skalar,

2
Ekkor

(TyTeg by + o) = To(Tyleguy + Suph) = Tole, Tyyy +e,Thuy)
¢y T ) +egTy (1) = ¢ (Tl + ey (T, Tu,,
ami a mivelettartiast jelenti. =

2.4, Tétel

A linefris operitorok szorzdsa a kivetkezd tulajdonsigokkal ren-

delkezik:
1, A szorzis asszociativ:

T, (T,T,y) = (T;T,)T,

feltéve, hogy a szorzésock elvégezhetdk,
2. A szorzis disziributiv:

(T +T2)T3 = T1T + T, T és
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T, (T, +T,) = T,T; + T,T,

feltéve, hogy 2 szorzisok elvégezhetdk.
3.

c(Tsz) = (ch)T2 = T]_(CT?_.)

Bizonyitis:

Az allitdsok egyszeriien igazolhaték, az egyenl8ségek két oldalin
lev§ operétorokat tetszéleges u, targytérbeli vekitorra alkalmazva, ®

Megjegyzés:

A linefris operétorok szorzisa nyilvan nem kommutativ mii-

velet, Példdul 'I‘1: U—V és T2: V—W V # W esetén csak

a T, T, szorzds vépezhetd el, T, T, nem is értelmezett.

Fontos kérdés, hogy egy lineéris operatort mikor lehet in-
vertidlni. Ezzel foglalkozunk a tovdbbiakban,

A T linedris operftor inverzén azt a T_l—gyel jel6lt operétort
értjiik. amely kielégiti a
. .
T-T =K és a
-1
T - T

1l

E  egyenletet,
A szorzis definicidja alapjin nyilvdnvals, hogy ha

T: U—V , akkor

-1
T :+ v—U

és mindkét egyenlet csak akkor teljesiithet, ha T kolesdntsen egyér-
telmiien képezi le a tdrgyteret a képtérre, vagyis T reguliris.

2.6. Tétel
A T: U-——>V reguliris linedris operitor
-1
T : vV —U inverze is linedris operator.
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Bizonyitis:

Legyen PR €V és ¢1: ¢y tetszoleges skalarok,
-1

T v =y, )
-1

T v, =4, . {2)

Ekkor
vwos Ty, v, =Ty, &
€Yy FC¥y =Ty +e,Tu, .

Felhasznélva, hogy T linedris operdtor, a jobb oldalt 4talakitva

C, ¥y e, = T(cll_l_1 + czgz) ) vagyis
-1 .
T ey Fogip) = oy + ey 8

(1), (2) figyelembevételével

-1 -1 -1
T (cl‘il + 021_.'_2) = clT v, + czT ¥y s

mint Adllitottuk, =

Megmutatjuk egy példdn, hogy van olyan eset, amikor egy T
operiitort egy mfisikkal egyik oldalrél szorozva egységoperitort kapunk,
de a masik oldalrél szorozva nem.

Tekintsiik a valds elemii szdmsorozatok V vektorterét. Legyen
a-= {al, 8y - - .,an, .o } és értelmezzitk az A és B linedris operi-

torokat a kivetkezdképpen:
Aa = {0, 2, az,...,an,...}
Ba = {az, a3,.:.,an,...}
B.4) 2= {a,a,... an,...} = a,
tehdt B.A = E , viszont
(A.B) a = {0, By .- an,...} 7 a,
tehit A.B # E . Az ilyen tulajdonsidgu B operdtort A balinverzé-

nak szoké&s nevezni, Hasonléan azt is mondjuk, hogy A a B operétor
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jobbinverze. A kovetkez8 tételb8l kideriil, hogy 2z A operétdrnak
nincs jobbinverze.

2,7, Tétel

Ha egy linedris operdtornak van jobbinverze és balinverze, akkor
ezek megegyeznek.

Bizonyités:

legyen A : U —V linedris operdtor
B:V —U A bhalinverze, és
Jd :V —>U A jobbinverze

Jelsljiik E1 -gyel a V —» V identikus operitort és Ez—vel az

U — U identikus operdtort.
Ekkor

B = B.E1 = B.(A.J} az operitorszorzis asszociativitdsit fel-
hasznilva:

B.(A.J) = (B.A).J = E2 J=J,

tehdt B =J. &

A tovéibbiakban riéviden foglalkozunk az- inverz operitor 1étezésé-
nek probléméjaval abban a specidlis esetben, amikor ‘T az U vek-
torteret Snmagéiba képezi le, vagyis T =~ U linedris transzforméci6-
ja.

2.8. Tétel

A véges dimenziés U vekiortér T homogén linedris transzfor-
micidja akkor &s csak akkor invertdlhaté, ha képtere az egész U vek-
tortér.

Bizonyitéds:

Az 4llitds az 1.5. és 1.8, Tételek kivetkezménye. Az 1,5. Té-
tel szerint T regularitdsdnak szlikséges és elégséges feltétele, hogy
Ker T = {0} teljesiiljon. Ekkor az 1.8. Tétel értelmében dim Im T =

= dim U, A mi esetlinkben Im TESU, tehat

ImT =717 ]
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3. A LINEARIS OPERATOR MATRIXA

A vektorterek tanulményozésa sorin tapasztaltuk, hogy ha egy vé-
ges dimenzidju vektortér egy béazisit rogzitjilk, alkkor a tér minden vek-
tora egyértelmiien jellemezhetS egy-epgy oszlopmétrixszal. A kivetkezd
fejezetrészben megmutatjuk, hogy egy véges dimenzids tarpgyteret leké-
pez6 linedris operftor egyértelmiien jellemzhetS egy miétrixszal, ha a
tdrgytérben és a képtérben rogezifettiink epy-egy bézist,

3.1, Tétel
Ha T: U-—V lineédris operétor, U egy bédzisa Be Py 8
V egy béizisa Bf:il, ""Er’ aklkkor a rigzitett bazispirban a T ope-

rdtorhoz egyértelmiien tartozik egy métrix:

... t
rl T2 Tn »

amelynek oszlopaiban a Tgi i=1,...,n képvektorok Bf béazisbeli

oszlopmétrixai 4llnak és tetszdleges w €U TueV képvektorfnak B
bézisbeli oszlopmétrixit megkapjuk, ha T-t megszorozzuk u Be
bézisbeli oszlopmAtrixdvals -

f

b Y1
T . . = . ahol
u v
n ! r
n r
u = we, és Tu = Z vl .
j=1 =1 7

Rovidebben: T . u

=
1]
[IE]

Bizonyitéds:

A fenti jelolések szerint a
n

B béazisban u = ue, és a
e = i—

i=l
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r
B, bizisban T g, - ng b &

T homogén linearitdsat kihasznalva:

Tus= Z uiTgi

1=

ot

behelyettesitve Tgi koordinétés alakjdt:

Tu-= u

i

'H'M:s
=

M

—

t.. £ és a
I= R

szummézfsok sorrendjét felcserélve:

r n
TEeS LS,

. b, vagyis
j=1  i=1' d1
n
v, = w t, amia T métrix
] : 2 =
1=
by
j—edik sor4nak és az : oszlopmatrixnak a szorzata, ®
u

Megjegyzés:

Ha a T linedris operdtor U-b6l U-ba képez, akkor a
képvektorokat is bonthatjuk a tirgytér bézissban, Ekkor az ope-
ritor métrixa kvadratikus lesz. Ha T U-bél U-ra képez,
vagyis a transzformécié reguldris, akkor az 1.6. Tételb8l ki-
vetkezik, hogy T minden oszlopa linedrisan fiiggetlen,

rang T =dim U =dim Im T ,

Ha a T linedris transzformécié nem kélestndsen egyértel-

mien képezi le az U tdrgyteret a képtérre, tehdt U-ba képez,
akkor

177



rang T = dim ImT = dim U -~ dim Ker T,

felhasznilva a dimenzidtételt,

Nézziink néhény példit linedris operitor métrixdra.

1. Legyen E az U vektortér identikus operdtora és U egy

bizisa: Ei’én
Mivel E b, = b, i=l, n,
- =
1 0 ‘e 0
0 1 0

E = \Z .
0 1

2. Tekintsiik a térvektorok E3 terének azt az A operédtorit,

o

amely minden v €E3 vektorhoz az a x v vektort rendeli, ahol a
egy adoft vektora E_-nak,
Dl
Az olvaséra bizzuk annak beldtisat, hogy A homogén linedris

transzformécis.
Régzitsiik Es—ban az i,j,k ortonormélt bézist, &5 haszniljuk

I .

ezt a képvekiorok elodllitdsdhoz is. legyen & = ajl +agj+ a35 .

Ekkor A oszlopait rendre

axi ax] axk

i, j, k bazisbeli koordinita oszlopmétrixai alkotjék.
i=axi = a j-a k
Aj=axj = -531+31£(_
A1£=a_x§=azl—a1l ,
tehat
0 -3.3 3.2
A= a, o0 -2,
&, 2 0
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Természetesen a bazisok megvilasztdsitol fiiggden az A operé-
tort més métrixszal is jellemezhetjiik. Figyelembe véve, hogy ImA
kétdimenziés - hiszen a képvektorok merdlegesek a-ra - a tdrgytér
bézisdt nem valtoztatva, a képtér bézisdul az Ai és Aj vektorokat
vilasztva (tegyiik fel, hogy a, # 0, akkor ezek linedrisan fiiggetle-
nek), irjuk fel A méatrixat,

Mivel

Al =1 Ai +0. 4] , A] =0-Ai +1.4)

es a a
Ak = - = Ai- -2 4
- a e a
3 3
a
1 o -2
a
3
A, = a
0 1 —5"2-
3

A jegyzet IN. fejezetében foglalkoztunk & métrixok kizstt értelme-
zett miiveletekkel, Létni fogjuk, hogy ésszeriiek voltak a méatrixmiivele -
tek definiciéi, mert igy van szoros kapesolat az operédtormiiveletek és a:
operftorokat valamely bédzishan megadé méatrixok miiveletei kizitt, E
kapcsolatot pontosan a kivetkez& tétel fogalmazza meg.

3.3. Tétel

. Ha T, Tl’ Tz, T3 linedris operdtorok és a T1 + T2, T2- TS’
T miiveletek elvégezhetdk, akkor az tsszes széban forgd vektorterek-
ben egy-egy bézist rogzitve

ay ¢- T = ¢ T {c skalsr)
b) T, + T, = E + '}“_2_

c) T2 . T3 = 2 . T___?’_

a) ol _ @-1

Bizonyitéds:

a) A miivelet definicidja szerint {¢ T)u = ¢(Tu) minden u €U ese-
tén



eT-u = Ty = oy
teh4t
¢c. T =c-£
b) (T, + Ty)u="Tu+ Tu. igy
T e e T he Tt 0T
tehdt
T, +T, = T, +T

[
I

¢), d) bizonyitdsdt hasonléan végezhetjiik, ezeket feladatként tiiz-
ziik ki az olvasénak. =

A lineéris operitor mdtrixa mint mér tudjuk, fiigg a bazisoktol.

A toviabbiakban megnézzilk, hogy milyen kapcsolat van egy operétor
kiilonbsz6 bazisokban felirt métrixai kozott,

3.4, Tétel

Legyen T : U-— V linedris operétor

U két bazisa B: b ,...,b és C:¢,,...,C
1 n 1 n
V két bézisa F:fl,...,fr és G:gl,...,gr
T maétrixdt a B,F bézispiarban =I-B F—fel és
T matrixat a C,G béizispéarban IC G—vel jeldlve
T =g7. T e ahol
=C,G = - :B'F = !
n
1€i<n 2
€70 gy g T Zcij b, ¢
n
- 1<p<r _
E - (gps) l¢sgr gS - pZ gpsip
Bizonyités:

Legyeﬁ u € U, tetszoleges és Tu = v.
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Irjuk fel a B,F bazispirban a. megfeleld mitrixegyenletet:
Ipr % Y @)

A 1V, fejezet 2.19. Tétele értelmében tudjuk, hogy mi a kapeso-
lat egy vektor killsnb&zd bizisbeli koordindtdi kdzstt

= C.u és v, = G.v
}:].b = :f = :g

Ezeket (1)-be helyettesitve azt kapjuk, hogy

-Cu =G
::c =

15

2
g @)
balrdl szorozzunk G—l—g;yel és adadik, hogy

@ -z

BF 88 T

=C g
teh4t
-1 .

n
ey

Iprp & =

Fontossdga miatt megfogalmazzuk a bizistranszformiciérsl szole

tételt kiilon abban a speciilis esetben, amikor T : U —» U linesris
transzformécid.

3.5, Tétel

Legyen T : U —U linedris transzformdécis.
két bézisa B : b_,...,b és C:c.,...,¢C
-1 -n -1 -n

bazisban ZB—vel,

miétrixdt a B
miétrixdt a C bézisban Ic—vel jelélve

T =C T C , ahol
:C = = =
1€ig -
Coly g 2ok
1 1$j€n K i=1 !

Bizonyitis:

Az 4llitds a 3.4, Tétel kovetkezménye. m®
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3.6. Definicid

=g"1 BC , ahol

Ha

ik

C tetszoleges invertdlhaté matrix, akkor az A és B maétrixot ha-
sonlé métrixoknak nevezziik. -

A 3.5. Tétel értelmében egy homogén linesdris transzformiéceis
kiilonb6z8 bédzisbeli métrixai hasonldak,
3.7. Tétel

Hasonlé méitrixok determindnsai azonosak,
Bizonyitis:

Ha B &s A hasonléak, akkor

det B = det (¢ A C) = det g'l det A det C

(lasd a VI, fejezet 1,11, Tételét),

1
det ¢

Mivel det g_l =

det B = det Azfs, mint Allitottuk, &

4. LINEARIS TRANSZFORMACIO SAJATVEKTORAI
SAJATERTEKEI, FOVEKTOROK

A matematika szimos agéban, ttbbek kozitt a métrixalgebriban
és a differencidlegyenletek elméletében, tovébbi szimos fizikai problé-
ma megoldisiban hasznosak az olyan vektorok, amelyeket a transzfor-
micié Snmaguk skalfrszoroséba képez le. A tovdbbiakban ezekkel az
un, sajitvektorokkal és sajatériékekkel foglalkozunk,

Az U vektortér N alterét invariins altérnek nevezzitk a T
transzformécidora vonatkozdan, ha

u€EN =>Tu €N,

vagyis a leképezés nem vezet ki az N altérbdl.
A legfontosabb invarifins alterek az egydimenziés alterek.
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4,2. Definicid

A T: U-—U homogén linedris transzformécié saiétértékének
nevezzilk a ‘A skalart és hozzi tartozd sajétvektornak az

s # 0 vektort, ha

Ts = As

Ha 5 €U a T homogén linedris transzforméci6é sajdtvektora,
akkor skaldrszorosai U egydimenzids invaridns alterét alkotjsk.
Bizonyitas:

a} A c.s vektorok, ahol c¢ tetsz8leges skalar U alterét al-
kotjak.
b) Ez invarifns =zltér, mert

ha Ts = As, akkor
Tes = Aecs. =

A sajdtérték fontos tulajdonségirél szél a

4.4, Tétel

A ‘A skalar akkor és csak akkor sajétértéke a T homogén li-
nedris transzformiciénak, ha T - AE nem reguldris. (E az egység-
operétor. )

Bizonyitéds:

a) Ha T - AE nem reguldris, akkor magterében van s # 0
vektor, vagyis F s # 0, amellyel

(T - AE)s =90
és atrendezve
Ts = A s, tehdtA T sajitértéke.
b) Ha A sajatérték, akkor van olyan s # 0, amellyel

Ts = A's, 4trendezve

(T- AE) s = 0, tehdt taldltunk T - A E magterében s # 0
vektort, igy T - AE nem reguldris, ®
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A 4.4, TETEL aldbbi kovetkezménye mér lehet3séget ad a sajat-
értékek meghatirozisira is.

A A skaldr akkor és csak akkor sajitértéke az U véges di-
menziés vekiortér T homogén linedris transzforméciéjdnak, ha U
tetszbleges B bazisdban

det (T - AE) = 0.

Bizonyités:

A 4.4, Tétel értelmében A akkor és csak akkor sajatérték, ha
+ s # 0 amellyel (T- AE) s = 0. De akkor tetszSleges B bazisban
felirva T - AE és s métrixdt, F s # 0, hogy

T - AL s = 0.

Egy homogén linedris egyenletrendszernek mint tudjuk, akkor és
csak akkor van nem-irividlis megolddsa, ha determindnsa nulla. Tehét
det(T - AE) = 0 sziksépes és elégséges feltétele Asajatérték voltd-

nak, @

4.6, Megiegyzés

Az nyilvanvals, hogy

| T - AE| értéke
U baArmely bézisdban ugyanaz, mivel hasonlé matrixok determi-
ninsai egyenléek, '
gy a | T —’?\]_El= 0 egyenlet

egy olyan, bizistél fiiggetlen dim U fokszdmu algebrai egyenlet,
amely jellemz8 a transzformiciéra és gySkei a sajitértékels.

4.7. Elnevezés

A |T-2AE]= o A-ra

vonatkozéan dim U fokszdmu egyenletet a transzformécié karakterisz-

tilkus egyenletének nevezziik.
Az algebra alaptétele értelmében (ld. II. 2.1.) minden algebrai
egyenletnek van gySke a komplex szfmok korében. Ebbdl kivetkezik a
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4.8. Tétel

A vépes dimenziés U vektortér barmely T linedris operitoré-
nak van sajitértéke és sajitvektora.

Bizonyités:
A |T -'AE| = 0 egyenletnek van gydke és akkor van olyan
s 78, hogy (T - AE) s = 0, mivel T - AE szinguldris operdtor. =

4,9. Megjegyzés

Fentiek kovetkezménye, hogy ha T linedris operétora egy U
vektortérnek és V € U, V invarisns altér U-ban, akkor T-nek van
sajétvektora V-ben,

Bizonyos alkalmazisok szempontjabdl célszerii méatrixok sajétér-
tékeit és sajdivektorait is értelmeszni.

4,10 Definicié

A T kvadratikus métrix sajitértékének nevezziik a Askalart és
hozzd tartozé sajatvektornak az s # 0 oszlopvektort, ha

=3
no
It

A

1o

Mivel egy métrix mindig tekinthetd egy linedris operitor vala-
mely bizisbeli matrixdnak és

Is=7s < Ts=12s,

T sajatértékeinek &s sajitvektorainak meghatirozédsira érvényes a 4.5,
Tétel megfteleldje, a

4.11, Tétel

A A skalar akkor és csak akkor sajitértéke a T kvadratikus
matrixnak, ha

T sajftvektorai a
(T-AE)s=0
homogén linedris egyenletrendszer megoldisvektorai.
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Bizonyitéds:

A z 4llitast a 4.5. Tétel igazoldsa sorén bizonyitottuk. s

4,12, A linedris operitor skaldr invariinsai

Tekintsiik a T : Un—---3>Un linedris operéitor karakterisztikus
polinomjét a

p(A) = |T - AE| polinomot

n n-1
p(?\) (_’A) +bn_l (-7\) +"'+b1(-7\) +b0

A TI. fejezet 2.2. Tétele alapjin (gyokik és egytitthaték kozti
osszefiiggés)

n
bn—l - Z ?\i @
i=1
és
b, :7\1...7\11. 2)

Mésrészt irjuk fel a p(A) polinom bn-—l és b0 egyiitthatéjat a ka-
rakterisztikus polinom definicidja,

by A - 1n .
p(A) =|T - AE] =
tnl tnn—ﬂ alapjdn,
Innen
n
by = 2 Y @)
i=1

és A helyébe nullat helyettesitve

adodik.
(1) és (1’) osszevetésébdl azt kapjuk, hogy

n n
2 Y T 27
i=1 i=1
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£ 2

a T operdtor barmely bézisbeli métrixdnak £84tl6jsban levld elemek
tsszege megegyezik a sajétértékek Gsszegével, vagyis flipgetlen a bd-
zistol. Hasonléan, Osszevetve (2)~t (2")-vel azt kapjuk, hogy

det T = A, ... A
= 1 n

(Ebben ]I] bézistdl valé fliggetlensége mar nem uj informdcié sza-
munkra, )
Fentiek indokoljik, hogy

n
Z t.. -t és det T-t
ii =
i=1
a T: Un——> Un linedris operitor skaldrinvaridnsainak neveuzziik,

Emlékeztetjlik az olvasét az 1. fejezet 7.6. péld4jara, amelyben
geometriai homogén linedris transzformécié sajatértékeit és sajitvek-
torait hatéroztuk meg. Nézziink most egy més természetii példat,

4.13. Példa

Legyen U az akidrhdnyszor differencidlhaté egyviliozés valds
tiiggvények vektortere. A

D : U-—>U linedris operétort. a
kivetkezOképpen definidljuk:
Df = £ . ha f€U.
Keressilk D sajatvektorait és sajatértékeit. A sajdtvektorok az
7 = Af differencidlegyenlet

megoldésai, sajitértékek azok a valdos A szdmok, amelyek mellett a
differencidlegyenletnek van megoldésa,

Mivel £ = Af bérmely 7 esetén megoldhats, a sajhtértékek az
tsszes valés szdmok és egy, 7A-hoz tartozé sajatvektor az

f(ity = e;\t fiiggvény.

Megjegyzéseln

1. Mivel a példankban U végtelen dimenziés, a 4.5. Tétel nem
haszn4lhato,
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2. Ha U fiiggvényelemii vektortér, sajitvektor helyett haszni-
latos a sajiMfiliggvény elnevezés is.

A 4.3. Tételbdl kitiinik, hopgy egy sajitvektor skaldrszorosai is
- ha ez a skaldr nem nulla - ugyanahhoz a sajétértékhez tartozd sajit-
vektorok és a2 nullaszorost - vagyis a nullvektort - hozzivéve a tirgy-
térnek egydimenzids invariins alterét alkotjdk. Egy sajdtértékhez tar-
tozhat tobb linedrisan fliggetlen sajatvektor is.

Errol szl a

A T : U—>U linedris operdtor A sajatértékhez tartozd sajit-
vektorai kiegészitve U nullvekiorival U invarifns alterét alkotjik.

Bizonyités:
Ha s, és s, A -hoz tartozé sajitvektorok, akkor tetszlleges
cys €y skalirokkal
Tie)s) +eg8y) =T 8 +¢, Ty =c As +c,Ns, =
= Alegsy +cBy).
Vagyls c¢s, +ec,8, vagy nullvektor, vagy szintén A -hoz tartozd sa-

jatvektor. m
A sajitvektorok nagyon fontos tulajdonsigit fogalmazza meg a

4.15 Tétel

A T homogén linedris transzformécis kiilonbszd sajdtértékeihez
tartozd sajitvekiorok linearisan fiiggetlenek.
Bizonyitis;

Legyenek ?\1 # 7\2 £... # 7\k T sajitértékei, és
TEPRNY

hozz4juk tartozé sajdtvektorok, A sajitvektorok lineédris fliggetlenségét
a sajitértékek szfméra (n) vonatkozd teljes indukciéval igazoljuk.
1. El8szér megmutatjuk, hogy az 4llitds

n = 2-re igaz.

Vizsgiljuk a nullvektor eloillitisat a sajdtvektorok linedris kom-
bindcisjaként:
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cls_1+02§2=9_ 1)

Alkalmazzuk (1)-re a T transzformécist.

clTs_,1+c2T§_2=g 2
@ Ts = A 's & Ts,= A s, behelyettesitése utin a kivetle-
z§8 alaku:

Aepggr Nyogsy=0 @)

Vonjuk ki (3)-b6l 1) 7\1 -szeresét,

adédik, Mivel 7\1 # 7\2 és s, # 0, a (4) egyenlet csak ugy telje-

=0, de akkor (1)-b8l ¢, = 0 is kiovetkezik, Tehdt

siilhet, hogy ¢ 1

2

s, és 8, linedrisan fiiggetlenek.

2. Végill megmutatjuk, hogy ha (n-1) sajitvektor linedrisan [iig-
getlen, ebbsl kivetkezik n vektor linedris fliggetlensége. Médszeriink
azonos az 1,lépés médszerével. Tekintsiik a nullvektor elS4llitdsat
8198gs -+ 28 segitségével:

18 veete s, =0 a9

Allalmazzuk (1’)-re 2 T operétort.

01T§_1 +...+cn_lT§n_1+ch§n=g 2’)
Felhaszndlva, hogy gi—k sajatvektorok,

CpAy sy et ALy sy oA s =0 3%
Vonjuk ki (3°)-b8l @) ﬂn—szeresét, a

cl(ﬂl—?\n)s—l+"'+ cn—l(?‘n—l _Rn) Sp1 T 4 : @)

egyenletet kapjulk. Az indukcids felievés miatt és kihaszndiva, hogy a
sajdtértékek kiilénbozok,

189



kell legyen, de akkor 1°-b&l c, =0 is kovetkezik. A sajdtvektorrend-
szer tehédt linedrisan fiiggetlen. =

4.16. Tétel

Ha egy Un vektortér linedris operdtordnak van n linedrisan
fiiggetlen sajitvektora, akkor ebben a bizisban az operitor mitrixa
diagonalmatrix,

Bizonyitas:
A linedrisan fiiggetlen Spr-a 8 vektorrendszer vélaszthatd bé-

zisnak. Jeldljik T maétrixat ebben 2 sajitvekior béazisban ']_?S—sel.
Is oszlopaiban a -

Ts, = A, s, i=l,...,n
-1 1 =

vektorok sajitvektor bézisbeli oszlopmétrixai illnak:

0
7\i 8, = 7\1 cee L 5 i1, ,n,
0
tehst
A o . 0
1A
0 5 ... 0
0 0 AL i
Megjegyzés:

A 4,15. Tételbdl kivetkezik, hogy ha a karakterisztikus
egyenletnek n kiilénbsz6 gyoke van, akkor van n line4risan
fiiggetlen sajitvektora és igy jellemezhetS diagondlmaétrixszal,

Az eldbbi, un. teljes sajbtvektorrendszerrel rendelkez8 T ho-
mogén linedris transzformécis tetszbleges bizisbeli métrixarél szdl a
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4.17. Tétel

Ha a T homogén linefiris transzformdcidnak van teljes sajat-
vektorrendszere, akkor métrixai hasonléak a diagonilmitrixhoz.

Ay oee O

Bizonyitis:

Rogzitsik T targyterében 2 B bézist. T?\l, e 7\n sajftér-
Sysevea8) linedrisan fiiggetlen sajitvektorok B ba-~

zisbeli koordindtamétrixait jelsljiik a kivetkezd médon:

tékeihez tartozo

A T linedris operétor méirix4t a B bazisban IB-vel jelsl-

jik, Végezziink bazistransziorméciét, térjiink 4 a B bézisrél az S
sajftvektor bazisra. A 3.5. Tétel szerint

-1

=8 I8 M,
ahol 8 a bézistranszforméecié métrixa
S;1 000 8y
s - . .
8, s
in nn

-1
(t)-et 4atrendezve, balrél S-sel és jobbrél S -gyel szorozva az
egyenl8ség mindkét oldalat -
-1
s adésdik,

Iy =

{1421

Is
tehdt T tetszfleges B bdazisbeli métrixa hasonls a T diagonilmit-
rixhoz. m
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A 4,17, Tétel bizonyos egyszerii métrixok j6l kezelhetd szorzat-
td alakitdsdra is hasznélhatd.

4,18, Tétel

Ha a T n-edrendii kvadratikus métrixnak van n lineérisan
fiiggetlen oszlopvektora, aldsor

-1
T=8 < 7\1,---. 7\n>§
alakban irhaté, ahol

S = (21 gn)

2z s, 1=1,...n vektorok T sajétvekiorai, Ts. = 7\i§i.

<7\1,..., 'An> diagondlmétrix, amelynek f§4tléjaban ?\1 7\n all,

Bizonyités:

Az, 4llitds a 4.17. Tétel kisvetkezménye, @

4.19. Elnevezés

A kvadratikus T métrix fenti

=8 <Ap.--e ?\n>§'l

=3

eldallitasat spektréilfelbontésnak nevezziik.

Mive) killénbozd sajatértékekhez linesdrisan fliggetlen sajiivektorok
tartoznak (4.15 Tétel)y, ha T-nek van amnyi kiilsnbsz8 sajétértéke, mint
amekkora a rendje, akkor van spektrélfelbontésa.

A tovibbiakban néhiny egyszerii alkalmazdsat mutatjuk meg a
spektrilfelbontdsnak,

Ha a T kvadratikus métrix spektrélfelbontdsa

<N A>ST

It
H
non

-1

=
il
w

k k
8 <Apreere A DS
{k tetszdleges természetes szim),
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Bizonyitéds:

A bizonyitdst k-ra vonatkozé teljes indukeciéval végezziik,
k = 1-re az 4llitds igaz, és

o 1 =g <MLK

3

zkzgk‘l "8 <AL 7\n>§’1, akkor

k k-1 -1 -1 -1

T -8 <A T A s s <A A>T vags
= = n = = 1 n"- =

k k Kk -1

T :,§<7\1,..., 7\n s .,

mint dllitottuk., =
A spektrilfelbontss segitségével konnyen meghatirozhaté az in-
verzmétrix is.

4.21. Tétel
A

T=8<Ap..., A>S " )

mitrix akkor és csak akkor invert4lhats. ha egyik sajétértéke sem nul-
-1 ’r
la., Ekkor T spektrilfelbontdsa a kivetkezs:

-1

11T

1 1
R I W (@)

n
Bizonyitéds:

Mint tudjuk T invertdlhatdsdganak sziikséges és elégséges felté-
tele

det T # 0 fennéllasa,

Mivel det T = 7\1 7\n (4.12. Tétel), az 4llitds els6 részét bizo-

nyitottuk. Megmutatjuk, hogy ha A, # 0 i<1,2,....n, akke T (2)
alaku. Ugianis =
-1 1 1 -1
S AL AP ST 8, >80 -
1 n
1 1 -1
S < Kl’ ] ﬂn> < n v ?‘ > § = l
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és basonldan forditott sorrendben végezve a szorzist

1 1 -1 ' -1
§8<m= s B—>8 - 8< A, ADST < E,
1 n
tehat
S<=—,..., =—>8" valéban

T inverze, mint Allitottuk. o

Lassunk egy példit a spektrélfelbontdsra.

()

Adjuk meg T spektrédlfelbontdsdt, ha lehet. Ehhez megkeressiik els-
szir a sajitértékeket a karakterisztikus egyenlethSl.

4.22. Példa

!
It

1 -2 1 9
det(1—7\£))= = A -6A +5
- 3 4 -
A Imarakterisztikus egyenlet.
2
A -6A +5=0

A sajitértékek ’/\1 =5, ?\2 =1, tehit van teljes sajitvektorrend-

szer és igy elvégezhetd a spektirilfelbontds. A sajawektorokat a

- 1

3 11 ) 0

-1 és az

3 s 21 0

1 1 ' é
S5 ) 0 homogén
3
3 s 29 ¢

linedris egyenletrendszerek megolddsaként kapjuk. Elég egy-egy megol-
dést meghatiroznunk,
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nen
A
I
/‘_‘—h‘\ T
N Ll o
1
= |

RIS
]
e e

a spektrilfelbontés.

Azt tudjuk, hogy ha egy véges dimenzidés vektortér linedris ope-
rator dnak sajitértékei killonbozdk, akkor van teljes sajitvektorrendsze-
re. Felmerill a kérdés, hogy lehet-e teljes sajitvektorrendszert taldl-
ni, ha a karakterisztikus egyenletnek van tobbszérds gytke. Megmutat-
juk, hogy van olyan eset, amikor a tBbbszdrds gyokhdz tartozik mul-
tiplicitdsdnak megfeleld szdmu sajitvektor és akkor van teljes sajitvek-
torrendszer. Végiil foglalkozunk azzal az esettel, amikor nincs elég
sajdtvektor és megmutatjuk, hogy a hidnyzd sajitvektorok akkor pdtol-
haték un, fOvekiorokkal, vagy més néven 4ltaldnositott sajiivektorokkal.

4.23, Példak

1, Legyen a T operiator mitrixa egy B bézisban a

1 0 3
T = 0 1 1 matrix,
B 0 0 -1

A karakterisztikus egyenlet:
2
a-a)ya-na=o0,

| Atérta - - - -1,
a sajatértékeke ?\1 1, 7\2 1, 7\3
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A A = -t sajatértékhez tartozik példaul az

8, = 1 sajitvektor.
=1
-2
Megmutatjuk, hogy a kétszeres gyokhoz taldlhaté két linedrisan fiigget-
len sajatvektor, amelyeket a

0 0 3 8 \] 0
0 0 1 S2 = 0
0 ¢ -2 33 0

1 0
= =1
=0} e

0 0

Itt az volt a szerencsénk, hogy a kéiszeres sajdtértékhez tartozdé line-
iris egyenletrendszr~ métrixdnak a rangja kettGvel kevesebb a rendjé-
nél és ezért kaptunk teljes sajitvektorrendszert. Kovetkezd példankban
mis a helyzet.

2, Legyen most a T operdtor B béazisbeli midtrixa

1 1 2
T = 1 3
=B 0

0 0 2

A karakterisztikus egyenlet
2
a-A @e-M=0.

A sajatértékel A, = 2, ’/\2 = ?\3 = 1.

Egy '7\1 -hez tartozé sajitvektor:

5
s, = (3
- 1

= 1-hez fartozd egyenletrendszer
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1
0 0 3 52 = 0
1
0 0 53 0

méatrixdnak a rangja 2, tehdt csak egy fiiggetlen sajdtvektor tartozik
az 1 sajdtértékhez. Ez példaul az

1
= 0 vektor,

]

ED

Szeretnénk kiegésziteni az vektorrendszert ugy, hogy kifeszit-

S.,8
=1’ =2
se a teret és bdzisnak vilasztva minél egyszeriibb legyen az operitor
métrixa. A kiindulé Stlet a kovetkez8, Mivel a

(T - AE) s = 0 egyenletnek

A=1 esetén csak egy megoldisa van, a hiinyzé vektort pétoljuk egy
olyan 8y és s_2-t6’1 fiiggetlen f vektorral, amely a

2
(T - AE) f=0 -egyenlet
megolddsa - ha ilyen létezik.
(T - AE £ =045 (T - AE) (T - AE)f =0, de akkor (T-AE)f
A-hoz tartozé sajitvektor kell legyen, teh4t a
(T - AE)f = s egyenleth8!

hatirozhaté meg f. Irjuk fel a B bizisban a megfeleld linedris
egyenletrendszert

0 1 2 fl 1

0 0 3 f2 =10
1

0 0 f3 0
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S, és £ B bizisbeli koordinitaoszlopvektorai

) e oG

A hérom vektor linesris fliggetlen, tehit vdlaszthatd bazisnalk.
Ebben az S bézisban hatdrozzuk meg T matrixat.

S
_—-1’

Ts, = 28;, Ts, = 8,, Tf = f +

és igy

T
=g

]
—ey
[ =T V]
o = o
e
R

B

nem diagondlmétrix, de egyszerii alaku, Erdemes tehat foglalkoznunk
kicsit részletesebben is az ilyen tulajdonségu f vektorokkal,

4,24. Definicid

Az f_ vektorta T homogén linedris transzformdcié ‘A sajdt-

értékhez tartozd k-adrendi fOvektordnak nevezziik, ha

k 3
(T - AE) £ =0 és
k-1
(T - AE) gk #0.
Megjegzzés:

A sajétvektor a fenti definicié értelmében elsdrendii févek-
tor. Ez indokolja, hogy a fGvektorokat szoktédk Altaldnositott sa-
jatvektoroknak is nevezni,

4.25. Tétel
Ha egy T homogén linedris transzformdcié A sajdtértékéhez

tartozik £k k-adrendii fovektor, akkor tartozik hozzi

V j<k-ra % j-ed rendii févektor is, és az
il’ £2» ’ik A-hoz tartozd

févektorok linedrisan fiiggetlenek.
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Bizonyitéds:
a) (T - AE) f =1, .,

repld fovektorok, ugyanis ha

k-1 . .

eers (T-AE) ik _il az é4llitasbhan sze-
. . ki

i<k, (T-ﬂE)J-fj = (T - AE) - (T - AE)" J% =9

1. k-1
(T~ AE) %-(T—?\E) ;k?ég.

b) Igazoljuk a k elemii un. f6vektorlinc vektorainak linedris

fiiggetlenségét,

cl£1+0f+ 0 1)

gLy teete b=

Alkalmazzuk (1)-re a (T - 7\13)k_1 operétort. Azt kapjuk, ,hogy

k-1
N (T-AE) £k =0 ;*»ck =90,

Hasonldan a

¢4 -f-l ..+ ck-—lik-l
-2 -~

(T - 7\E)k -t (T-A E)k 3—t, een, végiil

= 0 vektorra

(T - AE)-t alkalmazva adédik, hogy a tobbi egyiitthaté is nulla,
A vektorrendszer tehdt linedrisan fiiggetlen. m

Ahhoz, hogy egy véges dimenzids vektortér linedris operitorét a
bevezetS példdban szerepld un. Jordan alaku métrixszal tudjuk jellemez-
ni, sziikségiink van egy fontos uj fogalomra, a magtér fogalménak 4lia-
lanositasédra,

4.26. Tétet

Ha Aa T: U —>U linedris operdtor sajatértéke, az U targy-
tér azon vekiorai, amelyeket a T - AE operdtor valamely egész ki-
tev0s hatvdnya a nullvektorra képez le, vektorteret alkotnak. Ezt az M
vektorteret 2 T - AE operdtor idltaldnositott magterének nevezziik,

Bizonyitéds:
1. M nem lires, mert 0€ M, sét T - AE szinguldris volta
miatt van
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£ #0 _gl € M, ahol
fl T A-hoz tartozd sajétvektora,
i k
2. Ha (T - AE) m =0 é (T-AE)m, =0, akkor

(1 - AmyMExted) (c;m, +c,m) =0,

tehat M U altere. =&
A kovetkez8kben M néhény tulajdonsdgit vizsgiljuk.

4,27, Tétel
Ha a T homogén linefris transzformicid targyterének dimen-
zi6ja n és A egy sajatérték, akkor ¥V m € M esetén

(T - AE)" m = 0

Bizonyités:
M minden vektorihoz keressiik meg azt a legkisebb kitevdt,
amellyel

(T - 7\E)k m = 0 teljesiil.

Megmufatjuk, hogy k<n, indirekt médszerrel. Tegyiik fel ugyanis,
hogy van olyan k>n és m &M, hogy

-

(T - ’AE)k m = és

(T - ?\E)k_lg # 0

o

ekkor a 4.25. Tétel értelmében volna M-ben A -hoz tartozd
_f_l, sy £k linearisan fiiggetlen vektorrendszer, ami lehetetlen, hiszen
M az n dimenzidés targytér

altere, amelynek dimenzisja nem lehet n-nél nagyobb. Tehdt k<n és

akkor (T- AE)'m = 0 VY m €M esetén. ®
iehet, hogy n-nél kisehb olyan i egész is van, amellyel

(f - AE)' m =0 VY m &M-re

fennall.
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4.28. Elnevezés

Azt az i egész sz4mot, amellyel
(T-AE)' m =0 ¥ m €M-re
¢ F m €M, hogy (T- AE)HE 0

a Asajitérték és a hozz4 tartozé6 M Altaldnositott magtér indexének
nevezziik,

M invaridns altere U-nak a T operétorra vonatkozéan.
Bizonyitéds;

Ha m &M, alkkor

(T-2AE)'m = o
itt i M indexe. Ekkor

(T - 7\E)i Tm = T(T - 71.E)i m=0,

mivel (T- 7’\E)I és T feleserélhetd operftorok. m
A tovébbiakban megmutatjuk, hogy T targyterét lépésenként 4l-
taldnositott magterek direkt taszegére lehet bontani.

4.30, Tétel
Ha Aa T: u,—> U, operdtor i indexii sajbtértéke, akkor

U = M@K
2hol M T-AE 4ltaldnositott magtere, K pedig (T~ AE)® képtere.

Bizonyitds:
Legyen u tetszdleges vektor az U térgytérben. Tekintsiik az

w (T~ AE) u, (T- ?\E)ziu,---, - agy™ g

vektorrendszert. Mivel dim U = n, ez az n +1 vektor linedrisan &5sz-
szefiigg®, tehit létezik

c c, nem mind nulla skalir ugy, hogy

o Cpr e
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¢, u ey (T- AB)u r...ve (T- ABY" w=0. O

a) Ha c, # 0, akkor

il% °n (n-1)i
u = ~(T- AE) [T u .. (T- AE) 2} ,
o) o
tehit u € K
b} Ha c0 =c = ... ck_1 = 0, de mér ck # 0, akkor ezt fi-

gyelembe véve (1)-b6l azt kapjuk, hogy

ey # 0 és rividebb jeldléssel

(T- ?\E)k‘1 (u+v) =0 adadik.
Tudjuk, hogy Aindexe i, ezért

(T- AE) w +v) = 0 is teljesl,

u+v eM és v EK,

tehdt u €U el6dll M és K elemeinek Ssszegeként. Meg kell még
mutataunk, hogy M (1K ={0}

Legyen
u = gl + &l és
u=m, +k @)
myem, €M, K.k €K
(2)-b6l kovetkewik, hogy
m, -m, = k, -k = w
vagyis w € M MK,
w € K azt jelenti, hogy van u € U, amellyel
w = (T- AE) y (3)
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wEM azt jelenti, hogy
(T- 2B w -0 )
(3)-at (4)-be helyettesitve
(T- ‘7\E)21 w =0 adodik,
és mivel A indexe i, akkor
w = (T- ’/‘\E)i W =0 is fenndll, tehdt
w = 0. Igy
U=M®K. =
Azt mér tudjuk, hogy M T-re vonatkozé invaridns altere U-nak.

4.31. Tétel

(T- ?\E)I képtere K, invaridns altere az U targytérnek a T
operéatorra vonatkozdéan,

Bizonyitds:
Ha w = (T-AE)' v u ¢ U, akkor
Tw= (T- AE) (Tu)
ismét kihasznilva, hogy T és (T- }“E)1 feleserélhetd operdtorok.m

Megmutatjuk, hogy a térgytér invaridns alterekre bontasa a transz-
forméeié matrixdnak felirdsa szempontjsbsl nagyon elényés.

4.32. Tétel

Ha a T homogén linedris transzformécié véges dimenziés U
targytere, két invaridns altér direkt Ssszege

U=M@K,

akkor az operétor

=
lie

O
=
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alaku mitrixszal jellemezhet8, ahol

M a T:M—>M é K a T: K-—=K transzformdcid

miftrixa,

Bizonyités:
Iegyen dim U = n,
M bézisa m,

K bdézisa _k_l,...,k

tetszéleges u U

T n-r
u = am + 2 b k alakban irhaté egyértelmiien.
o= T j=1

u koordinita métrixa particionélva:

Keressilk a T métrixot is particiondlt alakban

=
fla

L]
=

ahol T n-ed rendl, M r-ed rendi, K (n-r)-ed rendii kvadratilkus
métrixck, C r xn-r & D n-r xr méreti.

1\=@§+cb

=3
ne
i
g
e

4

R
=2

Ha u &M akkor b =0 é&s mert M invaridns altér, vagyis

Tu€M Da=9 kell legyen, minden u és igy minden a esetén,
tehit D = 0 kell legyen.

Hasonléan, megismételve a gondolaimenetet, kévetkezik X inva-
ridns voltdbsl C = 0 és ezzel az dllitds. ®
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Ez a tétel segitséglinkre lesz homogén linesdris transzformécié
méitrixdnak epyszerii alakban tortén felirdsdnal,

A T: U, —U, linedris operdtor T mitrixa tetszlleges B
bazisban

Mg . 0
0 M, ... .

T = N - . alakban irhat6,
0 0 ... M

=j

ahol M, a 7\k sajétértékhez tartoz6 M, 4ltal4nositott magtéren

=k
értelmezett

k

T: Mk —>Mk operitor
mAifrixa a B bézisban.

Bizonyitds:

A T operétornak van 7t1 sajatértéke, ehhez tartozik

(T- 7\1}3)‘1 M, magtere és

Kl képtere, A 4.30. Tétel értelmében az U targytér

U = M1®K1 modon

invaridns alterekre bonthatdé és akkor
M0

->M1

alaku,

1=
I
e

ahol I;JII a T: M1

51 a T: Kl--——>K1 matrixa.
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Mivel K U invaridns altere, van benne sajétvektor, amely-

hez tartozé sajitérték legyen 7(2. Az el8bbihez hasonlé

Kl = M2 @ Kz mddon
bonthaté invarifins alterekre s.i.t. =
Megjegyzés:

Itt véglilis lépésenként invaridns alterek direkt dsszegeként
llitottuk eld a targyteret.

U= Ml@...®MJ_ médon,

ahol
J

Zdim Mi=dim U.

i=1

Feladatunk most mér csak az, hogy j6l megvilasztott bazisban
irjuk fel a

T: Mi—-—> Mi leképezések
1\=/Ii miairixait.

4.34, Tétel
legyen Aa T: U, —> U operdtor sajatértéke és M T- AE

dltaldnositott magtere, Aindexe i. Ha dim M = i, akkor f&vektorokbsl
4ll6 bézist vdlaaztva

A1 o6... 0
0o A 1 :
M = 0 0 Ao .
= . . . 0
. . s 1

0 0 0... A

alakn i-edrendii un, Jordan métrix,

Bizonyités:

Ha A indexe i, akkor van M-ben 7 -hoz tartozé i elemii

5. 51 févektorisne, amelynek vektorai mint tudjuk, line4risan fiig-
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getlenek (lisd 4.25. Tétel). Mivel dim M =i, a févektorline vi-
laszthaté M bézisdul. Ebben a bézisban irjuk fel M matrix4t.

(T_?\E)f =90 =>T£1=ﬂ£1
(T-AE) £, =f = Tf = M, +&,...,
(T—?\E)_f_i—f %T_§1=7_\_f_i+§i_1.

Felirva a bézisvektorok transzformiltjait koordinataibst 4116 osz-
lopvektorral, az 4llitisban szerepld métrixot kapjuk. ®

4.35. Elnevezés

Ha a 4.33. Tételben szerepl8 Mk ‘métrixok mindegyikét Jordan

alakban irjuk fel, tehdt fovektor bézist vdlasztunk, 2 kapott T méat-
rixot Jordan-féle normélalaku méatrixnak, az M, métrixot Jordan

o =k —_—
blokknak nevezziik,

Megijegyzés:

Elbfordulhat olyan eset is, hogy valamelyik T : M —M
transzformsciondl dim M nagyobb 2 A sajatérték indexénél. Ek-
kor a févektorrendszer nem alkot ldncot, van tobb linedrisan flig-
getlen azonos rendii févektor. Ebben a2z esetben egy A -hoz tobb
Jordan-blokk tartozik. Ennek az eseinek a tdrgyaldsa meghaladja
a jegyzet kereteit, ezzel nem foglalkozunk,

Ahogy a sajdivekiorrendszer alkalmas méitrixok diagonalizi-
laséra, ugy fovektorok segitségével tetszlleges kvadratikus mét-
rix Jordan alakra transzformalhaté pontosabban hasonls egy Jor-
dan métrixhoz.

4.36. Definicid

Tekintslik az A kvadratikus métrixot egy A lineéris operitor

valamely bazisbeli métrixdnak. Az operftor févektorainak koordin&ta-
oszlopvektorait az A mdtrix fdvektorainak nevezziik.

4,37, Tétel

Tetsz8leges A kvadratikus métrix hasonlé egy Jordan métrixhoz

-1

I
1

it

e

, ahol

[F=

a megfelel§ Jordan métrix,
oszlopait A fGvektorai alkotjak,

14l
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Bizonyités:
A 4.18. Tétel igazolsssval azonos médon torténik,

Megjegyzés:

Felhivjuk az olvasé figyelmét arra a térgyaldsbhol nyilvénva-
16 tényre, hogy ha van teljes sajitvektorrendszer, akkor a mét~
rix Jordan normélalakra transzforméldsa megegyezik a speldral-
felbontéssdl.

g
[

hozzuk
-1 4

Jordan alakra,
A karakierisztikus egyenlet:

2 - A 1

1 4-9

‘= (A-3)°

tehét

A 3 kétszeres gyskhsz el8szir a sajétvektorokat keressiikk meg a ki-
vetkez& egyenletbl:

G ()6 ()

Tobb linedrisan fiiggetlen elsérendii f&vektor nincs, mivel az A-2E
métrix rangja 1 és rendje 2, -

-1 1 f1 9 1
A = egyenletbdl egy

-1 1 f 1

mésodrendii févektor f =
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4.39. Cayley-Hamilton tétel

Minden T : U —_> U operitor kielégiti a sajit karakieriszti-

kus egyenletét és ennek kovetkezteben minden kvadratikus T métrix
is kielégiti a sajit karakierisztikus egyenletét,

Bizonyités:
Legyen T karakterisztikus polinomja
m m k
P(A) = (A-P)71 (A-P) kR, 3 m =,
i=1

Allitdsunk azt jelenti, hogy a

ml m
P(T) = (T-NE) © ... (I-AE) k
homogén linedris transzformdcié a nulloperstor. Mivel a
P(T) : Un——> Un linedris operétor T

minden févektorihoz a nullvektort rendeli és igy van n lineérisan
fiiggetlen vektor, amelynek 0 a képe. P(T) minden u ¢ U, vektort
0-ba visz 4t, tehat nulloperé.tor. A métrixra vonatkozé élhtas ebb8l
mir kovetkezik. M

5. AZ EUKLIDESZI TER LINEARIS
TRANSZFORMAGIO!

Ebben a pontban a skaliris szorzattal rendelkez§ valés és komp-
lex vektorterek néhdny speciflis linedris operatoraval foglalkozunk.

5.1. Definicié
Legyen T az E  euklideszi tér linedris operdtora. Ertelmez-
zik a T operditort a kivetkezd modon:
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.4
Tz |y = ®|T g ha % yeE
a T operdtort T adjungiltjdnak nevezziik.

Az E euklideszi tér minden T lineéris operétordhoz egyériel-
milen tartozik T* és T" is linedris operator.
Bizonyités:

Ha (T x|y) = ITX ¥), akkor a skaldris szorzat tulajdonsigai
alapjdn .

(M 31 = ¢ |Tx is fenndll.

Legyen gl,...,en En ortonormélt bézisa
- _ _ .
(Txlgi)—Q]Tgi) i=1,...,n

és ebbdl

n
X X .
Ty = Z (T zigi)gi alapjan
i=1
il
X 213
Ty = 1—21 wlT e g adédik,

ami azt mutatja, hogy minden y &€ En vektorhoz rendel képet TX, a

skaldris szorzis és adott bdzisbeli vektorfelbontds egyértelmiisége
miatt egyérielmilen és a skaldris szorzfés tulajdonsagai alapjdn homo-
gén linedris mddon. Ezzel az 4llitdst igazoltuk. m

5.3. Tétel
Az adjungilt operdtor a kovetkezo tulajdonségokkal rendellezik:

1. (TH =T

X * *
2, (T1 + Tz) = Tl + '1‘2
* ¥ %
3. (T1T2) = T2 T1 .
X

4. ¢ =¢T (c skalér)
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Bizonyitéds:

1. Irjuk fel ™ adjungaltjira vonatkozdan a definidlé egyenldséget

T ylx = g)rH" »

mésrészt mint 5.2. bizonyitdsandl

T yl® = @]Tx ebbél
et = (1]1x) mivel ez

minden y esetén fennill (Tx)x = T.
2,

(T + T xly

@[Ty« TP = &[T, ¥+ T, 9) =

®IT, 9+ &|TY = (1] 2| + (T, x|y

és akkor
® X
() + T x|g) = (T + Ty x|9)
amibdl az 4llitds kivetkezik.
3.
T x| = & |(T.T)"
Masrészt

Ty £V = (T(T, 9|9 = T, x| T} 9 = &|T, T} .
tehdt
& (0T = &|T, T) 3) és ebbél
(‘Tsz) T2 T1 kivetkezik,
4, Ennek igazoldsit az olvaséra bizzuk, ®»

Felmeriil a kérdés, hogy milyen kapcsolat van egy linesdris ope-
rdtor és adjungiltjdnak métrixai kozétt, Errol szdl az

5.4. Tétel

Ha a T linearis operator métrixa ortonormiélt bazisban T, ak-
kor a T adjungélt oper4toré T (transzpondlt konjugilt),
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Bizonyitéds:

Legyen T = (tij) T métrixa és

B = (by) T mitrixa az

1,858 ortonormiélt bézisban,
Ekkor
Mivel
X ~
(T eilsj)—(gilT &) és

a skalaris szorzis tulajdonsigai alapjan
€;|Te) = Teley,
(1)-b8l azt kapjuk, hogy

b, = (Be)e = (Te)e, = ¢t
]_] (: =1) :] (: :J) = .]

Ezzel az 4llitast igazoliuk. =

Megjegyzés:

valés euklideszi téren, fentiek értelmében, ha két operitor
egymés adjungéltja, ortonormdélt bédzisbeli mikrixaik egymas
transzponiltjai,

Fontosak az alkalmazisokban az olyan linedris operdtorok,
amelyek megegyeznek adjungdltjukkal.

5.5. Definicid

Az olyan T linedris operitorokat, amelyekre T = T, onadjun-

gilt operdtornak nevezziik,

5.6. Tétel
Ha T = (tij) egy T O©nadjungilt operdtor ortonormiélt béazisbeli

métrixa, akkor

=
1}
{131
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Bizonyités:

Az dllitds az 5.4, Tétel kozvetlen kivetkezménye, ®

5.7. Megjegyzés

Valés euklideszi tér Onadjungélt operitordnak ortonormilt bézis-
beli métrixa szimmeftrikus métrix, A valés Onadjungilt operdtort szok-
tdk szimmetrikus operétornak is nevezni.

Az Snadjungslt operdtorok sajdtértékeirdl és sajidtvektorairsl,
ezek specidlis voltirdl szélunk a kévetkezdkben.

5.8, Tétel

A T Odnadjungélt linedris operdtor sajitértékei valésak,

Bizonyités:

Legyen A T sajitértéke és s hozzdtartozé sajdtvektor. Ekkor

(Tsls) = (Asls) = AEsls) .
Méasrészt vegylik figyelembe, hogy T = T,
Ekkor

(Tsls) = ITs) = (|As) = A@Els).

A kettd Osszevetésébdl adsdik, hogy

Aels) = Aly) és mert (s|s) # 0
A= A. =
Azt tudjuk, hogy egy linedris operdtor kiilsnb&zd sajatértékeihez tarto-
z6 sajitvektorok linearisan fiiggetlenek, Az onadjungdlt operdtorokra
tobb is igaz.
5.9, Tétel
Onadjungalt linedris operator kiilsnbdz8 sajatértékeihez tartozd
sajitvektorok ortogonilisak.
Bizonyités:
Legyen ?\1 # 7\2 T két sajatértéke és
S,, 8, hozzdjuk tartozé sajdtvektorok. Tekintsiik 2 ki-
vetkezO skaldris szorzatot:
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(T 8.]8,) 7\1(§_1|§2) .  Mdsrészt

Tgle) = &[Ty = &2, 8y
Ebbél ?\1 &8y = ﬂzigllgz) adédik. Tudjuk, hogy T sajitértékei
valésak, ezért 7\2 = ?‘2 és ?\1 # ?\2, tehdt az egyenléség csak

= int 4ll -]
(§1[§2) 0 esetén dllhat fenn, mint 4llitottuk.

Felmeriil a kérdés, hogy tudunk-e valamit mondani a sajitvekio-
rok szémarsl. LAiti fogjuk egy késdbb bizenyitandd tétel kivetkezmé-~
nyeként, hogy En dnadjungélt operdtordnak mindig van teljes sajét-

vektorrendszere. Eldbb azonban megismerkediink néhdny tovébbi spe-
cidlis linedris transzformdécidval,

5,10, Definicid

Az olyan T lineéris operitorokat, amelyekre
-1
T = T  , unitér

operétoroknak nevezziik.
Az unitér transzformicid fontos tulajdoasdgit mondja ki az

5,11, Tétel
Az En euklideszi tér T linefris operitora akkor és csak ak-

kor skaldris-szorzattarts, - ez azt jelenti, hogy (Tx |Ty) = (x|y)
Vx ¥ € En—re - ha unitér,

Bizonyitéds:

1. Ha T unitér, vagyis T® = T ., akkor

Tx|Ty= (2T Ty = &fy.

2. Ha (x|ly) = (T x|T y), akkor

|p = &|T" T », vagyls

IT" Ty -p=x|T"T-E)y = o.
Mivel ez V X ¥ E_En-re fennall,

™T=E. m
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Megjegyzés:
A Tétel kivetkezménye, hogy unitér operdtor ortogonilis
vektorokat ortogonilis vektorokba visz at, és

(T 2|T x) = (x|x) miatt a tdrgyvektor
és a lépvektor norméja is azonos.
Igy a transzformécié ortonormélt bézist ortonormilt hézis-

ba visz &t.

5.12, Definicid

Az olyan Tl’ T2 linedris operétorokat, amelyekre

felcserélhets linedris operdtoroknak nevezziik.
A felecserélhetS operdtorok fontos tulajdonsigirédl szél az

~

5.13. Tétel

Ha T, és T 2 feleserélhets linedris coperétorok, akkor az
egyik valamelyik sajatértékéhez tartozd sajitvektorok invaridns alteret
alkotnak a mésik operditorra vonatkozéan,
Bizonyités:

Azt kell belédtni, hogy ha

s T. A-hoz tartozé sajétvektora,

1
akkor T o 8 I8 T, A -hoz tartozé sajidtvektora. Ez igaz, ugyanis ha
T 8= Ns, akkor
T (T, 8) = TyT, 8) =T,As = AT, s, vagyis

I

T, (T, 8) ?\T2 s, mint 4llitottuk, =
A bizonyitott tétel kovetkezménye az
5.14. Tétel

Két felcserélhets linedris operitornak van kizds sajdtvektora.
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Bizonyitas:

Legyen A T, sajitértéke, Az 5.13. Tétel szerint T, A-hoz tar-

tozd sajatvektorai l‘z—re vonatkozdan invari®»s alteret alkotnak. Mint

tudjuk, invaridns altérben mindig van sajitvektor. Igy T, ‘A -hoz tarto-
z6 sajitvektorainak alterében van Tz—nek sajdtvektora, tehit taldltunk
kizts sajitvektort. m .

5.15. Definicié

Az En euklideszi tér T linedris operétorit normdlis operitor-

nak nevezziik, ha

Megjegyzés:

Nyilvdnvald, hogy az Onadjungilt operitorok és az unitér
operdtorok is normélisak, ezért a kovetkezd tétel ezek sajatvek-
torrendszerér6l is szél.

5.16. Tétel
Az En euklideszi tér T linedris operidtora akkor és csak akkor

jellemezhetd valamely ortonormélt bazisban diagondlmatrixszal, ha nor-
malis.

Bizonyitds:
1. Ha T-t az €preena®y ortonormilt bézisban diagonil matrix
adja meg, vagyis

<Aoo, A, akkor
1 n

<7\1,..., _h-n) és igy

i

& 47

a matrixok és akkor az operétorok is felcseréihetdk, tehit
T T = T T

2, Ha T normélis operdtor, vagyis T és ™ feleserélhetok,

ajkor az 5,14. Téiel értelmében van kdzis 5 sajatvektoruk. Tekint~

siik az §1-re'mer613ges vektorok En (n-1 dimenzids) alterét. Ez

-1
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invarifins T-re és T -ra vonatkozéan is ugyanis ha :_(,eEn_l, akkor

810 =0 => (A, 8|0 =0=>(Tg|xn=0 =>|T x =0, te-
hit T x is merdleges s, -re. Azonos kivetkeztetéssel adédik abbdl,

hogy s Tx-nak is sajétvektora, hogy

1
(s, |T" ¥ =0 is fennall,

Igy En_l-ben is van T és T -nak kozos g, sajétvektora és

(s_li §2) = (. Ezt az eljar4st folytatva készitettiink egy péronként orto-
gonilis vektorokhdl 4llé Byren 8y sajétvektor bézist mind T, mind

T széméra, amelyben mindkettd métrixa diagonslmitriz, =

6. KITUZOTT FELADATOK

1, Mutassa meg, hogy haa P ¢ U—U homogén lineéris
transzformicié a kovetkezd tulajdonsdgu:

P2 = P (az ilyen transzformiciét projekcidnak szokidk nevez-
niy, akkor
U = ker P(¥)m P.

2, Hatérozza meg az I intervallumon akdrhinyszor differencisl-
hatd fiiggvények vektorterén értelmezett D differencidloperitor mag-
terét. .

DE = f +¢f

3. Bizonyitsa be, hogy ha T homogén linedris transzformécid

Tz = 0, akkor a

képtér része a magtérnek,
Igaz-e a tétel megforditdsa?
4. Igazolja a 2.4, Tételben szerepls operitormiiveleti azonossi-

gokat. 4
5. A T: U-—>V linedris operator inverze T , Igazolja, hogy

('r'l)'1 = T.

217



6. Igazolja, hogy

-4 4 4
Ty To) =Ty T

7. A T homogén linedris transzformécié kielégiti a

2
T - T + E = 0 egyenletet.

 Mutassa meg, hogy T létezik és hatirozza meg T segitsé-
gével,
8. A T linedris operéitor az
vetkez8 médon rendel képet:

{1 1 0 3 0 2
T 0) =12 , T{1j=14{1], T|0] = [-1
0 3 0 2 1 -1

a) Mutassa meg, hogy T szinguléris.
b) Adja meg T méitrixdt a

(). ) s

9. A T transzformécié méirixa egy B bézisban

1 1 0
T = (2 3 1)
-2 3 5
Adja meg a Ker T alteret,
10. Legyen A az A homogén linedris transzforméci6 egy sa-
jatértéke, s egy hozz4 tartozd sajitvektor és P . egy polinom, Iga-
zolja, hogy s P(A)-nak is sajstvektora &s hatdrozza meg a sajétér-

tékeket,
11.

6—1’22’23 bhazigsvektorokhoz a ko-

1
2 0 P
A -l o 2 A=
= 2
1 ¥,
2 2

Készitse el A spektrilfelbontasat.

218



12, Igazolja, hogy unitér transzformdcié sajidtértékeinek abszolut
értéke 1,

13. Legyen T valdés unitér transzforméeié - un. ortogonilis
transzformécié. Igazolja, hogy ortonorméilt bazisban

14, A valés En euklideszi tér T linedris operdtorit antiszim-

metrikusnak nevezziik, ha

Igazolja, hogy ortonormiélt b4zisban

T o= T

15. Legyen E3 a térvektorok linedris tere és v eES—ra

Tv = axy {a # 0, adott)

Igazolja, hogy T antiszimmetrikus,
16. Mutassa meg, hogy minden

T : E3—>E3 (E3 a 15. példabeli)

antiszimmetrikus operéitorhoz egyértelmiien taldlhaté a, amellyel
T=ax.

17. Bizonyitsa be, hogy a valés En euklideszi tér minden Lli-

nedris operidtora egyértelmiien bonthatd fel egy szimmetrikus és egy
antiszimmetrikus operétor Ysszegére.
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Kedves Jegyzethaszndlés!

A jO jegyzet nagyon hatékony segitség a tanuldsban. A legjobb jegyzeteket pedig még
aktlv mérnkként is haszndlni lehet. Egyetemi tanulményai alatt valdszindleg kiilonbozd
szinvonald jegyzetekkel taldlkozott eddig, és fog taldlkozni ezutdn. Kérjiik, hogy ennek a
kérddivnek a kitiltésével segitse aldbbi torekvéseinket:

— ennek a jegyzetnek a kovetkezG kiaddsdban kevesebb sajtéhiba legyen és indokolt

esetben késziiljon el az dtdolgozott kiad4sa,

~  ajegyzeteket értékelni lehessen, amelynek eredmenyekent a legjobb jegyzetek szer-

z6i nivédijat kaphatnak.

Kérjilk, hogy a kikiildstt kérddivet a Jegyzetbolt bejérata (V, foldszint) mellett elhelye-
zett gy(jtdladdba dobja be.

Féradozdsat kiszoni az Egyetemi Jegyzetbizottsdg.

A jegyzet cime: ALGEBRA

A jegyzet szerzdje: Csaté Tamasné

A jegyzet azonositéja; 051359

Melyik targyhoz hasznélta a jegyzetet:

Kar:

Félév:

Térgy neve:

A jegyzet hdny szdzalékdt dta haszndlni (pl. 75 %):

A jegyzet a tdrgy anyagdnak hdny szdzalékit fedte le (pl. 50%):

A jegyzet mindsitése:
(0: hasznalhatatlan, 1: nagyon rossz, 2: rossz, 3: tiirhetd, 4: j6, 5: nagyon j6)

Javaslat dtdolgozasra:

A megtaldlt sajtShibdk:

(a tdloldalon folytathatd)
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