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. EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETO
TULAJDONS AGAI. HATARERTEK,
FOLYTONOSSAG

1.ALAPFOGALMAK

1,1 Ertelmezési tartomfiny, értékkészlet
1,  Allapitsuk meg az alfbbl figgvények értelmezési tartominyét és
érté&kkészletét!
1 xn+l a
@ a) f(x) = ;—1' 8, [{x) = Um (T)
n-+o0
1 T k
b) fix) = = 9, a) f{x) = lim 3 x
x +1 n—-oco k=0
2 I
2. f(x) = 3-x b) fix) = 7~
3 X
3. Hx) = & 10. a) f(x) = =, ha x oszthat6 3-mal
3 3
lix
X
_ 2 5+ ha x oszthat6 3 -mal
4. fix) = §f 9x b) f(x) - 3
0 egyébként
- 1/ 1
5, [ix)=#§x-= 2
X 11. a) f(x) = x b) f(x) = (¥ x}
1 :
6. Mx) = [x] c) Hx) = ' xz
= = h
T. f(x) T+signx 12, f(x) = ¥ a:ko; &s cask akkor ha
y+« =1,

1,2 Monotonitis

2, 1, Legyen ECR,
a) Mely I: E—~R [iggvényekre igaz az, hogy:
minden x,y €E esetén ha [(x) < f(y) akkor x <y¥.
b) Mely f: E~R fuggvényekre Igaz az, hogy: minden x,y € E
esetén fonnill, hogy vagy f(x) < f(y) vagy x <Y,



EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETS TULAJDONSAGAI
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

2. Fogalmazzuk meg pozitlv £1litds form4jdban (nem hasznilva a
"nem'" s8z6t) azt a tulajdonsdgot, hogy egy flggvény egy H hal-
mazon nem monoton,

Definict6. Egy H halmazt a legbdvebb - valamilyen kiszemelt

F tulajdonsdiggal rendelkezd - halmaznak neveziink, ha rendelkezik

az F tulajdonsdggal és nincsen olyan H’ - F tulajdonsiggal

rendelkezd - halmaz, hogy H CH', H # H',

1. Bizonyitsuk be, hogy egy Kiggvény akkor és csak skkor monoton
egy 1 intervallumon, ha annak minden részintervallumin mono-
ton,

2, Legyen [ monoton az (a,b) és {c,d) Intervallumokon. Mi kivet-
kezlk ebb8l f monotonitisdra nézve az (a,b)U(c,d) halmazon,

~ ha a <c <b<d; Illetve
bya<b <c <d &8 f{ monoton ndvé (a,b)-n is, (c,d)-n is.

! Legyen [ értelmezve az 1 Intervallumon és legyen x, egy
belss pontja I-nek, mely azt I1,12 xo-ban z4rt intervallumokra
osztja,

Blzonyitsuk be, hogy lia f szlgoruan monoton csbkkens az Il-en
é8 szigoruan monoton ndvekedd az I,-%n akkor I, és I,

két legbdvebb intervallum, melyeken [ monoton,

4, Legyen [ monoton cadkkend az [a,b] 63 monoton ndv8 a [b,c]
Intervallumon (a <b < c¢). Kivetkezlk-e ebbdl, hogy f nein
monoton az [a,c] intervallumon?

4, 1, Keressiink az alibbi fliggvények esetén az értelmezési tartomdny-
‘ban olyan legb6vebb részintervallumokat (14sd 3. pl, Definict6)
- bha léteznek ilyenek -, melyeken az adott fiiggvény monoton.

’lﬂd

2
2

f(x) = V 1-x d) £(x) = X

1+x
)t = 5 : '
f(x) =1 e) f(x) = x +axtb a,b€MR rigzitett

1
f(x) =

(@Deewr = =5

2, Van-e olyan d >0 szdm, amelyre az [(x) = cos i flggvény az
egész (o, 4 ) Intervaliumon monoton?



EGYVALTOZOS FUUGGVENYEK ALAPVETO TULAJDONSAGAI
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

1,3 Korlitosssg, 8z6ls6érték

5.

&,

8) Megvilaszolhaté-e egyérielmiien az aldbbi kérdés:
Korlftos-e az f(x) = :’—‘ figgvény?

b) Ekvivalens-e az aldbbi definicié az ! Higgvény fellllrdl valé kor-
l4tosssginak definlci6jdval: Van olyan M szém, hogy [(x) < M

c) Létezik-e legbfvebb olyan intervallum, (1sd 3. pl. Definicié)
melyen az al4dbb! fliggvények korldtosak?

1.f(:v:-)=:':2 2.f(x)={LEl ha x#o
0 ha x=o

1. Legyen ECR, [ E-R ,
a) Ekvivalensek-e az alfbbl Allitdisok?
1, Vanolyan m és M szém, hogy minden x € E esetén
me<ix)€M ., '
2. Van olyan K >0 828m, hogy minden x € E esetén
1fx)| S K .
3, Van olyan K > 0 szfm, hogy minden x €E Vesetén
1fx)| <K .
b) Ekvivalens-e az alfbbi 4llit4sok valamelylke f E-n valé kor-
Idtossagénak deflnici6jfval?
1, Van olyan X, X, € E, hogy minden x € E esetén

f(x; ) < £(x) < f(x,).

2, Minden x € E esetén van olyan K > 0, hogy |f(x)! <K.
2, Fogalmazzuk meg ‘pozitlv §llit4s form4jiban (nem hasznflva a
"nem" szét) azt a fulajdonsigot, hogy egy filggvény nem korlitos
egy E halmazon!

Legyen ECR és f,g: E+~[R.
Bizonyitsuk be az alsbbi Allit&sokat!

1. a) sup (f(x) + g(x)) € sup f{x) + sup g(x)

x€E xX€EE x€E
b} Inf (f(x) + g(x)) 2 Inf f(x) + Inf gix)
x€E X€E x€EE
2, a) sup (~f(x)) = -inf f(x) b) Inf (-i{x)) = -sup f(x)
x€EE x€E Xx€E x€E

3. Mutassuk meg, hogy 1.-ben < helyett nem Alihat =!



EGYVALTOZ6S FUGGVENYEK ALAPVETS TULAJDONSAGAL.
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

®

10,

Definicié, Egy fuggvényt értelmezésl tartomdnyinak egy pontjiban
lokdlisan korlitosnak mondunk, ha e pontnak vao olyan S kérnye-
zete, hogy [ korlstos SN D;-en.

1, a) Legyen [ Ilokélisan korldtos egy tetszdleges intervallum min-
den pontjiban. Kitivetkezlk-e, hogy f korlitos az egész Inter-
vallumon? .

b) Legyen { lokéllean korlftos egy zdrt intervallum minden
pontjfiban. Kdvetkezlk-e, hogy [ korlitos az egész Intervallu-
mon?

2. Bizonylitsuk be, hogy az n, ha x raclonslls,

x=2 » B >0,
n

tix) = m,n € N, relativ primek
0, ha x [Irracionilis
figgvény egyetlen pontban sem lokillsan korlitos!

Vizsgdljuk msg korlitossig szempontjabsl az aldbbi filggvényeket az
adott intervallumokon! Adjuk meg a fliggvények m=egfeleld Intervallum-
bell supremumét és Infinumét, [ll. maximumit és minimumait is,”
amennylben ezek léteznek!

[1])te) = 1 5 a)l=(1, co) by I =[24]
(-x)
2. =17 e l=(oo,00)  BI=(1,2]
Lax
3. 1) = s a) I = [0, c0) b)I= (-o00, -1)
={3 -1
cy I —( 1, -3

1 .
Igazoljuk, hogy az [{x) = +x‘ tiggvény az egész szimegyenesen

korlitos. l+x
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Legyen f: (a,b)— IR , X, € (a,b),
a) Minden &>0 szdm esetén van olyan x €(a,b), hogy
|x-x |<& &8 f(x)< fx_).
0 o
b) Van olyan & >0 szdm, hogy van olyan x € (,b), hogy
|x—x0[<d és f(x)s,f(xo).

c) Van olyan d>0 szim, hogy minden x€({a,b) esetén ha
lx-x | < d, akkor f(x)< fx ).

d) Minden & >0 szdm és minden x € (a,b) esetén ha
|x—xo}<<5 , akkor f(x) < f(x ).

[

. Mutassunk példat a fenti tulajdonsdgokat kielégitd fiiggvényekre!
2, Kbvetkezik-e valamelyik tulajdonsdgbdl az, hogy a Higgvénynek
lokilis maximuma van xo—ban?

3. Kovetkezik-e abbél, hogy a figgvénynek lokslis maximuma van
xo—ban az, hogy valamelyik tulajdonsdggal rendelkezik?

1. Legyen f(x) az [a,b] Intervallumon (a <b) szigoruan mono-
ton novekedd, Kovetkezik-e ebb8l, hogy a fliggvény
a) korldtos az (a,b} intervallumon?
b) felveszi maximumit az (a,b) intervallumon?

2. Lehet-e egy fiiggvénynek egy pontban egyszerre lokilis maximuma
és minimuma?

3. Lehet-e egy fiiggvénynek egy intervallum minden pontja lokilis
maximuma?

4, Legyen I CR, IZCFR totsz8leges valsdil®) intervallumok,
Tl' Tz a megfeleld azonos végponttal rendelkez8 z4rt intervallu-
mok és Tlﬂ Tz = {a}. Legyen f: Tl U T2—>FR monoton ¢sdk-
kend I, -en, monoton ndvd L
kilis szélsBértéke van a-ban?(®)van belsd pontja)

-n, Kovetkezik-e, hogy f[-nek lo-

X
1 +x2

1. Legyen f(x) =
Bizonyitsuk be, hogy x=l-ben a fiiggvénynek lokilis maximuma,
. Xx= -1-ben lokilis minimuma wvan,
2 2
2, Legyen f(x) = (x-1) (x-2) .

Bizonyitsuk be, hogy az x=1 és x=2 pontok a fliggvénynek lo-
k4lis minimumhelyei!
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14, Keressilk meg az aldhbi fliggvények Osszes lokdlis szélsGértékhelyeit!
2 2
| a)jEx) = (x7-4) 42 5

f(x) = x2 +ax + b, a,b€R rogzitett;

2
o) 1) = 1x-11;5 (@) = ¥

1+x

1.4 Konvexitds - konkivitis, pirossig - piratlansig, periddicitis

15, @BizonyitSuk be, hogy ha az f fiiggvény konvex az [a,b] inter-
vallumon, akkor tetszdleges X 4%, € [a,b] esetén

f(xl) + f(xz) > (xl + x2>

2 2

2. Bizonyitsuk be, hogy f akkor és csak akkor konvex az [a,b]
intervallumon, ha itt - f konkav.

2
Bizonyitsuk be, hogy az f(x) = x [liggvény konvex a (-~co, oo}
intervallumon.

16, Az aldbbi fiiggvények kozill melysk piarosak, pdratlanck vagy periodi-
kusak? A periodikusak esetében - ha lehetséges - adjuk meg a leg-
kisebb periddust!

1 fx) = £ - x 0. f(x) = x - [x] - 3

2. f(x) = x signx 10 £(x) = x x2 1

X

3. E(x) = 2
2 = [/ -
lix 11. £({x) sin x-1

4, fx) = { 0, ha x irracionilis 12, f(x) = sin2x+coszx+1
: 1, ha x racionilis
2
13. f(x) = cos 2x
3, 2 4
5, f{x) = x sinx + x cosx X
. 3 2
6, f(x) = 5 sinx + 3 cosx 14, f(x) = x cosx + sin'x
2 x 2w 2 T
. = - 15, = - X+ -
7. E(x) = sin T 5. a} f(x) = sin 3 x+sin 4 X
8. = - 1 Y
Bx) = x - [x] b} f(x) = sin —:JBL x+sin %— X

10
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17, @ Lehet-e egy fliggvény egyszerre piros és péaratlan?

18,

2, Bizonyitsuk be, hogy ha f: {-a,a) — [R » PAros és f szigoruan
monoton névekedd a (-z,0) intervallumban, akkor f szigoruan
monoton cstkkend a (o,a) intervallumban,

a) Léteztk~-e olyan f periodikus fiiggvény melynek értelmezési tar-
toménydra fennill, hogy IR\Df £ g7

Ha létezik ilyen f, lehet-e ugy kiterjeszteni az egész valds

szdmegyenesre, hogy periodikus maradjon, azaz van-e olyan
g:R—MR periodikus fliggvény (Dg =R ), amelyre

glx) = f(x), ha x € Df?

1,5 Miiveletek fiiggvények krében

19,

Lgyen f,g:R — R,
Vizsgiljuk meg milyen kdvetkeztetéseket lehet levonni értelmezési
tartomanyukon a

-f , f+g, [-g, fog,' gof fHiggvények viselkedésére vo-

f ¥
natkoz6an, ha értelmezési tartoményukon
1.a)f és g korlitos

@ f és g nem korlitos

(c)f korlitos g nem korlitos,
2.(a)f és g monoton ndvekeds

(b) f monoton cstkkend, g monoton ntvs,
3.2a)f és g psros

b)f és g paratlan

c¢) £ pdros g paratlan,

Tegyiik fel, hogy az (a,b)-n értelmezett f &s g valds fliggvények-
nek lokilis maximumuk van az X, € {(a,b} pontban,

1 X
Mit mondhatunk -f, o f+g, fog viselkedésérdl xo—ban?
Hatdrozzuk meg f(x)-et, mint x algebrai kifejezését, ha

2 Xy _ 2
a) f(x+l) = x" ~3x+2 b) f(x+1) = x

11
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2

23,

12

Legyen fn(x) = fl(fn_1 x)) Vn >1 esetén, ahol

1
2) ;) = 1> b) £, (x) =

2
1+x

Hatdrozzuk meg fn(x)-et, mint x és n algebrai kifejezését!

Hatdrozzuk meg szakaszonként algebral kifejezésekként az fof, fog,
gof, gog Osszetett fliggvényeket, ha

O -
x ha x>0

¢ ha x<o
g(x)={ 9

-Xx ha x >o0

0 ha x<o

@f(x) = x2+1 gx) = ¥ x+1

3, f(x) = slgn x
o) ge) = = ) g0 = x(1-x")

) glx) = 1ox’ &) glx) = 14x- [x]

1 ha x egész
4, f(x) = {

x ha x nem egész

Vx

5. f(x) = :tc+x2

gix)

1 ha x pdros egész
-]
-1 ha x pératlan egész
6. f(x) = - | x| gx) = x

X ha o<x%1
7.f(x)={
2-x ha 1< x<2
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x ha x racionilis
gix) = {
2

-x ha x Iirracionilis

1
gx) = =
X

8. f(x) =

Pl

1.6 Invertdlhatbsig

@)

Legyen ECR, £: E—~R tetszfleges,
Legyen HCE olyan, hogy H-n f kolcstndsen egyértelmii, azaz,
tetszbleges X|1%, € H esetén

ha f(xl) = f(x5), akkor xl = x2 .

Legyen f(H) = {y¢€ R, : 3x € H, hogy fxy=y}.

Bizonyitsuk be az algbbi 4llitisokat!
1. Egyetlen olyan g: E(H)—~ [R" filggvény van, melyre

gifix)) = x Vx€H.

2. Az aldbbi két 4llitds ekvivalens:
a) gz f(H)— R olyan, hogy g{f(x)) = x vx € H
b)g: f(HY—MR olyan, hogy VX € H és Vy € (H) esetén
g{y) = x akkor és csak akkor teljesiil, ha f(x) =y
3, Birmely ¢g: f(H) — H esetén g{f(x)) =x Vx€H
akkor &s csak akkor, ha f(gly)) =y Vy€ [ (H)

Bizonyitsuk be a kivetkezd 4llitdsokat!
1. Ha f Invertdlhaté H-n, akkor f~! is invertilhaté f(H)-n, és

-1 -1
) (x)=£x) VxeH.

2, Invertdlhat6 Figgvények Osszetett fiiggvénye is Invertilhats, azaz

ha g Invertilhaté H-n, [ invertdlhaté g(H)-n, akkor fog
is Invertilhat6 H-n, és

og) " x) = (& of I)x)  Vx € (fog)H) .

3. Ba fog Invertilhaté6 H-n, akkor g invertdlhaté H-n, { pe-
dig g(H)-n. .

13
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Legyen f: [a,b]— R
Melyek igazak, és melyek hamisak az aldbbi 4llitisok koziil?
(Az allitisokban szereplS tulajdonsigok mindegyike az egész [a,b]-re
vonatkozik, )
a) I monotonitisa szilkséges feltétele invertilhatéstgdnak.
b) f monotonitésa elégséges feltétele invertilhatdsighinak.
c} Ha f szigoruan monoton, akkor invertilhatd.
d) Ha f invertilhat6 és monoton akkor szigoruan monoton,
¢) Ha [ invertdlhato Il—en és Iz-n (11,12 C IR intervallumok)

akkor invertilhato I1 U Iz—n is,

27,) Legyen ECR, f: E—~ R, f{ kolcsbndsen egyértelmil.
Melyek igazak, és melyek hamisak az algbbi Allit4sok koziil?
1, a) Ha f korldtos E-n, akkor inverze korlitos f{E )-en,
b) Ha f szigoruan monoton nivekeds E-n, akkor inverze szi-
. goruan monoton nivekedS f(E)-en.
2. Legyen E =[-a,a] {(a > o).
a) Ha f paros, akkor Inverze is pdros.
b) Ha f pédratlan, akkor inverze is piratlan.

=5, Legyen f:IR—»TR,Df=Rf=IR;A,B CIR.

Definicié szerint legyen:

F'@) = {xER: K EB} és
fA): {y€R: van x € A melyre fx)=y} .

Rizonyitsuk be az aldbbi Allitdsokat!
-1 -1
@IR N £ (B =f (R\B)
-1
2. f  (f(Ay D A
@Van olvan [ fliggvény és A CMR halmaz, hogy

£ (6 £ A .

Az Psszes aldbbi fliggvény esetén keressiink az értelmezési tarto-
méinyban olyan legbSvebb részhalmazokat {l4sd 3, pl, Definici6)

- ha léteznek ilyenek - melyeken a fliggvény invertilhaté és amelyek
egyesitése az értelmezési tartomény.
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EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETS TULAJDON LAGAT
HATARERTEK, FOl YTONC3SA
Adjuk meg a megfelel$ inverz fiiggvényeket is!

1 3
a) f(x) = 7 4. i(x) -
x +1
. 2
b} f{x) = > 5. f(x) = 9-x
x -1
X 2 2
2, f(x) - — 3 6., F(x) ~ (x -9) -1
1+x

1 2
3, f(x) = I/ X - ; 7. E(x) X +axth a,b £€R rogzitett

1,7 Hatarérték, folytonossig, egyenletes folytonossig

30.

@)

lw

@Legyen f: (a,b)— R, x € {a,hy,

Tegylik fel: van olyan A szdm, logy tetszileges € > o szdm
esetén van olyan J >0 szdm, hogy minden x € {(a,b) esetén
ha |f(x)}A] < &, akkor ix—x0 | <d.

Kivetkezik-e ebb8l az, hogy f-nek van hatdrértéke xy~ban.
'2, a) Legyen ECR f: E -— R, x € F.

Tegyilik fel, hogy van olyan A szdm, hogy tetszlleges = > o
szim esetén van olyan J < o széim, hogy minden ~ £ E ese
tén, ha |f(x)-A 1 <&, akkor Ix-xol <d,.

Milyen tulajdonsdgot definiil ez a meghatirozis?

b} Mutassunk példdt olyan mindeniitt értelmezett fliggvényre, mely-
re fennill, és olyanra, melyre nem 4ll fenn valamely pontban
ez a tulajdonsig.

Legyen £:[R — [R.

Milyen Gsszefiiggés van a fliggvény -oo -beli hatirértékének léte-
zése és az alibbi tulajdonsig kozbtt:

minden A szdm esetén van olyan £ > o szdm, hogy

minden K szdm esetén van olyan x < K szdm, hogy

fx) - A>¢€

Legyen X € (a,b), A ER.

Ekvivalens-e az aldbbi tulajdonsdgok valamelyike azzal, hogy az
£: (a,b)—= R fiiggvénynek az A sz4im a hatirértéke xo—ban?



EGYVALTO gés FUGGVENYEK ALAPVETS TULAJDONSAGAL.
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

35,

16

1, Minden € >0 SzZAm esetén nem minden & >o szimhoz van
olyan x € (a,b), hogy

o<1x-x0|<d és |f(x)- A| <€,

2, Nines olyan £ >o0 szim, melyhez ne lenne olyan J >0 szim,
hogy minden x € (a,b) esetén vagy |x-x |=>d vagy
|f(x) - A|]<€ fenn ne 4lljon. ©

3, Minden € > o szAm esetén nem minden d > ¢ sziémhoz van
olyan x € (a,b), hogy

0<[x—x0|<c5 és |f(x) - A| 2€

Legyen xo € (a,b).

Mely f: (a,b) - R figgvények rendelkeznek az algbbi tulajdonsdggal:
Van olyan K 8z4m, hogy minden J >0 szim esetén van olyan
x € {a,b) szim, hogy X, <X <X +d & f(x) < K.

Mutassunk példit olyan fiiggvényre, (ha ilyen 1étezik) mely kielégiti
a fentl definiciét és nem korlitos (a,b)-n.

Legyen f: {(a,b)— R , x € {(a,b).

Tekintstlk az alibbi tulajdonsdggal rendelkezd fliggvényeket:
Van olyan A és J > o szim, hogy minden £ >0 szdmhoz
van olyan x € (a,b), hogy 0 < [x—x0]< d és |f(x) - Al < E,

1, Igazak-e az aldbbi kbvetkeztetések?
Ha f rendelkezik a fenti tulajdonsiggal, akkor van hatirértéke
xo-ban.

b) Ha f-nek van hatirértéke xo-ban, akkor rendelkezik a fenti
tulajdonsiggal.
2, Mutassunk példit a fenti tulajdonsfiggal rendelkezs fliggvényre!

1, a) Bizonyitsuk be, hogy ha lm f(x) = oo, akkor
X+a
lim |f{x)| = co ,
X-—+a
@Igaz-e az Allitis megtorditisa?
@Abb(‘)l, hogy az £(x) fiiggvény xo—ban nem lokilisan korlitos

{lisd 8, pld Definicid) kdvetkezik-e, hogy lim f(x} = oo ?

X=X
@Abbél, hogy lm (f(x) - g(x)) = 0 °
X=X
o
kovetkezik-e, hogy lim f(x) = lim g(x)?
x-'xo x-—xo



EGYVALTOZOS FUGGVENYEK A}AIZVE'];(’)' TULAJDONSAGAL
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

4. Bizonyitsuk be, hogy 1im f{(x) = A akkor és csazk akkor teljesiil,
X—->X
o

ha lim (f(x) - A) = 0.
x-»xo

38 Adjunk példit egy-egy olyan filggvényre, - ha vannak ilyenek -~ me-

lyeknek
1, nincs hatdrértéke a 0O-ban, de létezik a lim f((—l)n 1—);
n-—-oo n
2. van hat4rértéke a 0-ban, de nem létezik a 1lim f((—l }n [1:) .
n-—-oo

37. Vizsgiljuk meg a hatirérték definici6ja alapjdn, hogy léteznck-e az
aldbbi hatdrértékek! Ha igen, 4llapitsuk meg értékiiket is'

[]a) tm x’s2) 4. 8) lim —=
x-1
X2 x-1
b) lim (l - [l]) b) lim ;f—l—
X0 X x X1+
"2, a) lm (x| - x) c) fim L
x-1
X+co x=1-
b) lim (lx) - x) 5. a) lim 1 2
X+=-00 x-~1+ (x-1)
3 41
3, a) lim (x+1) b) lim 2
X-=-00 Xx+1- (x-1)
by lim (3x°-2) c) lim —i—
x-1 x=1 (x-1)
c) lim M 6. a) lim 2%
Jrx l+x
x--1 X0
2 ?.xz
d) lim (x -2x+1) b) lim Lin
X+ o0 X+00 ‘
¢) lim 2%

X=0c0 l+x

17



EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETS TULAJDONSAGAL

HATARERTEK, FOLYTONOSSAG
7. a) im [x]

X=2
b} Hm [x]
X =2+
c) lim [x]
x-—Z—
8. a) lim signx
X-=0
b) lim I‘i‘—i
X-» Ot
c) lim 1xl
X
X>=0-
: 1
9, a) lim P
x-0 1l-sign x
b) lim sign [xi
X—=0
10. 2) lim [L]
Xx=ot+ Lx
1
b) lim —==
x=ot X1
¢} lim [—1']
X
X-+>00
1
d lim ——=
X eoo LXI

! Legyen x_€ (a,b).

Az alabbi definiciék k6ziil melyik ekvivalens az

11,

12,

13.

. "
a) lim sin -
X =0

1
b) lim x sin <
X-=0

¢) lim
X~-00

COS X

X-=-—00

fix) = {1, ha x racionilis
() = 0, ha x irracionilis

a) lim f(x)
x—-1

b) lim
X —>]r2-

f{x)

X vracionilis

X,
f(x) = { 2
X, %

irracionilis
a) lim f£(x)
x~1
b} lim f(x)
x--1
f: (a,b)»=R fiigg-

vény xo-bell folytonossiganak definicisjsval?

a) Minden £ > 0 sz4m esetén nem minden & >o0 szamhoz van

olyan x € (a,b), hogy

|x-x |<d és
o

13

| £(x) —f(xo)] = £,
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EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETO TULAJDONSAGAI
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG
b) Van olyan & >0 szim, melyhez nincsen olyan J >o szim,
hogy minden x € (a,b) esetén

ha [x'—x0]< d , akkor |f(x) - f(xo)|< E.

¢} Minden € >0 szfim esetén nem minden <> o0 szidmhoz van
olyan x € (a,b), hogy

[x-x | < é é&s |[E(x) - fx ) < e,

d) Van olyan A szfm, hogy minden £ > 0 sz&m esetén van olyan
& > o szém, hogy minden x € (a,b) esetén, ha |z-x | <d,
akkor |f(x) - Al<¢g,

Legyen f: (a,b) - R , xoe (a,b) 6s E C{x€R: x >0}

Tegyilk fel, hogy minden £ € E esetén van olyan & > o szdm, hogy
ha x € {(a,b), ]x-xo] < &, akkor |f(x) - f(xo)l <E.

Milyen tulajdonsign E halmaz esetén kdvetkezik ebb8l a tulajdon-
s4gb6l az, hogy f folytonos . xo—ban?

Legyen f: (a,b)—~IR, x € (a,b).

Tegyllk fel, hogy minden J >0 sz4m esetén van olyan £> o
szdm, hogy ha

x €(a,b) &8 |x-x_ | <d, akkor | £(x) - fx )< €.

1, Milyen tulajdonsigot definifl a fenti meghatirozds?
2. Mondjunk példit a fenti tulajdonsiggal rendelkezd fiiggvényre.

@Kﬁvetkezik—e egy Higgvény xo—bell fonytonossiga abbdl,ha rendelke-

zik a fenti tulajdonséggal?

Legyen f:{a,b] - R

Tegytik fel, hogy minden x,y € [a,b] és minden &€ > 0 szim ese-

tén van olyan J >o szfm, hogy ha |f(x)-f(y)|< d akkor

|%-y | < €

Mit mondhatunk ekkor az [ fiiggvényrsl?

1, Bizonyitsuk be, hogy: ha f folytonos egy [a,b] z4rt intervallu-
mon, akkor van olyan az egész IR -en folytonos g fliggvény,
hogy f£(x) = g{x} ¥V x € [a,b] esetén.

Z, igaz-e 1, 4llitdsa az (a,b) nyilt intervallumon folytonos f fgg-
vény esetén is?

19



EGYYAI;TogéS FUGGVENYEK ALAPVET( TULAJDONSAGAL.
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

Legyen f: (a,b) =R, x € (a,b).
Hogyan filgg Ossze az aldbbl két tulajdonsig f-nek xo—beli folyto-
nossigdval?

a) ;iino |£ (x +h) = £ (x -h)| = 0

b) lim |f (xo+h) -f (xo)l =0
h-o

Legyen f tetszdleges valés fliggvény,
Hogyan fiigg 6ssze az aldbbi két tulajdonsig?

a) Van olyan a € R, hogy f folytonos [a, ooc)-en.
b) f-nek van hatirértéke ©0 -ben.

45,) Legyen f,gz R — R, X € IR rigeitett.

1. Mit mondhatunk az f+g és az f.g Fliggvények xo-bell folyto-
nosségirdsl, ha
2) f folytonos, g nem folytonos xo—ban;

bYf és g egyike sem folytonos xo-ban?

2. Igaz-e, hogy ha f2 folytonos E CiR -en, akkor f is az?

Legyen f,g:R — R, X € R rogzitett.

Mit mondhatunk fog xo-bell folytonossigirdl, ha
a) g folytonos xo-ban. de f nem folytonos g(xo)-ba.n;
b) g nem folytonos xo-ba.n. de f folytonos g(xo)-ban-,

c) g nem folytonos xo—ban, f nem folytonos g(xo)—ban.

47, Vizsgiljuk meg a folytonossig definiciéja alapjin az aldbbi fliggvé-
nyek folytonossdgit a megadott pontokban, illetve intervallumokon.

2
a) fx) = X (0, c0) 5. £x) =
b) i(x) = |signx| x =0

L L

(0, oo}

6. f(x) = [x]1 (0,2)

7. i(x) = x3 {(-o0, co)

2, f(x) = ax+tb  {~oco, oo}
3.f)= VX (0, ©0)

x frrac. a) X, = 1

X
4 I = {0 X rac. b) x, =0

20
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. 80,

EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETG TULAJDONSAGAL.
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG
8. a)f(x) = |x} (-o0, oco) % fx) = { X* X rac.
-X X irrac,

b) f{x) = slgnx {~co, o0) ayx =1
[0}
b) Xy = 0

Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi fliggvény minden irracienslis x he-
lyen folytonos &s minden racionilis x helyen szakaddsa van:

1 » ha x =7, m és n relativ prim egészek, n > o,
n n

f(x) =

0 , ha x Irracionilis.

Legyen f: (a,b) — IR,
Kovetkezik-e az aldbb megadott tulajdonsigok valamelyikéb8l, hogy
-f egyenletesen folytonos (a,b)-n?
a) Minden X € (a,b) esetén minden E > o szdm esetén van

olyan 4 >0 szdm, hogy minden x € (a,b) esetén ha
Ix~xoi < &, akkor

li(z) - fx )] < € .

b) Minden € > o szfm esetén van olyan J > ¢ sz4m, hogy
minden X € {a,b) és X € (a,b) esetén ha |x—xo[ <d,

akkor |f(x) - f(xo)l < E.

2, Fogalmazza meg pozitiv 4ilitds form4jdban (nem haszndlva azt a
szét, hogy "nem") azt, hogy f nem egyenletesen folytonos (a,b)-n.

Igazak-e az aldbbi 4llitdsok?

@ Ha egy filggvény nem korldtos egy halmazon akkor ott nem lehet
egyenletesen folytonos, ’

@ Ha egy fiiggvény folytonos és korldtos egy halmazon, akkor ot
egyenletesen folytonos. )

3. Ha egy fiiggvény egyenletesen folytonos egy intervallumon, akkor
egyenletesen folytonos annak minden részintervallumin ls.

Igazak-e a kivetkez§ 4llitisok?
Egy @I CR intervallumon egyenletesen folytonos figgvények
a) dsszege ’
szorzata
c) dsszetett fliggvénye
is egyenletesen folytonos I-n.
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EGYVALTOZ0OS FUGGVENYEK ALAPVETS TULAJDONSAGAL

HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

52, Vizsgiljuk meg a definicié alapjan az al4bbi fliggvényeket egyenletes
folytonossig szempontjibol 2 megadott intervallumokon!

[1]a) fx) = x  (-00, co) . f(x)=i-{
b) f{x) = x2 (-o0, o0)
a) (0, 2)
2, f(x) = % (1,00 )
5 b) (1,2)
3. f(x) = x
1
2) (0, o) 5. f(x) = cos ; {0,1)
b) (0, 1)

2, GYAKORLO FELADATOK FUGGVENYEK
TULAJDONSAGAINAK VIZSCGALATARA

2,1 Elemi tulajdonsigok

53. Allapitsuk meg az aldbbi ftiggvények érielmezési tartominyst!

1
1. fix) = +x 7. f(x) =
V1i-x l-tgz(arcsln(x—l))
1 2
2. Hx) =73 8. £(x) = | sh(t-e®P ¥,
sin :—; 1
e -1 9, f(ix) = m

1+x
3. () = |/ In = 3
1-x 1. fx) = | m [1x] -1

4, f{x) = x_x 11, f{x) = S S
142 146 Varccosx
Y
5. f(x) = In (arccos(arctgx) - ?) x+1 X
12, £x) = -y

6. f(x) = n (%% -1)

22



EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETG TULAJDONSAGAL

HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

54, Allapitsuk meg az al4bbi figgvények értelmezési tartomanydt és ér-
tékkészletét!

3 i
f(x) = [( 1-e >~ 5 100 = l+aretg (ch Lz)
2. f(x) = |sin {x
3. f{x) = arccos (lnx) 9. f(x) = | 1-1 hx
4, f(x) = 1! sin2 x-1 A 1
e(1x| x)

10, £(x} =

X

5. £() = In (1 )1;)

_ X
e 11, f(x) = sh|/ T
6. f(x) = arcsin Tix .
. 12, f(x) = Ttz
7. f{(x) = In (arccos e}
13, f(x) = —
1-x
55,
Allapitsuk meg F(H)-t az alsbbi esetekben!
T
1, f(x}) = In sin x =|:—2—,it)
2
2. f(x) = ch (x + 2) H=[-3, -1)
- X — —_
3-f(x)—1+lxl H—(Oo,l)
4, f(x) = arctg (-1-) H = (-o0, 0)
» x ¥
_  sign{cosx) _
5. f(x) = e H =[1, co)

56, Ertelmezési tartomdnyuk mely leghSvebb részintervallumaiban (l4sd
3. pl. Def, ) monotonok az al4bbi filggvények?

1 | 1
[1]ex) = o 2. £(x) = 1-sh
1-]Inx} 1t

23



F.GYV ALTO ZOS FUGGV ENY EK A LAPVETO TU LA] DONSAGAL.
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

3. f(x) = e sin’x - () fx) = arctg -
l-x
4. £x) = _s_ignx_
chix -1)-1

57, Vizsgiljuk meg az aldbbl fliggvényeket abbdl a szempontbél, hogy a
megadott halmazokon
1, korldtosak-e,
2, felveszik-e minimumukat, illetve maximumukat,
3. van-e lokilis széls8értékilk!
Ha léteznek, adjuk meg a megfeleld supremumokat és infinumokat,
illetve maximumokat és minimumokat, valamint a lok4ilis szélsGérté-
kek helyeit!

(Dftx) = sinx(t-stix), [- %, ] 3. fx) = arccos | 1x", D

f
1 ) X=0
1-x 1
2, f(x) = 2 4, f(x) = { T+linlx|| | x#o
a) Df a) D
£
b) (-o0, 1) b) [1, o0)
c) {1, oco) 3 —x3
5, f(x) = l-e
1
9 [0, 2] a) Dt‘
e) (2, 3) b) [0, co)
Vizsgiljuk meg, invertilhatéak-e az aldbbl fiiggvények a megadott in-
tervallumokon!
1, f(x) = arccos | xz(l-xz) 2, f(x) = ex + X (-~o00, 00)
a) [o, 1] 2
3. f(x) =

1
b) [‘1' 2] a) (0, 11b) (0, 2]¢) [% %]

2 1 ' _ _Vin(i+x)
c) P 4. f(x) = , D
1+ FIn(l+x)
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EGYVALTOZGS FUGGVENYEK ALAPVETS TULAJDONSAGAL.
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

59, @a) Hany olyan mindEniitt értelmezett y = f(x) fliggvény van, mely

3
kielégiti az y + Iny = x  Higgvényegyenletet?
! b) Héiny olyan [0, co)-en értelmezett y = f(x) Folytonos fiiggvény

van, mely kielédgiti az y2 + chy = x+l fliggvényegyenletet?
2, a) Mely c¢ val6s szimok esetén van megoldisa (és ekkor hiny)
az shx + x + ¢ = 0 egyenletnek (- oo, oo})-en?
b) Mely ¢ valdés szimok esetén van megoldisa (és ekior hdny)

az xtgx = ¢ egyenletnek (— % N -g) -en?

60, Allapitsuk meg az alsbbi fliggvények értelmezési tartomdnyat és érték-
készlekét, Adjunk meg az értelmezési tartomsnyban olyan legbdvebb
részhalmazokat (14sd 3, pl. Def.) minden egyes esetben, amelyeken
az adott filggvény invertdlhats, és az inverz fiiggvény megadhaté
szakaszonként elemi fliggvényekbol alapmiiveletekkel, illetve dsszetett
filggvény képzéssel ol84116 fliggvényként! Adjuk meg az inverz fiigg-
vényt és értékkészletét!

2 _ 4
a)_ f(x) = cos e(x+2) 7. f(x) = aresin (th{x-1)")
5. f(x) = In ;t:fl ‘1 8. E(x) = nrccos .
1 2
3, fx) =| In (tg ;) 9. f(x) = (ch(x+1)-2)
3
__];..._._ 10, E(X) = IOg X
4. fx) = l+sin 2x 2
2
3 11, f{x) = In{l6-x") + 3
5. fx) = e &)
Inx
2 12, f(x) =
6. £(x) = tg * "2 1+ Inx
1+x
3, fix) = x2 1S x514 -

2, f{x) = arctg|ln x|



EGY\;AI:TOZ,()S FUGGVENYEK ALAPVETO TULAJDONSAGAL,
. HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

4, (o * x<0
1-x 0<x<1
f(x)=< x-1 1< x<52
-co8 E(x-2) X;Z 2<xxX4
\
@) i) = x + [x] (x > 0)

te)(@) fx) = & - &
@f(x) = sln4x + cos4x + sln2 X 0052 X

@f(x) = shzx- 3sh x + 2

l.Hatérozzuk meg az 214bbl flilggvények értelmezési tartoményit, és
adjuk meg a fliggvényeket szakaszonként algebral fliggvények segitsé-

gével! .
a) 1, f(x) = cos (arccos x) 7, f(x) = tg(arcsin x)

2, f(x) = arcsin (sinx) 8. f(x) = sh(arsh x)

3, f(x) = sin (arccos x) 9. f(x) = ch (arsh x)

4. f(x) = arcsin (cos x) 10. f(x) = ch {arch x)

5. f(x) = arctg (tg X) 11. £(x) = arch (ch x)

6, f(x) = sin (arctg x)

b) 1. f(x) = sin {2 arcsin x) 3. f(x) = cos (aretg l;x )
2. f(x) = cos (aresin ¥1 - x°)

2, Blzonyitsuk be az aldbbl azonossigokat!

1, aresin x + arccos x = tetsz, x € [-1,1] -re

o | &2

2, aresin x = arctg tetsz, x € (-1,1) -re

y l—x2



EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETG TULAJDONSAGAL
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

1 =
3. a) arcf:gx+arctg.;=?L ha x>0
- 1 f
b)arctgx+arctg;=-? ha x<0

2,2 Hatirériékszimitis

62, Blzonyltsuk be a kivetkez§ 4llit4sokat!

1. Ba lim f(x) létezlk, akkor lim |f{x)] is l&tezik és

X+X X-»X
0 o

lim | f(x)]=|lim f(x}}.

. X+X X+X
0 [+]

2, a) lim f(x) =0 akkor és csak akkor teljesill, ha

XX
]

-
xuio ] f(x)l 2.

by Um f(x) =0 akkor és csak akkor teljesiil, ha
X »00

1
lim lf(x)l B
X+ 00

3, Ha lim fx)= C>0 é lim g(x)=co, akkor
X+X X=X

0o

Um f(x)-g(x)=o0 & lm (f(x)+ g(x))= o,
x>x, XX

4, Ha lim f(x)=0 é&s g({x) korlitos Xy valamely S kornye-

XX
o

zetében, akkor lim f(x)-g(x)= 0.

X=X
0

27
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5. Ha létezik a lim f{x) > 0, akkor tetszfileges k€M esetén lé-

X=X
o
tezik a Hm f(x)k és lim f(x)l/k és
X+X X=X
o] o
1im f(x) (lim f(x)) {1)
X=X X=X
) [s]
lim f(x) (n f(x )1/k {2)

X-=
0

6, Ha létesztk a lim £(x) és lim g(x), valamint van xo-nak
KmX X-+X

0 o]
egy olyan S kirnyezete, hogy

fx) € g(x}) ¥x €8, akkor lm f{x) € lim g(x).

X=X X+X
0 o)

Bizonyltsuk be az alsbbi llitdsokat!
Legyen f: E,— R (E1 CR) tetszbleges.
1. Ha X € (a,b) és van olyan g Ez—»!R (E2C R) Ez-n folyto-
nos és Invertdilhatéd fiuggvény, hogy DfD Rg D (a,b), akkor, ha
létezik a lim f(gly)), akkor létezik a

y-g =)

lim f(x) is, és 1lim f(x) = lim 1 flgly)).

X+X XX y-g {x)

2, Ha léteztk a lm ~ f(l) , akkor létezlk a  lUm f(x) és
y~=ot y X =00

Um f(x) = lUm f(l) .
X =00 y-»0+ ¥
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Vizsgdljuk meg, léteznek-e az aldbbi hatdrértékek! Amelyik létezik,

i

azt hatdrozzuk meg!

i, lim sign x 6. lim [xz:l
X0 X+0
2 N
2, lim sign x 7.- Um  [x]
X0 X»00
3. lim  (sign x)° 8. lim [:—{]
X+0 X0
‘1
4, lim [x] Hm x[x]
X0 X-»0
2 e X
5, lim X . lim ——
X0 [ ] @ X+ 00 [-X]
2 3
65. a) Hm (x -2x +2) 6, lim (x + 3x)
Xx-1 : X2
3 2
b) lim (x° + 2x - 1) 7. lim Vx+1
X>-00. X 00
: © 3
2, lim (x2 - 4) * 8. lim :n:2 -1
X»0o0 X =00
5 2
3. lim (x +x + 1) 9, Um (x -5y x)
X — 00 X -0
4, lim (x -2x +3) 10, Um V x- | x
X =00 X-~~-00
4
5. lim (x + 4x +2)
X 00
w2 2
1, lim }“;+—11 3. lim %J_KL;’
x-1 x-21 6x +2x + 1
3 X
3x +2x -1 4, lim
2, lim W -0 3
x--l HTE ® x+1
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5.

2. [f]

10.

30

lim 3+ X
=1 Ye-yx
x2-2x-2
lim —
X+c0 33X + 5
lim x3 + 7 -5
X =00 {x-1){x-2)(x~-3)
1
tm 4x + 5
X 00 -
2
65 - 2x
Iim 3
Xx+~-00 6x +1
2
+
lim 21
XxX»00 x -1
1 7x5 - sz + 1
m 3x + 1
X =00
x2 - 2x + 2
Hm ——:—i—'—
X-»—-00 x
3
3x + 2
im b ax - 1
X-+=o00
3 5
im x+ ¥Fx-1
—oo 3 5
X s [x+5 [x+1
a) lim (Fx + 1)/ x-1)
X0 3x42+/3x2+1
b) 1im (VX +1¥¥x - 1)

X 00 ¥ 3x+2 + ¥ 3x41

6.

11,

12,

13.

i4,

15,

16,

17,

x-+2

X-+~o0

X
2
X

lim

) 1)

)

((

( 6x +2x-1
P

+ 1

l/ 1+-1-
X

1

+2

2
lim —2x

X =00

lim
X - 00

b x2 -~ 1
3
v x3 -1
V x +V x%
x+|xfx
2x-3°° (axi2)>°
@x + 1)*°

1im
X-=-00
1im

lim

X+ 00

n
1 (xk +1)
k= )

lim n+l
X =00

. ((nx)n + 1-)T

a) lim X
X000 1{2 +1 4 x

(b) 1im X

X+=00
x +l -x
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19,  lm x((‘l+:'—c )2 - - ,1-‘)2)

HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

X o0
lf 3
20, a) lim 3x+ dx +1
X=o0 Ux2+1+XV2x+1
b) lim = X
Xwoo o x2+1 +x |[2x+
p4x3 + 1
¢) Um AL
X=0o I’ x2+1 + 1
21,  lm X
X—»oc0o

Ve +1 - x

68, @Legyenek s{x) és n(x) polinomok, f(x) = 5{x) és X, s(x)-nek

kl’ n{x} -nek k

2

n{x)
multiplicitdsu gyske. (Ut6bbi feltétel azt jelenti,

hogy s(x) 6és n(x) felirhaté s(x) = (x-x ) s(x) 11,
n(x) = (x—xo) g{x) alakban, ahol g(xo) £0, n (xo) # o,

Haszndljuk a formilis c.oo, ¢ = { j jeldlést!

Bizonyitsuk be, hogy a fentl felt&telek mellett:

Im i{x) = <

XX

0

-

0
g(xo)
sign ﬁ—(;o—) .00 ha k2> kl és kz-k1 piros
nem létezik ha kz > kl és kz—kl piratlan
S(x )
ha =k
ﬁ(xo) kl 2
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valamint ha 'k2> k, és k2-k1 piratlan, akkor

1
s(x.) s(x )
lim  f(x) = sign N .00 lim [(x)= -sign . o0
X+Xx + nix ) X=X - ﬁ(x )
o o o o

2, Vizsgiljuk meg, léteznek-e, és ha igen, mivel egyenldek az aldh-
bi hatdrértékek!

X -9 X -3
1. lm S @ um 5
X3 ) x+3 (x -9
X -3 2
2. a) xlil::; ( 2-9)3 4. lim xx :39
X Xx+3
3
b) lim X7
- 2 3
x-+=-3 x - 9)
Vizsgaljuk meg léteznek-e, és ha igen, mivel egyenldek az al4bbi
hatdrértékek!
x4 3x+2 (x-3)(x+1 }{x+2)
- _
89, a)i.]um o 6, lim 5
x-~1 x -4x+3 x-2 (x-2) (x+3)
x2-5x+6 x3+x2-5x+3
2., lim = 7. lim —3—5————
x—+3 X -8x+15 Xx+-3 x +9%x +2Tx+27
3 3x+2 1 3
3. lim XT'X—' 8., lim (—:T - —3—)
XxX-~1 x -4x+3 x—-1 X x -1
x2-2x+4 1 2
4, lim 5 9. lim (—_- -3 )
X+2 x -x-2 x-1 x -1
5. lim {x-1)(x +1}¥x+2) 10, 1lim (1+x)(1+2x)(1+3x)-1
(x-2)(x+3) x
x =2 X0
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lim
X0

lim
X2

1. lim

x+3

x -3

x-~1

[V

. lim
x-1

X=-0

4, lim

x+1

x=1

. a) lim

Xx+1

b) lim
Xx--1

(1+x15-§1+5x)
2 5
X + X

2 2
(x -x-2) 0_
3 1
{x -12x+186) 0

1

2
X -x-6

2 3 n
XtX X +,,.+tx -n

x-1

X -2x + 1

X ox + 1

d + mx) - (Qnx)™

13. 3, lim —=X=3%

2
X+-2 x -x-6

X -3

4. 1lim
2
X0 X -X-6

2
5. lim .K_M

2
x+3 X -x-6

3 4
14, lim @‘_)__‘_(1_&

X
X>0

., n =21, n€EMN rigzitett

» m>2,nmeEIN rigzitett

2
X
xm -1
xn -1
xn+1 - (n+l)x+n
x - 1)
1
1-
X
x -1
1
1-7
X
2
(x-1)

» n,mEIN roégzitett

, n,mEMN rbgzitett

, REMN rogzitett

1+ x2 -1
2. 1lim =
X0t
3, lim “__—m_
x4 Vx-2

33



EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVET( TULA]DONSAGAI

HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

34

x+1

s (f2ef2efEfE)

3
lim ( J 15" + x)

X = Co

lim
X -bl 6

x-1

4
Vx -2

[ x -4

X ~00
@ lim X(Vx2+1+x)
X~ ~-co
3
3. lim 1+ 5 X
x--1 1+ %
3 4
1+)3£— 1+ =
4, lim
X+0 X
1-41 2



5.

lo.

11.

12,

I e)1,

EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETS TULAJDONSAGAL
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3
lim Vx+2 - V x+20

x> 4!} xt9 - 2
lim :V‘x(3¢ (x+1 )2 - 3V (x-l)z)

X =00
3 3 3
1lim V :r.4 ( y x2+1 - V xz"l)
X =00
3 3
2
lim ( \f x4 - V {x —1)2 )
X =00
Visx - v1-x
. lim

3 3
X =0 V 1+x - V 1-X‘

3
1im d x3-1-3x2 - V x2-2x
X—+co

lim x(Vx2+2x-2Vx2+x +x)
X =00 -

3 2
lim ( - - )
x~1\1-fx (=

n
lim 1;-_? , DEMN rogzitett
X -1
nv_
. lim -1—+";-—1 , n€N régzitett
X-»=0
mv_
lim —% =1 [ heN rogzitett
x-+1 x -1
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X» 00

4, lim (xtalx+b) - x), a,b € R rigzitett
(V )

n n
5. lim _______ha-"x—x ha—x
X0

» aER , n €EN rogzitett

n,mEMN
*a,b€eER

n
6. lim m" Liax -V 1ebx
" X

Sozi
%0 rogzitett

n n
{x- ‘lxz—l) + (x+ Vx2+1)
7. lim -
X

X=0o0

n€MN rogeitett

n aie[R i=1,2,,,
8. lim (_V(x+a1)...(x+an)-x),

. N
n €N rogziteit
X+00
3 n
lim - V-:x)(l— xh,. (- ) , nEMN  rigzitett
n-1
x-1 {1 - x)
72, VizsgAljuk meg léteznek-e az aldbbi fliggvények esetén a
lim E(x), lim f(x), lim  f(x), lim f(x)
X0t X0 X 00 X+ -0oo
hatirértékek, és ha igen mivel egyenldek!
e"I 1
L[] = —5 4. fx) = —7
l-e X
l+e
x 1
2, f(x) = 2 " o X
l+e 5, f(x) =
_2
2x 1-e X
e
3, f(x) = "
l-e 1
X
6, f(x) = "



@ 1im
@ lim

EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETS TULAJDONSAGAL

7. fx) = —= n
1l-¢ x
1
Xte x
8. £(x) = n
1420 *
2. 1. f(x) = —th—’;—
ﬂ] —
X
thx
2. f%) = Tothox
1
3. 1, £{x) = sin x

- 1
@f(x) = xsin X

HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

9. f(x) = &

Lo Laal B L

l-e

1+th}1-(
S0 = T

2
4, f(x) = .ith—x.

2
14+x thx

X

3. fix) =
sin L
X

Vizsgiljuk meg, léteznek-e, és ha igen, mivel egyenlSek az al4bbi

hatarértékek!

X
1.@) um lolie)
X

X »=o0

X
2, lim ll(lfe—l

X+=—-00

In(1+3%)
x=co In(1+2%)
(x- lnchx)
X =00

4, lim arcsin Lx
1+x

X OO
2
5. lim arccos (| x +x-x)
X =00

6. 1im  arcctg

X=roo 1-t-x2
1
7.1, lim aretg 1=
X=1- X
1
2, lim arctg Ix
x-=1+
3. lim arctg x - 4
x=2 (x-2)" |
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. 1+2ex + 362x
8.1, lim ——
X- 2x
Xwoo l-g + e
1+2ex + 3e2x
2, lim —]———
X 2x
X =00 l-e + e
9. 1. lim Inx
- 2
x>00 I 1%y 4 2 1nx
2, lim Inx
X+ 0¥ b lnzx—l + 2 Inx

2
_In{iex )
lim In{l+x

1p. 1
e 2. 3
In(1+2x +3x )

X 00

In{l +:':2+x3 )

2, lim
1n(1 +2x2+3x3 )

X+>0o0

3
nf+x + ¥ x)

3. lUm
X-»co

3 4
In{l+ |/_x+ ﬂ)

@)
()

13,

2
lim  In —=%

X+=0o 1+2:<2+3x3

1+ 2-1- 3
Hm o =X

X+>00 1+2xz+3x3

3
lm mitlz+ Vx

3 4

K’FUX

3

l/ 1
lim x cos —5
X0 X

Koo 1+

lim e—x(l - 1~ex)
X=—=—-00
lim (| 2ch2x-chx-2chx)

X000

74, Allapitsuk meg, mely a val6s sz&mok esetén léteznek - és ekkor
mivel egyenlBek az aldbbi hatdrértékek!

1 X xa—x—a
1. 1im 4, lim cos a 7. lim T—:a_
X+oco l+a X+~00 X-=oo X +X
a% 5. lim  thax
2, lim % X -0
X+ 1l+g
2 ax
X = 6. lim M—a—:x—
@ lim 1+a X+>oco l+e
X =00

38



EGYVALTOZOS FUGGVENYEK A;..AI,’VE’I"(’)’ TULAJDONSAGAL.
HATARERTEK, FOLYTONOSSA(

75. TFelhaszndlva, hogy lim Si‘;{lx = 1, vizsgiljuk meg léteznek-e és ha

X+=0
igen, mivel egyenlSek az aldbbi hatdirértékek!
@) im BB ep opx 6. lim BX

X X
X=-0 afo X+~0

@um 22 aperix (7)) um Helnx

X+=0 sinbx b#o X-~0 x
. T arctg x
sin(x- =) 8. lim
2
@ lim ——m—m—mmm—— X+>0
i X - 2
x> 2 1
2 1i in =
@ m x sin "
X+ 00
4, lim Sinx
T -x 1
x=T 10, lim x arctg =
1 - 0 X0 X
5. lim COSX
X
X=0
by 1. 1. lim LGOS X 6, um cEax_ abER
2 aresinbx ' b#o
X0 X , X-=0
. 2 1 . 2x - aresin x
2, lim 1- = 7, 1 2% - arcsin x
* (L-cos X) Hm 2x + arctg x

X0 X+0

2‘® lim tgx -3 sinx lim mﬂ- I/;sax—

X =0 X X-=0 X
9. 1im tgx - sinx 3
x=0 sin x Lo, um  Leos > / cos x
X+=0 sin x
3 1 VYeos x - 1
KemO x2 110, 1im 1 - cos;zt Y cos2x
X=0 X
i/ 2
1 - cosx
4, im —— x x
1 - cosx cos = -~ sin =
X0 2 2
. lim _
T cos X
5 lim L= cosx XY
' 1 -cosfx

X-»0t 39
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T arcsin x
@1. linl ( 9 x)tg X 117, lm tg x
x-""l' X+0
2
arctg (sinx)
2, lim (1-x) ig "125 L. :mo arcsin x
x+1 >
. in{arctgx
- 2 sin(aretgx)
13, lim SBXc-sima oo -+ lim tgx
Xea x-a X ~0

l/l—tgx - § 1tgx 19,1, lim (In sinx - Inx)

14, 1im . X >0
P sin 2 x
X+
1
_ sinx 2. lim {Insin =+ Inx)
15, lim ————— X
g 2 X =00
X-=JU X

arcsin (x+2)
16, Hm arcsin (x+2

X-»-2 x2 + 2x

X
-1
76. 1, Felhasznidlva, hogy lim =1 bizonyitsuk be, hogy
X-=0
lm X .
X
X-=0
@)a) Um Inft+x) _ g
X—=0 %
1-
b) lim BLX)_ ¢) lim —- o
X =0 x—~=1

ax—l
@ im “——=lna (@>o fx)
X-=0

@Felhasznﬁlva 1, 1, eredményét vizsgiljuk meg: léteznek-e, és
ha igen, mivel egyenlek az aldbbi hatirértékek!

shax

A. 1. lim
X-=0

a € R rogzitett
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shax

im shbx
X-=0

a,beR
b#o_

chx~1

chx-1

2
X+0 X

2 1
2, Hm x {(ch ;—1)
X » 00

rogzitett

6. lim arthx

X--0

7. lUm
X--00

xsh ES
X

8, lim =xarth L
X

X»cO

arthax  a,b £ER

Um - rshbx  bfo rogzitett

X+0

2x - arshx

lim 2x + arthx

X0

1im shx - sha
X - a

X—+—a

3. Felhasznilva az 1,-ban szereplS hatdrértékeket, vizsgiljuk meg:
1éteznek-e, &s ha igen, mivel egyenlGek az alibbi hatirértékek!

1,

®
®

lim In (d+ax

X—~0

Inx - lna
X-a

1im
X-+a

i

lim In (x+ex
X=0

X
In(ite )}-1n2
lim 1n{l+e” }-1n2

X
X0

2
Yim —SRhX

K0 In{ch 3x)

» & €R rigzitett

, a> 0 rogzitett

9 -
6. 1. lim I_n(X__L"'I)

xao 1003t
1n x2+ Xy
2. llm _—(—...e—l—

2
x-o0 In{x +e x)

. X
(7. lim An(l+ xe )

X-=0 1n(x+ 1+x2)
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ax-bx
8. Hm . a>0, b> 0 rigzitett
X+~0
X a
9, im ,» @€R rigzitett
X-+a
eax_ebx
10, Hm T ,3,b €ER rigzitett
X0
xa -1
@ lim » a€R rogzitett
x-1
x=1
X - B
112, 1im a8 >0 régzitett
X2
x
113, lm *—= L
x-1
x-1
X - g%
114, lim S 2>0 rogzitett
X-=2

15, lim x (xll:—l ), a>o rogatett
X-»00Q

7. 1.@ Bizonyitsuk be, | hogy tetszdleges [ wval6s fliggvény és X ER
esetén, ha van xo-nak olyan S8 kbtrnyezete, hogy S C Df

és f(x) >0, ha x € S, valamint 1étezik a véges
lim In f(x), akkor létezik 1lim £(x) is, és
X=X X--X
i) o
lim In £(x)
X=X
lHm f{x)=-e

X—+X
[}
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b) Fogalmazzuk meg &s blzonyitsuk be az a)-ban kimondott Allit4s

lim
X000

2, Vizsgiljuk meg, léteznek-e, &s ha igen,
hatarértékek!

®

5

!3.

1

Hm (x+e )
X0

x
lim V cos {x

X0t

i
X a>o,
» b >0

rogzitett

lim (a +b

X—+-0

sin x
lim 1+ sin x

X-»0

2
ctg x
lim {1+x)
X0

llm ﬂ}.‘__ ¥
1+sinx
X0

1im 1-2x

X+0

1o,

11,

I 14,

f(x} hatdrértékre vonatkozban!

mivel egyenlfek az algbbl

lim (tgx)tg2x
X‘“E
4
Um (stx)"&
x-—E
2
lim ("*a , a€R
X-~0co rigzitett
5x
x-3
lim (x-z )
X co
X
lim (sin L + cos l)
x X
X+ 00
im tg° (£ + 1
g ( 4 X )
X OO
lim (29"+1 - 1) X

X~=0

78, Vizsgiljuk meg, 1éteznek-e, &s ha lgen, mivel egyenldek az al4bbi

hat4rértékek!
1, lm :rl.?;];‘x. a,b€ER fix
X0 b#o
sin(xchx} - sin(xshx)
2. lim 3
X-+=0 X

sinx

sin2x
e - e
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5.

1o,
11,

12,

14,

15, 1,

44

“lim

In cos ax

lim In cos bx
X0

» ,bER
b#o

™
In tg(-4—+ax) 2 €R
' régzitett

X—0 8in bx

11,

In ch x

lim In cosx

X =0

In{l +x+3_<2 Hin(l —x+1t12 )

2
X -0 X

281X L e R fix)
atx

Iim x In
X =00

2
b4

x2+1
lim ;::ln(.- 5 )
X-»Co Y -2

lim (1-x)log 2
X
x-1

X 3
lim In(1+2 )n (1+ x)
X =00

lim x arccos
X =00

rogzitett 1s,

2 'x
x +1
. lim (—)
2
X-=0o * 2x
X
2
l”‘” 19,

2
x sin L 20,
—_ X

x1
2 x+1
lim ( x -1 )
X+=covx +1
1-¥x

1-x
1
f(x) = (2: )

. Um f£x)

X0t

lim £(x)
x+1

lim f(x)

X =00

2x+3 2x+2

lim ( 2x+1
X+ 0o

2

X
lim ( 2x-1 )
X

X~+o0o0
)2

fs
o [

lim [/ 1+
X+0

E R L

1
2

. Um (1+ sin x)°

X0t
L
2

Um (1-sin x}*
X0t
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x3

2 —_—
- (ExnlViE g oz
@ lim ( m) lim  x(aretgx 2 )

X000 X =00

Az aldbbi fliggvények esetén 4llapitsuk meg, léteznek-e olyan
a,b €[R szimok, hogy fenndlljon

lim (f(x) - (axtb); = 0
X =00

Ha léteznek llyenek, hatirozzuk meg &Gket!

2
1, f(x) = x +1

2

2 1 2-3 4

2. a) fx) = LT b) fx) = Sk o) f(x) = — 2~
143x

3. a) fix) = sln x b) f(x) = s“;"
4, f(x) = V xz-x+l
5. a) f{x) = arctg x b) f(x) = xarctg x

3 .
6. f(x) = o:3 - x3 (c €ER fix)

80, A, Vizsgiljuk meg, konvé_rgensek—e az aldbbi szimsorozatoak, és ha
igen mi a hatdrértékilk!

a) a =n sin % , ‘ 5. a = cos” 'f;-; Xx€R rigzltett
2 1 1° n
n arsh(—'-ﬂ- —) n
i . 2
n _ fa - |['_b a>1,
2. a = 1 6. a = \" 4 /» b>o
n rogzitett
n+l 1 1 n
3an=(1+;_T m>1) 7.an=(1+;+n—2)
4, a = n2(1n(n2+1)*§ In n) n -
n | R
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®a, 1+;%Icosn—2’1

' YD a, = sin (T [ +1)
@1 a otn (- n%n )
2. a smz(ﬂ-m)

n
I . -
@ o< a1< P rogzitett, an = gin an_1

! B. Allapitsuk meg konvergensek-e az alibbl sorozatok!

a
) -1
@ a.:l > o rogzitett, an = arctg 1+: n=2)
n-1
1+ln an 1
2, a > 1 rogzitett, an = In = (o > 2)
n-1
U
o n+l
@ 2 > o rigzitett, an = an_1 e n = 2)

2.3 Folytonossigvizsgilat

Allapitsuk meg, hol értelmezettek, hol folytonosak &s hol nem foly-
tonosak az aldbbl fliggvények!

Az értelmezésl tartomdnyba, vagy annak hatfirfira esd nem folytonos-
sigl pontok esetén 4llapitsuk meg

1. a figgvény hatdrértékét (ha létezik),

2, a fliggvény jobb- llletve bal oldali hatdrértékelt (ha létezik),

3. a szakadisok jellegét,

Hatfirozzuk meg a filggvény hatfirértékét a +oo -ben, llletve a

-oo -ben (ha létezik)!

8L,

1

-2x
14x

f(x) = 1+th

b) 1. 1. f(x) = sign x> . 2. f(x) = sign x°
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fx) =

[x]

flx) = x3+2x—ﬁ +1

X
fx) = x-2
fx) = —= 5
(x-2)
fx) = =
X -4
x2
fx) = 135
Fex) = x3—2x
) = T2y
_x -2x
. fx) = _—2lx—2|
-1
fx) ==
1-e 1-x
f(x) = th 2—"2
1-x
xz
f(x) = In
1—x3
2
X arcig x
f(x) = 1_'"__—3_

2 2
X +arctg X

1
f(x} = xarctg ;

3.

10.

1o,

f(x) = ; . [x]
1
fry =2tlx
U 3-1x
4 4
o = W) x)
V2x+1 - x+2
4 2
f(x) = X +2x -3
X =-3x+2
Vx-1 -1
fx) = x-2
_ x-2 N
fx) = [x-21] + Ix-31 * x-3
X
1+ x + o
f(x) = ————x 2%
2+ @ -e
oA
x2 -x2
fx)=e +e
I
fix)= o Xy e Ix-21
1
Ex) = P
-E -arcsin 1-ox
i
f(x) = th In I1x]
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1 1
— X
11, f(x)=tge x f(x) = <
12, fx) = 21,  f(x) = arotg -
T l+g x ' € x
1
13, f@)=In= e X
X 22, f(x)=e
14, f(X) = 5 23, f(x) = n
-X - sin =
2- e b4
3 BRI =
2 PR -
15, f(x) = V 1- sign” x 24. f(x) = 1-¢ IR X
1 R
N A € - S
. 1-2
tg x_ -
_ 3 1 26, fx) = 2%
17, 1, f(x} = x sin xz x(+l)
1 1
2. f(x) - x sln —5 27, f(x) = :;-2 .3 X
) X X -~ 4
o1 1
3. fx) = o sln o 28,  fg) =&+ —2
’ x 0 2x
: 2 x-1
. 1+2
@ f(x) = @ + sin x)" ;
X 2
T -1 +1
19, f(x) = sign (sin -XL) 29, £(x) = arctg &_lf‘___).

30, 1) = | 1- In(x-1)°
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EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETS TULAJDONSAGAL,

2
( 1n x

arthx

f(x) = < 2

f(x) = <

(1+sin
x

arcth x

Bx) = sin T x

2
X =X

0

fix) = arctg ——

r aretg —

HATARERTEK, FOLYTONOSSAG
-co<x € -1

-l< x <0

0€x <1

1< x<o00 , x#2

-M<x<N,x#0

1

X

e ™ *)  x>a

fx|>1

Ix|l<l , x#0

X < -1
Xx==1

-1< x50

0< x<£2

x>2, x#£3
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gin Tx ha x raciondlis
6. f(x)= {
0 ha x irracionilis
ctg2 T x ha x ¢ {0,+1,+2 }
1. f(x) = { TeTreT e
0 ha x ¢ {o,g,iz,...}
( t 43 < -1
arctg —~ X
X A< x<0
sign x
1 x=90
2 0< x <1
sign x
X
= <
8. fix) < sign x 1< x §2
/3
—_— <
arctg %5 2<x<5H
- %
> x=25
T 1
- - >
L 2 th 5% x>5
n x+ext
B 1, f(x) = lim (x-1)arctg x 3. f(x)= lim teER)
n—co (n€EMN) t-~oo0 l+e
xn 1n(1+eXt)
2, f(x) = lim o (nEN) 4. f(x)= lim {t€R)
n-co 1l4x twoco Inl+e’)

82, Adjurk példst olyan Higgvényre, mely elemi fliggvényekbsl Ssszetett
Fliggvény képzéssel és alapmiiveletekkel 4ll eld és:
1, 1, csak egész x-ekre értelmezett,
2. csak pozitlv egész x-ekre értelmezett,
. csak egy adott a €/R pontban értelmezett,
. 3ehol sem értelmezett,
. egy elbre adott a € R pontnak sem olyan Sl kdrnyezete

T B W

nines, hogy 81 N\ {a} C Df. sem olyan S_ kérnyezete, hogy

SzﬂDf=ﬁ.

2
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-. +, nem korlitos egy adott (a,b) intervallumban, de nem 411 fenn
sem lim |f(x)| = o0, sem 1lm |Ex)] =co0 egyetlen
x-xo+ x-xo-

X € (a,b) pontra sem.

2. korldtos egy adott (a,b) intervallumban, de egy adott
xoe {a,b) esetén

&} nem létezik a véges vagy végtelen
lim £(x), 1lim £(x) hatirériékek egyike sem, llletve

X*XO’F x-—}{o‘
B) nem létezik a véges vagy végtelen lim f(x), de
lim £(x) létezik és véges. Xy
X=X +
o
3. o) nem létezik a véges vagy végtelen lim f(x), lim f(x)
_hatdrértékek egyike sem, illetve X+ 00 X+ - oo
) nem létezik a véges vagy végtelen lim  f(x), de a
Hm £(x) létezik és véges, X+ -co
X+ o0

4, Adott a,b € R -re egy adoit x € [R esetén

lim f(x)=a, lim fx)=b.
X=X + X+X -
0 o

83, Adjunk példit olyan fiiggvényre, mely
1. Racionslis tortfliggvény és
1. megsziintethet8 szakadisa van x=0-ban és x=-1-ben, nulla-
helye van x=1-ben, méisodfaju szakadisa x=2-nél ugy, hogy
lim =-oc0, lim =00, valamint
X2+ X+~2-

lim f(x)=oc0, lim f(x)= - o0,

X000 X+ -0

2, Nullahelye van x=-l-ben és x=2-ben, megsziintethet8 szaka-
disa x=3-ban, misodfaju szakadisa x=0-ban és x=-2-ben,
ugy hogy lim f(x)= lim fx)= -oco

X+ o+ X 0-

lim f((x)= llm f{x) = oo, valamint
X--2+ X2

lim f{ix)= lim fx) =00,
X+ co X=-00
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2. Elemi fiiggvényekb6l alapmiiveletekkel, Illetve dsszetett fliggvény-
képzéssel 4ll eld, és

1,

ugr4sa van x=0-ban és x=1-ben, ugy, hogy

im f(x)= lUm f(x)=1, lim f(x})= lim i(x)= -
X0t X»1- X O- x+1+

megsziintethetd szakadisa van x=-2-ben, és misodfaju szaka-
ddisa van x = 2-ben, valamint

lim fx)=oo, lUm fx)=-1.

X~ 0o X+ -00

korlitos, véges sok pont kivételével mindenlitt értelmezett,
misodfaju szakaddsa van x=0-ban, ugrisa x=1-ben, ugy hogy

lim f(x)=2, lm fx)=0 és lim fx)=
x-+1+ x--1- X+00

Um f(x) = -1.
X~-00

84. Hogyan kell az alébbi fliggvények definicléjbban szerepld a €R,
b € [R konstansokat megvédlasztani, hogy a megfelelo fliggvények min-
deniitt folytonosak legyenek?

1,

52

2
ex x<0 COoS X -4
- XxX<0
f(x) = x
5. f(x) =
ax  x 20 2 TW(xth
x50
f(x) = {
ashx +b x >0
x50
f(x) =
2
‘X +asin X x >0
!x—l-l} )
-1
+ 1
f(x) = X
arsh {x-b2 x2z2-1
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x -1

6. f(x) = {

a.
In{arctg(x-1 }1)-x+1

2ax + b
x+1
a-th e__l_"ﬁ
+
7. f(x) = X
- a
2
ae-x
8. f(x)=
2"
x-1

Vizsgiljuk meg folytonossig szempontjib6l az

vényeket, ha

i x#0
1, a) f(x) =
1 =0
1
b} £(x) = X
2
2, fx) = Sl“x £
1
3. a) f(x) = ex ,
1
b) flx) = =
sin —} X
4 f(x) = ”

1

s &(x) ~ %
1
glx) = *
1
_ X
g(x) = { i
1
8K = T
1
g{x) = &*

pedi]
=0

x#0

x=0

x<1

x>1

fog Osszetett fligg-
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x-1 In(x+1) x#0
e -1 X
6. fx="773—., gx)=
1 x=0
x, ha x racionjlis
7. gx)= {
-X, ha x Irraclonilis
2 2
B fx) = e ® -1 b) £ = & EL e = g

2.4 Fligpvények dbrizolisa, folytonos fiiggvények
specidlis tulajdonsigal

86. Abrazoljuk vizlatosan az aldbbi fliggvényeket alapvetl jellemzdik (ér-
telmezési tartomdny, folytonossigi-, monotonitisi intervallumok, lo-
kills szélsbértékhelyek, szakadisok, hatdrértékek a szakaddisi helye-
ken és a végtelenben) vizsgilata segitségével! (konvexitis, konkdvitis
vizsgdlatot nem szilkséges végeznl)

1 x|

a)l. f(x) = x [x] 8)Eex) = 1o~
2, )= Vx- [x] @ <
fix) =
b) 1.  f(x) = |x+8}+|x-2| x3+1'

2. &) f(x) = x°-1 -
c)@ f(x) = o X -4x+3

B 20) = ——
x -1 @ £(x) = 1 "
@ E(x)=(x-x) XX, )3 X, %, € R . I_x—z
rogzitett
1 2 X
4, V) f(x) = T 3. [(x) = arctg (1+ ﬁx)
B) f(x) = 1+}xl f(x) = 1

ch(x-1yHnx-1)°

= X
i) = l+x

1
5. fx)=| 2 *-1
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2
-X
— —-—e == - 2
6, o) f(x) = th ™ 9. f(x) V 1-sin x
9 1
-X sln x
19, =
() f(x) = th e 0. o) f(x) = e
_ 1
2 2
7. f{x) = ]ln (x—l)-lI B Ex) = o cos x
8, &) i(x) ='—1—1 x2
= 11, f(x) = tg (TC 5 )
1+e x +1
1 _ 1
142 x 2 ) S sin(aretg %)
B f(x) = =1~
T 1
2+e X X

13,  fx) = sln(TEe )

1. Hany megoldisa van az

a) xln x + In xtc = 0 (c € R rigzitett) egyenletnek az (1, co)
intervallumon, és a

b) xth x = c{x+1) (c€ R rigzitett) egyenletnek a (-1, oco)
intervallumon?
(A megoldisok szdma c¢ fliggvénye!)

2, Van-e nullahelylik az alibbi fiiggvényeknek a megadott intervallu-

mokon?

a) 1, f(x) = 1-1-::34-:a:4+x5

2, f(x) = 1+x2+x4:+:.:6 I={-co, co)

b) f(x) = xn—xn-l-l MmEMN rogzitett) I = [1,2]

2 4
x+1+x+1

¢ f(x) = Xx-a x-b

(a,b € N rdgrzitett, a < b) I= (a,b)
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88,} 1. Van-e lokdlis szélsdértéke az aldbbi fliggvényeknek a (o0, oo}
intervallumban?

Ha van, adjunk meg egy korldtos intervallumot, mely tartalmaz
lokdlis szélsSértékhelyet !

a) f(x} = x4+2x-1 1¢) f{x)= (x—l)(x5-2x-1)

2
b) f(x) = x3+1 d) f{x)-= 1+(x2-x-2)(x -3x+2)

2, Felveszik-e minimumukat az aldbbi fliggvények a megadott inter-

vallumon? )
in 2 E-l;l—x-r— X#0
a)  fx) = DX ¢) f(x)=
%] 1 x=0
I=(0,1) I=[o,1]
2 1 2
sin _x sin x
= = ] 0
b)  f(x) %1 d) f(x) %] X#
= (0,2 T) 0 x=0
1="o0,1]

Vizsgilijuk meg egyenletes folytonossig szempontjibél az aldbbi fiigg-
vényeket a megadott Intervallumokon!

1, a) fix) = sin x , (~oc0, ©0O)

b) f(x) = sin x2. {- oo, o0}

2.2 fx) = T (0,1
isin x| x40
X
b)  Ex) = , [-1.1]
i x=0

-~

3, a) f(x)= sin -’;— (0,1)

T

b)  f(x) = x-sin = 0.1
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90. Adjunk péld4t olyan fiiggvényre, mely
1. a) folytonos egy (a,b) intervallumon, és itt
1. nem korlitos;
2, korlitos, de nem veszi fel sem maximumi4t, sem minimu-
mit;
3, felveszi maximumit és minimumit is;
b} nem folytonos egy (a,b) intervallumon, de felveszi maximu-
mit és minimumit is;
¢) folytonos és korlitos egy [a, co) intervallumon, de itt
1. nem veszl fel maximumit;
2, nem veszi fel sem maximum4it, sem minimumst;
2. a) folytonos egy (a, oo} intervallumon, csak itt van értelmezve,
de nem vesz fel minden - két fliggvényértéke kizé es8 - értéket;
b) nem folytonos [a,b] -n de felvesz minden Ff(a) és E(b) kozé
ess értéket;
3. a) folytonos, de nem egyenletesen folytonos egy (a,b) Intervallu-
mon;
b) folytonos &s korlitos, de nem sgyenletesen folytonos egy (a,b)
intervallumon;
¢) nem folytonos egy [a,b] intervallumon, de egyenletesen foly-
tonos (a,b)-n;
d) folytonos, nem korlitos, de egyenletesen folytonos egy [ a, oo}
intervallumon;
e} folytonos, korl4tos, de nem egyenletesen folytonos egy [a, co)
intervallumon,

3. VEGYES FELADATOK

91, 1, Bizonyitsuk be, hogy ha lim g(x) =oco és van xo-nak olyan

X=X
o

SCDf kirnyezete, melyben s = inf f(x) > 0 akkor

lim f(x) - g(x) = oo, X€S

X=X
o]
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@ Legyenek f,g tetszfleges val6s fliggvények, X € IR . Tegylik
fel, hogy xo-nak van olyan S C Df kOrnyezete, melyre

f(x) >0, ha x € 8.
Legyenek a,b € IR,

Vizsgaljuk meg a hx) = £(x) 5*) fugevény hatdrértéxst az alsbbi

esetekben:
a) lim f{x)=a b) lim f{x)=o00 és )
X=X X=X . !
0 o
és:
1, lim g(x) = oo Um  gx) = b
X-»X
X=X o

2, lim gx) = -o0

X->»X
4]

3, lim gx)=b

X—+X
o]

92, @ Legyen f:[a, co)—~ R monoton novs.
a) Bizonyitsuk be, hogy
1, ha f korldtos, akkor létezik a véges lim f(x);

X+00
2, ha f nem korldtos,akkor lim f(x) = oo,
X - 00
b) Igaz-e: [ akkor és csak akkor korldtos ha létezik a véges
Iim  f(x).
K-+co

2, Mondjuk ki és bizonyitsuk be 1, a)-bell 4llitisokat egy (a,b)
korldtos intervallumra vonatkozélag.

83, @ Bizonyitsuk be, hogy az £ (a,b)~R £ﬁggvénynek egy
X, € (a,b)-ben akkor és csak akkor van hatirértéke, ha tetszOle-

ges €> 0 esetén van olyan J > 0, hogy minden olyan
X, %, € (a,b} esetén, melyre

0 <lx1-x°|<d és 0 < lxz—xo| <d,

fennill, hogy lf(xl) - f(x2)| < E.

2. Mondjuk kil és bizonyitsuk be a fenti tételt végtelenben vett hatdr-
érték esetére!
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. 1. Legyen yoE R és g szigoruan monoton yo egy S kirnye-
zetében, Igazak-e az aldbbi Al1lit4sok? (Df DRg)

a) Ha létezik lim f(x) és 1lim gly)==x ,
X=X Y-y + o
o o]
akkor létezik 1lim  f(g(y)), és 1lim f(g(y)) = lim f(x).
y...yo+ y..yo+ X»X

(b) Ha létezik lim f(x) és lm g(y) = x , akkor létezlk
x-.xo+ y-’yo °

Um f@gy)), és lim f(gy) = Um  £(x).
vy, Y=y, X=X +

@Igaz-e: Ha 1lim g(y) =oo £&s nem létezik  lim f(x}, akkor

.V"yo  X=o0
nem létezik lim f{g(y)) sem (Df D] Rg' yoe R )
Y-'yo'

!@ Bizonyltsuk be, hogy ha f értelmezve van és g folytonos egy
[a, c0) intervallumon, lUm g(y) =c0 és llm f(x) (véges

y+=0o0 X-+=00
vagy végtelen) nem létezik, akkor nem létezik a lim  f(g{y))
{véges vagy végtelen) sem (Df DRg). ¥y~ o0
X x#0

1
és g(x)—xslnx.

_ Legyen fix) = {

1 x=0

Alkalmazhat6-e 1lim f(g(x)) szdmitisghoz az Bsszetett fiiggvé-
X-=~0
nyek hatirértékére vonatkozé tétel?
@ Milyen kapesolat van az Gsszetett fliggvények hatirértékére vonat-
kozé tétel é&s azon tétel (un. Atviteli elv) kdzott, mely kapcsolatot
teremt a sorozatok &s fliggvények hatirértéke kuzdtt., (Ha xo-nak

van olyan 8 kornyezete, hogy S \ {xo} C Df akkor:

lim f(x) = A akkor és csak akkor teljestil, ha tetsz8leges

X=X
O

(=) CDf. X =X xn#xo esetén nlffmco f(xn) = A.)
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@)

@

60

Bizonyitsuk be, hogy ha f folytonos egy [a, co) intervallumon
és létezik a véges lim f(x), akkor f korldtes [a, oo)-en!

X»>00

Bizonyitsuk be az alibbi 4llitdsokat!

1,

2,

Ahol f és g folytonosak, ott op(x) = min {f(x), g(x)}
és ¥ (x)= max {f(X)’g(X)g is folytonos.
Ha § folytonos [a,b] -n, akkor az

m(x) = inf f{t) és azz M(x) = sup f(t) szintén folytonossk
t€[a,x] t€ [a,x]
Fa,b] -n.

Bizonyitsuk be, hogy ha a mindeniitt értelmezett, x = O-ban folyto-
nos f fiiggvényre fenn4ll, hogy

f{x+y) = f(x) + f(y) VY x€R , akkor f(x)= a-x (a €R rogzitett)

alaku.
Bizonyitsuk be az aldbbi 4llitdsokat!

1,

2,

i

Ha f folytonos a [0, co) intervallumon, tovdbbad f(x) =
akkor és csak akkor teliesiil, ha x=0, és 1lim f(x} = 0; akkor

f nem lehet monoton [0, oo )-en. X-+=o0
Ha §: (a,b)— R, xo € (a,b) és lim f(x)= oo, akkor
f nem lehet monoton (a,b)-n. x-—x°+

Ha f monoton [a,b] -n, és felvesz minden £f(a) és £(b)
k6zé esd értéket, akkor f folytonos [a,b] -n.

. Igaz-e, hogy, ha f: (a,b)—~ R, x, € (a,b) és [ (a,xo] -on

monoton névs, (xo,b)—n monoton csdkkend, akkor xo—ban lokilis

szélsdértéke van?

Legyen f folytonos az egész R -en, Bizonyitsuk be, hogy

a) két lokdlis minimuma kozott mindig van egy lokilis maximuma;

b} ha f phros fiiggvény, és monoton [0, oo)-en, akkor x=0-ban
lok4lis szélsGértéke van;

c)ha lim fx)= lim f{(x) = oo akkor f felveszi abszolut

X-= 00 X—-=—-0C

minimumit R -en.

a) Bizonyitsuk be, hogy ha f {folytonos egy [a, co) intervallu-
mon &s létezik a véges lim  f{x), akkor vagy minimumét,

X - 0O

vagy maximumit felveszi [a, co)en.

b) Igaz-e a) 4llitdsa ha nem tessziik fel, hogy létezik a véges
lim f(x) , de feltesszik, hogv f korldtos [a,00 }-en ?
X+ oo
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EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETO TULA}DONSAGAI
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

Bizonyitsuk be, hogy ha egy p polinomnak X, € R n-szeres
multiplicitdsu gydke, akkor

a) piros n esetén xO-ban lok4lis szélstértéke van,
b) paratlan n esetén xo-ban eldjelet vilt, azaz van &> 0, hogy
ha 0 < x-x < &, akkor p(x)>o0, s ha 0< xo—x<d .

akkor p(x) < 0, vagy forditva.
Bizonyitsuk be, hogy zA4rt intervallum folytonos képe zart inter-
vallum (azaz, hogy ha [ folytonos [a,b] -n, skkor
f (Ca,b]) = [c,dl).

Bilzonyvitsuk be az aldbbi 4llitdisokat:

a) Ha f folytonos az egész R -en, és léteznek a véges, vagy
végtelen lim f(x} és lim  f(x) hatdrértékek, akkor f

X+o00 X--co
felvesz minden olyan értéket, mely szigoruan a fenti két hatér-
érték kbzé esik.

b) Ha f folytonos (a,b)-n €s léteznek a véges, vagy végtelen
lim £(x) és 1lim f(x) hatdrértékek, akkor f felvesz
X-=at - x-=b-
minden olyan értéket, mely szigoruan a fenti két hatirérték
kézé esik,

¢) Minden paratlan fokszdmu polinomnak van valds gydke.

d) Ha f folytonos [a,b]}-n és xl,xz,...,xneia,b] tetszo-

legesek, akkor van olyan ¢ € [a,b], melyre

f(xl) + f(xz) ..t E(xn)

n

fle) =

e) Ha f folytonos az [a,bl-n é&s f([a,b]) = [a,b], akkor
van olyan c¢ € [a,b], hogy f(c)=c.

f) Ha [ folytonos [0, co)en, f{(x)= 0 akkor és csak akkor
teljestil, ha x=0, akkor vagy [(x)> o V x € (0, oo), vagy
fx) <o ¥x € ({o,00)

Milyen Osszefliggés van a Bolzano-tétel és az aldbbi 4llitds kozdtt?

Ha ICR tetszileges intervallum, és f folytonos az I-n, ak-

kor tetszoleges X 0%, € I, X, < X,1ésC t'(xl), f(xz) kozé esb szdm

esetén van olyan x € [xl,xz] , hogy f(x)=
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[ Legyen f folytonos egy (a,b) Intervallumon. Bizonyitsuk be, hogy
a) ha valamely X, € (a,b) esetén f(xo) =0, de f(x})> o tetszd-

leges x € (a,b), x#xo-ra,- akkor f nem Invertilhatd egyetlen
olyan {c,d) intervallumon sem, melyre X € {c,d) C(a,b}

o} ha f invertdlhat6 ({a,b)-n, akkor szigoruan monoton.

[ 1. Bizonyitsuk be, hogy ha f{ folytonos, szigoruan monoton, korli-
tos fliggvény (a,b)-n akkor f{{a,b)) nyilt intervallum,
2. Igaz marad-e az 4llitds, ha a monotonitist nem kdveteljilk meg?

1 Definicis,
N

Egy fliggvényt egy H halmazon folytonossi tehetSnek neveziink, ha
ott legfeljebb véges sok pontban megviltoztatva az értékét H-n
folytonos fiiggvényt kapunk.

1, Bizonyitsuk be, hogy korlitos intervallumon egyenletesen folytonos
fiiggvény korldtos,

2. Bizonyitsuk be, hogy egy - az [a,b] z4rt Intervallumon értel-
mezett, (a,b)-n folytonos [ fliggvény akkor &s csak akkor egyen-
letesen folytoros az (a,b) nyilt Intervallumon, ha folytonossa
tehetd [a,b 1-n.

! 1, a) Bizonyitsuk be, hogy ha az f fliggvény folytonos az [a, oco)
N~ intervallumon {a € R rogzitett) és létezik a véges lim f(x)
X+~co
hatarérték, akkor f egyenletesen folytonos 2z [a, co) inter-
vallumon'!
b) Igaz-e 1, azon megforditdisa, hogy ha egy fiiggvény egyenletesen
folytonos az [a, oo ) Intervallumon, akkor létezik a véges
im f(x) hatdrérték?
X -o00
2, Bizonyltsuk be, hogy korldtos, egyenletesen folytonos figgvények
szorzata Is egyenletesen folytonos! ‘
3. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges I intervallumon folytonos, korls- :
tos és monoton fiiggvény ott egyenletesen folytonos, ‘

1, a) Bizonyitsuk be, hogy ha adott egy IC R intervallum és egy
~ xoe I pont, és egy I-n értelmezett fliggvény egyenletesen

folytonos az I azon xo-ban zArt 11,12 részintervallumain,

melyekre X, 8z I-t osztoita, akkor a fliggvény egyenlefesen
folytonos az egész I-n,
b} Fenndll-e a) 4llitdsa, ha nem kotjikk ki, hogy 11.19 xo—b:m
z4rt? -
2. Bironyitsuk be, hogy f(x) = ¥ x egyenletesen folytonos egész
értelmezési tartominy4n,
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II. DIFFERENCIALS ZAMITAS

1. DIFFERENCIALHANYADOS, DIFFERENCIALHATGSAG.
FORMALIS DERIVALAS. MAGASABBREND{) DERIVALTAXK,
OSSZETETT ES INVERZ FUGGVENY DERIVALTJA

1,

I.NJ

EN

®

A differenciilhinyados definiciéja alapjin hatdrozzuk meg az alsbbi
fliggvények deriviltjit a megadott X, helyen!

2 1
fixy=x, x =65 3. f(x)= , x = 3
[+ Yx+1 [+]
1
2. f(x)=;, x, =3 4, f(x)=e*, x, = -1
it
5. f{x) = cos 3x , xo=‘;.

2, A differenciflhinyados definicidja alapjdn hatdrozzuk meg f£'(x)
derlvdlt értékét mindazon x értékekre, amelyekre létezik!

1. f{x) = ‘v X ’ 4. f(x) =

2. fx) = { x 5. fx) = 5

x
E]f(x)=Vx2 -1

6. f(x) = sin 2x

LR L

Jgazoljuk a differenclilhinyados definiciéjinak felhasznildsdval, hogy

az fz(x) fliggvény differenciflhaté mindazokon a helyeken, ahol -
f(x) differencidlhat6é! Hatdrozzuk Is meg fz(x) deriv4ltitiggvényét!

Legyen f értelmezve x = a egy kirnyezetében,
Tekintsilk a kivetkez§ 4llit4sokat:

Hath}-f(a-h}
A. Létezlk a lm L2 : ash) A, véges hatérérték.
h+o

B, Létezik a lim ﬂﬂ)h—_—gﬂ = A véges ‘hatfrérték.
h—-o
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C.Az f fliggvény a és a + h helyekhez tartozé megviltozisa a
kivetkezd alakban adhaté meg:

Af=fa+h)-fla)=Ah +& h, ahol A h-tdl fiiggetlen
{csak a -t6l fliggl) 4llandb és £-+0, ha h =0,

Kévetkezik-e A.-b6l B,, B.-b8l A,,A.-bél C., C,-b8l A., B.-bdl
C., ill. C, -bdlB.?

5. A differencldlisl szabilyok felhasznildsival derivdljuk az aldbbi
fiiggvényeket és illapitsuk meg, hogy a derivilt fliggvény x mely
értékeire van értelmezve!

- 1 2
1, f(x) = —L—u 8, f{x)= 3 tg x+In cos x
ﬁ +1
3
113 8. f(x) = (arc tg 2x)
2, f(x) = (3 - ;)
10, f(x) = (arc tg 2x)x
3 + 5x
8] fw-= 3 - bx 11, £(x) = arc sin (}1—{) . n%x
X
. = 12, = I/
4 £(x} sin x E(x}) = (sh 3x) ¢y 6x + 5
2 2 X
- 13, = -1) . =
5. £(x) = arc sin 1 x2 f{x) = In{x -1) .- arth 3
14x
X 3 X
arc tg 12 14, f(x) = log x+In 3+3 +x%sx
6, fix)=e + In(3x+1) :
7. fx)=10% +1gx
8., Az alibbl egyenletek mindegyike egy y = f(x) flggvényt ad meg

(implicit mdédon) az adott (xo. yo) pont egy kornyezetében:

] L+y’-=4, x =1, y =143

0 o
2
2 -y -3=0, =4, =3
Xy - ¥ X Yo
I
2x+ T
3. e‘y+sln(x+2y)=e4+l. x0=0;yo=?L.

Hatirozzuk meg e fliggvények x, -heli deriviltijit,
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DIFF ER ENCIALSZAMITAS
Hatarozzuk meg az aldbbi magasabbrendi deriviltakat!

f(x) = si.nzx + sin x ch x, f(s) = ?
2, f(x) = cos x f(33) = 9
3. f(x) = x2 sin x , f(10()) = ?
4, f{x) = xex . f(n) =9
5. f(x) = x° X, AL
8. f(x) = 1 i pr f(n) = 9
7. Hx) = i — AR
8. Ex)==x &, S

Vizsgéljuk meg az aldbbi fiiggvényeket, hogy az x = 0 helyen:

a} folytonosak-e

b) differencislhaték-e. Jelolje f:_ (a) az £ fliggvény a-beli johh-
oldali, f’ (a) az f filggvény a-beli baloldali deriviltjat. Hatdi-
rozzuk meg - amennyiben létezik ~ f’(0), flietve f:_ (0) és
£7(0) értékét!

Q) ) = Ix
@)  fx) = xIx|
.' f(x}) = | sin x|

fix) = x2(x + 1 x1)

4,
2
5. E(x} = cos V;
6. fix) = yxz(x + 3)2
7. fx) = e ' X'
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13,

L;.

GH

Mutassunk péld4t olyan folytonos filiggvényre, amely az x = 1,
x =2 &s x =3 helyen nem differencidlhaté!

2
X [cos (i)l , ha x#0
X
fix) =
0 , ha x=20

a) Mutassuk meg, hogy az x = 0 pont tetszdleges kbrnyezetében
talaihaté olyan hely, ahol f nem differenciilhaié, x = 0-ban
mégis derivilthatd a filggvény!

b) Folytonos-e ['(x) az x = 0 helyen?

fx) = | x - 2]°

Hatarozzuk meg az [’(x) és az f['(x) fliggvényeket!
Létezik-e f£77(2)7

Hol differencidlhaté egyszer, ill. kétszer az
2
-x +4 , ha x<1

2
f(x) = (x-2)"+2 , ha 1Sx<2

nA

2
(x-4) -2 , ha 2=x fliggvény?
Legyen ¢{x) mindeniiit folytonos Higgvény.
a) Differenciilhaté-e az x = a pontban az

f(x) = (x - a)p(x) flggvény?

b) Legyen g(x) = |x-al @(x). Hatirozzuk meg a g (a) bal és
g’{a) jobboldali differencidlhdnyadosockat! Milyen feltételt kell
teljesltenle (p(x)-nek - a fenti tulajdonsigin kiviil -, hogy g
derivdlhaté legyen a-ban?

Differencislhaté-e, &s ha lgen, hinyszor az E(x) = |(x—a)In
{n> 0 egész) fliggvény az x = a helyen?

Bizonyitsuk be, hogy ha f(x) pidros fliggvény és £'(0) 1létezik, ak-
kor f£'(0) = 0.

Legyen f dlfferenciflhaté (~ oo ,+ ©o)-ben, Igazoljuk, hogy

a) ha f{x) paros, akkor f'(x) péaratlan fliggvény;

b} ha f£(x} pdratlan, akkor f'(x) péros fliggvény;

c) ha f(x) periodikus, akkor f’(x) 1is perlodikus és f'(x) pe-
ritdusa megegyezik f(x) perl6dussval, '
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24,

DIFFER ENCIALSZAMITAS

21, Igazoljuk Darboux tételét: Ha az fi{x) fliggvény az [Ca,b] -ben diffe-

rencidlhaté és f£'(a) # £'(b), akkor f’(x) az intervallum belsejé&ben
minden olyan értéket felvesz, amely f’(a)} é&s £’(b) kozé esik.

MegadhatGk-e olyan fiiggvények, amelyek eleget tesznek az alibbi
feltételek valamelyikének?

a) f mindentitt differencidilhaté, esak az X helyen nem;

b) f differencidlhaté az X helyen, de annak egyetlen kdrnyezeté-

ben sem differenciflhaté,

Legyen

2
X , ha x = x0
f(x) =

ax + b , ha x>:~:0

Hogyan kell az a &s b egyiitthaték értékét megvilasztani, hogy
f(x) differencislhaté legyen az x = X, helyen?

Allithatjuk-e, hogy az f(x) = g(x) + h{x) Osszegfiiggvény nem diffe-
renciflhaté az x = X, pontban,- ha:

a) g(x) differencidlhaté xo—ban, de h(x) nem;

b) g(x) és h{x) egylke sem differenciilhaté xo—ban?

Indokoljuk meg -vilaszunkat!

Allithatjuk-e, hogy az f{x) = g(x) h(x)} szorzat nem differenciflhaté
az X = X pontban, ha:

a) g(x) differencislhaté xo—ban, de h{x) nem;

b) g{x) és h(x) egylke sem differenciilhaté xo-ban.
Indokoljuk meg védlaszunkat!

Mit 4llithatunk az E£(x) = g(h(x)) Osszetett Figgvény xo—beli diffe-
rencidlhatéssigsarol, ha:
a) g(x) differenciflhaté az x = h(x ) pontban, de h{(x) nem diffe-
o
renciilhaté xo—ban.

b) g(x) nem differencidlhaté a h(xo) helyen, de h(x) differencisl-
haté xo—ban.

c) g(x) nem differencidlhat6 a h(xo) pontban és h(x) sem diffe-
renciilhatd xo—ban.

d) g(x) differencidlhaté a h(xo) pontban &s hix) differencislhaté
xo—ban.

Indokoljuk meg v4laszunkat'

69



DIFFER ENCIALSZAMITAS

!@ Az I intervallumban legyen az f fUggvény kétszer derivdlhaté és
f'(x) # 0. Bizonyitsuk be, hogy az f(I} intervallumban

[f_I(Y)]" - _‘f_”(f—_T(lD__:;— !
K3 3))

2, A DIFFERENCIALHANYADOS ES A DIFFERENCIAL
GEOMETRIAI £S FIZIKAI ALKALMAZASAI

28, Irjuk fel az alsbbl gbrbék érint§jének és normilisinak egyenletét az
adott X értékhez tartozd pontban!

x+1
= -_-2
1 Y= x-1" %
|, 2 1
@ y = arcsin ¥t - x| X, =3
3
= +1 - :—1 :2 =
3 y = (x ) 3-x a)xo . !:J)x0 , c)xo 3

29, Hatdrozzuk meg az aldbbi gorbék esetében azokat a pontokat, ame-
lyekben a gbrbe érintSje pArhuzamos a megadott egyenletii egyenes-
sel! Irjuk fel e pontokban az érintG egyenletét!

3
1, y=x +1, y=3x-1

1 1
—arctgx"f_—, y=~'2-x

oo
]
!

2 2
3. x +y =25, 3x -4y +T=20
4, y = s8in x + cos x , x tengely
30. Hatdrozzuk meg az alibbi girbék metszési szbgét!

y

2, y—xz .Y=I/?

sinx, y=-cosx

70




33

DIFFERENCIALSZAMITAS

2 2 2
3. y2=4x-x,x +y =8

4, y=Inx, x tengely

Bizonyitsuk be, hogy az x2 - y2 =a ésaz xy=>5b (ab dllan-
d6) hiperbolaseregek ortogonilisok, azaz az egyik sereg minden gbr-
béje derékszdgben mstszi a misik sereg valamennyi gorbéjét!
x#0,y#0)

Legyen f(x)> 0 mindentitt differencidlhaté fiiggvény. Bizonyitsuk

2
be, hogy az y; = fix) és az Yy = f(x)e™*" gbrbék metszéspontji-
ban érintSik megegyeznek!

Igaz-e, hogy az aldbbi gbrbék mindegyikének origébeli érintoje ax
¥ = X egyenes?

I

y sinx,y=arcsinx,y=tgx,y=arctgx,

y=shx, y=arshx,y=thx, y=ar th x,

Van-e vizszintes érintSje, vagy félérintdje az 2l4bbi figgvények gor-
béjének?

a) fix) = ——i b) f(x)=x Vx3—6x2 + 89x

1 - sin x

2 1
Bizonyitsuk be, hogy az y = ax  parabola tetszoleges pontjsban hu-
zott érintbje az x tengelyt az érintési pont abszeisszdjinak felénél
metszi!

Hatdrozzuk meg az a &s b paraméterek értékét ugy, hogy az

2 :
¥y = a{x-3) + b parabola az y tengelyt —il szigben messe,

csucspontja pedig az y = X egyenesen legyen!

Bizonyitsuk be, hogy az xy = 1 hiperbola bdarmely pontjiban huzott
érintSje, az x tengely és az y tengely mindlg azonos teriiletii h4-
romszdget hatirol!

Hatdrozzuk meg az s = s(t) ut-id8 fliggvény 4ltal leirt pontmozgis
sebességét és gyorsuldsit az adott t, idSpontban)

B

2
a) s = In (t +1), to = 2

t2
+6t,t =0
o)

i

b) s =3



DIFF ER ENCIALSZAMITAS

89.

a1,

Irjuk fel az al4bbi fliggvények differencidljat!

i
1. fix)y = =
1 x-1
2. f(x}) = 3 In ;H
3 1
3. flx) = x - 3
X

3 B
a) Irjuk fel az f(x) = x  Fliggvény ériékének Af megvilto dsat
{ha a fiiggetlen viltozdé x = xo—rc‘)l X=X + h-ra viltozik) -

Af= AAx+ €& Ax alakban forész és elenyészd rész bssze-
geként, és mutassuk meg, hogy llm €& =0 ! )
h-»o

b) Szdmitsuk ki kozelitOleg f(x) = x3 értékét az X = 0,99 pont-
ban az F(l) = 1 dsszefliggés felhaszndldsival! :

Egy kocka térfogata V = 1000 dm3,

a} Mennyivel viltozlk kizelitSen a térfogata, ha éleit 1 cm-rel nd-
veljtik?

b) KozelitSen hdny cm-rel kell az élek hosszit ndvelni, hogy a tér-
fogata 10 dm3-rel ndvekedjék?

A nehézségl gyorsulds g értékét 2 m hosszu matematikal inga
400 lengésének mért idejébsl, 400 T = 1135 sec-bdl akarjuk megha-
tdrozni, H4ny % bizonytalansigot okoz ¢ meg}_;até.rozés'aban az,
hogy a lengések Bssz-idejét 0,5 sec pontossiggal tudtuk mérni?

Egy gomb sugarat 1%-kal noveljilk. Kozelit8leg hdny %-kal né a tér-
fognt?

H4any dm-rel kell ndvelni egy 1000 liter térfogatu gdmb sugarit, hogy
térfogata k3zelltden 10 literrel ndvekedjék?

3. L'HOSPITAL SZABALY

45,

Hatirozzuk meg - amennyiben létezik - az algbbl hatirértékeket!
Allapitsuk meg, hogy melyeknél nem vezet célra, ill, nem célszerll
a L'Hospital szabily alkalmazisa. {(Minden esetben 4dllapitsuk meg a
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hatirozatlan kifejezést tipusat: (%) H (%); (o0 - oo}, {0.c0); (0°)
0% 4%y

i aX - bx
1. lm —S2E 11, lim 222 (@a>o0, b>n
arcsin x X
X-»0 X~=0
cos X n
2. “";LL L @ lim ’Lx- (n>0 egész)
X== 2 X-=40o e
2
\ sh x-x n e .
@ lim ~ 5 @ um = {n pozitiv egés.)
X+0 X X f{a>0 valds)
X-++co a
. arctg x - arth x
lim =3 lim  ShX
X0 sin x X w400 ch x
5, lim —Inx . ch (x+a}
-1 T . 15. lim b (%o
X ctg( 2 X} X > 400 ch (x-a)
2 1
%" sing) - L 2 + b~ (n pozitiv
lim _sin . %= +00 b & xn egész,
X+=0 0< a<hb
) 1 valds)
X
2
lim e—x 17, lim  x2(eX + 35
X++0 X~ -0o
1L 1s, lim (x-2)ctg (T x)
X X2
3 lim &
X+~-0 X 1 i
im (% - —3)
X+=0 X sin x
. X - gin x
9, lim —————
xe0 X% sin x X 1
20, - —
0 lim (x—l In x
o - xa x=1
1u. iim (a_-t1)
xea *° 2 1 1
: 21, lim & - )
X X
X0 e -1
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@ lm  (n x).In(l-x) 1
x~1-0 29, lim x1
sin -1
lim @25 ¥ %
X+ -0 a X
30, im (1 +3)
','E In X X+
24, lim |cos (‘E X) 1
x-+-1-0 )
sin xx
31, 1i
25, lim  &f m )
X X0
X—+»+too _1_
2
— cos x
32, i
286, lim  ({ctg x)ln x xl_l‘_nl (ch X )
X—+=+10
X
X 33. Hm  {th x)
217. lim U X X~ + 00
X-»+ o0
ctg(x-a)
X tg x
_ 1 34,  lim &%
28. lim {1 + =) x-a+otg a
X—=+0

46, Léteznek-e az aldbbi hatdrértékek? Alkalmazhaté-e a I’Hospital

szabgly?
lim X - sin x 3 lim X - s:m X
X + sin x a sin x
X-> +co X+=+too x e
X - gin x
2 1li —_—
- m sin x

X=t+to0 X e

[1<9
-3
.

H47.| a) Igazoljuk, hogy ha f(x) kétszer differencislhaté xo-ban, akkor:

B(x, - h)-2 f(x ) + B(x_ + h)
lim B = f”(xo) .
h->o h

b) Adjunk példat arra, hogy a baloldali hatdrérték létezhet akkor
is, ha f nem differencidlhaté kétszer xo—ban.
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4, TAYLOR-POLINOM

48, Becsiiljik meg az aldbbi kbzelités hibdjit az adott intervallumban!

X X X X £, =
@ emlexagmrnr L an, 05xF)
3
2. sihxmxx- >, |K!§;
3
X 1
@ thzx+§, lxigg
49. Milyen x-ek esetén hasznilhaté 0,001 pontosséggal a
2
cos X =1 - x? kozelités?

a) Irjuk fel az aldbbi fiiggvények.adott X, helyéhez tartoz6, adott
fokszdmu Taylor polinomjdt!

Loy=x, x =1, T, (x)

1
cos X , xo— 6 Tl(x)

B
~
il

3
b) Szdmitsuk ki (0,92) és cos 28°  kozelit értékét a fenti Taylor
polinomok segitségével, és becsililjik meg a kbzelités hib4jst!

51 Irjuk fel az alsbbl fliggvények adott fokszimu Taylor-polinomjst az
x =1 helyen! Becsliljilk meg a Taylor-polinom és a fiiggvény elté-
rését az adott intervallumban!

a) y = x5 + &X"1 . Ts(x) s X€ [0;2]

y= |x. Tyx) , x € [1; 1,25]

2
62, Hatdrozzuk meg az f(x) = x e figgvény 10, deriviltjat az x = 0
helyen!
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53, Szédmitsuk ki a) e értékét 10“5 pontosséiggal,
b) {5 értékét 10_4 pontossiggal !

54, Bizonyitsuk be, hogy

3 3 5
X < <., X X 2
x - sin X x -7+, ha x=0
x2 x3 -X 1‘:2 x3 x4
_ X _ X <1 - X _X X
b) 1 x+2 6<e 1 x+2 6+24' ha x > 0,

@ Adjunk meg a ch x fiiggvényt az X, = 0 helyen kdzelité Taylor
polinomok koziil egy olyant, amely a [0,1] intervallumon _10-2-né1
kisebb hibival kbzelit!

5. KOZEPERTETETELEK (ROLLE, LAGRANGE, CAUCHY)

56. Alkalmazhat6-e az aldbbi fiiggvényekre az adott intervallumokban a
Rolle tétel? Ha igen, hatdrozzuk meg olyan ¥ helyet, melyre
£(8) = 0.

2
1, fx)=x -4x, O0=Z2xS4

Xx , ha x €(-1,1)
f(x)={

¢ , ha

]
1l
!

-

an

7]

b
n

[

3
(@) i) = \/?—1 , -13x%1
4, f(x) = |arctg x|, -%5 '%‘
fx)=lnx (1 - ln x), 15xS
@ Hatirozzuk meg a derivdlis elvégzése nélkil a
p(xy= (x - 2,1)}(x - 2,3)x - 2,5)x - 2,7)
polinom derivéltjanak gyokeit 0,1-nél kisebb hibdval!
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2
Legyen g(x) = (x - 1)(x), ahol az f(x) fiiggvény differencislhatd

[-1,1]-ben, Bizonyitsuk be, hogy 3—5 -nek létezik legaldbb egy zérus
helye {(-1,1)-ben!

Alkalmazhat6-e az alébbi fliggvényekre a megadott Intervallumokban a
Lagrange-féle kozépértéktétel? Ha igen, hatirozzunk meg olyan ¥

értékeket, melyekre f£'(%) - fb)yia) .

b-a
- 1 <, 5
1. f(x)—2x+-;, 1=x=2
X
2, f(x) = arctg x , —1§x§1
- 1<, < <, <
3. f(x) = | arctg x| -2—x—1 Bmo=x=1
X 1 , ha x#0
(B4 (x—1)2 4< X < 0
4, f(x) = ,
0 y ha x=10,

Legyen f[{x) differencilhaté (a,b)-ben. Igaz-e, hogy van olyan

¢ € (a,b), amelyre f’(c) = E&g"—_—"g&l ? Ha igaz, bizonyitsuk be,
ha nem igaz, mutassunk ellenpéldst!

Igazoljuk hogy az f(x) = sin x , g(x) = cos x flggvényekre a

[J—: , %] intervallumban alkalmazhaté a Cauchy-féle kiozépértéktétel,
&s hatdrozzunk meg olyan ¥ é&rtéket, amelyre:

g' (%)

T X
g5 - 8
Bizonyitsuk be, hogy:
| sin a - sin b P la-b|, ahol a,b tetszSleges;

- - «
at2> <tga-tghc azb, ahol 0< b< a< 3

cos b cos a
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i
EI tg x - 1< 2x —?L, ha 0<x<‘1£;

(y-x)cos y < sin y - sin x < (y-x)cos x, ha 0<x<y<l;';

cos a - cos b | i
@ [slna—sinb <1 ha 0<a<b< .

163, Bizonyitsuk be, hogy az

2 1
fix)=(x -1} 0 fuggvény tizedik deviviltjdnak 10 kiilonbdz8 gyske
van (-1,1)-ben!

a) Legyen p(x) a-edfoku polinom. Bizonyitsuk be, hogy ha a
px) = 0 egyenletnek n kiilonb5z& valés gybke van, askkor van

p’(x) = 0 -nak legaldbb (n-1) kiilonbszs valos gyske!

. n n-1 2 _
b) Bizonyitsuk be, hogy ha az anx + an_lx. S P ayX + alx—o
egyenletnek az X > 0 sz4m gyoke, akkor az

xn_1+ -1 xn-2+ + 2a_x + ={ letnek
noa; (n )an_1 cen a, a1 = egyenletnek van

xo-nal kisebb pozitlv gydke!

_ Legyen f[(x) folytonos [a,b] -ben és differencidlhaté (a,b)-ben;
f(xk) =0, ha k=1,2,,..,n &s xk€ (a,b), tovdbbd f(a)> 0 &s

£'{a) > 0.
Mutassuk meg, hogy az f’(x) derivaltiliggvénynek legalsbb n da-
rab nullahelye van (a,b)-ben!

166 Igazoljuk, hogy ha f(x) folytonos [a,b7] -ben és differencislhat6
Ca,c) -ben és (c,b] -ben, akkor f’(x)-nek rnem lehet megsziin-
tethet8 szakadisa x = ¢ -ben!

b} Lehet-e f’(x)-nek mis jellegii szakaddsa?

67.| Igazoljuk, hogy ha f differencislhaté és [’ korldtes az I inter-
vallumban, akkor f egyenletesen folytonos I-n!

6. FUGGVENYVIZSGALAT

68, Hatirozzuk meg azokat az intervallumokat, amelyekben a kévetkez§
figgvények szigoruan monoton ndvekedsSk, illetve cabkkendk:
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1. f(x) = x5 + 2x3 -7 5, fix) = x2 - In xz
2 2

2, f(x)= — f(x) = In 3
2 (1+x)

: 2

3. f(x)= %2+ 2 cos x 7. fx)=e X DX

4, fx) = x + sin x

8. fix) = oin x

. 2

Allapitsuk meg az f(x) = x + 2 In(cos x) fliggvény értelmezési
tartomanyst! Bizonyitsuk be, hogy a fliggvény szigoruan monoton fo-
gy6 5 [0, %‘) intervallumban !

Bizonyitsuk be, hogy ha f(x) és g(x) [a,b]-ben folytonos,

(a,b)-ben differencidlhaté, és f'(x)> g’(x) a<x<b esetén,
akkor f(b) - f{a) > g(b) - g(a).

Bizonyitsuk be, hogy ha f(x) [a,b] -ben folytonos, (a,b)-ben diffe-
rencidlhat6, és l8tezik olyan m 4lland6, hogy

f'x) >m (a<zx <h), akkor ﬁ%%@>m

Bizonyitsuk be, hogy az

x+xzsln% , ha x#0
f(x) =
0 , ha x=20
filggvény lokdlisan ndvekedS az x = 0 pontban, de e pont egyetlen

(-€,€) kornyezetében sem monoton ndvekedS! (£ > o) Vazoljuk a
fiiggvény grafikonj4t!

Hatdrozzuk meg az alibbi filggvények lokdlis szélsGértékhelyeit!

1
L B =x+

£x) = |x]la|x|

Meghatdrozhat6-e a k 4lland6 értéke ugy, hogy az f(x)= x+ke_k}'I
fliggvénynek az x = 0 helyen
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®

80

a) lokilis maximuma,
b) lokdlis minimuma,

inflexiés pontja
egyen?

Bizonyitsuk be, hogy az

2 1 2 1
X+ 5 X sin; , ha x#0
f(x) =

0 , ha x=20

fiiggvénynek az x = 0 helyen lokidlis minimuma van, pedig e pontban
az els§ differencidlhdnyados nem vilt eldjelet.

Legyen
1
elxl(ﬁ+sln1‘) ha x #0
f(x) = x
0 , ha x=0,
1
|x1(2 + cos =) , ha x#0
X
gix) =
0 , ha x=20,

a) Differencidlhaték-e a fenti fiiggvények x = G-ban?
b) Van-e lokilis szélsdértékiik x = 0-ban?

Legyen

x + x sin ‘11: , ha x #0
fx) =

0 , ha x=10,
Mutassuk meg, hogy az f(x) fliggvény girbéje az X, = 0 pontbeli
érintGje foldtt halad, bar nincs az X, = 0 pontnak olyan kdrnyezete,
shol a Figgvény alulrél konvex lenne. Vizoljuk a fliggvény grafikonjat!

Hat4irozzuk meg az aldbbl fliggvények maximilis, illetve minimilis
értékét az adott intervallumokban!

f(x)=xarcslnx+V1-x2, R3]
@ f(x) = sin 2x - x , _'j—;"—5x=<’2—“-
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Hatirozzuk meg azokat az intervallumokat, ahol az f(x)= 3x + cos x
filggvény girbéje alulrél konvex, Illetve konkdv! Hol van inflexiés
pontja e fiiggvénynek?
Hatdrozzuk meg az alibbi fliggvények linedris aszimptotiinak egyen-
lotét ! .
}1—‘ 3, fx)= 1 3
1, fx) = (x + 2)e | 1+ e-x
@ f(x) = x arctg x x2
4, fix) = 1+x
Végezziink teljes fliggvényvizagilatot és dbrizoljuk vizlatosan az
aldbbi fliggvényeket!
2
fix) = 2x - x3 11, f(x) = xx, x> 0)
12, =g -
2. £(x) = 2x2 _ x4 f(x) = x - arctg x
3 9 13, f{x) = x arctg x
() fx) =x -3x +3x+1
f(x) = x In|x]
® -
(1) f(x) = _ .2
x - 1)2 1s5. fx)=x In x
1 16.  f(x) = (Ix|-1)a{lx|-1)
5 fix) = x + )
b4 @ f(x) = 1x] - In{l+x- |x|)
1 x2 In x
6. f(x) = % + o 1s, f(x) = <
2 19, f(x) = In |sin x|
@ fix) = ot In x
f(x) = e cos x
- X
8. fx)=e 2%
21, flx) = x + 2
A x -1
f(x) = el-x
» 22, f(x) = arccos 1 -x
fix)=x e
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183,

8.

85.

86.

8%7.

82

n
Hat4rozzuk meg az a = F n sorozat legnagyobb tagjat!

Hatirozzuk meg az alibbl gorbék linedris aszimptotiit

X - +oco esetén (a konstans)!

b) X +y =a
Vizsgiljuk meg és sbrdzoljuk védzlatosan az aldbbi girbéket!

2 2
3 3
Sy’ -1

x(y2+1)=1

1. Igaz-e az aldbbi 4llitds:
Ha f£(x) folytonos [a,b]-ban és f(a) f(b) < 0, akkor pontosan
egy olyan t € (a,b) van, amelyre f(¥) = 0. Ha nem igaz, akkor
fogalmazzuk 4t a tételt ugy, hogy igaz legyen!

@ Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi egyenletnek pontosan egy valls

gybke van:

3
x5+2x -4=0,

Legyen

3
i =x+1) | x.

a) Differencidlhaté~e f(x) a [-1,+1] intervallumban?
(b)) Van-e a fiiggvénynek legnagyobb értéke [-1,1] -ben?
(c)) Invertslhaté-e £{x) az adott intervallumban?

Bizonyitsuk be az alibbi egyenlftlenségeket !

ex>1+x, ha x# 0

@ Inx<x-1 ha x#1 é x>0
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a-b a _a-bhb

<In &£ <c=—
® 2 Wy <Ty (0 <b<a)
—},Z-E'x<si.nx<x, ha x € (0, g)

Bizonyitsuk be, hogy ha f(x) konvex [a,b]-ben, akkor tetsz8leges

f(xl) + f(xz)

> ! +x2)
Xy X5 € [a,b] esetén _—E'_"_=f (—2— .

Bizonyitsuk be, hogy

Xty
a) ex+ey>2e . ha x #y
+
h) xlnx+y1ny>(x+y)1n§—2‘y', ha x>0, y>0, x#y.

i190.] Legyen f folytonos, ha xZ0 és £{0) = 0.

Létezzék f£'(x) és legyen f° moncton nov8, ha x > 0, Mutassuk

meg, hogy az ﬂx& filggvény monoton név6 x> 0 esetén!

SP 4 (l-x)p s 1, ha p >1 rogzitett

91.| Bizonyitsuk be, hogy

oP1
valés szam és 0 = xS 1.

92. Van-e lok4lis szélsdértéke, illetve inflexiés pontja az x = 0 pontban
az aldbbi figgvényeknek?

fix) = x4 62x

b) g(x) = x3 er
n -x2
c) hix) = x e {n >0 egész)
_ L A
x2 x2
193, fx) = e , ha x#0 g(x) = xe , ha x#0
0 , ha x=10, ¢ , ha x=20
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Bizonyitsuk be, hogy a fentl fliggvények az x =0 helyen akdrhany-
szor differenciflhat6k és f(x)-nek lokilis minimuma van, g(x)-nek
pedig nincs ebben a pontban lokélis szélsértéke, bér

0y = g™oy=0 @=1,2,3,...).

7. SZOVEGES SZELSOERTEKFELADATOK

94,| Osszuk fel 12-t két részre ugy, hogy a részek
a) szorzata maximéills legyen,
b) négyzetdsszege minimillis legyen!

95. Hatdrozzuk meg azt a legnagyobb térfogatu hengert, amelynél a ten-
gelymetszet kerillete 10 egység!

96, Egy folyé partjin egy 3200 m?2 tertiletii, téglalap alaku telket aka-
runk elkeriteni a lehetd legrovidebb keritéssel, A foly6 partjin nem
allitunk keritést. Hogyan vilasszuk a téglalap oldalait?

97, V térfogatu, négyzetalapu felill nyitott tartdlyt. akarunk késziteni a
legkevesebb anyagb6l, Mekkorik legyenek az oldalélek? '

Adott F felszinli, zdrt egyenes korhengerek koziil melyiknek leg-
nagyobb a térfogata? .

Egy r sugaru kirbe irhat6é derékszogii négyszogek kozill melyiknek
legnagyobb a terillete?

100, Adott R sugaru korlemezbdl mekkora nyilisszogl kdrcikket kell ki-
vignunk, hogy maximilis térfogatu tdlesért kapjunk?

101] Egy t6 partjitél 300 m-re tartédzkodunk egy csbnakban., A parton, a
cs6nakb6l a partra bocsitott merfleges talppontjitél 1000 m-re van
az sllom4s, Elérhetjik-e a 21 perc mulva indulé vonatot, ha a viz-
ben a csénakkal percenként 48 m-t, a parton pedig percenként 60 m-t
tudunk megtenni?

8. EGYENLETEK KOZELITO MEGOLDASA

102] Igazoljuk, hogy-alkalmazhaté a Newton féle érint&médszer az
xX = 10 egyenlet gySkének meghatdrozisira! Hatdrozzuk meg a gyd-
kbt kbzelitoleg!
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103, a) Bizonyitsuk be, hogy az x? + 2x3 +x-1=0 egyenletnek pon-
tosan egy valés gySke vamr és alkalmazhat6 a Newton mdédszer a
gytk ktzelitd meghatirozdisira! Honnan célszerli az eljaridst indi-
tani? T

b} Hatdrozzuk meg a gybkit kizelitbleg!

104! Hatirozzuk meg az x = tg x egyenlet legkisebb pozitiv gyckét ko-

zelitOleg! Alkalmazhaté-e az iterici6?
105, Hatirozzuk meg az alibbi egyenletek valés gybkeit kizelitSleg!

ax* v 25> -3k -5 =0

2. 3x3-x2+2x-2=0
3. 10x=e"I
4, 2x = cos x

5, sin x=1nx

9. PARAMETERESEN ES POLARKOORDINATAS ALAKBAN
ADOTT GORBEK ES DERIVALTJAIK

2 .2 2 ..
106, Irju_k _fel az (x - xo} +{y - yo) = g  kOrvonal paraméteres egyen-

letrendszerét, paraméterként a futé6 pontot a kbr ktzéppontjival Gssze-
kitd szakasz t Irdnyszbgét haszndlva,

107. KiiszSboljiik ki 2 't paramétert az al4bbi egyenletrendszerekbdl, és
dllapfsuk meg, milyen gbrbét hatfrozmak meg az egyes egyenlet-

rendszerek !
X =a2acost , ahol a,b >0 constans ,
y=bsint 0St<2K
2, x=acht , ahol a,b >0 constans
=b sht ~oo<t< +o00
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3. X = t2- 1

108, a) Irjuk fel u ciklow~r ik, azaz annak a gorbének a paraméteres
' egyenletrends/ori, 'melyet egy egyenes mentén csuszismentesen
gordiilé korvonal egy kiszemelt pontja leir. Jeldljitk a kor sugarit
9 -val, az egyenest, amely mentén gordiil, vilasszuk az x ten-
gyelnek, s a kiinduldhelyzetben a kor az origbban érintse az x
tengelyt. A kir origébell P pontjinak pdlydjat irjuk le, A t
paraméter vilasztisa az dbrin lathatd.

37, dbra

@ Szamitsuk ki a ciklols P(x,y) pontbell érintSjének irdnytangensét!
Adjunk médszert az érinté megszerkesztésére!

Irjuk fel az x

¥

sint-tcost
} egyenletrendszerrel adott

cost+tsint

gbrbe t = {L‘ paraméterti pontjsban az érintd és a normilis egyen-
letét!

110, a) Igazoljuk, hogy bdrmely y = f(x) alakban megadott grbe dtirhaté
paraméteres alakba!
b) Igaz-e, hogy birmely paraméteres egyenletrendszerrel megadott
gbrbe 4tirhaté y = f(x) alakba?
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v 2t® 43

111) Vizsgiljuk meg az x

3 alakban megadott gbrbét
t +3t+5

y

a t=-2 paraméterii pont kbrnyezetében!

Megjegyzés a 112-121, feladatokhoz: Az aldbblakban a poldrkoordingta-
rendszert és a derékszigii koordinita-rendszert ugy helyezzikk egy-
mésra, hogy az origé egybeessék a pblussal, a poldrtengely pedig

az x tengely pozltiv felével.

112, TIrjuk fel az aldbbi gbrbék polirkoordinitis egyenletét!

1, x = a egyenes
2, y = b egyenes

2
3, x - a)2 + y2 =a, {a>0 Kkonstans)

113, Adjuk meg az alfibbi girbék egyenletét derékszogii koordindta-rend-
szerben, &s fllapitsuk meg milyen gérbér6l van sz6!

1 r= 4 13, r=—4"-
. cosq S Vcosch
2, r =6 cosq
1
H[a] r- 9.2
(cos 2)

Hatdrozzuk meg a girbe egy paraméteres alakjit!

114, a) Irjuk fel a kardoid polirkoordinitis alakjit! E gorbe ugy keletke-
zik, hogy egy kbr érintSire a kor keriiletének egy rdgzitett pontja-
b6l merdlegeseket bocsitunk, a kardiold e merdlegesek talppont-
jainak mértani helye. Jeldljik a kor sugarit ¢ -val, a kort he-
lyezzikk ugy el, hogy 4tmérlje a poldrtengelyen, a rogzitett pont
a pblusban legyen.

Hatdrozzuk meg a kardioid azon paraméteres alakjit, amikor pa-
raméternek a polirszoget vdlasztjuk, valamint a gdrbe azon érin-
t6inek egyenletét, amelyek pirhuzamosak a polsirtengellyel!

1115, Milyen girbét hatdroznak meg az aldbbi polirkoordinitdis alakban
adott filggvények? Irjuk fel a gtrbék paraméteres egyenletrendszerét
paraméternek a poldrszbget vilasztva, valamint a gbrbék adott pont-
bell érintSjének egyenletét!

> =

@ r=39 . =
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3 i

2, r=e¢, cp0=—6
3 _ L _3®

. r—q, , cpo 5

T ¢
4. r=2Ycos2¢q, @ =5 ° S Sy
5. r=2cos ¢, q>0=0

H1i 6] Bizonyitsuk be az alsdbbi 4llitdst:

Legyen egy g gorbe poldrkoordinitis egyenlete r = r(¢). Ha az
r(¢p) fliggvény differencislhat6 és r' # 0, akkor g egy P pont-
jahoz tartozé r radiuszvektor és a P-beli érintd 4ltal bezért w
I .

rl

*zbgre fennsll: tg w =

!@ Igazoljuk, hogy az T = a ekcP (a >0, k # 0 konstansok) logarit-
mikus spirilis birmely P pontjshoz tartozé rddiuszvektor és érin-
t3 4ltal bezart szdg 4llandé! Abrdzoljuk a spiralist!

,(1]. Q; Igazoljuk, -hogy az r = % @ax>2o0 konstans) hiperbolikus spirills

aszimptotdja az y = a egyenes!

119, Blzonyitsuk be, hogy az r = 2 cosg és az r = 2 sing girbék
derékszdgben metszik egymaist!

120, Hatirozzuk meg az aldbbi fliggvények értelmezési tartomédnydt! Mi-
lyen gorbéket hatiroznak meg a fliggvények?

1, r = cosQ 4, r = Vcos 4
2, r = ﬂcos:_r 5. r = Vrcos ng (n.>0 egész)
3. 1= [cos 29

121, A lemniszk4ta azon pontok mértani helye, amelyeknek 2 adott pont-
tél valé tivolsdgainak szorzata egyenl6 a 2 adott pont féltdvolsdgi-
nak négyzetével,

a) Irjuk fel a lemniszk4ta egyenletét poldrkoordinitds alakban, a 2
pontot az x tengelyen az origéra szimmetrikusan helyezve el!

b) Vizoljuk fel a girbét!

¢) Irjuk fel a gorbe egyenletét derékszogit koordindtik segitségével !
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10, VEGYES FELADATOK

122,

-
Do
2]
»

Differenciilhaték-e az aldbbi fliggvények az x = 1 pontban?

® x-1
. T ha x#1
x-1
2
fx) = 1+
0 , ha x=1
b) A1
x-1 x-1 » ha x#1
e -1
f(x) = 1
3 , ha x=1

a} Bizonyitsuk be, hogy ha [ differenciilhaté az [a, +oco) inter-
vallumen, &s léteznek a lim f(x) és lim f'(x) véges ha-

X -+ oo X+ oo
térértékek, akkor lim f'(x)=0 .
X =+00
b) A lim f'(x) = 0 feltételbdl kivetkezik-e, hogy lim  f{x)
X>+oco X—++o0o
véges?
Hatirozzuk meg a p és g paraméterek értékét ugy, hogy az
2 .
y = o {Ix| > c) gbrbedarabot klegészitve az y=p+q x2

ET
(x| E c) parabolalvvel sima (azaz folytonos és minden pontban érin-
tdvel rendelkezd) gorbét kapjunk!

Mutassuk meg, hogy az y = y{x) fliggvény, amelyet az

xX=2t+t
2 } egyenletrendszer definiil, differenciflhaté x = 0
y = 5t + 4t|t|
esetén, azonban a derivilt nem szdmithaté a dy = ‘Y-@)'
dx| _ x(0)
formuldval! X=0

-2
arctg i‘ =in [ x + yz. Hatirozzuk meg y'(x) értékét az (1,0)

pontban!
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1+x
1127, Hatdrozzuk meg az f(x) = -’g—'x— (x > 0) fliggvény linedris
aszimptotijit! {1 + x)

! Végezziink teljes fliggvényvizsgdlatot, és dbr4zoljuk vdzlaiosan az
aldbbi fliggvényeket!
2
2 1-
X 2, f{x) = arc cos X
1 +x 1+x

i, f(x) = are sin

129, Legyen a ¢p(x) filggvény n-szer differenciflhaté x = a -ban. Ha-
tdrozzuk meg

n

[dn‘x ~a)” ‘“’":I értékeét!
dx

X=a
1130, Bizonyitsuk be, hogy:

(40)

20 40!
[ 00 x ] =307

_. (n) - n 2 k
b e =e 3 (1f BLE,
k=0 (k!y (n-k)!
(n) n 2
2 -
o [0 = T & .
k=0
10
131} Bizonyitsuk be, hogy 2 p{x) = [ (x - k) polinom deriviltjdra
k=0

p’@) = (-1)'n! (Lo-n)! , (@=0,1,2,...,10).

!@ Legyen pn(x) =x - xn-l—l An=2,3,...)

a) Bizonyitsuk be, hogy a pn(x) = (0 egyenletnek pontosan egy gyo-

ke van az [1,2] intervallumban: §n (tetszfleges n = 2,3,...
esetén)!

b) Igazoljuk, hogy a §n gyokdk monoton fogyé sorozatot alkotnak!
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133. Milyen c¢ valés szdm esetén van az aldbbi egyenleteknek egy, illet-
ve két megoldisa?

a} xInx=c¢

b) xe-x=c

[

34, Legyen f értelmezési tartoménya (~o00,+00), és tegyik fel, hogy

1E(x) - £(y)}] = x - y)2 VX,y € {~0o,+ 00) esetén. Bizonyitsuk be,
hogy f = 4llandé!

- sign x bérmely

o |2

1
135) Bizonyitsuk be, hogy arctg x + arctg -
x # 0 valés szim esetén!

136, Legyen f(x)= e-xlxl'

a) Bizonyitsuk be, hogy f invertdlhaté (- oo,+ oo)-ben, és adjuk

meg f-l -et! -1
b) Hol folytonos és hol differenciilhaté f = ?

137, Bizonyitsuk be az aldbbli egyenldtlenségeket !

ex<1+(e-1)x » ha 0<x«<l
2 [y
cos x >1 - x , ha 0<x<-2L—
4 ‘s < e (S S 4
c) X = {aretg x| = |x| , ha s X5
x3
x-—3—<arctgx , ha x>0
x3 T
tgx>x+? , ha 0<x<?

o

a < . x
£ = $q1 -2 X
@ 1-"5=cosx=1-"+

pyp_l(x—y) S PP S pxp-l(x—y), ha 0<y<x é p>1

n k
Hol konvex az f{x}) = e x :—:T fliggvény a (0,+ oo) Intervallu-
mon? k=0 "’
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1139, a) Bizonyitsuk be, hogy ha az [ fliggvény nem korldtos az (a,b)
intervallumon, akker £’ sem lehet korlitos (a,b)-n!
b) Igaz-e a tétel megforditdsa?

tl140! Bizonyitsuk be, hogy ha f kétszer differencidihats, és f"(x} £0
v x € (a,b) esetén, akkor Y €€ {a,b)-hez talalhaté oly.a

c,d € (a,b), hogy f'(¥)= L cc :fjd :

1141, Legyen az f és a g fliggvény legaldbb. 3-szor differenciilhatd a
[2,+c0) intervallumban, f(k)(2)=g(k)(2), ha %=0,1,2, és

By > g
x > 2!

{(x), ha x > 2, Igazoljuk, hogy £(x)> g{x), ha
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II1. INTEGRALSZAMITAS

1. HATAROZATLAN INTEGRAL

©

|_N

I:.o

[~

2
2 2
Igazoljuk, hogy a F{x) = Jzi . Va - X + aE arc sin }i fliggvény

2 2
az f(x) = V a - x fiiggvény egyik primitiv fliggvénye, a F(x}+c
filggvénysereg pedig f(x) hatirozatlan integrdlja a (- |al, jal)
Intervallumon,

2
Keressiik meg az f(x) = 3x  fiiggvény azon primitiv fiiggvényét,
amelynek gtrbéje illeszkedik a P(2,6) pontra,

2 .
fliggvény azon Integrilgdrbéjének egyen-

Irjuk fel az f£(x) =
x +1
letét, amely dtmegy a P(1,1) ponton.

Adjuk meg azon gorbesereg y = F(x)} + C alaku egyenletét, amely-
nek gorbéihez vont érint§ irfnytangense tetszileges x helyen:

»

y = ctig X.

Irjuk fel azon gdrbe y = F(x) + ¢, alaku egyenletét, melynek érin-

o
tGje az x helyen y' = "'74'— irdnytangensii, s amely dtmegy a

T in 2
P(ZL- ., 1} ponton. S X

A kbvetkezO feladatokban adjuk meg a primitiv fliggvényeket és azok
értelmezési tartominyét is. (6-132) ‘

1.1, Alapintegrilokra visszavezethets feladatok

2
.

2 e

X . ‘ .

8. Nx?f?‘\/? ax if 2"6 o



INTEGRALSZAMITAS

-1
2 2
S w [ o
55 + 5
1] fmdx 13 fi’—‘—’idx
x -1 i x -2
£ X _ £
14, j2smzcoszdx 15, j(cos4x slns)dx
o o e
cos X sin x tg x

1 .
(182) j—ﬁdx 19. | (3sh x - 2ch 3x) dx

sin x,co8 x

[ n2x ax 21, J; dx
e-x

2x X

a9 jwdx @ l-e o
—_ e3}: X
1-!~.e2

24, je3xch5xdx 25, jexshxdx

1,2, Trigonometrikus szorzat integralok

(26;) fcos 6x . cos Tx dx @ fsin 2x.cos 5x dx
2 2
Jcos ’2—‘ dx fsin (1-2x) dx

{ stnx ax

1.3.J[fx)1™, £ (x) dx alaku Integrilok

31, Jv-:l__—dx 32, 3 e dx
1-6x V(x2—5x +10)7

M



) [ o
5~ 4x
35, f singx. cos x dx
37, j—c—o—‘;i dx
sin x
39, : dx
V(l-xz)arc sin x
4, _chx o
3
U sh x
|f 3
43, j—%ﬁ’-—idx
1.4, jf(x) dx alaku integrilok
a5, [ tex dx
47, f — ax
(1+x ) arc tg x
X
49, fl - 2x dx
3x
51, j—-?,-f— dx
e +5
1.5, [Hqu) .
tgx
53. J S dx
cos X

44,

¢’ (x) dx alaky integrilok

INTEGRALSZAMITAS

_/ cosax dx
jsln 3x . V 1-cos 3x dx
j tg x dx

cos X

ar sh x

1 +x

jex. V1+exdx

ex(ch2x + sh 2x) ax
ch 3x
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55, fx. sin x2 dx 56

1
57,
2 2
cos X, |/ I+tg x

dx 28.

._
=]
Tl

— e
RS
3

1.6.Teljes négyzetté kiegészitve alapintegrilokra

visszavezethetd feladatok

dx
é&._[';j—_ 60,
X +2x+ 6

X =6x + 1

|c=
(]
.

j dx 64,
V 4 + 2x - x2
1,7, Parclélis inteprilis

fxsiandx | 66,

j dx
2

2x -12x + 23
j dx

V x“-4x + 40
f dx

v 2

X + 6X

2
fxcos x dx

67, f 2x-x) shx dx j (3x - 5) o2X*3 gy

[ 1ne® + 15 ax 70,

flnzxdx

2
® [ @ ¢ 2
cOS X

.xex
® [ i
(x+1)
@ Ja.rc sin x dx 6.
i farchxdx . . T8,

.
— 5 dx

j(lﬂcz)2

fx arc tg x dx

fesx.cos 5x dx
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sin x
on dx
e

79. fcos X, shx dx 80,

1.8.Raciondlis tortfiiggvények inteprilisa
3x -1

(31;) J - dx 82, j
X -2x -3

X

;
3 2x5 - 3x2
x 1 +3x -

83,

(x 2 )(x -1 )(x+l )

_Xx-5
dx 90,

(xc+1 )x 2)

1.9. Integraldas helyettesitéssel

a k
[rek ]
R(x ,..., X ) dx alaku irracionilis

integrilok racionalizilédsa:
91| —f——_d"_—— . [—&
1+
x x(l - V_)
4 5
fx. I x+3dx f(x-3)Vx+1dx

f
. V—x*-—l .J 1+V—X

97
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Raciondlis tortfliggvények integriljira
vezetd helyettesitések:

2x X
97, 2 dx 98. [ & dx
X — 2x
e +1 e +1
ex ex—l ex
29, %+3 dx 100. g dx
sh x
1 J 1
101
g Jslnxdx 102, cos:\:dX
1 j 1
1—‘ml"jl—slnzﬂtdx 104, 2—cctsxdx
1 l +sinx
105.. fsmx+cosxx+1dx 106. Isinx(lé—cosx)
1 1
10—'?"fslnx-!—tgxdx L0s, ,{1+tgx
1
109, j—de 11 J 1 dx
=, = 3
1-tg x cos X
2 <13
R (fax  + bx + ¢) integralja:
111 2-1
1114 r——d" n2) |

@ IVX + 6x + 10 dx jp1+2x-x2dx
@ JVZx + 8x + 5 dx 118, j 5x° - 7 dx

| i [ =
2
vx +4x + 2 xhx-2x+5



INTEGRALSZAMITAS
1.10.Vegyes feladatok

2
119, f{x—3)tg(x-6x+7)dx jxarcsinxdx
R 3
I-x
1
121. J st Vx ax 122, j ——
XIn x
2,
123, fsin {2x-1) ch(3x + 2) dx 124, f 2x + 32 dax
x +1)
+ 1 2 3% - 5
lzij(x_1)dx 126, j 2" dx
* 2% -12x+23
127, Jarc €oS 1 dx 128, f 1 - cos x
X Ea— 1 +cos x
129, jz_l—’dx 130, J —_ dx
- 2 2
e I
x2 . x &
131, j 3 2 dx 132, | —X& 4«
X +5x + 8x + 4 J <
1l +e

A primitiv fliggvények szdmitissal tértén6 meghatfrozfsainak gyakor-
lisdval pirhuzamosan célszerii megismerkedni a Bronstejn-Szemengyajev:
Matematikai Zsebkonyv c. munkijiban taldlhaté integriltiblizat hasznilati-
val is (426, old,-474, old,), Az alabbiakban megadiuk a feladattdr néhdny
feladatinak szdmét, melyeknél ajinljuk, hogy az Integraltiblizat segitsé-
gével is keressiik meg a primitiv fiiggvényt: 1II/1.: 26, 29, 59, 63, 67,
77, 78, 91, 92, 98, 103, 106, 108, 111, 117,
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2, HATAROZOTT INTEGRAL

Allapitsuk meg az alibbl végtelen sorok Osszegét hatirozott integril

segitségével:
T wm [As L 1]
33 m | hel e Tt o
n-oco
r 1 2 2n-1
134, lim gt gt T 5 ]
n+oco {n n n
B 2
135.  lim z + S ——2—]
n-=- oo L |' 41’12—12 4[12 _ 22 4[]2— n2
136, lim 2n 2t T3 nz L.t ‘—Z—H——é
n+eco | n +1 n +2 n + (n-1)
m m m
1"+ 2 +,,.+n
137, lim -~} {m > 0)
n-» oo n
n Inl + :{‘l')
138, lim _n—

n-roco k=1
. Sz&mitsuk ki az aldbbl hatdrozott integrdlok értékét az Integraldsi

szakasz megfelelS felosztdsdval integral-kozelitd Osszeg hatérértéke-
ként:

a
jxk dx (2 # 0, k # -1, egyenletes szakaszbeosztissal)
0

b
14140 jxk dx (a,b > 0, k # ~1; mértani sorozat szerint viltozd oszté-
2 pontok alkaimazésival)
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et

b
141 ]idx (az elozo feladat speciilis esete k = -l-re)
a

ex dx (egyenletes felosztissal)

1
142] J
0

b
11143 J sin x dx (egyenletes felosztdssal)
a

Allapitsuk meg, hogy integrilhat6k-e a kovetkezS fiiggvények a meg-
adott intervallumon:

by
slh —
2 2
4]  fx) - —2, x€[-a°, a”]
L
|Sin_x_‘

i
sg (sin —) , ha x# 0
f(x) = { x

0 , ha x=03 xe€/lo0,1]

x2 , ha x lrracionilis

146  f(x) =
x , ha x racionilis ; x € [o0,1]
0, ha x=0
147 f(x) =
== 1 1 2
x-[x]' ha x#of xE[O,a]
d 1
148, f(x) = o~ (arc tg ) 3 xe[-1,1].
X
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149,

1150,

151,

102

a) Legyen f(x) + g(x) integrdlhat6 [a,b ]-ben. Kovetkezik-e ebbs!
f(x) és gix) [a,b J-bell integralhatésiga?

b) Legyen f(x) . g(x) Iintegrilhaté [a,b ]-ben. Kdvetkezlk-e ebbél,
hogy f£(x) és g(x) Is Integrilhat6 ([a,b] -ben?

¢) Legyen |f(x)] integrdlhaté [a,b]-ben. Kivetkezik-e ebbdl,
hogy £(x) Integrilhaté [a,b ]-ben?

b
a) Igazoljuk, hogy ha f(x) dx 1étezlk, akkor van olyan £ € (a,b),

ahol f folytonos, a
b

b) Igazoljuk, hogy ha f(x) dx 1étezik, akkor [a,b] minden belsd

J

a
részintervallumiban van f-nek folytonossigi helye,
b

¢} Igazoljuk, hogy ha Jf(x) dx 1létezik, f(x)= 0, és [a,b]-n

a
ill. egy f € (a,b) folytonossigi helyen f(§)> 0, akkor
b

Jf(x) dx > 0,

a
d) Legyen £(x) integr4lhaté [a,b] -ben, Bizonyitsuk be, hogy az
b

sz(x) dx = 0 egyenit8ség akkor és csak akkor teljesiil, ha f(x)

a
minden [a,b ]-beli folytonossdgi pontjdban £{x) = 0.

Legyen f(x) korldtos &s monoton fHiggvény a (0,17 intervallumban,
Mutassuk meg, hogy

1
Ly k_,d
lf(x)dx—nkglf(n)fO(n).

(A Q&) =90y (x), x €X (nagyords) kifejezés azt jel6li, hogy lé-
tezik olyan A 4llandé, melyre |[¢{x)] € A | w(x)] minden
x € X-re,)
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Dontsilk el, léteznek-e akivetkezd integralok;
indokoljuk meg v4laszunkat:

2 2
152, a) j fx)dz 3 b) ]‘ [£x)| dx 3 o) jfz(x) dx ;
0 0 0

1, ha x raclonilis
ahol f(x) = {

-1, ha x Iirracionilis.

2
153 J (sg x) x2 cos x dx

[ETE

-1 -1
L 0, ha x= i
157, j f(x) dx, ahol f(x) = {
0 X egyébként (m >0, egész).

Igazoljuk az aldbbl egyenlétlenségeket:

1
158 1-§<j et ax<1
0
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100
e X :
—& <
159 0<JX+100 dx €1
0
2K
160 4—511\} dx £ 4T
0 1+-2'cosx
1 7 .
Qel) 0 <] —2——ax<=+
22 3 " 8
0 1+ x
1
L< —_—E gy <iin
7 3 3 2 2
0 x +2x +1
4 4
+1
0<j tgn xdx<J tgnxdx n=1,2,...,)
N
0 0
1
|j €oS X 4 1< 1n 2 (c tetszoleges valds szdm)
>, x+1
0

< K

®

iy
2
\j cos!"dx
X
f
2

2
e-a tg x dx értékére,

-
=23
5

Adjunk alsé és felsé becslést

GBI

167] Vizsgdljuk meg, hogy [(x) = x* Integrilhaté-e [0,17]-ben; ha
fgen, adjunk alsé és felsG becslést az Integril értékére.
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168; Bizonyitsuk be, hogy ha f(x) differencidlhaté, konkdv figgvény

Ca,b 1 -ben, akkor

b
(b-2) ﬂi’;—f@ ij(x) ax < (b-a) f("‘zi’) X
a

Szamitsuk ki az aldbbi integrilok értékét:

In 2 In 2
x X
169, / xe dx 170, f e -1 dx
0 0
e 1
171, jiln x| dx 172, J —E—
1 3 Vs -ax
e
1 a
173, J arc cos x dx 174, J xz a2 - x2
0 0
2 x2, ha 0<x¥1
175, j fix)dx , ahol f(x)=
S 2-x, ha 1< x<2
1
X, ha 0 x <t
178, J f(x) dx , ahol f(x) = 1-x
. =& <
0 t 1t ,ha t< x<¥X1
x
2 4
2 X
177 J VI -2 |x| + x" dx 178, f ) dx
3 o cos X
1007 8 3 ——
179, Jlil—rms 2a dx j LY 1ex dx
0 1
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L
2 2
. X _ 1
181 f — S g% 182, j g dx
[ sin x + cos x I
e +1
0 ¢
4 1
J —Vx 184, f are sin¥x
1+21—; 0 VX(].—X)
Alkalmazhaté-e a Newton-Leibniz formula az alibbi integrilok kiszi-
mitdsanil:
1 1
4 1 d 1
— et 1 R —_— —
185, j dx (arc tg x) dx 86 j ax 1 dx
-1 -1 1+ 25

Magyarizzuk meg, hogy az aldbbi integrilok esetében az x vAltozd
megadott helyettesitése miért vezet hamis eredményre:

Bizonyitsuk be, hogy ha f(x) folytonos [a,b] -ben, akkor

b 1
J f(x) dx = (b - a) J f(at+(b-a) x) dx .
a 0
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: INTEGRALSZAMITAS
i Igazoljuk, hogy ha a > 0, akkor

2
a a
j xsf(xz)dx=!'2' jxf{x)dx.
0 ¢

Rekurziés formulék segitségével szdémitsuk ki a kivetkez8, n-t8l mint
paramétertdl filggd integrdlokat,

n >0 egész)

1
ez, 1 = J ™ an x)" dx (m > 0)

0

X

4 1

2n o B

'193. I = J tg x dx 184, 1 = J (l-x ) dx

0 0

Szdmitsuk ki az aldbbi hatirozott integrilokat, amelyekben az in-
tegrandus korl4tos, szakadisos fliggvény:

3 [
J sgn (x-xs)dx j X sgn (cos x) dx
" N
0 0
2 n+l
X .
197, J [e ]dx 198, J In[x)dx n > 0, egész)
0 -1
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3. VALTOZS FELSO HATARU HATAROZOTT
INTEGRAL (INTEGRALFUGGVENY)

Hatdrozzuk meg az aldbbi deriviltakat:

b
d 2
199, a) d_b I sin x~ dx (a A4ll.)
J .
b
d 2
b)da ] sin x dx (b 4l1l,)
a
b
c}i sinxzdx {a és b 4ll,)
ax .
a
2x
200, dix J In (1 +t)dt x > 0)
X
x3
dx 4
2 1+t
X
cos X
202, 4 cos (& t2) dt
sin x

203) Muatassuk meg, hogy ha u nem filgg v-tdl, akkor
2
v

2
u

v v
4 sl.nxzdx+i stnxzdx= cos x dx .
du dv

u u
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Igazoljuk, hogy £{x) = I str: 2t dt kielégiti az x d

INTEGRALSZAMITAS

2
X

0

= 8 X cos 2x2 differenciilegyentetet,

205

| Milyen folytonos fiiggvényekre 411 fenn az alibbi egyenl8ség 7

X
J yx)de =2y - 1.
1

206,

Legyen f(x)> 0, folytonos ftiggvény. Blzonyitsuk be, hogy x =2 0

esetén

t £(t) dt

LSS—

¢ (x) = ndvekvd fliggvény,

f(t) dt

S |

207, a) Hogyan kell "a" értékét megvilasztani, hogy

X

fix) = J 1§tt'

a
folytonos fiiggvény legyen?

b) Differencidlhaté-e a g(x) = f l'd—;;__ fliggvény?

2

208, Vizsgiljuk meg, hogy az

X

2 .
+t -2
f(x) = J + dt f[liggvénynek létezik-e a [0, ﬁ] inter-

+
0 t 1

vallumban helyl széls6értéke.
Amennyiben Igen, hatirozzuk meg,
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X
2
209, Legyen f(x)= f_t arc sin t dt.
0

a) Milyen pozitly x-ekre differenciilhaté f(x)?
b) Irjuk fel a fliggvény X, = % pontbell érintdegyenesének egyenletét,

X
J t2 arc sin t dt

() Hatérozzuk meg lim = érteket.
x-=0

X, ha -1S$x<1
210, Legyen f(x) = { 2
2x ,ha 1sSx%x2 ,

Adjuk meg a [-1,2] intervallumhoz tartozé integrilftiggvényt.

2
211. Legyen f{x)= (I-x} , ha

0x<x1
0 , ha 1<x<2
x-1 , ha 2<x<3

Adjuk meg a [0,3] Intervallumhoz tartozé integrilfiiggvényt. Alla-
pitsuk meg, hogy ez a [0,3] mely pontjaiban folytonos, ill. diffe-
rencidlhaté.

Szamitsuk ki az aldbbi hat&rértékeket:
4

2
J cos t dt

@ i
X

x+0

X
J In{l+t) dt
0

213, lim
x-0 X
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214] 1lim

X +o00

[N -1 —
i)

sin x
tg t dt
J
0
tg x

fﬂsin t dt
0

215, lm
X+ +0

4, IMPROPRIUS INTEGRAL

Szdmitsuk ki az aldbbi integrilok értékét, amennyiben konvergensek:

o) o0
216 f o ¥ ax 217, fe 6% ix
0 0
[ore] 0
1 1
218, | == dx 219, dx
x (2x-1)2
1 S0
o0
220, f L ax 221, | —}— &
3 1 ind 3 ey

oo 2 oo
222, f X g-x dx 223, j e-x cos x dx
0 0
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o0 o0
j e‘rx-dx 225, j > dx
0 3 X -3x + 2
oo i oo
j 2 ax zz7.j—-——g——a"°;"dx
7 2+3x X
-00 1 .

[> =] o9
o e
L(l .x ! (1+::)2 dx

Sz4amitsuk ki az aldbbl Integrdlok értékét, amennyiben konvergensek:

1 1
dx dx
—_— 231, -
j < —3——f x
0 0
1 2
232, J dx 233, ]_g_x__
-1 ﬂ-xz 0 Vtix - x
a ¢
234, j e @_f dx
-2 v (:A:+1)2 0 xIn x
1 1
236, J arc sin x .. 237, ] L ax
9 1 x|
0 1-x -1
3 2
J xdxl Eﬁﬂ.j - dx
N’ =
0 0 X 4x +3

X sin ax
bx
e

[=1
r-9
£
S m——
5
=
L]
&
Q.
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dx

(sln x + cos x)2

[ S Y

Vizsgiljuk meg a kbvetkezd integrdlok konvergencisjat:

oo 1
e-x 1
[ @ | =e
X N 3
1 . 1] 1 -x
x _
2 : : ».
" dx @ dax
J Uslnx Jx+sl:.\2x
0o . 1 .
o0
J — 3 (m>1)
0 (x + v 1+x2)m '
b
dx .
——— 5 (b>a)
#(x-a)(-x*—b) ’
oo o0
J — a0 B J—-d"i—
° 1+x sin x 1 xpln X
I8
2 _ oo
I —dx ' ) 252, J —dx S
slnpx. <:osl"'l x xp + X
0 0
Sz4mitsuk ki az al4bbi hatdrértékeket: x e
: 4
1 IV1_+ t dt
Um x J-@}idt 254, lm —-
— 3
x>0 X t X--00 X
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o0

1 -
ft etdt

1255, Hm =

x-=0 1n 1
X

5. AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAI

5.1. Tertiletszimitsis

Készitstink vdzlatot, majd hatirozzuk meg az aldbbi girbék 4ltal hatdrolt
siktartomény geometrial teriiletét:

256, y=4-x2 és y=10

257, y=j—< és y=2,5-x

258, y = x(x-1) és y = 3x
2
259, y=s8inx és y="F x

1
"/2+Y1/2=1 68 x+y=1
N

2 2
26l, y=x +2x és y=4-x
y=x4 és y=3x2-2
263.x=y2 és x=4§y2+1

2 :
264, Hatd4rozzuk meg az y = x - 4x + 3 [iggvény girbéje és a koor-
dindtatengelyek 4ltal bezirt véges teriiletet.
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Hatirozzuk meg azt a terilletet, amelyet az y -tengely, az
y = {x gbrbe, valamint annak x_ = 4 abszelssz4ju pontjihoz tar-
toz6 érint8je hatdrol. °

Hatdrozzuk meg az y = x{l-x) parabola, tovibb4i az X, = 0 és
X = 2 gbszclssz4ju pontjaiban huzott érint8k 4ltal hatirolt teriiletet.
Hatdrozzuk meg az y = ex, y = e_x, x =1 gorbék 4lital beziart
idom teriiletét,

Allapitsuk meg, milyen terliletii részekre bontja az x2 + yz = 16
kort az yz = 6x parabola,

Igazoljuk, hogy a bevonalkizott parabolaszelet teriilete % -része a

hur, az x - tengely és az érintd 4ltal hatdrolt OABA tertiletének!

¥ A

i
i
|

g 8 Q X

Szdmitsuk kil az y = gorbe x > 0 darabja és a gbrbe
x +1
aszimptotsja 4ltal bezirt teriilet nagysigit.
2 2 3
Szdmitsuk ki az x =2t -t , y = 2t -t paraméteres girbe alatti

teriiletet a 0 < t £ 2 hatirok kizdtt.

Szamitsuk kl az x = a cost, y = b sint paraméteres eg'yenletrend-

274,

szerrel adott ellipszis teriiletét,
Mekkora az x = —c%s—t s ¥ = b sint paraméteres egyenletrendszerrel

P
megadott gdrbe [0, IL] intervallumhoz tartozé lve alattl teriilet?

3
r cos ¢t

3
rsin t

Mekkora az { X

y

asziroid terillete?
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276, Kisz&mitand6 egy teljes clklois-iv alatti teriilet!
A clklois egyenlet:jendszere:

= r{t-sin t), ¥y = q(l-cos t).
Mekkora az x=c¢o8 2t, ¥y = cos t egyenletrendszerii parabola és .

az y-tengely kzé esd sikrész teriilete?

77, Mekkora az r = 2a cos gbrbe 0 € ¢ € z Ive alatti tertilet?
gil, < ¢ =7

¢

2 ° .
278, Szé&mitsuk ki az r = e logaritmikus spirdlis 0 € g €T fve
4ltal meghatirozott szektortartomény teriiletét! '

.
- 279, Szémitsuk ki az .r = 2Vcos 2¢ lemniszkéta —"- q;<—f:- ve
4ltal meghatirozott szektortartomény terilletét!

280, Hatirozzuk meg az r = 4 sugaru kdr r = 4 | cos 2¢ lemniszki—
tan kiviil esd részének teriiletét! '

Hatfrozzuk meg az r = 4 | cos 2¢ lemniszkita r = 2 kbron ki-

viil es8 részének teriltetét!
. Mekkora az

r=

&2 b2

2 2
z_;. smq>+b cos

‘ poldregyenletti gbrbe ¢ < @ £ 25 tve fltal meghatdrozott szektortar:

tomé.ny terﬁlete? . S
283, Hatdrozzuk meg Dy értékét ugy, hogy az r = Zcp archimedesi

spirdlis 0 &£ cp Sqao fve 4ltal meghatarozott szektortartoméiny te-
riilete 20 terilletegység legyen,

5.2.Ivhossz-szfimitis

Bzdmitsuk ki az aldbbi gbrbék megadott Intervallumhoz tartozé ivel-
‘nek hosszét:

3/2

284, y=x

[~
A
™

A
o

=
A
"
A

B

2 _
286, y=1Inlx) ,
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286, y =1 - In{cos x) , OSxS%

287, y= o , mM2<x<$In3
o2

288, vy = , 0€x%¥1

289, Hatdrozzuk meg x értékét ugy, hogy 4z y = ch x girbe 0-i6l
x-1g terjed8 lvének hossza 15 egység legyen!

2 2

3 3 -
290, Szémitsuk ki az x +y = a egyenlettel megadott girbe
' (asztroid) teljes ivhosszét! :

oo

Hatérozzuk meg az algbbl paraméteres egyenletrerdszerekkel meg-
" adott gorbék ivhosazit:

£
201, x=e sint i
0SSt < —
t ' - 2
y=e cost
292i XxX=cos t
y=LZanam 0<t S24@

8

293, Szémitsuk ki a clklois egy teljes ivének hosszit!

294, ,’x=(t2—2)slnt+2tcost,
y=(2-t2)cost+2tslnt. 0StsT

Hat4drozzuk meg az alibbl poldrkoordinitis egyenletekkel me'gadott‘
gbrbék Ivhossz4t:

295, r=a @, 0 2% ; (a> 0}
296,

r=2a{l+cos @) 0S¢ SX; (2a>0)
1 i <
297 r =5, S Sgs®
I S < X
298, T = Trcos ’ gl < )
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5.3.Forgistestek térfogata

wla, ¥

118

Forgassuk meg az alibbl gorbeiveket az x-tengely koriil és szdmit-
suk ki a keletkezd forgistestek térfogatat:

y=:':, a)1 € x<¥3, by1< x < o0
1= ﬁ+{y—, 1<x £4

- b S P (4
y—1+cosz. 2\"‘2

=xe, a0<x<1, b)oo<x £ 0,

Szimlitsuk ki az alibbl egyenletekkel megadott gdrbeivek y-tengely
kériill megforgatisdval keletkezd forgastestek térfogatst:

1 1
y=— 3+ gSysli
1 +x

Az y = x2 gbrbe y-tengely kbriill megforgatisival keletkezd tar-
tilyban 2 egység magassigig folyadék van, Mennyire emelkedik a
szabad folyadékfelszin, ha térfogategységnyl folyadékot toltlink még
hozz4a?

3/2
Az y =x / gorbe (Nell-féle parabola) y 2 0 4ginak 0<x € a
ivét megforgatjuk mindkét tengely korill. Milyen "a" érték mellett
lesz a megfeleld két forgistest térfogata egyenld?

Messiik el az x2 + y2 =2, y20 [8lkort az y = x2 paraboldval,
Szdmitsuk ki az 4brdn bevonalkdzott stktartominy x-tengely kortili
megfogatisival nyert test térfogatit!
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-z Z x

Hatdrozzuk meg az al4ibbl gdrbeivek x-tengely kbrilll megforgatdsdval
keletkez§ forgdstestek térfogatat:

310, XxX=cos8t
{y=sln2t . OStS—g‘
2 3
311, X=¢ cos ¢t
2
[+ 3 T
y=-7 sin t D&ts?
312, x=t-tht
1
= ———— £t <
Y cent * 0t to
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MEGOLDASOK ES UTMUTATASOK

i, FEJEZET
i,

a)l,

2.

b) &,

Ertelmezési tartomény D, =RN{-1} hiszen a 0 kivéte-

l1ével minden szimra értelmezett az osztis,
Ertékkészlet, Kérdés: mely y valés szdmok esetén van
olyan x € Dy, hogy

1
ety | )

(1) akkor és csak akkor 4ll fenn, ha

1
X = ; -1 (2)
Mivel

(2) jobb oldala, minden y # 0 valés szdmra értelmezett,
igy az értékkészlet:

R, =R {o}.

Ertelmezési tartomsny,
Mivel a nevezd mindlg pozitiv, 68 tetszdleges pozitlv sz4dm-

mal valé osztis értelmezett: Df = R.

. Ertékkészlet. Ugyanugy, shogy a)-ban, azt vizsgdljuk, hogy

mely y€R szdmok esetén van x € D,, hogy

1

y= 3)

x2+1
{3) akkor és csakis akkor 4l fenn, ha

2

x ==-1 ' ' (4)

St f
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EcvyﬂLTo;és FUGGVENYEK ALAPVETG TULAJDONSAGAI
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

Mivel x°2 0 Vx€R, (4)-bél az adedik, hogy csak
olyan y val6s szdmok lehetnek az értékkészlet elemei,
melyekre

-120 (5)

=

azaz 0<y <1,

Minden ilyen y eleme az értékkészletnek, mert (5)-tel
(4) akkor és csak akkor 4ll fenn, ha

X =+ v % -1, azaz minden y € (0,1) esetén két olyan

x is van, melyekre y = 21 , €8 x =0 esetén y =1,
x +1
Tehit R, = (0,1].

2, D, = R, Rf= (-00,3]
3. D, = RN{-1}, R =R~ {1}
4, Df=[—3,3], Rf=[0,33

5. Df=c_1’0}U[1|°°)s Rt.:[ﬂ,OO)

6. D, =R\[0,1), R, = {% n=+1,+2 +3,..}

1
7.Df=[0,oo), R, = {E' 1}
8, Df = (-101]1 Rf= {Ole}

9. a) D, = (-1,1), R, = (-;— , 00)

b) 13f =RN{1} , R, =R {o}
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10. a) D, = {3 ks k = o, #1, +2,... } ,
R, ={k k = o, #1, #2,... }
b)D, =R,
R = { k k = o, #1, +2,... }
11.8) Dy =R, = R c)Df=R,Rf=f0,oo)
b)Df=Rf=[o,oo)

12, Df = Rf = R
1. a) E-n  monoton névd Fiiggvények.
b) E-n szigoruan monoton csikkend fliggvények,

2, Van olyan X 0%y € H, hog:y X <X, és f(xl)< f(xz).

valamint olyan x .x4 € H, hogy x_,< x, és f(x3) >f(x4).

3 3 4

3. 2. f monoton (a,b) U (c,d)} -n
ha a<x<c¢ és b<y<d, akkor (példiul ha f monoton novd)
f(x) £ f(c) < £(b) < £(y),

a tobbi eset triviilis
b) f akkor és csak akkor monoton, ha

sup f(x) és inf f(x) 1éteznek, é&s
XE (a,b) X €(c,d)

sup f(x) € inf f(x).
x¢€(a,b) x €(c,d)
@Ha volna olyan I' C I, melyen f monoton &s pl. 11 cr ,
I1 # I', akkor kellene lennie olyan Xis Xp9 Yi» ¥y € 1 pontok-
nak, hogy XY, € I'nN L, X59¥, € 'n I, és X < ¥y
Xy < ¥y 4 de a feltételbdl: f(xl) > f(yl) és f(xz) < f(yz), amli

ellentmond annak, hogy f az I'-n monoton.
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HATARBERTEK, FOLYTONOSSAG
4, Nem,

x2 1€ x<o
pl. Ex)=<. T a=-1, b=o, ec=1
0 0 x <1

(Ha szigoru monotonitist kivetellink meg, akkor igen.)

4, 1[a]p, = [-1,1]

Ha 0<x<y <1, akkor

1 2|/1-xE >V1-y2;o.

Tehét ha 0 € x <y <1, akkor f(x) > f(y). Ugyanigy l4thaté
be, hogy ha -1< x <y £ 0, skkor f(x) < f(y). Ezért vég-
eredményben: a figgvény [-1,0] -4n szigoruan monoton ndvl
és [0,1] -en szigoruan monoton csitkkens, és 3, pl. 3. alap-
jén ezek legbfvebb ilyen intervallumok, _

Me\gjeggzés, Az eredmény megkaphat6é abhél ls, hogy ha

X,y € Df, akkoer f(x) - fy)= {1-x - Vl-y =
2 2 2 2
_fl=x ) - -y ) _ y -x
v l—x2 + | I-yz v 1--x2 + y l-y2
E kifejezés elfjelét vizsgilva az eldbbi eredményt kapjuk.

(&) D, =R {1}.

Ha x,y € Df, akkor

1 1 - x
f(x)'f(”=;i";3=(_x-¥1)(y_f—17' azaz ha y > x, akkor

f(x) - f(y) >0, ha x,y € ("OO,I) vagy X,y € (13 oo ),

Az, hogy ezek a legbfvebb flyen Intervallumok, abb6l Kkévetkezlk,
hogy f(x}< 0, ha x<1, és f(x)> 0, ha x >1, .
(-oo,-1)-en és (-1, co)-en szigoruan monoton csbkken.

Ha x, y,€D, 3 3
N Yy - X
f(x) - £(y) =

{1 +x3 X1 +y3 )
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) HAIARERTéfq FOLY'TONOSSAG
d) {~oo0,0 -n szigoruan monoton cstkkeno, [0, co)-en szigoruan

monoton ndvekedd,
e) (—oo, - El] -en szigoruan monoton csitkken, [— -'2‘1, co }-en szl-
goruan monoton nd. '
2, Nines {a fiiggvény az xo=0 tetsz8leges kirnyezetében felveszi a

+1 &s a -1 értéket is),

a) Nem: nincs egyértelmii vdlasz, mert pl. az [1,2] intervallumon
korlstos, de a (0,1] intervallumon nem,
b) Nem: a korlitossig ténye fiigg a tekintett halmaztdl is (14sd
a) pont), nem pusztin a fliggvény tulajdonsiga.
c¢) 1. Nem: (- 0o, oo )-en nem korlitos, de ¥Ya,b€R , a<b
esetén [a,b 1-n igen,
2, Igen: a [0, oo)-en korlatos és tetszdleges X <0 esetén az
(¢, oo })-en mir nem.

1, a) Igen.
b) Mem: l-hez: a korldtossigbdl nem kovetkezik, hogy a fliggvény
fel is veszi maximumét és, minimumait; 2. pedig fennill minden
E-n értelmezett fligevényre.
2. Minden X wval6s szdmhoz van olyan x € E, hogy |[f(x)| > K.

1, a) Mivel f(x) €< su f(x} VXEE -re, s g(x)< sup gx)
X€E X€E

V x € E-re, igy f(x)+ g{x} $sup f(x) + sup g(x)
x€EE X€EE

Vx € E-re. Ebb8l l4tszik, hogy sup f(x) + sup g(x) felsd
X€EE X€EE

koriitja f(x) + g(x)-nek, tehit nem lehet sup {(f(x}+g(x))-nél
kisebb. xEE
b) Hasonibéan a)-hoz, .
2,a)f(x) = inf f(x) Vx €E -re, Igy -f(x)<-inf [x) Vx €E-
X€EE : : X€EE

re, tehdt sup (-[(x)) < -inf £(x).
X€EE X€E

Indirekt moédon bizonyitunk, Tegyiik fel, hogy

sup (-f{(x)) < -inf f(x). Ekkor -sup (-f(x)) > Inf £(x},
XEE X€EE " X€E XEE

-

-+
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HATAR ERTEK FOLYTO NOSSAG
de akkor van olyan X, € E hogy =-sup (-f(x))> f(x ) >
X€EE

> inf f(x), amib8l sup (-f(x)) < —f(x }: ellentmondss,
X€EE xXEE

b} a)-b6l -~f(x) helyettesitéssel,
3. bpl. f(x)=18lnx, g(x)=-sinx ,

a) Nem pl. y = I = (0,1)

®

x ’

b) Igen: Heine-Borel lefedési tétel miatt.
Minden ponthoz vAlasztva egy kSrnyezetet, amelyben lok4lisan
korldtos, ezekbdl kivélaszthaté véges sok, melyek uniéja lefe-
di az egész Intervallumot, &s amelyekhez tartoz6 korlitok ki-
ziil a legnagyobb j6 az egész intervallumon.

2. Ha pl.x,-ban f lokédlisan korldtos volna, akkor xo-nak lenne olyan

S(xo) kornyezete, hogy X € S(x ), X = -?' osetén

f(x) = n<K (1) teljesiilne, Ha x ES(x ) akkor |Ix| €L

valamely L-re azaz

|M=I%|=L%LSL gy im| €n-LSK.L

azaz csak olyan racionills szfimok eshetnek S(x-o)-ba melyek

szdmlfl6ja abszolut értékben kisebb K-L-nél és melyeknek neve-
zGje K-ndl kisebb ((1) mtatt), Ilyen t&rtb&l azonban csak véges
sok van, ellentmondisban azzal, hogy tetszdleges valés szém tet-
szdleges kdrnyezetében végtelen sok racionilis sz&m van,

9, LTJ a} 1, Felilrdl nem korldtos. Ugyanis: Legyen K > 0 tetszéleges
val6s,

1
(1-x)

> K akkor és csak akkor, ha

1-—1—<x<1+—1— {1)

/x /k

1

2 fx

Igy VK>0 esetén y=1+ -ra fennsll, hogy
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egyrészt y € (1, co), mésrészt (1) miatt

fiy) = 12>K.

1-y)

Azaz tetszbleges K > 0 és ebbll kbzvetleniil adédéan tet-
szbleges K val6s esetén van olyan y € (1, oo), hogy
f(y} > K, ami a korldtossig definicl6jival Hsszevetve 4llita-
sunk igazolisa.

2, Alulrél korlitos, hiszen >0 Vx€ER 2)
(1-x)
3, inf f(x) = 0 Ugyanis: Legyen £ >0 tetszSleges
X€(1,00)
1 1

<E akkor és csak akkor ha |x-1] > ~—=— 3

Mivel x €(, c0) esetén x-1 >0, igv ha x>1+ ‘/1? ’

akkor egyrészt x € (1, co), mésrészt (3)-bél

f(x) = < &, aml {2)-vel az 4llitist adja.

1-x)*

4. Nincs olyan x € (1,00) melyre f(x) = inf fix) = 0,
xE(l.oo)

hiszen egy tort akkor és csak akkor 0, ha asziml4léja az.
b) Mivel £(x) monoton csdkkend (1, oo )-en, igy

max fx}=£2)=1,

x€[2,4] ;
min f{x) = f4) = % . :
x€l2,4]
2.a) max  fx)=fo) =1, Inf f(x) = 0, nem veszi fel.
X €(-00, o0) X €(~00, o0}
b) max fx=Ffo)=1, min f(x) = £2) =55 .

XG(']-,ZJ xE(—llz]
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3. a) ssup [f(x) =1, nem veszl fel, min [E(x}= fo)=10 .

X €lo, <o) x€[0, 00)
b}  sup f(x) nem létezik: f(-oco,-1)~en feliilrél nem kor-
X €(-00,-1) 14tos.
inf f{x}) = 1, nem veszi fel,
XE('OO."I)
c) sup f(x) = -1, nem veszi fel,
1
xE(l-l—-z_)
Inf £{x} nem létezik: f (-1, —]2*)-en alulrél nem korlitos.
1 )
XG(‘I-"E)
1+x2 2
{19.] Ha 1x1 <1, akkor |E(x)| = f(x) = —= S1l+x € 14l = 2 |
1+x
2 2
1
Ha jx|21, akkor 1f(0)l=fixy = o2 g2 Lo 2gyy .y
4 4 x4 2
1+x X X

Igy 16x) €2 VXER-re.

"o

11. 1, a) b) 1, ha x ra
f(x) =
0, ha x irrvau

b)~hez ==

c)d)f(x)=-x2 x0=0. A= b b =1
. A c)bdl és a d)-bdl.
. Az a) b) és c¢) tulajdonsig kbvetkezik,

. a) Igen, b) Nem.

. Igen: ha a pont egy kornyezetében konstans.
. Igen: ha az egész intervallumon konstans,
.Haa € I1 N E2 fgen, egyébként nem:

LD D= N

pl.: f(x) = signx 12=(-oo. o}, I1 = (0, o0 ), a=0.
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@ 1, a) f(1) = % , €és mivel (:lc--l)2 =20 Vx€eER, igy

X

f(x) = 5 $% VXER
1+x
1 2
b} £(-1) = - 5 és mivel (x+1) 20 Vxe€ R, igy
X 1
fx)= —3 2-; VxeER
1+x

2.f1) = F2) =0 <f(x) Vx#1, x# 2 esetén.
14, [2)1. Bx)2 2 Vx € R, esetén és f£(2) = £(-2) = 2,

lgy x=2 és x = -2 lokills minimumhelyek és egyben a-
egész szimegyenesre vonatkozd abszolut minimumhelyek is.

2, Ha |[x]1 £ 2, akkor O© $(4—x2) <16, azaz f(x) < 18, és
flo}) = 18, igy x = o lokilis maximumhely,

Az egész értelmezési tartominyon nem abszolut maximumbely,
mert pl. f£(4) = 146 > f(o) = 18,

3. Beldthat6, hogy [ a(-oo, -2) és a (0,2) intervallumokon
szigoruan monoton cstkkend, illetve a (-2,0) és (2, co) inter-
vallumokon szigoruan monoton ndvekedd, igy lokdlis szélsdértéke
csak a mAr megéillapitott helyeken (x = -2, x = 0 és x = 2)
lehet.

x = = -g- minimum

(lisd 4, e) és 12, 4,)
¢) x =1 minimum,
x = ¢ minimum. (L4sd 4.1.d) és 12,4, példdkat, -
X +X E(xl) + f(xz)

12 . .
15, @ Mutassuk meg, hogy az 5 2 pont rajta van

az (xl.f(xl))-et és (xz,f(xz))-t 8sszekdtd huron.
@Legyen X Xy € R, X <X <x2. Ekkor

f(x ¥ f(xl) x:-xf

f(x1)+———"(xx)—f(x)—xf xz Jle—xl)-x =
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= x—-x1 )(x -x} > 0, tehat

E(xy) - £(x))
T ).
X, % &M

X <X <X esetén f(x) <f(x1) +

2

Egyik sem.

Piros.

PAaratlan.

Piros, periodikus: minden racionilis szdm periédusa.
Paros.

. Periodikus, periédus 2 1T,

. Piros, periodikus, periédus: 2,
Periodikus, periédus: 1,

Piratlan, perlodikus, periédus: 1.
Piratlan,

. Piros, periodikus, periddus: U .

*

Pl

bt S o 0D =3 O 1 o G DD

-

(Megjegyzés: csak az x = -723 + kT, k=0, +1, +2,,.,
helyeken van értelmezve!)
12, f{x) = 2 pédros, periodikus: periédusa minden pozitiv valés szam.
13, Piros.
14, Egyik sem,
15, @) Piros, periodikus, periddusa: 12,
b) Piratlan, periodikus, periédusa: 24,

17. (1) Akkor 6s csak akkor, ha f(x)=0 Vx € D;.

18, a) Van: pl. f(x) = } sin x

Igen. pl. g(x) ={

f(x), ha x EDf

1, ha x¢D,,

hiszen ha f peri6dusa p, akkor g(x) = g(xtp) Vx€R (),
mert ha x € Df. akkor (1) kivetkezik [ periodikus voltibél; ha
x ¢ D, akkor g(x)=1 &s xip :3 D, (hiszen ha indirekte pl.
X+p € Df volna, akkor mivel f perlodikus: (x+p}-p = x € Df
volna), fgy g(xtp) =1 = g(x),
19. 1. a)-f, f+g, f.g, fog, gof korldtos; ha lnﬁz |£(x)] > 0, akkor
X€

%‘ korl4étos, egyébként nem,
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=X, X< 0

fog, gof lehet korl4tos is, nem is: pl. f(x) =
0,x2o0
esetén fof =0 és fo(-f) =f;

f+g, f.g lehet korldtos is, nem is:

pl. f(x) = x, g(x)=-x esetén f+g korlitos, f.g nem.

XxX#o0

f(x) = s E{X)=Xx esetén

Tl L

X=0
f+g nem korldtos, f-g igen;

-f nem korlitos, %—-re ua,, mint a)-ban,

1

f korl4tos,

(), fog korlstos; ha inf [f(x)] >0, akkor

egyébként nem, x€R
f+g nem korldtos; f.g, gof lehet korldtos is, nem is:

pl.: f{x)=1, gx) = esetén

[T

X=0

f.g nem korlitos, gof korldtos (gof = 1),

sk X # kN k=o0,1l1,+2
f(x) = sin x, g{x) = esetén
1 egyébként

f-g korlitos( | (f-g}x)] £ 1), gof nem korlitos.
2, <f monoton csikkend; f+g, fog, gof monoton névekeds, f-g
lehet akdr nem monoton is:

pl.: f(x)=slgn x , g(x)=x esetén
(f-g)Xx) = 1x] nem monoton;

:'T monoton csokken tetsz. H CDf-en .melyen f elGjeltarts x € H

_esetén E(x) # 0,
-f mon, nf; :T mon, néd tetsz.H C D.-en, melyen f elGjettarto

x € Hesetén f(x) # 0; fog, gof monoton cstikkénﬁ. f+g, f-g
lehet akdr nem monoton is:
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pl. f{x)=~-signx , g(x) = sign(x+l)

~

r x< -1 -1 x<-1

x=-1 0 = -1

0
1

Fgm =<2 -l<x<o (fgx) =< 1 -1<x<o
1 x=o 0 x=0
0

\ L

3. a} mind paros

1
b} -f, e f+g, fog, gof péiratlan, f.g péros
1
c) -, R gof, fog piros, f-g pdratlan, f+g 4ltaldban sem pi-
r0s sem pératlan,
20. 1, - f-nek lok. minimuma van,
1
2. Ha f(xo) # 0, akkor i.'—nek lok. minimuma van,
3., f+g-nek lok. maximuma van,
f-g-nek lehet lok. maximuma, lok. minimuma, és lehet, hogy
nincs egyiltalsban széls8értéke, pl.

2
a) Legyen f(x)= -x , g{x)= —x2+1, x =0, a=-1, b=1,

4 2
Ekkor hi{x)= (-g)x) = x -x -nek xo = 0 lok, maximumbhelye.

2
b) Legyen f{x)= g({x)= -x, X, = 0, a=-1, b=1,

Ekkor (f-glix) = x4—nek X 0 lok. minimumhelye.

[+]

-X 0<x<xl :
¢) Legyen f(x) = g(x) = % a=o, b=2 .
1- 2 1€ x<2

fx?
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Ennek xo = 1 nyilvin lok, maximumhelye, de a
2
X 0<xx<1

h(x) = (E-g)x) = )

(1-%) 1$x<2

fliggvénynek X, = I-ben nincs lok4lls szélsGértéke: ha

l<x$1, akkor h(x)=x2>

2 = h({l}, és ha

L L

1<x<1, akkor hix)= (1 - %) < §= h({l). (ldsd 1,dbra)

a) f(x) = x2-5x+6

(x+1 = y helyettesitéssel §hixj

Ey) = (y-l)2 -3(y-1}+2 = yz = 5y+6) {-_

x o2 1 2 X
0 =(2)
1, sbra
X _ '
( Tem =Y helyettesitéssel)
f =x, f = £ ), £, )= %L
a) 3k(x) = X, 3k+1(x) - 1 x)l 3k+2( ) - x

tetszdleges k € N esetén,
X

l/ 2
l+n.x

{ mindkét esetben bizonyitsunk teljes indukecibval)

23. ©a) 0 xgo 0 y<o
' y f(X)={ €), z=f(y)={

X X>0

b) fn(x) =

0 fx)< o
fly) = Ki(x)) = { 2).
f(x) f{x)>o

3]
1]
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@ybdl f(x) <0, ha x<0 &s E(x)> 0, ha x>0,

Igy (2)-bél
0 ha x<0

z= @)
f(x) ha x>0

de ugyancsak (1)-b6l, ha x >0, akkor f(x) = x, igy (3)-bdl

0 X< 0

z = f{f(x)) = (fof)(x) = = f(x) ,
X x>0

Tehat Dfof = Df =R, fof =

b)Yy D =D =R, fog= 0

)fog g g

c)Dgof=Df=IR.gof= g

d) D =D =R , gog= 0

)gog g gog

@ Megolddsvizlat:

a)RfCDf, igy Df°f=Df= R,

Eob)(x) = FE(X)) = £2x) + 1 = (x041)241 = xoe2x’e2 |

b)RgCDf. igy Df°g=Dg= [-1, co),

(Fog)(x) = Fg(x)) = g (xP1 = (VEA)H = (x41) 41 = xe2,

c) l’lfCDg » gy Dgof=Df= R .

(gof)x) = glf(x)) = VE(x) +1 = V(x2+1)+1 = l/x2+2 .

D [ i D =D = -1, '
(gog)(x) = glex) = [gxrl = |[[{xd +1 .
3.Dp =R, fof =
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o) a) Dpog = RN{0}, (fog)x) = sign x = £(x),
®) Dgof = RN{o}, (gof)x) = sign x = f(x),
©) D, .= RN{0}, (goax) = x
p DD =R, fog=1
2 x£0
b) ngf = R, (gof)(x) = { _
D= R, (goBMx) = x +2x +2
gog » 1808
1) a) Dfog =R,
( 1 x< -1
O X = -1
fog)x) = | + <% <0
< 0 x=0
1 0<x <1
0 x=1
\ -1 x>1
b) D g = R, gof = 0
® Dgog = R, (gog)(x) = x'-3x +3x -2x"+x
5’) a) Dfog- [R, fog:l
b)Dg0f=!Rl gOf=fog=1
C) Dg0g= [R . g°g=g
4. 2) D £ f R y, fof = £

ha x# 0 .

ha x #0 .
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1, ha x négyzetszim

b) D, = [0, o0), (fog)(x) = {
8 ¥X, ha x nem négyzetszdm

oo 1, ha x egész
C) D of = U {-k} U [ol OO),(gOf)(X) = {
g k=1 ¥x, ha x nem
egész
4 .
d) Dgog= {0, co), (goghx) = V X
5.a) D = R, (fof)x) = x 42x+2x +x
fof
b)Dfogz {xEIR D < egesz}
2, ha x paros egész
(fog)(x) = {
0, ha x pdratlan egész

= { . F = 1
c) Dgof {x€R x egész} ., gof
d)Dg°g={x€IR: X egész} s gog=-1-
6. a) D =R, fof=¢

b) Dfog= { XER : k;o} , (foghx) = - X = -g(x)

c)Dgof= {o}, gof = 0
4
d) Bog™ (0,00), (goR)x)= V x
7. a) DfOf = (Olz)l fof = f
b) Dfog = (0,2), fog = f

X, ha x rac, és o < x <1 vagy

e)D of = 0,2), (gof)(x) = x irrac. és 1 < x <2
8 2-x, ha x rac, és 1< x < 2 vagy

X irrac. és o< x £1

d) Dgog =R, (gog)(x) = x
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D, = (0,00) (b)) = | x

b) Dfog =R N\ {0}, (fog)x)= Ix]|
c) Dgof = {0, 00), (gof)(x}=x
d) Dgog: R N {0}, (gog)x) = x4

. Indirekt médon: legyen g; # g, és 8 f(x)) = x = gz(f(x))

VxeH (1)
Legyen y € f(H) tetszlleges, Ekkor van olyan x € H, amelyre
y = £x). Igy (1)-bSl g (¥) = g,(¥).

Mivel y € f(H) tetszbleges volt, ezért g = By

. - Alljon fenn a) és legyen y € F(H) tetsz&leges. Ekkor van

xoe H, hogy f(xo) =y legyen.
Ha g(y) = x, akkor ezzel és a)-val g(f(xo)) = x illetve
g(f(xo)) = X, azaz X = X tehit f(x) = y.

Alljon fenn a) és legyen x € H tetszfleges. Ha f(x) = y, akkor
ezzel és a)-val g{f(x)) = g(y}) illetve g(f(x)) = x, azaz g(y) = x.
- Alljon fenn b) és legyen x € Df tetszBleges, ekkor

f(x) =y € f(H) és b)-vel g(y)= x.
Igy g(f(x) = gly)=x .

. - Legyen g(f(x)) =x W¥x€ H,

Legyen y € f(H) tetszlleges, ekkor-van x € H, hogy ¥y = f(x)
legyen, igy g(y) = gf(x)) = x &s f@gly)) [x)=y.

- Legyen i(gly)) =y ¥y € f(H).

Legyen x € H tetszdleges, ekkor fx) € F(H), igy

fg(f(x))) = £(x), de [ kdlcsbndsen egyértelmii H-n, ezért
glf(x})) = x .

-1
. a) Ha f k8lesdndsen egyértelmii H-n, akkor f is az f(H)mn,

b) Mivel tetszdleges g fiiggvény H-beli inverzére (ha létezik):

g (gt = x VxeH,

igy
-1
1 - - _
clewm = €1 o £ @) Vx€EH.

-1-1 -1
) x)=1( )
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2. a) Ha g Ykolcstndsen egyértelmii H-n, illetve f{ g(H)-n, akkor

fog kdlcstndsen egyértelmii H-n.

1 - -1 -1 -1
b) {g ! of 1)((fog)(x)) =g (f (xN =g {ExN=x,

és lisd 24. példa 1, -et,
3. a) Tegylk fel, hogy g nem invertdlhaté H-n: van olyan
XsX, € H, x; # x,, hogy gix )= g(x,).

Alkor (fog)(x,) = glx,)) = I(glx,)) = (fog)(x,),

azaz fog nem invertalhaté H-n, ellentmondjs.

b) a)-bél tehat g invertdlhaté H-n, 1,-b8l g - Is a g(H)-n,
a feltétel szerint fog is Invertdlhaté H-n, &s mivel nyilvan

g—l(g(H)) = H igy 2.-bdl (fog)og_1 invertilhaté g(H)-n, és
persze ((fog)ogul)(x) = f{x) WVx € g(H).

a) Nem igaz, pl,_ b} Nem igaz, pl,

b
|
: Ve
|
|
N L
a b X 'a b X
2, 4bra 3. 4bra
c) Igaz.
d) Igaz.

e) Nem igaz, pl. (4.4bra)

4, ibra
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@ 1. a) Nem igaz (pl. f(x)= 1—1; E = (0, c0))

-1 -
b) Igaz,(Indirekt: van olyan ¥y < ¥gs hogy £ (y)>f 1(3’2).

Mivel f szigoruan monoten nsvS, ezért
-1 -1
¥y = ()< () = v,

2. a) Nem igaz: ha f piros, akkor nem ktlestndsen egyértelmii
E-n.
b) Igaz,
-1 -1 -1 -1
(£ en =1 (#) = (K%)= x = - £ ()

28, @x €R \ f'l(B) < x¢ £ 1(B) <= f(x) § B <> f(x) € R\B <=
<> x € £ {(RB).
(3)Legyen f(x)=Ixl, A= {x€R:x20} , ekkor

(A)=A 65 T (EA)) =R # A .

1 1
29, a)y = =1 akkor és csak akkor teljestll; ha x = '51;1 . Igy a

figgvény az egész Df =R~ {1} -en kblcstnbsen egyértelmii
- ezért invertilhaté -, &s az Inverz:

-1 1+x

[y - ==, Dl = RN\ {o} .
bpD, =R\ {-1,1} . y-= 21 akkor és csak akkor
X -1
2 1 1+
teljesiil, ha x = _-;y_ » 2Za7 vagy ha x = V —y‘! (1), vagy ha
14
x=-[ =X ).
¥

14v
Ezért egyrészt Rf = {yE R: —;‘L 20} =R N (-1,0] (3),
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140

mésrészt egyetlen pozitiv és egyetlen negativ x € D

, van egy

adott * € R.-hez, hogy y = — legyen, ha y # -1
x -1

f

(v = -I-re x= o).

Az R*T = {xeR: xz0}
R = { x€EMR: =x<0 } jeldléssel o megoidis a
kivetkezd: .
1, a fiiggvény invertdlhatd a H1 = Df Nk halmazon, itt
. 1 L
inverze fl {x) = %

és Dp -1 =f(H) =R \(-1,0 J. hiszen (1)-b6l &s (3)-bél
1

leolvashatd, hogy E(Hl) =R

Iz
2. a figgvény invertdlhatd a H, = Df N R halmazon, itt
. -1 1+x
inverze fz x)= - _x. .

6 Dp,-1 = f(H,) = R\ (-1,0],

hiszen (2)-bél és (3)-bél lathatd, hogy {H,) = R
3. Nyilvin Hlu H2 = Df .
4, Marad az a kérdés, hogy vajon H

£
1,H2 az értelmezési tar-
toméany leghdvebb olyan részhalmazai-e, melycken a Ffiggvény
invertdlhat6.

Fennsll, hogy f(x) - E(y) = -—2—3’——'—"— (4).

2
& -L)y -1}
Tekintstink egy olyan H C Df halmazt, hogy példaul

H CH, HI#H.

Ekkor van x # 0;x,-x € H, amib8l x #-x, és (4)-bdl
f(x) - £(-x) = 0.
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Tehdit f H-n nem kdlcsonisen egyértelmii. Ugyanigy 14t~

hat6é be, hogy Hz-nél sincs b&vebb halmaz, melyen a fiigg-

vény invertilhaté volna, )

1. Megiegyzés, Egyébként (4)-bdl leolvashaté az is, hogy a
fiiggvény (- oo, -1)-en és (-1,0 ]-n szigoruan monoton
novekvé, illetve, hogy [0,1) -en és ( 1, )-en szigoruan

monoton ¢sdkkend, igy, mivel ezenkiviil f(x) > 0, ha
Xx €{-oco,-1YU({l,c0) és f(x)<0, ha x € (-1,1),
ebbdl is kiadédik, hogy invertdlhatd H;-en és Hz-n.

2, Megjegyzés, A megoldis nem egyértelmii. A kivdnt tulaj-
donsiguak pl. a H1 = (o0, -LYUT[0,1) és a

H2 = (-1,01 U (1, co} halmazok is.

_[____i
1- -
1-4x x £ 0

-1 2
2.1 [-1,1], ] () = x
0 x =0
101
n2e -4 4]
£ 2 2
2
] 1+ 1-ax _ 1 1
2. RN (L), 6, (1) =~ D, 1 = (-5 3]~ o
-1 x2 - +4
3,1, [-1,0), £~ @) =>>—"--T2T2 p 1= [0, co)
1 2 £
2 Z
2, [1, o), f—l(x)=x__+__[’£ , D -1 = [0, oco0)
2 2 t,
2
v da. Y ; X_‘[;__Z*”—é
(Megjegyzés: Vegyik észre, hogy mig pl. gix) = 5 -re
D =R, addig D -1 =[0,00)# R !
g £

hiszen f([—l,O)) = [0, 00))
4. D, = RN {-1} -en invertilhato,

e ?/ £ D-1 =R ~ {1}
' 1-x ' °f ‘
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5. D, = [-3,3]

1 [03], ' e=Ysx*., b - -[03]

1
2. [-3,0], f;l(x) --Jsx*, pa-p a
Iy h
6. 1. [3,oo), f;l{x) = 9 + Vx+1 . Df -1 = [—1, co )
1
2, [o,3], f_;l(x) = Vo {xa1, D, -1 = [-1,80]
'f(x) - 2
Y
- X
3. [-3,0], f;I(X)= - Jo (x1, D, -1 =[-1,80]
3
-1
4. (-o0, 3], £, (x) = -Vwml_. nf4-1 = [-1, oo)

o - (3) e

30, @Nem, 2 feltétel minden f fiiggvényre femsll: J = |b-a) j6
mindig, -1
2, a) Ha HCTf (E) korlstos, akkor f (H) 1is az, (llletve. ha f
invert4lhats, akkor: £~ korl4tos halmazon korl4tos, )
b) Legyen pl. f(x) =x, E=R és x, = 0. kkkor A =0 meg-

felels, hiszen ha |f(x)] < £ akkor Ixf <€,

azaz minden
E>0-hoz d=¢ jb
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(2 xro
Az f(x) = -re nem ill fenn E = R

1 0 x=0

Fix)

és X, = 0 esetén: A-t bar-
hogy vélasztva az }Afnél -1
nagyobb & -okhoz nincs ﬁ A
megfeleld J . el -
tha f(x) — 0 |f(x) -Al<€ X X
de x—= oo ). 5, 4dbra

Ha egy fiiggvényre fennsll az emlitett tulajdonsdg, akkor nem létez-
het hatdrértéke a -oo -ben, de ha nincs hatirértéke a - oo ~-ben
abbdl nem kdvetkezik, hogy fennill az emlitett tulajdonsdg:

X X raec.
pl. legyen f(x) = A =K =0 -val: minden
0 Xx lrrac,

£ > 0 esetén minden x <K -ra f(x) -A < £, hiszen
X0=x<0<g,ill, o-0=o0<€¢,

1, Nem: a tulajdonsfg pont azt jelenti, hogy lim |f(x)-Al = oo
XX

2. Igen, °

3. Igen,

Minden olyan (a,b)-n értelmezett figgvény, melyre nem igaz, hogy
xo-ban a jobb oldali hatirértéke +co.

1 1

1, fxy= {4 X r"—|¢N o
BL, 1 a- -1, b=1, X, =0 (pl. K=1js.)
0 = EN
{x]

1.(a))Nem igaz (l6sd 2.-bell Ff(x)-nek nincs hatdrértéke x -ban, de
fenndll r4 az emlitett tulajdonsig).
b} Igaz,

1 Lew
2. f(x) - lxl a-= -1, b = 1, X =0,
0 egyébként

(pl. A =1 jb.)
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1
; X rac,
35, 1.(b)Nem, pl.  f(x) = a=0
L x lrrac,
X
1 .
;{' X irrac.
(@) Nem, pl._ fix) = x =0
0 X rac.

1 1 1
@Nem, pl. lim (; - ;)= 0, de nem létezik lim ; .
X0 X+0

1 X rac.
36, 1, f(x) =
¢ x irrac.
2. Ilyen nincs,

. 2
3T 1.0 a) Allitds: lim (x +2) = 6§
x-.2

[

1 . 1
Ugyanis legyen £>0 tetszbleges és J = min {'2' , 0}. (1)

=y

Ekkor ha |[x-2} < &, akkor

2- 8 < x < d+2 gy -4-J< 4-8< x+2<J H4
tehdt Ix12lcd+ 4<4,5<5

2 2
Ezzel jelolve f(x) = x +2,|f(x)-6i= |x -4]~ix*2} [x-2] < 5|x-2|

£

azaz (1)-bo! |f(x) - 6] £ 5- 10

- —50-<5 ha |x-2| <&
1

- 1 vy 2
b) Allitss: Az f(x} = ; -[;] jeldlés-cl

lim f(x) nem létezik.

X—~0
u, is:
x) 0 < fix)<1 igy nem lehet lim [{x) = o0 ~vigy
X-+0
lim f{x) = - oo

A S

14+
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f3) Indirekt, tegyilk fel
X-»0

Hm f(x) = A, [Al<oco (1)

Legyen £ = 0,2 ekkor (1)-el van >0 hogy minden

0<x<d é 0<y<d

esetén

BBy = | f(x)-A+A-f(y)] < |£(x)-A] + [f(y)-A] <

< 0,2+0,2=0,4

(2)

De legyen n pozitiv egész olyan, hogy n > % » ekkor

x=-<d &s y= +;’5<J,de
1oL/t
lfeo-£)) = |L-t1|-|_1 -
n n n+0, 5
=0,5>0,4
ami ellentmond {2)-nek,
2,a)0 6. a) 2
b) oo b) oo
3, a) -oo c) ¢
b) 1 7. a) nem létezik
1 b) 2
e} - 2 e) 1
d) co 8. a) nem létezik
4, a) nem létezik b1
b} oo c) -1
¢} -co 9. a) nem létezik
5, a} co b) 1
b) oo
¢} oo

b) és ¢) nem:

n+0,5

= |0-0,5] =

10, a) co
b) nem létezik
c) 0
do
11, a) nem létezik
bh) 0
¢} nem létezik
dyo
12, 2) rem létezik
b) nem létezik
13, a) 1
b) nem létezik

b) pont azt jelentl, hogy f nem folytonos x,-ban,

¢) -t viszont egyetlen olyan filggvény sem eléglti ki, mely X,~ban

értelmezve van,
a) és d) igen
(d)-b81 kvetkezik, hogy lim

X-X
)

f(x) = A , mésrészt mivel V& > 0

esetén 0 = lxo-xo| < 4, ezért minden € > 0-ra

If(xo)—Ai< € , ami csak ugy lehet, ha f(x ) = A))
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39. Inf E=0

40, 1. Korlitossig.
2, f(x) = x (tetsz. a<b és xOE R melleit £€=d jé).
1 x rac.
(3) Nem, pl. f(x) = { a=-1,b=1,x =0,

0 x lirrac.

(€ =2 minden &> 0-ra §6.)

Invertdlhaté és folytonos

1. Kéles. egyértelmii: ha f(xl) = f(x2), akkor
HEGx) HE(xo)] = 0 < S tetsz. d> 0-ra, igy 1%, %, <€

tetsz., € > (0 esetén, azaz X, "Xy

2. Ha létezik Inverz, a megadott tulajdonsig az inverz Fiiggvény
egyenletes folytonossdgdnak definicidja,

-1
3. Ha f folytonos akkor f Is az.

f(x) ha x € [a,b]

1, Legyen g(x) = { f(a) ha x<a
f(b) ha x>b

2, Nem, pl, ha f{x)= }1'; » akkor f folytonos (0,1)}~en,de barhogy
is definidljuk g(x)~et, ha g{x)= f(x) ¥x € (0,1) esetén, akkor

lim g(x) nem lehet véges,
X0t

Ha f folytonos, akkor mindkét tulajdonsig fenndll,
Az a) tulajdonsighél még az sem kivetkezik, hogy 1étezik a

[ ]
* e

X+X

o]

lim f(x) : pl,_ 1 x rac.
£{x) = a=-1, b=l, x°=0 .

0 x frrac,

3. A b) tulajdonsigh6l kovetkezik a fliggvény folytonossiga,
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Sehogy:

1. Ha [ folytonos egy [a, co)-en, akkor 1lim f(x) lehet véges,
végtelen, é€s lehet, hogy nem létezik: x>oo
- 2
pl. lim e =9 , lim x =00 65 1lim sin x nem létezik.
X-»0c0 X+ 00 X+ oo

2. Ha f-nek van hatdrértéke oo -ben, akkor lehet folytonos egy
[a, co)en: pl. f(x) = e™%; de lehet, hogy nincs olyan a € R,
hogy f folytonos legyen [a, oo} -en:

pl._

b)

£(x) = S—igi‘-(:“—“x)- Um  £(x) = 0)

X-»00

1, a) f+g = h nem folytonos (hiszen ellenkezd esetben g = h-f

folytonos volna),
Ha f(xo) # 0, akkor h = f.g nem folytonos (hiszen ellenkez§

esetben g = folytonos volna),

Ha f(xo) =0 és xo-ban g lokilisan korldtos, (l4sd 8, pl.
Def.) akkor f.g folytonos xo-bzm.

Ha f(xo) =0 és g nem lokilisan korlitos xo—ban, akkor

f-g lehet folytonos xo-ban:

5‘1—‘ X¥O0
pl. x =0, fx)=x, gx)= { V X
o
0 x=0,
€s lehet nem folytonos xo—ban, Pl X, = o,
:‘—‘ X#0
fx)=x, gx)=
0 x=0,
Mind f+g mind f.g lehet folytonos is, lehet nem folytonos
is x_-ban:
o .
signx =x#0
pl. f(x) =signx, g(x)= x,=0
1 x=10
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esetén f+(-f) folytonos, f+f nem folytonos
g-g  folytonos, f.g nem folytonos x_-ban
2, Nem °
1 ha =x racionilis
pl. f(x)= { E = (~00, o0)
-1 ha x [Irracionilis

@ fog mindhirom esetben lehet folytonos és lehet nem folytonos A"
ban: pl._
1 x=20

2
a) Ha xo =0, glx)=x és fl(x) = { » fo(x) = sign x,
0 x<0

akkor flog =1 folytonos, fzog = slgnzx nem folytonos . X, = 0-
ban. (ha pl. g(x} = x, akkor f,0g = f,-nek még hatirértéke
sem l1é&tezik X, = 0-ban)

x x21 9

b)Ha x_ =1, gx)= és £ (xFx, f,(x)=x, akkor

o} 1 2
-x x<1

(flog)(x)=x2 folytonos, f20g = g nem folytonos X, = 1-ben,

c) Ha xo =0, gx)= és fl(x) = g(x), fz(x) = signx,

o Mim

x=10

akkor (flog)(x) = x folytonos, fzog = f_  nem folytonos xo=0—ban.

2

47, a} Folytonos, ugyanis legyen X € (0, co) tetszlleges és £>0

tetsz8leges,
£
Legyen & = min { 3% . xo} > 0 (1),

Ha lx—x°[ < 4, mivel (1)-el ekkor X > d
- < - - <
gy -x_ <§<xx0<é'\x° azaz

0<c5<x < X+tx < 3x
o 4] o
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amib&l [x+x | < 8x  (2), igy (1) és (2)-vel ha |x—xo_|<c5“

121 Ve £ -
If(x)—f(xo)l—lx x_|=lxex |-1x x| < 3 8<%k = €,

b) Nem folytonos, ugyanis
flo) =0 és f(x) =1 tetszbleges x € R mellett, igy pl.
€ =0,5 eosetén tetszbleges S >0-hoz van olyan
ix] <&, hogy |f(x) - £(0)] > 0,5 .

2, Folytonos 7. Folytonos

3. Folytonos 8. a) Folytonos

4, a) Nem folytonos b) Xg=0-ban nem folytonos
b) Folytonos 9. a) Nem folytonos

5. Folytonos b) Folytonos.

6. xo=1-ben nem folytonos

a)ha x = %1" akkor pl. £ = 5‘11'1' -hez nincs megfeleld J>0, mert

minden raclonilis sz4m tetszéleges kdrnyezetében van irracionslis

szim,

b) ha x firrac., skkor tetsz8leges E£>0 esetén f(l:") = % < &,ha

n> '51" » 68 x tetsz8leges korldtos kbrnyezetébe csak véges sok

1 - n4l kisebb nevez§jii raciondlis szdm eshet,
£
Megijegyzés: Egyébként b) mintdjira bel haté, hogy Vx,}EIR esetén

lim f(x) = 0, azaz f szakadisa minden raciondlis helyen meg-
X=X
0

szlintethetd.

49, @a)—bél nem: csak az, hogy az egész (a,b)-n folytonos,
b) az egyenletes folytonossig definicidja.
2, Van olyan £>0 szidm, hogy minden &>0 szim esetén van
olyan x,y € (z,b), hogy Ixyi<d és If(x)-f(y)] > E.

50, @Nem: pl. £{x) = x egyenletesen folytonos (- co, oco)-en.
T
@Nem: pl.. f£(x) = sin —XL— folytonos- és korldtos, de nem egyenle-

tesen folytonos (0,1)~en (ldsd 89.pl. 3. a).
3. Igen.

a) és ¢) 1gaz,® nem: pl, f(x) = x egyenletesen folytonos [R -en,

2
de (f-fiix) = fz(x) = x mir nem. Ellenben ha a fliggvények korla-
tosak (vagy korldtos intervallumon tekintjilk dket, mert ha ott egyen-

n
-
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letesen folytonos akkor korldtos: ldsd 103. pl. 1.) akkor a szorzat
is egyenletesen folytonos: lisd 104. pl. 2.

52, 1, a) Egyenletesen folytonos
Ugyanls: Legyen £ >0 tetszdleges, a & =¢ vilasztds meg-
folel8, mert tetszlleges x,y € R esetén

| £(x)-f(y)! = Ix-y1l <€, ha |x-y| <&,
b) Nem egyenletesen folytonos.

Ugyanis: Legyen J>0 tetszbleges és legyen xER tetszlle-

1
ges olyan, hogy x> 3' valamint y = x + -dé- .

d
Ekkor |x-y!| = ry <d,

és LEIE@)] = [x0y2] = Ixtyl-|x-y| = {xty) |x-y| =

2
=(2x+%) LA (d +%)%=1+—é4—>1.

Azaz € = l-hez minden J>0 esetén van x,y € IR, hogy
| £(x)-f(y)} > 1, pedig I1x-yi <4.

2, Egyenletesen folytonos 4, a) nem egyenletesen folyt,
3. a) nem egyenletesen folytonos b) egyenletesen folytonos
b) egyenletesen folytonos 5. nem egyenletesen folytonos.
53, 1.[0,1) 2+ V2
7. (0,2) N\ ——E—}
2, ¥Vx € (- 00, o0)
ha x # 0, x#""—‘k-+1 +2,... 8. {1}
3. [0,1) 9, R
4. (0, o) 10. (- 00,-1)U @, co)
x A
5. [— s 11, R
6. Vx€ R, hogy ha 12, (~o0, -1)U (1, co)

(4k-1) % <x < (4k+1) iz‘-

k = 0,41,42,...
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2

*<1 Vx €R -re, igy

2

1>1-eF >0 Vx € R -re. @)

b) 1)b8l 0Lfx)<1l Vx€ER 2), s lim f(x)=1 3},

X+oo
hiszen az Bsszetett fiiggvény hatéérértékére vonatkozé tétellel
Um e* =00-b8l: lim eX =oo, .
X+ 00 X+ 00

c) Allitds: f(x) tetsz8leges 0 és 1 kozottl értéket felvesz.
Ugyanis: Legyen 0 <e¢< 1,
(2) &s (3) miatt: van olyan x € IR, hogy c < f(x)< 1.
[ folytonos az egész R -en, igy folytonos a EO.x;I -en s,
Bolzano tétellel felveszi a 0 < ¢ < f(x) értéket is.
Mivel f(of o, az elébbiekbdl azt kapjuk, hogy [0,1)C Rf.

M4isrészt (2)-bol Rf C [o0,1), igy Rf =Lo,1).

.Df= TJO [4k2- '.ltz, (4k2 + 4k + 1) SEZ] Rf = [o0,1]
k=0
e=[oe] 7 = [0, %]
Df={x€FR:x=j2£+2kiE k=0, #1,+2,... } R, = {0}
D, = (0,1) R, = (- 00, o0)
Df=[;_'1] Ry {‘%%]
D, = (- 00, 0) Bf=(—oo, ln%—)
ot R o) Rf=(1 +1£ '1+1‘—T)
4 2
D, = R Rf=( , 00}
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10.Df=IR\{0} Rf ©,1]

11, D; = (-o0,-1)U [0,1) Rf = (0, <o)

12, Df=IR\{—1} Rf=rR\{1}

13. D, = R~ {1} R, =RN{0}
55. 1. (- 00,0] 4. (o, —123

2, [1, chl) 5. {%. o, e}

3. (_19 l)

56, [1]a)

b)

c)

1 "
1x 2 {(-oo,l) és az (1, c0)-en mouoton névo,

Jin x| monoton csidkken a (0,1] -ben, és monoton né az
[1, o0 )-en, ugyanis

e x| = {

és 1n x monoton névs (0, oo)-en,

Miutdn monoton ndvd filggvények Gsszetett filggvénye monoton
né, llletve monoton novd és cstkkend fliggvények Usszetett fiigg-
vénye monoton csbkken, a) és b)-b8l f(x) monoton nd, ha

Inx, ha Inx=20, azaz ha x =1

-ln x, ha Inx <0, azaz ha 0<x<1

iinxl< 1l vagy llnx|>1

és xz1

®)
(2)
(1} akkor és csak akkor 4ll fenn, ha Y <x<e vagy x>e

‘vagy x < L‘ , gy ebbél (2)-vel: f(x) monoton nd, ha

152

1< x<e ésha x>e (3)

1 1
ha ;<x<e vagy X > e vagy x<y és 0<xgl,

Ugyanigy f(x} monoton cstkken,

amib8l: £(x) monoton csdkken ha 0< x< % illetve

l<x<1.
e

Osszefoglalva tehdt
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1 1
G<x<;- ;<xs1 l1€x<e x> e

f(x) | esikken | cstkken | ng I nd

Az, hogy ezek legh&vebb olyan intervallumok, melyeken a
Fiiggvény monoton, kovetkezik egyrészt abbdl, hogy

i
0<x<; és x >e esetén f(x) <0,

mig ];—< X< e esetén f(x)> 0,

misrészt a 3, pl. 3.-bél. »
2, (- o0, 0] -n monaton estkkend, [0, co)-en monoton ndvd,
3. Minden k = 0, +1, +2,,, esetén

e

kT, (2k+1)_l;-] -n monoton ndvs, 3s

<+

g

W ”
[(2k—1) ? , k- TC] -n  monoton cstkkeno,

o)

4, A (-o00,-1) -en és az (1 oo J-en monoton e¢sdkkend,
a {-1,1)-en monoton nivag.
A (-oco,-1)en ésa (-1, 0 ] -n monoton csdkkend, a [0,1)-en
és az (1, co)-en monoton nova,

(1+x2 1+y2 L, 2 - y2 )
2~ 2 2 2 .
i-x- 1-y (1-x")(1-y

BT, Korldtos, Inf f{x)= min f{x)="f -2
@ x€l-x,x] xel-%, %] ( )

sup f(x)= max f(x)= f(—)
xel-w, %] xel-w, ]

Lokilis maximuyma van az x = % ésaz x =5 l(;- pontokban,

T

Lokélis minlmuma van az X = + 5 pontokban,

A g(x) = x{i-x) jeldléssel

1, jgx)f €2, ha Ix1S1 és g(-1)=

153



EGYVALTOZGS FUGGVENYEK/ALAPVET(’)’ TULAJDONSAGAI
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG
2. Vagy a 4, pl. 1. e)-b8l, vagy mivel

B) - 80) = (x7) (- (x+y)), 1athatd, hogy x < & -Te g(x)

1
monoton né, x ?-5 -re monoton cstkken, Igy egyrészt:

1
a)OSg(x)Sg(E)=-t-,ha 0x<1, és

g(x) <0, ha x<0;

misrészt:
b} sin x monoton szakaszal alapjan beldthatd, hogy f(x) a

N XK ) T 5% ;
R _6 -ban és a o ry -ban  monoton nd, vala- -

4
minta |-T, - ('21"] ,[‘r-!'- , JL] és [5—691 ,‘.TL'] - hen monoton
’ 1

6 ' 2
csokken,
?_17%()
» L _
~-T 'z—"‘ | I .
I T 5T X
i & z &
il
6, 4bra

2. o, = Rn{1} .

a) alulrél korldtes, inf f{x) = 0, nem veszi fel, nincs lokilis

szélsSértéke,
b} alulrél korlstos, inf f{x) = 1, nem veszi fel,
X€(- 00,1) -
¢) korlitos inf f(x) = 0, sup fxy=1,
X€(1, o0} . X €E{1l, oo)

egyiket sem veszi fel,
d) korldtos, inf f(x) = min  f(x) = f(o) = 2,

fd] e
sup [(x) = max f{x)= f(%) =4 ,

dod]  sed]
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2

e) korlitos, inf f(x) = £{2) = % . sup f(x) = £(3) = T ,

X €({2,3) X€(2,3)
egyiket sem veszi fel az intervallumon.

D; = (-1,1]

Korldtos, sup f(x) = max f(x) = (1) = f{-1) =

NIF]

Inf f(x) = min £(x) = f(o) = 0,
lokslis minimuma van x = 0-ban.
Df = |R
a) Korldtos, sup f(x) = max f(x) = f(1) = f(-1) = 1 .-

inf f(x) = min £(x) = flo) =0 ,

lokdlis maximuma van az x = +l-ben,
lokdlis minimuma van az x = 0 -ban.

b) Korlitos, sup f(x) = max fx) =1)=1 ,
x€f1, 00) x€[1, 00)

inf f(x) = 0, nem veszi fel.
x€[1, oo)

Lok4ilis széls8értéke nincs,

a) Feliilrdl korlitos, sup £(x) = 1, nem veszi fel.
Lokilis szélsfértéke nincs.
b) Korlitos sup fix) =1, nem veszi fel,

x€[0, oo)
inf f(x) = min f(x) = fflo) =0 ,
x€]0, o0) xe[0, o0)
. a) Nem
b) Nem
c) Igen
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1
{Mivel a fiiggvény a [—1, - —] és a[o, L] intervallum-
/2 /2

2 2
1
ban szig. monoton cstkken, valamint a [— F s 0] és az
2

[—1—— , 1] intervallumban szig. mon. n8
2 _

2 2 2 2 2 2 2 2
x@d-x)-y @y )= (x-y )-(x+y)) és folytonos, igy
egyetien olyan I nyilt intervallumban sem invertilhaté,

melyre - L €1 vagy L €1 (14sd 101, pi. a)}, de a
2 V2

2] ;
=z 1 | -ben szigoruan monoton no.}
2, Igen (mindeniitt szlgoruan monoton néva),
3. a) Igen

b) Nem

¢} Nem

(Mivel f(x)>0, ha x#1 és [x)=0, ha x=1 és f
folytonos, igy egyetlen olyan I nyilt intervallumban sem inver-
t4lhat6, melyre 1 €1 (asd 101, pl. a)).

De a (0,17 -en szigoruan monoton csdkken. )

4, Df = {x €ER: x20 } -n invertdlhatd.

(pl._az £ {x)=xt, f o) = +1 , £ (x) Inx, f,&x) = Vx
invertdlhaté fliggvények Osszetett fiiggvénye:

f20f4of3of1=f,

és lasd 25, pl. 2.)
59, @a) Egyetlen.
3

(A gwm = V y+lny (0, co} -en szigoruan monoton, igy
= R

invertilhaté, valamint R .
Igy 24. pl. 1. -el egyetlen y = f{x) van
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3
(a gly) Inverze), hogy x = gf(x)) = | flxplnf(® Vx€eR,

azaz f{x) + In f(x) = x3 VxeR.)
b) Pontosan kettd.

A giy) = y2 + chy -1 jelbléssel

1, g(y) akkor és csak akkor 0, ha y = 0 (hiszen g{o) = 0
és chy >1 ha y # 0)

2, R, = [0, c0) ‘

3. g(y) Invertilhat6é (mert szigoruan monoton) [0, co)-en és
(- o0, 0] -n, itt folytonos, tehat egyetlen folytonos
fI: [0, co)— [0, oo) Figgvény van,
hogy g(f,(x)) =x Vx € [0, c0)

és fl(x) >0 ha x>0 1)

és egyetlen folytonos fz: £0,c0) —~ (-co0,0] van,
hogy g(f,(x)) = x vV x € [0, o0),
és fz(x) <0, ha x<0 2)

{mellesleg: f2 = -fl).

4, Tegylik fel, hogy van folytonos f3: [0, c0) > IR, hogy
gl (x) = x Vx € [0,00). (3)
Ekkor fa(x) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha x = 0.
Igy f3(x) folytonossiga miatt vagy f3(x) >0
vV x € (0, o0) vagy f3(x)<0 ¥Vx € (0,00),

amib8l (1)- és (2)-vel l4thats, hogy vagy f3=f2 vagy
£f=£.
31

2, a) Minden ¢ € IR esetén egyetlen.
b) Minden ¢ >0 esetén pontosan kettd, c=0-ra csak x=0.
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60. a){1] Megdldss,

1. D, =R R, = [-1,1]

2, Miutin a cos x fliggvény inverzén, arccos x -en, defini-
clészertien a [0, f] -hez tartozé Inverzét értjik, f(x) In-
vertdlhat6sdgdhoz 25. pl. 3. alapjan fenn kell 4llnia:

2
+2
0 <™ s x 1)

Mivel egyrészt a bal oldali egyenldtlenség mindig teljesiil

(ex >0 V¥V x€IR) misrészt In x monoton nov8 fligevény,
igy (1). akkor és csak akkor 41l fenn, ha

-2-fmREgxgf R -2 {2).

Miutin az e kolcstndsen egyértelmii mindeniitt, és az
(x+2)2 kilestntisen egyértelmii

egyrészt a [ -2, co)
misrészt a (- oo, -2

intervallumon igy, miutdn invertilhat6 fliggvények Gsszetett
2
fiiggvénye invertdlhaté (14sd 25, pl, 2.), az e(X+2) filggvény
klcsdntisen egyértelmil egyrészt x > -2, mésrészt x < -2
2
(x+2)

esetén, Ezt (2)-vel Osszevetve a cos e fiiggvény

invertilhaté egyrészt az I1 = [-2,-2+ YIn® ] (3)

méisrészt az I, = [-2— fink , -2] “)
intervallumon,
3. Az inverzhez az inverz fiiggvény definiciéja segitségével jutunk,

2

(x+2)" y akkor és csak ak-

A megengedett intervallumokon cos e

e(:H-Z )2

kor teljestil, ha = arccos y, ami akkor és csak

akkor igaz, ha (x + 2)2 = ln arccos y (5).
a) ha x 2-2, (6) akkor &s csakis akkor 41l fenn, ha

x = VlIn arccosy - 2 .,
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Igy az inverz itt f;l {x) = VIn arccos x-2.

Ennek értelmezési tartoméinyst a kovetkeziképpen 4llitjuk
eld: az inverz figgvény definicisjsbél: ha f H-n invertsl-
haté, a H-hoz tartozé inverzére

D1 = £(H),

ezért Df -1 a (3)-beli inervallum f szerinti képe,
1

2
Mivel £{x) = cos e(X+2) folytonos, és mivel (x+2)2
az x 2 -2 esetben monoton n¥, eX monoton nd, cos x
monoton csbkken, teh4t f(x) monoton csdkken (lasd
19. pl. 2,), igy -2<x <-2+ fInK akkor és esak
akkor, ha

cos L 2 f(x) > cos® = -1, azaz Df -1 = [—l,cos 1] .
1

Es valéban ellenfrizhet, hogy az
£(x) = ¥ In arccos x-2

mint elemi fiiggvények Osszetett fiiggvénye értelmezve van
a [-1, cos 1] intervallumon, mert egyrészt mivel

cos 1 <1, ezért [-1, cos 1] C D apecosx, méisrészt

ha x < cos 1, akkor arccos x > 1, igy 1n arccos x > 0.

=

b) Ugyanugy, ahogy a)-ban csindltuk, az [ invertilhatd a
[-2- VIn®T , -2] intervallumon és itt inverze

-1
fz (x) = - ¥1n arccos x -2

D, -1 =T[-1, cos 1]
f2

4, Az, hogy Il,I2 két legbGvebb halmaz, amin a figgvény in-

vertdlhats, kovetkezik abbédl, hogy egyrészt 2. miatt birmely
olyan H C Df-re, melyen | invertilhaté:

HC[-2- YmR, -2+ Vm%] = H

(lasd (2)),
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‘m4isrészt, ha H CH olyan, hogy példiul 11C H,
I #H, akkor egy x € H x ¢ I, esetén kell, hogy
X € 12 teljestiiljon (I1 U 12 = H0 D H), ekkor
-2 - VInK €x<-2, de igy az ¥ .='-4-x-re
2<y<-2+ VIn® , azaz y € L C H. Vagyis
x,yEH,y=-4=x, y#x(xéll. y €L) és

(x+2)2 (
f(x) = cos e " = cos ey = f{y), azaz [ H-n nem
kSlestndsen egyértelmii, Ugyanigy lathaté be, hogy I2-n61

sincs bdvebb halmaz, melyen f{ invertilhaté volna,

5. Osszefoglalva:
-1
t‘1 {(x) = { In (arccos x)- 2
D, -1 = [-1, cos 1]
f
R -1 = [—2;-2+ YT ]
[1
-1
£, (x) = - | In(arccos x)-2
D--'l = D-l
fy b
Rl = [-z-- 1n TE,—2]
f
1
) .
2. =rR\[—1, 5] R, =R\{1-1n/2 Y.
f invertilhaté egész Df-en:
2{x-1)
-1 e + 1
f(x)=-—é—_—"‘—", D-1=R, .
2 (x-1) 1 f £
3.D, = foR'—'—"l—‘<x<"'—1——— k=0,+1,+2
. f . Tt -~ '].L' s X1,¥2,... ,
kit + ) T+ vy
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2
R, = {0, co). Invertilhaté a ('f, —3*45] intervallumon, az

-1
inverz [ (x) = 1 5
arctg ex
i A_(2 4
Drl= [0,00), R AR
41)—{ ER: x # (k1) = k= 0,41,+2
. f— X + X ( )4 = l_l_""}’
-y _E T
Rf = |3 co) . Invertilhaté a ( 2’ 4] intervallumon,
-1 1 1-x
== in =%
£ (x) 2 arcs x '

-1 L 1. (_X i]
D¢ [2'°°)' Rl= (-5 1]

5. D, = {xEIR: x>1}, R

f

¢ {xerR: x>0}.

Invertilhaté az egész Df-en,

-1 -p |

-1 _ 1a x -1 - v
Fx=e +1, D -{xerR'.x>o},Rf )

6.D.=R , RE=(tg(-1),t31] .

Invertilhat6é a pozitly, illetve a negativ val6s féltengelyen:

-1 1 - arcty x
= -l= -
f &) 1+ arctg x ' Df1 (tg-1), tg 11,

Rf£1= {xEIR:x;O} .

A, _ _|fl-arctgx 1 _,
fy &)= 1 + aretg x ' Dpp = (t8(1), tg 1] !

Rf;= {xe R:x-SO} .
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b
7-Df"IR H Rf— [0’ 2).

Invertdlhaté az [1, co) és a (- oo, 1] intervallumon:

4
V arthsinx + 1 ,

i
Df-l = [0, 2). Rfi-l:[l’ co) ,

ff(x)

4

f;l{x) = - V arthsinx + 1 ,

I
- = —_— -1= (-
D [0, 2 ), sz (- oo, 17 .

8. Df = (- o0, -2~ f—s-]U[—2+ ﬁ, 2- ﬁ]U[2+ V3, co),
R, =[o, T].

Invertdlhatd egyrészt a H1 = {-00,-2- f—3]U[2+ I/—E', oo}
halmazon, itt

2 + V4-cos2 X

cos X . cos X

-1
£, &) =

14

b1
1= — -1 =
Dfl Lo, ®] \{ 2,} . Rflt H, ,

misrészt a H2 = [-2 + ﬁ, 2- ﬁ] halmazon, itt

I/ 2
2 _ 4-cos X T

cos x cos x X7y
-1
fy (x) =
0 X = X
2 1
-1 = -
sz Lo, =7, szl H, .

(Megj.: ldsd 29, pl. 2.)
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9, Df:]R s Rf= {xEIR:xzﬂ} . Invertilhat6 az

1. I ='(-00, -arch2 -1 ] -en, itt

1

f;l(x) = - arch ( | x +2) -1,

D.1= [0,00), R.-=1 .
£ (!
2. I, = [-areh2 -1,-17] -n, 1ttt

f;l(x) = -arch (- ¥ x+2)-1 ,

Df2-1= [o,1], Rf;= I, .

3. I, = [-1, arch2 -1] -n, it

£, %) = arch (- VFs2)1

D.-1= [0,1] v Rpl=1

f3 a 3

4.1, = Carch2 -1, oo)-en, itt

f;l(x) = arch { Vx +2) -1 ,

D-1= [0, c0), R -1=

I .
f4 4 4

10, Df = {0, oco), Rf = R . Az egész Df—en invertathat6:

3
-1
=V 2%, Dl= R, Rpl= (0, co)
11, Df = (~4,4) , Rf = (-o0, In 4+3). Invertslhats az
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1, 11 = (4,0 ] -n, it

fl-l(x) == 4_ex-3, D -1= (- oo, In 4+3),
£
R-1=1 .
f1 1
2. 1, =[0,4)-en, itt
'@ = V42, D-l-D-1-R , R-l=1 .
2 £, £ f £, 2

1
12.Df=(0,oo)\{;} , Rf=lR\{1} )

Invertdlhat6 az egész Df-en,

X

e =e ™, Df-1=lR\{1} ,Rf‘1=(0,oo)\{i'} .

2 . 2
Mivel e X kolestndsen egyértelmil x > ¢ esetén, és ex
ktlestnbsen egyértelmii x < 0 esetén, valamint e*
kolestnisen egyértelmii:

2 2

- 2 2
ex =ey akkor €s csak akkor ha -x =y, azaz x=y=40,

igy E(x) az egész Df—en invertdlhats, és az Inverz
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lni', ha 0<x<€1

-1
f (x)= .
-fInx, ha x>1,

"1 = -1 =
Df (0, o) , :l'*lf R .
- - I
2. Df-((},oo), R —[0, )

Invertilhat6 a (0,17 -en, itt

1oy tEX = X -1,
I x)=e , Df1-1— ]:0. 2) , Bfl = (0,17,

valamint az [1, oo)~en, lit

m=ef®, p-1=[o, ), R-1=[1,00).
2 f2 2 f2

3. Df = Rf = |R , Mindeniitt invert4ilhat6:

x , ha -co<x<s1
-1 .
fx) = Yx , ha 1< x <16

logzx, ha 16<x<oc0o ,

D-l1=R-1=R.

4, Df = (~c0,4] , Rf =[-1, oo). Invert4lhaté az
1, Il = (-o00,1] -en, itt
2

1 I-x , ha 0gx<«l

£, &) =

lnj—‘, ha 1< x<oco ,

-1= -1=
Df [0: Oo)f Rl 11 .
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2, I, = [1,3] -on, itt

1 f 2 (1+ —51{ arccos(-x)) ,ha 1S x<0
£, &) =

x+1 , ha 0£x<1,

D-1=[-1,1], R-1=1 .
fz ¥ ’ fz 2

3.1, = £3,4]-en, itt
-1 1
f3 (x) = 2 (1 + % arccos(-x)) .

p-l=[0,1], R-1=1, .
£y £, 3

o0
5. Df=[0,oo), R, = U [2k, 2k+1) .,

f k=1
Az egész Df-en Invertdlhaté:
-1 :
f x)=x —L;E']' '

p;1- {x?{}: [x] phros } = R ,

Ri={xeR: x20}.

(f(x) = y = x+k k< x< k+l ,

amib8l x = y-k 2k y < 2k#l)
c)@ 1, Df = R

2
2.y=ex-x-b6'1 z=e 1)

helyettesitéssel z-ben misodfoku egyenletre jutunk, melybdl
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1
Z= %i y*+q (2}, igy a flggvény invertilhats a
1 1
z 25 lletve z< 5 intervallumokon, azaz, ha

1 1
e}'I = E illetve exs 3 ami az In x monotonitisa miatt,

és mert e > 0 Vx € R, akkor és csak akkor teljesiil,

Miutdn f(x) folytonos az egész [R -en, &s a fentiek szerint
invertilhaté az

[ln-'.oo) és az 12=(-oo, ln%] (3)

intervallumoken, igy ezeken monoton (lisd 101, pl. b)-vel

analdg tételt R -re). Mivel In i— <lIn % <0 és
1 1
f(ln 2)= "7 fo=0,

1
f(mg) -5

azZaz
£ (m i‘)>f(ln %) és (o) > f(ln ;—)

ezért II-en monoton cstkkend é&s 12-11 monoton novs,

(Megjegyzés.
Ez az eredmény megkaphat6 4, pl, 1, e)-bdl Is hiszen a

g(z) = zz-z jeloléssel f(x) = g(e Y» €s g(x) az idézett

1 r”
példa szerint z g 3 Te szigoruan monoton csékkend,

z ;% -re szigoruan monoton névé, valamint, mivel e  min-

deniitt szigoruan monoton névs, és szigoruan monoton ndvo
fliggvények Usszetett fliggvénye szigoruan monoton nové, egy
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168

szigoruan monoton ndvé és egy szigoruan cstkkend fiiggvény
Usszetett fliggvénye szigoruan monoton cstkkend, és szigo-
ruan monoton figgvény invertdlhaté, Most a szlgoru mono-
tonitdsbél kivetkeztettiink az Invertdlhatésdgra, mig az elébb
- a folytonossig felhaszndldsdval - forditva.)

Ebb&l kbvetkezlk, hogy f (1n l) <fx) VxeR. @)
Eauzel Inf R =f(ny)= -7 5)

Missrészt lim f(x) =oco és [ folytonos, igy ezzel és
X-ro0

_f.L
(5)r-tel R, = [- 2090 .

3. (1), (2) és (3)b6l: [ Invertilhaté Il—en,- és itt
1 L |/" 1
gw=m(;+|x+3)

D -1= [— L oco), R, -l= [ln L oco) =1 illetve
f-l 4 L] 1} fl 2 L] 1 1]
Iz-n, és itt
-1 1 1
£, @ =(5 - |/x+4).
1 1
1= {- = wl= {= ==
Df [4,0),Rfl(o_o,ln2] 12.
2 2
._ _[3 ]
Dy=R . B [4 1]
(Rf-hez‘:

a z= slnzx helyettesitéssel az y(z) = z2-z+1 polinomhoz
jutunk, Miutdn folyt. ftiggvények Ssszetett fliggvényeirdl van
sz6 és 0 < sin®x X1, azt kell megnézniink, melyek y(z)
széisGértékel a [0,1 ]-ben. 1
Ugyanugy ahogyaz 1, példdinil tettilk, abbél hogy w(z) z £%

2
és z 2 % -re Invertdlhaté, adé6dik, hogy minimuma van
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z =

Invertilhat6 az aldbbl intervallumokban

I _£]_
1.11—[ 2 ! 1 en, itt

-1 1 / 3
fl(x)——arcsin 2+ X =3

o |

-ben és maximuma az intervallum szélein.)

—
byt
fuiy
il
|
o 1o
[y
| F—
I
W
=
|
[y
|
i
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(Rf-hez: z = sh x helyettesitéssel az y(z) = 2°-3z+2 poli-
3
nomhoz jutunk, 14. pl. b)-bdl ennek minimuma z = "y -ben

van és y(g') - -1 , valamint Rshx = R .) Invertilhatd az

4

1,I = (-0, arsh %]—en, itt

1
-1, 3 _V 1+4x)
fl (x) = arsh(z 2 .
Df-1= R; , Rf‘l =1 .

1 1

3
2. 12 = [arsh o * oo )-en, [tt

-1 3 Y 1+4x
f2 (x)—a.rsh(2+"""2 ),
Di-1= R, , Rf-l =1, .

2 2

1. a) 1. Df=[—1,1], Fx) = x .

(cos x a [0, Tf].—n arecos x inverze)

2, Df=lR ,
.
X ha-‘g‘$x5%
fix) =

M -x ha —ESxSﬁ
2 2

és f(x+2k K ) = f(x) tetszdlleges k = 0,+1,+2,,..-Te,
Vagy masképpen

x - 2kX  ha (4k-1) -7215 x € (4k+1) %
£x) =

<
(2k+#1) T -x ha (4k+l) 1—;— < x € (4k+3) —ZL-
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T &
(o¢) arcsin x a sin x [— 5 ——2

]-hez tartoz6 inverze:
definicié szerint

e
arcsin(sin x) = x ha xe[——;—, %] 1)
() Tetszbleges x € R esetén
sin x = sin ( I -x) (2)
£ 3% v Tmel-E E
és ha xe[z, 2]ald*:or (']Tx)E[ 2,2]_

Igy (@) és {2)-vel:

arcsin(sin x) = aresin(sin (% -x))= T -x,

T 31T ] @)
2 .

PEire

ha xE[

T) sin x 2T szerint ‘periodikus és valamely k=0,+1,+2,..
-re

x—2k‘.ﬁ',€[- Eo §2£] .

Ezzel a k-val tehdt felhasznilva (1) és (3)-at:
arcsin(sin x) = aresin{sin (x-2k U )} =

x-2k 1T ha - 'g—LS x-2kK £ %

x
T -(x-2kT) ha -2Ls x-2kT € 55 )
3, Df =[-1,17,

fixy =V 1—x2 .

2
(slnx+c052x=1 Vx€ER)

in
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4D, = R,
-
—25+x -E<x<0
flx) =
k14
5 X 0<xsk ,

és f(x+2k 1) = £(x) tetsz., k = 0,+1,+2,,..-ra.

(cos x = sin (% —x) vx€R és 14sd 2.)
T
5.D, = {x €ER: x # @ktl) k=0,4,%2,... },

f(x) = x ha x E(- %, 'g) és f(x+kX) = f(x)

tetsz, k= 0,#1,+2,... -ra.

£

(vagy mésképp f(x) = x-k'K ha x € ((Zk—l) %, {(2k+1) 3

tetsz. k = 0,+1,42,.., -ra.)
(az eljirds analbg a 2.-belivel).

6. D, =R , fx)= —=—0

£
1 +x2

(si.nzx='—t‘g—x— VxER)

1#g x
7. D = (-1,1), £(x) =2
1-x2
@ 2x— sin 2x Vx € R)
l-gin x
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9D, =R, fx-= \/1+x2 .

(chzx— shzx =1 Vx ER)

1o.nf={xerR,‘ le}, fx) = x .

]

11,D,= R, f(x)

e Ix] .

b) 1. fix) = 2x V1-x2 , ha xe[-1,1] .
(sin 2x = 2sin x cos x)

2, f(x)=|x], ha xe€[-1,1].

|[ 2
{cos(arcsin x) = |y 1-x, igy

cos(arcsin V l—xz) = V 1-1 -xz) = ﬁz)

3.fx) = Ix! , ha xe[-1,13\{o} .

1

1 +J\:2

)

(cos{arctg x) =

2, 1, cos(E -x) =ginx Vx €R, EbbSl x = arcsiny helyette-

2
.
sitéssel cos ("2L - arcsin y) =y, ha yel-1,13,
tehat %- arcsin y = arccos y , ha ye[-1,1].
2.1.a) 7.-b81 tg(arcsin x) = —=— . ha x € {-1,1) a).
2
1-x

Mssrészt 1.a) 5.-b8l, ha x € {-1,1) C(- % , 1;_)’

arctg(tg x) = x , igy (1)-b6l arcsin x = aretg - .
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™ 1
3. g (_2" 'Y) = —— Wy #0, y=arctg x helyettesitéssel:

gy
tg(lzt' -#rctgx)=m=:-‘ X#0 (2).
Ha x >0, akkor 0< arctg x< izt' , amibdl
- —12£ <0< lzt' - arctg x < x , tehit 1,a)5. és (2)-b8l
arctg(tg (izc' - arctg x)) = % - arctg x = arctg ;1'; .
U.lgy kapjuk, ha x <0 (1.?)5.-ben {lyenkor k = 1), .hogy

T
arctg tg@'%'- arctg x))= —2L-- arctg x - U = arctg i ,

azaz arctg x + arctg L. "Jr't'.
4 2
1. Jeldljk f(g(y)) = h(y). A feltétel szerint létezik a
11_111 hy) {(1). Miutén g'l folytonos (a,b)-n, ezért létezik
y=g (%))
lim g-l(x) = g'_l(xo) (2), €s mivel Invertilhat6 is, igy szigo-

-
xxo

ruan monoton (l4sd 101, pl. b)) (3).
-1
Igy (L), (2)-, (3)-mal h-ra és g -re fennillnak az Usszetett

figgvény hatdrértékére vonatkoz6 tétel feltételel, és mivel

-1 -1
hiy) = g(v)) és h(g (x)) = f(glg (x))) = [(x), Igy létezik a
lim f(x) és lim f(x)= Ilm f(gly)).
X=X X=X y=g ~{X,)
2, Legyen €>0 tetsz. Feltétel szerint van A €ER és J> 0,

hogy ]f(i')-A|<€, ha 6<y<d (1)
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Legyen x >‘(15— , ekkor 0 <§' <4, és ezzel és (1)-gyel

{fx) - Al =

. nem létezik
.1

fd

nem létezik
. hem létezik
. 0
. OO0

=] S N B WO

f(g)-A

1
< £,

8. nem létezik
®@1(;-1<[5]53)
@)1 e-1<rx1 s0

85, a) Mivel a g(x) = x folytonos, ezért az f(x) = x2-2x+2 mint
folytonos fliggvények szorzatbsszege mindeniitt folytonos,

lim f(x)=f1)=1,

x->1
3 2
by Ha x < 0, akkor x +2x2-1 = x3 (1 + < -!3-) » €s kinnyen
: X
3 2 1
belithatéan x -—» -oo, valamint =, - 3 - 0,
X=>=09 x X X--co
2 1
(63. pl. 2. mintdjdra), igy 1 - x" 3 —— 1, Mivel fenn-
X X+-00
a1l (62, pl. 3. mint4jdra), hogy ha lim f(x)= -co és
X—+»-co
Um g(x)=¢ >0, akkor lim f(x).g(x) = - co, Iigy
X-+»—-00 X+ -00
3 _2
lim (x+2x -1)= - co,
X-—+-00
2, 00 5. oo 8. oo
3. ~o0 6. 14 9, oo
4, 00 7. oo 10, -co
a)l, 0 3. % "B, 1
2. -1 26
4, 0 6. 27

15
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~ {Algebrai tort kifejezések folytonosak mindeniiti, ahol a nevezd
nilla és a 2n-edik gybkvonisok argumentuma nem negatlv.)

67, Ha léteznek a megfeleld hatirértékek, akkor az alapmliiveletek a
hatdrértékképzés sorrendjével felcserélhetdek:

x >0 esetén

2
lim x -2x2 = 1llm

X
2
X +o00 3x2+5 X»co x (3+—5§) X+-00 3+-£-
X

llm(l-%-'g') Um 1- lm 2- Hm —=
X x

_ X=oo x2 - X*o0 X-»00 Xx*co x _1-0-0 1
lim(3+—5§) lim 3+ lm = 3+0 3
X - 00 X X-»=00 X»o0 X
2.1 . = 18. a) 3
3.0 9 "2
' i2. -oo
4,0 | 5 I
5.0 13. 8 L |f . 1
. 2(x+1 1x] 1+2!)
. OO X
14. -1
7. =00 5 1
3 15. ; 19, 4
L 6.3y 0.0 12
1 A3 b) ©
9. = - n(n+l) c) oo
3 17.n —73—
10, a) L3 2L, 00
3
b) oo
A
s(xo) -k2
68. 1. lm fx)=%—"7> +1lm {(xx)
n(x ) o
X-»X [23 X-*X
o ()
2,1,0
2, a)oo b) - oo
(8) nem létezik (lim f(x)= 00, lm f(x) = - o)
X3+ X3~
4, 6
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89. a) Mivel mind a szdmlilénak, mind a nevezfnek gyske az x = 1,
igy mindkettSben szerepel az x-1 gyvktényezd.
Igy, ha x # 1, akkor

2
:_:4-3x+g x3+x + x-2

3 2
x5-4x+3 x4+x + x + x-3

Az ut6bbl kifejezés folytonos az x = l-ben, igy

4
lim x—;—'—3"—"2 =1.
X»l x -4x+3
5 - % 11. 10
3 10
1 12, &)
3, 9 2
13, 1,
4.0 3 rem létezik
5, nem létezik 2. 5
6, - oo 3. nem létezik
7. 00 4, %
8. 1
9. nem létezik 5. 0
10. 6 14. '1_
.1 n(n+l)
* 2
(Teljes indukeiéval igazolhaté: Y x € R és n €N esetén
-1 -1 - -
xn+xn +, .. tx-n = (xn + 2:1:n 2+3J'.'n 3+.. Hn-1xin}x-1))
n-2
2. -2

(Teljes indukciéval igazolhaté: WYX ER és n €N esetén

n-1 n-2
+x

(x

#..otx-1)x1) = X0 -2x +1)
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3 nm(n-m }
) 2

(A szam!l4lé kettdnél magasabbfoku tagjal x2 -el osztva s
0-hoz tartanak,)

4.E
n

(Telj_es indukcidval igazolhatd: VYV Xx€R &3 n€MN esetén
K1 = e+ )™ 2 xey)
n{n+l)
5.
2
(Teljes Indukcidval beldthaté: WXx€R &s né€MN esetén

+1 -1
xn 1 - (n+l)x+m = (xr1 + xn +o..t x-n)x-1)

és lasd 1. Utmutatdsat.)

70, 1.a)2 4, 5 6. 2
bh) nem létezik -y 3 7.1
. 2.2 8. a) oo
3.5 5. 1 b) -oco
2 2
7. a)l)Miutsn a“-b” = (a-b)(atb) Va,b € R, gy, ha ath # 0, akkor
a2 - h2
ab = S—— = . Mivel Vx+l + Vx # 0, igy

VxT— V—;_LV_) -x _ ox+l -x

m+r i =

= : ~0 .

x+1 + ﬁ x>0

[+
.
[+
.

7.1..0

=3
@ o

1 .
@ -3 (x=-y helyette-
- sités)

(A e
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Teljes indukei6val igazolhatbak:

o) 8% b" = (abya™ L + a% Zor. .. 0" ) wab € R,

) 1.-bSl b=-b helyettesitéssel piratlan n-re:

2k+1 | 2k+l 2k_ 2k-1 2
a’ T +b = (a+b)(a k _...+bk) va,b € R
1.0 4 —Z(m }beli n = 12) 7. 2
. * 36 o ‘3
1 112
2. % 5. 5o (itt oc)-bell n=6) 8.0
3
5 4 8. 7
3. 3 6. 3 2
10, (itt oc)-beli n=6)
1
1, - <

(x X2+2x -2 -Vx +x 4x) = x((f x 2% - fx ox) + (x- [x +x))

12, % (x =y helyettesités)
g1t 3 B Ln 7. 2"
n m 5 2a n
'n a +a_+...+a
2, i 4, ath 8. 1 2
n 2 n
8 na-mb
*  mn
Y
ke
3 n
EEE V—x...L-r‘) 1-vx 1- V x 1- V=
. Ix ° 1-x ° " 1=
(l—x)
és 14sd 1,)
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2
12, 1. a) Ha x > 0, akkor e s 1, azaz e2x_1 > 0, és mivel

2
e . 1, ezért —— oo, amibfl
X-+0 2% X-s0t
1-e
X b4 X
f(x) = 1_82" m ©0 , hiszen e ngl {mivel e min-

deniitt folytonos, és eo = 1),

b} ugyanugy ahogy a)ban f(x) Toos T hiszen ezx <1,

ha x <0,
X X
e e 1 -X 1
c) fix) = == . = —F0
2 2 -2 - !
I e 2x_1

és mivel lim e * = lim —1£= 0, gy

X-+-co X—+c0 €
-2x --x2 -x2
lim e = lm (") = {lim y =0 (@), ezért
X =00 X >0 X - o0
ex -X 1
lim f(x) = lim = lim e =
2x -2x
X~»o00 X~oco l-e X —-o0 e -1
= lim e-x.—l'—_'z—x—‘=0.a%i‘=0.
X-~co lim e -1

d) Mivel lim e =0 ugyanugy, ahogy (1)-et kaptuk:

X-= -0
2x eJ‘I
lim e =0, éslgy lm fx)= 1lm o
X-+-00 X+ -o0 x~-co 1-g°%
lim ex
= X=+-oo 2x = i—?—o = 0 .
1- Iim e
X+=-co
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1 1
2,5,5,1,0 6, o0, 0, 0, 1
7. 0, 0, oo, co

1

1 1 8. =,0, 00, ~ co
40,1, 5,35 2'er
5, o0, 0, c0,-c0 9, -1, 1, ~o0, 00
2. 1- 0' Or o0, Cco 3.2 0' %,OO
2,0, 0 i
+ U Ve 00y T g 4,0, 0, 0,0

3. 1, nem létezik, nem létezik, 0, O
@0 (|xsin xI T 1x|) O, (v = ¥ helyettesités),

3. nem létezik, nem létezik, oo, co

X -X
ln(1+ex) _Ine +Infl+te )
—'—73 @1' 1( X - X )

2.0

In 3 ( In(1+3%) _1n 3" + 1n(1+3"‘))
02\ na+2®) 12X+ 1ngez™

@ln 2( —ln( xzx)=x—ln ex-ln(l—te—;-z:)>

i T 2
4, - — 7.1. — 1. 0.1, -
2 2 8.1. 3 3
T X
5 T 2, - 2,1 2.1
T T 1 - 3
6. - — s —= 3
4 3. 2 9.1, 3 3. 5
2.1

4. - coO

5. tr L
3

6. oo

isl
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3|/ 1
@O(Ix cos—2|s|x|)
x

@';'(e-x(l-l/l-—ex= x <. > %)

1+ 1-e

13, -

T

M. 1.,- Va> 0-ra (ax csak pozitiv alapra értelmezett)

1 0<ax<l
1

lim f(x) = E a=1

X -+ o0
0 a>1

2. Va>0-ra(l4sd 1,)

0 0<a<1-
1

lim f£(x) = ) a=1

X»co )
0 a>1

@ Va> 0-ra (l4sd 1,)

1 0<axgl1

Hm f(x) =
X o0 a a>1
(x> 0-1ra

X X !-'
1< {1425 < | 2=2°, ha 0<a <1, &s

X X l
x - X

4, Ha cos a >0 (i4sd 1.), azaz ha

a € ((ax-1) 1;‘—. (4kel) =) valamely k=0,#1,12,... -ra,
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HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

lim f{x) =
X >0

0 a# 2%
{ valamely k=0,+1,+2,... -ra

1 a=2kK

6. Va€R -re lm f(x)= sign a

X » o0

a axo0
6, Ya€MR -re lim f(x)={

X-»=00

7. Ya€R -re lm f(x)= sign a

X -»00
75, a)@a (ax = y helyettesités)
sin _ax
sin ax ———
@F (<0 Gt = - )
b sin bx on bx
bx

(=i

¢
@1 {(x - —2" =y helyettesités)

4,1
5.0
6.1
@1 (x = sin y helyettesités)

. x = .%1' helyettesités)

10,1
L L g
1
2, 2
9 @ (gx— lnx(l—cosx! . sinx | l-cosx)
x . cosx cosx x xz
1
2. 2
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2 1
3. -% 73
4, 2 i (ldsd 2.1.)
5. 0 L
9.-1—2
a
6. =
b 3
10.7

@ conn - o 3 - o' 3
2 (cos x = cos 2 n 2)
I .
@ 1.1 @ = 5 -X helyettorités és  tgf % -y) = EL)

2 End
2. r (-x =y helyettesités és cos(%-z ) = sin z)

13, cos a
14, - - @Eﬂasda)z;) 16 -+ 171
© 2 2 * ‘ 2 *

- arctg y
. = h‘l é M =
1.1 (= arcsiny helyettesités utdn ing i )

arctg v
- arcsin y 1)
arcsin (aresin y) y-o
arcsih y :
2. 1 {ugyanugy ahogy 1.)
19. 1, 0
2,0
ex_e-x sh x -xX er 1
lﬁ_,_l.@shx= ) » lgy x =e - 2% *
3 x o - @)
Miutdin e mindeniitt folytonos, llm e  =e =1,
X+0
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¥ = 2x helyettesitéssel (ez megengedett helyettesités, hiszen
¥ = 2x mindeniitt folytonesan invertflhaté:14sd 63. pl. 1.):
2x y
m &L= 1um £Lo 1, iy q)ba
X-+0 y-—o y -
sh = 2x-1
lim =2 - 1im e . lim 2 =1-1=1,
b4 2x
X0 X0 X0

@ a) x = ey-l folytonosan invertilhat6 megengedett helyettesitéssel;

In{1+x) - Y
x e-1 YO

b) a)-b6l x = -y helyettesitéssel
c) a)-bél xtl =y helyettesitéssel

X £-Ina

X In a¥ x lna a - e 1
@a>0,-lgy a =@ =@ , amlvel —m = —= =
X X
ex-lna_:L
=1na “xolna? 63 ebbll y = xlna helyettesitéssel
R
lim =ilna,
X-+0
(@)A1 a 3. 0 5. 1 7.1
a
2. b 4, 1 6. 1 8,1
1 1 1
< 2, - = =
B.1,1, 2 2 4. 3
1 a '
- 3- -
2, 2 b 5. cha

(A trigonometrikus és hiperbolikus figgvényekre fennillé
analég azonossdgok alapjin a feladatok megoldisa analég
a 75. pl. a)1,, 2., 5., 6., 7., 8., llletve

b)1l., 3., 6., 7., 13, feladatalnak megolddssval.)
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2. 1. a

In{aty)-lna -

¥
In(1 + a))
y

L meffi+X 1n(1+-§-
@2 (1n(x+ex)x = (x eX) =1+ ——-——9i2 . ex)

.Y
X
e

@i (x-a = y helyettesitéssel

10. a-b

x2-1 ea-ln X,
@ a (x 1 xa1 ha x >0. y = x-1 helyettesitéssel

oIy IO a1

—a)
¥ a-In(y+1) y

¥=0
a a '
12, a~ (lna-1) 13,1 14, a ,{Ina+l) 15, 1ln a

7. 1..M1utén Inxaz & inverze, ha f(x) > 0, akker

fx) = o 1 (ged 24. pl. 2.).
Ebbdl mivel e* mindeniitt folytonos és szigoruan monoton,

az Osszetett fiiggvény hatirértékére vonatkozd tétellel

lim ln f(x)

lim f(x) = lim eln fx) =e %

X=X X=X
o o]

b) Tetszbleges f{ valés fliggvény esetén, ha van a € R, hogy
(a, o0) C Df és f(x)>0 ha x > a, valamint létezik a

Um 1n f(x), akkor létezik a  lim f(x) ls, és

X-»00 X+ 00
lim In f(x)

IIm £(x)= e x+o0

X-»00
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A blzonyitis gondolatmenete analég az a)-beli 4llit4s bizonyi-
tisdnak gondolatmenetével,

2.(D)e’ (dsd 1. a)és 76. pl. 3. 3.)

@_l_ (1n_cos ¥x 1 11'1(1—51112 @ ] si.nz Vx
Ve

=T - ha x>0)
2
2w rx (VR
3. Vab 4. e 5 e 6. 1 7. 62 8. Ie-
9. 1 0. * 1 e° 12,06 13, o 14, of
2
a 1 a a
= . 1 . . 5 . (= =
7. 1. 2 3.1 4 3 5. 6. 2
7. -1 8. 1 9. a 19, 3 11, -ln 2 12, In 8
@ 1 x>0 eseténaz y = X megengedett helyettesitéssel:
.2
Iﬂ x +1
X arccos —= =y - arceos ¥ » amib8l y = cos z helyettesitéssel
2 2
X +1 l-y
(ez megengedett: 0 <y < 1) y- arccos v cos Z ° - —1)
2 sinz zwo
1-y
14, 0
15, 1. 0
@ nem létezik
(x = L helyettesitéssel —1 _.shny —» 00 , mert
y 1 ¥y |yso
y-sin y

1 1
ysin = — 0, de lim sign(y-sin ;} nem létezik)

y y=o y—~ot
1 2
16. 1 17, 1, 2 2 3 3.1
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1. e ((2x+2)(ln(2x+3) - In2x+)) = 2(x+1) (1n(x+ S o x+ —))

¥y =i helycttesitéssel:
In 1+-y) 1n(1 +—y)
2(1+y)( - ) y_.o+_ 2 )
2. 0 (xzm(%:f 2—1-2-);:.: ~oo: n( —E) —=n L <0)
3. °°("1“(2'° e 1n(2-" —— ln2>0)

19, e 20, 1,00 2,0

32-+1 3 x3
EDo(w 5 srm g & 15 1o
ox +xl T X x
I 1
@-l (arctgx-'?=-arctg; ha x>0 (l4sd 61 pl, 2. 3. a)))

lim (£(x) -(ax+b)) = 0 akkor és csak skkor teljestil, ha létezik a

X000

m ﬂf—=a és a lm (f(x) - ax)=b , igy:

X-»00 X - 0O
. 1
1, Nincs megfeleld a,b 4, 2=1,b=-73
2.2)a=4, b=-4 5.2)2=0, b=x
3
b) a =90, b=-§ e
b)a=—2-,b=—1 (lasd 78. pl.
c)ja=b=20 22,)
3. a) Nincs megfeleld a,b 6.a=-1
b)a=hb=20 b=20
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80, A. a)@ Az f(x) = x sln"l-i jeldléssel a 72. pl. 3.2,-ho}

Hm f(x) =1, ezért tetszBleges (bn) sorozatra, melyre
X+00

bn#o VYnemMW , és lim bn=°°.fennall:

Il =00

lim b sin L 1.,
n b
11 >~ o0 n

A példdban bn = n sorozat vilasztfissal tehit

lim nsln%=1 .
n-o0 o

X
- = a
501 s.e 41 6.6 2 6 |b Te

®o®2 -n |7)

Nem konvergens: lim 72 =1, lim a,_ =2,
k—+oco

2k+1 K> 00 4k
lim a =0,
ko0 4k+2
b)) 0
( {n+ = ({n+¥l-n)+n ntl-n +n 1 +n

n +l4n
1 P 1
= sl.n(iﬁ'.—" )cosn:ﬁ. + cos (JL—- sin n T )
2 2 ..
vn +1+n v n +1l+n
@1. Nem 1éteztk, (14sd b) 1.)
2, 1 {lisd b) 1.)

G)o
(Tetszlleges 0 <x < 'g' esetén a sin x flggvény definicis-
jab6l 0 < sin x< x (1), igy teljes indukelbval bizonyithat6,
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hogy WVnéEMN esetén 0 < an< % (2), azaz a sorozat korld-
tos, és V¥ n€M esetén a,<8 azaza sorozat monoton
cstkkend, Igy (an) konvergens és a definiflé Ssszefliggésbol

lim a = A -ra fenn kell dlljon sin A = A (3),

n-=o0 ~
Miutén (2)-b8l 0 < A S ’—2‘ igy (1) miatt csak A = 0 elé-
glthet! ki (3)-at.)

B. Konvergens,

(Az arctg = — 1 x fuggvény a 19. pl. 2, a) alapjin monoton nd-
vekedd (0, oo )-ben,

r ”
Masrészt 1lim aretg ﬁ = IL . Ha monoton ndvekedd figg-
X—»oo
vénynek létezik véges hatdrértéke a végtelenben akkor az felsd
korlitja, igy Vx> 0 esetén

XL
4

0 < arctg i—f;s

Fentlekbdl teljes indukcibéval bizonylthats, hogy (a } monoton
nivekedS és feliilrdl korlatos).

2, Konvergens,

@Nem konvergens,

{ lim lan - an_ll = e igy nem lehet Cauchy sorozat).
n+oco

. )} Miutdn f{x) minden x€R esetén értelmezett folytonos fliggvé-
nyekbdl Ssszeadissal, kivonissal, szorz4ssal, osztissal és Ossze-
tett fliggvényképzéssel 411 elf, igy értelmezett és folytonos minden
olyan x€[R helyen, ahol a nevezOkben szerepld fiiggvények nem

nullék, tehit Dy = RN {1} & f folytonos Dj-en.

A fiiggvény tehdt nem folytonos az x = -1 pontban.
cc) A fiiggvény viselkedése x = -1-ben.

2
-2
Mivel lim 2% - _oo (14ed 68. pl. 1.), ezért az

g1+ 1+x

Osszetett figgvény hatdrértékére vonatkozé tétellel, felhasz-

nilva, hogy 1lim th x = -1, addédik, hogy

X—+-c0
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1-24\:2
im (1+th T2 Y)=0,
x---1+

2
1-2
Hasonl6an adédik, hogy I1im (1 + th Tox X )= 2.
Ko —1- +x

Azaz f(x)-nek x = -1 -ben ugrédsa van,

3} A fiiggvény viselkedése a végtelenben.
Az eddigiekhez hasonl6an Osszetett fiiggvény hatdrértékére
vonatkozo tételt felhasznélva:

1 -2x2

l+x x-+oo -eo, lgy

lim f{x) = 0. Ugyanigy kaphaté, hogy lim. f(x) = 2 .

X =00 X-»—-c0

by 1, 1. Df = R , folytonos az R~{0} -n,

x =0 ugris,

lim f(x)=1, lim f(x)= -1, 1lim fix)=1,
X-+ot X0 X~oo

lim fx)=-1.

X»-00

2. Df = R , folytonos az R~{0} -n.

X = 0 megsziintethetd szakadds, lim f(x) =1,
X0

lim f(x)= lm fix)=1,

X =00 X =00

2, Df = R, folytonos, ha x #k k = 0,+1,+2,.,.

Az x = k helyeken ugrés:

lim f(x) = f(k) = k, lim £(x) = k-1,

X-+k+ x+-k-
lim f{x) = o0, lim f(x) = -oco0 ,
X000 X -0
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3. Df =R~N{0} , folytonos, ha x # k k= 0,+1,42,...
Az x =k, k # 0 helyeken ugr4s:

1
lim f(x)=fk)=1, lim fx)=1 - E .
x -kt X+k-

Az x = 0-ban misodfaju szakadis:

lim f(x)=0, lm f(x)=+o00; lim f(x)= lim f(x)=1,
X=-0t X-+0- X+ 00 X+ -00

c) 1. Df = [0, oo}, folytonos (0, co)-en és x = O-ban jobbrél foly-

tonos:

Hm f(x)=flo)=1 é lUm €£(x) nem létezik,
. X-- Ot X 0-

lim £(x) = oo, lim f{x) nem létezik,
X+ oo X-+-00

2.1.D, = R ~{2} , folytonos D;-en.

x = 2~ben mésodfaju szakadis.

lim fx)=occ, lim fx)=-0o0;
X»2¢ X+2-

im fx)= lim fx)=1.
X»0 X-»-00

2, Df = Rv{2} , folytonos Df-en.

x = 2-ben m4sodfaju szakadis:

lim fx)=oc; 1lim fx)= lim f{x)=20.
x+2 X-00 X+ -00

3, Df; RN{-2,2} , folytonos Df-en.

X = +2-ben mésodfaju szakadis:

Um [x)= Hm f{x)=co, Ilm f{x)= lUm fx)=-o0;
X-2+ X~ -2+ X 2- X=>-2- ‘

lim f(x)= lim (f(x)=10.
X+ 0o X~~~ 00
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Df = RN{2} , folytonos Df-en.

x = 2-ben mésodfaju szakadis:

lim f{x) =00, lim f(x})= -00; lim f(x) =oc0,
X +2+ X»2- X>oco

lim f(x)=-oco0.
X -0

1. Df =R {2} , folytonos D; -en.

x = 2-ben megsziintethet szakadis:

lim f(x)=2; lim f(x)= lm [{x)=o0,.
x=-2 X+ o0 X+ -CO

2. D, = R ~{2} , folytonos D;-en.

x = 2-ben ugris:

lim f(x)=2, lim f@x)=-2; lim f{x)=o00,

X2+ X~2- XK—+~o0O
lim ({x)=-c0.
X~ -c0

D= {x€ER: xzo} N\ {o} ,

folytonos Df ~ {0} -n.

X = 0-ban jobbrdl folytonos:

lim f(x) = f{o) = —3—1— , 6s lm f(x) nem létezik;

X+ ot 1} 3 X-+0-

x=9-ben misodfaju szakadés:

lim f(x)= -oc0, lim fx)=c0; lim f{x)=-oco,
X-» O+ X+ 9- X~ o0

Hm f(x) nem \étezik,
X—»-o0

Df= {x€ER:x20} N {1} , folytonos D

. 16Y -n.
e {¢Y -n

x = 0-ban jobbrél folytonos:
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lim fx) = f{o) = 1 és lim f(x) nem létezik,
X0t 2-1 X-+0~

x = 1 -ben megsziintethetd szakadis:

lim fx)= V3; Hm fx)= —=—, lim f(x) nem létezik. .
x—~1 X+ 00 Y2-1 x~-co

8. D, = R \{1,2} , folytonos, Dg-en, x=1-ben megsziintethetd
szakadds: Hm f(x) = -8 ;
x~1
x = 2-ben mésodfaju szakadis:

lim f(x) =co, lim fx)=-00,; lim {{x)=—oc0,
X2+ X2~ X »co

lim f(x)=o00,
X-»=-00

9. D = {xER: 221} N {2} , folytonos D, \ {1} -en,

f
x = l-ben jobbrdl folytonos:

lim fx)=f1)=1, 1lim £(x) nem létezik,
x-+1+ x-+1-

X = 2-ben megsziintethetd szakadis:

lim fix)=73; lim f(x)=0, lim [(x) nem létezik.
x-+2 X+ 00 X-=—00

0o | =

10, D, = R\ {2,3} , folytonos D;-en.

X = 2-ben ugrds: lim fx)=1, lim f(x)= -1,
X ->2+ X-»2- .
X = 3-ban misodfaju szakadis:

lim f(x)=occ, lim f(x)=13; lm fx) =1,
X =3+ X+3- X-ro00

lUm  f(x) = -1,

X+=-00
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Df =R ~{0,1} , folytonos Df-en.

x = 0-ban misodfaju szakad4is: lim f(x) = - oo ,
X =0+

lim f(x)= o0,

X=0-

x = 1-ben ugris:

lim f(x)=1, 1lm f{x)=03; lm fx)
x-1+ x-=1- X=oco X-= - 00

]
—
o
=1

Py
z
I

. Df =R N §{-1,1} , folytonos D¢-en.

x = +1 ugris:

lim f{x)= lim f(x)=-1, lim fx)= lim fx)=1,
x=1+ x->-1+ x-1- Xx--1-

lim f(x)= lim f{x)=10,

X > 00 X-»—-00
D = {x€R:x<1} N\ {0} , folytonos Dg-en.
X = 0 -ban mé&sodfaju szakadis: lim f{x) = - co ,
X=0

x = l-ben mésodfaju szakad4s:

lim f(x) = oo, lim £{x) nem létezik.
x-~1- x+1+

lim f(x)=-00, lim f{x) nem létezik,
X -0 X*00
D; = R~{o} , folytonos Df-en.
X = O-ban misodfaju szakadds: lim f[(x) = oo ,

X+»0

Hm f(x)= lim f(x)=

X =00 X+ -00

0o |
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=RN{0} , folytonos D_en.

f
= 0-ban megsziintethet§ szakadds: lim f{(x) =
X—=0
lim f(x) = lm f(x) =
X ~o00 X -o0
(|x arctg -I *X tetsz, x # 0 esetén;

Hm  fx) = lm &)
X+~00 y—~ot y

‘Df =R\ {ln2} , folytonos Di-en.

x = 1ln 2-ben misodfaju szakadds:

lim f{x)=-c0o, lim fx)=oc0; lim fx)=0,
X+ 1n2+ X-»1n2- X+oo

im f{x)=-oco .
X =-00

(a nevez§ € méasodfoku kifejezése)

f
= 0-ban megsziintethetd szakadds: lm f(x)=1 .
X->0

7. D = R~{i0} , folytonos D_-en.

im f(x)= lim fx)-=
X000 X+ =00

8. Df =R N{0,2) , folytonos Df—en.

x = 0-ban méisodfaju szakadis:

lim f(x) = L » lim £(x) = o0
X -0+ Ve X0~

x = 2-ben megsziintethetd szakadis: lim f(x) = L
x=2 Ve
lim fx)= lim f(x)=

b. & Ko =] K—-—00
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9. Df =R\ ((0,1) U {- %}) , folytonos Df N {0,1} -en,

X = 0O-ban halr6l és x = l-ben jobbrdl folytonos:

tm #x) = £0) = = , Um £(x)= (1) = == &
2K
X--0- x+1+

lim f{x), lim f{x) nem létezik,
X -0t x-1-

1
x=-3 -ben misodfaju szakadis:

lim fx)=-00 , lim f{)=co.

X"'E+ X —-"=

lim f{x)= 1lim f(x)=% .
X 00 X+ -c0

10. D, = R~{1} , folytonos D -en,

£
x = 1-ben megszilntethetd szakadis: lUm £(x) =1,
x-1
lim Ex)= lUm §=x)=-1,
X-~00 X =00
o1 1
11, Df =R\ ({0} U ( U — 1 ) , folytonos D,-en,
£
ko |In VAT
(k+3)w

x = 0-ban misodfaju szakadis:

1im f{x) = 0, lim f(x) nem létezik,
X0t X-~0-

1
X T 1 helyeken (k=1,2,3,...) méisodfaju szakadés:
ln —————

e
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lim f(x)=-o00, lim fx)=o00;

X+ xk+ x-xk—

iim f(x)= lim fx)=1tg1l.

X =00 X =-00

12

Nincs értelmezve az xk = (4k-1) '% k= 0,+,+2,,,. és az
¥, = (2k-1) —"25 k = 0,+1,+2,... pontokban,

Mindentitt m4sutt értelmezve van és folytonos.
Az Xy pontokban méisodfaju szakadés:

lim f{x)=co, lim [x)=-o00,
x-»x_k‘l‘ X }{k-
Az pontokban megsziintethetS szakadds: lim f(x) = ¢ .

¥
x-yk

A lim f(x) és 1lm f{(x}) nem létezik,
X+ o | Xe-00

13. D, = (-1,1), folytonos D, -en.

| S f
lim f(x)=occ, lim f(x} = -00
x-h]_— x-.-1+

és lim f(x), lim f{(x) nem létezik.
x+1+ x+-1-

lim fix) és Iim f(x) nem létezik.

X—»00 X+» —0O0
2
14, D, = R , folytonos Df-en. lim  fx) = Um f(x) = 5= .
X »00 X=-co
15. D = R , folytonos D, \ fo} -n.
x = 0-ban megsziintethet szakadisa van: lim f(x) = 0 .,

X-+0
Hm f(x)= lim f{x)=0.

X» o0 X -» - 00
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16. D = R ~ {0} , folytonos D _-en.

E f
x = 0-ban méisodfaju szakadds: lim f£(x) =co , lim fx)=-
x+ot X =0-
lim fx)=1, lim f(x) =
X-+>o0 X---00

17, 1, Df=IR\{0} , [olytonos Df—en.
X = 0-ban megsziintethetd szakadis: lim f(x) =
X0
lim f{x)=00, lim f{x)=-00 .
X>00 X -00

2, D, = RN {0} , folytonos Df-en.

x = 0-ban megsziintethet§ szakadds: lim f(x)=0 .
X0
lim fx)= 1lm §fx)=20,
X0 X»=—-00

3. D; = RN {0} , folytonos Df-en.

= 0-ban misodfaju szakadds: nem létezik sem

lim f(x) sem lm f£{x).
X ot X-~+0-

lim fx)= 1lim f(x)=
X 00 X-==-00

Mindenitt értelmezett, ahol x # (#k-1) &  k=0,41,32,...
Ertelmezési tartoményén folytonos.
Az x, = (4k-1) ? k=0,+1,+2,... pontokban megsziin-
tethet6 szakaddsa vam: lim f(x) = 0 .
X-—xk
lim f(x) és lim f(x) neni 1étezik,
X=c0 X~ -00 .
- g(x) < - . p
th(x) = f(x) esetén D {x€R: fx)>0} és

gx)in f(x)

hix) = e )
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19, Df=IR\{0} . Az xk=11-; k = +1,+2,... helyek kivéte-

1ével folytonos.
Az x=0-ban misodfaju szakadis:

lim f(x) és 1lim f(x) nem létezik,

x-+0t X~0-
Az X helyeken ugrds: lim f{x) = lim f(x)y=1,
b J—- - - 1 +
X" 2n X 2n+1

lim f(x) = lim f(x)=-1; Um f(x)=1 Um f{x)=-1.:
- 1_ 1 X+ o0 X~ = 0o i
X7 on+1 x

Ton
Df= {x€eER: x >0} , folytonos Dj-en,

Hm €£(x)=0, lim f(x) nem létezik,
X0t X+0-

lim f{x)=oc°, lm f(x) nem létezik.
X-=> 00 X»—00
(lsd 18, Utm.)

21. D; = R \{o} , folytonos Di-en.

|—]

» lUm E(x) = - —J;"‘

x = 0-ban ugrisa vam: lim f(x) = .

X0t X0~

o]

lim fx)= lim §x)=20.

X-»0o0 X=» =00

22, Df =R~ {0} , folytonos D; -en.

x = 0-ban ugrésa van: lim f(x)=1, Hm f£(x)=0.
X0t X0~

@ |-

lm fix)= lim f(x}~=
X 00 X -=-00
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23. Az xk == k=+1,42,.,,, é8 az x = 0 helyek kivételével

mindeniitt értelmezve vuan és folytonos,
Az x = 0 helyen misodfaju szakadds: nem létezik a

: . . -

lim f(x), lim f£{x} = &k kR k= +1,+2,... helyeken

X0+ X +0-

misodfaju szakadis:

lim f(x) = lim fix)y = - o0,

L1 S S

X7 @n+1)TT A onmw
lim f(x) - tim fix} = oo, lim fxy» o
1 . o 1 _ X—= -0o@

X (2n+l) T 2n W

lim fx) = - co .

Xor—-o0

24, Df = R , folytonos Df—en.

lim fx) és lim  f{x) nem létezik.
X o0 X-»=~00

@ Df = RN{0} , folytonos Df-en.

X = O-ban mésodfaju szakadds: lim f(x) = oo,

X0
Hm fx)= lim fx)=2.
X >0 X-~-o00
2 lsin X , <
= ——E— 1
x # 0 esetén f(x) P és « )

X

26. Az x =0, x = -1 &g ;ﬁ{=(2k+1)% k= 0,41,42,...

helyek kivételével értelmezett &s folytonos, Az x = 0-ban
megsziintethetd szakad4s:

lim fix)=1,
X~0
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Az x = -1 -ben mésodfaju szakadds: lim f(x) = + o0 ,
x=-1
T
Az x_= (2ktl) 'zl k = 0,+1,#2,... pontokban miscdfaju
szakadis:

ha k20, akkor lim f(x)=-c0 lim f(x)= oo

x-»xk+ x-,x_k—
ha k <0, akkor lim f{x) =ec lim fix) = ~= .
X xk+ x—*xk-
lim f(x) és lim f(x}) nem létezik.
X +oa X—+--00

27, Df =R~ {-2,0,2} , folytonos D.,en,

f
Az x = -2-ben misodfaju szakadds: 1lim f(x) = oo ,
X—=-2+
lim f{(x)=-o0 .
x->—2+

Az x = 0-ban misodfaju szakadds: lim f(x) = oo ,

X0t
Hm f{x}= 0.
X=0-
r” V_s-
Az x = 2-ben megsziintetheto szakadis: lim f(x) = =z -
x+2

lim f{x)= lim f{x)=10.
X+o0 X+ -00

28, I_‘)f = R\{0,1} , folytonos D, -en.

X = 0-ban ugrds: lim fx) = g » Um f(x)= - % .
X =0t X~ 0-
x = 1-ben ugrds: lim f(x)=1. lim f(x)=2 .

x--1+ x+1-

lim f(x)=§. lim fx)= -+ .

X+~00 X—~-00 8

29. D, = R~ {0} , folytonos Df—en.

X = 0-ban megsziintethetd szakadds: lim [(x) =
X+0

4
>
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Um0 =, lm £ = % )
X > o0 X =00

D, = [1- ve, 1+ V31N {1} , folytonos az

(- Ye,1+ ¥e) \ {1} -ben. A D; két végpontjin jobbrdl,

illetve balrdl folytonos, mivel nem létezik a

lim f(x) és a lim f(x), és lim £(x)
x+{l-Ve) x+(l+¥e) + X-({1-Fe)+

= lim fx) = f(l - ¥ e)=f(1+Ve) = 0.
x+{l+Ve)-

X = 1-ben méisodfaju szakadds: lim Ex) = co,
x+1

A lim f(x) ésa 1lim f(x) nem létezik,

X000 X+ ~C0

Df=IR\{2} , folytonos a D, ~ {-1,0,1} -en.

f
x = -1-ben mésodfaju szakadis: lm f(x) = £f(-1) = 0,
x--1-
lim f(x) = -co,

X"“I"'

X = 0-ban ugrds: lim Kx) =0, Um f£(x)=[f(o)= e,
X--0- X -0t

X = 1-ben ugrds: lm f£(x)=1, lim f(x)=f{l)= 0,
X-=>1- x-—]_.+

X = 2-ben mésodfaju szakadds lim f(x) = oo,

X+2+

lim fx)=-o00, lim f{x)=0, lUm f{x)=100,
X 2- X» 00 X =-00

D; = {xeR:x20} N\ {3} , folytonos a D \ {0,1,3} -

ban,

x = 0-ban jobbrdl folytonos, lim f(x) = f(o) = 0 ,
X0+
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Hm [(x) nem létezik.

KO

x = 1, x = 3-ban megsziintethetd szakadis:

lim f(x)= Mm f{x)=1, lim fx)=2, 1lim f(x) nem

x-1 X+3 X -
oo e 1étezik,

@Dr = RN{o, X} , folytonos Df—en.

X - O-ban ugris: lim f(x)= -1, lim fx})=1,
X-+=0- X-~0t

x = T -ben mésodfaju szakadis:

lim Ex)=10, lim f(x) nem létezik, lim f(x)= 2,
XN~ x —TJA X =co

lim f(x)= 0.

Ko —=-00

( Hm f(x)-hez: lim sin —_1? nem létezik)
X - X ~=T+ x=

Df =R \ §-1,0,1} , folytonos D, -en.

x = -1 -ben mésodfaju szakadds: lUm f{x) = sin( R (1) _ 0,

x--1+ (—1)2-(—1)
Hm f(x)=-o00.
x---1-
x = 0-ban megsziintethetl szakadds: lim f(x) = - T .

X~+0

X = 1-ben mésodfaju szakadis:

lim f(x)=occ, Hm fx)=-T; lim f(x)= lim f{(xF0.

x+1+ %x+~1- X+ 00 K~ -00

{lm [(x) -hez: lim sin tx meghatdrozhaté y = x-1 helyet-
Xx+1- Xx+1 x -x

tesitésse!l: -
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sin Tx sin W(y+l) sin W y-cos | +sin® -cos M y

x(x-1)  y{y+l) yiy+1)
__snTy 1,
- y y+1
D; = R\{3} , folytonos D, \ {-1,2} -n,
x = -1-ben ugras: lim f(x) = lt‘. lim f{x) = - Z .
2 2
Xx—--1+ x--1-
; T
x = 2-ben ugrds: llm f(x)=20, lim f{x)=— -2 .,
4
X -2+ X-2-
x = 3-ban méisodiaju szakadds:
lim f(x)=oc0, lim fx)=-°o°0; lim f(x)=
X3+ X->3- X+ oo
= lim fx)=0.
X —-00
D, = R, folytonos, ha x = k, k = 0,+1,+2,...; mindeniitt

f
misutt misodfaju szakadds; lim f(x), lim f(x) nem léte-
X+ o0 X~-c0 zik.
Df = R.
Az x=%, k=0,+1,+2,.,. helyek kivételével mindeniitt
folytonos, az xk=k k = 0,+1,42,,.. helyeken misodfaju

szakadisa van: lim f(x) =00,

X=X
A Hm (), lim {(Xx) nem létezik.
X =00 X =-00
D, = R~ {-1,1} , folytonos D; {0,2} -n.
X = -1-ben ugréds: lm fx)=1, lim f{x)= - l;—
x-~-1+ x--1-
x = 0-ban megsziintethetd szakadis: lUm f(x) =0 .

X+=0
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x = 1-ben megsziintethetd szakadis: lim f(x) =1,
x+1

x = 2-ben ugréis:

pid
lim f(x) = - ik lim E(x)=2; lim f{x)= lim F(x)}0.
X2+ x=2- X > 00 X- ~00

D, = {xEIR: x>-1},

0 -l<x =1
f(x) =

i;-(x-l) x>1,
amib6l 14thaté, hogy [ folytonos Df-en, x = -1-ben:
lim f(x)=03; lim f(x) nem létezik;

x--1+ )

lim f(x) = o0, lim f{x) nem létezik.

X+=00 K»=-00
Df =R~N{-1} ,

0 Ix]<1
f(x) = ';' x=1

1 xi>1,

amib8l: £ folytonos D, {1} -en.

x = -l-ben é8 x = 1 -ben ugris:

lim f(x)= lm f(x)=0, lim fx)= im Ex}=1,
X =-1+ x-1- x--1- x+=1+

Hm f(x})= lUm f(x)=1,

X-=o00 X ~00
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3.Df=iR ,
X x <0

1
f(x) = 3 x=0
1 x>0,

amibdl 14thaté, hogy [ folytonos D, \ {0} -n,

x = O~ban ugrds: Hm f(x)=1, lim fx)=10.
X0+ X+0-

lim f{x)=1 lim ix)=-0o0,

X=> o0 Ke—-00
4. D = R,
0 X<90
fix) = { 0 x=0
X x>0,
amib6l l4thaté, hogy f Folytonos Df-en.

lim f(x)=o00, lm fXx)=0,
X=o0 X~ 00

82. 1.1.fx)= | - sin” R x 4, f(x) = 1n(—x2)
VCOSZ T x-1 5. f(x) = . S

2, Vf(x) =

1
x sin x-a
3. fix} = b e-(x—a) -1
1 -
2.1.E(x)=s1nx]'Ta-ex-a B)Ex)=slne o
1 3. o) f(x) = co§ X
2
(x-x ) x
2, x)f(x)= sin e p)f(x)=e cos x
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V (x-xc.)§

atb+(a-b) *
XX
4, i(x) - 2
R < I YT S
83, 1.1 Ex) - 2oy ¢ &1} - 5= (3x)
- 1 1
280 = (ol) - x-2)- B30 L Loy 5t
x-3 2 2
X (x+2)
3,1 1.\ 1\ xe2 1 x-l) L
- - - . —— X -
2. 1. 1) ‘(zth(x i) 2) oz L 2 'e !
- =X 4+ = x+l
2 2
1
1 2
2, f(x) = | sin ex— sine+th-—+1)- + thix-1)
x-1 2
x +1
84, 1, a=1 5. =1, b=2k tetsz, k= +1,42,...
2 "
.;:ietsz.., 6. nincs flyen a,b .
i 7. Tetszlleges a <1,

3 ==

a=y d. Nines Ilyen 1.

4. nincs ilyen a,b

[o]
(=}
.

—

. a) Dfog = R\ {0} -n folytonos, x = 0-ban megsziintethetd sza-

kad4s.
b) Dfog =R , R {0} -n folytonos, x = 0-ban megsziintethetd

szakad4ds,

2, = - .
Dfog R -en folytonos

3, a) Dfog = R~ {0,1} -n folytonos; x=0, x=1-ben megszlintethetd

szakad4s. ;
b) Dfog = RN{0} -en folytonos, x=0-ban megsziintethetS szakadis,
4. Dfog = R -en folytonos.
Dfog

6, Dfog

N
fl

- IR -en folytones.

(-1, c0) \ {0} , x=0-ban megsziintethetd szakadis.



EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETO TULAJDONSAGAIL
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

7. a) Dfog R ~en folytonos.

b) Df0g= R,

folytonos az x = -1, x = 0, x = 1 pontokban, mindentitt
méisutt mésodfaju szakadfisa van.

c) Dfog = [R -en folytonos ({fog)(x) = x)

86, a)l, 2,

\’ i
\ i /
7
\-2,.’/

Y
—
-2-1 172 3

7. abra

b) 1,

9, dbra

-f

10, 4bra

209



EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETO TULAJDONSAGAI
HATARERTFK FOLYTO&OSSAG

B) 1

11, gbra
@1. ha x #xz. pl._ 0 <x <X
A

1
\ x,+x

12, 4bra

( (x-x, )x-x,) =( xl;xz )2 -(xlzxz )2 sy xy )

</

13, 4bra
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!
I

|

!

|

|
|

| 1
!

I

|

|

14, 4dbra

——

(L

15, 4dbra

!

16, dbra
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&

13

!

Sh{—-

18, dbra

%~y )1 -xy(x+

(Ha x,y € D f(x)-f(y) =
t w41y

igy leolvashat6, hogy ha x >y, akkor
c
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2. ha x1=x2,gl_._ x1>0:

P
>0 x,y< -1
>0 -1< x,y< 0
1
) { >0 0< Xy €3
v 2
1
<0 Ly —,

\ 3

V2

€ })f miatt x = 3

y 2

amibdl 3 lokdlis maximum)

B
c)@

19, sbra

{lok4lis maximum helyéhez: l4sd b) 3.)
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20, 4bra
(gx)= —xg monotonitdsihoz:
1-x
. 1
ha X,y € Dg: f(x)-f(y) = (x-y) . _——2—4—-&——2—
(1-x )1-y )

amib8l ha x> y : f(x)~f(y} > 0 akkor,
ha x,y <-1 vagy ha -1 <x,y< 1 (ekkor -1< x.y< 1

is fenndll) vagy ha x,y > 1)

————— T2V

(6)?

cui;;j____,

21, édbra

214



EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETO TULAJDONSAGAL
HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

1
chi
| i
|
| |
22, 4bra

(Mlutdn g(x) = ch(x-1) + In(x-1)> folytonos [0,1)-en &s
g{o) = ch{-1)> 0, valamint lim g(x) = - oo , igy van olyan
x-~1-

0< x < 1, amelyre g(xl) = 0. Ugyanigy van olyan

1< X, < oo , amelyre _g(xz) = 0, A monoton szakaszokhoz:
2

chix-1) és In(x-1) azonos intervallumokon azonos jelleggel

szigoruan monotonok, )

23, 4bra
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6. of)

24, 4bra

£

25, dbra

f
|

!
|
|
|
!
|

(A
1
|

!
!
|
!

T T T T - -__* - :,’f
I‘ ‘ 'L
i

26, 4bra
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8, 0t
27, gbra
£}
i
i
- ;/; -----
28, 4bra
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e,

Ml

¢
i\wi::;;.

29, 4bra

10, 0)

30, dbra
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31, 4bra

i1,

ey

32, 4bra
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12,

13,

o

[}

33. 4bra

in2

34, dbra




EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ALAPVETO TULAJDONSAGAI
HATARERTEK, FOLYTONOSSA(
1, a) Tetszileges ¢ < 0 esetén pontosan egy megoldds, ¢ > 0
esetén nincs megoldss.
{f(x) = -(x+1) In x szigoruan monoton és folytonos (1, co -en,
és Rf = (- oo, 0))

b) Tetszdleges 0 < c < 1 esetén pontosan két megoldds; ¢ = 0
és c¢> 1 esetén pontosan egy megoldds; ¢ < 0 esetén nin-
csen megoldis,

(f(x) = ;:—1 «th x (-1, oo }-en folytonos; (0, oo )-en szigoruan

monoton névekvé és f((o, o0)) = {0,1), valamint (-1,0)-n szi-
goruan monoton cstkkend, F((-1,0)) = (0, oo} és f(o) = 0:

$Fex

35, abia

2.a)l, Van (lim f{x)=-oc0, lim f{(x)=c00 &5 f folytonos
X>-00 X0

(-co, oco)en, )

2, Nines {f{x) 21 VxeR )

b) Van (f folytonos, f(1) = -1 < 0, £(2) = 2n-1_1 2 0)
¢) Van (lim f(x) = oo, lUm f(x)=-oo0, [ folytonos (a,b)-n.
X —=-a+ x+b-

@ 1. a) (-2,2)-ben lokdlis minimum.
(f(-2) = 11, £2) = 19, f(o) = -1, tehat f(o} < £(-2),
f(o) < £(2), és’valahol felveszi minimumét [-2,2] -ben.;
b) Nines (f{x) szigoruan monoton R -en)
c) {1,2)-ben lokills minimum.

5
(A gx)=x-2x-1 figgvényre
gl)= -2<o,
g(2) = 27 > o0,
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HATARERTEK FOLYTONOSSAG
igy van nullahelye (1,2)-ben, f(x)-nek van nullahelye x = 1-ben,
igy (1,2)-ben kell legyen lok. széls8érték, Ez minimum {(vagy
ha t6bb van' szerepelnie kell k&zttiilk minimumnak is), mert
g folytonos, g(1) < 0 miatt van x = 1 - nek clyan S kbérnye-
zete, hogy g(x)< 0, ha x € S, igy ha x> 1, x € 8, akkor
fxy < 0.)

d} (-1,1)-ben lokdlis minimum, (1,2)-ben lokilis maximum,
= 2~ben lokdlis minimum.

(F00= (x-1)(xH )(x-2)7H )

2, a) Nem. (fx)>0 Vx€I, inf f(x) = lim f£(x) = 0)
XC1I X >0

b) Igen (x = TU ~ben)
¢) Nem (ldsd a))
d) Igen (E(x) folytonos az I zdrt intervallumon)

1, a) Egyenletesen folytonos. ([0,4 U ]-ben folytonos és 49T sze-
rint periodikus)
b} Nem egyenletesen folytonos,

(Ha xk=Vth, ¥y = Lz—lz%-ﬁ-t-,akkor

ixk—yk | —=0; X ¥ ———»foo,[sinxi—sin yi]=l VkEN)

k+oo k= o0

2. a) Egyenletesen folytonos

fx) x#0
Bgx) = { {0,1] -ben
1 x=40

folytonos, igy itt egyenletesen folytonos, de akkor egyenlefesen
folytonos a (0,1) C[0,1] -ben, és f(x) = g{(x), ha x € (0,1))
b) Nem egyenletesen folytonos (Nem folytonos: lim f(x) = -1)
Ko O~
3. a) Nem egyenletesen folytonos

1 2
{Ha X o Y = Tt ¥ k € N, akkor

i Y
—0 és |[sin — - sin — =1 keMN
xk yk k-oo xk yk v )
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b} Egyenletesen folytonos,

f(x) X#0

{g{x)= folytonos [0,1] ~ben, igy itt
0 x =0

egyenletesen is folytonos, tehit (0,1) C [0,1] -ben is, és

f(x) = glx), ha x € (0,1),)

80. 1,a)l, f(x)= Jl-; (0,1)-en

2, fix)=x (0,1)-en
3. f(x)=sin x (- X, T )}

Ib) f(x) = sign x (;1,1)-en
e)1. ix)=1-e = [0, co)-en
2. f(x) = (L-e )- sinx [0, co)-en
2. a) Ilyen f(x) nines (l4sd 100 pl. 2.)

b) £(x) = x-[x] tetszlleges olyan [a,b] -n, melyre valamely
n€MN esetén n,n+l € [a,b]

3. 8) f(x) = (0,1)-en

b} £(x) = sin —";— (0,1)-en (lasd 89. pl. 3. a) Utm.)

¢) f(x) = sign x [0,17 -en
d) fx) = x [0, co) —en
e) £(x) = sin x2 [0, co) -en (lisd 89. pl, 1. b) Utm. )

a, @Jel'dljﬁk H=1lim h{x) és (x)-gal azokat az eseteket, melyben
x-xo
H értéke fiigg a konkrét f,g valasztisitol,
a) Miutdn f(x)> 0, ha x€ S, igy lim f(x) = a miatt a=> 0

mindig. X xo
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1, oo a>1
H= 0 a<1
(x) a=1
2. 0 a>1
H = oo a<l
{x) a=1
b) co b >0
H= 0 b< 0
(x) b=20
o) hix) = eg(x)-ln fx) és

meghatdrozhat6
X xo

ennek kiszdmitisshoz 1, -et,

X
e

3. ,ab a#
0 a=
H=4°o a =
1 a #

() a=

“

mindentitt folytonos, igy

o o o O o

b#0
b>0
b0

lim h{x)

X+~X
[¢]

lim g(x)-1n f(x) segitségével, felhasznilva

"1 A (x) esetek, Legyen ¢ €ER, ¢c >0 tetszOleges, és X = 0

2
- Az a) 1. esethez legyen [(x) = cx és gx) = -15
X
. x2
Fkkor a = ilim f(x)=lm ¢ =1,
X=X X+~0
0
1
és lm g(x) = 1im 5 T 0.,
X~X X=-0 X
C i
2 x2

és lim f(x)g(x)= 1im (cx) =
X=0

X-X
[+]

- Az a) 2. esethez legyen f£(x) = c—x

Ugyanugy ahogy az eldbb, kapjuk, hogy

¢, ami fligg c-tol.

2
1
és gx)=-"5.
X
fm hi{x)=rc .

X=X
0
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2 2
- Az a) 3. esethez legyen f(x) =( lz)x és gx)=x .

l4¢
L
1 2
Ekkor a = lim f(x)= lim ( 2)x =0
X=X Xx-+=0 ‘l+¢
0o
. . 2
és b=1lim g{x)=1lm x =0,
X>X X0
o
2
_l-_ X
x2
1 1 .
s tm fF% = lim ( 2) =~ fige ool
1+c l+¢

XX X+X
o] o

- A b) esethez: hasonlbéan az eldbbiekhez, legyen

1

2
Bx) = (+e) * as gl = £

Ugyanugy, ahogy az eldobb, kapjuk, hogy

lim fx)=o00, b= lim gx)=0,

X+X X=X
o o
2
s lim f(x)g(x) = 1+¢ , fiigg c -tol,
X>x
0
92, @a} 1. Létezik az s = sup f(x), melynek definicifjabél, és a

x¢fa, o0)
monoton ndvekedésbdl: W € > 0-hoz van x € [a, oo}, hogy
tetsz. y >x esetén s-€ < [(x) Si(y)< s
2, Miutdn { alulrél mindenképpen korldtos: [(x) = [{a)

V X € [a, oo}, igy feliilrdl nem korlitossdg és monotonitis
mliatt: WK € R esetén van x € [a, co), hogy minden
y > x esetén f(y)= f(x) > K.

b) Igen 1.-ben pont ezt bizonyitottuk.
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-2, a) 1. Ha az (a,b)-n monoton ndv8 [ fliggvény korl4tos, akkor
léteznek a véges lim f£(x) &és lim f(x) hatdrértékek.

X~~at x=>b-
2. Ha [ alulr6l nem korlitos, akkor lim f(x)= - oo ,
X-=at
ha f felillrdl nem korldtos, akker lim f(x) = o0,
x+=b-
923, @ a) Tegylik fel: létezik a lim f(x) = A, Ekkor
XX
o

P ey -E0x,) | < By A + [Exp)-A] .

b) Tegyiik fel: fennall a kivint tulajdonsig, és legyen
(=)

(xn) C (a,b), X # xo,‘gn._. X tetszoleges" ', ekkor
(f(xn)) Cauchy sorozat, és nem létezhet olyan

&b {yy) Ca,b), amelyre x #x,y # Xy X=X
Y X és amelyre lim f(xn) # lim f(yn), mert

n—o00 n-—+—-oco

akkor

y n = 2k+1
2, — xo, zn # X de (f(zn)) nem konvergens.

2, Példdul +00 -re: f: [a, co)—>1R esetén a lim f(x) véges
X == 0o
hatirérték akkor és csak akkor létezik, ha VE > 0-hoz van
olyan K € R, hogy ha X%y > K, akkor If(xl)—f(x2)| <E.

(®) 1tt és a tovdbbiakban is haszniljuk az aldbbl roviditett irdsmédot:
(x,) CH jeldli a kivetkezd 4Hitdst: {x,) olyan sorozat,hogy V¥ n EN

esetén x,EH
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9., 1, a) Igaz,

E N Ll

Nem, hiszen ha pl, f(x}= e s EV) =¥, xo = 0,

akkor lim £(x} =0, lim g(y) = 0, de nem létezik
X>ot y—+-o

Um  f(gly)).
¥—-0

@ Nem, hiszen

akkor 1im g(y) = oo, nem létezik 1lim f(x), de létezik a
y—-o0 X000

lim f(g(y)) = lim sinr.[ ir]= o
y—-o y—-o 1y

@Van (xn} CR, xn—- oo hog'y nem létezik a 1lim f(xn) véges,
n—-oo
vagy végtelen hatfrérték (1).
lim g(x) =oo, g folytonos: van K€ R, x_> a, hogy az -
X -» 00 °
(xo»=°) intervallumon g felvesz minden K-nél nagyobb értéket,

tehdt van (yn) C (Xo. o), hogy valamely kiiszobindextol kezdve
By, = x 3
g folytonossiiga és X —=oo miatt ¥y, >0, és (1)-tdl

lim f(g(yn)) véges vagy végtelen nem létezik.
n-» oo

Nem: g(x) a 0 minden kirnyezetében felveszi a 0-t az

=

X = k = +1,+2,.., helyeken. ValGban:

kIt =t
Um fx)=lm x=0, lim g(x)=0 (]xsinj':ls 1X1),
X+0 X0 X+0
de mivel
xsin :1-: x#0, x# k_%lt_ k = #1,+2,,,.
fg(x)) =
1 egyébként,igy nem létezik lim f(g(x) ),
X—=0
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Bl L o
szen ha xk = e 0 , akkor
1
lim f(g(x,))=1, és ha y = pe = 0 , akkor
Kk~ oo "k k (41(+1)-—’2L koo

lim f(g(yk)) =0 (f(g(yk)) = yk)-

k=co

@Ekvivalensek egyméssal: az Atviteli elvvel bizonyithaté az Ossze-
tett fliggvények hatdrértékére vonatkozd tétel, mig elSbbi az
utébbinak azon specidlis esete, mikor g: N — R {y =o0) alaku
fiiggvényekre szoritkozunk, °

van K € R, hogy JEx»rAl<]Al, ha x> K,

azaz |f{x)] < 2 JAl ha x>K @y

Ha K < a: készen vagyunk,
Ha X >a: [ folytonos [a, K ]-n igy ott korlstos, (1)-bSl tehat
korldtos [a, KJU(K,00) = [a, co)en is,

1, Csak @ (x)re.
a,b,c,d € R

Konnyen 14thaté, hogy tetsz8leges esetén, ha
a<h, ¢ <d, akkor min {a,c} < min {b,d} , hiszen
min {a,c} €a<b & min {a,c} gc<d.

M4srészt ugyanigy l4thaté, hogy tetszdleges a,b,c € R -re
min {a+b, ctb} £ min {a,c} + b, hiszen

min {ab, ctb} < ath , min {atb,c+b} < c+b, igy
min {a+h,ctb} -b <a, min {atb,ctb} -b<c .

Ezért mivel f,g folytonossigibél VE >0 esetén van d > 0,
hogy ha |x-xol < &, akkor

f(xo)— £ < f(x) < f(xo) + £,
glx ) &< glx) < g(xo) + €&, gy

min {fx ), g )} - € <min {f(x), g} <min {fx)alx)}+

+& .,




2.

3.
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Csak m(x) jobb oldali folytonossdgira:
Legyen X, € (a,b] (az x, =8 eset trividlis), [ felveszt

infinumat [a,xo ]-on: van z € [a,xo], hogy [(z) = m(xo). Két

eset van:
a) z € [a,xo). Ekkor, ha z < x < X mivel bdvebb halmaz

infinuma nem nagyobb és z € [a,x], ezért

f(z) = m(xo) < m{x) < f(z), azaz m(xo) = mx), ha z<x < xo.
b)z = X Ekkor ugyanugy, ahogy az elébb WV x € [a,xo] -ra:
m(xo) = f(xo) Smx) < f(x), de [ folytonos

f(x)-—»f(xo), gy mix) — = m(xo).

X X
X-»X )
o

. Belatjuk: f mindeniitt folytonos, ugyanis f(o)} = f(oto) =

= f{opf(o) miatt f{o} = 0, lIgy, mivel ha X=X, akkor

(x-xo) — (, tehit f(x—xo) = f{x) - f(xo) — 0, azaz f(x) —»f(xo).

Beldtjuk: f homogén, azaz Ve €R esetén flcx) = ¢ f(x)

ugyanis, egyrészt mivel f(o) = f(x-x) = f(x) + £(-x), igy

fix}) = - f(-x) Vx € R, mAsrészt ha k€N, Vx€R esetén

fkx) = f(x+x+,,.+x) = E{xp, ..+ f(x) = k-f(x) {1), amivel
YkeEMN, VYy€eR esetén:

f(y)=f(k-11{)=k-f(%), azaz ,‘1-{f(y)=f(§). ).

{1 és (2)-vel tetszbleges r raciondlis esetén f[(rx) = rf{x) (3).
Legyen X€ER és ¢ €R tetszllegesek, van ry) CR,

T, —¢ T racionilis; mivel 1,-bd1 f mindeniitt folytonos, igy
{3)-mal f(rnx) —r [(cx), mésrész r f(x) —c f(x) és

f(rnx) =T, £(x). Ezekkell f{cx) = ¢ )t('(x).

Legyen x # 0 2,-vel ; -f{(x) = f(;)" f(ly = const.
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1. Vagy Vx>0 esetén f(x)> 0, és van y > x, hogy
f{y) < f(x), vagy u.igy, ha ¥ x >o-ra f(x)< o,
2. ¥x¢€ (a,xo) esetén van y € (xo,b), hogy f£(y) > F{(x) és van

2 € (x,¥), bogy £(z)> £(y).

3. Legyen pl. f monoton novS, és indirekte tegylik fel példiul,
hogy van X, € [a,b), £>0, X > Xp X <X < b, hogy

V NEN esetén van n > N, amelyre fx)) - fx )>€ ()
Legyen €, = min { £(b) - f(xo), €} , feltételbdl kell lennie
x € [a,b] -nek, hogy

f(xo) < f(x) < f(xo) + £ o S f(x )+ £ (2),

és monoton ndvés miatt ekkor xo < X,
De X —- X x > X miatt van N € N, hogy tetszBleges
n>N esetén x <x <x (3).

o n

Legyen n >N olyan, mely kielégiti (1)-et, igy (3)-b6l mono-
tonitdssal és (1)- illetve (2)-vel:

f(xn) < f(x) < f(xo) + E< f(xn),

ami ellentmondds, Ugyanigy vizsgilhatjuk a bal oldali hatirértéke-

ket is.
1. Nem, pl. Ha [ folytonos (a,b)-n sk-
kor lgaz, hiszen egyrészt
f(x) < f{x ),
“f{x) {x) ( 0) ha x € (a, xr’] (1),
?\ mésrészt, ha volna
' y € (X,b), hogy fy) >fx ),

akkor Bolzano tétellel volna
X, < z <y, amelyre

fly) > £(z) >f(x0).
36. dbra ellentmondésban f monoton csBk-
kenésével (x ,b)-n.
o
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2, a) Legyen X ¥, két lokdlis minimumhely, 1 = [xo,yO] .

Ha f constans egy I' C I intervallumon, készen vagyunk.
Ha nem, akkor f felveszi I-n maximumiét, melynek helye
nem lehet sem xo. Sem y mert itt lokdlis minimumok

’
o
vannak,

b} £ példdul monoton n8 [0, co )-en, ekkor f(o) < f(x), ha

x>0 (2), ésha y<0 -y=x>0 jelOléssel

fy) = f(-y) = f(x) = £(0) (2) miatt.

¢) Van k1> 0, hogy [(x)> f{o) Vx>k1,

3)
é k, <0, hogy £(x)>ffo) Vx< k, -

f [kl. kz J-n felveszi minimum4t egy x -ban, igy
f(x)) € tx), ha x € [k;,k,], valamint (3)-mal (0€ [kl,kz])
f(x ) S f(o) < f(x) , ha x ¢ [kl,kz] .

95. pl.-b6l f korldtos, létezik sup f(x),
x€[a, co)
inf f(x), és van (x_)L{y.) C[a, oo) konvergens, vagy
x€[a, o) neon
végtelenhez divergdlé sorozat, hogy

lim t‘(xn)= sup f(x), Ilim t‘(yn)= inf f(x) (4).
X =00 x€[a, 00) n-=oo x€la, c0)

Ha X, —> 00, Y, °°, mivel létezik a 1im f(x):
X +0o

Um fx)= lim £y )= lim i)

n —oo n -—»oo X ~»=co

igy )-8 sup f(x) = inf £(x),
x€[a,00) x€[a, o0)

azaz [ constans, tehdt minden pontban felveszi minimumat is,
és maximumét is. Ha pl, xn—,xo, f folytonossiga miatt

lim f(xn) = lim f{x)= f(xo).

n-w=co X—’-Xo

1o
[
e
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azaz (4)-b0l sup E(x) = f(x ) .
x€{a, o0o0) °

b) Nem, pl. f(x) = (1-27%)-sin x [a, co)-ben
2k
4, a) p(x) =(x-x0) -pzk(X).

p?k(x) folytonos, (x ) #0, igy van xo-pak olyan S kor-

p)k

nyezete, hogy p_,k(x) >0, ha X € 8, vagy pzk(x) <0, ha

2
x € 8, M4srészt p(xn) =0, és (x—xo)'k >0, ha x # X
igy vagy p{x)> 0 = p(x ), ha x € 8, vagy px) <0 =p(x),
ha x € 8,

_ 2k+1
b) pix) = (x-x ) Por1 %)

Ugyanugy, ahogy a)-nil: van xo—nak egy olyan kirnyezete, ahol

s . 2k+1 ve
Poyy Clojeltarts, és  (x-x ) K x -ban eléjelet valt.
5. f [a,b]}-n felveszi M maximumdt és m minimumét, valamint
minden kozéjiik es8 értéket, lgy f([a,b]) = [m,M].

1. a) Legyen pl, lim f(x)<ec < lim {{x). Ekkor a hatirérték
"
X~ —-00 X co
definici6j4b6l: van x,y € R, hogy Ex) <ec < Ky)
[x,y] -on alkalmazhaté a Bolzano tétel.

b) Ugyanugy l4that6é be, ahogy a)
c¢) Ha p(x) pédratlan, akkor

lim p{x)=-o0, lim px)=o0, és lisda).
X -00 X =CQ
d) f[a,b] -n felveszi M maximumit x, € fa,b] -ben, m mi-
nimumdt x, € [a,b] -ben, igy

f(x)) +...% B(x )
a! s BB M = )

A

E..
fx,) = m ="y n

és [xl.x ] -re (vagy [xz,xl] -re) alkaimazhat6 a Bolzano-
tétel,
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X +f(x)
e) Legyen x1€[3.b] tetszbleges, és X~ 2

Hapl. f(x)) - ;>0 (1) - feltéve, hogy x, < fx)) YnEN (2) -

Vn>1,

(xn) CUla,b] monoton névd sorozat; mivel korlitos, igy kon-

vergens és ¢ hatdrértékére fenn kell 4linla: ¢ €la,b],

+ f .

c = -9—2'—(‘:—) , amibé! ¢ = f(c). Ha (2) nem 4ll fenn, akkor van
X n€[a,b] ,hogy () - x < 0, 1gy (1)-bé! Bolzano- tétellel:
van c€ [a, b] . hogy f(c) - ¢ = 0. A mésik eset ugyanigy vizsgdl-
haté .

f) Ha lenne x € (0, co}), hogy f(x) >0, és y € (0, oo}, hoyy
f(y) < 6, akkor Bolzano-tétellel kellene lennie =z € (0, co}-nek:
f(z) = 0.

2, Ekvivalens a Bolzano-tétellel:
o¢) Bolzano tétel ennek azon speciilis esete, mikor I =[a,b]

korldtos zirt intervallum és X =2, X, = b .

) Ha a Bolzano tétel fennill, alkalmazhaté az [xl,xz] zdrt,
korlitos intervallumra.

a) X € (c,d) N (a,b), igy van olyan S = { x €R: lx-xo|$£}
kérnyezete, hogy S C (c,d) N (a,b) .
Legyen 8, = {xe€R: -+ x < x sxo} , és

S, = {xerR:xOstxo+£ .

Mivel Sl,S2 zirt intervallumok, f folytonos itt és f(x)> 0,
ha x #x, Igy max f(X) >0, max f(x)>0 .
o
xGS1 Jn:ES2

Legyen pl.: 0 < max f(x) € max f(x).
:n:ES1 X€ S2

Ekkor [ minden [0, max f(x)] értéket felvesz Sl—en és
xES1

Sz—n is, azaz nem kolcsdnidsen egyértelmii S = S1 U 82 -n, igy

tmivel 8§ C(c,d)} {c,d)-n sem.
b) Indirekte tegylk fel, hogy nem szigoruan monoton, ekkor van
olyan
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f(xl) < f(x ), f(x ) = f(x V.

Legyen pl, f(xl) < f(xs), ezzel f(xl)s f(xS)S f(xz), f folyto-

nos (a,b)n, X < x2; xl,x2 € (a,b), igy [xl,xzj-re alkal-

mazhaté a Bolzano tétel: van olyan XOE [xl,x2 1, hegy

f(xo) = E(xa) . De x < X, < X, < Xg, igy X, # X,, azaz f
nem kilcssndsen egyértelmii, nem invertilhats. ( A tsbbi eset hason -
16an vizsgdlhato).

pl. legyen f monoton név8, Léteznek a ¢ = lim iy @),
X »at
d = lim f(x} véges hatdrértékek (14sd 92, pl. 2,), és fennall
x+h-
¢ <f{x)<d Vxe€ (a,b) (2). (Ellenkez8 esetben ugyanis pl.
ha volne x € (a,b), ¢ ?/f(x), akkor rogzitett Yo € (a, x)-el fenndll

Vy € (a, Yo)-ra, hogy f(y) < f(y,) <f{x) < ¢, ami ellentmond (1)-nek.)

f(x) x € (a,b)

Legyen g(x) = c X=a
d Xx=b

(2)-b8l és f(a,b) -n valé szigoru monotonitdsdbsl g szigoruan
monoton [a,b J-n, valamint folytonos itt, igy

g{la,b]) = Cg(a), g)] = Lec,d]1. A szigoru monotonitds miatt
kblestndsen egyértelmii is, tehdt g((a,b)) = (c,d), de

g(x) = i(x), ha x € (a,b), igy &({a,b)) = (e,d}.

Nem. Pl, sin ((0,4 %)) =[-1,11]

. Legyenek a tekintett korlitos intervallum végpontiai:

~o<a<h<oo,

Tegylik fel indirekte, hogy f példiul fellilrdl nem korlitos, ek-
kor van (xn) C (a,b), X =X € [a,b] sorozat, hogy

f(xn) —~oo (1), Mésrészt f egyenletes folytonossiga és (xn)

konvergencifja miatt tetszbleges £ >0-hoz van N€ N , hogy
lf(xn) - f(xm)l < £, ha n,m >N, azaz (f(xn)) Cauchy soro-

zat, aml ellentmond (1)-nek.
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2. a) Tegylik fel, hogy f egyenletesen folytonos (a,b)-n, és indi-
rekie tegylik fel, hogy példdul nem létezik a véges lim £(x).
X—at
Mivel 1,-b8l { korlstos (a,b)-n, ekkor van(xn) ,(yn) C (a,b),

X, =3 ¥ 8, hogy f(xn) ~- A, f(yn) -~ B, A # B.
Ebb8l az adédik, hogy van olyan N € N, amelyre
A-B

1f6x) - B )1 > %2, ha n >N,

ami [xn—ynl — 0 miatt ellentmond f{ egyenletes folytonos-

siginak.
b) Tegylk fel, hogy f folytonossi tehet§ [a,b ]-n.
£(x) ha x#a, x#b
1 f(x h =
Legyen g(x) = x_xila_'_ ( .) a X a
lim f(x) ha X=b
x-+h-

Ekkor g folytonos [a,b]-n, igy ott egyenletesen folytonos,
ezért egyenletesen folytonos (a,b) C[a,b]-n is, de
f(x) = g(x), ha x € {(a,b).

1. a) Legyen £>0 tetszbleges. 'i—-hez van olyan K> a, hogy

| £(x)-A | <'i", ha x 2K (1), Mivel f folytonos [a,K ]-n,
£

4 -hez van olyan 4> 0,

igy ott egyenletesen folytonos, azaz

hogy IE(X)-f(y)1<% ha [x-yi<Jd, Vx,y€ [a,K] (2).

Legyen x,y € {a, o), |x-y|<d.
Ekkor, ha
1.x,y € [a,K], akkor |f(x)£(y)| < % (2) miatt,

2. %,y € [K, co), akkor | f(x)-E(y)| SIf(x)-A} + [Ky)-A| <
(1) miatt,
235
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3. x €[a,K], y € [K, 0o), akkor
LEx)-fy) | < VEx-EK) + BB,

6s mivel ilyenkor x,K € [a,K]
flletve K,y € [K, cco), igy hivatkozhatunk 1, és 2, -re.
b) Nem, pl. £(x) = x egyenletesen folyt. [1, co)en és
lim f(x) =oco, illetve E(x) = sin x egyenletesen folyt.
X->co
[1, 00 )-en {i4sd 89. 1. a) pl.), és nem létezik sem véges,
sem végtelen hatdrértéke a végtelenben.

2. £(x) - gix) - £(y) - g(y) = £x)Ng(x)-g(y)) + gy (x)-I(y))

3. Legyen pl. f monoton névd,

a) ha I korlatos: [ folytonosss tehet6 I-n I az I-vel azonos
végpontu zart Intervallum) (l4sd 103. pl. Def., illetve 92, pl.
2.), igy egyenletesen folytonos I-n, tehdt I CI-n is;

by ha I nem korlitos, pl.-ul I ={a, co): létezik a lim f(x)

X+=co
(lasd 92, pl. 1. a)) és ebbdl 1. a)val [ egyenletesen foly-
tonos I-n,
c} a tobbi eset ugyahigy vizsgilhaté.

1. b) Nem: hiszen ekkor az sem biztos, hogy { [folytonos I-n:

pl. f(x) = sign x , X, = 0,1=-1,17,

2. {0,1] -en folytonos,

[1, co)re: |Vx - V¥l = 2oy l € Ix-yi
Vx +Vy
és liasd 1, a).
II. FEJEZET

2 2
1. [1]re) = tm f5“’; £5) . yim L’rh)hi= i ROO )

236

h-o h~o h+o h

= lim (10 + h) = 10
h-o



IO.'J

|

DIFFERENCIALSZAMITAS
1 1
2,_9 3, - 4.e 5 -3,

1 1
1. - 3 (x # 0) ] 2- s (X >0) .
2 2¥x

lim Kx + h) - f(x) _ lim M(x+h)2-1 - ‘/xz -1
—~0

h h-o h
- Um loem)? - 1]- o -1y _ 32% h + h° )
h=o (Va1 + {521y |/(x+h) 1+ {xz—l)
- X axl>1).
2 sz—l sz—l
-5, A0, 5. - =, (x #0).
X X

6. 2 cos 2x .
2f(x) £'(x)
B.f a -bell differenciilhatésiginak definicigja.

AHB. pl. fx)=1x| a=0 -ban Al = 0, A nem létezlk,

B. => A. lm (—(i‘““h”‘112 fa) - f‘a h)) 2f* (a),

h-o

ha f Jdifferenciflhaté az a helyen, B <=> C, Igy A, =#C.,
de C,=>A,

2

1 )'%.(X#O).
X

1L, ———, & >0). 2, 3(3-
Vx (Vx + 1)

@ Alkalmazzuk a kbvetkezd jeltléseket:

LR L

_ ) ux) 3+ 5x
I_Va’ @ x) = v(ix) 3 -5x °
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DIFFERENCIALSZ AMITAS
Az f = /¢ differencidlhaté ¢p szerint, ha >0, azaz

3 X <-§- » €s a hatvanyfliggvény derivilisi szabdlya szerint

5 1
dt 1 .2 1
L -0 = —
d¢ 2 2 /g
_u_ 3 +5x - q _
A @= e differenciflhaté x szerint, ha v = 3 - 5x#0,

"
“H.
< e

+ €s a hényados derivildsi szabilyit alkalmazva:

de _ uw'v-uv’ _ B(3-5xM5(3+bx) 30
- 2 - 2 - 2
v {3 -5x) {3-5x)

dx

3
Igy [(x) differenciilhaté (- % ’ E) -ben, és az Usszeteit figg-

vény derivdldsi szabilya (lincszabily) szerint:

diz(i) .d_Ce.=_1__) .30 _
dx  \d¢ _ 3+5x dx A, Vg 7| ,_ 3+5x (3—5x)2
T 3-5x 3-6x
130 15

2" .
) ‘/3+5x @-sx)°  |3-5x (|3+5x)°
3-5x

sin x - X cos x

4, > (x#k X, k=0,+1,+2,...)
sin x
- 22 ' ha x >0
1
5. f'(x) = &
22 . ha x<0,
1 +x
2x arctgx2 3 1)
G,———4"e +3x+1.(x>-§‘ .
1 +x
X 1
—— >
10 1n10+xln10' (x>0).
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8. tg3x,(——£"+k2ﬁ<x<%t'+k2flt, k=0,+1,+2,.,,) .
2
S(arctg 2x)
9‘6arct xz ’ XER,
1+ (2x)
X 2x
10, (arctg 2x) In{arctg 2x) + 5 y x>0) .,
(1 + 4x )arctg 2x
12 21 1
11, nX 2+ X arcsin ~ , x>1),
20/, (L x
) 1-(3)
3 5
12. 3(ch 3x) | 6x + 5 + sh 3x . , (x>—6).
6x+5
2
13, 22x arth§+1n(x —1)—-1-———, 1<x]<3.
x -1 X 2]
3[1- (%)
14, =2 5 3+ 3 + K nx+ 1) > 0)
*X1n 3 X X , (x .

8. Az Usszetett fliggvény derivdlisi szabily4t alkalmazva

X
yx)

2 2
(x +y(x)) =2x+ 2y(x) y'(x) = 0. Innen y'(x) = -
Az X, = 1 és A =3 értékeket behelyettesitve kapjuk, hogy

y'a)=-

=
Vs
3
2. 3.-2.

2
7. Az fl(x) = sin x és f2(x) = sin x ch x jeltléssel

f(s)(x) = fj(.s)(x) + ff) x) .
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|*

(4)

= (sin 2x)(4) = 24 sin 2x = 16 sin 2x,

fl(_s)(x) = {2 sln x cos x)

A Leibnitz formul4dt alkalmazva

]
t'(zs)(x) = 3 (E)(sm x)(5 k)(ch x}(k) =cosxch x+ 5 sin x sh x+
k=0

+ 10 (-cos x) ch x + 10(-sin x) sh x + 5 cos x.ch x +
+ sin x sh x = - 4 (cos x ch x + sin x shx).
Ezért f(s)(x) = 16 sin 2x - 4(cos x ch x+sin x sh x) ,

2
2, - sin x 3. x sin x - 200x cos x - 9900 sin x .

4, e (n+x)

2 -1 -2
5. ea.x [anx + 2n x an + n(n-1) an :I

n n!
6. (-1)
(1-x)n+1
7.f(x)=if:= -1 -12_;; fWigy = o —BL—

8 ex % (n) n! xn-k
K=o k/ (n-k)?

a) Az 5, kivételével minden fiiggvény folytonos x = 0-ban, mert tel-
jestil, hogy lm fi{x) = £(0).
X0
5. Jobbrél folytonos.

b)) Nem, mert £.(0)= -1 #E(0)=1.

@f’(0)= Him hihl -0 | lim (hl = 0.

h—-o h h=o
| -
[3] Nem, mert £(0) = lim ‘SBI=0 _ , sinh _, .
+ h h
h-=o h-+o
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Isin hj _ - sin h

£7(0) = lim n - lim T=-1, és

h-+-o h—+-o

igy £00)# £0) .

4, F'(0) =0 5. Jobbrél differenciilhaté és
f+(0) =-1,
6. Nem, mert f£(0)=3#f(0)=-3,
7, Nem, mert f_:_(O) =-1; £7(0y=+1.
3
v h2 -0 1
Nem, mert a lim —n = lim 3 hatirérték nem léte-
h-o h-o h

zik (h -~ +0 esetén + oo, h = -0 esetén - co).

h cos i— -0 1
Nem, mert a 1im - lim cos n hatdrérték nem
h=o h-o

létezik, f;(O) és f£’(0) sem létezik.

Differenciglhaté, és £'(0) = lim h cos IIT= 0, mivel
h+o
1 ‘<
={=1 .
Icos I
' = 2, o I
11. Nem, f£(0)= 3 £(0)= -5 .
12, Igen, &8 £'(0) =1 .
x>, ha xZ0 £© =0,
113, Nem, mert f(x) = ,
X , ha x<¢ '(0y=1.

9, @ a) Igen b) Igen, &s f'(0) = 0,

2xslnL-cosi, ha x#0
e) P (x) = x

0 R ha x=0.
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£'(x) nem folytonos, mert lim f’(x) nem létezik.
X —»0

d) £°{0) nem létezik, mert f’(x) nem folytonos x = 0 -ban.
2, a) b), ¢), d) Igen,

a)n >0 b)n>1 e)n >2 dyn>3 .
a)n >0, m tetszleges b)n>1, m tetszSleges

cln>m+ 1,

1. Mindeniitt folytonos, x = 0-ban nem differencidlhat6,

2, Mindeniitt folytonos, x = - 1 -beh nem differencidlhaté,

3. és 4, Mindeniitt folytonos és differencidlhats,

5. Mindeniitt folytonos, x = +1 -ben nem differenciilhaté.

6. Mindenlitt folytonos, nem differenciglhaté x = k0
(=0, +1, + 2, ...) helyeken.

7. Csak x = 0-ban folytonos, sehol sem differenciilhatd,

8. Csak x = 0-ban folytonos és differencidlhaté.

f=1]x-1] + |x-2]+ |x-31.

2
a) x = 2l {k=0, #1, +2,...) helyeken nem differenciilhats,

de f‘(o) =0 .
b) Nem.
£ = 3(x-2) 1x-21; " = 6 | x-2]. Nem létezik £''(2).

Minden x # 2 -re egyszer és minden x # 1, x # 2 kétszer diffe-
rencidlhatd,

a) Igen, mert lim

= lim @(x) = ¢ (a) lé&ezik és véges.
X-+2



20,

1121

DIFFERENCIALSZAMITAS

b) g}(a) = ¢(a), gl(a)= lim |x-al ¢(x) -0 _

X - a
X->»a=0

= lim [-9(x)]=- ¢(a). g'(a) csak akkor létezik, ha
X—>a-0

g_;_(a) = g/(a) . Ezért @(a) = - ¢ (a) = @(a) = 0.
Ha n piros, akkor akirhinyszor; ha n piratlan, akkor {n-1)-szer.
Legyen g(x) = f(x) - £(0), ekkor g'(0) = f'{0) és

g0)= 0. gl(0)= im BQL-EO)_ ., &0

h-+o h—-+o

g(0) = m BB .y ECEB o B,

h-+>-o0 h h—++o -h h*+o ~h
A=g(0)=¢g (0)=g(0)=- A Igy A=-A, azaz
A=0= g"(0)=0=F(0)= 0,

a) f(x) = f(-x) => £ (x) = - £’ (~x)
b) £(x) = -f(=x) =" (x) = ' (-x)
c) f(x + T) = f(x) =>f (x + T) = ' (x)

Ha f’(x) folytonos [a,b J-ben, akkor Bolzano tételéb8l kdvetkezik
az §llitds. De a tétel akkor is igaz, ha f'(x) nem folytonos. Le-
gyen C valamely f’(a) és ['(b) kizé es8 érték pl.

Fla) < C< f'(b). A @ (x) = Cx - f(x) Figgvény folytonos [a,b]-
ben. Igy a Welerstrass-tétel szerint 16tezik ¥ € [a,b 1, ahol

¢ (x) a legnagyobb értékét veszi fel, De ¢ ’'(a)=C-£'(a) >0 6és
@’(M)=C -f'(b) <0 miatt P(x) az a helyen lokilisan nov8, b
helyen fogyé, igy a-t6l jobbra felvesz ¢p (a)-nil nagyobb, b-tSl balra
¢ (b)-nél nagyobb fliggvényértéket, Ezért [a,b] belsejében van az a
€ hely, ahol @ a legnagyobb értékét veszi fel, &s itt ¢p'(¥) =
=C-1f(%¥)=0., Tehat f'(¥)=C, ¥ €(a,b).

a) f = | x|, x0=0.
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xz , ha x 1irracionilis
b)f = '

-x , ha x racionilis

a=2x , b=-x .
0 o

23,
24, a) Igen b) Nem,
@ a) Nem, pl. g(x)=x, h(x)=|xi, x =0 (4sd 8. 2.)

b) Nem, pl.gx}=h(x)= 1x]|, X, = 0.

@ a), b), ¢) Semmit, az Osszetett fliggvény lehet differencidlhaté is,
2 .
meg nem is, (Pl, a) g(x)=x é&s h{x)=1x1; b) gx)=1x|
és h(x)=x2; c) g(x) = 2x + | x| és h(x)=§x-%‘lxl.

Az ezekbOl képzett fi(x) = g(h{x)) filggvény differenciilhaté
X, = 0-ban,

A} Differenciglhaté xo-ban.

!@ Az inverz [f_l(y)]’ = ——il_— , a reciprok és az bsszetett fligg-
: £¢€ o)
Fény derivilasi szab4ly4it felhasznilva:

-1
-1 1 £if
[f (Y)]" == -1 2 * (_I(VlL
[ee wn]” ¢ o)

. 1
28, 1, Erinté: y = -2x + 7 ; normélis: y = Pl 2,

, 1 (-2x) HfLN_ 2
O - - e (b
f1-ax5 2f1-4% Vs
Erint&: y-arcsin%= -72_;(:(—%), azaz
y-%=-";—_§(x—%); normailis y—%=—£j(x-%).
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3. a) Erint: y

V 4(x+1l); normilis: y = - 3—1— {x+1).

[ 4

b))y =38 x=2, e)x=3;,y=0,

l.x=+1,y=3-1, y=3x+3,

nry (0 5) (- E) v e de,

T 1
y + 4--2(::-1).
3. PI("3,4) ' P2(3,—4), y - —(x + 3) és y+4d = —(x-3)
T
4.X=T+kﬁ k=0, +1, +2,...), V_Z- és y = r

7
Az x = 'Z +kT  (k=0, +1, +2,,..) helyeken metszik egymist,

X = :-nél yi(—)—cosx . ="V§—g=tg°‘-:
z
_ tgoc - tgf3
yz( ) = TZ_py g e P = g2

o - 3 = arctg 2 /2 =70°30", Mashol is ilyen szbgben metszik
egymdst,

2, PI(O’ 0)ban

ml;—-}

s Py(l,1)-ben arctg % = 37°,

3. F’1 (2,2)-nél

N

T
. P2(2,—2) is :

- |2

4.y1)=1, =

"45
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2 2
3l.} x -~y =a miatt 2x - 2yy’ = 0, innen y’=3§’=m1,xy=b
miatt y + xy' =0, lnnen y’ = - §= m, . Mivel tetszdleges

(X,y) esetén m m, = -1, igy valéban mer&legesek.

@ X = 0 -ban metszik egymist és yi(O) £'(0)

= -
y5(0) = {:f'(x)e + f{x)e ('2X):l

=0 (). Igy

y,00) = y5(0) = £°(0) .

33, Igaz, y(0)=0 és y'(0)=1 minden filggvénynél,

a) Létezik vizszintes érint6 az x = 3% + 2kR

2
(k=0,+1, +2,.,.) helyeken,
helyen érint8, x = 0 -ban jobb oldali félérint8 van,

34,

g
b) az x—5

X
2 _ - - 0 _
35, ¥ ax = 2ax0 (x xo) és y =0 metszégse x = 2 nél van,

1
36. a=—E, b = 3.

(28 1 [id
(37.) A hiperbola egy tetszoleges (a, a_) pontjdban az érintC egyenlete

1
y - ; = = iz {x~a). Ennek x = 0 -val vald metszéspontja

2 _ . 12 -
P1 (0, a)’ ¥ = 0-val val6é metszéspontja P2(2a,0). T—2 a 2z = 2,
= ! - é. N = aft = - ..6’_
38, a)v2)= s'@) = a@@) = 8"@) = - 5o .

b) v(0) = 6, a(0)= 2 In 3.
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3 3 2 2
= - = + - =3 + h+
a) Af f(xo + h) f(xo) (xo h) X xoh (3xo h )h,

Iit A=3x(2’, Ax =h é&s £=3xoh+h2—>0, ha h-— 0.

b) Af

£(0,99) - f(1) = df = £'(1)(-0,01) = [3.:{2 ]x=l(-0,01)

-0,03;

£(0,99) = £1) - 0,03 =1 - 0,03 = 0,97 .

3
a) AV =30 dm , b} Aax3—10- dm = 0,33 ¢m.
2 2
To2nff £opp g2t 8T 400 T = 1135 + v, 5 |
g 2 T2 -

igy a fenti dsszefiiggések felhasznilisdval:

Ba| 5 |da|. |2 _2 05 1
lg g ) 18Tl =55 - 1 1135 - 0:0009 .
400

Igy 0,0009,100% = 0,09% a bizonytalansig (relativ hiba),

3% 44, 0,021 dm.
Vezessiik be a kovetkez8 roviditést:
1’Hospital szabsly = " H. Nem vezet célra I'H alkalmazdsay

6., 7., 8., 14., 15,, 16. feladatoknsl, (%) alak: 1,-11,;

(%) alak: 12,, 13,, a >1 eset, 14., 15., 16. b >1 eset;
(0. 00) alsk: 17., 18,, 22,; (o0 - oo) alak: 19,, 20., 21., (0°)
alak: 23., 24,; (0°°) alak: 25.;5 (0o®) alak: 26., 27., 28.;
(1°°) alak: 29,, 30,, 31., 32., 33., 34,

¢ch x -1 . sh x chx 1
1.1 2.0 (3) lm 7 = lm S um TF- 2
X0 3x X->0 X-»0

1'H-t 3-szor egymis utdn alkalmaztuk {mindig ° alakot kaptunk),
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1+x2 1- 2
1’H~t alkalmazva: lim ———%—

2 . Ez ismét (Q) alaku,
0
X-+0 3 sin x cos x

de 1’H-t gépiesen tovdabb alkalmazni nem célszerti. Egyszeribb
alakra hozva:

2 2
- 2x _ 2 X 1
lm = -3 lm [( sin x ) J )

4 2 T
X-=+0 3(1-x )sin x cos x X+0 {1-x" )cosx

Alkalmazzuk a szorzat hatirértékére vonatkozé szabilyt és a

X

lim oln x
X >0

= 1, Osszefliggést. Igy

- 3( lim =X . lUm —— - lm
2 sin x 4 cos X
X0 X~+0 1-x X+0

e o

(32}
[}
Al

1I'H nem alkalmazhat$, mert

. 2x slnl-cosl
um SEL -y X

> =
X cos X
X0 g ( ) X 0

nem létezik, ul. a sz&m-

14l6nak nincs hatirértéke. (= T étezik ugyan a 1lim x sin i ,
X +0

<
mert Isln ;l-c |= 1. Mlvel a szorzat egylk tényezdje korldtos, a
mistk 0-hoz tart, igy lim x sin 1; =0 . De 1lim cos ;1‘-

. X0 X-~0
nem létezik. )

X i
tim 5L megis tetezic m LEL - 1y (x stn 2)=
g(x) sin x x

X -0 E(X) X+»0 X+0

=1.0=0

(Itt alkalmaztuk a % megjegyzést és a lim si: Pl 1
X >0

Usszefliggést. )
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I'H kozvetleniil nem vezet célra, mert a

[uny
e
-
g

Ismét alkalmazva 1’H-t lim

-t kapnink, tehit egyre
x—-+0 2x

bonyolultabb kifejezés lenne, 4 nevezfben X egyre magasabb
hatvanykitevire kerillne. De u

helyettesitéssel:

-u
lim $— = lim &= 1lm %
X 1
X +0 4

n=+co g

hatirérték kiszdmitdsa 1'H -lal egyszerii

lim L =0,
u
u--oo e
<0 9. 0 10. a’(n a - 1) 11. In %
1
@ {’H n-szerl alkalmazdsa utdn: lim 2= = 0
X t+o0g
1
@ a>1 esetén n-szer alkalmazva 1'H : lim -x——ll-—n =0,
X++co a (In a)
0 <a<1l esetén +oc0 ,
h
I'H nem vezet célra lim sh x _ lim %
ch x sh x
X+ 00

- lim sh x

oh x ° -+ mert itt minden hatdrérték 5 tipusu.
X~ +oo

sh x ex - e-x 1 - ~2x
lim = lim *=—2—= iim —%—- .
ch x X -X
X+ + 00 X>»Frod e + @

=3
-X
x=+00 1 + e
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.2
is, 16, 1< b esetén 1; 1 2 h esetén kizvetlenill adédik a
0 hatirérték, 17, 0 18, "Tl—.
L

Koz6s nevezdre hozva és 1'H kétszeri alkalmazisa utdn:

2
lim - 2 sin x

2 2
Xx+0 8in x+2x sin 2x + x cos 2x

. - 2

lim 9 = -

x+0 1+ 4 -cosx+( X ) cos 2x
sin x

sin x

1
20, P 21.

o |

©0
@ Alakitsuk a 0 -oo0 tlpus —5 tipusura, majd 1'H—tralkalmazzuk:

1
- 2
i B g, A gy, xlx

m 1 1 - 1x =,..,=0,
o= X o( 2) X o
in x

X-1l-0

@ Alkalmazzuk az f(x)g(x) = eg(x)ln fx) Osszefliggést, igy
. X
(1-21")sm ® - asin x In(1-2 ). A kitev6ben lev6 0.c0 tipusu kife-

oo
jezést —55 alakra hozzuk: lim sin x 1n(1—2x) =
X+ -0
. %{(-2")1:1 2
-9 -
= 1im 1_11(1___1’ majd alkalmazzuk 1"H-t: lim 1-2
X-+-0 1 x+-0 - ﬂsz_x
sin x sin’x

Egyszeriibb alakra hozva, a szorzat hatirértékére vonatkozd sza-
bilyt alkalmazva és a mdésodik tényezd hatirértékét 1’H-lel

2
=2
gzfmolva lim (M) . lim sin x -
co8 X X

X+-0 x+-0 2 -1
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2 sl "
=-In2 lim =—SRELX _ ., . Litevs hatdrértéke.

x=-0 2%In 2
x.sin x sin x In(1-2%)
Teh4it lim (1-27) = lim e =
X+ -0 X+-0

lim sin x 1n(1—2")

= e x=-o = eo =1 ., (it felhaszniliuk az e
u a
figgvény folytonossigit: lim e = e .)
u+a
1
24,1 25, 0 28, ; 27, 1 28. 1 29, e
21
30, o 31, ¢ © 32, ;1; 33, 1
2 .
sin 2a k%
34, e . (a # g k egész )
1 - sin x
x-gin x . X - <
46, tm o= Um ——f%—=1, mert |sinx|S1,
X~ +00 x>400 L+ ——X_—
1 . '
és igy lim = sin x = 0 (l4sd 45. 6. ¥ megjegyzést), 1'H
x>0 X l-cos x
nem alkalmazhaté, mert a lim = hatirérték nem 1é-
1+cos x
tezik. X~ 4+ 00

2. a hatirérték nem létezlk,
3. a £1 esetén nem létezik (14sd 2,), a > 1 esetén létezik s 0.

f(x_+hyf(x_~h)-2f(x ) £’ {x_+h)-f’(x_~h)
147, ) lim ———2 &= lim ———2—
h-+o h h-o

+

= lim h o

h-o

[f'(x°+h)—f’(xo) £ (xo) -f (x -h) ]
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’ _f? ' =h y-f'
[f (x0+h) f (xo) f (xo h)-f (xo):l )

+

= 1im h h

h-o

= [f"(x y + P'(x )] = f"(x ), ahol az els8 1épésben a )
o o o B2

fliggvény hatdrértékének kiszdmitisdnil a 1°H-t alkalmaztuk,

0 , ha x=10
b)f(x)={2 1 , x0=0

xsgin=, ha x#0
X

és fltaldban minden olyan f(x) pératlan figgvény X, = 0 ese-
tén, amelyre £(0) =0 és X = 0-ban kétszer nem differen-

cialhaté.
Z ~ —3 "~ = -
Ekkor lim ~&Hh)* f(02 h) - 260) _ ,, (b} f(h2) 2.0 _ o
h-o h h>o h

(Felhaszndltuk, hogy f pératlan, azaz f£(-h) = -f(h))

egxn+1 e 3
= < <
48. (DR () (m)t (1) (1)
chl 5
. -4 _ch¥ 5<” 31\ < -5
2. Tuag <3:10 ®|R4(X)|- 5t X1 =T (3) 410

49. 1x1<0,3

a) és b) 1, X, = 1 koriili elsSrendii Taylor polinem a Lagrange-féle
maradéktaggal:

£ =1+ 3(x-1) + 62_3: 1)? L (0,00 < <1

3
0,99 =1 -3,0,01 = 0,97, Mivel az elhagyobb maradéktag pozi-
tiv, a szAmitott kozelitGérték a valédi értéknél kisebb, A hiba

lH| = IRll = |3 £ (0,01)2l < 3.10_4. TehAt

3 3
0,9700 < 0,99 < 0,9703, azaz 0,99 = 0,970 3 tizedesre pontos.
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2
43 1 Ky _cosk X
2.cosx—2~2(x 6) ) (x 6)’
¥ T w
= e ] 3 - — _2 ——
X, = 28. g (radifin}, x; -~ 180 °
I
cos xl = ¢os 28O = cos 28, _IE = 0,883 ,

2
cos & I I -4 -3
= = = —_ < <
111 = |R (x| = |22 4 (555 ) | <7207 <20 .
~ 1 2 3
@ a) x5 + ex ! = 2+6(x-1}) + 22" x-1) + —661 (x-1) +

121 4
24 {x-1) +

- 6
21 5 e (x-1} e -3
* 10 &1, R = Py <2 <510
3 3 1 1 g
b) J x= | 1+x-1)=1 + E(x-l) +(§>(x-l) =

1+ %-(x-l) - ];(x—l)z ,

L2y 85YE )
|70 = 5 (-5) ( 33!) x-1)

<2

-3
1.(0,25)° < 10
54

I, Megoldis: Az e

figgvény x = 0 helyhez tartozé 8-adrendii
Taylor polinomja a Lagrange-féle maradéktaggal:

2 3 8 t 9
I NI i e X
e TR 81 9!
1
Ebbol xe = x + x +21 31 31 o1 .
. 2 x(10) _ 1()_!+e§.11! . _Loer o
gy (xe )x=o 8! 9! : =0 ! -
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II, Megoldds: Leibnitz szabsllyal: [ (10)( 2,0 "‘10“‘)] -
X=0

= [xzex + (1f)2xex +(120)2ex] = 10! .2 = 80,
£=0 181

= 2181
53, a)2,7828  b) 2,236l (E=2‘/1+i—=...)

54, A sin x fliggvény x=0 helyhez tartozé méisodrendii Taylor poli-
nomja a Lagrange féle maradéktaggal:

[s’_ﬂ -]ml 3
sih x=x+ 31 . Mivel

3
2., %
f_ cosf fgy sinx=x 31

n
[sin X

Misrészt sin x negyedrendli Taylor polinomjit a Lagrange féle
maradéktaggal felirva, majd felillrdl becstilve:

3 [slnx](s) < 3 5
sinx = x - =+ x=% Sx-E2 L E
3 ) 3t s5t°

Itt felhasznfltuk: [ sin le’(f__)E = cos § 51

2 4 2
- - S ,sh& L x”
@ chx=1+or+ar ™ (2n)1 Flenap® Tl oyt
x2n T
.ot (2n)! = 2n(x) '
sh1 _ 1 > :
IRzn(x)l (2n+1) <o ha n=3 & x¢ [o.1]5
X2 x4 x6
pl, Te(x) =1+ > + 4—' + ET flyen,

254




DIFFERENCIALSZAMITAS
58. 1, Igen, €= 2, 2, Nem, f(x} nem folytonos [-1,1] -hun,
Nem, f{x) ugyan folytonos [-1,1 ]-ben, de nem differenciilhaté
(-1,1)ben, mert x = 0 -ban nem differencislhaté.
4. Nem,
@Igen, mert f(1) = f(e) = 0, £(x) folytonos [1,e] -ben és diffe-
rencidlhaté (1,e)-ben, tehdt a Rolle-tétel feltételei teljestiilnek.

Mivel [’ = :'—{ (1-2 1In x), ezért £'(§) =0, ha

£ = Ve 1,65 €(1,e).

@ Alkalmazhaté Rolle-tétele p(x) -re pl. a 2,1 € x §2,3 interval-
lumban, teht létezik olyan ) € (2,15 2,3), hogy p'(¥§;) = 0.

A gydk El x 2,2, mert a hiba I§1~2,2| S 0,1, Hasonldan 14t-

hat6, hogy & [2,3; 2,57 -ben is létezik p’-nek gydke:
‘5’2 ~ 2,4, és [2,5; 2,7 ]-ben §3 = 2,6,

58.| g(x) differenciflhaté [-1,1 J-ben, g(-1) = g(1), igy a Rolle-tétel
alapjdn létezik olyan f€(-1,1), hogy g'(§) = 0.

. 2, Igen, Ez + 4&

59. 1. Igen, E= m

2
3
V 3
1
3. Nem, f(x} nem differencidlhaté (— =1 ) -ben, mert nem
2
differenciglhat6 x = 0-ban,

4-
b) Igen, &= V = .

4, Igen, §=1-3—2—.
3

$0. Nem lgaz. Ellenpélda az 56. 2,-ben szerepld fiiggvény.

61, §=%.

62, [1]A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint létezik olyan

sin b - sin a
t € (b,a), hogy [sin x];‘___§ =Sy - Mivel
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. sin b - sin a
Csin x]}"___§ =cos ¢, igy I————-

P |=|cos§|§l

miatt |sin b - sin 2] S|b - al.

Alkalmazhaté a Lagrange tétel a tg x fiiggvényre az

Lagrange tétel segitségével,

I
[X. ?L] intervallumban: létezik olyan EE(X’ —E—) r hosy

- 1
tg x 4{1 = (g x)'_ - >
a x=%
X - cos ¥
4
T 1 1
- < = 2
De 0<x< {< n esetén 5 9 2,

cos ¢ cos

.s:-lﬁ

g x -1 v T
Igy £ xgt < 2, s ebbol tgx-1<2x-——2.
x -

T
Lngrange tétellel 6s 0<x < L <y < —éL- esetén o

cos X >cos § > cos y Osszefiiggés felhasznildsival,

A cos X és sin x fliggvényekre a [O, '%] intervullumban
alkalmazhaté a Cauchy-féle kozépértéktétel: 16tezik olyan

t € (0.%), hogy

cos a - cos b _ (cos x}x=’§ _ —sini= g ¥
sin a - sin b (sin x)x=§ cos ¥ -
cos a - cos b T

ley lsina—slnb =1tg§[ < gy =L

a) Rolle tétele alkalmazisdval adédik.

b} pn(O) = pn(xo) = 0, ezért Rolle tétele szerint 1étezik olyan
E € (O,xo). melyre pn(‘g) =9,

256



DIFFERENCIALSZAMITAS

! Rolle tétele miatt f'-nek létezik legaldbb (n-1) gydke, birmely
(xk xk 1)—ben (=1,2,...,n) 1létezik gydk. De f(a) > 0,

@ >0 és f(x } = 0 miatt 18tezik (a, xl)-ben legaldbb még egy
gyok,
! 66, .Indirekt médon bizonyitjuk. Tegylik fel, hogy f’(x)-nek megsziin-
tethetd szakaddsa van x = ¢ -ben, azaz létezik a lim f’(x) = A
X-+C
véges hatirérték. Megmutatjuk, hogy ekkor (' értelmezett ¢ -
ben és f'(c) = A, Alkalmazzuk a [c,x] intervallumban (illetve
[%x,c ] -ben az f fiiggvényre a Lagrange tételt, Létezik olyan

t € (c,x), melyre &}g:—g{j =f£'(¥). Ha x —»c, akkor

% —»c, igy halétezlk a HUm f°(¥)=A véges hatdrérték, ok-

E>c
kor létezik 1lim ﬂ’i}:—z@) =1lm [(f)= A, tehdt f’(c) ér-
X-~C §->C

telmesés f'(c) = A
b) Lehet, Pl, f(x) = lel a [-1,1]-ber, e = 0,
67.| Be kell latnunk, hogy: W € > 0-hoz 3J(€)> 0, hogy

1)) - f(xz)l < €, ha |x - x2|<d'(z-:) Vxl,x2 €1

esetén, Lagrange tétele alapjin van olyan ¥€ (xl,xz), amelyre
fx) ) - f(x,)
b

e - fix)| = £ C0)] | x2| K|x-x,| <€, ha

=f'(%). Ekkor

le-x2‘<£'— d

68. 1. Szigoruan monoton névekedd {-oo, + ©0)-ben.

2
2, (oo, 0}-ban és [In 5 o+t 00 }-ben szigoruan monoton fogyo,

2 ”
[0, l—n—g] -ben szlgoruan monoton néve.

3, (~00,0] -ban szigoruan monoton fogys, [0,+ co)-ben nové.
4. Szigoruan monoton névS (- oo,+ o0 }-ban.
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£(0) = lim —U-—(—l = Um

"5. (- 00,-1]-ben és [0,1] -ben szigoruan monoton fogys, [ -1, 0] -

ban és [1,+ oo)-ben szigoruan monoton novo.

[6]fe) = 2 n Ix} - 3 In (x+1). D (-1,0) U (0,+ ooy,

2 - x

£ = x(x + 1)

f szigoruan név8 (0,2 J-ben, mert itt ' £0 és az x = 2
hely kivételével f' > 0;

£ szlgoruan monoton fogy6 (-1,0) - ban és [2, +oo) ben mert it
50 6saz x=2 hely kivételével £’ < 0,

7. Szigoruan monoton névé (0, —]—ben, fogyé [—1— »+ ©0)-ben.
Ve Ve

8. Szigoruan monoton fogy6, ha

X € (0+k2 T , _a; +k2r]esxe[—+ k2R, 28 + k2% ),
szigoruan monoton ngvé, ha

xE[sz + K2R, T+ K2T ) és x€ (T + k2 X ,A3T’C+k21t:|,
ahol k=0, +1, +2,...

f (-— + 2k U, ? +2k5t) a.hol k=0, +1,+2,,.. mert ezen

a halmazon cos x > 0. (0, ?) -ben x < tg X, ezért
£(x)= 2x - 2tg x <0; £(0)=0. Tehst [0,%)-ben )< 0
egyetlen pont, az x = 0 kivételével, itt £°(0) = 0, ezért [(x)

T
szigoruan monoton fogyé [0, —;')-ben.

Vizsgiljuk a h(x) = f(x) - g(x) figgvényt.
Alkalmazzuk 70.-t g(x)

mx esetén.

2 2
x+x sin —
—_ X

X
X=-0 X -0
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= Iim (1 + x sin f-{) =1, igy £'(0) >0, ezért [(x) lokilisan
X0

novekszik x = O-ban, f'(x) létezik x = 0 kbrnyezetében és az

1
= —— (k=+1, +2, ...) helyecken
L E
2
-1, ha k paros
f’(xk)=1—2(:oskfi={ )
3, ha k paratlan,

Teh4t x = 0 minden kbrnyezetében van olyan hely, ahol £ < 0
és olyan is, ahol f’ > 0. Ezért egyetlen (- £ , € ) intervallumban
sem monoton ndvs [,

Y
2
Y=X"FX /
\ ! Fix)
\ RN
\\*_/ \\ X o
/ \
/ Y=x-xZ
38, dbra
73, 1. Paratlan fliggvény, lok. minimum x=1-nél, lok. maximum
x = -1 -nél,
@Df=R—{0},f(x) piros, x >0 -ra ' =1lnx + 1, Ezért

<0, ha XG(O,J;), f'(%)=0 & ' >0, ha

xE(if » +00O),

Tehat ' az x =% helyen el&jelet valt és f’(le—)= 0.
Igy az x =§ hely f(x) lokslis minimumhelye. Mivel f p4ros,

lgy x= - -le- is loksilis minimumhely.
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., a)k = -
bYk=1
nincs ilyen k, mert kétszer differencislhaté fiiggvény esetén
inflexi6s pont 1étezésének szilkséges feltétele, hogy " = 0 legyen.
Ez csak k = 0-nil teljesiilne, de ekkor f(x}= x a fliggvény.

1
!@ fP)y=03 k=4+1, +2, +3,,.. esetén f’(ﬁ><0’ ha %k péros,
f’(k_lff) >0, ha k pératlan, tehit x = 0 minden kirnyezetében

f' negativ és pozitlv értékel is felvesz. Mégis létezik lok. mini-
1l 2
mum X = 0-ban, mert 0<§ 52(1+-si.nl).ha x#0
és f(0) = 0.
76, a) Létezik f£'(0) = 0, nem létezlk g’(0).
b) Mindkét fliggvénynek az x = 0 helyen lokdlls minimuma van,

!@ Erint§ y = 0; legyen g(x)= N . Mivel g(x)-nek x = 0

lokdlis minimumhelye, g(0) = £(0) = 0, s 0 T g(x) = f(x), ezért
az x = 0 -nak létezik olyan kdrnyezete, hogy oft f(x) az y =0
érint8 f5lstt halad, Mincs x = 0 -nak olyan kdrnyezete, zhol [

1
konvex, mert x =0 birmely kirnyezetében f"(x) = 2 + 6x sin X
1 1 1 1 1
- 4 cos x x sin x 2 3 sin % tag miatt akdrmilyen nagy ab-

szolutértékili pozitiv és negatlv értéket Is felvesz (a tdbbi tag kor-
14tos).

_'7_%_3_,_f’=arcsh1x,ha x|l <1 £ =0, ha x=03 "< ¢, ha
x<0, 6s f" >0, ha x>0, Teh&t x = 0 -ban lok. minimum
van: f(0) = 1, Mds lokdlis széls@érték nincs a (-1,1) intervallum-

ban, A végpontokban f(-1) = f(1) = -;i a [-1,1] -beli maximum,
és f(0) = 1 nemcsak lok4lls, hanem [—1,1] ~beli minimum.

-
@)x = - —g— -nil lok. minimum, x = -Bi—nal lok. maximum

:
(CE R (D g

TN, £ R A 1oy (N
f(— 2)_+ 5 - Tehst [ > 2] bell minimum x = nél

2
van, mert f( )<f( K) és max x=—j§'-né1, mert

(- 3)>1(%)-
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3
79, [ konvex, ha x € [% +K2T —;1+ kzat],

T n
f konkiv, ha xE[—?L'PkZK . —;-+k2'1t:|.

m|a

Inflexiés pontok x = + kT helyeken (k =0, +1, +2,.,.)

80, 1, y=x+2 & x=0,

y = Ax + B aszimptota 1étezéséhez szilkséges feltétel, hogy 1é-
tezzék a  iim -E-%L = A véges; elégséges feltétel, hogy létez-

X - 00

zék a lim (f(x) - Ax) = B véges hatdrérték. Itt

X000

A= lim it N lim arctgx=i2t'.

X++c0 x X +C0
B= lim (f(x) - —gzt-x) = lim (x arctg x - %x) =

X>»+0o0 X100

i
arctg x - 5
= lim - - Alkalmazzuk a 1"Hopsital szab4lyt,
X++00 =
X
1
1+ 2 2
Igy B= lim —-li—= lim ~X= = -1, Tehit
X +00 “—2 x++oo l4x
X

}

Y152 x-1 az egylk aszimptota, amelyre lim (f(x)—yl) =0,
X+ +00
x

Mivel f(x) pairos, igy Yo =" 5 X - 1 a méisik aszimptota,

melyre lim (f(x)-yz) = 0. (l4sd 81, 13, 4brijit.)
X+ -0

J.y=1 4, y = x-1
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8L [1]p, = (-oo,+o0) lim f(x)=+oc. Gydkdk: x = 0 &s
X->+00
x=0 9
= - " = = =
X, 2, O,ha{ g 3 ¥ Ohaxa.
Xx=73
3
2,1 2 1,24, | 4 [ 4
ce0,0) 0 |03 | 5 (G| 5 |G+
£ - 0 + + + 0 -
lok, | 1ok,
f | fogy min, szig. | mon, { ndvo max. fogy
" + + + 0 - - -
f | konvex fnfl, konkdv
pont
4 32 218
P 0,0); 3 or S35 )+ f-nek nincs linosris
aszimptotija.
)
fix)=2x2~x%
o \ X
39, 4bra
2, E(x) paros, gybkei: X, =0, Xy = - Vo . X, = V2.
3
Sz élsoértékpontok: P1 max(-l,l) . P2 (1 1), P (0 0).

N S
Inflexi6s pontok: Pl ( V_:; ' 9)-
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f= (x-1 )3+2, tehdt egyszeril eltoldssal keletkezik az f = x3 gor-
bébdl (x tengely irinysban +1, y Irdnydban + 2),

Df:(—oo,l) U@,+00), Um f=1+0; lim f=-+oc0,
X—++too x+=1+0

Egyenes aszimptotdi y =1 & x =1,
Gydkhely P(0,0). Lokdlis minimum P(0,0). Inflexls: Pz(- %.%)

lly {

G

40, abra

5. Gydke x = -1, Nincs értelmezve x = 0 -ban. llm f = + co,
3. X>»0

3
{—2 . %—2') Inflexiés pontja nines.

Aszimptotdi y =x és x = 0. (41, 4bra, 1. kiv, old.)

Lok, minimum P(

6. Df:(-oo,e) U(0,+o0), lim f=+00, lim f = +o0;
’ X+=+00 X-++t0

3
), inflexiés pont P (- r—Z-,O).

0o joo

Lok. min P (1,

0 egyenes. Mis egyenes aszimptotija nincs.

Aszimptota az x
(42, 4bra)
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41, 4bra
by
1, x2
)=tz
z o X
42, 4bra

264



@Df=(0,+oo), Um f=-oo,

X~++0
lim f=+00; x>0
X+ 00
. 1
esetén [ = x + ; >0, te-

hit f szigoruan monoton

DIFFERENCIALSZAMIT.\S

1

novg. ' = 1 -5 % M=o,
x

ha x =1 é&s itt elGjelet

vdltva tiinik el (negativbél

megy 4t pozitivba), tehit
inflexi6s pont van x =1

helyen. f’(1) = 2, az infle-

xi6s érint6 irdnytangense 2,
f-nek nincs linedris aszimptotija.

43, 4bra

8. Df = (-oc0,+o0), Piros fv. Gydkhelye nines f >0. 1lim I
Xx*>1too
lokdlis maximum P(0,1), Inflexis P (- A L) és
» » 1 1]
iz Ve
1 1
P_{—— , — ). Linedris aszimptota y = 0,
(5 )
Ly
—x2
___—/f-{
-1 1 x
VZ 174
44, dbra
Df = (-00,1) U(l,+00), lim f=0; Um f= +oo0,
x+1l+0 x-=1-0
L
¥ 1-x
Im f=1; f =e . 2>0, igy a (roo,1) és a
X»>t00 (1-x)
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266

(1,+00) Intervallumokban f szigoruan monoton nivé.

és az x=-:i

.
r

"2
n
R
=2
e
®
u
[
b2

(1 -X)4

helyen f" pozitivb6l negativba megy, tehdt [ konvexbSl kon-
kavba. Igy létezik inflexi6s pont az x = % pontban, f'' > ¢

X < 1 esetén is, Tehdt f konvex x <1 és 1< x -_-.% esetén,

Linedris aszimptotdk: y =1 és x =1, (Utébbindl csak bal ol-
dali aszimptota,)

ol 1! X
|
45, 4bra
10]D; = (-00,+ ). lm x e =+co;
X - 00
2 -x x2 2 2
lim x e = lim == lim 'i= lim :=0.
X =too x+>+00 @ X+~+00 ¢ X++o0 @

(a 2. é&s 3. lépésben 1’'Hospital szab4lyt alkalmaztunk a %
tipusu hatirértéknél)

Gyokhely x = 0 -nil P(0,0).

f mindentitt folytonos és gkirhdnyszor differenciflhato.

f’=-e-xx(x-2); =0, ha x, =0 és x2=2.
Ezeken a helyeken lehet lokdlls szélslértéke f-nek. Mivel
<0 a (-o00,0) és (2, +o0) intervallumokban, Igy f itt
szigoruan monoton fogy6s. £' > 0 a (0,2) intervallumban, ezért f
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itt szigoruan monoton névd. Igy x = O-ban és x = 2 -ben is
van f-nek lokilis széls8értéke, mégpedig x = 0 -ban lokilis
minimum, x = 2 -ben lok, maximum,

£(0) = 0, £2) = 462,

-x 2
= e “(x - 4x + 2)

(A lokilis szélsGértéket f" segitségével is megillapithatjuk:
Mivel £°(0)=0 és F['(0) >0, igy x = O0-ban lok. minimum;
'(2y=0 és f(2)<0, lgy x = 2 -ben lok. maximum van,)

f'=0 az x,=2 - V2 é&s x, =2 +V2 helyeken, Itt lehet

inflexiés pontja f-nek. "< 0 a (2 - /2, 2 + ﬁ)—ben, igy
itt konkdv; ['>0 a(-00,2-V2) 6s 2+ V2, +00) in-
tervallumokban, igy f itt konvex, Tehit az x =2 - {2 és

x=2+ /2 helyeken inflexi6s pont van., A fiiggvénynek nincs
linedris aszimptotdja x —= co esetén, mert nem létezik a

lim ﬂf)- véges hatirérték. (Aszimptota létezéséhez szilkséges
X oo
feltétel nem teljesiil.)

v

Fix)=x2e™

46. 4bra
1

e
11, lim f=1, Hm f=+00, lok. min P('l- , (1—) ) alulrél
X-=+0 X»+00 e €

konvex minden X ~re.

. ,
12, Aszimptotdk y = x - ?L és y=x+ '?L; piratlan fliggvény.

Inflexiés pont P(0,0).
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/
fix)ex-arctgl
yd ’ //t/
e o X
7 /s
s yd

47, 4bra
T
13, Aszimptotdk: y = 5 X" 1 és

T
y y =(- —zL-) x-1 ; péros fliggvény.

f konvex (-oco, + oC)ben, Loki-
N\ A lis minimumhely P(0,0).

%
R\ //\):q, D; = (-00,0) U (0, +©2), mert

AY P x In x esak x = 0 -ra nincs értel-
/ mezve, f pdratlan fliggvény,

-1 mert f(-x)=-xln [-x]=

= - x1In |x| = - §x). Igy elég

x > 0 -ra vizsgilni, majd a gor-
bét origdra tikrdzzilk, x > 0 ese-
tén f = x ln x folytonos és

48, dbra akirhdnyszor differenciilhato.

In x

im f=+o00; lim xInx= lim +
X-» +00 X—>+0 X=t+0 = X++0 - —&
X x2

= lim (-x)= 0. (I’'Hospital szabdlyt alkalmaztuk,} Gytkhely:
X-»+0

L L

x= 1. f’ = 1 + ln X ; f" = ; f’ = 0, ha X = i‘ éS
1 1 ,
! (;) >0, gy x= ; helyen lokilis minimum van, {’ < 0,
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igy f szigoruan monoton fogyé (0,];)-ben; £ >0, igy f
1
szigoruan monoton névd (;, +°0) -ben, f" 5 0, igy [ konvex

(0,+c0)-ben, Mivel lim f=0, igy lm f = 0, tehdt f-nek
X-++0 X~-0

x = 0 helyen megsziintethet szakadisa van, y = Ax + B 1linedris
aszimptotija nincs f-nek. (A sziikséges feltétel nem teljestil,)

by

Fix)=x inixt

N1t _

X

ok

]
e,
1]
O}~
O

49, dbra

15. D, = {x>0} ; Um f=0, lm f=+o00. Gybkhely
X+ +0 X +oo

1 1
x =13 lok. min, x = —— -nél; Infl, pont x = -nil.
E /3

18, Df = (-00,-1) U(l,+00). Piros fv,, ezért elég az x >1 ese-
tet vizsgAlni, majd tilkrozés az y tengelyre. x >1 esetén

1
f=(x-1)In(x - 1), lok, min x =1+ ; ~nél, f(x) alulrél
konvex.

@Df= {"%“‘}'f:

P

{x-1n1=x , ha x=0

-x - In2x + 1), ha -T<x<0;
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1
- -« - ' = - -
( 3 <X% < 0) ban £ 1 2%l <90, igy | szig ?;g;é
M= > 0, ezért f konvex.
(2x+1)
1
lim f =+ co, aszimptota x=-3.
x»—%+o
i Yy
ty
I
l /
1 (x)= X
l T #x)= %
} —
I 0 » a9z
| Bix)mixt =in (1 +X~1x1) fee X
1 o
-1 T
3 o X
50, 4bra 51, dbra

"

18.Df={x>0}; lim f=-00; lim f=03; gydkhely:
x>+0 X~ +00

2
e -nél, inflexiés pont x = 33/ -nél,

x =1, lok., maximum x

19, Df =(kR, K+ kX ), ahol (k=0, +i, 12,...) [Kx) T sze-
rint periodikus, teh4t elég {0, X )-ben vizsgilni.

lim f= lm f=-o00. Gybkhely: x ..

1 2t kT 3 lokilis
x-++0 x+N-o0

maximumhelyek az x = J—rzt' + kX helyeken. " < 0, ezért f

konkav (0 + 2k R, T+ 2k ) intervallumokban
(k-'-'ori',ly.tzs ss e )-
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fx)=in/sinx/

52, #dbra

Névekvs amplitud6ju rezgés, ha x—~+oco ;3 1lim £ = 0
X»>=-00
A részletes vizsgilat 0 £x 528 -ben:

x| | % g 5%, 5% | 5% .

x=0 (01 4 X= 4 4 » ﬁ) x_jt {itl? Xx= 4 (4 :2x) x—ZJL
el o+ + 0 - - - 0 + +
fpo - - - 0 + + + 0
f | infl. | mon. ick., | mon. infl. | mon, lok. |[mon, infl,

pont | niv8 | max, | fogy6 | pont | fogy6é | min, | ndvé

konkiv konkdv konvex konvex
21,

Df=(-oo,—l)U(—1,+1)U(1,+oo); Ilm f=+o00;
X-~+ oo

lim f=+o00;

x-~1+o0

Iim £(x) = 7993 gydkhely x = 0, f(x) paratlan, gy elég
x-»-1+0

X > 0-ra vizsgilni,
x==-1, x=1 é y=1x az aszimptotdi; lok. min x = 2,1 -
nél => lok. maximum x = -2,1-nél, Inflexi6s pont x = O-ban.

2n
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22. D, ]if—x | <108 x € (-00,0] U[2,+00). Nincs lokalis szélsé-

érték, y = —125 az aszlmptotdja.

Fix) =arccos ,_’—X

53, 4bra

1
A sorozat tagjal az y = xx {x >0) filggvénynek egész helyeken fel-
vett értékei. Ez a fliggvény x = e-lg nd, omnan fogy, tehdt x = e

helyen veszi fel maximumdt. Az adott sorozat tagjainak legnagyobbika
3

tehst Y 2, vagy u 3, mert e két szdm veszl kozre x = e helyet,

3 3 .
Mivel U 3 >v—2 , lgy V 3 a sorozat legnagyobb eleme,

183, a) P4ros, y=x és y = -x az aszimptotdk,
b)y=-x

4 84, A gdrbe szimmetrikus az
1 X &és az y tengelyre is.
Ezért elég x 4 0, y=0
esetén vizsgilni, Itt minden

1 X x -hez egyetlen y tartozik,
m#asrészt a gorbe egyenle-
2

z 5 tében x-et és y-t felcse-
x7 + y’ -1 rélve az viltozatlan marad,
asztroid tehit a gorbe szimmetrikus

az y = X egyenesre,
54, 4bra Ertelmezési tartomény:
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A

05x%1, Zérushely yﬂ
x=13y <0 (0,1)-ben,

tehdt y szigoruan mono-
ton fogyd; y"'> 0=y 224
alulrél konvex; x{y=+1)=1

Vizsgé.ljuk az x = 1 2

1+y
fliggvényt, mint y fiigget- 0 ! A
len valtozd fliggvényét.

85, 1, Nem. Ha még feltessziik,
hogy pl. f£(x} szigoruan
monoton ndvd (v. fogyd), 55, dbra
akkor igaz.

3
Legyen f=x5+2x —4;[ lim f=+c0; lim =-oo]$
X-»>+oo X—»—-00
1étezik olyan a,b, hogy f{a) f(b) <0 ; [ folytonos [a,b] -
ben, 1gy Bolzano tétele miatt 3 ¢ € (a,b), hogy £§(¥)=0.
2
£ = 5x4 +6x 20 63 F' =0 csak 1l helyen {x = 0-ban), ezért
f szigoruan moneton noév8 (- oo ,+ o0 )-ben, tehdt [ = 0 -nak
csak egy gytke van,
86, a) Nem .Van: x =1-nél £(1)=1, mert (x + 1)3 és
3 3
V—x is szigoruan monoton névé I':;-l,l] ~-ben, ezért (x+1) ‘/—x
is szigoruan monoton nsvs, mert \5:_2() és (x+1) =20
@Inverz fliggvény létezéséhez elégséges feltétel, hogy f{x) szigo-
ruah monoton nové [ -1, 1 ]-ben, tehit létezik inverz.

87, Ha f (-c0,+ o9)-ben konvex, akkor minden x # X, pontban a
figgvény gbrbéje az X, ~bell érint8je felett halad, Mivel

(ex)" = ex> 0, gy o konvex (-oco0,+c0) -ben, y = x + 1
az X = 0 pontbell érintbje, igy e*>1 + x, (x # 0).
(2)1n x konkiv, 63 az x = 1 -beli érintSje a gorbe fol6tt halad,
(3} 2. -b8l kivetkezik. 2
e sin x kornkdv ; y = X x = 0 -bell érintlje, y = ¢ x pedig a

P(0,0) és P, (%,_1) pontokat ¥sszekttd hur.

f konvex, lgy a hur a gdrbe f616tt halad,

e & xlnx konvex, igy alkalmazhaté 88,
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il !
Py

Ep

92,

f' monoton névé =>[ alulrdl konvex, igy V0 < X, < X, esetén

f(xz) f(xl) < f(xz)
xl, azaz % X
%y 1 2

£x,) =

Keressitk meg az [ = %P+ - x)p fliggvény abszolut maximumaét

-1 -1 1
‘s minimumdt 70,1 J-ben, £ = p " - pd-xP =0, ha x= 3

[T

f ‘7 Y > _1ehd 'okdlis minimuma van f - nek az x =

1 1
helycin. De f(C. = f(1) =1 &s f(é-) =—7 <l lgyaz x= %
2

1

<
=TI
-1

9P

helyen f-nek abszolut minimuma van, tehAit f(%) =

Mivel f(x) a [0,1] -ben differencidlhaté és az x = %‘ hely kivé-

telével f' # 0, igy f a végpontokban veszi fel abszolut maximumst,
Tehét £ = £(0) = £(1) = 1.

(2))1okalis minimum van £ (0) = £'(0) = [’ (0) = 0 és %0y >0

miatt,
b} inflexiés pont,
c) ha n paratian; Inflexiés pont; ha n piros: lokilis minimum,

f(x)Z 0, f(0)=0; g(x)<0, ha x<0; gx)>0, ha x> 0.

a)y =x(12 - x), y =12 -2x=0, ha x=6; y(6)= -2 <0,
igy az x = 6 helyen lokdlis maximum van és y(8) = 36, Ez
0 £ x £ 12 -ben a maximilis fliggvényérték, mert y(0) =
= y{2) = 0,

2 2 .
byy=x + @2 -x) ; ¥y =0, ha x=86; y"(6)=4 >0, tehit

lokélis minimum van x = 6 -ngl és y(6) = 72 a [0,127] ~bell
legkisebb fliggvényérték, mert y > 72, ha x # 6.

4r +2m=10=>m=5~-2r , V = r2 TC (5-2r)-t kell vizsgdlni;

T =§ésm =§'.

max

80 m .

"
i

1.4
L=
B
«
It

3 3
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2 ¥
F—Zrﬁ+2ri‘m=>m— -r; I er )0

. U l/
ha 0=r > BT nemcsak lokdlis, ha. .
0 £ =beli maxi hel Vir) -nek; =l‘/'l
, v Y eli maximumhetye T ek; m 3

a=rY2 oldalu négyzet.

l’ 2
= i -
21 3 *

x P 1000-x A P-vel jeldljlik a partraszil
— lis helyét,
= az A 4llomd- =21éré-
s hez szitksége - .1 .,

300

I/ 2
X + 3002 1000-x oo B

= + . = e— - ——— [
T 48 60 i 5 5 & ’
48 f x + 3nn

T' =0, ha x = 400. Mivel T" ('v1) >0, igy ar x = 400 helyen
lok4iis minimum van. De T(400) = 20,42 pere nr < x T 1000

intervallumbeli legkisebb Figgvénycrtélk is, mert T(0) > T(400) és
T(1000) > T{400). Az 4llom4s tehat 21 nerc alatt elérhetd.

1
X 10 x1gx = 1le=alg x = <" Célscerii a por et felvdzolni,

s a metszéspont abszcisszdjit mechecsiilni.

gl

Y-~
1
y“)_(' ————f—
X

56. dbra
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Néhany probdlgatis utdn kideriil, hogy az f(x) = 1g x - }1: fliggvény
gyoke a [2,3 ) -ban van, mert £(2)<0 és f(3)>0. A [2,3]

g 1
intervallumban £’ (x) = lxe +5 >0 és
X

1 2
f'(x) = - ( £ —3-) < 0. Teh4t alkalmazhaté (konvergil) a
X X

Newton-médszer. KezdGpont xo = 2, mert f{2)< 0, azaz

1

xn—l _

sg f'(2) = sg £(2). X =X

x Jdgx -1
- - 2 -
x [1 p-15 ¥n1 1; x1=2[1 1g 2 1]z2’426;

0,434 x__ +1 0,868 + 1

2,426.1g 2,426-1 7
0,434 . 2,426 +1 |

= 2,426 [1 - 2,5 ;

%y
az eljirdst folytatva a gybk 4 tizedesre x = 2,5062;

< - 10) 5 sogz = 00003042,
Ty

2
103, @)[£ =) = 5x* + 6x° +1 >0 minden x-re &s lim E(x)=+oo]= F(x)
x>+ oo

szigoruan monoton ndv6, lgy 1 valés gydk van., Mivel
flOy=-1<0 & f1)=3 >0, igy a [0,1] intervallumban van

3
a gydk. f'(x)=20x + 12x>0 a (0,1] -ben, tehat X, = 1-

b8l kiindulva alkalmazhaté a Newton médszer.
b} £(0,572) = 0,0075, tehit a gybk kizelltéleg x =~ 0,572

)
(e

104; A gbrbéket felvdzolva lithat6, hogy a legkisebb pozitiv gytk a

3K
I:izt-, TL] intervallumban van, ui, az y = X egyenes az

T P
y = tg x gbrbe (ix] <?L) x = 0 -bell érintoje. Mivel
1

itg ) 21, ezért x = tg x -re nem alkalmazhaté az

cos X
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Iterdclé, Helyette inverzére térve 4t arctg x + T = x esetén mir

1

alkalmazhaté, (arctg x + W)’ = S 1, és ez az egyenlet az

1+ x

o , " 3K
elbbblvel ekvivalens., A gytk kizel van a 2—-hez, igy legyen
kezdGpont x = 4,7 3 X, = arctg 4,7 + K = 4,5 ;

Xy = arctg 4,5 + U = 4,494 ; %, = arctg 4,494 + U = 4,4935,a

gyok: x & 4,4935

105, Az [1,2] -ben van gybk és alkalmazhat6 a Newton-médszer,
A helyettesitési értékeket Horner elrendezés‘fel gzﬁmithatjuk.
Egyik gytk ﬁ 2 1,09, Most a ps(x) = (4x7+2x° - 3x - B):

3 2
x - 1,08) = 4x + 6,35x + 6,9x + 4,5 harmadfcku polinomnak
keresstk a gyokét, a gydk a [-1, - 0,556] intervallumban van,
ahol alkalmazhaté a Newton-médszer: Xy R - 0,98.
2
A pz(x) = ps(x):(x+0,98) = 4x + 2,43x + 4,52 polinom 2 gydke

gytkképlettel mAr meghatirozhaté lenne, de nines valés gydke.

X
- & ~
2, X, = 0,71 3, x = 10 fterdcibval X = 0,1117
4, 0,45 5, 2,21
106, x =

-xo+acost <
,05t5am,
y=y0+asint

107, f =cos t, L - sin t, négyzetre emelve és Usszeadva
2 2
x_z + ‘VE =1 ellipszis (a # b} ha a = b, akkor kdr,
a b
2 2
2, x_2 - YE = 1 hiperbola jobb oldali 4ga, mivel x >0 a paramé-
a b

teres rendszerben,

3,y=x+1 egyenes ¥ 2 0, azaz X 2 -1 része.
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2 2
4, x3 +'y3 = 1 asztrold (l4sd 84. a)-t) Az aszirold ugy keletkezik,

hogy egy R sugaru kéron, azt bellilrdl érinté r = sugaru

w |

kort gorditiink, A gdrdﬁ16 korvonal egy kiszemelt pontja asztroi-
dot ir le.)Itt R =1,

108, a)x=q(t—slnt)
, 05tSaxw,
y=90(@1 - cost)
gy
dy . -
dx i -g , ahol xo—x(to).
dt -
o
t t
dy __osint =Zsin2cosz:ctt_
dx ~ o(-cost) o, 2t By
2

(az orig6ban figgbleges az érintd).
dy _y_teost oo (Y
dx';‘: t sin t Ctgt'y(:;) L.

Erinté: y—?(l+%)=x—%2‘ (1-%).

Normilis: y - L2 (1 + J—T) = - [x - ? (1 —%):I

2 4
110, a) pl. x=1t b) Nem igaz, pl. ciklois nem irhaté 4t.
{ y = f(t)
d y 3t2 + 3 15
111 El =¥ = S - >0,
¥ le=x-2) =2 3t” + 4t |
t=-2
d2 XV-%y
tehdit y lokslisan nivo; (—'g =( 3 ) =
dx =x(-2) X t =-2
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2 2
- 8t +4t)6t2— {6t+¢;)(3t +3) = g_ >0, teht y lokalisan konvex.
(3t7 + 4t) 2
a T T
= - —_— < < —_ |
2 1 cos g ’ ( 2 9 2)‘ yl
r
2, r = (0 < g<m.
si ! ,
" (@,0} la X
T
3.r = 2a coscp(— %gqgg)
57. dbra
a > 0 konstans
2 2 Y
113, 1, x = 4 egyenes; 2, x-3) +y =9 kir;
I3, x2 - y2 = 1 hiperbola;
g _ .29 N\
4 cos - sin
_ _ cos @ 2 2 2 “
! x=1{q)cos¢ = 5 = 052-9- 1-tg Py
(cos -CZL) ¢ 2
< >
2 sin icos 4
sin ¢ 2 2 Q@
y=r(q>)slnq)= 5 = 2 g =2tg2
9 cos
(cos 2) 2 J
\
2
bl x=1 - L parabola,
4
Y
114. a)r = Q (1 + cos ¢),
CFREQEX). : _
[] AN X

A kardioid egy paraméteres
alakja:

g= Q (1+cosq»)cos /47

y= 9(1+cos’q)sin G,
(-TEgS )

.

58, 4bra
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dy _ ¥ _

(@) sing + r(¢)cosg _

dx x

- (-sin ¢ }.sin ¢ + {1 +

Fg)cosg - r(q) sing -

cos ¢ os ¢

(-sin @ ).cos @ - (1 + cos @ sing

dy =+ &
dx » ha (¢=4+ 3
@y = % -hoz tartozé Pl( % o, sis 9 ) pontbelt érintd
_3/3 I (a _313 )
y =3 ¢ 3 @y =" 3 hoz tartozd P249, 4 ¢
et ertnts y = - 22 o . (=T esetén nom léterik ar)
pontbell érintc y = n ¢ .\ O ax )
1115, (1) Archimedesl splrélls: ( x = 3¢ cosg
{ alakbél az érint6 irdny-
y=3¢ sing
_dy 3 sin cos
tangense m = -
dx 3 cosqg 3 @ sing _E

6+ /3%
6¥3 -7

2. Logaritmikus

{

3. Hiperbolikus spirslis: Erint§

spirdlis:

3¢

e

x cos ¢ Erints:

_ oM

y sin ¢

4, Lemniszk4ta:

%o
T

= 1,578, Erint§:

'EL -nil az érint8 vizszintes y =

y - 0,785 = 1,5678(x - 1,360),

y - 2,4 ='1,13(x - 4,166).

CP1 = -Z-nél y = x az érintd,
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2 2
5. (x ~1) +y =1 kir. ¢ =0 -hoz tartoz6 érintd fiuggSleges
egyenes: x = 2,

H1lg] g egy paraméteres egyenletrend- “
szere: ¥
P “ w
{x = r(¢glos ¢
y = r{g)sin ¢ r=er’}‘A
w B
_dy _r'slng +r cosg _ 0 X
® X & roosq-r sin ¢
59, 4dbra
Y+
=T p ¢ Misrészt ot = @+ w ,
1 - —
D tg ¢
- _tgog el
(=) tgoc=tg( Q@+ w)=7 Q. tgw
(%) 6és (=) egybevetésébll kivet-
kezlk 4llitis,
oats az S \ r=aeX¥, (a>0,k>0)
ke o— —
!@ 116,-bél tg w = &, = ——% =11: ! a $=0
d ake @
60. 4bra

a a
! Mivel = — S 3 = - sin s L 1 = a,
vel x cp cosy; ¥y=7 sing gy ?.br:x_oy a

Y=

© p-0

61, 4bra

2 2 2 2
119, (x-1) +y =1 és x + (y-1) =1 a két gorbe, s ezek derék-
szigben metszik egymist,
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2. - % + k2T §q>§ % + k2T , un, egylevelii 16here,

7t T
3. - I + xR S q;<= TL + %k , un. kétleveli l6here {lemniszkita).
4, - E  x ESps X X négylevelii 16here;

8 2 8 2

2 w 2

5. - £+ k ——-§cp§ +5-+ k= un, n levelli l6here,

2n n 2n n

'121, a) Legyen a két pont tdvolsdga: 2a. Ekkor v = | 2 a Vcos 2¢ a
lemniszkita egyenlete.

2 2.2 2 2 2
by{x +y) =2a (x ~-y)

122, (@))Nem, £1) = 0 # (1) = 1 .

1
' o o ==
b) Igen, f'(1)= TR

!@ a) lim f(x)= A, ezért

X-»+00
E(k+l) - f(k) = f’(fk) —0, ha k—+oco. Mivel

lilm f'(x)=B, ezért lim f’(fk) =B, Igy B =0,
X-»+00 . k~+4+o0 -

b) Nem pl. f(x)=1Inx .

2 2
3_m . m_
2c ' 9° 3

124, p =

125, %(0) nem létezik, de létezik y{x) -nek jobb &s bal oldali deriviltja
x = 0 -ban, y'(0) = 0,
1
(x * 2)

1126, 1 1127, y =

—— =

o =
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! 1, Df {(-o0,+ 00), Péaratlan fiiggvény.

lim =0, igy aszimptota: y =0, f(-1) é f'(1) nem
X—++00
létezik, de lokilis és abszolut minimum van x = -1 -nél, lokslis
és abszolut maximum x = 1-nél, { konkiv (~o0,-1 ] -ben és
(0,1 ]-ben; f konvex [-1,0 ]J-ban és [1,+oco)-ben. Igy In-
flexi6s pont van x = 0 -ban,
2, Df: (-oco,+0c0), Piros figgvény. lim [ = T, igy aszimptota:

y="T. ¥=+leco

£'{(0) nem létezik, mert ['(0) = -1 &s f_'I_(O) = 1, de lokilis

és abszolut minimum van x = 0 -ban, mert £(0) = 0,
f(x}) >0, ha x # 0. f konkiv.

'y

N

63, dbra

129, n! g(a)
1130, a) Alkalmazva a Leibnlz szabilyt

(40) 4 k)
[xzo cos x] o ZO (41:)) [(xzo) (cos x)("’k)]
k=0 =0
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0, ha %k > 20, mert

. ( 20)“‘) 0
) X -
20 k)i _. = (20)
[(X ) f(cos x) ]x—o 20! ha k=20, mert (xzo) =

20!, (cos x)( 0) _

cos 0 =1 x=0

\ 0, . ha k <20, mert
(k)
(XZO) -0

X=0

20 ](40) 11
igy [x . cosx| ) 201! 201

10
131 p’'() = Um B%—:—-E(’—‘l - tm 2B - oy T k) -
n-»n n-=n x-n k=o

k#n

= nt @0 - n e = argo -nyi1)”
!@ a) [pn(l) < 0, pn(2) >0, p'(x)> 0] => (pontosan 1 gydk)
n-1

b) p(§ )= 0, azaz E: - ¥ =1, ezért

n n-1
Pl 5= &, (60~ % y-1= § -1. Mivel
Pa(E)>0 & p )=-1<0, lgya ¥ ., gydkee

1<§n+1<§n.

133. Fiiggvényvizsgilattal,

Vv

P i P 1 L oLx .
a)e =0 ésc= - z esetén egy, - E<C < esetén kél megoldas.

b) ¢

A

, 1 P 1 P . .
0ésc= z esetén egy, 0 <c <€ esetén két megoldés

134] Legyen x és y tetszlleges x # y. A feltételbdl:

| f) | |y -y
X-v :
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Mivel lim |x-y| =0 és ﬂi}){;_%({l)_ 2 0, gy
X~y

im LEL-f0) _ o

x-y Ez azt jelenti, hogy [ béarmely y helyen

Xy

differencidlhaté és f’(y) = 0, ezért f = 4llandé,

(arctgx+arctg}1':)’ =1+1xz+;'+—llz—<-xi2)a 0, ha x#0,
X

[=n

=

1
ezért arctg x + arctg x - c

1 konstans, ha x >0, és 02 , ha
1 = 'J‘
x <0, arcigl + arctg‘f=';f‘+%=§', igy
1 n T
arctg x + arctg;= 5 ha x>0 és - 5 ha x< 0, mert a
fuggvény piratlan,
136, (a)) Mivel
e , ha x 2 0
f(x) = szigoruan monoton fogy6
2
X

a , ha x <0

(-oco, +©0) -ben, ezért Invertilhaté. f_l értelmezésl tartomé-
nya = f értékkészlete: (0, +o00),

V—lnx , ha 0<x%1

-1 inx ,ha 1<x<+o00,

) -

b) f—l az értelmezési tartomanyban folytonos és
x = 1 kivételével differenciglhato.

137, H e konvex, gdrbéje biarmely hurja alatt van.
A PI(O,I) és Pz(l,e) pontokhoz tartozé hur egyenlete
y=1+(e - 1)k,

cos X konkiv a [0, %] ~-ben.
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bizonyithaté x = 0 helyhez tartoz6 Taylor polinommal és
Lagrange maradéktag becsléssel.

Lagrange kozépérték tétellel,

n k n k-1
£ {x) = e_x[go —%+ kg k—x—kl—] =
=e [- % ;_;E+ % xk_l]
k=0 k! k=1 (k-1)! *
o ¥ D g (I &2
x [ o
= e |:n_'- m-1)1 ] >0, ha x>n,

1139, b) Nem. [' nem korlitos == f nem korlitos.
Pl, f = aresin x (-1, 1)-ben.

N140] Tegytik fel, hogy f'(x) > 0, ekkor f’ szigoruan monoton né. Legyen

Xl < E < xzr le x2 € (a»b);

f’(x1)< f'(¥)< f'(xz).

f(x1 + h) - f(xl) f(x2+h) - f(xz)

3h, hogy h <f'(F)< -

Mivel gix) = E(l‘_tlthf(& folytonos [:x]_,x2 ]-ben, igy
3x4 € (x),%,), hogy g(x;) = ['(§), azaz £'(§) =

E(xy+h)-E(x,)

h s e=x,+hy d=x

3 3"

Hasonléan l4thaté f{'"{(x) < 0 esetén,



INTEGRALSZAMIT 1

I, FEJEZET

@ F'x) = f(x), Uil [Fx)+e]’ = f(x)

B

&

,:h

=

L—q

loo
5

f(x) primitiv fliggvényei y = x3 + ¢ alakuak. Most

3
¢ = 6-2 = -2, tehit a keresett primitiv fliggvény: y = x3 -2,
x2 (x2 + 1) -1 1
> = 2 =1-=", igy
x +1 x +1 X +1
Fx)=x ~-arctgx+ec. Most ¢=1- (l-arc tg 1) = | tehat

F(

y

==

4 *

T
x)=x-arctgx+7

=Fx)+tc=Insinx+e¢=1nC sin x

4 dx=-2ctg2x+c.Most-thg:;:'+c=1.

sin 2x

inmen ¢ =1,
Tehdt y = -2ctg 2x + 1,

A 6,-132, feladatok megoldisalban nem kdzsltik a primitiv fliggvény
értelmezési tartomanyst, ha x € (- oo, o0),
8

x-71nfx|-;+c x >0)
2
§(x+3)ﬁ+c (x >0)
24 24|/ 17
o x- X +c¢ x =20)

5 3
"-{—-L+x-arct X+c

5 3 J

2.
—,garctgx+c 11, 2 arch x + ¢ {lx| <1)
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] [Phe- S e [0 ) a-
=x+2In|x-1] +e¢, (x#1)

13, 28+ Tn[x -2] +¢ x # 2)

14, -cosx +ec i%‘é—x+5cos§+c

16, 2tgx+3ctéx+c (x#ki,k=0.4_-1,...)

i

17, -x+etgx)+ec (x-r‘k%.k

g
tgx-ctgx+c; x#k—, k=0, +1,...)

(irjuk a szdmldlét sin2 X + cos2 x = 1 alakba)

0, #1,...}

19, 3chx—§'sh3x+c
2 2 "

x - th x + ¢ (haszndljuk fel az sh x = ch x - 1 Osszefliggést.)
a1, ex_3+c &—e_x-;—"e-ax+c

x X X

2 2 2
@X-Ze +c /ui.l-ex=(1-e)(1+e)./

1 8x -2x 1 .25,

A, 15 (e -4e )+c 2_5_._4(9 2x)+ ¢

Y ( l.n 12x in22x )+ ¢ ( alkalmazzuk a

coso cosfd = % [cos (x-p) + cos (x+f3)] Bsszefliggést.)

1 (cos 3x cos Tx

3 7 )+c /utm,: sinoc cosfd =

©

%[sln (oc+B) + sin (o= B)] /
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33,

w
v

INTEGRALSZAMITAS

2 1
l(x+sinx)+c (utm.: cos x=_JM)
2 2
242 ein (2-4x) + ¢ utm,: sin’x = 12C08 2X
2 8 )
sin'x = (sln’ x} = . tl-cos 2x) felhasznilissval az eredmény:
3, _sin2x sindx
8 4 32 ¢

2y 1
" fl-bxte (x < 3)
_3 1 .

4 3 o 2 c

(x-5x+10)
2
-1

Mivel (|5-4x° « ——22X et

2V5-4x3

2
/-——5—"— dx=-1%](-12x2)(5-4x3) dx=-%V5-4x3+c;
3
Vs-éx
’rs
o

3
3 2
fcosxdx=jcosx(l—sinx)dx=sinx-8h;x+c
i sin4x+c 36, %V(l-cos 3:»:)3 +c
g + x#kf k=0, +1 )
sinx = € ' ot
tg ®
-52-3‘—+e (x # (2k+1) =, k=0, Hl,...)

Zyarcslnx+c (I <1, x# 0)
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40, %V(ar sh x)° + ¢ Cx20)

3
2
gl_-;- | sh™x + c {x#0)
42, %V(1+ex) +c
43, §v1n5x+c (x >0)
44, - —=— +e
e +1
T
45, - Iln fcos x| + ¢ (x#(2k+1)-2—, k=0, +1,...)
46, Infln x|+ ¢ {(x > 0)
47, In jarctg x|+ ¢ {x # 0)
1 2 2
48, Eln (x -6x+ 27 +¢c (x -6%x+27 >0 minder. x-re)
1 1 1
49, -Zx—41n|1—2xi+c (x#z)
3
3 3 5
. = + - =
50 41n|4x +5|+¢ (x # I/ "
1 3
51, Eln(ex+5)+c

52, A hiperbolikus fliggvények definiciéja alapjdn az integri’ a kdvetkezd
alakban irhaté:

(BZx + e—2x aZx _ e—2x)
/ x 2 * 2 [y 3
e e
3x
+

“3x * = B g &7
e - e +e
2
6x
=[29 dx=]*1n(ex+1)+c
6x 3
e +1
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b
L, etg s x # 2k + 1) o k=0, +1,...)
. 1 2
54, arcsine +c¢ (x<0) 56, - S cosx + ¢

2
§g,_2c',hl/-;+c (x > 0)
87,

ar shtg x + ¢ (x # (2k+l) %, k=0, +1,...)

2 + 1
59, In ¥Vx +¢ (x > 0) 5_9;—1-arctgx +c

Vs /s

60, 1 arc tg F(x—& + ¢
V10 b

-3 1 -3+

61_- -I—Elrthx—"+c=— in uﬂ +c 3 (x§£3iﬁ)
ﬁ I/E 2l(_8 x-3—ﬁ

62, arshx'f;zirc

63, arcstnx};_1+c S (ix-1] < B
Vs

archx;"3 +ec x ¢ [-6,0])

64,
- }z-tcos 2x + i— sin 2x + ¢ {(u’ = sin 2x, v = x v4lasztdssal)

2

X x gin 2x 1

—_— i ——— - +
66. 2 4 + 8 cos 2x + ¢

(-xz+.tx-Z)chx+(2x—2)shx+c

2x+3 2x+3
+ ¢ e

s V=3x - 5)

-1— (6x - 13)e (u’ =

67.

2 , 2
xIn{(x +1)-2x+2arctgx+c (u =1, v=In(x + 1))
0.

2
xIh x-2xInx+2x+¢c; (x>0)
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tgxln(cosx)+tgx-x+¢ (u =—l§", v = In {cos X))
cos x

®

X

0t
xe(— 5 t KT, S

+ 2K ) k=0, +1,...

2
1 4 2 .
ex('é'x - X +1)+c {u =xex.v=x4)

X
-xXe
x+1

X 1
+a +¢ (u'=—""——',v=xex,x#-1)

{x + 1)2

@
®)

74, | Alakitsuk 4t az integrdlt a kovetkezd médon:

2 2
F(x)=/—9"—?=/—9‘—i9—‘2—"—dx=
2
@ +x)

(1+x2)
2
=/(12—x2)dx=/12dx~
1 +x I +x

(1+x%)

2
j__ M
@+ x)

Az els8 integrandus éppen arc tg x deriviltja, A misodik integralt

. 2x

parclilis integriliassal szdmitjiuk ki v = x, v’ = - vilasz-
tissal (ekkor 2
d+x)
1
u= - )
1 +x
2 1 2 1 1 1
—'—x—z'dx=- x—'x—-—dx=-— = + = dx =
2 2 9 2 2 1+ x2 14+ x2
(1+x7) {1+x)
1
=-= x2+larctgx+k Ezért
2
1+x

292
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Fx) = L (arc tgx + =—5—) + ¢ .
2 2
x +1
. 2 ’
xarc sin x - f1 -x +c¢ {(Ix1<1, v’ =1, v = arc sin x)
2 1
X+ X
o arc tg X - 9 + ¢
3
xarchx - [x -1l+c¢ x=21)
Ix e3x
Parcidlisan integrdlunk u’ = e (u = T)' v = cos 5x vilasz-
tissal,
3x
3 3
Fix) = fexcos 5xdx=25—cos 5x+gjexsln5xdx i,
u' = cos 5x (u = Sm5 5% s V= 33x vilasztdssal:

X
F(x)=.[e3xcos5xdx=§!£5—5£e3x-%. Jeg sin 5x dx

Az els@ egyenletet %-del, a misodikat -g- szorozva és a kettt
osszeadva:

3.5 f3x (1 8x 1 3x ,
5+3) e cosSxdx-se cos 5x + ~e  sin Bx ,igy

3
3 3
lexcos 5x+lexsln5x

3x 5 3
e ¢o8 5xdx = =

3 5

2,2

5§ 3

e3:»: 3 cos 5x + 5 sin 5x +
34 ¢

~(cos x ch x + siln x shx) + ¢
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2x -2x
- e coOS X -2 e sin x
80, 5 + ¢

2 A 5
ln[(x-d) .Ix+1]]+c (a felbont4s: P

x# -1, x # 3,

—— x-2 | -
SERET |x+8 2x# 8 x4 2)
[
83, In 5 te x£0, x#+ 1)
(x-1] (x+1)
3x -
84.) Bontsuk résztdrtekre: 5 =" A'? + fl - ABx +2B ,
(x+1) (x+1y X (x + 1)
innen B =3, A= -8,
A végereamény: 3ln |x + 1] + ;_?‘jl‘+ ¢ (x #-1)
1 1 x16 P .
~x+—1n + ¢ (eloszor végezzilk el az
4 15 1 7 1 9
EFINER
1
osztist; x ¥ 0, x # + Y,
L':ij Résrtortekre “ontis nélkiil megoldhaté:

H 2
_l[ 3(2x - 3x ) dx - 1—In]-x6+3x3+1|+°

8 —YG + 3x3 +1
8 +
{2z integrandus 31.9] alaku) (x # L@)
f(x) 2
87 m]x--zl 1—’-‘—_—"—]—--+c x¥#2 x#+1)
— !x + 1| 4 -
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88.} A résztértek: 2 Telt 2 x#£1)
{x-1) x +1
./ 212 dx:'%xl—l‘%ln |x-1] +
x-1) (x +1)

+i—1n(x2+1)+c

1 X -
89, T-2 " 1n! +1| x#-1, x # 2)
90, iln',l—ﬁt—‘ -%arctgx+c x#+1)
8. 1+x=t2 helyettesitéssel, x=t2—1,dx=2t dt , igy
| S—
x dx t2—1 2 2 .3
= 2tdt=2](t -1ydt ==t - 2t =
I/T-i-— t 3
*
3
A+xy -2f1x+c , x>-1),
3
3 I——[x— { 3 =
Inl 3 +¢ (x#0, x ‘1, VX—t)

1-Vx
@ 45 V(x+3 ?2 V(x+3) + ¢

4 —

((x+3-=1t x2-3)

5 5 1y ul/——s i
94, ") V(x+-, —?'. (x+1) + ¢ \V_x+1=t)

. .
'g- l/-(x+1)2-3. VX+1+3 1n|1+ Vx+ |+L’ x+1—t x#-Z)
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6

@g V_— V—+6 r+ln E[—___&Hl_
5 V_X+2 ﬂ+1

6
-2V——arctg2 Vx_-l-i-c (v_;=t,x?0)

97, i e =t helyettesitéssel x =1lnt, dx = :— dat, lgy

e2x jtz 'ft
= dx = t+1'tdt= t+1dt

e +1

[ Lol

=t-1n|t+1]+c=ex-1n(ex+1)+c.

98, arc tg et + ¢

2
%(Vex—l—arctg Vex—1)+c {x 20, ex—1=t)
e

X X
100, i3l e
X 2x
e +1 e -1

+ ¢ 7(x¥0)

101} t = tg x helyettesitéssel:

2
2dt
dx 1~!~t2 dat X
.[sinx= 2t =j;‘=lnlt|=ln|tg5,+c
1+t

x # kKT, k=0, +1,...) .
X ¢
102, 2 ar th (tg -5)+ ¢ (% # (k1) 5, k=0, #,...)

2

103, {x # -?2}: + 2kT , k=0, 41,..

1-tg

0 (%

104, 2 arc tg (ﬁ tg g—)+ c
3
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Lnltg§+1|+c (x# )

;‘ln‘tg;ﬁl+ tg —+tg§+c (x # kT, k=0, +1,...}

[N

1 1.1 2x T ke
21n1tg21 J® 5Te (x # %X , k=0, +1,...)

du_ 1 _u,l
dx S irw (2,2 2.
[1+tgx ]ut - i+u 1+u 2 u =

=tgx 1+u

1 1 2 } .
[21nll+ul 4ln (1+u”) + arc tg u u=tgx+c 5

(x# °-ZL + kT 1 k-‘*G, iln---J

1 lﬂgal 1 X~ _
411’1 1-tgx +2x+c x # + 4+k"L s k=0, ...
2 .
d 1+
F(x):f x =j————5—p2“‘ax
cos X cos X

alakra hozva (x # (2k+l) % s K=0,31,...) g x=sht helvetresp .

CLINIPIRRT

—7
cos x I/ 2 2
igy az integril: F(x) = f l+sh t cht dt = jch tdt =

:f—-——c" 2t2+ 1=%(sht cht + t) =3 (sh t | 1sh’t + 1)

1 2
2 {tex ¥ 1+tg x + arshtgx) + ¢

A helyettesités: x = sint, dx = cost dt ({|x]|] < 1), ekkor

2 2
2
/ X dx =/——§£’t— cost dt =js’n t dt = ;-(t-sint cost) =
2
Vl-x v 1—sln2t

1o

pact
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1 l;
=5{rarc sin x - x 1-x2)+c

112] Az x = cht, dx = sh t dt helyettesitéssel:

VE A 2 2
]——" _de=j——-———0h4t_lshtdt=j sh-t

4
X ch t ch4t

dt =

il
—
ok
=
o2
o
[
[y
W
GO |
P
]
ﬂ
(2]
o+
1
=
S
2

dt = =th t =
¢ 2
ch2t 3 cht
2 3
1 v -
=-5( xx 1>+c {Ix] 2 1)

o=

@ {(x+3)VX2+6x+10+arsh(x+3)}+c (x+3 = sh t)
SRS S P—
are sin = Eél 1+42%-x +e¢ (x-1 = v;slnt; lx-11% {2

V2
2
%2' v2x + 8 + 5 - 3 arch Vg (x+2) + ¢ (x+2=v-z'cht)
2 {2
3
| 2+2|> 5

118, £ Vsz— - arch -5-x+c (x| > l)

=2 9 v'r = Vs
2|5

117, Vx2+4x+2+c x¢[-2-72 -2+(2]

p L
@ Eank (777 1)
/s Vs 2

A helyettesités: x - 1 = 2 sht. A tovibbiakban alkalmazzuk sht
exponencidlis alakjit, ill. az u = e  helyettesitést,

119. - %in|cos (xz- 6x + 7)| + ¢

L

w02

(x2 - Bx + T # (2k+1) s k=0, +1,,..)

]
o
o



INTEGRALSZ AMITAS

. X - lfl - x arc sin x + ¢ (x = sint helyettesités, Ix] < 1)

121, 2(sin Vx - ﬁcos )+c (x 2 0)

1
122,-1nx+c (x > 0)
123, % { 3 sin (2x-1) sh(3x+2) - 2cos(2x-1) ch(3x+2) } + e

124, ‘SL;%—+% arc tg x + ¢
2(x +1)
4 4
125, x + 1n (x-1) I te (x#1)
126, %1n|2x2~12x+23]+ 4 are tgif %(x-3)+c
{10
1
127.xarccos;-archx+c (1% >1)
128, 2tg g - x+ec (x # kT + 2kK , k=0, +1,...)
120, -TotgBx -2+ (%2 KK , k=0, +1,...)
2 1
130, x-5x+6-§arch(2x—5)+c (I12x - 5| > 1)
131 —4—+1n|x+ll+c x#-2, x#-1)
e 42 ’
X
132, 2(x-2) |1 + &* - 2In .Ee-l+ c

1+e 4l

Megjegyzések a Bronstejn: Matematlkal zsebkdnyv integraltabldzatibél
keresendd megolddsokhoz:
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29, fsinz (1-2x) dx alak nem taldlhaté a konyvhen, csak az

1 2
1-2x = t helyettesités utin nyert - 3 f sin t dt alak
{425, old. 275,).

b -X
67. Az shx = 9—;—3—— behelyettesitése és a szorzdsck elvégzése

utdn nyert Osszeg tagjainak integriljal killon-killén megtaldlhatdk
(468, old, 448, 449,).

3
92, Elészdr a |/ x =t helyettesitést kell elvégeznl.

98, Csak az e =t helyettesités utin nyert alak taldlhatd a konyv-
ben,
Hatdrozott integril
133, Végezzlik el a kdvetkezd Atalakit4st:

1, +L:’- > L
n+1 """ 2nJ lim n+i
Nnw»oo I=

lim

n-»oo

n
: 1
J<X1S1, i=1,2,..,.n. Tehdt I = 1lim S 17 Axi—

n--oo i=1 i

n
= lim X f(xi) Ax1 . Ez éppen az f(x) = i‘]i; egyenletes felosztis
n-—-oo i=1

mellett vett integrilktzelitl Gsszegeinek hatirértéke n-— oo, azaz

i-—-"0 esetén, Mivel f(x) integrdlhaté [0,1 J-en, ezért

1
= [ln (1+x)] 5 =1n 2,

dx
14x

,_.
1
Ny
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)
134, fx dx = 2
0
1
1
x
135, 2 J ——dl'—=[2 arc slni] =
—_ 5 2 0 3
0 4 - x
1 1
136, dx T 137, o —
iy _— m+1
0 1+ x 0
1
138. j In (1+x} dx = 2 In 2-1
0
k a k.+1 1k+2k+ +nk a‘“1
I= lim z(i—).;=a . lim —k—;lk—= ol
7 n—»oo 1=1 n-oo n
(1. az 5. feladatot)
b k k+1 k+1
1.140.j = ™ +a1 , ul, legyenek az osztépontok:
a

i e
xl =aq , I=0,1,...,n-1, zhol q = -; .

n-1 k i
i i+l k+1
Ekkor 6= 3 (aq) (aq -aq) = a* ' (g-1) Z (a
i=0 =0
k+1
o) —
(gkﬂ ( ) -1 k+1 k+1 q-1
(q 1) (q 1) 2—= = (b )
k+1 k+l k+1
- 1 q -1 1
k+1 k+l
Y k+1 1 _b - a
Ezért I= lim 6 = (b ) lim WY = w1 .
n-» 00 q-~1 ¢q -1

q-1
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p—
{Felhaszniltuk, hogy lim u -1 = [_d_u_] = p)
u -1 dp B
u-l u=1
n-1 -1 n
i 1+l i b
4] 6-3 @d) . @™ - ah-nen-n( ) 2-1)
i=0

I= lim & =1nb—lna=1n%.

n--oo
1
a n 1 1 (en)m-1 -1
142) I= lim 2 e ., == lim | =. =
n 1
n-oco j=1 n-+-oo -
n
e -1
ntl
= lim 11 . 1lim (en -1/=1,(e-1)
n-»po g n-»=oo
n
e -1
1
n

o [

143] Vezessik be a h = "—’131-@- jelslést. Mivel 2 sin (a+ih)sin

= ¢o8 (a+l h - %)— cos(a+lh +151)' ezért

n cos (a + 2—)— cos {(a+tnh +%)
&=h Y sin(ati h) =h =

h
i=1 2si.n2
h
_ 2 hy_ h ]
= h [cos(a+2) cos(b+2) R
sin =
2
Ekkor 1= lim & =cosa-coshb (n>oco azaz h-=0).
n~oco

2 2 1 1
144; f pératlan, korldtos [—a , a ]-ben, a o, H, 15 i; b oees

helyek kivételével folytonos. Tetszbleges o >0 mellett [, a? ]-be
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INTEGRALSZAMITAS
ezek korlll csak véges sok esik, ezért itt [ integrilhaté, tehst

2
a

2
{0, a° ] -ben is integralnaté; ] f(x) dx = 0 .
2
-a

X = helyeken ugrdsa van f-nek, (0,1 ]-ben korlitos; integrilhaté.

=3 L

Nem, mert ha reprezentins pontoknak racionilis pontokat vesziink,

2
tok irraclondlisak, akkor az integrailkdzelitl Ssszegek % ~hoz tar-
tanak,

Elég a [0,1]-beli integrélhatéssgot vizsgilni, mert ha a > 1, ak-
2
kor [1,a" ]-ben [JI:]= 0, fx)= ;l—{ és igy integrilhats. [0,1]-

ben |E] <1 &s tetszbleges 4 >0-ra ]:J , 1 ] -ben integrilhatd,
vagyis [ 0,1 J-ben is integrilhats,

f integrdlhat6, mert tetszfleges d >0 mellett [ -1, -J&J és
[ &, 1 ]-ben integrilhaté, a 0 hely kdrnyezetében korlitos:

1
akkor az integrilkbzelitS dsszegek T -hez, ha a reprezentdns pon-

-2x

1lim i(arc tg i) = lim = 0, Mivel { pidratlan, az

X0 dx x2 x-0 x +1

integril értéke = 0.

a) nem; l. jegyzet 29, oldal.
b), ¢) nem, l. jegyzet 109, oldal, 3.7.1,

a) nem; b), c) igen,
Igen; az integrandus korldtos, x = 0 kivételével folytonos.

Igen, 155, Igen,

ex + 1
Igen, ( lim J~2—X—L-x— = 1)
X-=-0 e -1

Igen,
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2 -x -x 0
158 Ha x € (0,1), akkor 0 < x < X, ezért e <e < e =1,

1 1 1
-X 1 —x2
lay j e dx=1-2<| e dx< [dx 1.
0 0 Q
159] f{x) monoton fogyé (f’(x)< 0); a kozépértéktétel alapiin
100
100 . £(100) < jf(x) dx < £(0).100
0
160 £'(x) >0, ha x € (0, R), ['(x)< 0, ha x € ( T,2 K, tehint
T
dx <
wfo) < I S REK) és
o 1+ E cos X
2%
— < dx < R
ST {1 [ IR —1 S ® (), vagyis
1 + = cos x
2
2R
. 21$J ldx STL21'
1+§ 01+E°°5x 1—5
| x7 i 7
0<J3——— <[ x dx, ha x € (0,1) .
0 I+x6 0 )

L]

T T 2
3x2+1 x3+2x2+1 x4+2x2+1 x +1

ha x € (0,1) .

0<tgx<l, bha xE(O.'f‘f‘)
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b b
I J £(x) dxl SJ Hx)| ax , | cos ¢ x| < 1.
a a
1
|cos—|<1
X
2
- i
e ? tg x monoton fogy6 [0, —;-]-ben-,
2 7 2
4 -a T -a tg x -a
x <tg x< 7T X, azaz e < e < e ,
X
4 T
2 2 2=
igy —'iz (ea —1)<fea tgxdx<—L2(ea 4-—1)
4a P a
f(x) a [0,1 7] -ben korlstos, lim = lim e Inx_ 1.,
X ++0 X==+0
f(x) monoton fogy a (0 1-)--!:ren (l 1 )—ben monoton nd, igy
1] e ’ e ¥ ]
1 1
e °x j X dx <1,
0

Mivel f{x) differenciilhat6, ezért folytonos, és igy integrdlhaté.
Ha [a,b]-ben f(x) 20 nem 4llna fenn, alkkor alkalmas ¢ >0 -ra
gx)=£fx)+c 20,

T ABCD = 1@5@_ (b-a) <

g

D' ¢’ b

! \c sf Hx) dx ST ppepr =
D 1 a

} ! LN foo

| | I atb
Al 0 g ()

a ard § X

2
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]ﬁl_]'é"(l-lnz)=%1n§- ﬂz-%.
(5 2. }
11, 1 i, 52

2 2
2 2
177 1 -2 |x)+x dx=2 1-2x+x dx =
-2 0

2
yl
=2 fll-xldx=2
5 4; ¢
1.__7_8_,_'2—341112:::0,4388 d 2 X
4 2
100K 100 1001
179 J“l-costdx= f Zslnzxdx=f2— jlslnxldx=
0 0 0
s
= V2. 100 Jslnxdx= V2 . 200 (ul. 2z £(x) = |sin x|
0

fiiggvény T szerint periodikus)

3 3
2 31[ 3
7
1

1/3
3 (Lax0)  dx =

co [t
(S E

3 3
1
-7 s {28-2 | 2)~20,626
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cL____NI;:}

sin x _
1814 1= gin x + cos x Jn g U
T N cos u )
= {(x = g ~ U helyettesités) = j c08 u + sin u du
0
E
2
h = slg u du . A két egyenletet Ssszeadva:
a x=u T sin u + cos u ' BY )
x ‘ x
2 2
oS8 u sin u _
2 = Jcosu+sinudu+jsinu+cosudu
0 0
T
2
cos u + sin u [ T
= | esurslu g~ qgy 1=
Jcosu+sinud 2+ & 4
0

2
182, 2In(e +1)~-2-21n2 =0, 8676

2
m X = tz helyettesitéssel: L '2'—22"' at =1+ i In 5 =~1,4023
S 2 1+2¢ 4 ’

0
=
4

s

1. a jegyzet 4.,11,1, feladat, megoldds a 110, old.

L
oD
(2]

2
Kozvetlentil nem. Az integrdl értéke = 3

[
[s:]
k2]

t = :‘-" az X = 0-ban nincs értelmezve,

-
1o
-3

-ben nincs értelmezve.

s
an
(o]
N
o
1

tg x az x ="y
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189 0< x €3 és -1<sint<1, ez a helyettesités tehdt csak
aZ
2
ff(x) dx {a < 1) esetén alkalmazhat6,
0

Alkalmazzuk az a + (b-a) x =t helyettesitést,

@ Alkalmazzuk az Jr.2 = t helyettesitést.
>

Bl

n
192, 1 _ (1) n!

n et
n [T 1 3 a1 ]
198, 1= (1) [?—(1 - R 1—1—2n_1 )
2n (n'!z
194, T, =27 . onii)t
1 3
.@jdx+ j —dx=-1,
N’
0 1
1 ha 0<x<1
ul, sgn (x-x3)= 0 ha x =1
41 ha 1<x<3
X %
L
72 f
-T;(dex+ - xdx = )
0 x
2
197, 14 - In 7! 198, In n!
2 2
199, a)sinb ; b) - sina c) 0.
2
200, 2 In (1+2x) - In (1+x)=ln‘i;f%
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201, -

203] 1. =

2 2
2 2 v
Ezért 11+12=sinv - sin u =[slnx]2= j cos x dx .
u
2
u

2
P = 2225 oy felhasenalésaval lgazolhat6 az Sllitds.
X

.4

2
205] Differenciilva: 2y’ = y, tehit y =ce .,

[ L

0, tehat y() =

1
Az eredeti egyenletbdl 2y(l)-1 = J y dx
1

1 x-1

"
[N Lo
(-]

1 1 2
Igy ce=E.c=§e , ezért ¥y
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X X
xE(x) ff(t) dt - £(x) J t £(t) dt
0

mert

206 @' (x) = Ox >0,
'(ff(t) t )
0
X X
fx)>0 és x J fit) dt - [ t f(t) dt =
0 0
X
= J[x £t) - t £ty ] dt > 0,
0
hiszen 0 <t < x esetén az integrandus > 0.
207, a>1 3 igen
208. x =1 -ben min, értéke 1 + In {—-Ef-
o wx<ts wy-e(3)- (-3
@0 (L'Hospital szabily)
{ x 9
210, ftdt=’—‘2—-§ ha -1< x< 1
-1
F(x) = 4 1
T 23 2
dex+j2t dt=-3—‘§, ha x 21
\ -1 1
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¢ 3
-({1-x 1
+= , h
3 3 a X
211.F(x)=<%' ,
2
1 (x1) 1
3% ) g+ ha 2

“~

A fliggvény folytonos a [0,3 ]—ban, X

@ 1 (L’Hospltal-szabdly)

213.

INTEGRALSZ AMITAS

<1

ha 1€ x<2

£x <3

2-ben nem differencislhaté.
1

2

214; A L’Hospital-szabdly ismételt alkalmazdsdval:
X 2 X 9 2
t 2
( f e dt) 2 ] of dt . e
Iim 9 = lim 0 =
X 2 - 2x2
X —» co j 2 X oo e
e dat
0 4
t2
2 J e dt xz
2
= lim ¢ — = lim —2—=0.
X=co X X - 00 X
e e . 2x
215, 1.
oo w w
-4x -4x - o X 1
216) e dx = lim e dx = lim n = Z
0 W00 0 W =0 0
217, Divergens. 218, Divergens.
219, -lé- 220, Divergens.
1
221, V2 222, -12- 223,
23 (/X =t helyettesités) 225, In 2
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oo 0 B
Z ( / f(x) dx = lim fx)dx + lim f f(x)dx)
/-6- B-+»co
- oo A 0

A-»-c0

227, "Tf + In {2— JE (helyettesités: x = tg t)
D (helyettesités: Vx = u)
—7 2
dax 1
2u1. lim s = lm [27%] -2
W0 X w0
T
231, Divergens, 232, T 233, Y 234, 3
235, 1 236. Y 237, 4
1 3
. dx dx
Divergens, ui. f -1 és f -1 divergens.
0 1
239, Divergens. 240, L. jegyzet 113, oldal
X sin ax X
A S o | <« &
Az integril konvergens, mert l bx S ox és
e e
©0
X 2ba
“bx konvergens. Parciilis integrildssal az eredmény: 5 -
e 2.2
0 (a +b )

Az integril u = tg x helyettesitéssel improprius Integrilba megy 4t,
amely konvergens, értéke 1.

, ha 0<x<1l,

@
243, Konvergens.

Konvergens; 1 < 2
Vl —x3 V 1 -x2

Konvergens; sin x >
e’

£
2

o %

, ha 0<x=%
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o0
Divergens: S - 2 L és gx {minor4ns) divergens.
2 x+l 1+x
x+sin x 1
247, Konvergens, 248, Konvergens. 249, Divergens.
250, Konvergens, ha p>1, q<1,
251, Konvergens, ha p<1l, q<1,
252, Konvergens, ha min {p,q) <1, max (p,q)>1.
253, 1 254, % 255, 1
32
Teriiletszdmitis 256. ?
257, lsi - 21n 2 a0,49 258, %
I
259, 2 (1 - T) ~ 0,428
1
2 1
T = j[a-x)-a—if}) ]dx=§. 261, 9
0

€9
2,56; A két gbrbe metszéspontjai: Ml 2(il,l); M3 4(i ﬁ,4),‘
] ]

A szimmetriit felismerve

1 2 1
2 j x4 dx + j (3x2-2) dx - f (3x2-2) dx -
1

T =
0 F
3
l/z_
'3 3
4 2
- f x dx + f (3x -2)dx| 2,56 .
1 0
8 8
263, 3 264, 3
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» 8 igy egyenlete y = i x+1,

Az érint8 meredeksége f'({4) =
~ ) 16 _ 2
Az érinto aluatti terillete 6, gy T =6 - /— ==

T

3 3°
2
266. 3
267, 2(ch 1-1)
268 _382: - 4¥3 T=4V§+161t
£88. 1y 3 Y 3
[ 8 T
270, 27, I, 272, ab® 213, @b (1 - )
2
T 2
274, 3—"8— 275, 3 r T

A t paraméter kiklisz6bolésével nyerhet6 a parabola explicit egyen-

2 1 23
lete: y =T (xt1), T =—"—
2 3
. o
% 3 /3
277, 2% 218, 5 e 3 _1x5,3 279, 1 - = ~0,29

280, 16(J -1)

1
281 =10,28; a kbr és lemniszkita metszéspontja: = % arc cos - .

Sz4dmitds kbzben sin (arc cos i— y= V 1- cosz(arcos i) =

’ 2
= 1—&) =% s T = 4 I/—I-E-arcosi')

T
2 3
1 2
T=4.'§ercp=ab1t 283. vso
0
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g

INTEGRALSZ AMITAS
Ivhossz szimitss

£ 1o /10-1y~ 9,18 285, In 3 - ==0,6
27 289, 2
Y 10-1
n@+ /2 287, V10 - /5 +1p L2011 2
(V5-1) 3
Y2 1
—2—+§arsh1 289, 1In 30, 03 = 3,4
a 2/3 273
S=4[ 1+ 273 dx = 6a
T
©
V2(e2-1)xs5,5 292, —
)
e
8r 294, —3'

%(23‘: V1+_4TE2+arsh2ﬁ')=
a 2 ~2
E[ln(23t+l/4ﬂ'. +1)+23tp4.||. +1:|

8a

2
=f°h2tdt=[— cht+t]=

sh t
{¢ = sh t helyettesitéssel)
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T

B

™1

2 ~2
L T LI s

T
x |/1t_2
1n —2'+ 4 +1)==0,76

208, Y2+ (l + {2 299, a)

X,

w o

A

b) X

300, ~0,73% 301, = 11,4% 302, a)% (92-1);

1
1 T
V—th(y-l dy = -5 +%In2=0,6
1
2
304, gzi(ez-l) 305, %ﬁﬂt 306. 0,6

A folyadékszint emelkedésének mértékét

2+y
o 5 2
1= ydy~-—[(2+y)-4]=
? 2 o
2
1
4 - ~ 2
7
308, A keresett a értéke a ﬁ:‘ -3 L7a
Tekintettel a szimmetridra:
.-
V2
V=21C[[ x4dx+ f(Z—xz)dx] =
0 1
1 2/32 1
zﬂ(5+2f2_— 3 -2 .5)

dirn

b}y =

yo-lal jeldlve:

1-h8l Yo =

egyenlet



