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_ l. Rész
A KOMPLEX FUGGVENYTAN ELEMEI






1. Bevezetés

A komplex fiiggvénytan kifejezés agoknak a vizsgdlatok-
nak az &sszességét jelentl, amelyek a valds analizis {(dif-
ferencidl- és integrdlszamitds) mdédszereit kiterjesztik arra
az esetre, amikor az Osszes szerepld mennyiségek komplex
sziamok.

A komplex szdmok fogalmdt és a veliik vald elemi miivele-
teket ismertnek tételezziik fel, mind8ssze néhdny fogalomra
emlékeztetiink.

Ha a 2z komplex szdmot mint a Gauss-féle szidmsik egy
pontjédt (vagy vektorit) ) :

z = x + iy (x €és y valds szdmok) (1.1)
algebrai alakban adjuk meg, akkor

X = Re z, y = In 2z

Y
fr—— Z=X+1Y
I
|
|
i
. o
(T |
I
=arg z !
+ T —'x
1 IX
|
b
[
f
|
I
-yt Z=X~-1Y
1.1 &bra



A =z komplex szdm 2z konjugdltja:
Z = x - iy.

A =z komplex szam abszolit értéke
[l =V/X2 + y2 =U[; Z

az origébdl vald tdvolsdgét jelenti.
A komplex szdmot trigonometrikus alakban a

z = r(cos ¥ + i sin‘P) (1.2)

formuldval adjuk meg, ahol r = ]z[zv x> y2,

Y= arc tg % (mod 2N). A ‘P szbget a komplex szdm argumentu-

médnak nevezzik.
A komplex szdmok Osszeaddsa és kivondsa a vektorok parale-
logramma szabdlya szerint torténik.

1.2 4bra

A hdromszdg cldalaira vonatkozd egyenlétlenségek alapjén ér-
vényesek a kdvetkezd reldcidk:

|21 + 22 ¢|2a] *] 22 ' (1.3)
]zl + 22l>121[—'22[ (1.1)

Az (1.3) Osszefliggés érvényességét analitikusan is igazoljuk.
Legyen Zg = Xg %t i Yi» %5 = X5 t i Yos ekkor (1.3) a kb-

vetkez8 alakban irhatd:

10



> 2 [ 2 2 2 2
V<X1 txp)" o (yy F oY) TS Ry Yy *V[;z R

Mindkét oldalt négyzetre emelve:

(x, + x )2

> ) 2 >
1 F Ay tYR)T g Xy Yy F 2Ky Yy

2

2 2 2 2
X2 + y2 + X2 + y2.

Egyszeriisités és ismételt négyzetre emelés utdn:
2.2 2.2 _ - 2
XT¥5 7 2Xg¥Xp¥y * XYy = (k¥ < xpyy)T > 0
adédik, ami (t.3°) fenndlldsdt igazolja.
Az (1.14) Bsszefliggés ugyancsak az abszolit érték definicidja
alapjén kdvetkezik, az (1.3) egyenldétlenség felhaszndldsdval:
|24 = |C2q * 200+ (= 2p)|[Eg * 2p[t %y
azaz
- >
IZ1 + 22|>[le lz2‘ (1.42)
Tovabbé:
22 7[ (2o + 2 (-2 g]Eg * 2]y
- 1"
[21 + 22121z2l lzi‘ (1.4")
Az (1.4°) és (1.4") egyenlétlenségek kdzds kifejezése az
(1.4) formula. Az (1.3) Osszeflggés tetszbleges szami Yssze-

adandéra Adltaldnosithatd:

[z + 2y + con F B LBy F[Bo] Y oo By (1.5)

(A bizonyités indukcidval végezhet§.)
Az abszolit értékek szorzatdra viszont fenn 41l a

Izlzg...zn|=!zﬂlzz‘...|zn| _ (1.6)
egyenléség.
Emlékeztetiink rd, hogy komplex szdmok szorzdsakor az abszo-

1it értékek szorzédnak, az argumentumok pedig sszeadddnak,
azaz, ha

z, = r,(cos 791 + i sin ), Z, = r2(cos 7"2 + i sin7‘°2),

akkor
11



24257 rary 2|2 [Ey] s BvE(2y2,) = f + P, =

= arg z, *+ arg z, (mod 2T0) (1.7)
Ugyanis:

2,2, = TP, [(cos */’1 cos f, - siny, sinf) +

+ i(cos 791 sin 702 + sin ‘f’i cos fz)] =TT, [cos(‘fi + 7?2)+

+ i sin( 701_ + ¥, . (1.7/a)

Osztds esetén pedig:

Zy, Ty _izil 2 i
IE;[_P_2_[E£E’ arg-z—g—fl-\fz—argzi—L
-arg 7, (mod 2T} (1.8)

Az (1.8) Osszefiiggés bizonyitédsdra vegylk figyelembe, hogy

” i
1 _ 1
Z, 1y C
ahol
1 1 cos ‘f’2 -1 sin‘f2 )
_—z_; - r2(cos 702 + I¥sin 25(003 7"-2 -1 sinfz) -
1 e
= ;—2- (cos.)a2 i 51n\f2).
Innen
24 1
Ez— =r,. _g(cos \Fi + 1 sin ‘fl)(cos ‘Pz - i sin 702) =

Ty ..
= -r-;[cos( ‘701 - ‘Pz) + i s1n(7°1 - 702)]

Az {1.7/a) formula ismételt alkalmazdsaval képjuk az un.
Moivre-képletet:

z" =[__r'(cos‘f‘+ i sin f)]n =.rn[cos nf+ i sin nf]

Az alé’.bbi dbrak mutatjdk, hogy komplex széamok szorzdsa és
osztdsa grafikusan egyszer(d mdédon dbrdzolhatd:

12



1.3 dbra

A 2z és Zo >pontok t4volsdgdn az Sket dbridzolé sikbell
pontok tavolsédgdt, azaz a |22 - 21| mennyiséget értjﬁkf
Adott Z, ponttél r tavolsdgra levd komplex szamok halmaza
a zg ktzéppontid r sugard kdr, amelyet a ]z - ZA = r
egyenléség jellemez. E kbér belsejét a lz - z4_<.r, kiilsejét
a \Z - ZJ >r egyenlétlenségek jellemzik. A k¥r és belseje
. egylitt alkotjdk a zdrt kodrlemezt, amelyet a

\z - Zols r egyenlétlenség jellemez.

A zo' pont £ -kornyezetén mindig a “zd ‘¥oriili £ -sugard

kr belsejét, tehdt mindazon komplex szdmok halmazdt ért-
jilk, amelyek kielégitik a

- £
Z ZO<

egyenlétlenséget.

13



2. Komplex szamsorozatok

Ha minden természetes szamhoz valamilyen médon hozzé-

rendeliink egy komplex szdmot, akkor egy Zys Zos vers Zpees

komplex szémsorozatot kapunk. A g szdmok a sorozat tag-

k
jai. A tagok kbzdtt lehetnek egyenlé értékilek is. {Sorozaton
mindig végtelen sorozatot értiink. A sorozatnak végtelen sok
egyforma tagja is lehet, s&t akdr minden tagja ugyanaz le-
het.)

Néhdny egyszerli példa sorozatokra:

l,z,%2 ,...,zn,... ahol 2z adott tetszdlleges

{1} -
E 3

komplex szam.

[1 1 1
IE 3‘, vy e
1 - s
3. Z, 5 Zoq ¥ n_2), ahol z, =.1, 1z, =1,
n=3%,4,....

(frjuk fel a sorozat néhdny tagjdt!)
A z, pontrél akkor mondjuk, hogy a {Zn} sorozat torlddési

pontja, ha tetsz8leges pozitiv &-ra a sorozatnak végtelen
sok eleme kielégiti a

lzn"zo[<6 (2.1)

egyenldtlenséget.

(Megjegyezzilk, hogy ha van olyan = komplex szam, amely a

k
{zn} sorozatban végtelen sokszor eldéfordul, akkor 2, 2

sorozatnak torléddsi pontja.)
Ervényes a valésb6l ismert Bolzano-Weilerstrass-féle

2.1 Tétel:
Barmely korldtos komplex szdmsorozatnak van legaldbb egy
torléddsi pontjia.

A bizonyitds a valés esethez hasonldan skatulyédzédssal tor-
ténhet, csupdn egy dimenzidé helyett két dimenzidra kell
okoskodnunk.

A korlatossiég mlatt a

A Zn"" sorozatot befog-

z ‘e
1’ 2’ LB
lalhatjuk egy elég nagy NO négyzetbe, amelynek oldalai a
koordindtatengelyekkel pérhuzamosak. Osszuk fel az NO

négyzetet négy részre, majd vegylik egyik olyan negyedét Ni—

et, amelyben a sorozatnak végtelen sok eleme van. (Ilyen ne-
gyed feltétleniil van, mivel ha N mindegyik negyedébe a so-~
rozatnak csak véges sok eleme esnék, akkor a sorozat nem le-

14



hetne végtelen.) A negyedelési eljérist vég nélkill folytatva
egymésba skatulydzott NO, Ni’ N2,... négyzetek sorozatéat

kapjuk, amelyek egy 2 pontra zsugorodnak és mindegyik

négyzetben a sorozatnak végtelen sok eleme van. A N pont
nyilvén torldéddsi pont.
Kiildndsen fontos az az eset, amikor a {an sorozatnak

egyetlen torldéddsi pontja van, vagyis amikor a (2.1) bsszer~
figegés valamely n-t8l kezdve a sorozat minden tagjédra érvé-
nyes. Ezt gy szoktuk kifejezni, hogy ekkor a z pont &£-
kérnyezete a {zn} sorozat majdnem minden tagjat tartalmaz-

za (valamely n-t8l kezdve minden tagjédt).
Ez esetben z_ a {z } sorozat hatdrértéke: 1lim z_ = z .
o n Novoo N o

Definicid

A Zys Zgs eorBpsecs komplex sorozatrél akkor mondjuk,
hogy a Z, ponthoz konvergdl, ha tetsz8leges §£>0 esetén
megadhaté olyan NO = No(e) kiiszdbszdm, hogy

z, - Z,| <&, hacsak n > N, (E) .

Mivel £>0 tetszé8leges kicsire vdlaszthatd, a fenti defi-
nicid azt fejezi ki, hogy a sorozat tagjainak a z pont-
t6l vald tdvolsdga zérushoz tart:

z -2z |+0, ha n-oo.

n 0
A valés szdmsorozatok esetéhez hasonldan bizonyithatd be a
Cauchy-féle konvergencia-kritérium, amelyet az aldbbi tétel
fejez ki:

2.2 Tétel:
A {zn} sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha tetszdle-

ges £>0 szdmhoz taldlhatdé olyan No = NO(G) kilszbbszédm,
hogy

[zn - 7, < € hacsak n,m 2> N_. (2.2)
Bizonyités:

A (2.2) feltétel sziikségessége a hdromszdg egyenlétlenség

alapjéan addédik. Ha a {Zn sorozat konvergens, z -2, ak-

kor valamely NO indextd8l kezdve

|z, - =

£ ey _ 3
N 0|< 5,  tovédbbd .Izm zO[< (n,m >N_).

2
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Viszont

oM
+

:lzn T o T %y T Zmlﬁlzn - Zo|+[zm T Bols

-+
rolen
n

Az elégségesség bizonyitdsdhoz vegyllk figyelembe, hogy ha a
(2.2) feltétel teljeslil, akkor a {zn} sorozat korldtos, mi-
vel n>NO esetén
[z - Iy ]45, vagyis az No—nél nagyobb indexfi tagok
0 »
N szam kdridli & -~-sugard kérben.

n

mindegyike benne van a =

o
E kdrdn kivil legfeljebb NO - 1 szdmd (tehdt véges sok)

tagja lehet a sorozatnak, ezek pedig befoglalhatdk egy elég
nagy négyzetbhe.
Mivel a {zn} sorozat korldtos, van legaldbb egy torlddési

pontja, jeltljik ezt zx—gal. Kénnyd beldtni, hogy a sorozat-
nak t8bb torldédasi pontja nem is lehet. Tegyik fel ugyanis,

hogy a {zn} sorozatnak van egy, a zx-tél kiildénbtzd - zEEK -
torldddsi pontja is. Legyen z* &5 2 *% tdvolsdga J .
Valasszuk &-t 3 -n&l kisebbnek. Mivel mind 2* mina z*%
torlédédsi pontok, mind z* mina 2**  E£-kdrnyezetében a

sorozatnak végtelen sok eleme taldlhatdé, tehdt van akérmi-
lyen nagy n:>NO index, amelyre -

x
2z, - z°|<&,
5 van akdrmilyen nagy m >NO index, amelyre

lzm - zxxl< £ .




Ekkor azonban iZn -z > %.>8, vagyis a (2.2) feltétel nem
teljeslil.

Ezzel kimutattuk, hogy a (2.2) feltétel sziikséges és elégsé-
ges a {Zn} komplex (specidlis esetben valés) szdmsorozat

konvergenciijshoz.

Minden olyan végtelen komplex széamsorozatot, amelynek egyet-
len torldédési pontja van, konvergens sorozatnak nevezlink., A
széban forgd egyetlen torldéddsi pont a {zn} sorozat hatdrér-

téke. Az olyan szamsorozatot, amely 0-hoz konvergil, zérd-
sorozatnak nevezzilk. Minden clyan szadmsorozatot, amely nem
konvergens, divergens sorozatnak neveziink.

A konvergens sorozatokkal vald szdmoldsra az aldbbi egy-
szeril szabidlyok érvényesek, amelyek megkdénnyitik a sorozatok
hatdrértékének kiszdmitisat:

2.% Tétel:
Ha 2, ™ %o zﬁ ﬂ-zé, tovdbbd ¢ és c¢? tetszbleges komp-
p -] A = 2 2 3
lex szamok, és w, = ¢ Zy + c CIP akkor a {wn} sorozat 1is
konvergens és
1lim w_ = 1lim (c z_ + e¢? 22) = c z_+ ¢* =2 .

N oo e 00 n n o] o
2.4 Tétel:
Az eléz8 tételben foglalt feltételezések mellett a w_ = z 2°

n n'n
sorozat is konvergens é€s

1im w_ = 1lim anﬁ = zozé'

2.5 Tétel:

Ha 2z -z  6sa {zn} sorozat egyik tagja sem 0 &s

1 . .
Zg # 0, akkor a wooT g sorozat 1s konvergens €s
n
. . 1 1
lim w_ = lim FE
n ~+ oo n—+e n "o
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3. Komplex tagu végtelen sorok

Legyen Z komplex szdnok sorozata

Zys Zgs eers Fpsees
és képezmzilk a sorozat tagjainak Gsszegét, amelyet a

-]
(3.1) E:. z =~ vagy réviden jzzn szimbdlummal jeldliink és
: n=1

végtelen sornak nevezlink. A z, szdmok a sor tagjai.
A sor részletisszegel a valds sorok analdgidjidra az

5 =7 + z, +

s, =z, t+ zZ e
2?3 ? n 1

L., 4 Zos een (3.2)
sorozatot alkotjak.
Ha a (3.2) sorozat konvergens, akkor azt mondjuk, hogy a
(3.1) sor konvergens. A reszletosszegek sorozatdnak hatér-
értéke a sor Osszege:

s = lim s_= > z (3.3)
n-—»oo n n=1 n

A Cauchy-féle konvergencia kritérium alapjédn sorokra vonat-
kozbdlag az aldbbl tételek adddnak:

3.1 Tétel:
A E:zn sor akkor és csak akkor konvergens, ha bdrmely eld-
re megadott € pozitiv szdmhoz taldlhaté olyan N_ = NO(S)

o
index, hogy minden n>-NO és p>{0 természetes szamra:

+ 7 +

Zn+1 n+2 ess T Zn+p4£ (3.4)

3.2 Tétel:

Konﬁergens iZhn sor tagjal zérdésorozatot alkotnak:
zn.>0. Ugyanis (3.4)-b81 p = 1 helyettesitéssel

azt kapjuk, hogy lzn+1|<_6.

3.3 Tétel:
Ha a :Eh I sor konvergens {amely pozitiv valds tagokbdl éll),:
akkor Eizn sor is konvergens, ugyanis ’

[zn+1 T Zaep et Zn+plﬁlzn+1[+lzn+2l+"'+lzn+pl
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Definicid:
A :Ezn sort akkor nevezzilk abszolit konvergensnek, ha
aji‘zn| sor konvergens. Ha zizn konvergens, de:ilznl nem

konvergens, akkor a Zizn sort feltételesen konvergensnek
nevezzlik,

3/a) Komplex tagl sorok abszolit konvergencidjira
vonatkozd kritériumok

1. A E:zn sor akkor és csak akkor absszolit konvergens,
ha az

s, ’21’+[22|+ 1+ Zni
valds szidmok monoton ndvekvd sorozata felillrdl korldtos.
A tovdbbi kritériumok a konvergencidra elégséges (de nem

sziikséges) kritériumok. Az 1. kritériumbdl kdvetkezik a ma-
jordns kritérium:

2. Ha azicn pozitiv valds szdmokbdél 4116 sor konver-

gens és majdnem minden n-re Iznlg s akkor Zizn abszolit
konvergens sor.
Az alkalmazdsok szempontjaboél kiilonbsen fontos a kdvetkezd
két kritérium:

3., A 2z sor abszolit konvergens, ha van olyan 1-nél /
kisebb pozitig Y szam, hogy valamely n-t81 kezdve

’ZE+1[5-T<1 vagy ha lim [E%i1|= A <1,

n n-—>o°

(ha ugyanis a médsodik feltétel teljesil, akkor Y = 1—%fl—<1-

re valahonnan kezdve az elsd feltétel is teljesiil).
A 3. feltétel elégséges volta abbdl kivetkezik, hogy ha va-
lamely n-t81 kezdve

o <77

[Zn+gl$_rlzn+1l$'rglzn|

Izn+kl$ T12n+k_1|5 ees ﬁqulzn[

akkor
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izn|+lzn+1!{+ +fzn+k|+ S‘,an (1 +1+ 20
vagyis a :{Pnl sor majordlhaté egy Y<1 hédnyadosi geomet-

riai sorral.
Viszont aer1 sor divergens, ha valamely n-tdl kezdve

lzn+1 n+l

zZ
]2T>1 vagy ha llmlZ

= A >1,
Zn n

mert ez esetben a sor dltaldnos tagja nem tart O-hoz, hiszen

) k
jzn+1|—>- T !Zn
H.i&ﬁzn sor abszoldt konvergens, ha van olyan 1-nél
kisebb pozitiv Y szdm, amelyre

, -ahol ‘T>1.

n . n _
\ ans'f<1 vagy ha n_iiz .4zd —,K < 1.

Ezzel szemben a Elzn sor divergens, ha n-nek végtelen sok
értékére

?4zn,2 1, - vagy ha lim chn’= PSR

n —oco

A B, kritérium elégséges volta ismét a majordns kritériumbdl
kévetkezik, ugyanis ha

QAzd < T'<1’ akkor
n .
Izn]é-r , vagyis

jzn! g}:]'n ahol f <1, tehdt konvergens geometriai

sor majordlja a EJZJ sort.

3.b) A kdnvergens sorokkal vald szdmolds szabdlyai

A komplex tagi konvergens sorokkal vald szdmolds szabd-
lyai formdlisan ugyanazok, mint a valdsban és ugyantdgy kd-
vetkeznek a konvergens szdmsorozabtokkal vald szidmolds megfe-~
leld szabdlyaibdl.
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3.4 Tétel:

< Z = 3 = g
Ha Yz és Yz konvergens sorok &s Eizn S, :izn s?,
tovdbbd ¢ és ¢ Lkét tetszbleges komplex szédm, akkor a

+ ¢?z?) = ¢z, + ¢?2z) + cz, + c?z) + cz2, *+
S(cz c zn) z3 5 5

n 1 3
+ c’z% + ... 8Sor is konvergens és
EXczn + c’zﬁ) = ¢c s +c? s, (3.4)

{A szabdly érvényességének bizonyitdsa a 2.3 Tétel alapjdn
tdrténik. ) :

A fenti szabdly azt fejezi ki, hogy konvergens sorokat
szabad tagonként Osszeadni (¢ = ¢’ = 1 eset), valamint kon-
vergens sorok tagjainak linedris kombindcidja ugyancsak kon-
vergens sort eredményesz.

Ha {kn] természetes szdmoknak olyan sorozata, amely-

ben minden természetes szdm (és esetleg a 0) pontosan egy-

” s T .
sZer fordul eld, akkor azt a jizn sort, amelyre Z, = ?kn’

a fizn sor adtrendezésének nevezzilk.

3.5 Tétel:

Ha a §:zn sor abszolut konvergens, akkor e sor bdrmilyen
Ez; dtrendezése is abszolilt konvergens és Usszege megegye-
zik a ‘Zzn sor Osszmegével.

Bizonyitds

Legyen &E>0 tetsz8leges kis szdm, akkor a feltevés
szerint van olyan m szam, hogy

mi2]* e | <€ (3.5)
Legyen most NO olyan nagy index, hogy a ko’kl""’k

Izm+1f+lz . +|Zm+p

n
o

szémok k&z6tt az 1,2,...,m szamok mindegyike elé&fordul.
Jeltljlk a Zizn sor Osszegét s-sel, részletdsszegeit Sy
nel, E:Zﬁ Osszegét s’-vel, részletdsszegeilt pedig sﬁ ~vel.

s " . - .
Ha n:>NO, akkor az Sp S, kilildnbséghen a ZoaBysesesZp
tagok mér mind kiesnek &s csak véges szdmi olyan tag marad,
amelyek abszolut értékeinek Usszege a (3.5) formula alapjén
kisebb mint & . Tehdt n:>NO-ra

sﬁ'— Snl<6” ami azt jelenti{,hogy (sﬁ - sn)-> 0.

Mivel s2 = s+ (s* - s )-» s, &s s’ » s°? kévetkezik,
hogy n n n n ?

21



s? = s,

tehat jiz’ is konvergens é&s Usszege azonos Eizn Osszegével.
Ugyanigy :ihn[ konvergencidja folytén EJZAI is konvergens.

1. Mepgjegyzés: Feltételesen konvergens sorokra ez a tétel
nem érvényes!

2. Megjegyzés: A fentl tételbdl kdvetkezik, hogy ha zZ,

abszolit konvergens, akkor minden Zvo + Z. + ...t

t e e S i i
t oz, (0 v, <y < ) részsora is abszolut

konvergens.
5. Legyen most E:Zn és E:zé két tetszbleges végtelen

sor. Mit kell értenlink két végtelen sor szorzatin?
Szorozzuk meg a Eizn sor minden elemét a E:ZE sor minden

elemével (képzeletben) és irjuk fel a szorzatokat négyzet
alakban, mintha egy végtelen determindnst képeznénk:

z z°...2 22 Z Z2...
oZo Zo 1 o~ 2

%, 2’ 7z Z? 2, %240
1 171 172

Ebben az elrendezésben 2, zk a k-adik sor {-edik eleme
(k = 0,1,2,...5 4£= 0,1,2,...).

A fenti elrendezéshdl tobbféle mddon képezhetiink olyan vég-
telen Eﬁr1 sort, amelynek tagjai a fenti szorzatok.

At16s irdnyd elrendezés esetén azokat a tagokat adjuk Ossze,
amelyekre k + £ =0, k¥ +4£& =1, k +4& = 2,...s6b., mond-
Juk az elsd sortdl kezdve:

z z® + 2 %2 + 2,2 + 7z 22 + z,2) + 7.8 + ... =
00 o 1 170 o2 171 270

=‘ %1 + ﬁE + e

A négyzetes elrendezés lgy Kaphatd, hogy az d4tld irdnyli egye- - -
- nesek helyett a nekik megfeleld négyzeteket vesszik (melyek
86161t alkotjdk), azaz eldszdr azt a szorzatot Irjuk fel,
amelyre k == 0, azutdn azokat a szorzatokat, amelyekre

k is, § is 1legfeljebb 1, majd x is, £ is legfeljebd

2 stb.: .
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>+ 2+ 2} + 2,2 + 2 22 + 2,22 + 7,.2° +
Zo%o * B%y T 242y 1%o oZ2 2%2 2%1

+ 72,22 + ...
270

Minden ily mddon kapott Zﬁn sor a Zzn és Zzlf! sorok szor-
zatsora. Ezekre a kivetkezd tétel érvényes:

3.6 Pétel:
Ha E:zn és Zizﬁ abszoldt konvergens sorok és Osszegilk s

ill. s?, akkor bdrmely szorzatsoruk is abszolut konvergens
és Usszege S.s'.

Bizonyitds:

Elég nagy m esetén

;ﬁo|+|§1|+"'+’ﬁn!s (‘Zo!+!Z1‘+"'+]Zm')(lzél+
§+...+!zr;ll)

A Ej%ni sor részlet8sszegeinek sorozata tehdt korldtos,
azaz jiﬁn abszolit konvergens. A 3.5 Tétel alapjédn minden

szorzatsor Osszege ugyanaz, mert a szorzatsorok egymds &t-
rendezései. Elegendd tehdt egyetlen szorzatsor Osszegét ki-
szamitani.

Ha §:§n a négyzetes elrendezésfi szorzatsor, akkor

+ + ... ¥+ >+ 2+ L., +- 2 =
(Zo 21 Zn)(zo Zi Zn)

S PR PR A R SU Y- )

z 2 7 72 2
o © o1 o 2

» > »
leo 21Z1 2122

3 >
2%0  P2%1 Ep%
(amint a fenti dbra n = 2 esetédn mutatja).
Ha most n-oo hatdrdtuenctet végziink a (3.6) egyenlet mind-
két oldaldn, akkor: .

z

lim {(z_+

fove. + 02 z? + 2z + ... + g?) =
Lin RICE: z2)

24 1

w
i
-
i
i

lim s sa =
n-» oo

(Lisu  z.4 Tétell)
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3.7 Tétel:
Ha a zjzn konvergens sor egymis utdn kovetkezd tagjait zardé-

jelek alkalmazdsdval egy-egy taggd vonjuk Ossze:

(z + 2, + ... + 2. ) + (z + z P S
et Ko, _Kor1  Kor2 %1,
S AV A

%o ﬁi
+ (= + 2z t oae. FB) O+ ... =
Kivr o Kpa k",
—— ——— T

§2

akkor az Igy kapott §:§n sor szintén konvergens és Usszege
z§n=zzn

A fenti mdédon tdrténd tagesoportositdsra rendszerint az 4t-
16s elrendezésii szorzatsorok esetében van szilikség:

- > 4 LN 2y 4 LS 3 4 >
jiﬁn Zozo (Zozi leo) (Zoz2 Zizo Z2Zo) ¥

¥ ve.e 4 {2z 22+ 2,82 + ...+ 2 2°) + ...
( o n 1" nl n o)

Ezt a sort a§:zn €s E:Zﬁ sorok Cauchy-szorzatdnak nevezzik.

4. A Riemann-féle szamgomb.
A sztereografikus projekciod

A komplex szamokat eddig a koordindta-rendszerrel ella-
tott sikon dbrizoltuk. Bizonyos célokra eldnyds, ha a komp-
lex szdmokat egy gdmbfeliileten dbrdzoljuk, az Un. Riemann-
féle vagy komplex szdmgdmbén, amely a kdvetkezd mdédon tor-
ténik.

Az xy sik O origdjéra helyezziink el egy egysépnyl
AtmérdjG gdmbdt. Az érintkezési pontokat, az O origét ne-
vezziik déli pélusnak, a gbmb ezzel dtellenes pontjédt az E
északi pélusnak (4.1 dbra).

Az E pontbél inditsunk félegyeneseket, amelyek mind
a gbmbdt, mind a sikot egy-egy pontban metszik. A gdmbnek
és a sfknak azokat a pontjait rendeljik egymédshoz, amelyek
ugyanazon a félegyenesen vannak (az dbrdn ilyen P és P?
pontokat tintettiink fel). A gdémb £ északi pSlusédtsl elte-
kintve ily médon kdlcsénbsen egyértelmii megfelelést létesi-
tettlink a gdémb és a sik pontjal kdzitt.
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S 0l4 | %
F 7 /,’y rY,?
e
/
Xf——— - P
X,f
4.1 4bra

Kdnnyil beldtni, hogy mivel a gdmb dtméréje egységnyi,
a-gomb egyenlitéjének pontjal a sik egységkbrébe mennek &t
ennél a megfeleltetésnél. A gdmb északi félgbmbjének pontja-
it a fenti vetités (sztereografikus projekecid) az egységkir
killsejébe, a déli félgdmb pontjai pedig az egységkdr belse-
Jjébe mennek 4t.

Jeldljiik az 4brdn ldthaté P pontnak megfeleld komp-
lex szdmot z-vel, a P’ gdmbi pontnak megfeleld komplex
szdmot, a 2z komplex szdm gdmbi képét z’-vel. Ha a g
szdm a sikon minden hatdron tul tdvolodik, azaz |z|-oce,
akkor =z’ _ E, azaz nagy abszolit értékl komplex szdmok
gbmbi képe kdzel van az E északi pdlushoz. Magit az £
€szaki pélust a sik idedlis oo (végtelen) pontjdnak felel-
tetjik meg. Igy a oo -nel lezdrt sik és a teljes szamgdmb
pontjal kézbtt a megfeleltetés kdlcsdndsen egyértelmd lesz.

A oo "kbrnyezeteit" a gdmbi kép alapjdn dgy értelmez-
zlk, mint azon =z szdmok halmazdt, amelyek gdmbi képei a
oo északi pdlus kdrili kiesiny gbmbsiivegen fekszenek, a si-
kon pedig valamely nagy M sugard kérdn kiviil vannak.
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A sik egyeneseit a sztereografikus vetités nyilvédn a
gdmb &szaki sarkédn dthaladé kérdkbe viszi 48. A sik két egye-
nesének szdge mindig egyenld a gdmbdn levd képkdrbk szdgével.
Ha ugyanis a sikon két egyenes egy P pontban metszi egy-
mast, akkor a megfeleld képkdrdk a gbmbdn a P pontnak meg-
feleld P’ pontokban és E-ben metszik egymdst és nyilvan
mindkét helyen ugyanazon szdgben. Az E pontban a képkdrik
érint6i pdrhuzamosak az adott egyenesekkel, hiszen itt az
-érint8sik parhuzamos az xy sikkal. Igy az egyenesek szdge
P-ben ugyanakkora, mint a képk®rdk szdge P’-ben. A sztereo-
grafikus vetités tehat szdgtartd (kenformis). Tovédbbi neve-
zetes tulajdonsidga a sztereografikus vetitésnek, hogy kirt
kérbe visz 4t (sSpecidlis esetben egyenesbe}. Ezt analitiku-
san a k&vetkez8 mddon liathatjuk be. |

Vezessiink be a térbe egy ¢, n, g derékszdgill koordindta-
rendszert dgy, hogy a § és m tengelyek az x 1l1. y ten- '
gellyel essenek egybe, a g tengely pedig az északi pdlus
felé mutasson.

A 4.1 Abrdrdl leolvashatd, hogy

0QP* A ~ POE 4, ennélfogva
g 9’ = o1, azaz
t =299 (4.1)
Tovdbbd
QP'EA~QPE A, amibdl

1 -%:’ = 1:9, tehdt

1-g =§—,— (4.2)
A (4.1) és (4.2) egyenleteket Bsszeadva:

1 = g%0 + %i s dlnnen

= 9% (1 + 92), azaz

9 ’ -
9’ = ——2——5, tehdt (4.1) alapjén (4.3)
1 +9 :
2
= __jl__§ _ N
1+ 9 .



' 2 2
Minthogy 92 = x2 + y2, §: i X, M= Ea y, ezért a P

pont (x,y) koordinitdja és'a P> pont §,7%, ¢ koording-
tdi k8zb6tt a kdvetkezd Osszefliggések érvényesek:

2
Mivel 2. = —1 5 = 12 5, tehdt:
§ 1+ 9 1+x% +y
o X ome—— ¥ A S L
> 3
i+ x2 + y2 1+ x2 + y2 1+ x2 + y2
’ (4.5)
illetve:
. & _ N 2 2 3
X=g=gF s Y ET—F ., X t¥ iUy (4.6)

Ett felhaszndltuk a (4.2) Osszefiiggést is].
A sik egy kdrének vagy egyenhesének az egyenlete

A(x° + y°) + Bx + Cy + D = 0 alakd, ahol (4.7)

A,B,C,D valds egylitthatdk {(egyenes esetében A = 0).
A képpontok koordindtdi a (4.6) bsszeflggések alapjédn

AC+ BE+ C+ D(1 ~-%) =20 (4.8)

ami egy sik egyenlete, tehdt a kdr pontjainak gtmbi képpont-
jai egy sikon vannak. A gdmb és sik metszésvonala pedig kor,
tehdt a sztereografikus vetités kbrtartd.

5. Linedris fuggvények

MielStt a komplex vdltozds fliggvények dltaldnos vizsgé-
latiba kezdenénk, el8szdr a komplex fliggvények egyszeri, de
fontos osztdlydt, a linedris fliggvényeket tekintjiik at.

A linedris flggvény dltaldnos alakja

az + b
cz + &

(5.1)

w =

ahol a,b,c,d adott komplex szdmok és ad - bc # 0.

(Ha ugyanis ad - bc = 0, azaz’ a - 9, akkor
b ad
b % z + 1 - b ’ ’
WS 9T =3 vagyis a tort értéke d41landd).
aZ‘l‘l_
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A valdsban egy y = f{(x) Trllggvény menetét dgy szemlél-
tetjlik, hogy megrajzoljuk a fiiggvény gdrbéjét. A komplexben
két sikot kell alkalmaznunk. Az egyik sikon a =z -sikon meg-
jeldljilk a =z fiiggetlen vdltozd értékét, a w-sikon pedig a
hozzd tartozd w = f(z) flggvényértéket. Ez a figgvény Igy
a =z siknak (vagy annak egy részhalmazdnak) a w sikra vald
leképzését szdrmaztatja. A szdmsikok helyett szdmgdmbdket is
haszndlhatunk. :

Az (5.1) fliggvény minden 2z értékhez egy w d&rtéket

rendel, kivéve, ha z = - % feltesszilk, hogy ¢ # 0, ekkor
ugyanis a nevez8 zérussgd vdlik. Ha 2z = - %, akkor fw|=c° ,
tehdt célszerl az (5.1) flggvény értelmezéssét dgy kiterjesz-
teni, hogy a =z = - % szdmnak a w = ¢ pontot feleltetjﬁk

meg. Ha viszont [z|ewm, akkor a hatdrdtmenet elvégrése eldts
z-vel osztva:

a +

N jor

a
- =
c

B3 | 2

c +

azaz a 2 sik e pontjdnak a w = % komplex szamot felel-

tetjllk meg. Ily médon az (5.1) fliggvény a oo -ponttal lezdrt
z sikot a lezdrt w sikba képezil. A szdmsiknak az idedlis
ponttal vald kiegészitése tehdt flggvénytani szempéntbdél is
indokolt. Az (5.1) alaki linedris leképzéssel a oo pontot
tetszlleges végesben levd pontba 4tvihetjiik.

Konnyd kiszédmitani az (5.1} fliggvény inverz fliggvényét:

wez + wd = az + b

_ dw - b
2% owva (5.2)

amely ugyancsak linedris filggvény.
Vizsgdljuk most az (5.1) fliggvény specidlis eseteit.

1. Legyen a =1, e¢ =0 és d =.1. Ekkor
 w=oz +b (5.3)

ami a =z sfk pontjainak b vektorral t&rténd pérhuzamds
eltoléddsat jelenti. .

2. Ha visgont b =0, ¢ =0, & =1, akkor

W = ag - (5.4)
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ami figyelembe véve, hogy |wi [a”z[, arg w = arg a + arg z,
al ardnyban t8rténd nyujtdst és arg a-val vald elforgatdst
nydjtva forgatds) jelent.

y

3. Legyen & =0, b=1, ¢ =1, 4 = 0, ekkor

cos ¢ - i sin
(cosé+i sind)(cosd-1i sing)

_ 1
r{cosd+i sing) ~ T

= %(cos¢ - 1 sing) = %[bos(-¢)+i sin(=¢}] (5.5)

Tehdt |w}= 1 » arg w = -arg z, vagyis az {5.5) lekdépzés
tikrozést Jelent az egysegkorre, valamint tilikrdzés az x-ten-
gelyre. )

A z és.z* = % pontokat az egységkdrre nézve tlikrids

pontoknak nevezzilk. Megjegyezzilk, hogy az egységkdrre nézve
tikrds pontok gombi megfeleldi az egyenlitore nézve szimmet-
rikusan helyezkednek el.

Mikéntaz 5.3 &brdn ldthaté a P pont(b szélességére vo-
natkozdlag a’

ctg( é) = r

egyenlet érvényes, ennélfogva



VY
Z
¥
N\|D
! ~X
1
2
5.2 &bra
a P> pont p szélességére a
trrd H
ctg(% - %—) = % Bsszefiliggés 411 fenn, vagyis
T By.ote(X - 2y - plc ;
utg(u 5) Ctg(u 5 ) = r = = 1, vagyis
T .0y = (X - 27 .
crgly - %) = tely - 5-), tehdt
~7 oo g 3 3 .
R G SO SN
:—(5.

) Az egységkdrre vonatkezé tilkrézésnek tehdt a szémgdmbdn
az egyenlitére vonatkozd tiikrdzés felel meg. Mivel a gimbin
az egyenlitdre vonatkozd tikrdzds kir- és szbgtartéd, ugyan-
ez érvényes az egységkdrre vonatkozd inverzidra. Ebbdl ki-
vetkezik, hogy az egységkirt derékszbgben metszd kOr tikrd-
zéskor Bnmagiba megy at, mivel ilyen kornek a gdmbin az egyen-
1itdére szimmetrikus helyzetd kdr felel meg, amely a gdmbdn
‘vald tlkrdzéskor tnmagdba megy &t. Tovdbbd, ha két - az egy-
ségkirre meréleges kér metszi egymdst, akkor a két metszés-
pont egymis tukorkepe az egységkdrre vonatkozdlag.

(A gdmbdn ugyanls a metszéspontoknak megfeleld pontok az
egyenlltore nézve szimmetrikus helyzetilek.} E=z utobb1 411i-
tds meg is fordithatd:
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4
P
)
1 el
57 P
g _
Iﬂ=% 1 , 2l=r
5.3 &4bra
7. Tétel:

Ha egy k&r dtmegy két olyan ponton, amelyek az egységklrre
vonatkozélag egymds inverzei, akkor ez a kdr merdleges az .
egységkdrre (derékszdgben metszi). o

Megjegyezziik, hogy az egységkérre valé inverzibhoz
teljesen analég médon szerkesztjik tetszbleges ¢ kdrre vo-
natkozd inverzidt. Legyen =z egy komplex szdm és ¢ egy
k8r a szimsikon. Ekkor a =z pont c¢-re vonatkozdé =z’ in-
verze a ¢ kbr kbzéppontjdt z-vel Usszek8td egyenesen van
és ha [z[= ¢, [2°|= ¢’, akkor

Q:r = rig’ , vagyis p9* = r2.
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8. Tétel:

Ha egy ¢ Lkor dtmegy a c-re vonatkozdlag tilikrds =z
és =z’ pontokon, akkor ¢’ mer8leges c-re.

Bizonyités:

A c¢-re vonatkozd inverzid sordn a c¢® kdrvonal c¢ -n
bellili és ¢ -n kiviill részei felcserélédnek, az inverzié
szbgtartd volta miatt az 4brdn l4thatd & és (> szdgek
egyenldk, ami csak Ugy lehetséges, ha mindkettd derékszidg.

Ha most a kérre vonatkozdé inverziét és az egyenesre va-
16 tiikrdzést kozds névvel tilikrdzésnek nevezziik, akkor a 1i-
nedris leképzésre vonatkozdlag a kdvetkezd tételt mondhatjuk
ki:

9, Tétel:

A w = % leképzés a kdrre vagy egyenesre vonatkozd tii-
korpontokat a képkdrre ill. képegyenesre vonatkozé tilkérpon-
tokba viszi &t.

P
e
5.5 dbra
Bizonyités:

Legyen a ¢ kornek az egységkérre vonatkezd inversz
képe a ¢* kbr. Legyenek P és Q a ¢ kérre vonatkozd

tikrds pontok. Rajzoljunk két kdrt Ki—et €s Kz-t, amelyek

dtmennek a P és @ pontokon. Ekkor a 8. tétel alapjén

X, és K, mer8legesek a ¢ kérre.

Az egységkdrre vonatkozd inverzid kbdr és szdgtartdéd vol-

ta miatt a K1 és K2 kdrdk inverz képei Ki és Ké merd-

legesek a ¢’ Lkoérre. Ebbd8l viszont kovetkezik, hogy Ki és
Ké metszéspontjai P’ és Q° egymds tikdrképei c’-re vo-
natkozdélag.
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5.6 abra
Az (5.1) formuldval megadott ditaldnos linedris lekép-
zés az (5.3); (5.4); (5.5) leképezésekbdl tevddik bssze.
Ugyanis a

-8z + b
cz + d

formuldban elvégezve a kijeldlt osztdst:

. -] bec - ad . 1 _
{(az + b):{cz + G&) = <+ S P
a be - ad 1
= =+ (5.6)
¢ c2 Z o+ % .

alakra hozhatd.

Mivel az (5.3) eltolds és (5.4) nydjtott forgatds nyil-
van kdr- és szdgtartdak, a fenti 9. tétel az (5.1) 4ltaldnos
linedris leképzésre is érvényes. ’

6. Specidlis linearis leképezések. Kett6sviszony

Legyenek Zys Zo> 23, Zy a z-komplex sik pontjai, ame-
lyek. képpontjai a w sikon a

. az + b

7 d linedris leképzésnél a

Wis Vs, w3, Wy pontok.
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A linedris leképzés érdekes és fontos tulajdonsédga, hogy

Wo = Wy wy =Wy Zg -
(wi’WZ’WB’WH) = Wy - W, : W), —_w2 - Z3 - 2, : Z, - &

= (21322’23’24) (6-1)
azaz a fentli kettdsviszony (hanyadosok hidnyadosa) a fligget-
len vdltozé pontokra vonatkozélag ugyanaz, mint a filiggvény-
értékekre, vagyis a kettdsviszony invaridns a linedris leké-
pezéssel szemben. 1
Ez kdnnyen igazolhaté a w = 2z + b, w = az és W = z

specislis linedris leképzések esetében, az &altalédnos eset

pedig ezekbdl tev8dik Ossze. (Lasd az (5.6) formuldt!)
Adjunk meg most a 2z sikon hdrom tetszdéleges pontot:

21,22,23 -at és a w sikon hdrom tetszdleges pontot: Wy

Wos w3-at. Ervényes a kdvetkezd

10. Tétel:

_Létezik egy és csakils egy olyan linedris leképzés,
amely a 21,22,23 adott pontokat az eldirt wl,w2,w3 pon-

tokba viszl 4t. Ezt a leképzést a
(wi’WE’wj’w) = (zi,zg,zj,z)
kettdsviszonyok kdzdtti egyenldség dltal adhatjuk meg.

Bizonyitas:
. L Wy Wo- W, g - Z, Z - %
3

Wy = W, WS W, 7

- %, z - Z4
egyenletet w-re megoldva

. 4% * b
cz + 4

alaki linedris leképzést kapunk.

A felsd félsik linedris leképzése az egységkir lemezre

- A felsd félsikot a 2z szdmsikon az Imz > 0 egyenlet
“jellemzi.
Hatdrozzuk meg azt a

_az +b

=5z 5 d (6.2)




linedris leképzést, amely a 2 sik felsd félsikjat a w sik
[w|< 1 egységkdr lemezére képezi le.

Egy ilyen leképzés a felsé félsik hatdrdt, az x valds
tengelyt az egységkfrvonalba kell, hogy &tvigye, a valds
tengelyre tiikrdzdé z és 7z pontokat pedig az egységkorre
nézve tilkkrds w és L
(9. tétel).

A w = 0 pont tikdrképe az

pontokba kell, hogy leképezze

= o pont.

EA S

A (6.2) formuldban w = 0, ha z = -
7 = - Q, tehdt - o
e a

nek (titkrszd pontok a valds szdmegyenesre), tehdt ha

o

s W = , ha

és - % egymds konjugdltjai kell legye-

—§=0C, -%zd, azaz b = - ad, d=- co.
Tehit
_az +b _az - ad _az -d
WE ez +a- - " e -
ez - cd 7 -l

Az =0 pont a fels§ félsik egyik hatidrpontja, amely

a |wl = 1 kbr egyik pontjédba kell, hogy &tmenjen, azaz
LNk S = : a .
(w‘—|ci1o —J.l_lcll_&| 1, tehat IC‘ 1

kell legyen (mivel |—d|=|—&|)
A keresett leképzés a fentiek alapjén

7 —-d

z —ol
alakd kell legyen, ahol |K1= 1., Mivel =z =of esetén w = 0,
vagyis a = =c pontot a (6.3} leképzés a |w|= 1 egységkor
origdjdba viszi, kell, hogy & a = s{k felsd félsikjdnak
belsd pontja legyen, azaz Imd>0 teljesiiljén. Valdban, ha
Imol > 0, akkor a felsé félsik tetsz8leges =z pontjdra

w = K {(6.3)

z -% < 1, amint az 4brabdl is ldthatd.
: z -ol
Imel >0 esetén tehat
wl = [K] |22 < 1
7 - .
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6.1 dbra

7. Komplex fuggvények

Ha a komplex 2z sik valamely H halmazdnak minden pont--
Jjédhoz hozzdrendeliink egy meghatdrozott w komplex szamot,
akkor azt mondjuk, hogy w a =z komplex szdm flggvénye:

w = f{z) : ' (7.1)

ahol f a szdmitdsi utasitdst jelsli.

A (7.1) formuldban z a figgetlen vdltozé, a H hal-
maz az f(z) fliggvény értelmezési tartomdnya (a =z valtozi-
sl tartomdnya).

. Komplex fliggvényekre mdr l4dttunk példdt a linedris figg-
vények vizsgdlatakor. Mutatunk még néhdny egyszeri péld4t.

1. Ha a w = f(z) flggvény gy van értelmezve, hogy a
W Filggvényérték minden =z értékre ugyanaz.-a ¢ szdam:

w = f{z) = ¢

akkor azt mondjuk, hogy w 4llandé.

2, Ho w = f(z) = 22, akkor mivel =z = x + iy

2

f{z) = x° - y2_+ i.2xy
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Altaldban, ha w = f(z) és =z = x + iy, akkor
w = u(x,y) + i v{x,y) alakban irhatd.

3. A linedris fiiggvények kdzvetlen dltaldnositdsal a ra-
ciondlis filggvények, amelyekben a szdmoldsi utasitds a valto-
zé és az 4llandd szdamokon kivill e¢sak raciondlis miiveleteket
tartalmaz: -

2 -k

bO + biz + bzz + ... + bkz

L
+ + .. 4 .
a, a,z alz

Ha szdmitdsi utasfitdsban csak egész miiveletek fordulnak
eld, akkor

(7.2)

n PP
W = ao + 8,42 + ... * anz raciondlis (7.3)

egészfliggvényrdél beszéliink.

Definicid:

Aw = f(z) flggvény hatirértéke a ZOE H pontban a W,
komplex szdm, ha bdrmely & >0 szdmhoz taldlhaté olyan
&= §(&), hogy

[f‘(z) - wol<5 hacsak |z - zo]<<§"-

A fenti definicid ekvivalens azzal, hogy W, akkor ha-
tdrértéke f(z)-nek, ha BysZysseesZpees 2 zo-hoz konvergald
sorozat a =z sikon, akkor a megfeleld f(zi), f(ZE)""’
f(zn); fliggvényértékek sorozata a LN szdmihoz konvergidl a

w sikon. (A definicidéban feltettilk, hogy. z, @ H. halmaz-
nak torléddsi pontja.) :

y I

7.1 &bra



A hatdrérték jeldlése: 1lim f(z) = W, vagy f(z)—;wo,:
' % -—>2 )
(e}

Z—>2 A fenti definfcié formdlisan megegyezik a valds fligg-
vények hatdrértékeinek definicidjdval. Ugyanigy megegyeznek
a hatdrértékekkel vald szamoldsi szabdlyok is.

a) Ha a H halmazon az fi(z) és f2(z) ‘fliggvények
mindegyike értelmezve van, akkor ott értelmezve van a

W = clfl(z) + c2f2(z) linedris kombindcid is, ahol
cy és ¢s tetszéleges komplex szémok.

Ha 2 >z esetén fi(z)+ W, f(z)—*ccb, akkor

clfl(z) + c2f2(z)—+ C o * 6,00, {(7.4)
Specidlisan

-fi(z) + f2(z)-+ Gy @y, clfi(z)a-ciaal .
b) Ugyanazon feltételek mellett mint a)-ban
fi(z)-fz(z) w2y W, {(7.%)
¢} Ha w, # 0, tovdbbd fz(z) #0 a 0<|z - ZOPCS

tartomdnyban, akkor

f1(2)~ @y
f'2ZZS'-'> ZSE (7.6)

Néhédny égyszerd példa hatdrérték kiszdmitdsdra:

c, akkor
1im f(z)
Z >z
o]

1. Ha w = f(z)

¢ (akdrmi is a z

értéke).

N
jas}
W
b
"

akkor
lim f{(=z)

* Z > Z
o}

f(zj

n
[\
-

Zo = f(zo)

3, Ha f(z) = zk, akkor a b} szabdly ismételt alkalmazd-

saval
1im  f(z) = 1lim 2K = zg = f(zo)
7 > 7 Z 7

o )
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4, Ha f{z) = ag + a,z + a z2 t ... + & zk, akkor az .a)

i 2 k
és b)) szabdlyok ismételt alkalmazdsdval
. _ k _
lim f£(=z) = a, + 242, oo v ayB S f(zo)
A
o}
Definicid:

A w = f(z) figgvényt értelmezési tartomdnydnak vala-
mely z, helyén akkor nevezziik folytonosnak, ha

lim  £(z) = £(z)
Z 7
o}
vagyis a fliggvény Z, pontbeli hatdrértéke megegyezik a
fliggvény helyettesitési értékével.

A fenti definicié témbren azt fejezi ki, hogy f(z)
pontosan akkor folytonos a Z pontban, ha tetszlleges, a
zo—hoz tartozd {zn} sorozat vdlasztdsakor a megfeleléq
{f(zn)} fliggvényértékek sorozata f(zo)-hoz konvergdl.

Kénny( beldtni, hogy a fenti 1.-U4. példdkban szerepld
fliggvények folytonosak. )

A valés differencidlszdmitéds mintdjdra definidljuk az
f(z) komplex vdltozés fliggvény differencidlhatdsdgdt a ko-
vetkezd médon: )

Definicid:
A w = f£(z) flggvényt a Z, pontban differencidlhaté-

nak nevezziik, ha minden Z2, Zg sorozatra a

f(zn) - f(Zo)

Z - a
n e}

(7.7)

kiildnbségi hdnyadosok sorozata ugyanazon hatdrértékhez kon-
vergdl. E hatdrértéket . )

, f(z.)'- £{z )
lim n 0 _ﬁ f’(zo) = w {7.8)

z -2 ‘n_ Zo
n (o]

a w = f{z) fluggvény zZg .pontbeli differencidlhdnyadosénak

vagy derivdltjdnak nevezzik.
Ez a definicid ekvivalens azzal, hogy

£{z) - f(zo)

3 -
s (zo) —
(@]

| < & hacsak |z - ZO[<'5(6)
’ (7.9) .
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Nyilvédnvald, hogy a differencidlhatdsdg maga utdn vonja
a folytonossdgot, hiszen Z- 7, esetén f(z)->f(zo) kell,

hogy teljesliljdn ahhoz, hogy a klil&nbségi hanyados véges ha-
tarértékhez tartson.

Ha egy f{z) flggvény egy H tartomany minden pontjéd-
ban differencidlhatd, akkor azt mondjuk, hogy f(z) a H tar-
tomédnyban holomorf. A differencidlhatdsdgot a oo pontban nem
.értelmezzlik. A h holomorfitdsi tartomdny nem tartalmazhatja .

a o pontot. :

A differencidldsi szabdlyok teljesen megegyeznek a valds .
fliggvények differencidldsi szabdlyaival és bizonyitdsuk is
azonos médon torténik.

A legfontosabb differencidldsi szabdlyok:

Ha a z helyen mind az fi(z), mind az fz(z) komp -
lex flggvény differencidlhatd, akkor ottt az

1. f(z) = clfl(z) + c2f2(z) fliggvény is differencidl-
haté és

£*(z ) = cifi(zo) T c2f5(zo) (7.10)

2. Ugyanott az f(z)

fl(z) fg(z) filiggvény is diffe-
rencidlhatd és

e

£9(2) = £3(2)0,(2) + £,(2)5(2) (7.11)

3, Ha f2(zo) # 0, akkor a Z pbntban az f(z) =

f.(z)
_ 1 . . . . .. . .
= ?ETET figgvény is differencidlhaté és

£20(z Yo (2 ) - £,{(z )T2(z )
£2(z ) = 10" 72 02 170’72 70 (7.12)
© fg(zo) ) :

Példdk differencidlhatd filggvényekre:
1. Ha f(z) = ¢, ahol ¢ tetsz. komplex szdm, akkor

£(z) - £(z) o
£f2(z ) = 1lim = 1lim —=——— = 0
o z - % z - Z
z>2 0 Z->2 o {(7.13)

minden zZ, helyen, tehdt 41landdé derivdltja zérus a komp-

lexben is.

2., Ha f(z) = z, akkor
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zZ - Z
o]

» - .
f (zo) lim

1 minden zZ helyen. (7.14)
Z-> 7
o

Z - 7

o)

3. A szorzat derivdldsi szabdly alapjdn (2. szabdly)
igazolhatdé, hogy ha f(z) = z2 = z-z, akkor

3 = 3 H = : E -

£2(z) = z%°2 + 2z z lZ=ZO 220, mivel = 1. (7.15)
Tovédbhd, ha f(z) = zk, akkor a fentl szabdly ismételt al-
kalmazédsaval:

k-i

£2(z) = k z adddik. (7.16)
Y, Ha f(z) = %%—%—% , akkor a 3.szabdly alapjéan:
— + -—
f,(zo) _ afcz + @) c(gz b) _ ad gc| (7.17)
(cz + d) (cz + 4) -
2=z

5. Ha az fi(z) fliggvény értelmezési tartomdnya a H1

halmaz, értékkészlete pedig egy részét képezi egy mésik,
f2(z) fllggvény értelmezési tartominydnak és mingd fi(z),

mind f2(z) differencidlhaté, akkor az f(z) = fg[fl(zﬂ
Osszetett fliggvény differencidldsa a lancszabdly szerint
térténik:

~

£2(z) = fé[fl(z)]f:’[(z)IZ:ZO (7.18)

6. A 2., 3. és U. szabdlyok alapjan kdvetkezik, hogy
a 2z vdltoz6 minden polinomja (raciondlis egészfiiggvénye),
tovdbbd minden raciondlis tortfiiggvénye:
a_ +a,z+ ...+ az"
o] 1 n
b + b,z + ... + b_z"
] 1 m

differencidlhatdé (az utébbi minden olyan helyen, ahol a ne-
vezd nem zérus).

Példék nem differencidlhatéd fliggvényekre.

a) Legyen f(z) = Rez. Vezessilk be a z = Zy + h Jjeldlést,

ekkor



i, ha h valds
0, ha h tiszta képzetes.

Re(zo + h) - Re(zo) )
- =

b) Legyen £(z) = Z

Ekkor

29 v ho- o - 1, ha h valds
-1, ha h tiszta képzetes.

8. A Cauchy-Riemann-féle differencialegyeneletek.
Laplace-egyenlet

A w = f(z) figgvény differencidlhatdségit lgy definidl-
tuk, hogy az

.f(z + E) - f(z) hdnyados h - 0 esetén ugyanazon

£?(z) hatdrértékhez kell, hogy tartson, bdrmilyen uton tart
is a h komplex szam zérushoz. A w = f(z) komplex fliggvény
f(z) = u(x,y) + i v(x,y) alakban irhaté. Vizsgdljuk meg,
milyen .tulajdonsdgai vannak az u{x,y) és v(x,y) kétvdl-
tozds fliggvényeknek, ha f£(z) differencidlhaté. Vegyik eld-
szdr azt az esetet, amikor h valéds, azutdn pedig amikor h
tisgta imagindrius szamokon 4t tart 0O-hoz.

Ha h valds, akkor

f(z+h)-F(2) _ u{x+h,y)+i v(x+h,y)-[ulx,y)+ 1 v{x,y)]_
h = h =

= u(x+h,y)-ulx,y) 13 v{xth,y)-v(x,y) >u 4+ iv
~h _ h X X

. Ha h +tiszta képzetes: h = ik, akkor

f(z+h)~-f(z) _"ulx,y+k)+i v(x,y¥k)-[u(x,y)+i v(x,y)l
h Cik :

- ulx,y+rk)-ulx,y) . 5 ¥(x,y+k)=vix,y) 1 -
i e X T UytVy T

y ¥
= =iu_+v
y oy

Mivel a hatdrérték mindkét esetben ugyanaz kell legyen,

qu + i Vo = -1 uy + Vy kell, hogy teljesiiljoOn.



Ebb&l viszont a

u = v (8.1} -
X y.

u_ = =v
y X

bsszefiliggések adddnak, amelyeket Cauchy-Riemann-féle parcid-
lis differencidlegyenlietnek nevezink.

Ha tehdt a w = f(z) fliggvény differencidlhaté, akkor
f(z) valds - és képzetes részének mindkét parcildlis derivdlt-
ja létezik és kbzdttliik a (8.1) reldcidk is fenndllnak.

Megjegyezzilk, hogy a (8.1) reldcidk teljesiilése csak
szlikséges, de nem elégséges Teltétele f(z) differencidlha-
tésdgdnak. Tehdt abbdél a ténybdl, hogy valamely (x,y) pont-
ban a (8.1) egyenletek teljeslilnek, még nem kdvetkezik, hogy
f{(z) az x + iy helyen differencidlhaté.

Tekintslik pl. az

f(z) =y|xyl

fligegvényt. Ekkor u{x,y) A xyl, vix,y) = 0. A v(x,y)
mindeniitt zérus, u{x,y) pedlg a koordindtatengelyek mentén
zérus, igy az origdban a Cauchy-Riemann-egyenletek teljesiil-
nek. Mégis az f(z) flggvény a =z = 0 pontban nem differen-
cidlhatd, hiszen ha 2z valamely («+ 1if) irdnybdl tart
zérushoz, azaz z = («+ ip)r, ahol r valds, pozitiv és

r -0, akkor x =or, y =8r, tovédbbd

£(z) -~ £(0) _ f(z) _ rVianp| _ V]do}
z - 0 - 2 T or{d+ 1 &t 1p

vagyis a hatdrérték fligg az d+ id irdnytdl.

Ha azonban az uf{x,y) és v(x,y) figgvényekrfl feltesz-
szilk, hogy. elsdrendl parciélis derivdltjaik egy tartomény
minden pontjdban léteznek és folytonosak, akkor a Cauchy-
Reimann-egyenletek méar elegséges feltételt is jelentenek
f(z) differencidlhatdsagdra nézve. Ennek beldtdsdhoz emlé-
keztetiink, hogy a kétvdltozds fliggvények nbévekménye:

Au = z(x # h,y + k).— u{x,y) = uh + uyk + &5h o+ 62k,

ahol
&qo 62-+ 0 ha
h, k=0
Tovabba

Av = Vxh + vyk + Qih + 72k, ahol Qi,‘q2-+0 , ha
h, k— 0,
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Ezek alapjédn, valamint a (8.1) Osszefliggéseket felhaszndlva:
f{z +Az) - £(z) =Au + ibv = (uX + ivx)(h + ik) + g,

ahol [9|< [(1g 1+{ny] ) [n[+ (g5l +]2,1) [kl]

Bevezetve a h + 1 k = Az jeldlést

f{z +Az) - £(z) _ Au_+ iAv _ —Q
8z T oy ik 0 YW PV YRV IR

ahol ¢ -0, ha h,k— 0

Tehdt f’(z) létezik.

Tételezzlik most fel, hogy u(x,y) és v(x,y) mdsodik
parcidlis derivdltjai is 1éteznek és folytonosak (késdbb
bebizonyitjuk, hogy valéban ez a helyzet, 14sd: (8.1) pont).

: A Cauchy-Riemann-egyenletek mindkét oldaldn ismét de-
rivdlva:

uX =y uy = -V
u = v u = =
XX ‘yxX yy Xy
Innen:
Uy + uyy = Vyx - vxy = 0.
Tovdbba:
uxy = vyy uyx T Vo amelybdl
v + v = - u + u = 0.
XX vy ¥X Xy

Tehit valamely K tartomdnyban holomorf fiiggvény valds é&s
képzetes része egyardnt kieldgiti a
2 2
3"u + gy = 0 Laplace-egyenletet.
2 2
oX Jy

Az olyan kétvdltozds fliggvényeket, amelyek a Laplace-
egyenletet kielégitik, harmonikus filiggvényeknek nevezzik.
Ilyen harmonikus fliggvények pl.: x2 + y2, eXcos y,

log(x2 + y2).
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9. Holomorf fuggvény altal létesitett leképzes
{Konformis leképzés)

Legyen a w = f(z) fiiggvény egy K tartomdnyban holo-
morf, tovdbbid legyen zoeK olyan pont, ahol f’(zo) £ 0.
Ha a 2z valtozd a zo-ponthoz clyan C folytonos gdrbe men-
tén kézeledik, amely gdrbének a z, pontban hatdrozott fél-
érintdje van, amely o -szdget zdr be az x tengellyel.

Ekkor a w = f(z) vdltozd a w = f(zo) ponthoz egy
C* gbrbén fog kizeledni., Mivel

’ W W

== are ' (z))=¢

o]
ezért a €’ girbének is hatdrozott félérintdje van wo-ban

s ez a W sik valds tengelyével o + ¢ szdget zir be.

arg(w - wo) - arg(z - zo) = arg

Z,

9.1 dbra
A C pgbrbe tehdt ¢ szdggel elfordult. Minthogy o
csak a Z ponttdl fiigg, tehdt minden a zo-ba futé gbrbe

ugyanazon ¢ -szdggel fordul el, vagyis a w = f(z) leképzés
a %, pontban szdgtarté (konformis). A leképzés a szdgek
forgdsirdnydt is megtartja.

Tovidbbsd

i z - ZZ;_ﬂf,(Zo”

azaz




X U

9.2 4bra

vagyis-a =z pont kbrnyezetében a w = f{z) leképzés a ta-
volsdgokat ﬂf’(zo)fzi ardnyban nagyitja fel (ardnytartd).

10. Komplex véltozds fuggvény integralja

. A w = f{z) komplex fliggvény integréljat a valds fiigg-
‘vények gdrbementi integrdljdnak analdgisdjdra értelmezziik és
kiszdmitdsdt is arra vezetjik vissza.

B Legyen K a 2z sik egy tartomdnya és a G- a K tarto-
ményban futdé gdrbe, amely a K-beli Z €s Z pontokat kd-

ti 6ssze., Legyen a w = f(g) fliggvény a G gdrbén folyto-
‘nos (akkor ott egyenletesen folytonos is). . .

. Feltessziik, hogy a G gbrbe rektifikdlhatd {(van iv-
hossza), azaz a G gbrbét felosztva a Zos ByaecsB = Z

osztépontokkal, a . i} |Zk - Zk—il hurpoligonok hosszai kdzds

korlat alatt maradnak. . ’

A G gdrbén .egy befutdsi irdnyt tgy rdgzithetiink, hogy
a z vialtozdt egy t paraméter fliggvényévé tessszlik,
z(t) = x(t) + iy(t). =
. Mik®zben t befutja a [d,p] intervallumot, =z(t) egy
G gdrbét ir le a Z, = z{ol)  és  Z = z(B) pontok kdzbtt. .

Vdlasszunk a Zyo10 %) iven egy ;k k8zblilsd pontot és

képezzik az

n

I =Y £z )(z, - Z,_ ) (10.1)
n o2 TR TR Y |

ig




tsszeget. A G gdrbe rektifikdlhatdséga, valamint f(z)
folytonossdga a G gdrbén biztositja a (10.1) alakd Cssze-
gek hatdrértékének létezését, ha G felosztédsdt (az osztdpon-
tokat) minden hatdron tul siritjik, azaz létezik a )

n z
Lim 3 £(8,)(z, - 2, 1) = Z[ f(z)dz ) (10.2)
n—oo k=1 ° :
hatarérték, amelyet az f(z) komplex flggvény hatdrozott
integrédljanak nevezink. . _ )
A (10.2) integrdl kiszdmitdsdt visszavezetjlk a valds
gdrbementi integrdl kiszdmitdsdra. A z vdltozdt egy ¢t
paraméter flUggvényévé tesszik. ’ :

Legyen z(t) = x(t) + 1(y)t; Frz(e)] = u[x(t);
Cy (e + dvix(t),y(t)]

Ekkor #(t) = Qg-éi)- = %(t) + 1 y(t), tovabba
6 ' B
Foraz = §slaeNa(o)at = fubs),y (el +
Z=7 b= : o
(o] .
+ i vix(t), y(t)}}[:’c(t) + i y(t)lats = (10.3)

i
P _ ? B :
fu+dv)(x + i 9)at = (uk - viddt + i [ (uy + vx)dt
& o %

Példék:
1. Legyen G az egységkér, f(z) = %
Exkor x(t} = cos %, » y(t) = sin ¢t
%(t) = - sin ¢, y(t) = cos t
{ yit)=sin t
x(t)=cos
10.1 &br:.

b



1. 1 _ x =iy _ X -3 y
Z X + 1y X2 + y2 x2 : y2 X2 + y2
upx(s),y (8)] = ——2LE) S S "

x2(t) + yz(t) 0052 t + sin” ¢t

- y(%) - - sin t

= - sin ¢t
x2(t) + yg(t) 0052 t + sin2 T

er(t)sy(t)] =
Tehdt a (10.3) formula alapjén:
T

(%]

¢ % t2o

+ sin2 t)dat = 2T

—~

oM
(-cos t sin t + s8in t cos t)dt + i vf (cos2 t o+
o}

A komplex integral kiszédmitdsa gyakran az integrdl definfcis-
ja alapjén kdzvetlenlil a legegyszeriibb., :

2. Legyen K a teljes =z sik, f(z) =1, a G gbdrbe
tetsedleges. Ekkor a (10.1) integréalkdzelits Osszeg:

n
I, = Z: 1z, — 2y 4) =25 -2, + 32, -2, + ...+
k=1
+ 2 -2, 4 =2 -3z . (10.4)
Amennyiben G zdrt gbrbe, azaz Z = Z» akkor In = 0, azaz

$ 1.dz = 0 (10.5)
G

3. K legyen ismét a teljes =z sik, f(z) = =z.
Ekkor

n
I.=3 ¢, (2, -3 __.)
n w1 k'K k-1

ahol §k a zﬁi}j\zk ivdarab tetszdleges pontja.
Vidlasszuk Gry—nak ezen ivdorab egyik hatdrpontjdt. Legyen

gK = 2y ekkor

(1y _ _ - -
In = Zl(zﬂ zo) + 22(22 Zl) + ... F Z(2 z

Vilasszuk > = z,_4-€t, ckkor



(2) _ - - -
1,7 =z (2 -2 ) +z,(z2;, - 2)) + .00 4 z,.1(2 Z,.1)

Képezzilk az I %(Iél) + Iéz)) szdmtani kozepet; ekkor

21 _ -
I, =35lzy + 230z -2)) + (2, + 2.0(z, = 2.) + .. 4
_ 102 2
+ (7 + Zn—l)(z zn_i)}- EfZ z) {(10.6)
Amennyiben G zdrt gbrbe, azaz Z = z_, akkor I_ = 0,
o n
azaz
$ z dz = 0. - (10.7)
G )
4. Legyen K a z, pont koridli r -sugard kér,
f(z) = (= - zo)n. Ekkor
x(t) = X, t r cos t, y(t) = Vo t T sin t
x(t) = - r sin t, " ¥(t) = r cos t
z(t) -z, = (x(t) - x )+ ily(t) - yo1= rlcos t + i sin t)=
= r elt
2T ‘0t
1= e (- r sint + 1 r cos t)dt =
tZo ' : :
n+1 2%
= r j (cosnt +3isinn t)(-sin t + i cos t)dt =
t=o
n+i X
= -pr {cosnt sint + sinn t cos t)dt +
t=o
n+l 2%
+ir f {cos nt cost - sinn ¢t sin t)dat =
t=0
2T S 2T
= - rn+1 j sin{n + 1)t dt + i rn+1 cos{n+i)t dt = 0,
t=o t=0 (10.8)
Ha n = -1, akkor
§ =92 - o, (10.9)
z - %
G Q
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— g e e e

10.2 &bra

5. Legyen f(z) = Rez = x, z, = 0, Z =1+ 1i.
Ekkor ulx(t),y(t)X= x(t), vIx(t), y(t)=20

. a) Vdlasszuk a G gdrbének az origét az 1+1 ponttal
bsszekdtd egyenes darabot (ldsd: 10.2 &dbral) :

x(t) = ¢, y(t) = &, 0<t <1
x(t) = 1, y(t) = 1.
1 ' _ I . 1t
I-= j (ux - vy)dt + i_f {uy + vx)dt = f t dat +
t=0 o 0
vifrap=t. i1t
J T2 2 2

b) V4lasszuk meg most a G integrédciés idtnak a G,:[0,1]

valamint a G2:[1, 1+i] szakaszokat (1dsd: 10.3 &bra): 1

yY

Tei

[-___..._-__‘,

10.3 édbra
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=4 +J
c &, G

1 2
A Gy gbrbén: x(t) = ¢, y(t) = 0
x(t) = 1, y(t) = 0.
A G2 gbrbén: x{t) = 1, y(t) = ¢ . ‘1
x(t) = 0, gy = 1. (02t D)
A (10.3) formula alapjén:
1 1 _ 1 .
jRezdzzitdt+1!l-dt=§+1.-'
G t=0 t=0

Ebben a példiban az adott f{(z) = Re z Trliggvény adott
hatdrpontok (0 'és 1+1i) kéz8tti integrdljdt kiilénbdzd utakon
szamitva kildnbdz8 eredményt kaptunk. (Emlékeztetiink réd, hogy
az f(z) = Re z fliggvény folytonos, de nem differencidlhatd.)

11. Egyszerii integralértékek

Az alédbbi egyszerl tételek az inftegril def1n1c103a alap-
jédn kdzvetleniil adodnak

-

A (G) Z{G)

azaz, ha a G gdrbe befutdsi 1ranyat megvaltoztatJuk az
integral elbjelet valt.

2. Ha a G gbrbén a zb és Z pontok k6z6tt egy 2z’
kdzbensd pontot vdlaszbunk, akkor - , :

Z
zg;G) _:4; t’i’

azar az integricids Ut szakaszokra bonthatd.

3. _j.c f{z)dz = C-j—f(z)dz
G : G
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4, fIf.(z) + £,(z0dz = [ £ (z)dz + [ £ (z)dz
é 1 2 g 1 & 2

azaz Osszeg integrdlja az integrilok Usszegével egyenld.

5. flf(z)dz|g ML, ahol L a G gbrbe ivhossza
G (zo—tél Z-ig) és M >[f(z)]

(felsd korldt a G gdrbén f(z)-
abszolit értékére).

Az 5. tételbdl kdvetkezik pl., hogy ha G az egységkér,
akkor szdmolds nélkil: :

IJ g%‘ﬁ 1.2 = 2%, mivel az egységkdr kerlilete 27,
G .

és az egységkdrdn I%{: L <1,

12}

12. A Cauchy-féle integraltétel

A komplex integrdl definfcidja alapjén, az integrdl é&r-
téke nemcsak az integrdcids hatdroktsl (zo—tél és Z-t8l1),

hanem magatél az integrdcids dttdl is erésen fllgghet, miként
a 10. pont 5. példa mutatja. Cauchy észrevetie, hogy ha a

w = f(z) figgvény abban a K tartomdnyban, amelyben a G gdr-
be fut, nemesak folytonos, hanem differencidlhaté is (azaz
K-ban holoform}, akkor az integrdl értéke nem fligg az Uttél,
hanem csak az Ut kezd8 és végpontj4tél. Cauchynak ez a felis-
merése az egész komplex flggvénytan szempontjibsél alapvetd
jelent6ségli, amelyet tétel formdjdban az aldbbi médon fogal-
mazott meg:

i2.1 Alaptétel: .
. Legyen a w = f(z) flggvény egy tetszdleges K tarto-
ményban folytonos és differencidlhatd (réviden holoform).
Legyenek zo’.és Z a K tartomany belsd pontjai, ekkor a

Z ' .
f f(z)dz integrdl a K-ban futé tetszbleges vton
Z

: "o .
szdmitva ugyanazt az értéket veszi fel. Ha G
ilyen it, akkor 7
[ r(=z)az = f f(z)dz, vagy f - j' = _[ +J’ =0.
Gy G, G, 6, 2,(6)) 2(-G,)
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Amennylben zdrt uton 1ntegrélunk amely K-ban fut:

55f(z)dz = 0.

12.1 &bra

Az alaptételt tehat gy is fogalmazhatjuk, hogy holoform
fliggvénynek a holomorfitdsi tartomanyban futé tetszdleges
zdrt gdrbe menti integrédlja zérus.

A kdvetkezbkben ezt fogjuk bebizonyitani hdrom lépésben.
Eléz8leg emlékeztetiink rd, hogy mint a 10. pont 2. és 3. pél-~-
ddi mutatjdk, tetszdleges zdrt G gbrbe esetén

ﬁ dz = 0 és § z dz = 0,
¢} G

Az alaptétel bizonyitdsa:

a} Legyen a G zdrt gbrbe egy hdromszdg, Osszuk fel a
A-t az oldalakkal pidrhuzamos egyenesckkel 4 egybevdgd hdrom-
szdgre Ags 52, AB és Au-re. Ha most ezen haromszdgek kerii-

letei mentén integrdlunk, akkor

f i i S (mivel a belsd élek mentén ide-
A 3 Ab oda integrdlunk).
A - égy részintegrdl kizdtt a legnagyobbnak az integré-'
cids ﬁ it jeldlje Aq- Ekkor
e
44

Ezutdn a Ai héromszaget osztjuk négy részre stb. Ha ezt .3
eljardst n-szer ismételjiik, akkor
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ahol &, az n-edik felosztasnal

a legnagyobb abszolut értéki integrili
add ut.

\\7

12.2 &abra

A fenti felosztdsokat minden hatdron tul folytatva a ka-
pott hédromszbgek egymisba vannak skatulydzva és egy pontra ’
zsugorodnak, legyen ez a pont Zy* '

Mivel f(z) a Z ponﬁban derivélhaté, ezért tetszdle- |
gesen & >0-hoz taldlhaté olyan §, hogy |

f(z) - f(zo)
l z ~ 2
o

- f’(zo)l< £ hacsak Iz - zo|< S.

Innen: . _
l£(2) - £z ) - £2(z )(z - 2z )| <€z - 2|

vagy masként irva:

t(z) = £z ) + (2 - 2 )0°(z ) +1(z - z)

.
ahol I'L!|< £

Vdlasszuk most n-et olyan nagrra, Hogy b, teljes ey -
szében 'zo-nak'a [z - zék(éJegyenlétlensé~fel jellemzett k-

nyezetébe essék, azaz A n-beli és arc.ni ker . owbén levd =
pontokra |z - iop1é“teljesﬁlj6n.
Eickor,

§ r(eaz.= | r(zdaz - [ z (s .+

5, e o Anﬂo o



+ g’ zf’(zo)dz + AI’I(Z - zo)dz
n n

Mivel Ail zédrt gdrbe, zZs f(zo) és f’(zo) éllandég,

tovébba [ dz = [=dz=0, kbvetkeszik
n bn ' ‘

j f(z)dz = J’Q(z -z )dz. .
n
Minthogy[fu<€,”-kovetke21k, hogy

4

S2
_n
n 2

'[A[ f(z)dz|< £+ Z—n-s =€
n

ahol S, & b&p hdromszdg keriilete. Mivel A & jz = zd<6ﬂ{
kérdn belill van, a An kerilletén levd bdrmely =z pontra

s
Iz - zol<-§—rl .

A
12, 3 ébra
Ha most az eredeti A héromszog kerillete s, akkor
_ S
Al kerulete. 54 % 7
: - : = 8
Ao keriilete: 85 = 22,
: kerlilete: s_ = 2_
bp ‘ n . 2n'

\J1
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Mln
%]

hﬂﬂ

a
12.4 dbra

Ennek alapjén:
[{r(araslc 1| [ ceayas|< &2 - ¢ S
Af(z)azl< j z zl_ SE = €3
A, b
Mivel £>0 tetsz8leges, kdvetkezik, hogy

lg‘f(z)dz|= 0, amibdl g-f(z)dz = 0 kévetkezik.

b) Legyen most G egy P polinom. Nyilvdnvald, hogy
bdrmely sokszdg Atldékkal hdromszdgekre bonthatéd és e harom-
szégeken szdmif{ott integrialok Osszege a sokszdg keriiletén
vett integrdllal egyenld. Az egyes haromszdgeken szédmitott
integrdlok értike azonban mind zérus, igy a sokszdgdn szdmi-
tott integrdl Jrtéke zérus, tehdt tetszlleges P poligonra:

J f(z}dz = 0.
P

¢) Legyen most G egy tetszdleges zdrt gidrbe.
Az integridl definicidja szerint
n
J f(z)dz = lim I_ = 1lim (g )z, -z, _.)
G Nsoo ' nooee Kol B e ™ P

Vdlasszuk n-et olyan nagyra, hogy 1. a =z osztdpon-

k
tok mindegyike a K tartomdnyon bellil legyen

2. lé'f‘(z)dz -1|<§ és

L £ -
3. [ f(z) - f({k)]<-§E ha z = (Zk—l’

pontja ég L a G gbrv {.rncoz-
szZa.

b hi rai
k) 1 [



A 3. feltételt igy is irhatjuk:

£(z) = £(§) +7, , anol [n]<%

Ix

F AT

X~

12.5 &bra

(Ha a felosztds elég siiri, akkor f(z) differencidlhatdsé-
gdb4l kbvetkezd folytonossdg alapjén ez teljesithetd.)
Ha most a P  hirpoligonon integrdlunk, akkor

[tz - 3 ] AR
f(z)dz = 5 f{z)dz = £ f(ﬁk) + qk]dz =
P o k=; Zk—l 7 k=1 Zk-l
: z Z

n - k . n k
=3t [ 3 [ e

k=1 . 21 k=1 Zy—1

n " £ £
: I e R kz:llzk R L

n
mivel > lzk - Zk-ll a hirpoligon kerililete kisebb mint L,
k=1

a { zbrbe ivhossza.
Tehat
}J fz)dz - L

el
i

. A 2. feltétel alapjén

nfen
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lg f{z)dz - Inlé g .

|

Ezek alapjan

|f £(z)az - | f(z)dz|=‘j f(z)dz.- I+ I -
P G P

-é f(z)dzlslg fz)dz - I, + |G( £(z)dz - I_|<

ntn
+
[a%1 14
13
™

13. A Cauchy-féle integral-tétel kovetkezményel

Mint lattuk a komplex integrdl Cauchy-féle alaptétele :
azt mutatja ki, hogy ha a K tartomdny az f(z) figgvény ho- .
lomorfitdsi tartomdnya és G a K tartomdny belsejében futd
tetszdleges zdrt gbdrbe, akkor az f(z) fliggvény ezen zdrt
gbrbe mentén szamitott integrilja zérus.

Legyen most G1 és G2 két zdrt gbrbe a X tartoma-

nyon'belu1 dgy, hogy a 62 gtrbe teljes egészében a G1

gbrbén belll van. (Az ilyen tartominyt kétszeresen Usszefliggd
tartomidnynak nevezzilk.) (24%. 4bra). Ezen két gbrbén és az 4l-
taluk bezdrt "kdrgyldrin" legyen f(z) holomorf. Integrdljunk
a két gbrbén és az Sket Usszekitd egyenes szakaszon az 4brén

lathatd dton, ekkor

Jﬂ o { = 0, vagyis érvényes az aldbbl

—G _g
Gl 2
13.1 Tétel:
j £(z)dz = [ f(z)dz
Gy P

Mlkent a 10. pont 1. példabol lattuk, ha G az egysééQ
kér az origdé kbril, akkor .

JS&-om., , (13.1)
G .

A fenti tétel alapjdn ha G az origd kdrili tetszdle-
ges zdrt gdrbe (akdr az egységkdrdn belll, akdr kivil fut)
az integril értéke ugyanannyi: 2Xi.

A 10. pont 4. példa alapjdn, ha G .a Zg kzépponti

r sdgarﬁ kor, akkor is igaz, hogy
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dz . : ‘ '
é’;—_—z—— | (13.2)

A fenti két tétel alapjdn ugyanez az eredménye a z,

pontot kdrilvevd tetszdleges zdrt G gbrbe menti integril-
nak, ha az az f(z) fliggvény holomorfitédsi tartominydban
fut. ) . .
Teljesen analdg médon bizonyithatd a kdvetkezd tétel:
Ha az f(z) figgvény K holomorfitdsi tartomdnydban
futé GO zart gdrbén belll vannak a diszjunkt Gl’ G2,...,G

n
gbrbék[ (n + D-szeresen sszefliggd tartoményl, akkor

J f(z)dz = J- f(z)dz + J f(z)dz ; ve * f f(z)dz.
G G

Go Gi 2 n
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fhgg—:—ldz = fl(% + 2 Ydz = j— —E + J- dz T = Wi .
Gz~ - & G G G

13.3 &bra

14. A Cauchi-féle integral-formula

14.1 Tétel:
Ugyanazon feltételek mellett, amelyek mellett a 12.
t alaptétele érvényes, fenndll a kBvetkezd Osszefliggés:

! £(z) ;
f(ZO) = mé E-—:Z:'—Zo dz _ - , (14.1)

ha z a G zdrt gdrbén bellll van.

(A tétel azt mondja ki, hogy ha az f(z) fﬂggvényrél csak
azt tudjuk, hogy egy K tartoményban holomorf és egy a K-
han ‘futé & =zart gbrbe mentén ismerjik f(z) értékeit, ak-
or ezdltal a @ gbrbén bellll a flggvényértékek a (14.1)
rrmula 41ifal meg vannak hatdrozva. A képlet tehdt szoros
wrecuiatot fejez ki a zdrt gdrbe mentén felvett fiiggvénydr-
Liwek fs oo gbrbe dltal koridlzdrt tartomdny belsd pontjaiban
¢ flggvényértdkek kdzdtt.) A tétel rendkivill jelentds,
minn czt késdbb 14tni fogjuk.

plronyitds:

. f ’ f{z) -
1 J £(z) 4. . J;if_ifgl_ dz + <1 (z) - flz) de
2HL RN : S o? ~ 2, 271 G % - % =

.0



R PR 1 i dz _
Az 11 elsd integrél: §ﬁf‘f(zo) é 57177;; = f(zo).
Az 12 misodik integrdlban a G zdrt gérbe egy, a z

pontot koriilvevd tetszdleges kicsi ¢ sugard kdrrel helyet-
tesithetd a 13.1 tétel alapjan. Vilasszuk a c-kdr sugarat,
9-t olyan kicsinek, hogy |f(z) - f(zo)]<:6, ami f£(z) foly-

tonossdga miatt lehetséges, akkor

£({z) - £(z_) :
-y 1 1 Iy )
[121-121’{]'_ é( 7 = ZO = dZ|£2—TE . §‘- 29IJT_ E,,

‘azaz I2 = 0.

Tehdt I1 + I2 = f(zo), amib8l a tétel 411{tédsa kévetkezik.

15. Integral-formula derivaltakra

15.1 Tétel:
Az el6z06 tételekben szerepld feltételek mellett az f(z)

fliggvény derivdltjdra vonatkozdlag a kdvetkezd Gsszefliggés
érvényes:

_ 1 f(z) o
£2{z ) = - : dz ) (15.1)

A tétel lényegében azt mondja ki, hogy a holomorfitdsi
tartomdnyon belill egy zdrt G gbrbével hatdrolt tartominy
belsd pontjaiban az f(z) fiiggvény derivdltjdnak értékét
meghatédrozzdk f(z)-nek a G gdrbén felvett értékei.

Bizoniités:
Azt kell kimutatnunk, hogy
L ) .
1im f(zn' f‘(Zo) _ A1 j’ £{z)
im { -z T T2
Nn-reco n o G (Z-z&
Minthogy a 14.1 tétel alapjén

dz»}= 0 (15.23

- 1 f(Z) af - 1 f{‘Z) -
f(ZO) il ('! e ZO dz, : \Zn) * _(g —— Zn A
ha z, a’ zofhoz dsan k8zel van, hogy a G gbrbén belll

foekszik, ami biztooan tokivetkezik, ha n, elég nagy 43

o 2 i .
Z My



Tehat:

f(zn) - f(zo) 1 £(z) 1
Z, - %, = 7hI £ Z, - zotz =z, Tz Ojdz =
- 1. £(z)
st { (z - 2,)(z - 2,) dz (15.3)

G
Jelsljlk A —nel a (15.2) osszefuggésben a kapcsos zd-
réjelen bellili kulonbseget ekkor
1 1 1
A =——-_(f(Z)[ — — - - sz =
n 2M|1 4 {z zo)(z zn) 2

(z - zo)
Zn ~ %o é. £z}
= T d
el1 (z - zo)z(z - zn) i

f(z)

2
{z - zo) {z - zn)
tonos lévén ott korlédtos is, van tehdt olyan M szam, hogy

Az fuggvény a G gdrbe mentén foly-.

IA |< MLIZ - Zol’ ahol L a G gbrbe ivhossza,

kbvetkezlleg lim An = 0.

1 —> o

Megjegyzés:
A %15.1} formuldt a (14.1) &sszefliggésbdl megkapjuk, ha
mindkét oldalon a 2z _valtozd szerint derivdlunk, a jobb ol=-

dalon az integréljeloalatt differencidlhatunk a tétel alapjénj
Ezt a mfiveletet akdrhdnyszor ismételhetjiik, igy: :

_ 21 £(z) '
Fi(z ) =2t | dz (15.14)
e} 271 G (z - ZO)B
g(m) (z,) = qu J £(z) —=dz n=0,1,2, ...
(z - 2] (15.5)

Ezek alapjdn, ha az f(z) komplex fliggvény a z, pont—g

ban differencidlhaté, akkor ott akdrhdnyszor differencidlhatd:
Az elsd derivdlt 1étezésébdl tehdt a magasabb derivdltak 1é-
tezdése kivetkezik. Ez & valdsban nem igaz. Ott lehet, hogy a
fligevény elsd derivdltja 1étezik, de még csak nem is folyto- .
nos, igy a magasabb derivdltak nem léteznek.



16. Komplex hatvanysorok

Hatvanysoron a kdvetkezd alakid sort értjik a (valés hat-
védnysorok analégidjdra):

o0 .
2 - _ n
aj * al(z - zo) + a2(z zo) + ... = a an(z zo)

{16.,1)

A valdsban 1l4dttuk, hogy hatvénysor konvergenciatartomi-~
nya mindig egy véges vagy végbelen hosszisdgl intervallum.

A (16.1) komplex hatvdnysor konvergenciatartomdnya a z,

kbzéppont kdrili valamely o sugarud koér, ahol ¢ végtelen

is lehet, ekkor a-hatvanysor az egész sikon konvergens. A kon-
vergenciasugdr kiszdmitdsdra alkalmazhatjuk a Cauchy-féle
kritériumot (ldsd: 3/a. pont). Eszerint, ha

1in \ffa(z - 2% =]z - 2| in Afaglf) omvergens

n —>oo s
a sor diver-
gens.
Eredményiink az aldbbi mdédon is fogalmazhatd: (16.2)
16.1 Tétel: (Cauchy-Hadamard-tétel):
Legyen
i
0= —————; ekkor ha ,z - zol< Q (16.3)
lim ]anl :
Il —=CocC

a hatvanysor abszolidt konvergens, mig ha |z - zo|> 9 akkor

a sor divergens. Tehdt a hatvdnysor konvergenciatartomdnya a
Z = Zg k8zéppontd és a (16.2) egyenletnek eleget tevd 9
sugariu kdr belseje.

Ha specidlisan Q = 0, (vagyis lim |an|=0° ), ak-
kor a konvergenciatartomidny a Z, pontra zsugorodik, mig ha
Q =oo , akkor a sor az egész sikon konvergens.

16.2 Tétel:

A hatvidnysor konvergencidja a g’ <9 sugari kérben
egyenletes.

Bizonyitas:
Valassazunk ¢’ és o kizbtt egy o" szdmot:

9’ < g" <9
Ekkor lim nla

<1v s 1gy majdnem minden n-re
n-—>oe e
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W‘a < 1 , azaz |a |<(iw)n
nl 9" nl™>"o

Ha |z - zol< g’, akkor majdnem minden n-re

n n ,1 \n _ son ?
la (z - 2)| "< (g*) G = (Sg)'") , ahol g-,ra.
Ebb8l viszont kdvetkezik, hogy a :Ean(z'- zo)n hat-
2
vanysort valamely n=-t81 kezdve a EXE%JH konvergens geomet-
riai sor majordlja. Ebbdl a hatvanysornak a 1z - zO|<9’

kdrben vald egyenletes konvergencidja kdvetkezmik.,
A hatvédnysor konvergenciasugarinak kiszdmitdsa sok eset- :
ben egyszerilbb a d’Alembert-féle hdnyados-kritérium alapjén. °
Eszerint a
n+l
13 an+1(Z Zo)
im o
n->o° an(z - zo)

a
|=1z - 2| 1im | 2+1| <1, (16.4)
ns»00 n

akkor a sor abszolit konvergens, mig

a
lz - Zol lim |—211L>1 esetén biztosan divergens.
n —» 0o n

a .
Amennyiben 1im I—Eiillétezik, akkor a konvergenciasugdr:

n-soo n ‘
=.a
8= 1im | I ' (16.5)
n+oo n+1 ’
2 n
Ha - pl.: a hatvdnysor > nz , akkor
) n=0 '
= . n -
= 1im In +.1]— 1,
n —co
mig ha a sor
oo _n
T * akkor
n=0
a1 1 - 1im (n + 1) oo
§= Mm| Sy qmypls lm (04 1) =e0, (46.6)

n —=oo

sz sikon konvergens.

(D

vagyis a sor az ar

[
I



. = z _ 1 .
Ha a hatvédnysor 5 5 s akkor a, = T » tehat a
n=0 n n-
Cauchy~-féle kritérium alapjin
9:__._1T.: 1im n = oo
. 1 ]
lim \’_ﬁ
n->o0 n

17. Hatvanysorral érteimezett fuggvény
tulajdonsagai

o0
Amennyiben a > an(z - zo)n hatvinysor konvergencia-
n=o
sugara o # 0, akkor a sor a Z, kdriili 0 < g <o sugard

kérben minden =z értékhez egy komplex szdmot, a sor &sszegdt
- rendeli, amelyet jelSljink f(z)-vel:

o0
£(z) = > a(lz - zo)“ (17.1)
n=o

Példiul a z"  sor az egységkdr bdrmely 2z pont-

7 M8

0
jéhoz a w = Ei:—— szdmot (a geometriail sor Ssszegét) rendel..

Vizsgdljuk meg, milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik a
hatvianysorral értelmezett figgvény!

17.1 T &+
Hatvd: = . zegfliggvénye a konvergenciakdr kdzépnont-
i:.an folytonc Digvény. '

Bizor:Jiti- s:
Legycn a o ... rgencliasugdr ¢ és vdlasszunk egy ‘91 o

. . : . S
szamot. Ekkor L= Co- a
Hc ¥ , < 91 ‘,
oo _ e .
> !a‘fcf . honvergens., Jeldljik a sor Osszegét
n:.l i Ao~
oL,
Pipreciombe o 7ve, hogy f(zo) = a,

. , N n
!f(zj - o (z - zo)_| =



n-1 i‘z - ZOIK

=Jz - ZO|§§1|aJEz - ZJ

Ha most lz - Zol elég kicsi: lz - zo[<% , akkor |f(z)
- f(20ﬂ<,6 , vagyis f(z) a Z, helyen folytonos.

17.2 Tétel: ,

Ha a {17.1) hatvdnysor konvergencilasugara 9:>0, akkor
az f(z) ©&sszegfliggvény a 2 pontban differencildlhatd és
£2(z_ ) = a,.

o 1

Bizonyitds:
Tekintsilik az

2
a, + a2(z - zo) + a3(z - zo) + oae. +

i

_q £(z) - £(z)
+ an(z - zo)n L ese E — o {(17.2)
o

sort, amely a (17.1) sorbdl a, elhagyédsdval és (z - zé)-

val vald osztdssal keletkezik. A (17.2) sor konvergenciasu-
gara nyilvan megegyezik a (17.1) sor konvergenciasugardval,

an+1
hiszen 1lim l |= lim L———ﬂ
n->o0 n+1 n »cc n+2

A {17.2) sor Ysszege 2z = Z, esetén aqs tehdt:

£(z) - f(zo):
f’(zo) = lim - — = ay
ERER z o

. ' (17.3)

Eddigi eredményeink tehat azt mutatjdk, hogy a hatvany-
sorral értelmezett fiiggvény a konvergenciakdr kbzéppontjd- |
ban -folytonos és differencidlhaté. Most megmutatjuk, hogy a
konvergenciakdr tetszdleges belsd pontjdban rendelkezik a :
{17.1) formuldval definidlt fliggvény a folytonossdg és a dif-
ferencidlhatésdg tulajdonsdgdval., Ennek beldtdsdhoz szilksé-
glink lesz a kdvetkezd tételre:

17.3 Tétel: )
Ha a (I7.1) sor konvergen01asugara ¢ >0 és z, 2 kon-

vergenciakdr tetszdleges belsd pontJa, akkor a (17.1) sor &4t-
rendezhetd (z - Zl) hatvédnyai szerint és az dj sor konver-
gens, legalédbbls a = pont korili <o-lz, — z | sugart
kdrben. 1 §1<¥ ‘ 1 O|
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Bizonyitds:

Zan(z - zo)n = Zan[:(z -zg) 4 (z, + zo)]r1

(z, - 2)" Xz - 2,07 (17.4)

17.1 &abra

Ez utébbi sor abszoldt konvergens, mert
o

S 9 n \n-k ] k

da ] > (()la, -z |z - = =

n_:oi M x=o k 1 © 1
- < N n (17.5)
— EEO‘aAE\Z 2 *|2y = 2]

ahol |z - zﬂ +!z1 - z§‘<9 a feltevésiink szerint.

Mivel abszolut konvergens sor Atrendezhetd, a (17.4) sor-
b3l az atrendezett

: 2
byt bylz = zy) 4 by(z - ozy)

+ ... sort kapjuk,
wnelynek egylitthatdi:

(17.6)
(o) oo .
= 5 - n, = - 1’1"1_
b, 2. an(z1 zO) : b, j; n an(zi zo) [
’ n=o n=o

Mivel a (17.6) sor Ssszepge ugyanaz mint a (17.4) soré, gon-
dolatmenetet ez utébbi sorra alkalmazva adédik, hogy f(z)

& 7, pontban folytonos és differencidlhatd és
o0
3 - — : - n-1
f {Zi) = b, = 521 n an(z1 zo)
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Mivel z1

pontja, eredménylink tétel formijdban a kévetkezd médon fogal-
mazhatdé meg:

a 'Z - ZO,< 9 kor belsejének tetszdleges

17.4 Tétel:
oC
Ha a > an(z - zo)»n hatvdnysor konvergenciasugara
n=o
¢ >0, akkor a sor Usszegfliggvénye f(z) a konvergencia kor
belsejében holomorf filggvény és

£2(z) = 5: na, (z - 2 )n -1 (17.7)
n=1
azaz a sor tagonként differenciilhats. ;
Ha ezt a tételt ismételten alkalmazzuk a (17.7) derlvalt-‘

sorra, majd annak derivdlt. sordra stb., akkor azt kapjuk,
hogy az

f(z) = §: a (z - z, e

n=o

osszegfuggveny a konvergenc1akoren beliil akarhanyszor diffe-
rencidlhatd és -

) oo
£%z) = T n - D.n -k Da(z - 2)"
_ n=k . © (17 8)
A (17.8) bsszefliggésbél kdvetkezik, hogy ‘
() N f(k)(zo)
£27°(z,) = ki ak, azaz 8, = =

vagyis a (17.4) hatvdnysor a valisbdl ismert Taylor-sor:

co K f’(ZO)
égo ak(z - zo) z f(zo) + —~IT——(Z - zo) +

f"(Z )
0 e, A2 "o’ _ k
+—T(§ zo) +oae. 4 T (z zo) + ...
Lattuk tehdt, hogy ha a hatvédnysor konvergenciasugara
3:>0, akkor a hatvdnysor Usszegfliggvénye a konvergenciaki-
r3n beldl holomorf figpvény. Ha az f(z) = I an(z - zo)n
10
2 sSOoY az "“Sa
“apvénye  [(z)

satvdnysor konverzencincsn uirn végtelen, =
mwiex sikon konvergen:s, cotizor o zor 855

s sz iliggvény.,

- J



Az olyan egészfﬁggvényeket, amelyek hatvanysorédban vég-
telen sok zérustdl killénb8dzd a, egylitthaté szerepel, transz-

cendens egész fliggvényeknek nevezziik. Ha az f(z) flggvény
hatvdnysordban csak véges sok 0-t81 kidldnbdzd Bs Byseensdy

egylltthaték szerepelnek, akkor f(z) = a  + al(z - zo) +
+ ...t am(z - zo)m m-edfokl raciondlis egészflggvények ko~

zé tartoznak e2, sin z, cosz stb. Ha f(z)=c¢ (minden _
z-re 4llandd), akkor f(z) 0-adfokd polinom. A k&vetkezd té-
telek erre a flggvényre nem érvényesek.

17.4 Tétel: (Liouwille-tétele):
Ha f{z) egészfliggvény {(és nem &411landd)

N [<]
£(z) = 2 akzk, akkor f(z) bdrmely nagy kordn kiviil
k=o
bdrmilyen nagy értéket felvehet, azaz ha R &s K tetsz§-
leges nagy szémok, akkor van olyan Zz pont, amelyre ]z[>R
és [ £(z)| > K.

Bizonyitds:

Mivel @& = =%, tovdbbd a (15.5) formula alapjdn:

SR IECE
' Z

shol @ az origdét megkeriilé tetszlleges zdrt gdrbe (pl.
az origd kérdli r sugard kér), ezért:

Ha most ]z{>R esetén lf(z)[ﬁ K lenne (minden ilyen
z-re), akkor :

1 K _K
lay| < 53 57 2 = 3¢
o r r

Mivel a (17.9) formuldban r tetszdleges nagyra vdlaszt-
haté, ezért az Ay Bosees egylitthatsk mindegyike 0 1lenne,

vagyis® f{z) 4llanid (a_ ), ami ellenkezik a tétel felte-

vésével. © . o :

A tételt méyr lxv is fogalmazhatjuk, hogy ha az f(z)

gészfligpvény | 3, azaz van olyan X szdm, hogy

(z)< K minden z-va teljesiil, akkor f£(z) s=zilkségképpen
llandd. ' :

for ) R 41]




17.5 Tétel:

Ha f(z) m-edfoki raciondlis egészfiiggvény (m > l) és
K tetszdleges p021t1v szdam, akkor R megvalaszthatd ugy,
hogy |z} >R esetén [f£(z)| > K mindig teljesiil.

Bizonyités:
a a
f(z) = a, + a2 tous + amzm = Zm(am + 2-1 P _Z_C_))
Ha tehdt |z|= r, akkor
: a
| £z) >r"fla ) - 2 = o 2 Ol]
"

Mivel a # 0, minden elég nagy r esetén [£(z)| > K.

Ezen tétel alapjdn egyszerfien bizonyithatdé az algebra
alaptétele.

17.6 Tétel: (Az algebra alaptétele)

Ha f(z) mnm-edfokid raciondlis egészfiggvény (m > 1),
akkor az f{z) = 0 egyenletnek van legaldbb egy megoldasa
(gydke).

Bizonyitds:
Ha f(z)} # 0 lenne minden z-re, akkor

1

T(z)
Exkor a {(17.4) tétel alapjdn barmely nagy korén kivil lenne
olyan =z, hogy |g(2}| > 1, azaz [f(z” <1, ami-ellentétben
411 a (17.5) tételle

= g(z) egy egészfliggvény {amely nem 4llandd).

18. Hatvany- és gyok-fuggvények

Komplex széamok hatvédnyozdsdval és a belllilk vald gydkvo
ndssal mar kordbbi tanulminyzinkban' mepismerkedtink. Vizsgdl
juk most meg & hatvdny- 11l. gydkfiggvény dltal létesitett
leképzést! :

A

wo= z° (v >1 természetes szam) (18.1)

alaki hatvanyfiggvény a raciondlis egé:s zfuggvényck legepy-
szer(bb eseteil ktzé tartozik. Mar 1dftu1 hogﬁ a hatvény-
fliggvény az eiész sikon holomorfl és w’ = - A derivdlt
a 0 pontot kivéve mindeniitt kiildnbdzik zérustdl, ezért

a (18.1) fliggvény az origdtdl eltekintve mlndenutt konformis
leképzést létesit.
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Ezt a leképzést eldszdr k = 2 esetén vizsgdljuk.
frjuk fel a =z komplex szdmot trigonometrikus alakban:

z = g(cos ¢ + i sin $)
Ekkor
‘w =22 = g%(cos 2 § + 1sin24), azaz (18.2)
|w1= 92, arg w = 2 # {18.3)

Ha a =z véaltozd befutja a [z| = Qs - gq"\(g félkdrt,

akkor w a 92 sugaru teljes kdrt futja be és a két glrbe
kBz8bt kdlesdndsen egyédrtelml megfelelkezés 411 fenn. Mivel

z2 nem lehet negativ, a leképzés sordn a sikot meg kell fosz-

tanunk az origdétdl és a negativ valds tengelytdl ahhoz, hogy

egy-egy értelml legyen a megfeleltetés. 5
Mik&zben ¢ befutja a 0 <g<o° félegyenest, ¢ ugyan-

ezen értékeket futja be és mindegyiket csak egyszer.

3

¢

VAL 0

-S
™~
3/

W 2

18.1 dbra

Azt mondhatjuk tehdt, hogy a w = z2 fliggvény a (nyflt)
jobb oldai félsikot kilcsdndsen egyértelmilen és konformisan
‘képezi le a valds tengely negativ fele mentén (az origdt is
peleértve) felhasitott w sikra (azaz az origdtél és a ne-
gativ szdmoktél megfosztott w sikra).

A leképzés konformis, a 0O pontban azonban a szdgtar-
t4s nem érvényes, mivel a (18.2) leképzés azokat a szbgeket,
amelyek csicsa az origdban van, megkétszerezi.

Az Re z <0 bal oldalli félsikot - hozzdszédmitva a képze-
tes tengely negativ felét - (vagyils azon pontok halmazdt,

—
amelyekre %*if < %TD a (18.2) ruggvény kdlcsbnisen egyér-

talmiien képezi le a fentivel azonos médon felhasitott w



sikra. A w = 22 leképzés tehdt az egész z sikot a kétsze-
resen szamithaté w sikra képezi le, azaz minden z-nek csak
egy- W érték felel meg, de minden w szdmhoz két killdnbdzd

z érték tartozik B-z)2 = 22], kivéve a w = 0 pontot,
amelyhez a =z = 0 ©Dont tartozik. A "kétszeresen szamitott"
w sik szemléletes képét Ugy képzelhetjilk el, hogy a fent le-
frt médon felhasftott w sik két példanydt egymisra helyez-
zlk, az origdkat egyesitjlik, majd az egyiknek a felsd pere-
mét (gondolatban) 8sszeragasztjuk a midsiknak az alsd pere-
mével.

Ilyen formén egy kétleveld Un. Riemann-felilletet nyeriink.:
Ezen a fellileten minden a . 0-t61 killdnb8z8é pont kétszer van -
jelen, a 0 pont azonban csak egyszer. Erre a Riemann-felii-

letre képezi le a w = 22 filggvény az egyrétd z sfkot kdl- :
csdndsen egyértelmlien és a 0 eldgazdsi ponttél eltekintve
konformisan.

. 18.2 &dbra
A w = z2 leképzést a- .
z:= x + iy, W = ﬁ +'iv algebrai alak felhaszndldsé-
val szemldlve, 2% = (x + iy)2 = x2 - y2 + i 2xy, asc.
ul{x,yv) = x2 - y2, ovix,y) = 2ky _adédi}. L)
;Ebbﬁl 1l4thaté, hogy ha
u{x,y) = ¢, akkor x2 - y2 = ¢ {const),

vagyls a =z sikon az x -y = ¢ ‘lhiperbeldlan leovd pontok
a w sikon u = ¢ egyehesekbe monnel At.



A w sik v = ¢ egyeneseibe pedig a z sik

X ¥ = ¢ hiperboldinak pontjai képzddnek le.

A leképezés szdgbartd volta miatt egyik hlperbolasereg
bdrmely hiperobldja derékszdgben metszi a midsik hiperbolase-
reg tagjait.

Kdbnnyen beldthatd az is, hogy a- z sik x,= ¢ 1ill.
¥ = ¢ egyeneseit a w = 22 leképezés két konfokédlis para-

bolaseregbe viszi 4%, kodzds 0 fdkusszal. Ugyanis ha x = ¢,
akkor

ulx,y) = 02 = y2: v = 2¢c-y,
ha y = ¢, akkor

u = x2 - 02, v = 2c¢x

v ’

u=c

v=C
U

18.3 dbra

AW = zk leképzés k >2 esetén ugyanolyan kénnyen
vizsgdlhatd, mint a k = 2 esetben. Ekkor a félsik helyébe
a 3% nyildsd szdgtartomany lép (cslesdval a 0 pontban),
amely a teljes w sikra képez8dik le, a Reimann-feliilet
k-szorosan tartalmazza a w sikot.

Mivel az egyrétd =z siknak a k-szoros w sikra vald
leképezése (az 0 ponttél eltekintve) kblesdnbsen egyértel-
mi, ezért z €és W szerepe a fenti meggondolaéokban felcse-
rélhetd, azaz w tekinthetd a megadott értéknek, z pedig
hozzarendé¢lt értéknek. -

8 w = zk leképezésnél k darab olyan 2z pont van,
amely ugyahazon w pontba megy 4t. Ezek a pontok a =z
siknak ugyanazon 0 kdzéppontd kdrén vannak rajta - &s sza-
bdlyos X szoget alkotnak.
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k
Ugyanis, ha w = zk, akkor z = \/w

r(cos Y+ i sin 1y), 7 = g(cos ¢ +

Legyen most w
+ sin ¢), ekkor

)

W gk(cos k¢ + 1 sink ¢) 1évén

gk, Y= k¢ {mod 2T

tehdat ¢ = 5(r 5

$ = %WH 29I (V= 0,1,2,...,k-1)

r

azaz |
z = % r(cos BL%—EEQI+ i sin lﬂiigiﬂh (V= 0,1,2,...,k-1§
(18.5)

A =z .= %/w féértékének a (18.5) szamok Kozil azt te-
kintjlik, amelyre = 0.

19. Az exponencidlis- és a logaritmus fuggveények

A hatvdnysorok vizsgdlatdndl ldttuk, hogy Osszegfliggvé- j
nylik holomorf fliggvény a konvergenciatartomdnyokon beliil. Ha
az ¥ vVvaltozd valamely f(x), fiiggvénye x-szerint az

Xy~ h,xo + h) intervallumban konvergens hatvdnysorba fejt- -

hets, akkor x helyébe a =z komplex vdltozét helyettesitve
- _ n _ _ n

az f(x) = E:an(x xo) sorban, az f(z) = Ezan(z zo)

sor a Iz - ZO’< h sugard kdrben konvergens és holomorf-

figgvényt értelmez. Ily mdédon az eX, sin %, cos x fﬁggvé—"
nyek kiterjeszthet8k az egész komplex sikra a k&vetkezd for- .
muldkkal: :

2 " n Kk

. m ..
eZ:1+z+g—!+...+fl—!+...+i—li—!—. - (19.1)
k=0
Z2 n Z2n
cosz=l—§T+...+(—1) -(:)—!'f.-.:
- _a k=
_E(i) OO (19.2)
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sing = z - %T I e %E_:ITT,+ . =
n
oi K Z21{+1
= (—1) z_—’)"‘— (19-3)
k=0 2k+1 :

Ezek a fliggvények transzcendens egészfiggvények, tehdt
az egész sikon konvergensek. A fenti sorok tagonként diffe-
rencidlhatdk, igy az ismert

(e®)? = €%, (cosz)® = - sinz, (sinz)’ = cos z (19.4)

differencisldsi szabdlyok komplex =z vdltozd esetén is
érvényesek.

Mivel i? = -1, 17 = -i, iu = 1 stb. ezért
iz 1222 it
e = 1 + iz + 57 + L.t =3 + 4. =
2 L 2n 3
Z Z n % . %
1—5-!—*'1;—?...'*‘(1) W+...+1l—_z -3-T+...+
n Z2n+1
+ (-1) m + ...] = ¢gos 2 + 1 81n 2

Fenndllnak tehdt az Euler-féle Usszefiiggések:

el? = cos z + i sin Z 3 e % = cos z - i sin z (19.5)
1, iz -iz . 1 iz -iz
cos % = E(e + e ), sin z = Ef(e - e Y (19.6)

A (19.5) formuldban z = ¢ helyettesitéssel

el¢ = cos ¢ + sin ¢ adédik. Ezek alapjén a (19.7)

z = r(cos ¢ + i sin ¢) komplex szam

AN re1¢ alakban irhaté, amelyet a komplex szdm expo-
nencisalis alakjdnak neveziink. Komplex szdmok szorzédsa, 0sz-
tdsa, a hatvdnyozds és gydkvonds legegyszeriibben az exponen-
cidlis alak segitségével végezhetd.

Ugyaniigy, mint.a valdésban, a komplexben is érvényes az
exponencidlis flggvényre vonatkozd addicids tétel:

e .e T = e ' , ‘ (19.8)
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Alkalmazva ugyanis a sorok Cauchy-szorzatdt (14sd 3.
Z z

pont) ekkor a szorzatsor n-edik tagja: e 1 és e 2 elsd
k tagjdbsl addéddan, mivel
_ ) ;
Z Z z Z b
e 1. ; + i% + —% + 3% + ... F ﬁ% + ..
% Z zz
2 _ 2 2
e =1+ T f 57 * see s
o n on-1 n-2 2 n
ezl.ezz = Z: (ﬁ. + %1 é’- Eg + Zi 3.2_ + + Z_2
n=o D (m = 1)1 11 (n = 2y1 27 "***7 nT
oo
1 -
= ; %T[gz + (2)22 Zy ¥ oaae b (E)ZT k-zg toae. # zg]z
nso
n
i ffi (z, + 2,) ) ezl+z2
nl

Ha a 2z komplex szdmot 2z = x + iy algebrail alakban
frjuk fel, akkor a (19.5) 8sszefliggédst felhaszndlva:

e® =_ex+1y = e*.e™ = e®(cos y + 1 sin ¥) (19.9)
azaz

IeZ|= efie? - e, arg(e?) = y = Iz

A (19.9) Bsszefliggés alapjéan:

il '

- .
.e © .= cos %‘+ i sin'%'= i, e = -1, e = -i,

Ennek alapjan:

gzt oz 2 | 7 o C - (19.10)

azaz a w = e> exponenciilis fliggvény periodikus Zﬁﬁ perié—
dussal. : ' - .

' 1 %
A figgvénynek mds. periddusa nincs, azaz ha e~ = e %,

akkor
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Z, = 24 + 2T,

Legyen ugyanis Z, = x1 + 1 Vqs z2 = x2 + 1 Yoo ekkor

a
X, +1iy X.+i y
e L 1. e 2 2 egyenletbdl
X1 *2
(cos vy ot i sin yl) = e “{cos ¥, * i sin y2), vagyis
x1 x2 '
e = e ©, tehdt Xy T Xy tovdbb4

zZy z, .
arg e ~ = arg e © azaz Yy, = Y, {mod 211
Az % fﬁggvény a 0 értéket sehol sem veszli fel, mi--

vel |e% = e*>0, minden m4s w = r(cosy+ i siny) értéket
azonban felvesz, mégpedig

az=1ln w=Inr + i(y+ 2ki) helyeken (k = 0, #1,
+2, ...). Mivel eZ+2kjll = ez, végtelen sok olyan zZ, -érték
van, amelyekre e ugyanazt a w értéket veszi fel. Ugyan-

z
s ha e 9 = Wy, akkor a oz =z, ¢ 2k (k = 1,2,...)
szdmok mindegyikére e Koy, '

o .
Ez azt jelenti, hogy ha a z sikon kijeldlink egy 2
szélességll vizszintes sdvot: '

-3y < Vo * 1L, ebbe-a fenti =z

-‘_c°<x<°°’ y K

o}
pontok k#zill pontosan egy esik.

Tehdt a w = e® ezt a sdvot kélcsonosen egyértelmﬁen

1ekepez1 a teljes w sikra, kivéve beldle a 0 pontot. Az

y = vizszintes egyenes képe a w sikon az arc w = ¢
sugar lesz.'

cw o= e? = Xt = r etY Y= ¢ = are w,
tehéﬁ-q sévot'felﬁlrél'ﬁatérolé *y' = ¥, + X egyenes'képe‘az
arc w = y_ + X félegyenestsl megfosztott w sfkra képzbdik

le, 'kdlesdnbsen egyértelmlien. A leképzés minden pontban kon-

.formis, hiszen (ez)’ = ¢ sehol sem 0. A z sik x = d
egyenesén végigfutd pont képe:

W = ed.ely - ed+1(y+2kﬂ)
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=<
=d X >~
=Tl
I
) 19.1 4bra
a w sikon végtelen sokszor befutJa a |w|= d sugard kort

és az x = d egyenes minden 27T hosszuségu darabjdnak a
kdr egyszeri befutdsa felel meg.

Vizsgdljuk most a w = e? flggvény inverz filggvényét a

=An w flggvényt!
Ha w # 0, akkor n w végtelen sok értelmid, mivel a w = e”
leképezés a 2z sfk minden 2N-szélességl végtelen sdvjat a

teljes w sikra képezi le. Ha w = oe 1(w+2kj0, akkor

In w 2n9 + i(y+ 2k = 2nfwl+ i{are w + 2kI) (19.11)
A z =4In w értékek kdzlll pontosan egy esik a
- oox<o0 , oy <

sdvba, ezt szokds a An w f8értékének nevezni, amelyet
n* w-vel jelslink. A £n w t8bbi értéke:
nw=2n%w - 2k, ahol 2n* w = Enxg + iy (19.12)

A fenti képlet szerint £n w Usszes értékének a valds
része ugyanakkora, a kiildnbbz8 logaritmus értékek képzetes
részei pedig 2J egész szdmi t8bbszdrdsében kildnbéznek

egymastol.
A (19.12) formula alapjdn pl.:
fo¥(-1) = In o' = AW, An*i -4 %f In*(-1) = -1 T
(19.13)

A természetes logaritmusokkal vald szdmolds szabdlyal a
komplexben 1is érvényesek:
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En(zlzz) = in 2yt In 221

!
in 7, =8nz, - Inz, >zl #0, z,#0, z#0,
in zk =k In z k egész szdm.

(19.14)

Ezek a szabdlyok az exponencidlis figgvényre érvényes

addiciés tétel kBvetkezményei (ldsd:

(19.8) képlet!).

Az Enx w flggvény derivdldsi szabdlya megegyezik a va-
Z
168b6l ismert szabdllyal, ugyanis ha W, = e 1, w = e’
akkor
Enx'w -fnw Z, - T
1 - 1 = 1 1 = 1 = -j-;
W, - W Z z Zy s Z W
1 P N 2 B (e™) e
Zg - %
ha Wy - w # 0.
Tehdt
(En® w)s = 1 (w # 0)
W
20. A trigonometrikus flggvények és inverzeik
Vizsgdljuk meg & w = cos z és a w = sin z flggvé-
nyek viselkedését.
- A (19.6) fomula alapjén
1, 4z ~ig . _ 1 iz _ -iz
cos g = E(e + e )? sin z = §§(e e ).
Megmutatjuk, hogy ezeknek a figgvényeknek a valbésbdl is-
mert 0 helyeken kiviil mds 0 helyeilk nincsenek.
Ha ugyanis pl. cos z = 0, akkor et? 4+ 71 = o,
tehdt :
e'? = - ™%, mindkét oldalt e*Z-vel szorozva:
e?1% = - 4 = et s azaz 2iz = i+ 2kpl, =z = §'+ Ky
(k = 0, #1, +2,...)
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s Ugyanligy kapjuk, hogy ha sin z = 0, akkor z = k¥
(k = 0, #+1,...). )

A, valésbdl ismert addfcids tételek komplex valtozdkra is ér-
vényesek:

L.Pl.:
sin z, cos z, + cOs 21_51n Z, = ' (20.1)
. . . . -igz
iz -iz iz -iz 1z 1
el 1 g2y 2+e1+e :
21 2 2
iz ~-iz . . .
e “+e 2 1 iz +z,) izy-zy) lFZ1 %y
. 5T -He - e + e
-i(z, +z,)  i(z, +z.)  i(z.-z,)  i(z,-z.)
— e TaTERl  TMEATERS [ RERTELS L MAE TR
-i(z, +z. X iz, +z.) i(z, +z..)
- e 1 2]:%_{[29 1720
el(zl+22) -'e—l(z1+zz)
= 5T .= sin(z1 +_22)
¢os z, cos zz_f sin z, sin z, = » (20.2)
iz -ig iz -ig iz -iz
_é 1 +-e 1 . € 2 4 e 2'_ e’ i e 1 .
- 2 2 21
iz -izg ' v
.e2+e 2:
21
i(z, +2z,) i{z,-z.,) i{z,-z2,) " -i(z,+z.)
G ELTERS | ANERTELD [ ARAEQTERS L TRAELTE
- +
g
1(z1+22)' 1(z2 - Zi) 1(z1 - z2) _ _1(21+Z2)
+ & . = e - e + e -
: e;(zlézé? + e-l(?i+22) : -
= S — = cos(zl + 22)

Ezekbdl adddik csakigy mint a valdsban, hogy

' cos z, - cou z; = 2 sin ———+= sin — {20.3%)



A (20.3) formuldbdl kdvetkezik, hogy cos Z, = CO8 Z,,

akkor és csak akkor lehet, ha z2 = 21 + 2k¥. Ugyanis

(z1 + 22)
cOs 2z, - COS Z, = 0 csak akkor lehet, ha vagy —
Z, - 2%
1 2
vagy ——s——
aW-nek egész szimi tobbszdrdse. _
A sin Z, = sin Z, egyenldség pedig akkor és csak akkor
kévetkezhet bg, . .
ha 2, = 7y * 2kl vagy Z, = L - zg + 2kT, ugyanlgy, mint

a valésban,
Ugyancsak érvényes a

2iz -2iz 2iz -2iz
cos® z + sin® z = & * ﬁ t e + & -~ 2.t e =
-k
24
=g (20.4)

Usszefiggés.
Mind a cos z, mind a sin z minden értéket felvesz.
Ezt a kdvetkezd mddon lithatjuk be:

Legyen w = cos =z, akkor sin2 z = 1 - 0052 z = 1 - W2,

\[ 2 .
gzaz \fw~ - 1 = 1 sin z,
iz 2

tehdt cos z + 1 sin z = e = w+ Yyv© - 1, innen

7 = %fn(v} VWt - 1) (20.5)

Ez a w = cos z figgvény inverz flggvénye; arc cos w, amely

minden w-re értelmezve van, mivel w + /w" - 1 # 0.

Megjegyezziik, hogy amikor a w = cos z fliggvény inverz
flggvényérél beszéliink, akkor a (20.5) formuldban w é&s =
szerepét fel szoktuk cserélni, azazm

W =arc cos z = - ilIn(z +Vz2 - 1) : (20.6)

A w = sin z flggvény univerzét a w = arc sin z figg-
vényt ugyancsak logaritmikus alakban 411ftjuk el a kdvetke=-
z$ mdédon:

iw _ _-iw
Ha w = arc sin z, akkor 2 = sin w = E———§T§1—- s azaz
e™ - T 2 0 iz,
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Az egyenlet mindkét oldaldt etW-vel szorozva

e2iw - 2ize™ - 1 = 0.
Innen: V[—”—"*‘ :
. . 2 i
etV = 2iz +2 “Vliz” + 4 iz + VY1 - zz, azaz

w = - ifn(iz + Vl - z2) = - ifn[ﬁ(z i\/zz - 1) ]
. , T

»

i
FPigyelembe -véve, hogy 1 = e 2, In i = i%; tehit

i 2

w = are sin z = § - i:dn(z + V2% - 1) (20.7)

Tetszdleges 2z komplex szamra értelmezzilk a w = tg z és
w = ctg z . - fllggvényeket az alabbi mddon: '

iz~ -1
1 e - g z

_ _sinz _ 1
WEtEEZosz T I I, iE (20.8)
. e + e
W= ootg z 2wl = 1 (20.9)

sin =z tgz

Ugyancsak egyszerillen szdrmaztathatd a w = tg z- fligg-
vény inverze a w = arc tg z fliggvény.

Ugyanis:
iw -iw
. 1 e - e
z:tgw:—_— _..___l—, azaz
iw -1W
T e e
. i =i iw - . iw
1z(e1W + e 1W) = e - € 1w, majd e¥-vel szorozva:
21 .
(iz 1)e ™ + iz + 1 = 0.

+ i . 3 .
w = %I 1n %—:—%% = =-4dn .%—:—%% = arc tg z.
Természetesen a megfeleld hatvanysorokkal is értelmez-
het8k a sin z és cos z filggvények (1l4sd: (19.2), (19.3) for-
muldk). Hatvénysoraik-az egész komplex sikon konvergensek;
tehdt a trigonometrikus fliggvények transzcendens egészfigg-
vények, amelyek Lionwille-tétele értelmében (17.4 Tétel)
nem korldtosak és minden értéket felvehetnek. A valdsban
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pl. a sin x = 2 egyenletnek nyilvdn nincs értelme, mivel
sin x < 1. Mds a helyzet a komplex =z vdltozd esetén. Ha-
tdrozzuk meg azt a z értéket, amelyre sin z = 2! .

eiz _ e—iz
sin gz = ——sa"—— = 2, azaz
21
iz -iz . . iz
e - e = Ui, végigszorozva az egyenletet e “-vel:

e21% _ hiel? -4 = g

Megoldva ezt az e%-ben masodfoky egyenletet:

: Bi o+ -\56 + 1 (& oiT
12 —_ - (2 iﬁi - (2 iJj_)e 2 -

e = 5 =

Innen
iz:ijzf+ 21{']I+£n(2_+_\/3_)
z = (%’+ 2Ky - i In(2 i_VE3 az egyenlet Ssszes meg-
olddsa (k = 0, +1,+2,...)

A tg z és ctg z fliggvények hatvdnysorbs fejtése bizo-
nyos kiegészitd ismereteket igényel.

Minthogy
ote z = 898 2 i elz + e_lz = 3 e212 + 1 _
g T sin z iz -iz ~ 2iz -
e - e e -
- e2lZ -1 + 2 i+ 21
2im - 2iz
e 1 e -1
Innen
z ctg 2z = iz + —5%35-—— - (20.10)
e 1

A 2z ctg z flggvény hatvénysordt megkapjuk, ha a jobbd
oldalon 4116 UsszZeg madsodik tagjdt hatvédnysorba tudjuk fej-
teni. )

Vizsgdljuk meg, hogyan fejthetd (0 kdérilli) hatvanysorba a

oo = L 5 fliggvény!. (20.11)

A Z
1+-2—!—+'3—!+_..--
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B
A keresett sor egylUtthatéit (tdrténeti okokbsl) -k—k,- -
val jeldljiik: :

1 5 = 1 + Biz + ;% z2 + ...
1+ %T + %T ...
Innen:
(1 + %T + %; + .01+ Biz + ;% z2 + ...) = 1, (20.12)

A bal oldalon 4116 két sor Usszeszorzdsa idtjdn tehat
olyan hatvdnysort kell kapnunk, amelynek &llandé$ tagja 1,
a tobbi tag egylitthatdja pedig 0. A szorzds az tn. Cauchy-
féle szorzat alapjin (20.12)-bé1l:

B B
1 2 1 1 2
1+(B1+'2_!')Z+("2—!+ﬁ+ﬂ)z + ...
ahol zh egylitthatdja:
1 Py + 1 Pn-1 + + 51 b o—r— =z 0
T nT 21 (n = 1)1 T n! 11! (n + 1)1

: (20.13)
(n = 1,2,...)
kell legyen.

Igy egy végtelen sok egyenletbdl 4116 egyenletrendszert
kaptunk:

(z" egyltthatéjat (n+1)!-sal szordzva):

2B1 + 1 =0
3B, + 3B, + 1 =0
T2 - (20.14)
llB3 t 6B, + 4B + 1 f 0
5Bu f 10B3 + 10B2 + 5B1 +1=20
Innen

- _ 1 -1 = = - 1 =

B1 = 5 B2 = 7 B3 =0, Bu = 35° B5 ¢,
1

= 20.1

Bg = Tos +v- ( 5)
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A Bn szamokat Bernéulli-féle szdmoknak nevezzlik, ame-

lyeket tehdt ismerteknek tekinthetiink. (B2k+1 = 0, ha
X = 1,2,00.)
EEO 11) és (10.15) formuldk alapjén:

- z 1 2 _ _1 b 1 6 _
e _,TtTeet FoaT 30.01 2 ¥ T2.6T 2
B B
- ...z 1+ T% z + 5% 2% + ... (20.16)

Eredményiink alapjén a (20.10) Osszefliggést figyelembe véve:

z ctg 2z = iz + 1 + B1(2iz) P (20.17)
Mivel B1 = - %, a t8bbi pdratlan index Bernoulli-féle
szdm pedig 0, ezért
257 2k
2°B 2B
_ _ 2 .2 _1 Kk 2k 2k

z ctg z = 1 ST %t .. * (-1} —R0T Z ..

2 1 4 6 (20.18)

1 2
-1"3‘2 -11—5-2 -WZ—..-

A w = tg z sorfejtésben a tg z = ctg z - 2 ctg 22
8sszefliggésbdl indulunk ki és (20.18) figyelembevételével a

i 52K, 52k _ _
tg z = %%QB2Z b+ (-1 2 Egk)! L g, 22Ty
- 1.3 2.5 AT T
+ eee = 2 # 3 Z- o+ 15 z” + 371 z' + ... (20.19)

sort kapjuk.

A (20.18) sor konvergenciasugara ﬂ', a (20,19) sor
konvergeéenciasugara %‘. (Ezek meghatirozdsa mélyebb flggvény-
tani 1smereteket kivdn, ezért igazoldsuktdél itt el kell te-
kinteniink, )}

Befejezésiil megemlitjik még az dltaldnos hatvdny fogal-
mat, amelyet a kdvetkezd médon értelmezunk tetszbleges z
és ¢ komplex szamokra

25 = 1M 2 ahol 25 roértékét az In* z réérték

: (20.20)
behelyettesitésével nyerjiik.

Igy pl.:
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1. Trigonometrikus polinomok

A differencidlegyenletek tdrgyaldsa sordn mir taldlkoz-
tunk olyan problémdkkal, amelyek megolddsdban az x fiigget-
len vadltozd t&bbsz8réseinek sinusdt, ill. cosinusdt kellett
venniink.

Ha pl. az x flggetlen védltoz6 az idét Jeldli, akkor
- mint 1l4ttuk - az y = A sin(kx + xo) fliggvény az egyszerl

harmonikus rezgdmozgdst irja le, (ahol k a 27 -idd alats
végzett rezpések szdma). :

Ha a mozgd pontra egyidejlileg tdbb olyan erd hat, ame-
lyek mindegyike egyszeril harmonikus rezgést eredményezne, ak-
kor ezek szuperpozicidja az

n
£{x) = > Ay(sin kx + Xk) =

k=0
n
= E;: Ak(31n kx cos ¥, + cos k x sin Xk) =
k=1
n
=5 (a, cos k x + b sin k x) (1.1)
k=0 :
alaki llggvény, {(ahol az Ak sin X, = a., Ak cos x, = bk

jeldlést alkalmaztuk). Az (1.1) alakd Usszetett harmonikus
rezgéscket leird fupgvények mindig 2 -szerint periodikusak,
ha =z {relvencidk egésez srinmok, de egyébként igen killdnbdzd
alolid flgsvények. Telewatazeruleg vetddilk fel az a kérdés,
hogy mdett 2l-peridduss  {x) fugrveny - amelyre tehdt:
f(x) = ({x + 20 - ¢ Ftd=c viges v végtelen sok egy-
szeril harmonik o reupd 3 FLIG
A kKérddore vdlaszaolvs o

- & mateuwatitei analizis
STeTy L,bb tdg fliggvényos:

{ereevoy ek eldallithatdk vé
ri hoirmonikus rezpgés Osszep

: bebizonyitottdk
sovivadnyaként -,

int periodikus  £(x)
tiop vdres) sok egysze-

[ -
£(x) = 3. (a cos k x + by, sin k x) (1.2)
li=o
alakban.



Definicid:
Az

a n
f(x) = Qn(X) = 52 + %:% (a, cos kx + b, sin kx) (1.3)

alakii filiggvényeket n-edrendli trigonometrikus polinomoknak
nevezzilk. (Az egyenlet konstans tagjdt az egylitthatdkra vo-

a
natkozé képletek egydnfetilisége miatt frtik 59 alakban).

Létni fogjuk, hogy az (1.3) egyenlet jobb oldaldn £113
8> 845 rvey B bl’ ey bn egyﬁtthatékat ki lehet fejezni

az f(x) fliggvény segitségével. Mds szdval, ha f(x) adott
trigonometrikus polinom, akkor a linedris kombindcid egyiitt-
hatdl egyértelmlien meghatdarozottak.

Vegyillk észre, hogy az (1.3) formula jobb cldala az

1, cos x, 8in x, ..., cos nx, sin nx, ... (1.4)

Un. trigonometrikus flggvényrendszer tagjainak linedris kom~ |
bindecidja. Kbnnyd beldtni, hogy az (1.4) trigonometrikus rend-
szer. tagJalra teljesiilnek a kdvetkezd 6sszefuggesek '

X

i} ccos kx dx = §£E—E£ ~= 0 | (1.5)
=L =-Jt . :

; i

l-sin fx ax = - <88 x| = 0
i S 7

T T

cos kx cos dx dx = % f[cos(k + )x + cos(kx - L)x]ax =
"]T jta -ﬂ J
_ 1 sin(k + £){ . 1 sin(k - ﬂ)x _
= 5 —-T—.{'—-TE————’H?' -i —————I———ft— 0. - (1-6)

T ) T | |
l% cos k x sin f#x ax = %— f @in(k + D)x - sin(x - 2)x]dx=5
2 , _ ! B | o

T T
= - locos(k + L)x| _ 1cos(k -&)x| " 4
2 k +¢ ~ 2 k -¢ -

~ -7 -7

—

T
J. sin k x sin {x dx = 3 J [cos(k + L)x - cos(k - L)x]ax=
_']'f 2 - .
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T il
_ 1 sin(k + {)XI 1 sin(k - Dyx| _
2T+l g k - Tx
Tovébb%f i
cos® k x dx = % f (1 + cos 2k x)dx =
-'JT. jt' “j[ j"
21 1 sin 2k x _
It T X _T'I (1.7)
T ’ s
f sin2 kx dx = % Jﬁ (1 - cos 2k x)dx =
- —~ TL'
" T
- %x % SiHZEk X =]r
-7 -T
T e
2 ~
19 dx = x = 21
- -
Ha most f(x) trigonometrikus polinom, akkor az

Bys Byseeerd s

bysbyseeesh,

egylitthatdkat az (1.3) formu-

ldban k¥nnyen meghatérozhatjuk az (1.5) - (1.7) 8sszeflggé-

sek figyelembevételével.
Integrdljuk az {(1.3)

egyenlet mindkét oldalédt a (—jf,i)

interv%glumon: T T
a j n
L e(x)ax = 59 dx + > (2, !:cos kx dx +
-1 -7 k=o =1
T
a
+ b= J sin kx dx) = =2 -2?{ = a’I.
k - 2 o)
Innen: 3{
1
a, = T ;‘:f(x)dx (1.8)

[
P

Szorozzuk végig az

s
i;f(x)cos kx dx =
-3 :'ﬁ:
toe.. toay fcos2
-1

kx-szel, ekkor

{1.3) egyenletet cos
T X

a

59 j-cos kx dx + ay f cos x cos kxdx+
-T I’—

kx dx + ... + a \f

n cos n x cos kxdx+

=
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T

*
+ b j sin x cos kx dx + ... + b f sin n X cos kxdxs=
i kit n

= ak]f

Tehdt

a, = % f f(x)cos kx dx (1.9)
Ha most az (1.3) egyenletet sin kx~-szel szorozzuk vé-
gig és integrdlunk, akkor az {1.6) reldcidk alapjén

T .
1

bk = i’j% f{x)sin kxdx {(1.10)

adédik.
' Ezekbdl l4thatéd, hogy ha f{x) trigonometrikus polinom,
akkor az ags 8y, bk (k = 1,2,...,0) egylitthatdk egyértel-

milen meg vannak hatédrozva.
Az (1.8), (1.9) és (1.10) formuldkkal megadott a,, a

k’

by egyltthatdkat az (1.3) alatti f(x) fliggvény Fourier-
egylltthatdinak nevezzilk. ~
A fenti médon szamitott egyltthatdkkal képezett
ag n
f(x) = @ (x) = =— + E:: (a, cos kx + b, sin kx) (1.11)
. n 2 =1 k k

trigonometrikus polinomot Fourier-polincmnak nevezziik,

4z (1.,11) formuldban szerepld @n(x) polinomot zirt
alakban is eld8 tudjuk d1litani. frjuk be az ags By bk
egylitthaték helyébe az (1.8), (1.9), (1.10) kifejezéseket,
az integrdcids vdltozdt t-vel jeldlve:

X T

n » p
’ @n(x) = %'% .£ f(t)at + » . [%. j f(t) cos ktcos kx at+

- = -7

£(t) sin kt sin kx dtl:=

Al

=

f(t)[% + Y. (cos kt cos kx + sin kt sin kx)ldt =
=1 .

[]
=X
1 { !
e i

=

=

f(t)[% + 57 cos k(t - x)]dt
k=1

A

g2



Alkalmazzuk a t - x = u helyettesitést, ekkor:
T-x , :
@n(X) = f fx + u)[§ + Y, cos kuldu (1.12)
-T-x k=1 :

Alzkitsuk most &t a szdgletes zdrdjelben levd kifejezést:

=

1 .
c(u) = 3 *+ cos u + cos 2u + ... + cos nu

Az egyenlet mindkét oldalédt 2 sin-% ~-lel szorozva és tekin-
tethe véve, hogy

2 sin %cos ku = sin(k + %)u - sin(k - %)u,
kapjuk:
.U e aia U .U LU
2 sin §C(u) = sin 3 + 2 sin 5COS U + 2 sin 5
+ ... + 2 sin % cos nu = sin % +[sin(1 + %)k -

- sin(1 - %)u]+[sin(2 + %)u - sin(2 - %)uJ+ “on

eeo #[sin(n + %)u - sin{n -~ %)u]= sin(n + %)u
azaz

sin(n + %)u
C(u) = —_— (1.13)
2 sin 5

Az (1.13) Ssszefliggést az (1.12) formuldba helyettesitve:

M-x sin(n + 1)u
§ (x) = 1 I £(x + u) ———2— au . (1.14)
n L ot-x 2 sin 2

Megmutatjuk, hogy a

. 1
sin{n + =)u
Ylu) = r{x + w) ———————Eg——
2 sin-§

filggvény 2W-szerint periodikus. Maga az f(x) fliggvény,
mivel trigonometrikus polinom, nyilvén 2T -szerint per?
dikus, tehdt f{x + u + 2R) = £{x + u}, tovdbb4:



- _sinl(n + ) (u + 21]
(u + 2 = f(x + u + 2 =
4 2 sin = (u + 27)

Pl
sin[(n + %)u + onXl + 7]

f{x + u)

2 sin(% u +1)

- sin(n + %)u

rf(x + u)

= P(w)

Konnyd beldtni, hogy egy periodikus filggvénynek a peri- |
6dus hosszdval megegyez8 hosszisdgi intervallumon vett integ- .
rdlja mindig ugyanakkora érték{. Ha a periddus hossza 2T, :
akkor

a+2T ) 2T a+2T
S fwau = [ Pluyau + [ (u)du + 2{{ Y(u)du
a a !

-2 sin %

Helyettesitsiink a jobb oldali harmadik integrédlban u = z + :
+ 2 -¢, ekkor a periodicitdsbél kdvetkezik, hogy Y(z + 2X) =
= f(z), tehat

a+2T a o) o
S Y(wau = [ Y(z + 2Ddz = - S Pzaz = - J Plwadu.
2 o) a a
Ha itt a = -X helyettesitést végziink:
2T Jr
(wau = S P(u)du (1.16)
o‘[ I -
"Ha az (1.15) formuléban a = -X - x, akkor
2T ?—x :
{u)du = {u)du, tehdt (1.16) és (1.17)
J 70 -T—x\f) (1.17)
zlapjéan: .
T Pt - [
(u)du = J¥(u)du
-J-x 7 -
Ezek alapjén az .(1.1l4) formula helyett frhatjuk, hogy
T . . 1
: sin{n + Z)}u
@n(x) = _%'Ef Fx + u) : u2 du
- 2 sin 5



Ha az (1.18) 8sszefliggés jobb oldaldn 4116 integrdlt,
amelyet Dirichlet-féle szinguldris integrdlnak nevezzuk, a
-7, 0] és [0, ] szakaszokon vett integrdlok Ysszegére
bontjuk és az elso bsszeadanddban u helyett (-u)-t irunk,
akkor

sin(n + —)u
@n(X) = j' flx + 4) ———————— du + {(1.19)

2 51n_%

- sin{n + %)u
f f{x + u) —_— du =
0 2 sin 5

SIS

1 sin{n + %)u
CHe J'Ef(x +u) - f(x - u)] ——=— du
0 sin .

o

Irjunk most az (1.19) formuldban wu helyébe 2t =-t, ekkor
. .

2 : .
§o () = 2 f [r(x + 2t) - £(x - 2t)] sin(2n 4 1)tgg (1.20)
d

Ezzel az n-edrendd Fourier-polinomot zdrt alakban sikerillt
elfdlliitani. A késdbbiekben erre a formuldra t&bbszdr fogunk
hivatkozni.

Az olvasdban felmerililhet a kérdés, hogy mi értelme van
a bonyolultnak tiné (1.20) formuldnak, amikor a @ (x) Fou-

k,bky.egyutthaték (1 8)-(1. 10) formy-

14kkal vald klszémitasa utdn (1.11) alapjdn fel tudjuk frni.
Valéban, ha £(x) = @ {(x), akkor az (1.20) egyenlet egy

azonossdg, amire semmi szilkséglink nincs. Ha azonban f(x)
nem trigonometrikus polinom, hanem egy adott flggvény, amely
2T -szerint periodikus és bizonyos feltételeknek eleget tesz,
akkor kézeliteni fogjuk a Qn(x) n-edrendfi trigonometrikus

rier-polinomot agz

polinommal, hasonlé médon ahhoz, .ahogy elég sokszor diffe-
rencidlhatd f(x) flUggvényt Taylor-polinommal k¥zelitettiink.

A k&zelités pontossédgdnak megitéleseben az (1. 20) formu-
la hasznos lesz.



2. A Fourier-sor fogalima. Konvergencia-kritériumok

Definfcid:
Az

a o0
59 + E::(ak cos k x + b, sin kx) (2.1)
k=1

alaki végtelen sorokat trigonometrikus soroknak nevezzilk,

2.1 Tétgel:
Ha az f(x) flggvény egyenletesen konvergens trigono-
metrikus sorba fejthetd:

a oo
£(x) = 59 + E::(ak cos kx + b, sin kx) (2.2)
k=1

akkor e sor egylitthatél egyértelmiien vannak meghatdrozva,

Bizonyités:

Emiékeztetlink r4, hogy egyenletesen konvergens fiiggvény-
sor tagonként integgélhaté. Ha (2.2) sor mindkét oldalat
integrdiljuk a (-, L) intervallumon, akkor az (1.5) 8ssze-
fliggések alapjén:

T
ao 1
= == f(x)Ydx adédik. ; {(2.3)
2 X3 _
A (2.2) sort cos kx-szel, ill. sin kx-szel szorozva
és a (=X, X} intervallumon integrdlva asz
1 J
B, R _f f{xYcos kx dx, ill. {(2.4)
1 X
bk = % -Jj-'{ f{x) sin kx dx

értékek adddnak, miként a trigonometrikus polinomok térgya-
ldsa sordn lattuk.

Definicid:

Legyen ffx)ZTf-szerint periodikus folytonos fliggvény.
Ekkor a (2.3) és (2.4} formuldkkal meghatdrozott 'ao’ak’bk
szdmokat az f(x) flgegvény Fourier-egylitthatdinak neveszzil,
az olyan trigonometrikus sort pedig, amelynek egylitthatdi
az f(x) flggvény Fourler-epyltthatdi, e fliggvény Fourier-
soranak hivjuk.

Ge



A 2.1 Tétel arra az esetre vonatkozik, amikor &az £{x)
fliggvény és az 1. cos x, sin x, ..., €05 nx, sin nx,... tri-
gonometrikus rendszer tagjaival szdmitott szorzatintegrilok
Gtjén kapott egyiitthatdk segitségével képezett sor egyenle-
tesen konvergens. Természetesen felmeril a kérdés, hogy az
f(x) fliggvénynek milyen tulajdonsdgokkal kell rendelkeznie
ahhoz, hegy a (2.2) sor egyenletesen konvergens legyen.

Ha f(x) integrdlhaté fliggvény, akkor a (2.3) és (2.4)
képletek segitségével az egyitthatdk kiszdmithatdk és a (2.2)
sor formdlisan felirhaté, azonban egydltaldn nem biztos, hogy
a sor konvergens, féként, hogy egyenletesen konvergens és ’
hogy tetsz8leges x helyen a {(2.2) jobb oldalédn 4116 sor
Ssszege megegyezik f(x)} értékével.

Az a kérdés, hogy az f(x) fliggvénynek milyen feltéte-
leket kell teljesitenie ahhoz, hogy a (2.2) sor egyenletesen
konvergens legyen, a Fourier-sorok elméletének k&zponti kér-
dése. Mutatunk majd néhdny elégséges feltdtelt erre vonatko-
zélag. ’

Definicid:
Legyen f(x) adott [a,b] intervallumon értelmezett
fliggvény. Ha az adott intervallumon bellili tetszdleges x

€s X5 értékekre teljesil az

l£(x,) = £lx]€ Hlx, - % |* (&>0) (2.5)

1

egyenlétlenség, akkor azt mondjuk, hogy az f(x) flggvény
od-rendll és M egylitthatéjd Lipschitz-feltételnek tesz eleget:

f{x)& LipMoC.

Amennyiben az M egylitthatd értéke nem lényeges, akkor
azt mondjuk, f{x) ol -rendl Lipschitz-feltételnek tesz ele-
get valamilyen egyltthatéval é€s réviden igy jeldljuk:

£(X)¥ELip of
1. Megjegyzés

————— Kénnysd beldtni, hogy egy Lipschitz-feltételt kielégitd
fiiggvény az [a,b] intervallumon egyenletesen folytonos.

2. Megjepyzés
Ugyancsak egyszerilien beldthaté, hogy ha f(x)E Lipd,
ahol oL >1, akkor f(x) 4llandé, ugyanis ekkor

£(x,) - £x,) ' -
X)2<2 = xix1 ISMlxz 'XJ“

Ha itt x2__>xi, akkor f’(xl) = 0 tetsz8leges
xJiE[a,b] -be tehit f{x) = c.
L rivetkezdkben feltessziik, hogy ol £ 1,



3. Megjegyzés
Egyszerlien adédik, hogy ha az [a,b] intervallumban
f(x) differencidlhatd és Jf’(x)| <M, akkor f‘(x)ELipM 1.

Ugyanis a Lagrange-féle kizépértéktétel alapjédn
fx,) = £xy) = £2(z)(x, - xiA) (x,<2<x,)

tehdt
lf(xe) - f(x))]< M|x2 - x4

2.2 Tétel:

Ha a~ 21X -periddusi folytonos f(x) fliggvény differen-
cidlhdnyadosa o€ -rendi Lipschitz-feltételnek tesz eleget,
akkor f{x) egyenletesen konvergens Fourier-sorba fejthetd.

Bizonyitds:
A Fourier-egylitthatékbél kiindulva, parcidlis integri-
lédssal:

T ) T
&, = % ;£ f{x)eos nxdx = %Ef(x) EiEﬁEE ?m;
Jr .
- %ﬁ? %& £7(x)sin nxdx (2.6)

Az elsé tag a jobb oldalon f{x) periodikus volta mi-
att zérus, igy
J

-nﬂén = ~% £ {x)sin nxdx - - (2.7)
- . : : N

Végezzink az utébbi integrdlban x = ¢t +
sitést! . :
Az integrdlandd figgvény periodikus volta kbvetkeztében
az integrdlds eredeti hatdrait megtarthatjuk, igy:

=3t

helyette-

3 T ' ) - T
-dﬂén = :& F2{t + %)sin(nt f?f)dt = - _%& 2t + ;)w
. ' jt —~
+sin ntdt = ~ o £2(x + %)sin nxdx L (2.8)
[nivel sin{nt + W) = sin nt cos X + cos nt sinT = - siﬁ nt]

A (2.7) és (2.8) formuldk 8sszeadisival:

F P
-2Tn a, = :éfff’(x) - £ (x + %)]sin nxdx. (2.9)
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Minthogy a feltételezés szerint a (-W,N) intervallumon
bellili minden XX, értékpdrra igaz
A

[£2(x,) = £2(x )1 &M %, - %7 5

Xg = X, X, T X% 1 védlasztédssal a kdvetkezd Bsszefliggést
- kapjuk
]

s -
l i [r2(x) - £2(x + 1)]sin nxdxls _Ilf’(x) - £ (x + &JL
_ n it n

X ~ o
ls:tn nxldx M(T) {\,[sin nxldxg M(%) 2%
L

tehdt {(2.9)-bél:

o .
M. :
la) & =¥z (2.10)
n
Hasonldan addédik, hogy
o _
M I
Ibn £+ (2.11)
n
&2 1
Minthogy a E:: ~Tig Sor a Cauchy-féle integrdlkritérium
n=ln

alapjédn konvergens, k&vetkezik, hogy a
%E% (lal+|p| )  sor konvergens.
Ez a sdr viszont majordlja az

a (28]
f(x) = 59 + Y (an cos nx + b sin nx)
n=1

sort, amibdl az utdbbi sor egyenletes konvergencidja kbvet-
ke21k.

Az elbzlekben tett 3. Meggegyzes alapJén kdvetkezik,
hogy ha a 2l-szerint periodikus folytonos és dlfferen01alhato
f(x) fuggvény derivdltja korldtos a [-T[, ] intervallumban,
akkor egyenletesen konvergens Fourier- sorba fejthetd.
A tovébbiakban még egy - a gyakorlatban eléfordulé fiiggvé-
nyek széles osztdlyidra érvényes-elégséges feltételt mutatunk
be a Fourier-sor konvergenciijdra vonatkozélag. Ehhez els-
zetesen néhdny fogalmat kell megvilidgitanunk.
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Definicid: )

Iz T(x} flggvényt szakaszonként simdnak nevezzlk, egy
intervallumra vonatkozdlag, ha ott szakaszonként folytonos
(azaz legfeljebb véges szamd els8fajiX szakaddsi helye van)
és ha ott az elsé derivialtja [’{(x) 1is szakaszonként foly-
tonos. .

Az f(x) flggvényt tovdbbra is 27 szerint periodikus-
nak tételezziik fel és a [W,N] intervallumra vonatkozd gor-
bét_ az egész szémegyenesen periodikusan folytatjuk. Az T{x)
g8rbét fuggvény szakaddsi helyén eldirjuk, hogy f(x) =

= %[ﬁ(x - 0) + f{x + 0)] 1legyen, azaz ilyen pontokban legyen

a fliggvény a jobb és bal oldali hatédrértékeinek szdmtani kﬁze-?
pe. Ezzel a megdllapoddssal a kivetkezd tétel mondhatd ki: '

2.3 Tétel:
Szakaszonként sima f(x) filggvény Fourier-sora minden
x- helyen konvergens és Osszege elddllitja a flggvényt, azaz

a o0
f(x) = §9+Z (ak cos kx + by sin kx)
k=1

.-Bizonyités:

K tétel bizonyftdsdhoz felhaszndljuk az (1.18) Dirichlet--

integrdlt, amelynek alapjdn a Fourier-sor n-edik részletdsz-
szege:

sin{n + %)t

=8

P!

i

2.12
5 dat (2.12)

f{x + t)

S _(x) =
n ) i
sin 3
alakban irhaté.

Az Sn(x)-+ f(x) konvergencia bizonyitdsdhoz szilikségiink

leSz két segédtételre.

1. Lemma:
- Ha az s{x) fiuggvény az a%£x<£b intervallumban sza-
kaszonként sima, akkor az
b -
I= [ s(t)sindt at
a

integral A ~oo esetén zérushoz tart.

*Elséfajﬁ szakaddsi helyen olyan szakaddsi pontot értiink,
ahol a filggvény bal és jobb oldali hatdrértéke létezik és
- ezek kiildnbsége véges szém.



Bizonyités:
Parciilis integrdldssal adddik, hogy

b ’ b
f s(t)sinAt dt = %[— s(t) cos lt)] + (2.13)
a : a

b
+ [ s°(t) cosAt dt]=

Y
1 b
= i{[_s(a)cos).a - s(b)eos XA b]+ f s’(t)cos At dt
. 1

Mivel a z4rdjelen belilli 8sszeg korldtos, a jobb oldal
2 >0 egetén zérushoz tart.

2. Lemma:
Tetszfleges a>0 esetén

2 sin)t T

lim [ S2AZ ap = 4. (2.14)
A-»c0
A (2.14) integrdlban At =T helyettesitéssel:

& sin At alsin’i: oosin’c
lim A%t = lim S FE— 4T = [ 2= az
A oo A200 0
(2.15)
Ebbdl kdvetkezik, hogy a (2.14) integrdl hatdrértéke
a-tél fiuggetlent
Azt kell tehdt bebizonyitanunk, hogy

FsinT oc’sin X T
E)f —_'t d@ = bj- —_X dx = 5 . (2-16)

Azt, hogy a (2.15) integrdl egydltaldn konvergens, konnyi
beldtni. .

N /N
0 MU/ sm_/

2.1 dbra




Osszuk fel ugyanis a pozitiv félegyenest a O,if, 2T, -
3M, ... osztdépontokkal T hosszlsédgl szakaszokra, ekkor figye-
lembe véve.a sin x. fillggvény gdrbéjét, amely a fenti szaka-
szokon vdltozé eldjelll, frhatjuk, hogy:

' vil
w . w 'o
f 2 Xgy = 3 J S HER X ax (v=1,2,...) (2.17)
o T V=1 (v-1)IL

« v'jr 3
Bevezetve az ay = BiN X 4y Jjeldlést,
y-1)x X
foo . . . oo
sin x ' .
——=dx =a_ -a, +ta,-a,+ ... =9 ap (2.18)
0 _xA ) 1 2 3 . =0

Mivel a [(v- 1) 'JT, V’JTJint_ervallumon _sin x g;;tékeit
kisebb x értékkel kell osztani, mint a[vn,(\>+ jhlj inter-
vallumon, ezért [av+1]<|av| vagyis a (2.17) sor monoton csdk- -

ken$ abszolut értékii tagokbdl 4116 vdltakozd eldjelfl sor,
ahol

v v
avse J[E3Xaxe {1 ljax = 1nvT - 1n(v -0)X -
(v-1)T (OO DITRRE
= 1n(1 + —2 7)— 0,

ha y-»o00, ezért a (2.17) sor a Leibniz-féle kritérium értel- -
mében konvergens. )

Most az 1. Lemmdra tdmaszkodva megmutatjuk, hogy fennill
a : ' :

i |
lin [ sindt(—— - )b = 0 (2.19)
A>® g 2sin .

rof et

hatdrérték reldcié, ahol a <21 tetszdleges pozitiv szdm.
Az egyenldség érvényessége t # 0 esetén az 1. Lemmidbdl rog-
ton kdvetkezik. , ‘ '

A € = 0 helyen az integrandus mésodik tényezéje O-hoz
tart, mivel

Tovabbé:
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-g--sing tg%-sin% 1-003% .
0 < £ - T < £ - T = T T ha<0<t il .
E sSin E E s5in —2' . -é' .COS 'é- -
A L’Hospital-szabdly alkalmazdsédval:
.. 1 - cos X _ . sin x _
x]_flg X cos X - X_:Lllg cos . x - x sin x =0

Ezzel a (2.19) reliciéd érvényesééget kimutattuk.
Ha a (2.19) formuldban a =T , akkor tehdt:

w | S S
1im [ SEUAL gy = gy [ 2ARAS g (2.20)
"A=>oo A —>oco 2 sin 3
A (2 20) egyenlet Jobb oldalén 4116 integrilban

A= n + = helyettesitést végezve, miként az (1.18) Du‘lchlet-
formula gzarmaztatésénal lattuk:

T
n
dat = f (%+Z cos kt)dt =

.t .
0 251n§ _ 0

amirdl tagonként1 1ntegré1éssal meggyozﬁdhetunk, ugyanis az
integrandus pdros figgvény, igy

fjtsin(n + —2—)1:

roli=)

(2.21)

T ST N ,
i

2 j(— +Zcos kt)dt = (5 + 3 cos kt)dt =
_ =] k=1
n i -

~ ~

=0+ 5 ‘_g[cos kt dt =d,
k=1 - : .

Mivel a (2. 20) egyenlet bal cldalén éllé integrdl hatdr-

értéke a (2.15). osszef‘ﬁgges alapJan a f‘elsé‘ hatdrtdl flgget-
len, ezért éltaléban 1gaz, hogy

. jt‘ -
a . . .
lim - Sl“tlt dt = lim f ﬂ‘—’.ﬁg at = %f . (2.22)
A >0 A->00.0 2 sin 5

2

A fenti két lemmara tamaszkodva kénnyen adédik a 2.2
Tétel bizonyitdsa

4

1 sin(n + §)t
lim Sn(x) = 1im % f{x+t) ——-————dt = f(x)
n-—»eo n-»co 1 g 4 sin =

: (2.23)

107



Az 1ntegra1as tartomanyat az origdval két szakaszra bont:
Juk [-JL O] és (0, JL:[ intervallumokra. Legyen az 1. lemmdban
szerepld s(t) fliggvény:

_f(x + ) - £{x + 0)

2 sin%

amely a 0<£t£ T intervallumban szakaszonként sima.
Az 1. lemma alapjén:

s{t)

T .
Zilt s(t) sinAt dt = 2_Ifff(x +E) S:Ln)Ltjt _
0 sin -2-
i
_é—,ﬂ_ ff‘(x + 0) .SEQ}EEdt __,0 ha 2 - oo (2.24)
0 sin 7

Mivel A= n + =, A->0o ha 1n 00 .

2’
A misodik integrédlban f(x + 0) az integrédljel elé ki-
emelhetd, a 2. lemma alapjédn pedig:

s
freindt o L nadaie, tgy
0 2 sin §
T -
.1_. f(X + 0) M dt = f(x + 0).!‘. M d¢ =
i g .t ks . T
0 sin = 0 2 sin x
2 2
1 ) _ ‘
=5 f(x + 0) : _ (2.25)
Ugyanigy kapjuk a [N, 0] intervallumra vonatkozdan,
hogy .
9 sin At | 1 '
Lim '2_'r Jor(x + 8) =524t = 5 f(x - 0) (2.26)
A0S -1 sin 5
A (2.25) és (2.26) egyenleteket Gsszeadva kapjuk:
il
f 81n(n + —)t
1im f(x + &) — 2 4t =
n-—»eo 2:H"—JL sin %
fx + 0) 2 flx = 0) » pyy, (2.27)
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mivel minden folytonossdgi helyen f(x) a jobb és bal oldali
hatdrértékeinek szdmtanil kézepe, szakaddsi helyen pedig ezt
irtuk elg. . '

Ezzel a 2.3 tételt, amely mind elméleti - mind az alkal-
mazdsok szempontjdbdl - alapvetd jelentdségli, teljesen bebi-
zonyitottuk. X -

Tehdt szakaszonként sima f(x) filiggvény Fourier-sora
konvergens és a Fourler-sor &sszege minden x helyen megadja

f{x) értékét, ha a szakaddsi helyekre az f(x) = %[f(x - 0+

+ £{x + 0)] eléirdst tesszilk. Felmeril a kérdés, hogy szaka-
szonként sima f(x) flggvény esetében az f{x) Tfliggvénynek
valamely (xi,xz) intervallumra vonatkozd hatérozott integ-

rdlja kiszdmithatd-e a Fourier-sor segitségével. Kordbbi is-
meretiinkb6l tudjuk, hogy ha egy végtelen fliggvénysor egy adott
intervallumban egyenletesen konvergens, akkor tagonként in-
tegrdlhaté. Mivel f(x) szakaszonként sima, tehdt adott in-
tervallumban véges szami szakaddsi helye lehet, ezeken a he-
lyeken viszont a Fourier-sor nyilvédn nem lehet egyenletesen
konvergens. ‘ :

Ennek ellenére - és ez igen figyelemre méltd tény - sza-
kaszonként folytonos f(x) flggvény Fourier~sora tagonként
integrdlhatsé. Erre vonatkozik a kdvetkezd tétel.

2.4 Tétel —
Ha az f{(x) fliggvény a ~Ilgx<H intervallumban szaka-
szonként folytonos és ha az '

a co

o i .
5 5;: (ak cos kx + b, sin kx)
k=1 .
sor az f{x) fﬁggvény'Fourier—sora, akkor

: x2' - X, oo

jﬂ f(x)dx = % j’ a dx + 5:: = (a, cos kx + b, sin kx)dx

0 = R k k
X : : X k=1
1 : 1
(2.28)

Bizonyitds:

X a
Legyen F(x) = [ Lf(s) - 5%jdt
2% 2
Ez a fiiggvény szakaszonként sima és F(Jl) = F(-T) = o,
j'[' .
: a
. 1 _ _©
mivel 5T Jgif(t)dt = 5 .
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F(x) tehdt a (—ﬂ;ji) intervallum végpontjaiban megegye-
z8 értékil, igy az egész szdmegyenes periodikusan folytathats.
Az F(x) rflggvény Fourier-sora:

o0
AO_+ E:: (Ak cos kx + By sin kx) (2.29)

o] =

F{x) =

egyenletesen konvergal F(x) hez, mivel ¥F(x) szakaszonként
sima.

Az Ak’ Bk egylitthatdk parcidlis integréléssal:
gl
=z = LrF(x)cos kx dx = 1—[F(x)sin kx ] -
% ! T Ve y
- -1
ﬁf' j; f(x)31n kx dx = = bk _ (2.30)
' X
Bkz 1 JF(X) sin kx dx = -J%—k{cos kx]_,_[+
v
1 f(x)cos kx dx = 1 a
Hk o k "k

A (2.29) sor egyenletes konvergencidja folytédn ugyancsak
egyenletesen konvergil a

o . X
F(x2) - F(xi)'= E;i [Ak(cos k x, - cos k xi) +

- sin k xi)]= EZ: (- k(cos k x, -

+ Bk(51n k x 5

2
a:k . . a .
- cos'k xl) f E—(31n k x, = sin k xl)] . . (2.31)'
. L : X o a
. Ha most elvégezzilk az P(x) = j"[f(x) —.§9ﬂ dx helyet-
tes{tést, (2.31) alapjén,. T

) a -
f [£(x) - —z-g]dx Z x[ E';L cos kx + b, SJ.n kx]

(2.32)
amit blzonyitanunk kellett.
ismertetjilk, bizonyitds nélkiil, Dirichlet- tetelet, amely
ugyancsak elégséges feltételt Jelent a Fourler-sor konvergen-
cidjara és a gyakorlatban sokszor alkalmazhaté:
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2.5 Tétel

Legyen f(x) olyan figgvény, amely a (-1 ,J) inter-
vallumban szakaszonként monoton, (azaz a [-, X]intervallum
feloszthaté véges sok részintervallumra, amelyekben £(x)
monoton).

Ekkor f(x) Fourier-sora a mindig létezd -%{?(x + 0) +

+ f(x - Oﬂ értékhez tart (specdlisan magdhoz az f(x) rfligg-
vényértékhez f(x) minden folytonossdgi helyén). Az inter-

vallum végpontjaiban a sor &sszege: %{}(—j[+ 0) + £(T- 0).

A Dirichlet-tétel éppen dgy, mint a 2.4 tétel, a fliggvé-
nyeknek igen kiterjedt osztdlydra vonatkozik. Ugyanakkor ami-
kor a (2.5) tétel megengedi, hogy az f(x) filiggvénynek a
(-3, L) intervallumban végtelen sok extrémum (maximum vagy
minimum) helye legyen, de megkdveteli a derividlt folytonos-
sdgdt vépges szami pont kivételével, addig a 2.5 tétel csak
véges szdmi extrémum hely létezését engedélyezi, viszont nem
tamaszt semmiféle kdvetelményt a derivdlt 1létezésére vonat-
kozdan. Az analizisben és annak alkalmazdsaiban, pl. a misza-
ki tudomdnyokban eldfordulé periodikus filiggvények szinte ki-
vétel nélkill kielégitik vagy a 2.8 tétel, vagy a 2.5 tétel
{(vagy mindkett8) feltételeit,

Megemlitjilk még, hogy Dirichlet-tételét Jordan még t4-
pabb fliggvényosztdlyra az Un. korldtos varidcidju fliggvények
osztdlyéra kiterjesztette, igy az ircdalomban Dirichlet-
Jordan-tétel néven szerepel. Bizonyitésdt 14sd pl. [4].

3. Tetszdleges periodust fiaggvények Fourier-sora

Az eddigiekben 2J-szerint periodikus fliggvények Fou-
rier-sorba fejthetdségét vizsgdituk. Legyen most f(x) vala-
mely més 2£ -hosszisdgl periddussal bird fliggvény.

Vizsgdljuk f(x) Fourler-sorba fejtését a [{E,E] inter-
vallumon! Tegyiik -fel, hogy f(x) ezen az intervallumon ele-
get tesz a 2.4 vagy 2.5 tétel feltételeinek.

Alkalmazzuk az X = T = transzformdcidt, vagyis

* i .

X =7 X. P

Léthaté, hogy x =L esetén x- =T, x = =L esetén
;(SE - =T R : .
Tehit a

jp(xx) = f(% xx) filggvény 27U szerint periodikus, mint

x .t .
X fliggvénye.
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3.1 dbra
Szamitsuk ki ¥ (x*) Fourier-egyiitthatdit!

i

x & = x X K
‘f(x Y = 2—0- + Y (a, cos kx- + b, sin kx“), ahol:
k=1

k k i
"a ‘1 T x 1T t £ 1 ;
o _ x _ ¥ -
> ‘j?_I)oX ydx %1 sz(ﬁx ydx 7 If(x)dx
. X ¢
1 * x _ 1T [
ay = i._j?{x deos kx” dx” = £ 7 ;g f(ﬁ X))o (3.1)
T 1 ¢ [y ’
. ] - 3
< *(cos k 7 x)dx = E ;f f(x)ecos k E X dx
T _ P ¢
D) = %‘—j P(x*)sin kx¥ax® = % %.J&f(% x*)sin k %ax:
[ o
‘h= % § f(x)sin k_% xdg

-1

ugyanis az x = ® x*  transzformicid folytén f(% xx) = £(x}.

Itt a Fourier-sor Osszege 2! -szerint periodikus fliggvény..
Tehdt tetszdleges hosszusdgl periddussal bird flUggvény Fourier.
sora mindig visszavezethetd egy 2N-szerinti periodikus fligg-
vény Fourier-sordra, az egylitthatdk kiszdmitdsdt a (3.1) for-
muldkkal kell végezni. :
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4. Paros, illetve paratlan fliggvények Fourier-sora.
Példak

Tegyilk fel, hogy a Fourier-sorba fejtendd f{x) fligg-
vény a |-T, i]intervallumban pédros fliggvény. Ekkor
f(x)} sin kx pératlan figgvény, amelynek a (-T, ) inter-
vallumon vett integrdlja zérussal egyenld, igy az Osszes bk

egyltthatdk zérussal egyenldk. A piros f(x) fliggvény Fou-
rier-sora tehdt:

a o0 : |
f(x)~'§9 + 2_ a, cos kx, ahol (4.1)
k=1
R T
= 1 _ 2 N[
a = { l&f(x)cos kx dx = T s f(x)eos kx dx {(4.2)

az f(x) fliggvény pdros volta miatt.

Roviden dgy fogalmazhatjuk eredményiinket, hogy paros
fliggvény. Fourier-sora tiszta cosinus-sor. Ha az f(x) flgg-
vény a [-I,X] intervallumon kielégiti a 2.4 vagy 2.5 tétel
feltételeit, akkor a (4.1) dsszefliggésben a "~ " jel helyett
"=t {prandg. '

Tegyllk most fel, hogy f(x) a [}Tﬁjtlintervallumon pa-
ratlan fliggvény. Ekkor f(x)cos kx pédratlan, igy az 8sszes
ay egylitthatdé zérussal lesz egyenld. Mivel sin kx pérat-

lan flggvény, f(x)sin kx paros fliggvény, igy

i

_ 0 .
_ 1 . _ 2 . :
bk = j[,_j:;[f(x)s',ln kx dx T ) f(x)sin kx dx. (ﬂfB)

Tehdt pdratlan fiiggvény Fourier-sora tiszta sinus-sor.
P&1dék

1. Fejtsiik trigonometrikus sorba azt az * £(x) fliggvényt,
amelyet a [}ﬂ;]j intervallumban a kivetkezSképpen értelme-
ziink: f(x) = aX, ha 0&x €Wés f(x) = bx, ha -Wgxg0,

a és b 4llanddk. Ez a flggvény természetesen kielégiti mind-
két alaptétel feltételeit. Az f(x) [fliggvény gbdrbéje az

y = ?x és y = bx egyenes darabokbdl 4116 t&rtvonal (4.1)
abra). - ’ . .

Szdmitsuk ki az f(x) fliggvény Fourier-egyiitthatéit!
Ha n # 0, kapjuk, hogy - .

0

i
1j 1
a = = f{x)cos nx dx = = bx cos nx dx +
n I Jyg -t T 2
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o ———

Sr-----

i X b |x si 0 0 53
+ & Jax cos nx ax = 2{xeinmx’ sinnx
T 0
. g‘{x sin nxl _ f sin nx ;. _ b cos nx
X nodo oM w iy
b -
= =5l - 0T B [-0T - )= 252 - T,
Jin In n
azaz
b - a ‘ b - a
a, = 2 a, = 0 &, = === 2, ay = 0, ...
17 .12 72 T3 T .82 > %h ’
n =0 esetén kapjuk:

Tovéabba
1 ! 1 0 ‘
bh T _Jf(x)Sin nx dx = & !ﬁ}bx sin nx dx +
T 0 0
+ %: ax sin nx dx = %{; E_EEE_EE + J‘ cos nx
) 0 ._jE _'J‘[’
T ,
+a-wﬁ+jcosnxdng_—_§[(_1)n+
X n n T n
0 0
a - I’l_a+b_-n+1
e 1) = A (1),
azaz
=2+b - _az*hb _a+b
P17 T s Byt T A
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- Tehdt a Fourier-sor a k&vetkezd alaku:

12 1
-2 ; sin 2x +{b T 2 j% cos 3x + & ; sin 3%}_
- 3
a+ b

+ {a + b)Y sin x - % sin 2x + 1 sin 3% - ...4.

3

A (-, ) intervallumban ez a sor az f(x) figgvényt
allitja eld, ag x = + Il pontokban pedig a sor az

+all_ . a-b
2 =X 2

£(-T+ 0) +-f(5[— 0) _ - bl
5 =

értékhez konvergil.
Ha x = +J érdekes numerikus sort kapjuk:

-b _a=-b., 6 2(a-b){1 1 1 = . ]
T2 T+ {——-+ 25+ 25 ¥ ...j
il T 12 32 52
ahonnan

GO 1
= =+ == +.
2 52

EbbéL a éorbél néhany méas érdekes képletet is kaphatunk.
Legyen - .

1 1 1 1
6’-?2—1"; +--3—2—+L—2—-+ e
. . 2'
SR S SR S S A
17027327 52 8
6, =L + L 1 ...
_2 22 li2 62
Ekkor
- 1 21
6:6,+6,, 6,=76=505 +6,),
vagyis
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2
_ _X
362 = 6&, azaz 52 i ey
Ezek szerint
6. 12,12 1P
B -7 'R

azaz

1

T2 1 1 1
= + —= t+t —= F —=
6 27 2 52

1
=+ ...
u2 52

JE

Bir a most tdrgyalt f(x) figgvény a [-T, I]interval-
lumban nem elemi fliggvény, a Fourier-sorba vald fejtés lehe-
tévé teszi, hogy ezt a filggvényt kdzelitSen igen egyszeri
elemi figgvényekkel fejezzilk ki.

Vizsgdaljuk meg a kapott sorfejtés specidlis eseteit!

Tegyik fel, hogy a = 1 és b = -1. Ekkor a [}jﬁﬂj
intervallumvan f(x) = |x| (4.2 dbra). A kdvetkezd sorfej-
tést kapjuk:

f(x) = %ﬁ- %(% cos X + i—zcos 3x 4+ é—i cos 5% + ...)

Ez a sor minden x-re konvergens és a [-J, J[] zdrt inter-
vallumban az Jx| figgvényt 411itja eld, mivel az f(x) Cfiigg~
vény - periodikusan folytatva - olyan fiiggvény, amely folyto-
nos az egész X tengely mentén és a derivdltnak csak az
x =k, k=20, t1, +2,... pontokban vannak szakaddspontjai.

§.2 dbra

Az f(x) = |x| flggvény paros, tehat mint a [0,7] in- .
tervallumban adott y =.x fliggvény "pdros folytatdsa" dltal
képzett flggvényt tekinthetjiik.: :

: Legyen most b.= a =-1. Ekkor f(x) = xa Pﬂlﬁj inter-
vallumban (4.3 dbra) és a sor a kdvetkezd alakot &1lti:

f(x) = 2(sin x - % sin 2x +'% sin 3x - ...)



3T -2

:
1
i
a 0 i 2w
:
1

g

4.3 4bra

Ez az egyenldség igaz minden x-re, ha -fE<x<:1, mig
X = i][ esetén a sor Osszege 0~val egyenld, x = % esetén
a N szémra kapott ismert Leibnitz-féle sort kapjuk (amely
az arec tg x Taylor-sorba fejtésekor keletkezett

Az f©(x) = x fuggvény a Eﬂ;iq intervallumban paratlan,
tehdt mint a [0,%] intervallumban adott y = x  flggvény
"padratlan folytatdasa" dltal keletkezett fliggvényt tekint-
hetjik.

Léthatjuk, hogy az f£(x) = x flggvény a [0,T] inter-
vallumban akdr mint "pdros", akdr mint "pdratlan" trigonomet-
rikus sor &llithatd eld:

A
=

X _ b1 1 1 =
X =35 K(IE cos x + gﬁ cos 3% + —5 ¢€OS 5X + ...} =
B . 1, 1 .
= 2(sin x - 5 sin 2x + 3 sin 3x = “..).
Legyen a = 0, b = 1, Ekkor f(x) = 0, ha <x< I )
és f(x) = x, ha - < x<0 (4.4 dbra).
Y

b4

3

e REEEE
=2

—_—— e e o M o — -
W
3

[ RN SN

4.4 4ora
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Ekkor a k&vetkezd sort kapjul:

T 2.1 1 1
f{x) = - + 5(== cos X + =5 cos 3X + =5 €O0S 5X + ...) +
T °xX 42 32 )
. 1 . i . ’
+ (sin x - 5 sin 2x + 3 sin 3X = wea)e

Ez a sor a |0 ﬂj intervallumban mindeniitt zérushoz tart,
viszont a (-, ] intervallumban x-szel egyenld, ha pedig

x = +7, a sor Osszege - %.

2. Fejtsik ‘trigonometrikus sorba a [O,jf] intervallumban
azonosan l-gyel egyenld fiiggvényt: f(x) = 1, Ezt a fligg-
vényt a [—E, O] intervallumban tetszfleges mdédon, akir "pd-
rosan', akdr "pdratlanul" folytathatjuk (4.5 4dbra).

IY
H H H 5 . 3 -
37 27 r 1 o T 2% ?3’“ X
] f 1 | [ |
4.5 4bra

Mint k&nnyen lathato, "péros folytatds”-ndl a Fourier-sor
a konstans taghoz konvergdl és az 1 = 1 azoncssigotbt
kapjuk. o

Vegyuk a pératlan folytatdst! Ekkor:

I
2 f sin nx dx = 2,7008 nX| . 2 1 - (-1)"],

b =
n B X n 0 Tn
azaz
- 4 L - n
. b1 Tl b2 =0, b3 TS

Tehdt, ha 0<x<J kapjuk, hogyﬁ

y . 1 . 1 .
1 = ﬁ(31n X +‘§ sin 3x + 5 sin 5x + ...},
ahonnan
% = sin x + % sin 3x + % sin 5% + ... (0<x<T).
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A (-, 0) intervallumban a sor Ysszege mindeniitt %'-
gyel egyenld, mig az x = -X, x =0, x = pontokban zé-
rus. Hasonlé médon viselkedik a sor barmely, a [-T, X] alap-
intervallumtél eltérd [(k - 1), (k + 1)) intervallumban,
shol k pédros szam. .

2

Specidlisan, ha x = %} "Ujbél a
it i 1

=1 -3 +g " .
I 3 5

sort kapjuk.

3, Hatdrozzuk meg az f(x) =|sin x[ fliggvény Fourier-so-
rét (4.6 &bra). Ezt a flggvényt a sin x fiiggvénynek a [0,T
intervallumbdl a [-J, 0] intervallumra vald pédros folytatd-
sakor kapjuk. .

M 21 T lo T 2T 3T
4,6 abra

T
_2 (.. oy
a_ = R 4’31n x dx = T *

T T
_2 (s ey N
a, = F g sin x cos nx dx = T s [sin{n + 1)x
0 s ha n pératlan,
sin{n - 1)x]dx = - 55 , ha n péros.
Wn~ - 1)
Kévetkezésképpen:
. _ 2 b1 N 1 1
|sin x| = 7 - j{To3 ¢os 2x + xipcos 4x + sT7 008 bx +
+ ... t 1

n = 1) (2a + 1) COS 2nNX + ...).

A sorbafejtés igaz tetszfleges x-re. Specidlisan, ha
x = 0, az
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1 _ 1 1 1 1
2T 33t gt P M o D vy o

Osszeflilggést kapjuk, ami egyébként kdnnyen igazolhatd elemi
uton is.

5. Becslés a Fourier-sor részletdsszege
és a fuggvényérték kdzotti eltérésre

Definfeid:
Az

3 o0
f(x) = 52 + E:i (a, cos kx + b, sin kx) (5.1)
k=

konvergens Fourier-sor n-edik részlet®sszegén az

a  n .
'8, (x) = 59 E;% (a) cos kx + b, sin kx) = @n(x) (5.2)

1-edrendil trigonometrikus polinomot értjiik.
Az (5.1) sor részletbssezgei tehdt:

a, - ag,
So(x) = 5 Sl(x) = 5 tajcos x+b

1 sin x,... stb.
Vizsgdljuk azt a kérdést, hogy ha az

Sn(x)' részlet-
Osszeget szamitjuk ki, az mennyire tér el a végtelen sor 8sz-
szegétdl, az f(x) fliggvénytsl!
Az (1.20) formula alapjsn az Sn(x) részletlsszeg zdrt

alakban: —~

T

j2
0
2

' Sn(x) =

b

[e(x + 26) - r(x - 2¢)) 2dnlen  Litge

Lemma: Ha n>
T

2 s :
1 sin(2n + 1)t 2 + fnn
Jtof’ sin ¢ |dt<"2"

(5.3)
s, akkor :

(5.14)

. : ' T

Az (S%F) 1nté§?élt bontsuk két részre a [0, ST ]
1 , ( )
és a [sras—77 > %] szakaszokon vett integrédlokra:
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T T
1 j2,sin(2n + 1)t|dt -1y n+2 |sin(?n + Db lae
iy 0 sin t T 0 sin ¢
i
2 .
x sinzn + 108 q (5.5)
I
n+2
A jobb oldali elsd integrdlra alkalmazzuk a
Isin ntls.nlsin tl (5.6)

egyenlftlenséget, amelynek érvényessége teljes indukcidval
kdnnyen beldthatd.
Ugyanis n = 2 esetén
|sin 2t[=]2 sin t cos t]s2|sinlt[ mivel| cos £ 1.
Tételezzilk fel, hogy (n - 1)-re fenn 411:

Isin(n'- 1)t

¢(n - 1)|sin t]

Ekkor
| sin nt|=|sin[(n - 1)t + q1='sin(n - 1)t cos t +
+ cos(n - 1)t sin t| < (n - 1)|sin tf|cos ]+
+]cos(n - 1)4lsin t|g n lsin t!

mivel |cos tisl, lcos(n - 1)t|$1.
Ezek alapjén:

iU
Tn+2, . .
1 sin{(2n + 1)t 1 : T 1
T Of I sin © ]dt\< p2n + 1) srepray ¢ o5 (507)

Az (5.5) formula jobb oldaldn 4116 integrédlra alkalmaz-
zuk a

sin t}% t (0g ts%f), valamint a (5.8)

| sin(an + 1)t| &1 becsléseket. Ez utsbbi (5.9)
trividlis. .

4z (5.8 egyenldtlenség abbdl adddik, hogy a sin t

gt t
fliggvény a [0, %] szakaszon csdkken, ugyanis a deriviltja

negativ ebben az intervallumban: 117



. + s
(512 t), - cos t2 sin t© <0,
t
mivel t<tg t [0, %j-bgn.

Ennek alapjdn:

mivel t cos t < sin %,

iq X
sin & >[sln 2]= 2
t 7Ll i
2
. 2
azaz sin t 7% t.
fgt
sint|t 9
5.1 dbra
Innen adddik, hogy
1 j sin(2n + 1)t 1 L at=L1in—2 -
T4 sin € W g 24 2 STy
n+2 n+2 T eten + 1
z % 1n(2n + 1) (5.10)

Azonban 2n + 1 < n+e, ha n>2, tehdt 1In(2n + 1)<1 + 1ln n:
Ezeket figyelembe véve: :

T
2 .
1 sin(2n + 1)t 1,1 +3inn _2+1nn
= g, At 45 v =5 = S (5.11)

ami a lemmdt bizonyitja.

Kbvetkezmény: ;
Ha a [-T, T !intervallumban ]f(x)[g M, akkor (5.3) alap-
jan: az (5.9) egyenlétlenségbdl kbvetkezlk, hogy:
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sin(?2n + 1)t

T dt <« M(2 + 1ln n) {5.12)

| T
5,(0< 3 _g{ ou|

Ezzel a Fourier-sor részletdsszegeire vonatkozdlag felsd
kxorldtot nyertink. :

6. Fejér-féle dsszegek

Az eldzdekben megadtunk bizonyos feltételeket 27 pe-
riddusi f(x) fiiggvényre vonatkozdlag, amely feltételek
teljeslllése (Lipschitz-feltétel, a derivdlt korldtossdga stb.)
esetén f(x) egyenletesen konvergens Fourier-sorba fejthetéd.
Maga az a tény, hogy f(x) folytonos figgvény 2I periddus-
sal lehetdévé teszli a Fourier-egylitthatdk kiszdmitdsdt, de
nem biztos, hogy a sor konvergens. Szerkesztettek olyan foly-
tonos filiggvényt is, amelynek Fourier-sora végtelen sok x
értékre divergens. Ez azt jelentl, hogy ilyen fliggvények ese-
tében bizonyos x értékekre az Sn(x) részletdsszegek nagy

n esetén végtelen nagyok lesznek, Fejér Lipdétnak sikerilt
folytonos 2N periddusd f£{(x) flggvények esétében a Fouri-
er-sor részlet8sszegel segitsépgével olyan trigonometrikus po-
linomokat konstrudlni, amelyek egyenletesen konvergidlnak az
f(x) fliggvényhesz.

1. Tétel:

(Fejér L.): Legyen f(x) 2T periddusi folytonos fillgg--
vény és legyen Sn(x) e filggvény Fourier-soridnak n-edik rész-
letdsszege.

Ekkor a

S (x) + 8,(x) + ... +ISn_1(x) 6

Gn(x) =

n

6sszegek,'(amelyeket Fejér-féle Osszegeknek neveznek) az
egész x tengelyen egyenletesen konvergdlnak az f{x) fligg-
vényhez: }

ln 6 (4 .
noses n(X) = £0X).

A Gn(x) Fejér-féle bsszegek nem mdsok, mint a Fourier-

sor els8 n szami részletdsszegének széamtani kdzepei.

Bizonyités: :
Mindegyik Sk(s) részletdsszeg elB41lithaté a Dirichleb-

integril segitségévéi—‘
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T

2 :
5, (x) = %g [£(x + 2t) - £(x - 2¢)]inl2k + Dty

sin t
alakban. Ebb&l (6.1) alapjén:
T
2 n-1i
.1 fix + 2t) - f{x = 2tk _.
GH(X) el j S T . {g_ sin{2k + 1)t] dt
0 =0
(6.2)
Azonban :
n-1 ) .2 :
> sin(2k + 1)t = Eiﬂv—ﬁ% (6.3)
=5 ) sin

A (6.3) Ysszeflggést az aldbbi médon ldthatjuk be:
Mivel 2 sin o sin@= cos( - ) - cos(d + B), ezért:

n-1 . n-1
2 sin ¢ 3 sin(2k + 1)t = 3 [cos 2kt - cos{2k + 2)t]=
k=0 - k=0

1 - cos 2t + cos 2t - cos Ut + cos 4t - cos 6t + ...

-+

cos(2n - 2)t - cos 2n t = 1 - cos 2nt

2

= cos® nt + sin® nt - @052 nt - sin® nt] = 2 sin® nt

A (6.2) és (6.3) bsszefliggések alapjéan:
T

6_(x) = %Ttg [e(x + 26) + £(x - 2t)] (ZRDNH240 (6.4)

A (6.14) inteprdlt Fejér-féle szinguldris integrélnak ne- -
vezik. Ily mdédon a Gn(x) Fejér-féle tsszegek kifejezhetdk a

Fejér-féle szinguliris integrdllal.
" oo
Az f(x) = 1 flggvény Fourier-sora: 1 + 5:1 0
k=1

Ennek a sornak valamennyi Sn(x) részletbsszege s a Gn(x)—

Fejér-féle Ysszegek mindegyike is 1. Ha tehdt a (6.4) formu-
l4ban Gn(x) =1 és f{x + 2t) = f{x - 2t) = 1 helyettesi-

tést végziink, akkor azt kapjuk, hogy
iy

> . -
1 £, 2
1 = Hfé (2in_ntyeqy (5-5)

sin t
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Szorozzuk meg a (6.5) azonossdg mindkét oldaldt f(x)-

szel és vonjuk ki a (6.4) egyenletbél:
s

2 .
GQ(X) - f(x) = %ﬁ £ [F(x + 2t) + £(x - 2t)

sin nt.2 ' .
- 2r(x)] (2221L, (6.6)

Az f(x) figgvényrdl feltettik, hogy folytoncs flgg-
vény. Adjunk meg egy tetszdleges €,>0 szamot és valasszunk
hozzd egy olyan & >0 szédmot, hogy 'x" - X [ 4 235 esetén

|£(x") - f(x’)lsg teljesliljon.

_Ezek utdn bontsuk fel a (6.6) integrilt a [0,5Jés
[:5 JL] intervallumokon vett integrédlokra. -

A [0 5__] intervallumon [t](gléven

[ £(x + 2t) + £(x - 2¢) - 2f(x)[<&

czért a (6.5) Osszefiliggést figyelembe véve:

|nTr { [f(x +2t) + f(x - 2t) - 2f(x)- (Eégﬁﬁg)e at
%5 EEp? e - § (6.0

T A [6} %ﬁ-szakaszon vett ilntegrédlban figyelembé vesszlik,
hogy
|£0x + 28) + £(x - 2t) - 2£(x)| UM (6.8)

ahol M = maxlf(x)] (zdrt intervallum folytonos filggvény

X .
korldtos!), tovébbd, hogy 0% 5(% esetén

sin nty2, 1 o
( Sin t) é é" _ —7(6.9)
(Ugyanis most LT %J, tehét s:Ln2 tzsinzév és sin2 nt1.)
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=

sin t
t sin d’
d
6.1 dbra
fgy adsédik, hogy
%’
1 _ _ .¢8in ng,2 <
=5 %]f(x +2t) + f(x - 2t) - 2f(x)| (S350 at <
1 4M T 2M
€ = 0= . e {6.10)
ni sinzg 2 n sin25

Tehdt (6.7}, (6.8) és (6.9) figyelembevételével

|6, (x) - rof< § + —21

2 n sin2f5v
2M & .
Ha n olyan nagy, hogy —————7?—-<C§ s akkor minden X-re
n sin“g’
|8, (x) - £(x)| <E (6.11)

amivel Fejér-tételét bebizonyitottuk.
Megjegyzés: Fejér Lipdét most bizonyitott tételének mesz-
szemend kdvetkezményei vannak.

1. Kévetkezmény:

" Fejér-féle approximicids tétel:
Minden 2T szerint periodikus folytonos f(x) fiiggvény
tetszlleges pontossdggal egyenletesen megkdzelithetd Fourier-
sora részletésszegeinek 5h(x) szamtani kézepeivel.

Mivel az Sk(x) részletisszegek trigonometrikus polino-
mok, ezért 5;(x) is trigonometrikus polinom. Ennek kévet-

keztében Fejér-tétele tartalmazza Weierstrass approximicids
tételét, amely azt mondja ki, hogy minden 27 szerint perio-
dikus folytonos fliggvény tetszéleges pontossdggal megkdze-
lithetd trigonometrikus polinomokkal.

Ilyen trigonometrikus polinomok a Fejér-féle 8sszegek.
Tehdt Fejér Lip6t a Weilerstrass-féle tétel kontruktiv bizo-
nyitdsdt adta.
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Megjegyezziik, hogy a Fejér-féle Osszegek kifejezhetdk
kozvetleniil a Fourier-sor tagjaival is.

S (XY + S, (x) + ... + S (%)
_ "o 1 n-1 -
6, (x) = n -
= 39 + = (1 - 1—{)[a cos kx + b sin kx| (6.12)
2 k=1 ntk K .

Ez utébbi Ssszefliggést a kévetkezd mddon ldthatjuk be:
Tekintsik az

f(x) = uo(x) + ul(x) + ug(x) + ...+ un(x) + ...

flggvénysort.
Ekkor

8§ (x) = %{uo(x) Hlu )+ ug (x)] +[u (x) + ul(k) +

Fu, ()] e+ u (x) +u (x) + .o, 4 un(x)]}=

% n[uo(x) + (n - 1)u1(x) + (n - 2)u2(x) +oa.. +

+

. 1 n-1 ) n-1 Kk
u ()] = 2 E;; (n - ku (x) = g;; (1 - D (x).

a
uo(x) = 59, uk(x) = a, cos kx + bk sin kx helyettesitéssel
kapjuk a (6.12) Usszeflggést, amelyb8l 14thatd, hogy a Fejér-
féle Osszegek kiszdmitdsa semmivel sem bonyolultabb, mint

maguknak az Sk(x) részletdsszegeknek a szdmitdsa.

2. Kbvetkezmény:

Fejér tételébdl kdvetkezik, hogy az
1, cos %, sin x, ..., cos nx, sin nx, ... (6.13)

trigonometrikus rendszer a 2¥-periédusd folytonos filggvé-
nyek osztdlydn belill tn. teljes rendszer. Ez azt jelenti,
hogy ha f£(x)2X szerint periodikus folytonos figgvény és or-
togondlis a (6.13) rendszer minden elemére, vagyis

T Y i
ET 1.7{x)dx = 0, S~ f{x)cos kx dx = STf(x)sin kx dx = 0
I8 .

(k=1,2,4..,0)
akkor f(x) = 0.
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Ha ugyanis f(x) ortogondlis a (6.13) rendszer minden
elemére, akkor f(x) Fourier-sordnak valamennyi egyilitthatéja
zérus 1lévén, a sor minden Sk(x) részletdsszege és igy

5’(x) = 0. Viszont Fejér tétele alapjdn f(x)} = 1lim é; (x)=0.
In->oQ

Ez tehdt azt jelenti, hogy a (6.13) rendszer elemein kiviil

nines méds filggvény, amely a rendszer minden elemére ortogond- -

1is lenne, igy a (6.13) rendszer nem bdévithetd. Ez a tulajdon-.

sdg a (6.13) rendszernek ugyan fontos tulajdonsdga, amire ké-

s8bb hivatkozni fogunk.

3. Kbvetkezmény:
Ha T(x)<M, akkor (6.4) és (6.5) Osszefiiggések alapjdn:

x .
K .
= 1 - sin nt,2
| 8,00 = n—j‘tlfg £(x + 2t) + £(x - 26) (RIS agf (6.11)
X
2
2M sin nt,?2 2M nl _
$nd Gme) ®mmz M
tehat
|5h(xﬂ$]w

- ami azt jelenti, hogy bédrmely fliggvény Fejér-féle Osszegeinek
abszolit értéke nem haladhatja meg e fuggvény abszolit érté-
kének maximumdt.

‘1._Me jegyrés: : :
Fejér-tételét 2T periddusi folytonos f(x) fiiggvényre

bizonyitottuk be. A bizonyitdsbdl azonban az is kévetkezik,
hogy ha egy x pontban az f(x)} fliggvénynek véges szakadi~-
sa van, de az f(x + o) és f{x - o) Jobb ill. bal oldali
hatdrértékei 1éteznek, akkor a,6£(x) Osszege az

f(x + o) + £(x - o)

szdmtani k&zéphez konvergdl.

" Ennek belsatdsdt a kdvetkezd mddon végezhetjik.
Feltehetjik, hogy a szakaddsi pontban f(x) flggvény
a jobb és bal oldali hatdrértékeinek szdmtani kdzepével
egyenldé, (Ha ugyanis egyetlen pontban vdltoztatjuk meg a
fllggvényértéket, az a Fourier-sor $sszegét nyilvdn nem befo-
lyasoljal. :
Legyen tehdt az x pontban

r(x) = Hxrol £ i{x o) - (6.15)

Ekkor a (6.7) formuldban szerepld
£(x + 2t) + £(x - 2t) = 2f(x) = (6.16)
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£) - £(x)]>0 ha t - 0.

- 2[f(x + 2t) ; f{x -2

Ez azt jelenti, hogy tetszbleges & >0-hoz taldlhatd olyan
$ hogy lt] < & esetén

If(x + 2t) - f{x - 2t) _
2

mula alapjan: \

f(x)f<6 , vagyis a (6.7) for-

) o 2
- f - 2 £
[2jt J'[f(x + 2t) - (x 8) _ £(x)] s:?nznt at <:8

A (6.10) formula alapjdn pedig:

T
z 2

2 J lf(x + 2%) 5 f{x 2%) _ f(x)ISIH nt dt < 2M S
¥ sin“ t n sin<§”

Tehdt (6.6) alapjén

- _f{x + 0) - f(x - o)
| S x) - £ =]8, (x) 5 | <& na
n elég nagy ahhoz, hogy __EM_E__ < % legyen.
' n sin“d&

Tehdt ez esetben

Cf(x + 0) + £(x - 0)
5’(x) X : X

Ez a reldcidé f(x) minden szakaddsi helyén érvényes,
ha véges szamd szakaddsi helye van és ezek korldtos nagysé-
guak,

Fejér tételét dgy is fogalmazhatjuk tehdt, hogy ha f(x)
2T -perisddusd szakaszonként folytonos fliggvény {(amelynek vé-
ges szdmd korldtos szakaddsa van), akkor a cgh(x) Usszegek

a fliggvény jobb és bal .0ldali hatdrértékének szidmtani kdze-
péhez konvergdlnak. (Specidlisan magdhoz a flggvényértékhez,
ha x folytonossdgi pont hiszen ekkor f(x + 0) =

= £(x - 0) = £(x)).

2. Mepgjegyzés:

Fejér tételébll az elézd megjegyzés alapJan az 1s kovet-
kezik, hogy ha a 2N-periddusd szakaszonként folytonos f£(x)
flggvény Fourier-sora egy Xq pontban konvergdl, akkor ott

f(xé) + 0) + f(xo - 0)
a sor Osszege 5 -vel egyenld (specid-

lisan f(xo)-lal, ha x -ban f(x) folytonos).
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Ennek beldtdsdhoz szilkséglink van a kdvetkeznd egyszeri
segédtételre:

Lemma:

Ha az XysXoseeesX _gsees sorozatnak.van hatdrértéke,

x, t+ X * ... t X

s 1 2 n . .

akkor az Vo = a sorozat 1s konvergens és
lim y_ = lim X .
n—>eo I n-—oo n

Bizonyitds:
Ha

lim x =¢
Il ~—>co n
akkor barmely & >0 szémhoz megadhatd olyan ng kilsz8bszdm,

hogy nj>r1O esetén
! i€
ixn N<2 *
Az ilyen n indexfi tagokra:
lx1 -£1+ ‘e +lxn
o)

Iyﬁ "BJ& n j * l ot In & I

<

£

- ( - =z

X I Y S V(S 5
Ll n n

ahol A(&) = Ixi -Z!+ coe X —8]

|
A(E)

Az n  elég nagy, akkor o <Z% s igy
|7, -] &
.zyen most x_ = Sn(x) az f(x) fliggvény Fourier-sordnak

-edik részletésszege, v, = Gn(x) a megfelels Fejér-réle

TN .

A lemma alapjéan:

1im Gr(x) =60 (%)

o1

{
8

rourban az 1. HMeplepyzdis clapjdn:
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) f(xo + 0) + f(XO - Q) .
lim Gh(x ) = 5 = 1lim Sn(xo)

n-—»=co = n —s-co

7. Négyzetesen integrathaté faggvenyek

Definicié: Az [a,b] intervallumon értelmezett valds ér-
tékl f(x) fliggvényt négyzetesen integrdlhatdénak nevezziik,

ha ott f(x) ¢és fe(x) integrdlhaté, azaz
b b

[ f(x)ax <oo I £2(x)ax <oo .
a a

A négyzetesen integrdlhaté filggvények halmazst Lz(a,b)-
térnek nevezszilk. (Hilbert-tér.)

A tovabbiakban a négyzetesen integrdlhaté f(x) fiigg-
vényre az f(x)ELZ jeldlést alkalmazzuk &s mindig valamely
véges (a,b) intervallumra vonatkoztatjuk az integrdlhatd-
séagot.

T.1 Tétel:

Ha f(x)EL2 €s g(x)EL2, akkor f{x) és g(x) szor-
zata integralhatd.

Bizonyitds:

Ha A tetszés szerinti pozitiv szdm, akkor

b 5 2 b 5 b

f Af(x) + g(x)] “ax = A f £(x)dx + 27 S fl)g(x)dx+
a a a

b

+ [ g2(x)dx > o. (7.1)
a

A (7.1) Gsszefliggés A -ban mdsodfokd polinom, amely leg-
feljebb érinti a X tengelyt, tehdt diszkrimindnsa nem pozitiv:

b 2 b2 b5
s f f(x)g(x)ax]® - 4 [ £9(x)dx [ g (x)dx (O
a a a

Innen

b 2, P 2 b 2
[f P(x)gl(x)dx]° < Jﬂ f (x)dx.j' g™ (x)dx (7.2)
a a a

azaz
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a a

b b 5 b 5
If' f(x)g(x)dx!é f T (x)dx-j' g7 (x)dx < oo (7.3)
a N

A (7.3) Bsszefilggést Bunjakovszkij-Schwarz-féle egyenlétlen~
ségnek nevezik.

v
\ y:—G—9—X2
\ Y
\ /
'\ '/
N, /’/ -
7.1 dbra

Megjegyerziik, hogy a (7.3)>6sszefﬁggésben az egyenldség -
jele esak akkor érvényes, ha f(x) = cg(x), ahol ¢ 4llandd.:
A vektorterek analégidjdra d4llapodjunk meg az aldbbi jellé-
sekben:

Ha f(x)EL2 és g(x)ELz, akkor a két_fﬁggvény skaldr-
szorzatdn az :

_ b :
(f,g) = j’ f(x)g(x)dx szorzatintegralt értjlk.
a ,

'Az f(x)EEL2 fllggvény normédja (hossza):

feb=V e =\ [ o

{Ez a kifejezés teljesen analédg a vektor hosszdval, ugyanis
ha

r = xi+ yj + 2k, akkor

leg=l 2l = fmm =\ + 9% ¢ 2% )

Nyilvanvald, hogy IEL2 és gEL2 esetén:
(eef,g) = el{f,g); (f; + £5,8) = (f5,8) + (f5,8);
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, N . o
; - O
Aegind T oNEy e )

4L bevezetett jel&léssel a Bunjakovszkij-Schwarz-egyenlét-
lenséy iry irtaté:

(el leled

Két négyzetesen integrdlhatdé fliggvény Osszege ugyancsak-
négyzetesen integrdlhaté, mivel

b P b 2 b :
[ e(x) + g(x)] “ax = [ £°(x)ax + 2 J f(x)g(x) +
a _ a a

b
+ f gz(x)dx
a

és mint a (7.3) Osszefliggés mutatja f(x), g(x) integril-
haté. Ervényes az udn. Minkowski-féle egyenldétlenség:

[t + gl <lelt+ el (7.4)

A (7.4) Bsszefliggést a Bunjakovszkij-Schwarz-egyenlét-
lenségbdl kapjuk: )

(e, e+ ) [<lelfle + el

s ter + o) |<lellle + gl »

Innen: _
IEf v gl = (et g, £ 4g) = (2,0 4 8) + (g, + )<
<Chel + felr + gl

HF + g"—val osztva:

be v el el + Jel

Jowvancesak a vektorterek analdgidjéra, az f(x)€L2 és g(x)€L2
fépgpvények tdvolsdgan az

A e
Am

b
2 2

(t-g £ -g)=lf-gl°= {[fx) - x4 (7.5

S
kifejezést értjik.
Definicid:
2 . . ) . .
iz L -beli f és g Trfliggvényeket egymdsra ortogona-
innk (merédlepgeseknek) nevezzilk, ha
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b
(f,g)y = f F(x)g(x)dx = 0.

Y

Definfcid: )

Az L2 -tér véges vagy végtelen sok f&, fg,..., fh eleme
ortogonalis rendszert képez, ha

b
(P P = [ P00 Piwax =0 G # 9
Példa: A #2 = 1, fg = cOS X, fg = s8in X, ... \P2x =
= cos kx, \f2k+1 = sin kx, ... trigonometrikus rendszer orto-
gondlis Lz[-ﬂ;ﬁ]-ben.

Definicid:

Az L°-térbeli fﬁ, j%, cens f% ortogondlis rendszer
normdlt rendszer, ha

Fis Fpp=os i#5 e A =1 1=12...

Az ortogondlis normdlt rendszert rdviden ortonormilt
rendszernek mondjuk.
Példa: A trigonometrikus rendszer elemeinek normija:

T w _jf
2 — 2 . 2 W
f 194x = 27 j cos® kx dx = sin® kx dx =i
T ) X > K 3
‘tehdt: 7 E
lli =VaX, feos kx| =Vﬁ?; fh sin kx| =Vj?; k = 1,2,...,0.
cos X sin x : cos kx sin kx :

i N W S SR

rendszer ortonormdlt rendszer L2I}ﬁ;'ﬁj-ben, mivel -~

‘fl f& N “%1" S
“ll‘h"u ll7"1\l TAK Wiue( T - Ak 17.6>

A (7.6) bsszefiiggés alapjédn minden {f;} ortogondlis rendszer

normilt ortogondlis rendszerré tehetd, ha a rendszer minden

elemét'eiosztjuk a normdjaval, azaz a n. rendszert ké-
pezzlk. fh
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8. A Fourier-polinomok minimum tulajdonsaga

Legyen {fn} normdlt ortogonidlis rendszer L2-ben és

legyen f az L tér tetszdleges eleme. (Tetszdleges négy-
zetesen integrdalhatd fliggvény.)
01djuk meg a k&vetkezd minimum feladatot:

Keressitk a  f), f%,...,f% fliggvényeknek azt a

n
5:% ckfi {8.1)

C1TH * c273 Foaee Cnf% =

linedris kombindcidjdt, amely négyzetes dtlagban legjobban
ktzeliti az £ fliggvényt, azaz amelyre

> e S o R0 |
- = f ) _ 4 = mini .
l\ e} °fi] S fx c, fi (% x = minimum

a k=1
(8.2)
Mivel a fa, j},..., f% fiiggvények ortogondlisak és nor-

mialtak, a (8.1) formula bal oldala a k&vetkez8 mddon irhaté:

n 2 n n
”f B E efiell = e - E he T - 12;1 e -
n n
= (f,f) - E;; ck(f,fi) - E;{ Ck(f’fl) ¥ (8.3)

n n

£ 322 o epthe ) = HET - 2 e (e f) ¢

DRI P LI el e LR W CR R I
k=1 K PR k=1 k k

A (B.3) Osszefiiggés jobb oldaldt szemligyre véve, lat-
hatdé, hogy ennek értéke akkor minim#lis,, ha

ST, P - o
f, -c =0
P CH RIS
vagylis, ha
(f,f%) = (8.4)
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Tehdt ortonormilt fiiggvények (L.1) alakd linedris kombi-
1dcibja négyzetes &tlagban akkor kizeliti legjobban az {(x)
nézyzetesen integrdlhatd figgvényt, ha a ey ezylitthatd az

? flggvény €s a ‘fk fliggvények skaldrszorzatal (k = 1,2,...
ceayn), vagyis ¢, asz f fliggvény "vetiilete" f&-ra.

A ¢ = (f,f&) egylitthatdékat az f filiggvény Fourier-
ggylitthatdinak {(dltaldnositott értelemben) nevezzilk. Ramuta-

tunk arra, hogy az LZ(-ﬁ;jf) fliggvénytérbe tartozd f£(x)
fliggvény :

a - n
) . .
@n(x) o éil (2, cos kx + b, sin kx) (.

Pourier-polinomjédnak egylitthatdi:
fﬁ Y
1 1 1
a_ = 3z |, 1l-f(x)dx = f—— £{t)dt-—=
o Wy VAR VT
T

a, cos kx = ‘J'f(t)-cos kt dt-cos kx =
T

bk sin kx = I,_Lf(t)s1n kt dtesin kx =

alakban frhatdék, igy ha @ﬁ(x) polinomot az

1 , cos x; sin x, .;_’ sin kx sin kx ’ (8.6)
T’ yio o yx o UUVE VR

ortonormdlt rendszerben tekiﬁtjﬂk, akkor az egylitthatdk az 3
f(t) flggvénynek az ortonormilt rendszer tagjaival vett ska- |
lérszorzatai, . : T
Ebben az ortonormilt rendszerben az Ao’Ai’Bl""’Ak’Bk
egylitthatdk a (8.5) egylitthatdkhoz képest, (amikor az orto-

gondlis, de nem normdlt trigonometrikus rendszert haszndltuk
fel):

A =VeXa,, A =Vﬁt—ak, B, VWb, (k= 1,2,...,n) |
(8.7) 7
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Ha most a (B8.3) formuldban az 6t minimalizdld (f,jﬁ)

= ¢y helyettesitést végezziik, akkor azt kapjuk, hogy
n
e - ceapofiek® = 12l - E;i (£,00% 20 (8.8)
Innen » '
n . :
PRECH AR Bl - (8.9)
azaz
2. 2 2 A
S ckgllf" minden n-re.
k=1

Ezt az egyenlftlenséget Bessel-féle egyenlftlenségnek ne-
vezzik.

Alkalmazva a (8.9) egyenlétlenséget a (8.7) egylittha-
tokra:

SO VPO o ’

+ 5 (AC + Bp) < f £ (x)dx (8.10)
= k k s )
k=1 -1

Visszatérve az ao’ak’bk {(k = 1,2,...,n) Fourier-.

egylitthatékra a (8.10) Ysszefliggés az

2 T
a n
2 2 2
3159 + mjg;% (ak + bk)g Jgif (x)dx (8.11)
azaz

2 ‘i’
%o + 1 5%1 (a2 + b2)< 1 _g fz(x)dx (8.12)
T 7245 Yk kST g T

{n minden értékére)
Ebbdl kdvetkezik, hogy (8.12) n »>oco esetén is igaz, azaz
T
aoi 1J2 8
5::(ak + Eﬁ ox = (x)dx (8.13)

Mivel f{x) négyzetesen integrdlhatd, kdvetkezik, hogy a
(8.13) tsszefliggés bal oldaldn 4116 sor konvergens, azaz



ai + b12{—>0, ha Kk -»o00 , ami csak dgy lehetséges, hogy

k o0 esetén ak—>0 és bk—> 0.

Ezzel a kévetkezd eredményt nyertiik:

~ Lemma: —~
" Ha az f(x) . fliggvény a [—T, JL]intervallumon négyzete-
sen integrdlhaté, akkor az

1im a, = f .cos kx dx = 0

k —>-o0 —j{ (8.11)
lim b, = lim = f b, sin kx dx = 0 '

ek 3

K —-c°

Tehdt negyzetesen 1ntegr'alhato fdggveny Fourler-egylitthatdi

zérushoz tartanak, ha Lk -—oo, :
A (B.13) formulabél tovdbbi érdekes kbvetkeztetések von-

hatdk le. Tekintsilik a kévetkezd elemi egyenldtlenségeket: "

(a - B)®
azag
2 2
apg At B
Ha most A =[al|, B= 2, aKkor
a
I n .2 .1\ - :
n \<§ (an - 2) (8.15)

‘ n |a
Ebb81l kivetkezik, hogy a > l—ELEI sor konvergens, mivel
: k=1
) o

oo
Zaﬁ {eo a (B8,13) B-szefiiggés alapjan }:—1—5 < oo g Cauchy-
T ! n

féle integrédlkritérium szerint, l
: b

Hasonléan gyézdédhetiink meg rdéla, hogy Z

Ezek alapjdn bebizonyitjuk a kbvetkezd tételt:

8.1 Tétel: :

Ha TFf(x) olyan fuggvény, amelynek derlvaltga a
[-X, T intervallumban szakaszonként sima és (M) = £(-7),
akkor ~ f{(x) Pourier-sora a [—31’ jf] intervallumban egyenlete-
sen konvergdl az f{x) fliggvényhez.
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Bizonyitds:
irjuk fel a Fourler egylitthatdkra vonatkozé kifejezé-
seket:

gl
1 ,
a = = (x)cos kx dx;
kX g . _
K= 1,2,...
! . )
bk =¥ _Etf(x)31n kx dx
Alkalmazzuk a parciglis integrdlds szabdlydt.
. o s
1 sin kx . k
a, = = f(x) —=—— - == S’f’(x)51n kx dx = = —
TR kg WrJp Y k
1 kT'il.T 2y
.- L cos kx L[ g s
bk = T £{x) = -ﬁ’+ " f?(x)ecos kx dx "

mivel f£(-1) = £(50,
ahol aﬁ €s bﬁ az f?{x) Fourier-egylitthatdit jeldli.

Minthogy f£?(x) szakaszonként 31ma, Fourier-sora konver-
gens a 2.3 tétel alapjén, igy a

oo fa oo b? l oo
gzgfk il |b | 6 533 Pil |5 Iak1
k=1 k=1 k=1" k=1
sorok konvergensek a (8.15) osszefuggés alapjén.

Mivel |a, cos kx + b, sin kx| < eyl by kévetkezik,

k
hogy az

O ) . b .
La E:: (ak cos kx + bk sin kx)
© k=1 -F

. Fourier-sor a Weierstrass-kritérium szerint egyenlete—
sen és abszolit konvergens. Ezzel a 8.1 tételt bizonyitottuk.
A (8.1) tételt dgy is fogalmazhatjuk, hogy ha f{x) eleget
tesz a tétel feltetelelnek, akkor az

)

Rn(X) = £(x) - § (%)= £0x) =[5+
i .

- 5::'(ak cos kx +.b, sin kx)] (8.16)
. k=1 .

maradéktag egyenletesen zérushoz tart, ha n-soo .
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Definicid:
Ah 1, fliggvénytérbe tartozd fl(X)’ fz(x),...,fn(x),...
valds fliggvénysorozatrdl akkor mondjuk, hogy 4tlagosan vagy

miasképpen: négyzetintegrdlra tart az L2-beli f{x) Tflgg-
vényhez: ha [ff = f[|->0, azaz, ha
b

[ [Fx) - fn(x)]2dx-—>0 © (n—>eo0) (8.17)

a

Legven most f(x) olyan flggvény, amely a [-T, X]in-
fervallumban folytonos €s amelynek derivdltja, f*(x) ebben
az ‘intervallumban szakaszonként sima, tovdbbd legyen f(-H) =
= £(iL).

Vizsgdljuk meg az ilyen f(x) flggvény »@n(x) Fourier- .

polinesujdnak négyzetes dtlageltérését az

X Jﬁ -
2 _ 1 2 -1 i - ; 2 -
AL = ﬁ_g{ RO(x) = 5p _ﬁ[f(x) @n(?c)] dx = (8.18)
. _
a n
= %ﬁ,_ﬁﬁf(x) _[:52 - E;% (ak cos kx + b sin=kxﬂ}2dx

kifejezést.
A (8.8) osszefliggés alapjdn - mivel a Fourier-polinom
négyzetdtlagra legjobban kBzelitd polinom:

T 2 :
a s n
Ag = %ﬁ [ £2(x)dx -[EQ + % S (ai + bi)]: (8.19)
=X k=1
, ﬁt n
= %{ %, -‘["r’ f2(){}dx - [% nr2) + Z (aE + b]z{):l}?/o
o k=l ¢

&

l.i
p ‘ . .2 . » p .
tagok adddn=y, iy Lo monotor: cslkkend abszoliut korldtos

sorozat, tend: van hotsdrdrtéke, [Hint 14ttuk a (8.1) tétel
alapjén Rn epyenletesen zérushoz tart, ha n-—seoo (ldasd:
(8.16) formula). Ez azt jelenti, hogy tetszélegesen kicsiny
£ 270 szdmhoz taldlhatd olyan N kiiszibozdm, hogy minden
x€[ =T, ] pontian

v td, hopy n  npvekedésével lln értékéhez djabb negaliv

]RJ { £ haesak n>N.

Kivetkezdleg n>N esetén
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T
2 _ 1 2 o vgee b Eo e £
An = ﬁjﬁf Rn(x)dx< 5% £2X=8&
0

2
ami azt jelenti, hogy 1lim AE &

Nn—se0
Ennek alapjan a (8.18) dsszefliggést figyelembe véve:
N T T : .
. 1J 2 1 f 2 _ ,
lim == x)dx = 5= £e(x)dx {8.20)
n—ﬁmzw-jtqn() 2If-jt (

Tehdt a 8.1 tétel feltételeit kielégftd f(x) filggvény
Fourier-sora dtlagosan {(négyzetintegrdlra) konvergidl az f(x
figgvényhez. )

Ez egyben azt jelenti a (8.19) ®sszefliggés alapjén,

hogy
_-as @ 2'-2-'1‘[?('2 ,
nfl[?_ + 2:1 (ay + bk)].: ﬁ,_jtf (x)dx, | _(8.21)
azaz ) . 'ﬁ'_
;9 + E?; (ai + bi? = %,;ﬂﬁfz(x)dx (8.22)

Ha az f(x) figgvényt a normdlt trigonometrikus rend-
szer, az '

1 cos x sin x cos kx sin kx
Vﬁ, v-T—L:—‘} vj?“’ SVT’ V:[T’

fiiggvényei szerint fejtjlk Fourier-sorba, akkor ay egylitt-

haték, mint a (8.7) Osszefiiggés mutatja:

AE ; A2 2
1 0 2 . _1_’S 2 . k = 3 g
ao = .ft. 3—, ak - j[’ > bk - -ﬁ' (k— 1,2,.--)

Ennek alapjdn a (8.22) formuldbdl

o0 A 2 o0 JL
2 Oy 2 2 2 : 2 4
= (=2) A BS) = £ dx = ||f 8.2
%;:0k (2 | + EE% F.k + k) !} (x)dx ﬂ “ ( 3)

A (8.23) 8sszefliggést Parseval-formulédnak nevezzilk,
amely nem mds, mint a (8.9) formulival kifejezett Bessel-fé-’
le egyenl@ség.

_ Ezt az eredményt dgy is kifejezhetjitk, hogy a 8.1 té-
tel feltételeit kielégitd f(x) fliggvény Fourier-egyiltthatéi-
nak négyzetisszege, normilt trigoncmetrikus rendsgzer szerinti
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sorfejtés esetén az f(x) flggvény normijénak négyzetével
egyenléd.

Rémutatunk arra, hogy Fejér-tételének kidvetkezményeként
ldttuk, hogy a trlgonometrlkus rendszer teljes ortogondlis
rendszer, azaz nem bévithetd. Ugyanez természetesen igaz a
normidlt trigonometrikus rendszerre. - Megemlitjiik, hogy a Par-
seval-formula minden teljes ortonormdlt rendszer szerlntl
sorfejtés esetében igasz.

Ict 1enyegeben telges analégla van a vektorterekkel.
Legyen ugyanis r = xi + yJ * zk hédromdimenzids vektor.

Ekkor x = (r,i), ¥ = (r,j), =z = (e,k), azaz a hdromdi-
menzidés térben : :

r = {(p,i)i+ (r,j)j + (2,5)1{_ (8.24)

f e

Bevezetve az r = f, i = fl, J = f2, k = fé jeldlést:

£= ()T P+ (55N eafy + oofa * egfy

Tovabbéa:

.lglz x° + v© + z
azaz )
el - o2+ c2 +

i
(2]

+
[¢]

+
[}

ami a Parseval-formula analdgonja. Ha az r vektor valame-
lyik komponensét elhagyjuk, akkor a Bessel-egyenlétlenség
analdgonjat kapjuk.

Megjegyezzik, hogy az 1, ds egységvektorok a hdrom-
dimenzids térben "telJes" ortonormﬁlt rendszert alkotnak,
vagyis a rendszer nem b&évithetd, azaz nines még egy olyan E
egységvektor, amelyik ¢ vektorok mindegyikére ortogonalls
lenne.

Ha ugyanis lenne ilyen, akkor (E = (&, §) = (4,x) =
= 0-bdél (8.24) alapjan: _ -

2= (Lt + (4,3)d + (LK) =01+ 0.5 + 0k =0

kbvetkezik, viszont a 0 nem egységvektor, hiszen {0} = 0.

A Parseval formuldbdl kbvetkezik az aldbbi érdekes’ meg-
41lapitds:

Két killdnbdz8 négyzetesen integrdlhaté figgvénynek nem
lehet ugyanaz a Fourier-sora, azaz a négyzetesen integridl-
haté filggvényt egyértelmilen meghatdrozzdk a Fourler-egylitt-
hatéi. :
Tegyllk fel ugyanis, hogy az £, (x) és f (x) négyzete- -
sen 1ntegrélhat6 flggvényeknek azonosak a Fourler egyutthat01.
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Ekkor az f{x) = fi(x) - fz(x) fliggvénynek a Fourler-egyiltt-
hatdéi mind zérusok és a Parseval képlet alapjédn:

T
_ﬁ& f2(x)dx =0

amibd8l

f(x)=0, vagyis fi(x) = fz(x) kdvetkezik.
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Hi. R sz
DIF FERENClALEGYENLETEK






Bevezetés

Fliggvényegyenleten olyan 6sszefﬁggést értiink, amelyben
a fiiggetlen vdltozdn kiviil annak egy vagy tobb fliggvénye is
szerepel. Ilyen fliggvényegyenletek pl.:

R (1)
amel& egyenletet az 'y = €n x filggvény kielégit, vagy

flx + y) = £(x)f(y) (2)

Az (A= const) fiiggvény ele-

amely egyenletnek az f{z) = e
get tesz. .

Differencidlegyenleten olyan egyenletet értiink, amelyben
a fliggetlen vadltozdn vagy valtozdkon kivill egy vagy tobb filigg-
vény és azok derivaltjali is szerepelnek.

Példak differencidlegyenletekre:

sin x
X

(3}

Differencidldssal kénnyli meggy8z8dni rdla, hogy a (3) egyen-

1
3 —y =
yoor

letnek az vy = %(— cos X + C) Cfliggvény eleget tesz, azaz

ezt a fliggvényt a (3) egyenletbe helyettesitve azonossidgot
nyerink.
Az

22 4 y2 = 1 egyenletet )]

y
az y = sin x fliggvény kielégiti.

Miszaki problémdk megolddsa sordn igen sokszor sziiksé-
gink van differencijlegyenlet feldllitdsdra és a kapott egyen-
let megolddsdra. A fizikal jelenségek leirdsa sordn arra
toreksziink, hogy a jelenségben szerepld vdltozdk k&zdtt fillgg-
vénykapesolatot adjunk meg. A fliggvénykapcesolat kozvetlen
felirdsdra azonban ritkidn van lehet8ségilnk. Ha azonban a kap-
c¢solat szdrmaztatdasakor az ismeretlen fliggvény derivaltjat
(vagy derivdltjait) is szdmfitdsba vessziik, akkor igen gyak-
ran fel tudunk irni olyan differencidlegyenletet, amelynek
megolddsa a keresett flggvénykapesolatot szolgaltatja. Muta-
tunk erre néhdny példét.
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i. Példa

Vizsgdljuk elfszdr a matematikai ingdt. Képzeljlk el,
hogy egy filggbleges sikban az 0 felfliggesztési pontbdl in-
dulé € hosszdsédgli (sidlytalan és nem nytld) fonalon filggd
m t&meégl inga leng. Ha az inga mozgdsét befolydsols erdk kd-
zlll csak a nehézségi erdre vagyunk tekintettel, akkor
¢ = $(t)-vel jelblve a nyugalmi helyzett8l vald eltérés szd-
gét, akkor az 1. &brdn ldthatd erdparalelogramma alapjédn a
BA érinté irényban az m t¥megre -mg sin ¢ erd hat.
Mdsrészt a k¥riv mentén a pdlya menti gyorsulds £¢"(t). A
Newton-féle mozgdstirvény szerint az erd egyenld a tdmeg &s
gyorsulés szorzatdval:

mip"(t) = -mg sin ¢(t)

azaz
2

aelt) . . & sin ¢(t) . | (5)

dt

1.1 &bra

Az (5) differencidlegyenlet megolddsaként nyert
¢ = ¢(t) filiggvény teétszéleges t idSpontban megadja a nyu-
galmi helyzettll valéd eltérés szbgét, amelyet kereslnk,

2. Példa

Valamely szabadon esd test esése kdzben a levegd ellen-
d4ll4sdba Utkdzik, azaz fellép egy erd, amely a test mozgédss-
val ellentétes irdnyu és igy azt akaddlyozza. Az ellendlliés
ardnyos lehet a sebességgel vagy a sebesség négyzetdvel. A
mozgdstérvény alapjdn az elsd esetben az

m s" = mg - ks’ : (6)
a misodik esethen as '

ms" = mg - Kks?? ' ’ ' (7
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differencidlegyenleteket kapjuk, ahol m a tomeg, g a
nehézségi gyorsulds, k a kbzegellendlldst jellemzd ardnyos-
sdgi tényezd, s = s(t) pedig az Ut-idS flggvény, amelyct
keresink. '

3. Példa

Vizsgéljuk a kdvetkezd higitdsi folyamatot!

Egy edényben 100 liter vizben 10 kg s6 van oldva. Enged-
jink az edénybe tiszta vizet, 3 &/perc sebességgel €s enged-
jlink ki egyidejlileg percenként 2 £ oldatot. Hogyan figg 2%
edényben levd s6 mennyisége a folyamat kezdete dta eltelt
idst81°? - .

Jeldljlik y-nal a s6 mennyiségét x perc milva, ekior
mivel x perc alatt az oldathoz 3x liter vizet adtunk £s
2x liter ocldatot engedtiink ki, a sé koncentrdcidja: Tﬁ%:? lesz.

(1 liter folyadék sétartalma.) Ha a folyamat teljesen egy=nle-
tes lenne, akkor 1 perc alatt a sdéveszteség Tﬁ%¥§ lennc, mivel

1 perc alatt 2 liter folyadék tdvozik az edénybsl. A folyama-
tot kicsiny (x,x+Ax) intervallumban tekintjilk egyenletesnek,
igy a Ay sdéveszteség kiesiny Ax 148 alatt

22 AX - ‘Ay

100+x
Ebbdl:
g%% = - 55%17~§’ amelybdl hatdrdtmenettel az
y* = - Tﬁ%l?_i differencidlegyenlet adddik. (&3

A keresett y = &(x) fliggvényt a (8) egyenlet mepoi-

ddsa szolgdltatja. Ha figyelembe vessziik, hogy az X, = 0

idépontban az edényben levd sé mennylsége Yo © 10 kg, ki-

szédmithatjuk, hogy x perc milva hdny kg sé marad az oldaf-
ban. Az X = X, értékhez tartozé y_ = y(x, )} un. kezde:

érték megaddsa nélkiil ez utébbi kérdésre nyilvan nem tudndnk
vdlaszolni.

4, Példa . )

Tekintslik a kdvetkezs hévezetési problémdt! Egy ¢ hosz-
szisdgld fémhuzal két vége legyen egy-egy 4llanddan 0° hidmér-
sékletl tartdlyhoz forrasztva, maga a huzal legyen hészige-
tel6 réteggel korilvéve. Kérdés az, hogy ha ismerjik a huzal
minden pontjdban a hémérsékletet a t = 0 iddépontban, hogyan
szamfithatjuk ki a hémérséklet-eloszldst tetszbleges t2>0
idépontra vonatkozdlag. A huzalt olyan vékonynak tételezzik
fel, hogy bdrmely pontban a huzal merdéleges keresztmetszeté-
ben a hémérséklet ugyanwez. A huzal végpontjainak koordindtii
legyenek x = 0, 1ill. x =L. Keressilk tehdt az x pontbe-
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1i hémérsékletet a t iddpontban. Jeldljik ezt a figgvényt
u(x,t)=-vel. Erre az u fliggvényre teljesiil, hogy

u(0,t) = u(€,t) = 0, ezek az Un. peremfeltételek. (9)

Tovdbb4 ismertnek vesszilk 2 t = 0 -id8pontbeli hdeloszldst,
legyen ez a hémérséklet-eloszlés

u(x,0) = £(x). ' (10)

Ezt a feltételt kezdeti feltételnek nevezzilk. Az u = uf{x,t)
fliggvényt kodzvetlenlil nem tudjuk felirni. A hémennyiség v4l-
tozdsdt illetdleg azonban fizikai meggondoldsck alapjdn &sz-
szefliggést tudunk szdrmaztatni.

A huzal 6 keresztmetszetén At idé alatt a pozitiv
x tengely irdnydban &tfolyt AQ hémennyiség ardnyos 6—val

At-vel és a - qu hémérsékleteséssel:
. ax

AQ = - k%% BAL . (k az Un. belsd hévezetési epgylitthats).

A huzal egy (x, x + Ax) szakaszdnak hémennyisége At
id6 alatt annyival n§, amekkora az x ponton befolyt és az
x + Ax ponton klfolyt hémennyiség kiilonbsége a Lagrange-fé-
le kbzépértéktétel alapjén:

2
- k(—a—;:) 6At + k(8Y%) EAL = kSAtAx(ig)

9 % dx {x+Ax) ax (x+1% Ax)

Ez a hdémennyiség-ntvekedés egyenld cAmAu-val, ahol ¢ a hu-
zal fajhdje, Am a huzaldarab tdmege az (x,x + Ax) sza-
kaszon, du pedlg az 4tlagos hémérséklet-ndvekedés. Ha ¢ 2
huzal siriisége, akkor Am = @.6Ax. :

Tehat:
2
_kGAtAx(ﬁ—%) = cPGAxAu,
x (x+JAx)
innen:
*u Au
- k(=) ¢ ) (11)
(x+JAx) 7 8% .
Ha most Ax—-+0, é&sAt—~0, akkor a
8% . ,2 Qu (12)
x> &t

egyenletet kapjuk, ahol a2 = Eﬁ.
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Megjegyezzilk, hogy a (12) alakd un. parcidlis differen-
:idlegyenlet kiildnb8z6 diffizids folyamatokra is alkalmazhatd,
chdt nemcsak a hd terjedése irhatd le segitségével. Megem-
Liik, hogy végtelenlil hosszd vezetd esetén, - amikor csak

u(x,o) = f{x) kezdeti feltételt irhatjuk eld - akkor az

X2

u({x,t) = l—e It fliggvény
t N
itielégiti a (12) egyenletet, amint arrél differencidlédssal
nieggyzb6dhetiink.

Valamely differencidlegyenletet megoldani annyit jelent,
mint megkeresni az Osszes olyan fliggvényt, amely kielégiti a
dlfferenc1a1egyen1etet azaz az egyenletbe helyettesitve azt
azonossdggd teszi. Mivel a differencidlegyenlet megolddsait
integrdlds utjén nyerjiik, a .megoldés megkeresesét a differen-
cidlegyenlet integrdldsdnak szokds nevezni.

A differencidlegyenleteket killdnbdzd szempontok szerint
szokds osztdlyozni.

Ha a differencidlegyenietet kielégitd fuggveny egyvialto-
zés! akkor a differencidlegyenletet kBzdnséges differencidl-
egyenletnek nevezzlk (3-8 egyenletek). Ha a differencialegyen-
letben az ismeretlen filiggvény t8bbvdltozds &s ennek megfele-
18en az egyenletben parcidlis-derivaltak szZerepelnek, akkor
parcidlis differencidlegyenletr8l beszéliink (lésd pl.: a
12. egyenletet!).

A differencidlegyenlet rendjét az hatdrczza meg, hogy
az ismeretlen fliggvény hdnyadik derivdltja szerepel benne.
Egy differencidlegyenletet n-edrendiinek nevezziik, ha a benne
szerepld legmagasabb rendil derivdlt az 1smeret1en fliggvény
n-edik derivaltja.

A differencidlegyenlet llnearls ha a benne szerepld
ueL¢valtak (és esetleg maga az ismeretlen fiiggvény) elsé hat-
varnyon fordul eld.

A differencidlegyenlet explicit alakban van megadva, ha

& benne szerepld legmagasabb rendd derivdlt ki van fejezve,
azaz n-edrendl epyenlet esetén az egyenlet:
n n-1
;.-'( sty e,y

He az epyenletbdl a legmagasabb rend{ derivélt nincs

ot

kifejezve, akkor 1mp1101t alakban szerecpel az egyenlet:

F(x,y,..;,y(n)) =0

a
i

Az n-edrendl explicit linedris differencidlegyenlet

y(n) (n-1)

+ :;;,i{x)y f uu. + o2 (X)y = q(x).

Ha itt qf{x) = 0, - akkor az egyenletet homogennek-
elicrikezdé esetber: ¢rhomogennek nevezzik.
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Ha a differencidlegyenlet megoldhatd, akkor végtelen
sok megoldédsa van. Ezt médr az igen egyszeri y?> = 0 diffe-
renciflegyenletbsl is l4thatjuk, hiszen megolddsa y = ¢
tetsz8leges 41landé., Ha az y* = 2x differencidlegyenletet

tekintjik, ennek megolddsa: ¥y = x2 + ¢, ahol c¢ tetszfle-

ges dllandé. A megolddsfiiggvények paraboldk seregét alkotjak,

amelyek az y = x2 paraboldbdél fuggoleges eltoldssal kelet-
keznek. Ha ezek kdzilll -egyetlen paraboldt ki akarunk védlaszta- .
ni, akkor e161r3uk _hogy pl. az xo = 0 helyen legyen

y(xo) =¥, = 1. Ekkor az y? = 2x egyenletet &s az y(0)
feltételt mdr csak az y = x2 + 1 figgvény elégiti ki. Ha

a szabadesésnél arra vagyunk kivancesiak, hogyan fligg a meg-
tett s Ut a ¢ -idétél‘(eltekintve a légellendlldstdl),
azaz keresstik az .s = s(t) Udt-idd figgvényt, akkor kiindul-
~hatunk abbdél, hogy a szabadon esd test gyorsuldsa &allandd,
azaz

s"(é) =g, amélyb@;'

s’(t) =gt + él és

. 73 tE' ,

s{t) = g5 * ¢y &+ c,.

Ha most eléira&k.(a valdas wiik megfelelden), hogy a

-

t = 0 iddpontban a4 megtett Ut *: a test sebessége egyaréant

zérus, azaz .s(Q)_= 0 és s8?(0; = 0, akkor ebbdl e, = 0
és ¢, = 0 kdvetkezik,” azaz az ’
s(t) = §.¢2

formula szolgéltataa az Ut-idd fuggvényt.

A megolddsfiggvények kozilll tehdt bizonyos "mellékfelté-
telek! eldirdsdval tudjuk a szdmunkra.megfeleldket kivdlasz-
tani. Ha a differencidlegyenlethez mellékfeltételként el6-
frjuk a keresett fllggvény illetve derivdltjainak értékét -a
figgetlen vdltdzd adott értéke esetén, akkor kezdeti felté-
telt szabunk meg. Ha a mellékfeltétel olyan, hogy a keresett
Tiggvény értékét (vagy esetleg derivdltjainak ér{ékét) irjuk
eld legaldbb két pontban, akkor peremfeltételt adunk meg,
miként a 4. példdban. A mellékfeltételek szdmdt a differen-
cidlegyenlet rendje ddnti el. -

Ha -a differencidlegyenlethez kezdetl feltételt Irunk
el és olyan megoldédsfilggvényt keresilnk, amely kielégiti
mind a differencidlegyenletet, mind a kezdeti feltételt, ak-
kor kezdeti érték feladatrdél beszélink.

Ha a differencialegyenlethez peremfeltételek csatlakoz-
nak, azaz olyan megolddsfiiggvényt keresiink, amely kielégiti
a differencidlegyenletet és az eldirt peremfeltételeket pe-
remérték-feladatot kell megoldanunk.
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|. FEJEZET

Kézonséges elsérendii differenclalegyenletek

1. Elemi Gton integralhaté els6rend( kdzbnseges
differencidlegyenietek

1.1 Szétvalaszthaté valtozéja differencialegyenietek

Definicid:
Az elsdrendll kdzdnséges differencidlegyenletet szétvéa-
laszthatd vdltozdju egyenletnek nevezziik, ha

Ty o= £(x).g(y) (1.1.1)

alak(, azaz az egyenlet jobb oldala egy csak x-t&l figgd és
egy csak y-tdél figgd filggvény szorzata, vagy ilyen alakra
hozhatd.

A szétvdlaszthatd vdltozdji egyenleteket "szeparébllls"
egyenleteknek is nevezik. Az (1.1.1) egyenlet esetében fel-
tesszilk, hogy f(x) az a<x<b g(y) a (ec<y<d) inter-
vallumban folytonos és g(y) #

Vizsgdljuk eldszdr az (1. 1 1) egyenlet két specidlis
esetét,

a) Specidlis eset: .
g(y) = 1. Ekkor az (1.1.1) egyenlet

¥y = f(x) . , o - (1.1.2)

ahol az f(x) figegvényrdl feltesszilk, hogy valamely a<x<b
intervallumban folytonos filggvény. Az integrdlszdmitdsban
szdmos (1.1.2) alaki egyenletet megoldottunk. A megoldédst
kdzvetlenil fel tudjuk frni:

y(x) = [£(x)ax + c. ' (1.1.3)

Az (1.1.3) megoldést mis alakban is felﬁrhatguk. Ha xoe(a,b)
akkor az

X

y(x) = f(§)d‘§ (é<x<5)= ' (1.71.11)

vdltozd felsd: hatérral szdmitott integrdl kielégiti az
(1.1.2) egyenletet és ugyancsak kielégiti az

y(x) = fx f(g)dé +c (a<x <b) (1.1.5)
X

149



fliggvény, amely az (1.1.2) egyenlet Gsszes megolddsit tartal-
mazza. _ : _
Kénnyld észrevenni, hogy

X
o
ye 3 = f r@af+ e = o (1.1.6)
X
o , ,
Az (1.1.2) egyenlet megolddsa tehéat y(xo) =Y, jeltléssel:
y o o . _
y o=y, t if f(ﬁ)d% alakban irhatd. (1.1.7)
o

Ha pl. az (1.1.2) differenciélegyenletben f(x) = 2x, azaz
azZ egyenlet

y* = 2x, (1.1.8)
akkor
v =/ 2% d% f oz xS 4 4 (1.1.9)

ahol ¢ tetszdleges d4llandd. .

Az y’ = f(x) differencidlegye:let geometriailag szem~
léletessé tehetd a kdvetkezd mdédon. Ha y = y(x) egy megol-
ddsa az (1.1.2} egyenletnek, akker minden (x,y) pontban
az y{(x) gbrbe érintéjének irdnytangense y’-vel egyenld,
vagyis az y? = f{x) differencidlegyenlet az

{a<x<b, ~co < yoo } (1.1.10)

s&v minden (x,y)} peontjdhoz egy irdnyt rendel, amely a idr-
déses pontban az y(x) gdrbe (integrdlgdrbe) érintdjének
irdnytangense: y? = tgol. Ezeket az irdnyokat epy-egy kico
"vonatelemmel" jelBlhetjiik, melyek epylittesen irdnymezdét - i-
kotnak.

Ha pl. az (a,b) intervallumnak a {(-1,1) intervaiiumoi
védlasztjuk, akkor az (1.1.8) differencidlegyeniet iranynezd-
Jét az aldbbi 1.2 abra szemlélteti.

Az (1.1.2) egycnletnél y? = tgel csak x-t81 Flipgp, azaz
az egyenlet az y tenrellyel pdrhuzamos egyenes minden pont-
jdhoz ugyanazt az irdnyt rendeli. Ezek az epyenesek az
(1.1.8) egyenlet izoklindi.

4 differencidlegyenletet megeldani geonetriailar uzt
Jelenti, mint olyan gdrbét keresni, amely az irdénymezdnoc
"illeczkedik", azaz a gorbe barmely pontjaban azw érintd rdh-
nya egybeesilk a vonalelemmel. Egy ilyen gdrbe az X = ¢
egyenest csak egyszer metszhetl, mivel az egyene:s minden
pontjédban a vonalelem ugyanolyan irdnyd.
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1.2 dbra

Az irdnymezbhéz illeszkedd girbét az egyenlet integril-
gdrbéjének nevezzilk.

Az (1.1.8) differencidlegyenlet esetében nyilvédn végte-
len sok ilyen gdrbe (az (1.1.9) egyenletli paraboldk) taldl-
hatd, amely az irdnymezéhdz illeszkedik. Ha azonban el&fr-
Juk, hogy pl. az x_ =0 helyen y(x ) =y =1 1legyen,
akkor agz ° °© °©

e

2

= o] =
y(xo) Vo ¥ i/ 2x dx = x° + 1
o

az egyetlen parabola, amely az (1.1.8) egyenletet és az
y(xo) = Y, kezdeti feltételt is kielégiti.

1. Megjegyzés:

" Az y’ = f{x) differencidlegyenlet vizsgdlatakor fel-
tettlik, hogy az f(x) flggvény az a<x<b intervallumban
folytonos. Lattuk, hogy ekkor az x = a és x = b egyene-
sek dltal hatdrolt sdven beliil barmely (xo,yo) ponten az

egyenletnek egyetlen integrilgdrbéje halad At. Elméleti
szempontbdl igen hasznos annak az esetnek a megvizsgdldsa,
amikor az (a,b) intervallumon bellil valamely x = ¢ pont-
ban (a<c<b) az f£(x) flggvény végtelenné vdlik, ha

X—=Cc - 0o 1ill. x-»¢ + o. Ekkor ag (xo = ¢, yo) ponton mar

nem feltétleniil egyetlen integrdlgdrbe halad 4t. Vizsgdljuk
meg kdzelebbrdl ezt az esetet!

Tegyik fel, hogy f(x)=>ee mik®zben x-— c (a<c<b),
az (a,b) dintervallum t8bbi pontjaiban pedig legyen f(x)
folytonos. Az irdnymezét adjuk meg az x = ¢ helyen a




%% = 0 egyenlettel. Mivel y’ = f(x), az irdnymezl egyre
meredekebbé valik, mikdzben x-» c-hez, mert f(x)woo . AzZ
a< x<c¢ séAvban ugyanaz a helyzet, mint a korédbban vizsgdlt
folytonos esetben és ugyanez a helyzet a ¢ <x<b sdvban.
Ha az (xo, yo) pont az elsd§ sdvba esik, akkor rajta egyet-

len integrélgbdrbe halad 4t, amelyet az

X
y(x) = Vo * J’ f({)d% egyenlet ad meg.

X
e}

X
Ha az _f f(ﬁ)d% integrél konvergens X-c¢ - 0 hatdr-

%o

dtmenet esetén, akkor az y(x) integrdlgdrbe az x = ¢
egyenes egy meghatdrozott pontjdhoz kdzeledik, azaz ha

X
lim _f f(%)d% = d, y(e) = Vo * d, vagyis az integrdl-

X—=C-0 X
s}

gbrbe az Yy, + 4 pontban metszi az x = ¢ egyenest (1.3
dbral. - '

1.3 dbra

X . .
Ha az f(%)d% integrdl divergens, akkor az y(x)
r .

integrdlgdrbe aszimptotikusan kozeledik az X = ¢ egyenes-—-

hez (1.4 4bra). Az x = ¢ egyenes maga is egy integralgdr-

be, hiszen illeszkedik a %% = 0 irdnymezéhdz x = c esetén.
Hasonldan vizsgélhatjuk az integrilgérbék viselkedését

a c<x<b sdvban. Tegylk fel, hogy
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i,4 dbra

f{x)+»o> ha x~c.

| R

Ekkor az X = a, X = b egyenesek &ltal hatdrolt sidv bdrmely
(xo,yo) pontjan végtelen sck integrdlgdrbe halad 4t. Ha vi-

szont a fenti integrdlok x-c¢ esetén divergensek, akkor a
84V bdrmely pontjén egyetlen integrdlgdrbe halad 4t.
(Az 1.3 4bréan ld4thatd, hogy az (xo,yo) ponton &thala-

dé integrdlgdrbének az X = ¢ egyenestdl balra esd 4gdn ha-
ladva az A pontig, folytathatjuk a gbrbét a jobb oldali
dgon, de haladhatunk az x = ¢ egyenesen a B pontig és
utdna folytathatjuk a jobb oldali 4gon, folytathatjuk a D
pontig stb. Ily médon végtelen sok gdrbét kapunk, amely az
(xoyo) ponton dthalad.)

b) Specidlis eset:
f(x)s= 1. 3
Ebben az esetben az {1.1.1) egyenlet az

y* = g(y) alakot &lti, S (1.1.11)

ahol g(y) a e¢<y<d intervallumban legyen folytonos.
Ennek a differencidlegyenletnek most az

{-c0<x<o0 , c<y<d} sévban felel meg egy (1.1.12)

gly) = y° = tgd irdnymezd. Pl.: az  y° = % egyenletnek a

0L y<oo végtelen intervallumban olyan iranymezé felel meg,
amely az x tengellyel parhuzamos egyenesek minden pontjé-
hoz ugyanazt az irdnyt rendeli (1.5 &dbra).
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1
Az x  tengellyel péarhuzamos egyeneseket az y? = 7
differencidlegyenlet izoklindinak nevezziik.

lY
7
777 "
VAV A AR VA, 7z
VAV Ao AR ¢ 7
oS S Al s s S s
VR Sy S v v St i
>

1.5 &bra

Ha az (1.1.11) egyenletben feltessziik, hogy gl{y) # 0,
az egész c<y<d intervallumban, akkor g(y) folytonossé-
ga miatt g(y)>0 vagy g(y)<0 a (c,d) intervallumban.
Ezen kiegészitf kikdtés mellett feltételezve, hogy az
(1.1.11) egyenlet megoldhatd - legyen az egyenlet egy integ-
ralgdrbéje:

¥y = ¢(x). ’ {(1.1.13%)

Mivel ¢°(x) gle(x)] vagy mindig pozitiv, vagy mindig ne-
gativ, az ¥y ¢(x) Tfiiggvény monoton nbvekvd vagy monoton
cstkkend, igy az (1.1.13) egyenlet x-re egyértelmilen megold-
haté (invertdlhatd) a (e,d} intervallum valamely részinter-
vallumdn. Legyen a megolddsgdrbe inverze

X = w(y), ekkor az inverzflggvény derivildsi szabdlysa
alapjdn: .

Cdx _ L, 1 :
ErA S AN T € Bl ¢ N (1.1.28)

Az (1.1.14) differencidlegyenlet tipusra megegyezik az (1.1.2)
egyenlettel, csak a vdltozdk jeldlése fel van cserélve, a :
figgetlen vdltozdt most y-nak nevezziik., Az (1.1.2) egyenlet-
rél mondottak alapjdn kévetkezik, hogy az (1.1.12) sadv minden
pontjdn az (1.1.14) differencidlegyenletnek egyetlen integrdl-
gbrbéje megy 4t &s ugyanez igaz az (1.1.11) egyenletre. :

Megforditva: az (1.1.14) egyenlet megolddsa, amely 4t-
megy az (1.1.12) sdv adott (xo,yo) pontjén:
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’ ¥
x(y) = X+ yf O] (c<y<d) (1.1.1-5)
o

Mivel g(y) # 0, az x = x(y) fliggvény y-nak olyan figgvé-
nye, amelynek derivaltja mindeniitt zérustdél killénbszs.
Legyen

1)
d = X + inf f _.(__y; p- X + sup j 7___5.

c<y<dy0 c<y<dy0

ekkor az (1.1.15) egyenlet y-ra egyértelmlien megoldhatd az
«<X< 3 intervallumon és olyan y = ${x) rfiiggvényt szolgdl-
tat, amely az (1.1.11) egyenletet kizlégiti. Az (1.1.12) sév
tetszdleges (xo,yo) pontjdn tehdt egyetlen integrdlgdrbe

halad &t, amely az (1.1.11) egyenletet kielégiti. Mivel
of>-oc €s fA<oe 1is lehet, eldfordulhat, hogy a megolddsfiigs-
vény nem minden x-re létezik.

Az y?* = % egyenletre a tett feltevések mind teljésul—
nek. Az (xo,yo) ponton &thaladé integrdlgbrbe az (1.1.15)
egyenlet alapjdn:
_ J _ 1,.2 2, .1 2
X = x + fndn=x,t 500" -y} =5y +c (y>0)
Yo
Az egyenlet y-ra megoldva:

/.2 _ fow 1.2
y—\/yo+2(x xo) =\2x - ¢ ha x>x_ - 35y,

Az integrdlpgbrbék geometriail szempontbdl kdnnyen értel-

mezhetdk. Az y = VE; paraboladg egy megolddsgdrbe. Mivel

az x tengellyel pdrhuzamos egyehesek mindegyikéhez az
(1.1.11) egyenlet ugyanazt az irdnyt rendeli, minden olyan
gérbe, amely az y = Vox gbrbéjének az x tengely irdnyd
eltoldsdbsl keletkezik, ugyancsak megolddsgdrbe, azaz btetsznd-
leges c-re . -

¥y =Vy2x - ¢ ha x:>% ¢ megolddsgbrbe.

1)Valamely f(y) friiggvénynek a ¢ <y <d intervallumra vo-

natkozd alsé ill. felsd hatdrdt {(legnagyobb alsd ill. leg-
kisebb felsd korldtjdt) az inf f{y)} ill. sup £{y)

szimbélumokkal jeldljiik. ¢c<y<d e<y<d
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Ily médon az y >0 félsik minden pontjdn dthalad egy megol-
ddsgbrbe.

2. Megjegyzés:
Az "y’ = gly) egyenlet megolddsat azon feltevés mellett

vizsgdltuk, hogy g(y) a (c,d) intervallumban folytonos és
ott g(y) # 0. Ekkor egyenletiink %% = g%y) alakban irhaté
€s a c<y<d s&v bdrmely (xo,yo) pontjdn egyetlen integ-
rélgdrbe halad 4t, amelyet az

y
dn
X = x + egyenlet ad meg.
o b‘;[ g(®) &y , E
o

Az bsszes t8bbi integrdlgbrbe ebbdl az x tengellyel parhu-
zamos eltolds . dtjdn keletkezik. ‘
Tanulsédgos annak az esetnek a megvizsgdldsa, amikor
g(y) a (¢,d) intervallumban folytonos, de ezeh intervallum
. . . dx 1

egyetlen y_ e pontjdban zérussd vdlik. Mivel a ay )
egyenlet az ¥y’ = f£{x) egyenlettdl csak abban killdnbdzik, ;
hogy x &és y szerepét feleseréltilk, most a kovetkezd esetek
lehetségesek: s

¥
d1 . .
a) Ha az ‘[ oM integrédl divergens y-—-c¢ + 0
yO gl

esetén, akkor az y = c €s y = 4 egyenesek kdzti sdv min-
den pontjén egy és csakis egy integrdlgdrbe halad 4t és az

y = e egyenes - amely maga is integrdlgbrbe - az OUsszes
integrilgérbék aszimptotija.

v _
b) ha az f E%:% integrdl konvergens, ha y-»c *+ O,

Yo ‘
tovibba a ' gly) figgvény nem valt eldjelet, mikdzben y &t--
halad az y = e értéken, akkor az emlitett sdv minden pont-
jé4n végtelen sok integrdlgdrbe halad 4t.

(Az 1.4 111. 1.3 4brdat ezen esetek szemléltetésére is
felhaszndlhatjuk, ha a tengelyek szerepét felcseréljik és
a=¢, b=4d jeldlést haszndlunk.)

¢) Altaldnos y? = f(x)g(y) szepardbilis egyenletl
Szemléletesség Kedvéert vizsgaljuk eldszor az (1.1.1)
agyenlet irdnymez&jét. A specldlis esetek vizsgdlata sordn
ldttuk, hogy az ¥y’ = f(x) egyenlet esetében a vonalelemek
irdnytangense csak x-t61 filgg, gy az x = c egyenesek men-
tén 411andé. Az y* = g(y) egyenlet esetében a vonalelemek
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irdnytangense csak y-tél flgg, igy az y = ¢ egyenes minden
pontjédban az irdnytangens ugyanakkora. Az

y? = £(x)egly) (1.1.15)

egyenlet vizsgdlata sorén feltesszitk, hogy f(x) folytonos
egy (a,b) intervallumban, g(y) folytonos egy {¢,d4) in-
tervallumban, tovdbbd g(y) # O.

Ha most a

D: {(a,b)x{c,d)} téglalapon belll (i.1.16)
vdlasztunk egy d<D résztéglalapot d pérhuzamos oldalai-

nak végpontjaiban a vonalelemek ir4nytangensei arédnyosak (1.6
dbra), ugyanis az (xl,yl) pontban

y
-D
I S
y1 __d.__ ol (8
L
-pnn : [
1 3
-4 1 ; { -
Xy %2
1.6 dbra

E I = X
az (xz,yl) pontban
y* = tgd, = fix;)ely,)
az (xl,yz) pontban
y* o= tgfr, = flx)ely,)
az (x2, y2) pontbhan

y' = tgP, = £(x))Els)
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tgp, f(x2)g(y2) f(xe) tg<12 f(xz)g(yi) f(x2)

tep, (X087,  T(x) * g, T FlxJely,) = T(x,)

tghy  flxely,y)  ely,) b,  fix,)aly,) o ely,y)
tgay  T(x)elyy) ~ glyy) * tex, ~ TlxJsly) =~ &ly,) |

Ez az észrevétel megkdnnyitheti az irdnymezd felrajzoldsit
€5 a megoldédsgbrbék grafikus meghatédrozisit, mivel a megoldds-:
gbrbe integrdlgdrbe az (1.1.16) egyenlet esetében is az irdny-.
mezbhéz illeszkedd gbrbe.

Az (1.1.1) differencidlegyenlet megoldhatésdgdra vonat-
kozdlag az aldbbli tétel érvényes.

'

1.1 Tétel:

Ha az (1.1.1) differencidlegyenletben szerepld f({(x)
figgvény folytonos az (a,b) intervallumban, g{y) folyto~
nos a (c,d) intervallumban, g(y) # 0, tovdbba (x,,y,)€D =

={(a,b)x(c,d)}, akkor az (1.1.1) egyenletnek egyetlen
olyan y = ¢(x) megolddsgbrbéje van, amely dtmegy az (xo,yo)

ponton és amely értelmezve van egy (o, 3)c (a,b) interval-
lumon, ahol xoe(d,ﬁ)- .

Azt az vy = ¢(x) Tflggvényt, amely kieldgiti az (1.1.1)
egyenletet és amelyre y(xo) ='yo, az

y X
d
= 1.1.1
[ gony = ) 84 (1.1.17)
Yo *o
egyenlet megolddsa Utjdn kapjuk meg.

Bizonyitds:
Mivel g(y) # 0 a {c,d) intervallumban, ezért foly-

tonossdga miatt ott dllandé eldjelli, kévetkezésképpen a

¥
G(y) = f E%%% flipgvény szigordan monoton fiiggvény é&s
Yo

G(yo) = 0.

3

Y an .. = Y a
ETET és I = sup —T .

Legyen I = inf
ye{c,d) Yo g1

ye(c,d) Y,

St

Minthogy yoe(c,d) és G(yo) = 0, kbvetkezik, hogy I<0
és I>0.

Mivel I = inf G(y)<G{y)< sup G(y) = I, tovéabbs
yele,d) yele,ad)



. X
a(y) = f £(&)ad
Xo .

X _ ' o]

fenndll az I < f f(%)dﬁ(l {hiszen f f(%)dﬁ =
X X

egyenlétlenség az (a,b) intervallumban levd valamely rész-
intervallum minden x pontjira. Legyen (d,B3) c {a,b) a
legnagyobb ilyen intervallum. A G(y) fliggvény szigord mono-—-
tonit4sdbdél kdvetkezik, hogy minden xel(,B)-hoz egyetlen
ye(a,b) ©&rték tartozik, amely =x-szel egylitt kielégiti az
(1.1.17) egyenletet. Az ilyen Osszetartozd értékpdrokat jeldl-
je az y = ¢(x) flggvény. Az (1.1.17) egyenlet alapjén:

y=¢(x) an X

= alep(x)= f  f£(E)at ;  xe(dd,p)
T g e

Innen:
X .

$G0 = 61 I r(bradl;  xe,p (1.1.18)

X

Q

a keresett megolddsfiliggvény.
Azt, hogy az (1.1.18) Osszefliggésben szerepld y = $(x)
fliggvény kieldgiti az (1.1.17) egyenletet, valamint az
¥{xg) = d(xgy) = Yo kezdeti feltételt, kdnnyen igazolhatjuk.
Differencidljuk az '
¢(x)

X
J syt r@abs xet®
Co Qo

azonossigot, amit az inverzfliggvény ill. az Osszetett fiigg-
vény differencidlhatdsédgdara vonatkozd tételek alapjdn megte-
hetlink, ekkor

m ¢5(X) = f(x)
vagyis .
97 () = £(x)gld(x)] | S (1.1.19)

tehdt ¢(x) kielégiti az (1.1.16) egyenletet, tovdbba (1.1.18)
alapjédn

$l(x_ ) = -1 Qf f(%)d = 6 Y0) = Yo (1.1.237



Minthogy G(y.) = 0, ¢(x) kielégiti az y(xo) =¥, kezdeti
" feltételt is. .
Indirekt dton bizonyitjuk, hogy az (1.1.18) megoldds az
X, pont egy kbrnyezetében egyértelmli. Tételezziik fel, hogy
létezik egy masik yq = Ql(x) megeoldadsfiiggvény 1s, amely
valamely (dl,pi)CZ(d f) intervallumban klelégitl az (1.1. 11)
egyenletet és amelyre ¢1(x ) = Yor
Megmutatjuk, hogy az {(d, p)f}(dj,pk)} intervallumon
¢, (x) = ¢p(x).

Mivel ¢,(x) kielégiti az 'y’ = f(x) g(y) egyenletet, azaz
$3(x) = £(x)gld,(x)]%
kévetkezik, hogy
63 (%)
—[W _[ £(§)a4

Alkalmazva az ﬂ= ¢1(§) helyettesitést, mivel ¢1(x0) =
= Y, adddik, hogy

y
y/ e f £(&)ak
o .
vagyis ¢1(x) Klelégitl az (1.1.17) egyenletet is, amelynek

a bal oldal szigorid monotonitédsa miatt egyetlen y = ¢(x)
magolddsa van, tehdt az (d s £) N{e,P)  intervallumban

$0) = ¢, (x).

Az y? = f(x)gly) szepardbilis differenciilegyenlet
negolddsa tehdt az (1.1.17) formula segitségével végezhetd,
gmelyet formdlisan a

%% = £(x)-gly)

egyenletbd6l a "vdltozdk szétvdlasztdsdval" iigy nyeriink, hogy
az egyenletet

dx .
= f d k
62 {(x)dx alakban irjuk,

majd mindkét oldalon integrdlunk vdltozd felsd hatdrral, az

integrédl alsdé hatdrdul pedig az y(x ) = Yq kezdeti ertek-
feladatban megadott mennyiségeket vélasztjuk:
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Y an X
S = r(&)ad
y{; g(D) i’; §

Ezen formilis eljdrds helyességét az 1. tétel bizonyitésa
szolgdltatja. '

Amennyiben az (1.1.1) egyenlet Osszes megolddsait akar-
Jjuk megkapni, tehdt nem irunk eld kezdeti ertékeket, akkor
{(1.1.1) megolddsat az

fad% = [f(x)ax e : S (1.1.21)

egyenletben szerepld hatdrozatlan integrdlok kiszamitdsdval
kapjuk.

Példa: .

Legyen adott az (1.1.22) y*> = - %, {y<0) differen-
cidlegyenlet. Az (1.1.16) formuldnak megfelelden most

£(x) = x, gly) = % Az  (a,b) intervallum az R = (-eo,c0)
szémegyenes, a (c,d) intervallumnak a {(-oo, 0) félegyenes
felel meg.
2 2
[oan .y v - v,
(V) S (-mydn = - -
Yo Yo
2 2
T inf \fy dn inf Vo = ¥
I = in ey ¢ in _ ——e—— = -0o |
ye(-eo,0) L y€(=2°,0) 2
2 2 2
. fy an yo =¥ ¥,
= sup =  sup —_——
ye(-eo,00) v D ye(-e,0) 2 2

A megoldédsfiiggvény értelmezési tartoménya az (1.1 tétel bi-
zonyitdsédban szerepld (o,(3) dintervallum):

X b x - x
- oo <5([ f(rf(,)df| = f x dx = TO<2—, vagyis

X
o o -

S

2 2 2
*)

az ]x]<Vx§ + yg = k sugari, origd kdzéppontd intervallum.
Az y = ¢(x) megolddsfliggvényt az

2 Ko
=5 -5 egyenlethdl

o

v
...27.{‘.

m‘%

kapjuk:
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y = - k2 - x° xf <k , (1.1.23)

amely origé kézéppontd, az (xo,yo) ponton datmend félkdr,
Az (1.1.22) differencidlegyenlet izoklindi a

= ¢ egyenletll gbrbék, vagyis azok a (1.1.24)

1
s

gbrbék, amelyekre ¥y’ = ¢ (4llandd), azaz amely gbrbék min-
den pontjdhoz az (1.1.22) egyenlet ugyanazt az irianyt rendell.
Az (1.1. 2“) Bsszefliggést 4dtrendezve az :

y = - %x (e # 0) (1.1.25)

és az x = 0 felegyeneseket kapjuk. Az (1.1.25) félegyenes
minden pontjdban az y(x) integrdlgdrbe érintdje: ¥y’ = ¢,
vagyis az integrdlgdrbe érintdje merbleges az izoklindkra,

tehdt az integrdlgbrbék az (1.1.23) Ssszefliggésben szerepld

fé1kdrik.
by

1.7 dbra

A szeparébllls egyenletek megolddsdnak "technik4ja" az
(1.1.21) formula alapjdn igen egyszerii, ezért ha valamely bo-
nyolultabb differencidlegyenletet dtalakitdssal szepariabilis ;
egyenletre tudunk visszavezetni, mdris megoldottnak tekintjik.:
Az explicit mdédon megoldhaté k&zbnséges dlfferen01élegyenle- '
tek valamennyien szepardbilis egyenletre vezetheték vissza.
AGtovébblakban ilyen dlfferen01élegyenleteket vizsgdlunk.
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1.2 Homogén egyenletek

Definicid:
Homogénnek nevezzilk az

PR y
¥y o= ) (1.2.1)

alakud differenciélegyenletet.1)

A homogén differencidlegyenlet u = % helyettesitéssel

szepardlhaté egyenletre vezethetd vissza, ugyanis

¥y = ux

y> = uwx + u = f(u), innen (1.2.2)
> - du _ fu) - u

u’ = == . _ o {1.2.3)

Az (1.2.3) egyenlet szepardlhaté egyenlet, amelynek megol-
ddsa:

[ B L I R (1.2.4)

azaz

Inlxl= &) + ¢ - (1.2.5)

ahol ¢ (u) az 7 u1 — fliggvény valamely primitiv fiiggvénye.
Ha az (1.2.2) formuldban szerepld f(u) Tfillggvény az a<u<b
intervallumban értelmezett, akkor f(%) olyan szdgtartomdny-
ban értelmezett, amelynek (x,y) pontjaira nézve a<<y <b.

E két szdgtér tartomdnydat G-vel Jelolve az (1.2.1) egyenlet-
re vonatkozdlag a ktvetkezd tétel érvényes:

1.2 Tétel:

Ha az f(u) fliggvény folytonos az a<u<b interval-
lumban és ezen intervallumban f(u) # u, akkor ¢ minden
(x > Vo ) pontjdn egy és csak egy integrélgbrbe megy 4t.

1)A homogén egyenletet nulladfokd homogén egyenletnek is ne-
vezik az aldbbl meggondolds alapjdn: Az f(x,y) fuggvényt
n-edfokd homogén flggvénynek nevezzlik, ha f(tx,ty) =

= tnf(x,y). Az f(x,y)} ennek alapjén nulladfoku homogen .
fiiggvény, ha f(tx,ty) = t.f(x,y) = f(x,y). Az f(i) = f( )
nyilvdn nulladfckd homogén filggvény.
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Bizonyitds:
Bz {1.2.1) egyenlet ekvivalens az (1.2.3) szepardlhaté
egyenlettel, amelyre alkalmazhaté az (1.1) tétel.

Megjegyzés:

Bz F.2 tételben kizartuk az f{u) = u esetet. Ez eset-
ben ugyanis az (1.2.2) 8sszefliggés alapjédn

= f(%) lenne. (1.2.6)

]
-
[}
e

4z (1.2.6) differencidlegyenlet izoklindi (szintvonalai) az

y?> =L = ¢ azaz az y = ex egyenesek.
X »

Az (x = 0, ¥y = ©) origdéhan az irdnymezd nem értelmezhetd, ;
{gy az origdhoz az (1.2.6) egyenlet semmilyen irdnyt nem ren- :
del hozz4. Azt kell mondahunk, hogy az (1.2.6) egyenlet izo-=
klindi és egyben integrdlgdrbéi az origdébdl kiinduld félegye- °
nesek. Ha egyes Uy s ue,...,un pontokban f(u) = u, azaz ;

az Uy, Uss eeesly szdmok gydkei az f(u) - u = 0 egyenle-
teknek, akkor az (1.2) tételben szerepld G tartomdny bdr-
mely" (xo, yo) pontjdn sok integridlgdrbe mehet d4t. Ez akkor
kbvetkezik be, ha az (1.2.4) egyenlet jobb oldaldn 41146 in-

u
tegril, amely j' qu%i:jr integrdalhoz konvergdl, ha u az

c

Ugslpseeesly szdmok valamelyikéhez, pl. ui—hez kézeledik.

Az 1.8 dbra az integrdlgdrbék ilyen esetben valé viselkedé-
sét mutatja.
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Ekkor pl. az A(xo,yo) ponton az AB,C,, AB B,C

1? 172722
ABiBBCB"" integrdlgdrbék mind 4thaladnak. Az (1.2,1)

differencisdlegyenlet izoklindi ugyancsak az origdbdl kiinduls

félegyenesek (sugarak), hisgen y> = f(%) = ¢ 4dllandd, ha

% = cx, mivel f(%) csak az % hidnyadostdl fiigg. Az
(1.2.1) differencidlegyenlet tehdt az egy-egy sugdr pontjyai-
hoz egyforma irdnyokat rendel, vagyis az integrdlgdrbék ado:t
sugarat azonos szdgben metszenek. Ezért az integrdlgdrbék
egymdsba hasonldésdgi transzformdcidéval (ardnyos nyijtdssal}
vihet8k 4t, ahol a hasonldsdgi centrum az origd.

Példa:
.0ldjuk meg az

y? o= %—E—% differencidlegyenletet! {1.2.7)
Az % = o esetben y?> £ 1, azaz ¥y = x + ¢, az egyenlet
megoldésa.
: Ha x # o, a tért szémldldjdt és nevezdjét x-szel
osztva: ’

> I
1
[%

vy o=

N
"=

+

Elvégezve az u = % helyéttesitést, y = ux, tehdt y’ =

= u’x + u, innen az

differencidlegyenletet kapjuk,"amelybﬁl

2

: du 1+ u
> - = -

WX S ax 3 T +u

A vdltozdkat szétvdlasztva:
1 u2 du = dx
1 +u X
majd mindkét oldalt integralva:

—f*—iyiTE - % ——33—5 du = - arc tg u - % In(1 + u?) =
1+ u 1+ u
= dnjexi
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Rendezziik az egyenletet és u helyébe frjuk vissza az
% héhyadost:

1 y2 ¥
Enlexi+ EEn(l + ;5) = - arc tg L
A logaritmus azonossédgailt alkalmazva és dttérve a

_tg ¢ = % 'y r = \[x2 + y2 poldrkoordindtékra,

az egyenlet

fn cr = - ¢ és a megoldés

r = 'cle"]’ alakot B1t, (1.2.8)

Az integrdlgbrbéket az 1.9 dbra szemlélteti.

1.9 4dbra

Az (1.2.8) egyenletb8l 1l4thaté, hogy az integrilgdrbék
hasonlésdgi transzformdcidval egymdsba mennek 4%.

13 Homogén egyenletre visszavezethet6 egyenietek

Tekintstik az

s ax + by + ¢
y - f(d.x +(5y +,s) (1-3.1)
differencidlegyenletet, ahol a, b, c, o, A, T adott &1-- :
landdék. Az (1.3.1) differencidlegyenlet a koordindta-rendszer -
origéjédnak alkalmas eltoldsdval homogén differencidlegyenlet-
re vezethetd vissza.
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Ha az

0 és (1.3.2)
0 egyeneseknek van métszéspontja,

ax + by + ¢
ax +py +3

akkor az origdét ebbe a metszéspontba toljuk el. A metszéspont
létezésének feltétele, hogy a fentl linedris egyenletrend-
szer determindnsa zérustdl kill¥nbdzzék.

Tételezzilik fel elfszdr, hogy.

a b
lotr3 20 (1.3.3)

Ekkor az (1.3.2) egyenletrendszer megoldhatd, legyen a meg-

oldds: x = Xos ¥ = V-

Bevegzetve az x - xo =§ y ¥ - yo

"l vdltozdkat:

ax+by+c_a%+axo+bq+b°yo+c:a§+b‘m
dx + By + o(é'+ot xo+p11+ p.y0+-5- _olé“' fn

mivel ax, + byo + ¢ =0 és dxo + ﬁyo +F =

Mivel 4y - a5 s ezért az (1.3.1) egyenletbsl ai

dx an
dé _ a% + b% ,
an ¢§+ pQ (1.3.4)
egyenletet kapjuk, amely u = 2 transzformicidval homogén
fokszami. %
Ha pedig
& t.g.
d pf = ap-bd= 0, akkor T ==k, (1.3.5)
tehdt az (1.3.1) egyenlet
(ax + by) + ¢
3 - -
y' o= f(tax + by) +ﬁ) = glax + by) ’ - (1.3.6)

alakra hozhatd, ahol az egyenlet Jobb oldala’-ax + by flgg-
vénye.
Bevezetve a

Z = ax + by védltozdt

d .
-— = a+ b =, azaz 5% S ———— , lnnen




%}ZE =a +b glz) (1.3.7)

amely mir szepardlhaté egyenlet.

1.4 Linedris elsSrendd differencidlegyenletek
Definicid: ' :
Linedris elsfrendii differencidlegyenletnek nevezziik az

¥ o+ p(x)y = q(x) : -o(1.b.1)

alaki egyenletet. Ha q(x) = 0, akkor az (1.4%.1)} egyenletet'

homogén linedris egyenletnek nevezziik. <
A milszaki alkalmazdsokban a linedris egyenletek igen

gyakran eléfordulnak és fontos szerepet jdatszanak.

Tétel:

Ha az (1.4.1) egyenletben sgzerepld p{(x) és aq(x) fligg-
vények valamely a<x<b intervallumban folytonosak, akkor
az x = a és X = b egyenesek dltal hatdrolt sdv minden
(xo,yo) pontjdn az (1.4.1) egyenlet egyetlen integrélgtr-

béje megy 4t, amely az (a,b intervallum minden x értéké-
re értelmezett. : '

Bizonyitds:
Tekintsilik el8szbr asz

¥y + p(x)y = 0O {1.4.2)

homogén linedris differencidlegyenletet. Ez szepardlhatd
egyenlet, mivel

y> = - p{x)y
Az (1.4.2) egyenletnek egy (xo,yo) ponton egyetlen
y
megolddsgdrbéje megy 4t, mivel S/ %% divergens,l / ha
¢

y+0. A megoldads, amely az y(xo) =Y, kezdeti feltételt
kielégiti: '

y n X
[ G-  phad
Yo o

TTJ:_.ésd: az 1.1 ponthoz tett 2. Megjegyzést!




X
ny -Etny = - j' p({)d{
e P
o

-xfx p(€raé

y(x) = Vo ©

Keressiikk most az (1.4.1) inhomogén 1ineéris-eg&enlet—
nek a kezdeti feltételt kielégitd megolddsdt ugyanilyen alak-
ban, de az Yo 41landd helyett irjunk egy az x vdltozétsl

fliggd =(x) fliggvényt (az dllandé varidldsa), azaz keressuk
az (1.4.1) egyenlet megolddsat

X
-xf p&dd

o]

y(x) = z(x)e alakban. (1.4.3)

Az (1.4.3) egyvenlet mindkét oldaldt- dlfferen01alva az
X v4dltozd szerint:

X X
- [ p(§rag - [ p(§rad
X X
vy (x) = z°(x)e ° - z({x)p(x)e ° (1.4.1)

adddik.
Az (1.U4.1) osszefuggest az (1.4.1) egyenletbe helyette-
sitve (figyelembe véve az (1.4.3) ogszefuggést)

-Xfx p(§)ag -xfx p(§)aq

sz)e © - z{x)p(x)e © +
- f p(f.)dﬁ
+ p(X)z(x)e- = q(x) , (1.4.5)
Innen %
[ p(é) aj _
x .
z? (%) = q(x)e ° . (1.4.6)
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X
[ eta
X
Mivel y(xo) = z(xo)e o = Y, kell legyen, ezért:
t _ '
J o({rad
x Xy .
z{x) = Yo * ‘[ q(t)e dt (1.4.7)
by
)

A z(x) filggvényre kapott (1.4.7) Osszefliggést az
(1.4.3) egyenletbe helyettesitve:

-X]‘x p(8)af . ift p(£)ag

y(x) = e ° [yo + [ alt)e® at] (1.4.8)
X
o

megolddst kapjuk, amely az (1.4.1) egyenletet &s az y(xo) =
= ¥y, kezdetl feltételt kielégfti.
Megjegyzés:

Az %1.ﬂ.85 formulat, amely alakilag bonyolultnak tiinik,
nem szilkséges megjegyeznlink, mivel konkrét feladat esetében

a levezetés igen egyszerlien elvégezhetd. Péidaként oldjuk
meg ag

y’ +y =X - . (1-}“-9)

linedris egyenletet. A homogén egycnlet:

dy _ _ '

i y (1.4.10)
‘[%l-= —.Idx
“Eny=-x +4&ne

y=ce¥ - (1.4.11)

Az dllandd varidldséval:
y = c(x)e ¥
y* = e’(x)e F - c(x)e” ¥
Ezeket az egyenleteket y* + y = x egyenletbe helyettesitve

e’ (x)e ™™ - c(x)e ™ ® + e(x)e ¥ = x



e’ (x) = xe*

X - X _f._X% _ X _
e(x) =lfx e” dx = x e _fe dx = e (x 1) + ¢y

u v’

Tehdt a megoldss:

y(x) = cie—x +x -1 (1.4.12)
Ha most pl. eléirjuk, hogy az X, = 0 helyen y(0) =1
legyen, akkor ¢y = 2 vdalasztandd. Természmetesen ugyanezt az
eredményt kapjuk az (1.4.8) formula alkalmazdsdval.

Vegylik észre, hogy az (1.4.12) egyenletben clex az
(1.4,10) homogén linedris egyenlet &4ltaldnos megolddsa,

mig x -1 az (1.4.9) a ¢, =0 paraméterértékhez tarto-

zé partikuldris megolddsa az inhomogén egyenletnek. Minden
linedris inhomogén differencidlegyenlet megolddsa ilyen szer-
kezetl.

1.5 A Bernoulli-féle differencialegyenlet

Definfeid:
Az

y> o+ p(x)y = q(x)y" (m # 1, m # 0) (1.5.1)

alaku elsdérendii differencidlegyenletet Bernoulli-féle egyen-
letnek nevezziik.
{(Megjegyezziik, hogy m = 1 esetén az (1.5.1) egyenlet
y* +{p(x) - q(x)ly = 0 alaki homogén linedris egyenletbe,
m = 0 esetén pedig az (1.4.1) inhomogén egyenletbe megy &t.)
A Bernoulli-egyenlet atalakithatd linedris egyenletté.
Osszuk el az (1.5.1) egyenlet mindkét oldaldt yM -mel, ekkor
az 4

yry "o+ p(x)}/l_m = g(x) egyenletet kapjuk. (1.5.2)

Alkalmazzuk az gl—m_= u helyettesitést, ekkor u’ =

= {1 - m)y_m-y’, igy az (1.5.2) egyenletbdl

u,

l-m
linedris elsérendl differencidlegyenlet, amely u-ra megold-
haté.

+ p{x)u = g(x) addédik, amely mar (1.5.3)
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Mivel u =y - , a Bernoulli-egyenlet megoldésa:
y=u : ' {1.5.4)

1.6 Egzakt egyenletek. Multiplikatorok

L]

Az y® = f{x,y) els8rendll k¥zdnséges differencidlegyen~ '
let sok esetben

» P(x,y) + Q{x,y)y? = 0 alakban Irhaté, vagy {(1.6.1)
a vele ekvivalens
P(x,y)dx + Q{(x,y)dy = 0 alakra hozhaté§. (1.6.2)
Definicid:
Az (1.6.2) differencidlegyenletet egzakt differencidl-
egyenletnek nevezzilk, ha létezik olyan U{x,y) kétvdltozds

fiuggvény, amelynek az (1.6.2) egyenlet teljes dlfferen01a13a,
azaz amelyre a

3“5;‘!3) = P(x,y) s &I(_gg;_')_ = Q(x,y) (1.6.3)

reldeidk teljesiilnek. -
Ha- van olyan U(x,y) fliggvény, amelyre az {1.6.3) 8ssze-
fliggések teljesiiinek, akkor a :

dU(x,y) = ggigill dx + QQL%;Xl dy =
= P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 - o (1.6.4)

tsszefliggés alapjédn az (1.6.2) egyenlet megoldésa _
' U(x,y) = C {411andd), ) (1.6.5)

ahol az U(x,y) filggvény az y v4ltozdét mint x dimplicit
figegvényét hatdrozza meg a sik valamely egyszeresen dssze-
figgd G -tartomdnyédnak minden olyan (x,y) pontjdban, ahol

8U§§ L - Qlx,y) # 0. (Egyszeresen sszefiiggd valamely G

sikbeli tartomsny, ha korlitos és egyetlen folytonos zart
gbrbe hatdrolja.) Ha y = y(x) az (1.6.2) egyenlet megoldd-
sa, akkor az implicit fliggvény derivédldsi szabdlya alapjén
az (1.6.5) egyenlet x szerinti derivéldsédval:
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dU(x,y(x))_ 8U(x,y) , 3U(x,¥y) ., .
dax - ax * oy yoos

= P(x,y) + Q(x,y)y* = 0

vagyis y(x) kieldégfti az (1.6.1) egyenletet. :
Ha az (1.6.1) egyenlet olyan megolddsdt keressik,
anely az emlitett G tartomany (x Yo Y pontjédn halad &at,

akkor az (1.6.5) egyenletben _ (xo,yo) vidlasztandsé. (Em-

lékeztetilnk, hogy az U(x,y(x)) = C egyénletet kielégitd
y(x) gorbek az U(#,y) felilet szintgdrbéi.)
Az (1.6.1) egyenlet megoldésaval kapesolatban két kér-
dés merill fel:
1. Hogyan dontheto el, hogy van-e olyan U(x,y) kétvél—
. tozds fdggveny, amelyre az (1.6.3) reldcidk telje-
silnek?
2. Ha van ilyen U(x,y) figgvény, hogyan talalhaté meg?
Mindkét kérdésre vdlaszt ad az aldbbi tétel bizonyitédsd-
nak gondolatmenete. '

Tetel'
z (1.6.1) d1fferenc1élegyen1etben szerepld P(x,y)
és Q(x,y) fliggvények legyenek a sik valanely egyszeresen
Osszefilggd G tartoménydban folytonos fliggvények és létezze-
nek ebben a tartomianyban

§E£%§ll. és aQ(gx ) -els6rendq parcidlis
derivdltak és ezek is legyenek folytonosak. Ekkor annak szilik-

séges és elégséges feltétele, hogy az (1.6.1) edyenlet egzakt
_legyen, a

SP(i,y) aQ(x,y) : - : L :
- 1.6.
] .oy ax ) ' : (1.6.6)

egyenléség teljesﬁlése a G tartomdny minden (x,y) pontjdban.

Bizonyitds: o
Bz (1.6.6) feltétel szukseges volta annak kdvetkezminye,

hogy
- r o
aP(x,y)-_ 9 U(x,y]) -
9y =3y ax - tovdbbd -
390x,y) . 3Ulx,y)
ax ax dy

mivel a feltevésiink alapjdn a jobb oldalon 4116 mdsodrendi
vegyes parcidlis derivdltak folytonosak, ezért mint azt a
parcidlis derivdltak tdrgyaldsakor megmutattuk, egyenldk.




Az (1.6.6) feltétel elégséges volta a kbvetkezd mddon
lathaté be. ' :
Kiindulva a

3U(xx ) - P(x,y) ' Osszefliggésbdl az

x .
Ulx,y) = f PE,y)aE + ¢(y), . (1.6.8)
X "
o]
reldcidét nyerjik, (ahol xo a G tartomanyon bellil tetszfle-

gesen védlaszthatd), a ¢(y) fliggvény az y-nak tetszbleges
differencidlhatd fliggvénye. Derivdljuk az (1.6.8) &sszeflig-
gést y szerint!

Mivel Qgéﬁill = Q(x,y), ezért
x N
Qx,y) = [ Qzéélll ag + ¢°(y) (1.6.9)
X .
o)

(Kimutathaté, hogy a tételben tett feltevések mellett szabad
az integrdljel alatt differencidlni, azaz a differencidlés

és integrdlds sorrendje esetiinkben felcserélhetd.) Az (1.6.8)
ecyenlfség alapjsn az integridljel alatt aPéy ) helyébe
Qégéill-irhaté, fgy:

X
Qx,y) = [ Q(aﬁy) a& + ¢ (y) (1.6.10)
X
o]

Elvépezve a kijeldlt integrdldst, a Newton-Leibniz-formula
alapjédn:

Q{x,y) = Qlx,y) - Q(Xo,y) + ¢*(y), azazw

$2(y) = Qlx_,y) rehdt

¥

$(y) = Y[ Q(x,,n)an (1.6.11)
o

Az (1.6,11) 8sszeflggést az (1.6.8) formulédbs helyette-

sitve mepkapjuk a keresett U(x,y) rfiiggvényt és egyben iga-
zoltuk az (1.6.6) feltétel elégséges voltdt:

b
(0]

X y
Ulx,y) = [ P(f,y)d§ v [ alxn)dn (1.6.12)
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“irferencidlédssal konnyen meggydzddhetink réla, hogy az
(1.6.12) formulédval adott U(x,y) filiggvényre teljeslilnek az
(1.6.3) reldcidk. Ugyanis (1.6.12)-ben a mdsodik integril
x~t&1 nem figg, igy

Qgéﬁlll = P(x,¥), tovédbba:

3U(x§15 - Jf _2£§LI— ag + Qlx,, J‘ a@iﬁgl_ g +

* Qx_,y) = Qlx,y) - Q(xo,y) + Qx_,¥) = Q(x,y)

(Itt ismét felhaszndltuk az (1.6.6) Osszefilggést.)
P€lda: 0ldjuk meg a

(3x2 + 6xy2)dx + (6x2y + 4y3)dy =0
differenciélegyenlete%!
3

Itt P(x,y) = 3x° + 6xy°, Q(x,y) = 6x%y + by>.

§3%§§ll = 12xy, aQ(gx ) = 12xy, tehdt az

(1.6.6) feltétel teljeslll, azaz a differencidlegyenlet eg-
zakt. Keressik azt az U(x,y) flggvényt, amelyre

ax

Integraldssal:

au(x,y) = P(x,y) = 3x2 + 6xy2

U{x,y) = x> + 3x2y2 + (y)

Az egyenlet y szerint derivalva:

§H£§§ll = 6x%y + §'(y) = Qlx,y)

Minthogy misrészt Q(x,y) = 6x° y o+ uy3, kdvetkezik, hogy
7 (y) = by’ vagyis
$(y) = y11 + C.

Az egyenlet megolddsa tehdt:

U(x,y) = X7 + 3x2y2 + yu = C,




Ha az (1.6.1) differencidlegyenlet nem egzakt, akkor
megkisérelhetjik olyan wm{x,y) kétvdltozds flUggvényt keres-
ni, amellyel végigszorozva az (1.6.2) egyenletet, egzakt dif-:
ferencidlegyenletet nyeriink, mivel - az egezakt differencigl-
egyenlet megolddsa ardnylag egyszer(.

Definfecid:- | _

AZJJEX,y; fliggvényt az (1.6.1) differencidlegyenlet
integrsld tényezdjének vagy multiplikétordnak nevezziik, ha
vele az egyenletet megszorozva egzakt egyenletet nyerunk

azaz ha

P, y)P(x,y) +Ju(3c,y)Q(x,y)y’ =0 (1.6.13)
egyenlet egzakt, Qagyis az (1.6.6) feltétel alapjén:
almGe,y)P Gyl | alnx,y)a(x,y)] '
T - = _ XS C(1.6.1k)

Adott (1.6.1) alakd egyenlethez - elég 4ltaldnos felté-
telek mellett - létezik; mégpedig végtelen sok multiplik&tor,
ezek megtalélésa.azonban 41taldban bonyolult. .Sok esetben
létezik azonban az (1.6.1) egyenlethez glyan multiplikdtor,
amely csak egy valtozdtdl, vagy csak x-tdl, vagy csak y-tdl
fligg. Az ilyen multlpllkator megkeresése vigszonylag egyszeri
feladat.

Tegylik fel, hogy az (1.6.1) egyenlethez létezik csak
x-t81 fliggd .p(x) multlpllkator. Ekkor

aw(xm _aI:/u(x)QJ o " (1.6.15)

(ahol JObb atteklnthetoség kedvéért az X,y v4ltozbékat P~
és Q mellett nem irtuk ki). )

Innen )

aJLQE_P +Ju(x)aP aEéE—Q +Ju(x)aQ . : (1.6.16)
Mivel (x) csak x-t61 fdgg, AELEl = 0; -a%%&&z = u’(x),
tehét H a¥ * ’ : o

- mx) gﬁ = 27 (0Q + uix) %—% L - -~ (1.6.17) s

Tovdbba: '

Amix) . gy X

0x) = 3 | | (1.6.18)
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Az (1.6.18) egyenlet bal oldaldn 4116 fliggvény csak x-
t61 fiigg. Ha az egyenlet jobb oldaldn 4116 kifejezés -is csak
x-t81 figg, akkor létezik csak x-t61 fliggd multiplikdtor,
mégpedig:

Inlp(ol = | & Fax, , - (1.6.19)
Hasonléan kénnyil megtaldlni az (1.6.1) egyenlethez a csak
y-t61 fliggé p(y) multiplikdtort, amennyiben van ilyen. Té-

telezzilk fel, hogy létezik (1.6.1)-hez csak y-tdl fiiggé mul-
tiplikédtor, ekkor . :

8[%§Y)R] = a[”éi)QJ , azaz

(y) P _ duly) Q
a—‘u—ay—P+}1(Y)%§--&5%—Q+}l(Y)%;{
Most _aﬂéﬁl = 0, ezért

a,]u(.)‘) i - ax a . -
. = ___—_l .

Amennyiben az (1.6.20) egyenlet jobb oldaldn 8116 kifejezés
csak y-tél fligg, akkor van csak y-tél flggd u(y) multipli-
kdtor: ' ] . .

a9 _ ap

bnjp(y)l = —‘35—?—81 dy _ (1.6.21)
Egyvdltozds multiplikdtor kereséséhez tehdt az (1.6.18) ill.
{1.6.20) egyenletek jobb oldaldn 4116 kifejezéseket kell
vizsgdlnunk. :

Példa: .
0ldjuk meg a
2y 2 2.
(2xy + x"y + 3—)dx + (x° + y°)dy = 0 egyenletet!
2. 1y’ @p 2 2
Itt P(x,y) = 2Xy + X'y + &£ = =2x + x* + ¥y
3 oy :
2 2

Qlx,y) = x~ + ¥ 3 = g%=2x

Az egyeniet nyilvdn nem egzakt, mivel g; 7 %%.
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%,
Mivel ay dx . x4
Q - +

Qlﬁ%éﬁl =1, um=e*, az

ex(2xy + x2y + %—)dx + ex(x2 + y2)dy =0

egyenlet mir egzakt. Integrdljuk ezt az egyenletet!
Minthogy

3
dU(x,y) = ex(2xy + x2y + 20
ax 3
Ulx,y) = [ eX(2xy + x%y + "g—mx + $(y) =

oD
=y ex(2x + xz)dx + %— eX 4 ¢(y)

Egyszeri szémolassal addédik, hogy U(x,y)
+ $(y)

a—“é%y—)- *(x2 + y?) + 92 (y)
Tegylk egyenldvé az egyenlet jobb oldalis az.p(x)Q(x,y)
= e*Q(x,y) = ex(x2 + y2) kifejezéssel:

X, 2 y2
ye (x° + 3—) +

eX(x% + y2) + $(y) = eX(x% + y%),  innen:
$*(y) = 0, ${y) = C.
Az egyenlet dltalédnos integrélja:

2
U{x,y) = yex(x2 + %-) = C.

gint mage:'bevezetoben emlitettilk, a kdzdnséges elsd-
rend differencidlegyenlet &4ltaldnos alakja:

y? = £ (x,y), amely

dy - f(x,y)dx = 0 © (1.6.22)
alakban is frhaté. Az (1.6.22) egyenletet az (1.6.2) egyenlet

tel Osszehasonlitva a kidvetkezdéképpen alakithatd it egzakt
differencidlegyenlettdé:
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P(x,y) = - £(x,¥), Q(x,y) = 1  adédik.

Amennyiben az (1.6.18) &sszefliggésnek megfeleld

dp _ 3Q
jg;§§) ¥l 3 8x . _ gﬁéﬁill kifejezés csak x-t61
fﬁgg,razaz
- af(xygy) = p(x), akkor (1.6-23)
fp(x)dx
plx) = e a multiplikédtor. (1.6.24)

Ha (1.6.2) teljeslil, akkor integrdlédssal:
r(x,y) = - p{x)y + a(x)

Minthogy ¥’ = f(x,y), ezért (1.6.23) teljesiilése esetén az
{(1.6.22) egyenlet:

¥y’ + p(x)y = a(x} (1.6.25)
linedris elsdérendl differencidlegyenlet. A linedris elsdrendii

fb(X)dx
differenciglegyenlet multiplikdtora tehdt e . Ezzel
megszorozva az (1.6.25) egyenletet, egzakt egyenletet kapunk:

fp(X)dx rp(X)dx
e o dy + e [p(x)y - q(x)]dx = 0. (1.6.26)
A keresett U(x,y) kétvdltozds fliggvényt, amelynek
{1.6.26) a teljes differencidlja a

| p(x)dx

éHLg;zl = ef : [p(x)y - a(x)]

Osszeflggésbdl kiindulva kapjuk meg:
fp(x)dx '

U(x,y) =J§ Cp(x)y - q{x)]dx + ¢(y) (1.6.27)

Mindkét oldalt y szerint differencidlva: _ N
o fp(x)dx p(x)dx
i) {ef p(x)dx + $(5) = o)

Innens:

fP(X)dX fp(x)dx
$°(y) = e -Je p(x)dx
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p(x)dx p(x)dx ,
¢ (v) = yeI -fy e( p(x)dx (1.6.28)

‘Az (1.6.28) Usszefliggést az (1.6.27) formuldba helyettesitve

a
Ip(x)dx -jé(x)ejb(x}dx

egyenletet kapjuk, amelybél y kifejezhetd:

-fp(x)ax - p{x)dx
vy = ej S c +jq(x)ej dx (1.6.30)

amely a linedris elsdrendd differencidlegyenlet dltalédnos
megoldédsa. ¥
) Ily médon a multiplikétor segitségével a linedris elsd-

rendil egyenlet integrdlisdnak Ujabb mdédszerét nyertiik.
Példa: 0ldjuk meg az

U(x,y) = y e dx = C = (1.6.29)

y? -y tg x = cos X
1ineéri§-egyen1etet! Ennek az egyenletnek az ‘p(x) =
—jtg X 4ax’

= e = cos x fliggvény multiplikdtora. Ezzel megszo-
rozva az.egyenletet a : )

cos X dy - (y sin x + cos® x}dx = 0

egyenletet kapjuk, amelynek bal oldala teljes differencisl.

Itt most P{x,y) = - ¥ sin x - 0052 X, Q(x,y¥) = cos x.

QUéiill z -y sin x - cos? x

U(i,y)-=.y cos X -J’COSZ x dx + ¢(y)
Qgé§L&l = cos X + $°(y) = cos x,
_ $'(y) = C,

tehédt:

azaz ¢’(y) = 0,

U(x,y) =y cos X = % - % sin x cos x = ¢

az egyenlet Altalédnos integrdlja.

180



1.7 Az ¥y’ = f(x,y) elsérend( differencialegyenlet
kézellté (numerikus) megoldasi modszerei

Az el&zbekben ismertettilk az elsdrendli kbzbnséges dAif-
ferencidlegyenletek néhdny tipusdt, amelyek kvadraturdval
megoldhatdk. Kevés az olyan dlfferenclé]k“'mnlet amelynek
integrdlgdrbéi ilyen elemi mdédszerekkel me tdrozhaték. Ep-
pen ezért nagy jelentésége van a differencidlegyenletek kbze-
11t8 megolddsi médszereinek, amelyek a diffe r*n01alegyenle-
tek igen széles osztdlydra alkalmazhatok {ey o miiszaki prob-
1émék megolddsdban nagy szZerepet Jétszanak. i ;ematikai
irodalomban nagy szdmd kdzelitd mddszer taldln . Ezek kb~
ziil néhdnyat ismertetiink, amelyek leginkdbb hzuzndlatosak.

Kozelitd médszerekkel 4ltaldban kezdetiérudék feladatot
oldunk meg, azaz keressilk az y?. = f(x,y)} differenciil-

egyenlet olyan megolddsat, amely eleget tesz az x = X

y(xo) = Y, kezdeti feltételnek is. Mieldtt hozzdkezdendnk

valamely kdzelitd médszer alkalmazdsdheoz, eldészbr meg kell
gyézddniink, hogy létezik-e egydltaldn megolddsa az adott kez-
detiérték feladatnak, s ha létezik, akkor csak egy ilyen meg-
oldds van-e. Ezt PGV1den dgy fegezzuk ki, hogy viszgdlnunk
kell a megoldds egzisztencidjdt &s unicitédsdt. Az y* =

= f(x,y) differencidlegyenlet y(xo) * ¥y kezdeti felté-

telt kielégitd megolddsdnak létezése £:3 a megoldds unicitédsa
attél fiigg, hogy milyen tulaJdonsangnul'rendelkezik az
egyenlet jobb oldaldn 4116 f{x,y) fliggvény az (x_,¥_)
pont bizonyos kdrnyezetében. c"ro

Azok a feltételek, amelyeknek az [F{x,y) flggvény eleget
kell, hogy tegyen, az (xo,yo) pontot tartaluwazd bizonyos tar-

tomdnyban, elég 4ltaldnosak ahhoz, hogy a =yakorlatban igen
sokszor teljesiiljenek. Lényegében az kell, hogy teljesiiljdn,
hogy az f(x,y) flggvény az (xo,yo) pont bizonyos k8rnye-

zetében folytonos és korldtos legyen, valamint, hogy létesz-
zék és ugyancsak korldtos legyen £f(x,y)} ¥y szerinti parclé-
lis derivédltja. Ezt fejezi ki az aldbbi dn. egzisztencia-
tétel, amelynek bizonyitdsa egyben iterativ numcrikus mdd-
szert szolgdltat a kdzelitd megoldésra, mégpedig az epgyik
legjobb mdédszert.

1.7/a) A szukcessziv approximicid
(fokozatos kbzelités) mddszere

Ha wvalamely

v = f(x,y) (y = y(x), a<x<h) (1.7.1)

els8rendl kbzdbnséges differencidlegyenlet



yixy) =y [xoe(a,b)] (1.7.2)

kezdeti feltételt kielégits folytonos megolddsa létezik,
akkor az -

y(x) f{x,y(x)) azonossdgot integrdlva az

y(x) =y, + ‘fx f[ﬁ ,y(ﬁ)]dﬁ (1.7.3)
X
o}

Un. integrdlegyenletet kapjuk. Ha most az (1.7.3) egyenlet
Jjobb oldaldn y(&) = Yo helyettesitést végzlink, akkor egy

X
yi(x) =y + xf £(&,v,)4§ (1.7.%)
0
flggvényt kapunk, amelyre yl(xo) = ¥y

Helyettesitsilk most a kapott yl(x) fliggvényt az
(1.7.3) egyenlet jobb oldaldba, ekkor egy mdsik

X
vlx) =y + [ tl&,y,(E)]at (1.7.5)
*o
fiiggvényt nyerilink, amelyre ugyancsak yz(x ) o= Yor
Folytatva az eljdrdst az °
b'd
yB(X) =y, + [ f[g,y2(§)]d § (1.7.6)
_ X
fliggvényhez, majd az n~edik lépésben az
- x V
y(x) =y + xj e,y 4 (§)1a é (2.7.7)
o .

figgvényhez vezet az iterativ eljérés,-ahol yv.{x ) =y
sth. : no-o- °
& fenti eljdrds sordn nyert flggvények mindegyike &t-
megy az (xo,yo) ponton, azaz kielégitik az y(xo) =Y,
kezdeti feltételt. ' ' S
Kérdés, hogy az iterdcidéval nyert yl(x), ye(x),...,
,;.,yn(x) filggvénysorozat konvergdl-e valamilyen fliggvényhez
és ha létezik ilyen hatérfiiggvény, az megegyezik-e az
(1.7.1) egyenlet y(x) megoldésfiiggvényével. Az egymds utdn

nyert fliggvények behelyettesitése az (1.7.3) egyenletbe
ugyanis teljesen dnkényes eljdriés.
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A felvetett kérdésre a vdlasz attdl fiigg, hogy milyen
tulajdonsdgokkal rendelkezik az (1.7.1) egyenlet jobb oldalédn
4116 f(x,y) kétvaltozds fliggvény.

Tétel:
Az (1.7.1)egyenlet jobb oldaldn 4116 f(x,y)} fliggvény,
legyen asz (xo,yo) pontot belsejében tartalmazdé, G zdrt

tartominyban korldtos, az x valtozdban folytonos és elégit-
se ki az
'3 3 * X%
f(x,y77) - f{x,y )IS Kly - y* (1.7.8)
un. Lipschitz-féle feltételt. [(x,yt), (x,yxx)eaﬁ]. Exkor
G tetszdleges (xo,yo) pontjidhoz taldlhaté olyan X, - as
< X £ X + a z4drt intervallum, amelyben az y? = f(x,y)

differencidlegyenletnek csak egyetlen olyan megolddsa wvan,
amelyre y(xo) = Ve {(Picard-Lindelsf-féle egzisztencia-té-
tel.)

Bizonyitds: _

Mivel f(x,y) G-ben korlitos, legyen M olyan szdm,
amelyre

[rix,y)| < M. (1.7.9)

A G zéart tartomdnyon bellil vdlasszunk egy R téglalapot,
amelynek oldalai az (x0 -a, x + a), ill. (yo - b, Vo ¥ b)

intervallumok, ahol E = M.

Yotb +---

X
oo
"
X

L 4

Yo f----o-----3

y°-b Fo——

1.10 dbra
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Legyen most

yO(X) = xe(xo - a, x_+ a). (1.7.10)

Yoo X

X
y,(x) =y, + [ 14, y )aé (1.7.11)
X
o
Ekkor (1.7.9) alapjén:

- X X
Iy, (00 -y |=] [ £&,y,)a§] fxf | £(5.y,)] a§ <

o ' 0 .
Mjx - x| £ b5 ha (lx=- x| < a) (1.7.12)

Az (1.7.5), (1.7.6), (1.7.7) 6sszefﬂggések.felhasznéléséval
azt kapjuk, hogy

|y, (x) - yO[=|xfx >f[§, y1<§)1<i§\_g xfxl (8,5, (8| at <

<.M[x - xo‘é; b
. X X

EXOE yOH}{ £4,y,,_, (§ M| < J lect,y (bt <
< Mlx - x|< b, | L (1.7.13)

ol —

Az (1.7.12) - (1.7.13) Usszefliggések azt mutatjdk, hogy az
yi(x), yz(x),...,y {(x),... flggvények mindegyikének girbéje

az R téglalapban fut, azaz [x,y (x)) €ER, ha|x - x [<:a.

Erre az észrevételre a Lipschitz- feltétel alkalmazhatosaga
szempontjidbél lesz szlikségink.
Vizsgdljuk most meg az yi(x), yz(x),...,yn(x), fiigg-

vénysorozat egymdsutédni tagjai kbzbttl tavolsdgot, amelyet
az (xo -a, x o+ a) intervallumon két fliggvény kdzdtti

maximdlis eltérds értékével mérhetiink.
Az (1.7.4) bsszeflggés alapjéin

lyl(x) -'yol= l fx f(ﬁ,yo)dﬁif M|x - X, (1.7.14)
Xy . :

ahol |x - xol<a.

Az (1.7.5) és (1.7.6) formuldk alapjén
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|v,00 -y, fredy, ) - e, y,)1a8]<
X
. o}

< [F |
< ey - iy ey, |
Figyelembe véve az (1.7.8) Lipschitz-feltételt

) X
]yg(x) -y (0] K X_( [y, &) - v |ak (1.7.15)
: o
minden xEExO - a, X, * a) pontban.
Innen:
max |7,(x) = y ()< kK - max |y, (x) -
xo—a<x<xo+a xo-a<x<xo+a ;

- yolix - XGI.

Ha most lx - xol oly kicsi, hogy K lx - xO,<1,'akkor
maxl yz(x) - yi(x)]g maxi yl(x) - yol, ('x - xol<a)
X X

Az (1.7.14) eredményét az (1.7.15) bsszefiiggésbe helyette-.
sitve:

X Ix - xolz
lyg(x) - y1(X)|§ K M xf H - xofd‘f: MK
0 (1.7.16)
Tételezzilkk fel, hogy teljeslil a
n
max yn(x) - yn_i(x)is M K" 1 IX xo|
xo-a<x<xo+a nl!
(1.7.17)
egyenlétlenség, amely mint ld4ttuk n = 1 és 2-re igaz.

Ekkor
‘yn+1(x) - yn(x)l= * .fx f(ﬂ,yn(ﬂ)) - f(ﬁ,yn_l)(ﬁ))dﬁlg
. Xo .

< X ££X\ yn(ﬁ) - yn_;(§)|d§ (1.7.18)
ezért

el o) =2l HE Lo
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n Q

= MK T : (1.7.19)

Indukcidval tehat azt kapjuk, hogy az (1.7.19) egyenldt-
lenség tetszdleges n-re igasz. .
Az (1.7.18) formuldbdl az is kdvetkezik, hogy

max Iy

(x) - y(x)} < K- max ]yn(X) -
xo—a§x<xo+a

n+l : x —akx<x +a
o 0

(1.7.20)

- yn—l(x)li]x - xo'

tehdt, ha K [x - xol= h<1, akkor

mixlyn+1(xd - yn(x)|g y(x) £ h-mix Vn(¥) =y, 4 (x)

vagyis az Vo3 yl(x), ya(x),...,yn(x),... fliggvénysorozat

egymésra ktvetkezd tagjal egyre kdzelebb vannak egymdshoz a
fenti tdvolsdg szerint. Ennek alapjdn varhatd, hogy ez a so-
rozat konvergdl valamely lim yn(x) = y(x) hatédrfiigg-
I ~—»ocQ

vényhez, vagyis a szukcessziv approximdcidra konvergens fiigg-
vénysorozatot nyeriink. Valdban ez a helyzet, amit az (1.7.19)
tsszefliggés alapjédn be is bizonyitunk.

Tekintsik az yf(x), ye(x),...,yn(x),... sorozat tagjai-
bél képzett )

Vo *Ly (x) -y 1+ ly,(x) - yl(x)]+[y3(x) -y, ()] +
e Hly G0 -y 001 L (1.7.21)
flggvénysort. Ennek a sornak az n-edik részletisszege:

. sn(x) = yn(x) .. o _ (1.7.22)

Ha ki tudjuk mutathi, hogy az (1.7.21) sor egyenletesen
konvergens, akkor létezik a részletdsszegel sorozatdnak ha-

tdrértéke a 1lim s _(x) = 1lim y_(x) = y(x).
n-=oo nesoo o
Az (1.7.19) formula alapjédn az (1.7.21) sor majordlhaté
az :
|x - x l2 lx - X ,3
y o+ Mlx -x (+ MK 00l yg2 1T "ol +
o 3 0[ 21! ' 3! e
n+1
+ M K? |x ~ %ol + (1.7.23)
W .0 e . .
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sorral. Bevezetve a K[x - x0|= h Jjeldlést, az (1.7.23) sor
az

= n M, h '
E:i %T =y, + ge® - 1) (1.7.24)
n=

==

o t

alakban irhaté. A sor minden h-ra egyenletesen konvergens,
hiszen eh sordrdl van szd. Létezik tehdt az

X
y(x) = lim y (x) = lm (v, + [ rl&,y,_4(§)1a})
11 oo Il —>»oC XO
(1.7.25)
hatdrfliggvény. )
Mivel az (1.7.24) egyenletesen konvergens, és a sor tag-
Jai folytonos flggvények, az y(x) hatdrflggvény is folytonos.
Minthogy

ixfx e,y - f(ﬁ,yn_1(§>§a§f5 K ;rx’ y(2) ;

° .
- yn_i(ﬁ)ldﬁ—+0 ha n-sece (1-7°26)

ezért az

ya(x) =y + ffx f(ﬁ,yn_l(ﬁ))§§

o

egyenldség akkor is igaz, ha mindkét oldaldn elvégezzlik az
n -»oo hatdrdtmenetet, azaz

y(x) =y + jx TCPEL: | (1.7.27)
X
o]

ami megegyezik az (1.7.3) 8sszefliggéssel, vagyis y(x) ki-
elégiti az (1.7.1) egyenletet is. Ezzel az (1.7.1) egyenlet
megoldésdnak egzisztencidjdt kimutattuk.

Azt, hogy az (1.7.27) egyenletnek csak egyetlen folyto-
nos (é€s egyben korlétos) megoldédsa van az [xo -a, x ¢t a]

intervallumban - azaz a megoldds unicitdsdt - indirekt mé-

don igazoljuk. Tegyilk fel, hogy volna két olyan megoldds,

amely az (1.7.27) egyenletet kielégfiti, y(x) és z(x).
Ekkor

y{x) = Vo * ‘IX f(s,y(i))dﬁ és
X
o
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X

2(x) = v, + [ red,zd)ad .
o .
Mivel (x,y(x))ER és (x,z(x))eﬁ ha xe(xo - a,
X, * a), a Lipschitz-feltétel alapjén:

y(x) - 2(0)|< X J‘x[ y) - z(Hlaf
X

O
azaz _ i'
max ly(x) - Z(X)lﬁ_K- max ly(ﬁ) -
X -a<x<x_+a x-a< §<xo+a ‘
- z(%)’ -Ixo - x, |¢Knh ma.x |v(§) - Z(ﬁ)‘ '

xo—a<§<xo+a
ahol K h <1, Ez azonban csak ugy lehet, ha

max 1 y(x) - z(x),= 0 vagyis y{(x) azonos
xo—a<x<xofa

z(x)-szel. \
Megjegyezzlik, hogy mivel az iterdcid vég nélkiil foly-
tathatd az y(x) hatdrfiiggvény felirhaté:

y(x) =y (x) +ly () =y GO T+ () =y (] 4.

alakban. .
Felhaszndlva az (1.7.19) egyenl8tlenséget, azt kapjuk,

w1 o x  -x
lY(x)'yn(X)lf—K{(n+1)! N CEEY +}.-..;=_

' M ‘x - X x - x |2 ,

B le - xoln[(n +1?t * Ln + Q?L T (1.7.28)

ami lehet8vé teszi annak megdllapitds4dt, hogy az n-edik kb&-
zelitd megoldds legfeljebb mekkora hibdval kbzeliti a még
ismeretlen y(x) pontos megolddst.

Megjegyezzilk még, hogy a tételben szerepld (1.7.8)
Lipschitz-feltétel mindig teljeslil, ha az f(x,y) fiiggvénynek
az R téglalap minden pontjédban létezik a '

hogy n+1l

§£%§L¥l parcidlis derivdltja és ez R-ben korlitos:
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ar
3y < K.

Ugyanis a Lagrange-féle kbzépérték-tételt alkalmazva:

x x% *
f(x,yxx) - f(x,yx) = (y:t! - yf) ar(x,y +q£y - ) |

(ahol 0<1}F < 1), amib8l (1.7.8) kdvetkezik.

Az f(x,y) fuggvény y szerinti parcialis derivaltjanak
1étezése és korlitossaga erdsebb kikdtés, mint az (1.7.8)
feltétel, amely a tétel bizonyitdsdban elegendd.

1. Példa:
A szukcesszivapproximdcié médszerének alkalmazdsidval
hatdrozzuk meg az

g = xy? 4 1 (1.7.29)

egyenlet kdzelitd megoldédsdt az X, = o, Yo = y(0) = 0 kez-

deti feltétel mellett. (Ez az egyenlet az ismertetett elemi
médszerekkel nem oldhatd meg.) '
Az (1.7.3) egyenlet most a kdvetkezd alakot 81lti:

X 2
v = [ ey (§) + 1af . (1.7.30)
Tegylink az integrandusban Yo = o-t, ekkor
X N
yl(x) = { dx = x -
Az yi(x) = x flggvényt helyettesitve az (1.7.30) egyenletbe:

y,(x) = gx (ﬁ'ﬁz + 1)dﬁ = 0? (HB + 1)d§ = %ﬂ + X

Az yz(x) filggvényt az (1.7.30) formula integranduséba
helyettesitve:

u |
CRCERR SRR s U AR

yB(x)

A keresett y{x) megoldds kdzelitését tehdt hatvianysor
alakjédban kapjuk.
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2. Példa
Keressiik szukcessziv approximicidval az

s L1
¥y’ = 5%y

differencidlegyenlet kdzelitd megolddsdt az y(0) = 1 kez~
deti feltétel mellett!
(Olyan példdt valasztottunk, amelynek pontos megoldédsa el&-
d411ithaté, abbbél a célbdl, hogy a kizelités pontossédgdt
szemléltethessiilk.)

Az egyenlet megolddsa:

j‘—— = %lfx dx + In ¢, agzasz
X2
y(x) = c-eH_ » ahol az y(0) = 1 kezdeti feltételbdl
¢ = 1.
A szukcessziv approximdéciét alkalmazva:
Vo F 1
1 2
y (x) =1+ 3 J % 1 d{ =1+ 3
2 2 2
_ 1 X %_ _ x
¥o(x) =1+ 5 g‘% (1 + )d§ =14 2r(E_)
X 2 2 ﬁ
- 1 1 -
(x)—1+—6f{[1+§—+ﬁ(7§—) d%-
2 2 2 3
_ X 1 X 1 .x
= 1 + ¢t —T(E_) + ?T(E_)

2 K22 23 ,
v = 13-+ 573+ 3T+ 360

A negyedik k¥zelitd megoldds numerikus értéke az x = 1 he~-
lyen yu(i) =1 28H1.

Az y(x) = eﬁ_ fliggvény értéke az x = 1 helyen:
y(1) = 1,2840.

Liéthatdé, hogy mdr az iterdcidé negyedik 1lépése hdrom
tizedesre pontos megolddst szolgdltatott, tehdt az eljdrds
gyorsan konvergdl.

s
N
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1.7/b) A véges differencidk médszere elsdrendd
kBzdnséges differencidlegyenletek kozelitd
megoldédsa. FEuler-féle peligon

A tovédbbiakban az ¥y’ = f(x,¥); y(xo) =¥, kezdetiér-

ték feladat kdzelitd megoldédsdra néhany numerikus mddszert
ismertetiink, amelyek szdmitégépre j61 programozhatdk.

Az y? = f(x,y)} differencidlegyenlet az integrdlgdrbék
egyparaméteres seregének egy 4ltaldnos tulajdonsdgdt feje-
zik ki: az (x,y) ponton dthaladd integrdlgdrbe ezen pont-
beli érintéjének irdnytangense f(x,y). Ha az f(x,y) fligg-
vény az (xo,yo) pont bizonyos kdrnyezetében eleget tesz az

1. tétel feltételeinek, azaz a megoldds egzisztencidja és
unicitdsa elméletileg biztositott, akkor a keresett integ-
rdlgdrbe grafikusan is megszerkeszthets,

Az y* = f{x,y) az xy sik adott T tartomidnydnak min-
den pontjdhoz egy irdnyt rendel (irdnymezd), amely a kérdé-
ses ponton 4thaladé integrdlgdrbe érintdjének irdnysdval egye-
zik meg, s amelyet egy kis vonalelemmel jel8lhetiink ki. A
megolddsglrbe keresése céljdbdl am (xo,yo) pontot tartalma-

z6 T tartomdnyban megrajzoljuk az y* = f(x,y) = ¢ egyen-

letid gdrbéket, az y? = f(x,y) differencidlegyenlet "izokli-
ndait". Az (xo,yo) ponton dthaladd integralgdrbe kdzelitd

meghatdrozdsa c€l1j4bél az (xo,yo) pontban kijel®ljilk asz
f(xo,yo) irdnytangensi vonalelemet és ezt meghosszabbitjuk
mindaddig, mig metszi az (xo,yo)—hoz legktzelebbi izoklindt.

Legyen a metszéspont (xi,yl). Itt megrajzoljuk az f(x )

1°Y1
irdnytangensl vonalelemet é&s ezt meghosszabbitjuk addig,
amig metszi a kdvetkezd legkdzelebbili izoklindt. Legyen ez a

metszéspont (x2,y2) stbh. Ily mddon egy egyenes szakaszokbdl

4116 poligont az dn. Euler-féle tdrdtt vonalat kapjuk, amely
természetesen anndl jobban kdzeliti az ismeretlen y(x) in-
tegrilgdrbét, minél sirdbben rajzeoltuk fel az izoklindkas.

- El&fordulhat, hogy az izoklindk megrajzoldsa igen ko-
riilményes. Ezért a gyakorlatban rendszerint idgy jdrunk el,
hogy az X, pontbdl indulva vdlasztunk egy kiesiny h td-

volsdgot és az Xy = X 4 h, Xy = X, + 2h, ... osztdépontokon

merdleges egyeneseket rajzolva az X, £ x £ xo + h = x1

szakasz felett az y(x) integrilgdrbét az

Y=oy, £x,y)(x = x ) =y 4 £lx,y )b (1.7.31)

1)Pic:ar'd—Linde1b‘f-—f‘éle exzisztencia és unicitds.
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1.11 4dbra

érint8egyenessel helyettesitjlk, amely asz X = ¢ egyenest
valamely ¥q pontban metszi:

vy =¥, 0% f(xo,yo)h

Ezutdn az x; < x <x, * h = x, intervallumon az

y2 = yl + f(xisyi)h |
kbzelitést alkalmazzuk, amelyet folytatva a k+l-edik 1épésben

+ f(x }h  kézelitést nyerjik, (1.7.32)

Yr+1 = Yk w Yk

ahol

Xy = X + kh. '
Ily médon az irdnytangenseket csak az (X ,yx) (k = 0,1,2,...,
pontokban kell kiszdmitani. Azt vdrjuk, hogy minél klsebb P
a h tdvolsdg, azaz minél siiribb a felosztds, anndl jobban
kdzeliti a poligon a keresett y{x) integrdlgdrbét, hiszen
az (1.7.31) formuldbdl nyerhetd

, Yy - ¥, Y-
r(x_,y,) =¥ (xo) Y, C 5

Osszefliggés csak kdzelités, mivel
y - yo

y2>(x_) = 1lim
o n -0 h
Példa:

Hatdrozzuk meg asz

vy o= xyz + 1, x, = 0, y{(0) = 0
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kezdetiérték feladat kozelitd megolddsdt Euler-féle poli-
gonnal. )

Az egyenlet grafikus megoldédsidt a [0,1] intervallumban
végezziik. Osszuk fel a [0,1] intervallumot az X, = 03

1 = 0,25; X,

részre, azaz legyen h = 0,25 (1.11 &bra).
Ekkor, mivel Vo * 0,

X = 0,5; Xg = 0,75 és Xy = 1 pontokkal négy

v, = ¥, * flxg,y ) (hx) = 10,25 = 0,25

£(x - £(0,25, 0,25) = 0,25-0,25° + 1 = 1,016.

4947
vy =y, * £(x;,y,0h = 0,25 + 1,016-0,25 = 0,504

£(x,,¥,) = £(0,5; 0,504) = 0,5.0,504% + 1 = 1,127

+ f(x Yh = 0,504 + 1,127.0,25 = 0,786

2292

5o¥5) = £(0,75; 0,786) = 0,75-0,786% + 1 = 1,463

yy = V5 + T(xgygdh = 0,786 + 1,463-0,25

Y4 = Yy
f{x
1,152

Az 1.11 dbra mutatja a szamftott kdzelitd integrdlgdr-
bét, az Euler-féle poligont, amelynek értéke az x = 1 he-
lyen: yk(i) = 1,152,

Az y(x) "valdédi" integrdlgdrbe értékének ismerete nél-.
kiil is el tudjuk ddnteni, hogy a kapott poligon az integrdl-
gdrbe alatt halad, mivel az y(x) integrdlgdrbe konvex

(alulrél dombord). Ugyanis az y° = f(x,y) = xy2 + 1 figg-
vényt az implicit fliggvény derivdldsi szabdlya alapjén x
szerint differencidlva:

y" o= y2 + 2xy+y’ = y2 + 2xy(xy2 + 1)>0

ha x>0 és y>0, vagyis az y{(x) integrdlgbrbe konvex,
ilyenkor a poligon szerkesztési menetébdl kdvetkezik, hogy
az y(x) gbrbe alatt halad. (Konkdv y(x) integrdlgdrbe
esetében a poligon az integrdigdrbe felett halad, tehédt a
ténylegesnél nagyobb értékeket szolgdltat.)

Az eljdrds konvergencidjdnak bizonyitdsdra és az elkdvetett
hiba becslésére vonatkozdlag a ﬁj irodalomra utalunk.

1.7/c¢) Runge és Kutta médszere

Az Euler-poligonndl lényegesen jobb kbzelitést kapunk
a keresett integrédlgdrbére (ugyanannyi szdmoldssal) az un.
Runge-Kutta-médszer alkalmazdsdval, amelynek legfontosabb
vdltozata a kidvetkezd.
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A h = Xy " X, 1lépéskdz megvdlasztidsa utdn y(xl)

= y(xo + h) kézelitésére az

y(xl) MY, TVt %(Kio) + 2K§?) + 2K§O) + Kéo))

. (1.7.33)
formuldt alkalmazzuk, ahol
B ‘ (o)
K h
(o) _ . wlo) _ h 1
Ki®7 = £lx 5y )5 K377 = £lxg + 3, y, + —5—)
LT.30)
(o) (1.7.3
K 'h (0)

K= f(x_+ 2, y_ o+

3 o e} 2 h).

)s Ky = £(x *h, y +Kg

Az ¥Yq érték kiszdmitdsa utdn az y(x) integrilgdrbe
xé = x 0t 2h pontbeli Yo ktzelitését szdmitjuk. Altaldban,
ha az y(xi)aﬁyi kdzelits értéket miar ismerjiik, akkor

- h,. (i) (i) (i) (1), _
-y(xi+1)"‘~"3’i+1 = yy 3(1«:1 + 2K+ 2K3 + Kyt') =
=y, + gly;  (1.7.35)
ahol: .
(1)
. . K h
(i) _ . (i) _ h 1
K70 o= flxgoyy)s K370 = flxy + 5, ¥y + =)
. K(i)h . . L
Kél) = f(xi + %—, yi + _2_2_.); K}S_l) = f(xi + h, yi+K§l)h)

(2 1,2,...)

Ez a kdzelités annyira jé, hogy pl. az (1.7.35) formula jobb
0ldalédn 4116 kifejezés megegyezik az y(xi + h) flggvény h
hatvdnyai szerint haladdé Taylor-sora hi-ig bezdrdlag vett
részletdsszegével, _ : :

Megemlitjik, hogy a Runge-Kutta-médszer numerikus integ-
ré4ldsi eljdrds, amely abban az esetben, ha az f(x,y) Cfigg-
vény csak x-t81 filigzg, a Simpson-formula sorozatos alkalmazd-
sdval egyezik meg. )

Az (1.7.35) formula mutatja, hogy e médszernél az
y(xi+1) - y(xiL3 Ay& = V541 T Yy killnbségeket a
Kgl), Kél), Kél) és Kﬁl) mennyiségek sdlyozott szdmtani
kdzépértéke segitségével k¥zelitjik, azaz a h 1épéskdzt
egy 4dtlagos irdnytangenssel szorozzuk.

A médszer szamitdgépre kiv4ldan alkalmas.
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Példa
Alkalmazzuk a Runge-Kutta-médszert az

y' = x +y, y(0) =1

kezdetiérték feladat megolddsdra, ha h = 0, 1.
Szamitsuk ki ¥y -et!

(o) _ =
K1 = (0 + 1) =1
Kgo) = 0,05 +(1 + 0,05) = 1,1
K§°) = 0,05 + (1 + 0,055) = 1,105

. i
Kﬁo) 0,1 + (1 + 0,1105) = 1,2105

y, =1+ 9%1[1 + 2.1,1 + 21,105 + 1,2105]= 1,1103

& tovabbi szdmitdsi értékeket az olvasé analdég médon meghatd-
rozhatja. T T

1.7/4) Integrdlds sorbafejtéssel

A differencidlegyenletek integrdldsdndl a hatvéanysoro-
kat éppen lgy alkalmazzdk, mint a fliggvények integrildssnsl.
Feltesszilk, hogy a differencidlegyenlet y(x) megolddsa
analitikus fliggvény, tehdt hatvdnysorba fejthetd az x = x

pontnak egy kdrnyezetében: ©

- _ _ 2
y = a_ + ai(x xo) + ag(x X,0° + ... 4

o] 1

+ an(x - xo)n + ....'
Ezt a sort és derivdltjit az

vy’ = f(x,y)

differencidlegyenletbe helyettesitve olyan azonossigot ka-
punk, amelyb8l az egyiitthatdék 8sszehasonlitdsdval megkapjuk
a sor egylitthatéit, tehdt a megoldds Taylor-sorat. Ha a sor-
bél elég sok tagot veszink, 4ltaldban a megoldds fliggvény
elég jé kdzelitését nyerjik.

A mondottakat egy példdn szemléltetjiik, amelynek kdze-
1it6 megolddsat mdr szukcessziv-approximdcisdval is elfd1li-
tottuk.

Tekintsilk az

v = xy? 41
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egyenletet. Legyen a kezdeti feltétel: X, = 0 helyen

y(0) = 0. Tegyilk fel, hogy az y megoldds a O pont k&ril
Taylor-sorba fejthetd:
2 n

= + X ¥ X"+t L. b aX o+ ...
v aO al a2 n’

A kezdeti feltételbdl adddik, hogy a, = 0.

A sort derivdlva és behelyettesitve az egyenletbe a kdvetke-
z8 Ssszefliggés adddik:

2 n-1 _
a) + 2a,X + 3agX" + ... ¥ nax *oeee = x(agx +

2 n _ 2.2 3
tayxt o+ ... +ax + ...) + 1 = x[alx + 2a1a2x +

2 4 5 '

+(a2 + 2a1a3)x + (2a1aa + 2a2a3)x + ...+ 1
Az x azonos hatvdnyainak egylitthatdéit egyenlévé téve, kap-
Juk:

1
&y F 1, ay = a3 = 0, ay T a5 = ag = 0,
1 :
a7 = qFe v

Tehdt a megolddst kifejez6 hatvénysor fgy kezdddik:

K

y:X'i“E-'?"‘ﬁ"' s

ami megegyezik a szukcessziv approximidciéval nyert eredmény-
nyel. ’

1.8 Szingularis pontok

Taz o y? = £(x,¥), y(xo) = yOAIkezdetiérték feladatnak

mint lastuk, c¢sak akkor van egyértelmli megolddsa, ha a dif-
ferencidlegyenlet jobb oldaldn 4116 f(x,y) flggvény az
(xo,yb) pont bizonyos kdrnyezetében bizonyos feltételeknek

tesz éleget,vamelyeket az 1.7.8 tételben ismertettiink. E
feltételek nem minden esetben teljesiilnek. Ilyenkor eléfor-
dulhat, hogy egy (xo,yo) ponton az y* = f(x,y) differen-

cidlegyenlet egyetlen integrilgdrbéje: sem halad 4t, vagy pe-
dig egynél t&bb iIntegrdlgdrbe megy 4t rajta. Az ilyen
(xo,yo) pontokat az y’> = f(x,y) differencidlegyenlet

szinguldris (kivételes) pontjainak nevezziik.
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"Szinguldris pontok rendszerint olyan differencidlegyen~
leteknél fordulnak el8, amelyekben :

£(x,y) = -ﬁ%ﬁ% ' (1.8.1)

alaki, azaz két fliggvény hdnyadosa. Ha g(x,y) és h(x,y) az
(xo,yo) pont kérnyezetében folytonosak, de az (xo,yo

pontban zérussd védlnak és hdnyadosuknak nines véges hatdr- -
értéke az X-—»x,, Y-y, esetben, akkor f(x,y) az
(xo,yo) pontban a nem korldtos, tehdt nem tesz eleget az
1. tétel feltételeinek. '

Az alédbbiakban néhdny egyszerid példdn szemléltetilk a
szinguldris pontok legfontosabb tipusait.

a) Tekintsllk az

vy’ =L (v = y(x), mee<x<ee) (1.8.2)

differencidlegyenletet, amely szepardlhaté egyenlet, amely-
nek 4dltaldnos megoldédsa: .

¥y = e¢x (¢ # 0 411andé)

: Az (x = 0, y = 0) kezdbponton valamennyi integrdlgdrbe
4thalad. Az x >0 félisik valamint az x<0 félsik minden
pontjédn egyetlen integrdlgdrbe halad 4t, az y tengelynek
az origdtdl killdnbdzd pontjain egyetlen integrdlgirbe sem
halad 4t (1.12 &dbra). .
Mivel az origén az Bsszes integrdlgdrbe 4dthalad a (0,0)
pontot az (1.8.2) differencidlegyenlet csomdpontjdnak nevez-
zilk. Magdt az y tengelyt, amelynek egyetlen olyan pontja
" sincs, amelyen egy integrdlgdrbe halad at, az egyenlet szin-
guldris egyenesének nevezzik. :

b) Vizsgdljuk most az

y? = - % |_'yr = y(x), -o0<x <oco] . (1-8-3)'
egyenletét. Az egyenlet dltaldnos megoldédsa

fydy=-fxdx+c, azaz az

x2 + y2 = ¢ . {(e>0 4llandé)

1), . . . . 4
)Plcard-Llndelﬁf-féle egzisztencia és unicitds tétel.
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1.12 4dbra

origé kbzéppontd kérsereg. Ahhoz, hogy a megolddsgdrbe kér
legyen ¢ >0 kell legyen, az origdn tehdt egyetlen integrdl-
gbrbe sem halad 4t%. Az origd az (1.8.3) differencidlegyenlet
egyetlen szinguldris pontja, amelyet centrumnak neveziink.

x

R\

1.1% &bra
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¢) Tekintslik most az
vy’ = % (y = y(x), -90<xX<oo0) {(1.8.4)

egyenletet, amely az el&z8 példatdl csak eldjelben kildnbd-
zik, mégis mds jellegl szingularitdssal taldlkozunk. -
Az (1.8.4) egyenlet dltaldnos megolddsa:

Sy dy =fx ax + ¢ , azaz

y2 - x2 s ¢ {c tetszdleges 41landd).

Ha ¢ = 0, akkor y = + x, egyenespdr, ¢ # 0 .esetén
pedig ezen egyenespdr mint aszimptotdk 41tal meghatédrozott
két-két szemkdzti szdgtérben futd konjugidlt hiperbolasereg
a megolddsgdrbék halmaza (1.14 dbra).

Y

7N\

1.14 &dbra

Az origdt kivéve a sik minden pontjdn egyetlen integrdl-
gérbe megy 4t, az origén pedig két integrdlgdrbe (az y = + X
egyenespar) halad 4t. Az origd most az (1.8.4) differencigl-
egyenlet nyeregpontja.

d) Vizsgdljuk most az
v =it sy, -ee<x<eo) (1.8.5)
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differencidlegyenletet, amely - mint mér lattuk - homogén
fokszdmi egyenletté alakithatdé, ha x # 0 és y # 0.
Az (1.8.5) egyenlet dltaldnos megolddsa:

1n(x2 + y2)1/2 = = arc ig % + ¢ (c tetszbleges 41landd).

Polirkoordindatédkat bevezetve: 3 = (x2 + y2)1/2,
‘f‘: arc tg %, a megoldds:

mf=-P+e . (1.8.6)
8-t Y |

Tehdt az integrdlgdrbék logaritmikus spirdlisck. Az ori- |
gé ennél az egyenletnél specidlis helyzetidl, mivel egyetlen .
integrdlgdrbe sem halad 4t rajta, de barmely integralgdrbe
futé pontja tetszdlegesen megkdzeliti, ha ¢ 0, vagy Y-roo
Az origd az (1.8.5) differencidlegyenlet fdékusza (1.15 dbra).

|
j
J

0

1.15 &bra




1.9 Néhany egyszer(t mdszaki feladat az els&rendii
differenciélegyenletek alkalmazasara

Példak
1. Az fo hosszisdgl q keresztmetszetlli acélhuzalt egy

P értékig fokozatosan ndvekvd erd nqut Hatdrozzuk meg a
nyujtdsi munkét! A huzalnak a P erd hatdsdra bekdvetkezett
Af megnyildsat a

_ P
Al = kaﬁo (1.9.1)

képlet hatérozza meg, ahol k a nyuldsi egyilitthatd, 20 a
huzal eredeti hossza. Elemi folyamatot vizsgdlva azt kapjuk,

hogy

14
at = —39 dp. (1.9.2)

Felhaszndlva, hogy az elemi munka:
dL = paf,

vagyis, az (1.9.2) egyenletb8l adddik a folyamat differen-
cidlegyenlete

kf
aL = TO P dP. (1.9.3)

Ha az (1.9.3) egyenletet integrdljuk, megkapguk az &l1-
taldnos megolddst:

14
_ 0 .2
L = 5q I + C.
Az integrdldsi d4llandé meghatarozasahoz haszndljuk .fel
a kezdeti feltételt: ha P = 0, akkor L = 0.

kEo .
Q = 53 -0+ C azaz _C = Q.
A keresett nyidjtéasi munka:
kt
_ 2
L= 2q 3

2. Egyik végén felfliggesztett Eo(m) hosszdi acélhuzalt
sajdt sulya terheli (1.16 dbra).
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A
4
4
5 X
%
7
4
g dx Ll
1]
2 U _Jat
2
AR N N
1.16 dbra

Hatdrozzuk meg a huzal megnylildsdt! Az acél fajsilya

'ﬁkN/mB. A P hizderd nagysdga a keresztmetszet helyétsl
fliggden vdltozik. Ez a hizderd a huzal lejjebb levd részének
a sulydval egyenld. Ezért a huzal klilénbdzd elemel killdnbdzd-
képpen nyldlnak meg. A rdgzités helyétél x tavolsdgra levd
pontban a dx elemre a

1, - x
P le]
5 1.9.4

ardnybdl meghatdrozandé P hizéerd hat, ahol G az egész
huzal sidlya.
Az (1.9.4) egyenletbdl

P:‘E—'(Zo-x)
. o
a huzalnak a P (kp) hizéers hatédsdra AL (m) megnytldsa:

P
AE= ka‘e 3
ahol k a nydjtdsi egyiltthatd, q pedig a keresztmebszet
m°-ben. : '
A dx elem megnyildsa: °
P
ak = x = ax
q

vagyis
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al =_Eg—(£ - x)dx : (1.9.5)

2,a 0
Masrészt
$4,a
- 20"
G = 3gp5- (kp).

Ha ezt az utdbbi kifejezést az (1.9.5) egyenletbe helyette-
sitjiik, megkapjuk a folyamat differencidlegyenletét:

_ kT -
d£ = 1_0—0—0(£0 x)dx.

Integrdlissal adddik a teljes megnyuléds:

{
E,z —Ej; ° (ﬂo - x)dx |,

1000 J,
tehdt

J. x4 22

2000 %o

3. Egy folyadékkal teli henger alaku tartdly aljédn rés
keletkezett (1.17 &dbra).

T~ id8 (napokban }

el 0 nap
e 1 nap
_________ ﬂ
I —— 2
I——— t=?
-1 "ln
_________ Z|
_::§&::f
7
A
1.17 &bra

A folyadék kifolyidsdnak sebességét vegyiik ardnyosnak a
folyadékoszlop tartdlybeli magassdgdval. Hatdrozzuk meg,
mennyi i1dé alatt folyik ki a tartidlybdl a folyadék fele, ha
tudjuk, az elsd napon 10% volt a veszteség.

Legyen R a tartily sugara, h a magassdga, x a tar>
tdlyban levd folyadék magassdga t nap elteltével.
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Ekkor a t idépontban a tartidlyban levd folyadék térfogata
szfx,
a térfogat vdltozdsdnak sebessége pedig
dx
R I .
A feladat feltételei szerint ez a mennyiség az x ma-

gassdggal ardnyos, s Igy a feladat differencidlegyenlete a
kévetkez§:

o2 dx _
JR EE'—kX,

ahol k a rés méretétdl fiiggs arényosségi tényezd.
A vdltozdk szétvdlasztdsdval a

~_2

LR 4% = kat
X

egyenldséghez jutunk, majd integrdlds utén megkapjuk az 41-
taldnos megoldést:

TR%Mnx = kt + C (1.9.6)

A ¢t = 0 iddpontban a tartdly tele van (kezdeti felté-
tel), azaz x = h. Ebbdl k¥vetkezik, hogy

] Jfsznh
és az {1.9.6) egyenlet a
:ﬂ:RzEn x = kt + TfR2£n h

C,

vagyis a
TrR%In £ = ke
- h

alakot vesz fel. -
A kiegészitd feltétel szerint, ha t = 1, akkor

X = T% h, ennek megfeleléen az ardnyossdgi tényezd

- T=2f, _9
k-]’tR[nﬁo

Benniinket az x = értékhez tartozé idd érdekel:

¢ =2



TR® In % " TR? In % in % )
= X = 5 7 g = 5 2 6,57 (nap}.
:lTR n-1—5 lniﬁ
Tehdt ahhoz, hogy a feladatban szerepld résen a tartdlyban
levd folyadék fele kifolyjék, 6 napra és 14 Srédra van szﬁkség.

t

4. Hatdrozzuk meg annak a gdrbének az egyenletét, ame-
lyet a talajviz szintje alkot egy olyan hengeres (kerek) kiit
kbzelében, amely a vizdtnemeresztd talajszintig terjed
(1.18 &bra).

yd
0
C I?/—'f‘o'

r |0
1

1.18 &bra

Legyen AB a f81d felszine. CD a talajviz felszine a
kit készlllte eldtt. EF a vizet 4%t nem eresztd réteg, amely
alulrdél hatédrolja a talajviz dramldsdt. A kdtfurds utdn a ta-
lajviz szintjének alakuldsdt a C* GHD® gdrbe szemlélteti.

A differencidlegyenlet feldllftdsédhoz a kdvetkezd ta-
pasztalati tényt kell ismernilink: a vi{z dramldsi sebessége
valamely P pontban ardnyos a P pont felett levd vizszinti
M’ pontban lev$ érintd irdnytangensével. Legyen a kit ten-
gely y tengely, az x tbtengely pedig a vizdtnemeresztd ré-
teg szintje. .

Ha az M’ pont koordindtdix és y, akkor a P pontbeli
dramlédsi sebesség. 3

v = ky’,
ahol k a talaj vizdteresztd képességétsl fﬁggé tényez§.
Jel8ljlk az x alapkdrsugari és y magasségi kérhenger pa-
lastjan keresztlll az idlegység alatt 4tfolyé vizmennyiséget

Q-val. Ez a mennyiség a hengerpaldst 2i(x.y felilletének é&s
a sebességnek '

Q = 2 x.y.ky?
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sgorzatdval egyenld. Ez a talajviz szintjét meghatdrozdé dif-
ferencidlegyenlet, mert barmekkora x sugard hengerpaldston
4t mindig Q mennyiségll viz folyik 4t.

Megolddsa a vdltozdk szmétvdlasztdsdval térténik. 2Tkx
értékkel vald osztds utédn ugyanls

Integrdlva
2
PN c
2 2m<£"x+2’
kettbvel szorozva
5 . .
¥ I[k £nx + c. (1.9.7)

A tetszlleges ( 4llandd értéke a kitban levé viz ma-
gasségabél hatérozhaté meg. Ha a kit sugara r, és a benne
levé viz magassdga h, akkor a figgvény az x = r helyen
¥y = h értéket vesz fel, tehdt .

2 _ Q
h® = T Rn r + C,
s ebbdl
C = h2 - En r.

Nk
Az (1.9.7) megolddstiiggvénybe helyettesitve

Q : Q 2 _ . Q X 2
—k{nx-ﬁfnr-b-h Ik2n5+h

Tehdt a talajviz szintjét lefrd fiiggvény:

2 _ _Q 5 2
N Ik gn + h™.



i. FEJEZET _
Magasabbrendii differencialegyenietek

2.1 Egzisztencia- és unicitas-tétel magasabbrend
egyenietekre

Az elsd fejezetben bevezetett jel®lésekhez hasonléan a
tovdbbiakban is a fliggetlen vdltozdt x-szel, az ismeretlen

(n)

filgevényt - y-nal, annak derivdltjait y?, y",«.es¥y -nel

jeldljik, amelyek mind az x vdltozd figgvényel.

"Definfciéd:
n-edrendl differencidlegyenleten

F(X37,7e. oy ™) = 0 (2.1.1)

alaki fliggvényegyenletet . értilnk, ghol F miﬁdegyik argumen-
tumdnak folytonos filggvénye €s mindenesetre fligg az n-edik

derivdlttdl, y(n)-tdl. (A t&bbi érgumentum kdzll egy vagy
t8bb hidnyozhat a (2.1.1) egyenletbsl).

Olyan Xgs y(xo) = Yoo y’(xo) = yé,...,y(n)(xo) = yén)
értékek kdrnyezetében, amelyek eleget tesznek az

(2E__,

I #0
aY' x=xosy=yo:'-'sy

(n)y

s -

F(Xosyosyos---syo Y =0, (n): n
Yo

feltételeknek, a (2.1.1) egyenlet megoldhaté y(n)—re nézve,
azaz . .

y(n) = f(x,y,y’,;.'.,y(n_i)), (2.1.1%*)

alakban adhaté meg.

A tovdbbiakban az y(n)-re megoldott explicit alaki
egyenletekkel foglalkozunk. Feltesszilk, hogy a jobb oldalon
4116 f flggvény mindegyik. argumentumdnak folytonos fliggvé-
nye. Az alapvetd kérdés. n-edrendii differencidlegyenletek ese-
tében - hasonldan az elsrendli egyenletekhez - hogy mikor
0ldhaté meg a (2.1.1?) alaki egyenlet és mi biztositja, hogy
adott (xo,yo) ponton 4t egyetlen integrdalgdrbe haladjon 4t,

. - -1
amely eleget tesz az y(xo) S y’(xo) = y’,...,y(n )(x0)=

- o
= Yén B kezdeti feltételeknek. (Cauchy-probléma).




A megoldésegz1szten01a3anakes unicitédsdnak -feltétele,
hogy a (2.1.1°) jobb oldaldn 4116 f fdggvény eleget tegyen
bizonyos kik¥téseknek, azaz bizonyos "jé" tula;donségokkal
rendelkezzék. Ezt mondja ki az aldbhbi ex1szten01a és unici-
tdsi tétel.

1. Tétel :

iAz n-edrendil differencidlegyenletek Cauchy-féle eg21sz- N
tencia~ és unicitdstétele.)
Az

y(n) ='f(x,y,y’,...,y(n_1)) i {(2.1.1%)

explicit alakban adott n-edrendfi differencidlegyenletnek az

(n'i)(x ) = y(n“l)

¥Cx ) =y s ¥x) = ¥lseeany

o}
kezdeti feltételeket kleleglto megoldésa létezik és egyértel-
mii, ha

a) f(x,y,y’,...,y(n-i)) folytonos fliggvénye argumentumainak
ez valamely D zdrt tartomdnydban tovdbbd, ha

b) az f(x,y,y ,...,y(n 1)) flggvény mindegyik argumentuma
szerinti parcidlis derivdltja korldtos a D tartomanyban,
azaz

le‘[(K l 3f< Kl,...,]a—y%fl‘__—lﬂ(Kn_l

Bizonyités:
A (2.1.1°) egyenletben szerepld argumentumok mind az x
vdltozd fliggvényei, ezért bevezetjlik a kbvetkezd jeldlést:

n n-1
y, = yi, y = yga""y( ) = yn-l

dy dy
_ 1 _ n-1 _
dx yi’ ax " Yot Tax T Yp-1 | (2.1.2)

zzel a jel&léssel a (2.1.1%) egyenlet az aldbbi alakot 81ti:

dy
-1 o i
dg = f(x,y,yl,yz,...,yn_l) (2.1.3)

AA(2.1.2) és (2.1.3) Bsszefliggésben szerepld egyenletek
egylttesen n szdmi elsdrendii differencidlegyenletb8l 4116
egyenletrendszert képeznek.

208



ax - Y1
dy :
e >
ax Y, (2.1.3%)
dy

n-1 _

ax = f(stins-'-,yn_i)

Ezen egyenletek bal oldalain az ismeretlen fliggvények
derivaltjai d4llnak, a jobb oldalak pedig a fiiggetlen vdltozs-
tél és az ismeretlen fliggvényektdl fliggnek (és nem fiiggnek
a derivdltaktdl, legalsdbb is formailag).

Az ilyen rendszert normédlis alaku dlfferenclélegyenlet
rendszernek nevezzik. & (2.1.3) rendszernek . megvan az a sa-
jédtossdga, hogy csak az utolsd egyenlet jobb oldaldn 411 az
Xs¥s¥qseees¥y g védltozbknak a legdltaldnosabb alakd fligg—

vénye.
Szamozzuk 4t az YoVqseees¥p g vdltozdkat és jeldljilk

yl,ye,...,yn—nel, tovédbbd a (2.1.3) rendszer helyett tekint-
sk az aldbbi Altaldnosabb normdlis alaku elsé8rendl rendszert:

dy1

EE— = fl(x’yi’yZ""’yn)

dy2 )
ax - fg(x,yl,yz,...,yn) 7 . (2.1.4)
dy

n _
ax fn(xsyl,yz"",yn)

Erre a rendszerre végezzlk el az exisztenciatétel bizo-
nyitdsdt, majd visszatérink a {2.1.3°) rendszerre, ami ekvi-
valens a (2.1.1°) n-edrendli egyenlettel.

Az exisztenciatétel bizonyitdsa 1lényegében most is a
szukcessziv approximicidé médszerével tdrténik.

Legyen megadva a (2.1.Y4) egyenletrendszerhez a kezdeti
értékeknek X yi ,yéo),...,y(o) egylittese. A (2.1.4)
egyenletek jobb oldalain. 4116 fl fliggvényekre (i = 1,2,...,n)

a kévetkezl feltételeket kétjtik ki:

1. Az fi(i = 1,2,...,n) fliggvények a

(o) _ , (o)
¥y b<Ly; £y " +b

D:x - a<x<x_+ a,
o - 7 = "o i

(i = 1,2,...,0)
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zédrt tartomdnyban [(n + 1) dimenzids tégldban] Osszes argu-
mentumaiknak folytonos fliggvényel. Ez egyben az fi fliggvé-

nyek D-beli korldtossédgdt is Jelentl, mert zdrt tartomdnyon
folytonos fliggvény ott korldtos is. Tehdt teljesil az

lf.!é M (1= 1,2,...,0) alkalmas elég nagy M-re D
L minden pontjéban.

2. Ha a D tartomdanyban az fi fiuggvények az Yis¥oseees¥y

argumentumokra vonatkozdélag kielégitik a Lipschitz- feltételt:
azaz, ha egy adott x érték mellett az yl,yg,...yx és
XX XX

vy ,y2 ,...,y " értékrendszerek a D tartominyhoz tartoznak,
akkor 7
x X x x¥x _E¥% x%x
,fi(x’yl’yZ"”’yn) = fi(x,yi :y2 s---:yn ) < (2.1.5)
o x %
EK§:1\yk-yk (i =1,2,...,n)
k=

ahol K egy pozitiv d4llandd.
‘Megjegyezziik, hogy az fi fiiggvények a D tartomdnyban

az Y s¥pseees¥y viltozdk szerint folytonos parcidlis deri-

viltakkal rendelkeznek, akkor teljesitik a Lipschitz-felté-
telt, ugyanis a Lagrange-féle kbzépértéktétel szerint:

x x x%x
|f.(x,y1,...,yn) - fi(x,y1 seee¥y )| : (2.1.6)

ar .
‘ayl" (v] - 91+t <3ﬁ>§ncy§ - ¥

ahol ¥, = yr +HyE - vy, 0¥ 1, (k= 1,2,...,0).

Folytonossdguk k&vetkeztében a parcidlis derivdltak korld-

tosak. af

Mlndezen. 5—— (i,k = 1,2,...,n) derivdltak abszolit érté-

Yk
keinek a D tartominyban felvett maximumdt vidlasztva K-nak,
a (2.1.5) egyenldtlenségek teljesiilnek. :
Tehdt a Lipschitz-feltétel teljeslil, ha a D tartomény-

san léteznek és folytonosak a ’
T, ,

gyl (i,k = 1,2,...,n) parcidlis derivdltak.
Kk

Kimutatjuk, hogy az 1. és 2. feltételek teljesiilése ese-:

tén a (2.1.4) linedris differencidlegyenlet-rendszernek egy
és c¢sak egy olyan
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vy = v(x), ¥, T V() see sy = Y (X)

megolddsa 1létezik, amelyben a fliggvények mindegyike értelmez-
ve van, az X -~ h< x £ X, * h intervallumban, ahol

h = min {(a, %) és az X = X, helyen a megolddsrendszer
eleget tesz az elbirt

v (x ) = 80, yytx) = vy xg) = v (201.6)

kezdetl feltételeknek. .

(R4mutatunk, hogy ha ez az 8llitds igaz a (2.1.4) egyen-
letrendszerre, akkor igaz ennek specidlis esetére a (2.1.3)
egyenletrendszerre is, ami viszont ekvivalens a (2.1.2) n-
edrendd differencidlegyenlettel.)

Allftdsunk bizonyitdsdhoz a szukcessziv approximdcid mddsze-
rét haszndljuk. ’ -

A (2.1.4) differencidlegyenlet-rendszer valamennyi dif-
ferencidlegyenletét egyidejlileg dtalakitjuk integrédlegyenlet-
té az elsdrendl egyenlet exisztencia tételének bizonyitdsdval
analdég médon.

Az y1(x), yz(x),...,yn(x) ismeretlen filggvények nulla-
dik kozelitésének az ylo), yéo),...,yéo) dliandékat (a kez-
deti értéket vessziik).

A keresett fllggvények elsérendl kdzelitésének a

yil)(X)

X
sl f £, (500, ax
XO
E . (2.1.7,)
AR C T AN J R I CLIRIRALI Y
o

Nyilvédnvald, hogy az igy konstrudlt flggvények folytonosak.
Kimutatjuk, hogy az els8rendfi kdzelitések nem lépnek ki a
D tartom&nybdél, ha x - X, < h.

A h szdm definicidjdt figyelembe véve:

X
Iyﬁi)(X) - ygo)(k)lf‘_f fi(x,ygo),yéo),---,yéo))dX|5
X .
O

A

b

) |
< Sy 0avi®rt 0 fax < mlx - x| < mn
X
o}

(i = 1,2404.,0)

A mésodrendid kdzelitéseket Ugy kapjuk, hogy az integrandusba
az elsdrendil kdzelitéseket helyettesitjilk:
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X
yiz)(x) = yio) + xf fl(x,yél),ygi),---,yr(li))dx
. C

(2.1.7,)

. X
y 0 =y xf fn(x,ygl)_,yéi),---,yéi))dx
o]

Az m-edik kOzelitéseket az (m-1)-edik kbzelitdések felhaszns-
lasdval kapjuk:

X
v =y s f o Gy D) ) gy
X
. ' © (2.1.7,)

: « i ) )
Yém)(x) = yéo) + ff fn(x,yim 1),yém'1),...,y;m 1))dx

o)

Feltéve, hogy az (m-1)-edik kdzelitések az x v&4ltozé foly- |

tonos figgvényei voltak, az m-edik kdzelitések - mint folyto-
nos fuggvények hatdrozatlan integrdljai - ugyancsak folytono-

sak lesznek. . '

- Konny(d kimutatni, hogy ha az (m-1)~edik kbzelitések nem |
lépnek ki a D tartomdnybdl |x - Xois h esetén, akkor ez az

m-edik kézelitések esetén sem kdvetkezik be. Ha ugyanis az :
(m-1)~edik kdzelitések a fenti intervallumon bellil a D tar- |
tomdnyban futnak, akkor az 1. feltételezés alapjén '

-1 -1
fi(x,ygm ),...,yém ))lﬁ M ha |x - xo|5 h

(i.= 1,2,...,n)

és g (2.1.7m) formuldk alapjdn:
(m (o). X m-1 m-i)
0+ | eyt a2
o

< fxl fi(x,yim-i),...,yr(im_i).u)ldx <Mlx - x j<MB <D
p |
Q

Minthogy m = 1 esetén ez a tulajdonsidg igaz, - amint
azt bizonyitottuk -, indukcidéval kévetkezik; hogy (2.1.8)
minden m-re igaz.
Ennek alapjdn a (2.1.7m) approximdcidék a D tartomdnyban

futnak, ha x, - h< x <x  + h.
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Kimutatjuk, hogy a szukcessziv approximdcidk konvergens

() (x)

sorozatot képeznek, vagyis hogy a lim ¥y

kek léteznek (i = 1,2,...,n). m —-co
Az els8rendil egyenletek exisztencidjdnak bizonyitdsdndl
kovetett eljdrdssal analdg médon tekintsik az

hatdrérté-

72 {00 - v P00 - v Pl L
(2.1.9)

1 .

L +Ey(m)(x) (m )( )]+ v e (1 = 1,2,.-.,1’1)
sorokat. Ezen sorok m + 1-edik részleﬁﬁsszege éppen y§m)(x)
{i=1,2,...,n). Ha e sorok konvergencidjat kimutatjuk, akkor
abbdél az .m)(x) sorozatok konvergenciéja kévetkezik. '

A (2.1.9) sorok egyes tagjainak abszolit értékeire a -
Lipschitz-feltétel alapjdn a kdvetkezd felsd korldtokat xap;uk.

X
vy - Aot R W RO AR AT (2.1.10)
/ A.

X
< f lfi(x,ygo),...,yr(lo))ldx < Mlx - x|
X .

Tovabba:
. X .
{00 - v{Ptols] S (D, 1)
X
o

C- (x,ygo),...,yéo)ﬂdxlﬁ V/'Ifi(x,ygi),...,y(i))
, X,

| - fi(x,ygo),...,y(o))!dx < ‘f K(]' (1) . ygo) + L. F
%o

x o (2.1.11)
+|yé1) - YéO)l)dx < i[ M n le - xoldx_f'

. o
. x - x| .
=MnK-—5—2— (i, = 1,2,...,n0)
Tegyiik fel, hog§ {m-1) esetén teljesiil a

| - %™

|(Y§m-1)(x)" y§m_2)(x)l£ M{n K)m-2 —TEF:TITT——(E . é)
. . 1.1
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(1 = 1,25¢4.,0)

egyenlétlenség, ekkor indukcidval:

y™ e - v o)< j" [,y Lyt

-2, Gy ™2,y ) Jax | <

i} ,
< \f If (x,ygm 1),..., ém 1)) - fi(x,yim 2),...,

%o
X n
...,ygm 2))Idx £ K ‘f gz%ly(m_i) (m—z)‘dx <
° (2.1.13)
m-1 X Ix B xolm_i m-1 lx B Xolm
< M(n X) )‘j. Tﬁl—'—l_)!—— dx = M{(n K) . -
o

Ezzel kimutattuk, hogy a (2.1.13) becslés minden m termé-
szetes szdmra teljesll.
Mivel |x - x |5 h, kovetkezik, hogy

co oo. m

m=1 m= 1 ' m

(2.1.14)

(A jobb oldalon 4118 exponencidlis sor az egész szdmegyene-
sen konvergens.)

A (2.1.9) sorok tehdt egyenletesen konvergensek minden

olyan x értékre, amelyre az Xg T h < x < X ¥ h egyenlét-

lenség teljesill. Mivel e sorok tagjai folytonos fuggvenyek
bsszegfiiggvényeik is folytonosak. Jeldljik az Ssszepfligpvé-
nyeket l(x) -szel (i = 1,2,...,n}, ahol

AOREIE 0 -y P60y = 1 v Mo
M- :

{2.1.15)

Kimutatjuk, hogy az Yl(x), Y2(x),...,Yn(x) fliggvények

szolgdltatjdk a (2.1.4) differencidlegyenlet-rendszer kere-
sett megolddsait.
Minthogy (2.1.7m) alapjén

214



X -1 -1 s
ygm)(x) = ygo) + if fi(x,ygm ),...,yém ))dx, amibé&l-
o

(m) . (o) " . . _

. ) = y.7', kovetkezik, hogy
i o 7 © (2.1.16)
Yi(xo) = 1lim y§m)(xo) = y§°), vagyis

nmn—=co

az Yi(x) hatérfiiggvények kielégitik a kezdeti feltételeket.
Most bebizonyitjuk, hogy az Yi(x) {i = 1,2,...,0)

fliggvények kieldgitik a (2.1.4) egyenletrendszert. A
(2.1.7m) Ssszefiggés alapjén:

x - -
yim)(x) = ygo) + i[ fi(xsyim 1)(x),---,y£m D x)yax -
° (2.1.17)
X
- fi(x,Yl(x),...,Yn(x)) dx + if fi(x,Yl(x),...,Yn(x))dx
o]

Becsliljlik meg a Lipschitz-tételének alapjédn az els8 integril
abszolit értékét:

X : _
I if [fi(x,yim-l)(x),...,yém 1)(x)) - fi(x,Y (X)Y5e0es
o

Aaolax| f |2, Gy ™ o,y o)

o (2.1.18)

X .
= £ (Y (%), .00, Y () |ax < K xf Cly™D -y e o
0

g™ oy |1ax .

Az yim—i)(x) fliggvények az (xo-h, x0+h) intervallum-
ban egyenletesen konvergédlnak az Yi(x) fliggvényekhez
(i = 1,2,...,n), ezért tetszbleges £ > 0 szdmhoz taldlhatd
olyan N kiiszdbszdm, hogy
(m=1) .y _ £ -
vi (%) Yi(x)l<'nKh . hacsak m - 1 > N.

(i =1,2,...,4n)
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Tehdt a (2.1.18) formula alapjén az (x -~ h, X, * h)
intervallumban

X
{m-1) (m=1), _
X£ [f, (x5, se ¥, ) fi(x,Yl,...,Yn]dx!S
(2.1.19)
£ _
s m nkKh —E.

A bal oldalon 4116 integrdl zérushoz tart, ha m oo,

tehdt a (2.1.17) formuldban elvégezve a 1lim ygm)(x)
m—»oa 1

= Yi(x) hatdrdtmenetet:

. _ {o) X ;

Yi(x) = vyt i/- fi(x,Yi(x),...,Yn(x)dx
- o

(i = 1,2,...,n)

Itt a jobb oldalon 4116 integril derivdltja létezik,

mivel egy folytonos fiiggvény integrdlja a felsd hatdr szerlnt
derlvalhato, kdvetkez8leg a bal oldal derivdltja is létezik,

igy
dy, (x)

Ix = fi(x’Yl(x)""’Yn(X)) (i = 1,2,...,n)

(2.1.21)
vagyis az Yi(x) flggvények kielégitik a (2.1.4) differen-
cidlegyenlet-rendszert. Kimutatjuk, hogy az Yi(x),...,Yn(x)

megoldds az egyetlen clyan megolddsa a {(2.1.4) egyenletrend-
szernek, amely eleget tesz a kezdeti feltételeknek. A blZO-
nyitdst indirekt mddon végezziik.

Tegylik fel, hogy az Y (x),...,Yn(x) megolddson kiviil

egy masik .Zl(x)? ZQ(X),...,Zn(x) megoldds is 1létezik,
= = 0 i = 3 2]

amelyre Zi(xo) Yi(xo) y£ ) (i 1,2,...5,n), tovdbb4
nem mindegyik Zi azZonos Yi—vel.
Eszerint a . .
d(x) ={y (x) - Zi(x)l +|Y_2('x) - 200

Y () - 2, (0] : (2.1.22)
figgvény asz '(xo'érh, X, + h) intervallumban nem azonosan
egyenld zérussal.uﬂz dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil felte-
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hetjik, hogy ¢(x) # 0 olyan x értékre vonatkozdélag, ame-
lyek tetszdlegesen kevéssé klildnbdznek xo-tél, de pl. na-

gyobbak mint x_. (Ha minden X, &£ X £ %, értékre $(x)
lenne és a ¢(x) # 0 egyenlétlenség elfszdr olyan x ér-
tékre kdvetkezik be, amely nagyobb xl—nél, akkor a kdvetke-
z8 meggondoldsokban Xy ~t Xy -gyel helyettesitenénk.)
Tekintsilik az (x sX +h )} intervallumot, ahol h1 <h

, tetsz8leges pozitiv szam. Feltevesunk szerint ¢(x) az
(xo,xO + h ) intervallumban olyan x é&rtékek esetén is fel-

vessz zerustol klilénbbz6, tehdt pozitiv értékeket, amelyek fet-
szbleges kevéssé klildnbdznek x -tél, vagyis az (x »X +h ) in-

tervallum bizonyos pontjaiban, bérmllyen kicsiny szém 1s h,,

A folytonos fliggvények ismert tulajdonsdga folytdn a
(2.1.22)-ben szerepld ¢(x) filiggvény az [xo,x0 + h1] zért
intervallumon felveszi az erre az intervallumra vonatkozé
/>0 maximumdt, valamely x = § pontban, ahol

X, < < X, + hi' Mivel feltevéslink szerint az Yi(x) és

Zi(x) fliggvények eleget tesznek a (2.1.4) linedris differen-

cidlegyenlet-rendszernek, ezért

v, dz,
ax = fi(X,Yi,...,Yn), ax = fi(X,Zi,...,Zn)
Innhen
X
Yo (x) = Z.(x) = i{ LE; (Y e, ¥ ) = £ (%2, ,000,2 ) dx

o
(i = 1,2,...,n)

A Lipschitz-feltétel értelmében
X
IYi(X) - Zi(x)lf ;f K{Hl(x) - Zl(x)|+ e +
x -
o]
+|Yn(x) - Zn(xﬂ} dx £ Kz - x| < K1fhi
(i = 1,2,...,0)
ahol most X, £ X <x 0t hy
Usszeadva a nyert egyenlétlenségeket:
$(x) = 2;:|Yi(x) - Zi(x)ls nKvV'h, .
i=1 : .
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Mivel emlitettik ¢(x) maximuma valamely X, < ¥ < X, *h
pontban 17> 0.
Tehdt:

V= 9E) = ]Y () -z, (§>;< nKn,
ahonnan

nkh, > 1 (2.1.23)

kbvetkezik, ami ellentmondds, mivel h1 tetszbleges kicesi
lehet, azaz h <:l— valasztds mellett a (2.1.23) egyenlét-

lenség nyllvan nem teljestl.
Ebbdl az Y (x),...,Y {x) megoldds unicitdsa kdvetkezik.

A (2.1.4) dlfferen01alegyenlet rendszer megolddsdnak egzisz-
ten01a3a és unicitdsa a kikotdtt feltételek mellett nyilvén
érvényes a specidlis

y -dy dy__,(x)
d = ———-—1 = _-—-—-——-n-2 -
'dX yl(x): dX yz(X),---s .dX Yn_i(X)s
dy {(x) -
-1
——EHE——_ = f(x,y,...,yn_i)

alakd (2.1.3°) egyenletrendszerre is, ami viszont ekviva-
lens a

(n)

-1
y(X) = f(x:ysy’:°--:y(m )) (2.1.1%)
n-edrendfi linedris differencidlegyenlettel.
Ily médon az 1. tételt bizonyitottuk. .
Az 1. tétel geometriailag azt jelenti, hogy a
y(n) = f(x,y’,y",..-,y(n"l)) (2.1.17)

n-edrend{ dlfferen01alegyenlet nSeteben egy és ¢sakis egy
integrdlgdrbe van, amely 4dtmegy az (n + 1) dimenzids tér

P(xo,y§ ),...,y(o)) pontjan.

A (2.1.2?) n-edrendfi egyenlet megolddsa n szami kvad-
ratirdt igényel, aminek k&vetkeztében a megoldds _

y(x) -'f(x,cl,c2,...,cn) (2,1.23) |
alaki, azaz megoldds n paraméteres girbesereg.

Felmeril a kérdés, hogy a CisCpsreesCy 4llanddék meg-
vilaszthatdk-e dgy,hogy az x = X el8irt helyen y(xo)= y0,€

218



yi(x,) = yc’,,---,y(n_l)(xo) = yén-l)

hogyan kell a ©€;,C55.0+5C értékeket kiszdmitani?
meljeslilnie kell tehdt a

legyen, s ha igen,

f(xo,cl,cz,...,cn) =V,

> - 3
P2 (xgse 3000 esCy) = Vg (2.1.24)

{(n-1) _ .{n-1)
P (Xo’ci’c2""’cn) =V,
egyenleteknek. Ez az egyenletrendszer a cl,cz,...,cn isme-
retlenekre vonatkozdlag n szami egyenletet tartalmaz.
. (n-1 o .
Amennyiben a Y, , ..., ¥ ) fliggvények & €y sChsee-5Cy

ismeretlenek szerint derivdlhatdk, és a derivdltakbdl képe-
zett Jacobi-réle fliggvénydetermindns:

3P 3P .. o»
aci ac, | d°n
) e ) il . Ehidl 0
601 602 aCn
8, (n-1) aw(h-i) i (n-1)
5o —ac; —‘f—-—acn

akkor a (2.1.24) egyenletekbdl CysCpseeesCy kiszdmithaté.

A kiszdmitds médjdra specldlis esetekben {linearis egyenle-
teknél) fogunk dtmutatdst adni.

2.2 Specialis esetek. Hianyos egyenletek

Az aldbbiakban olyan egyszeriibb tipusd magasabb rend(
egyenleteket vizsgdlunk, amelyek az elsérendd differencidl-
egyenletekhez hasonldan kvadratirdval oldhatok meg.
i. Legyen adva az

y(n) = f(x) egyenlet. (2.2.1)

Integridldssal:
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X
y(n-i) = j"f(x)dx +tc

%o

1

ahol X, az Xx-nek valamilyen értéke, mig c¢, tetsz8leges

1
d4llandéd.
Ismételten integrdlva:

y(n=2) . fx ax [

X X

X
[ f(x)ax + ¢, 1=
o o

}E['x[x‘/2c f(x)dx]dx + ci(xl- FO) + e,

o] (o]
(2.2.2)
x X x ey -1
¥y = f dx ‘f dx ... f fi{x)dx + W(X - XO) +
%o X5 X ,
[
S nN=-szer

+ .. t - +
cn-i(x xo) °n

Itt az dltaldnos megoldds n-szeres integrdllal van kifejezve.

Kénnyen l4dthatd, hogy y(n_lj(xo) = ci,y(n-z)(xo) =

=z c2,...,y(xo) =c . -

Ha tehdt az x = x, y(x)) =y,

...,y(n-i)(xo) = yén-l) kezdeti feltételeket kielégitd par-

tikuldris megolddst kivaAnjuk, akkor a (2.2.2) 4ltalédnos meg-
- - - in=1) .

olddsban a Cn = Vg Cn-i = yc’),._:.,C1 =Y, értékeket

kell vdlasztanunk.

Megjegyezzilk, hogy a (2.2.1) egyenlét az

y(n) (n"l))

¥2(x) = ylieee,s

= f(x,y,y’,...,y (2.1.1*)

n-edrend{i egyenlet specidlis esete, amikor az f flggvény

argumentumai kézill y,yf,...,y(n L hidnyzik. El8fordulhat,
hogy az f flggvény argumentumai kodzill ezen argumentumok
k8zil csak néhdny hidnyzik:

Mindezeket az egyenleteket hidnyos n-edrendii egyenletek-
nek nevezziik, A mlszaki alkalmazdsokra valé tekintettel :
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részletesen a hidnyos médsodrend( differencidlegyenletek meg-
oldédsat ismertetjilk.

2. Az
y"' o= f(x) ' (2.2.3)

midsodrendii differencidlegyenlet a mozgéds tdrvényét hatiroz-
za meg abban az esetben, amikor a hatderd megadhatd, mint
csak az i1d6tél flggs flggvény. A dinamikédban gyakran for-
dul eld ilyen differencidlegyenlet.

Példa

Mozogjon egy s tdmegpont az Os tengely mentén olyan
p periodikus erd hatdsdra, amely a mozgdssal ellentétes
irdnyd és a t 1d6t6l a kdvetkezd mddon fligg: p =

= - Acu'2 sinwt. Legyenek a kezdeti feltételek a t = 0
iddpontban s{0) = 0, s°(0) = Acs. Vizsgdljuk meg az s
(egységnyi totmegil) pont helyzete hogyan figg a © 1dstél,
vagyls hatdrozzuk meg ennek a mozgédsnak az egyenletét!

Ha a pont m t&mege egységnyi, akkor az erd a gyorsu-
léssal egyenld, azasz :

2

s"(t) = - Aw sin ¢ ‘ (2.2.4)
. & ,
o8 {(t) = - J’ Ao sin t dt + c,» ahol
s’(O)_z A > folytén ¢, = Aws,
A%8% 8’(t) = Awecosawo t + Awo
t
s{t) = Awf coswot dt + Awt + ¢y, ahol
o
s{0) = miatt ¢, = 0
tehdt
5{t) = A sinecot _ (2.2.5)

harmonikus rezgd mozgds, amelynek frekvencidja megegyezik
a mozgatderd frekvencidjdval, :

A (2.2.4) és (2.2.5) egyenletek 6sszehasonl{tdsibsl a
mozgds differencidlegyenilete:

s"(6) = -ws(t)
3. Tekintstik a kbvetkezd alakd differencidlegyenletet:

y' o= £(x,y?) (2.2.6)
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Ez az egyenlet nem tartalmazza a keresett y fliggvényt.
Ha ebben az egyenletben ¥y’ = P, y" = p? helyettesitést
alkalmazzuk, akkor a

p®> = £(x,p) (2.2.7)

alaki elsérend{i egyenletet kapjuk, innen p -%, mint x figg- ;
vényét meghatdrozva, az eredetl egyenlet megolddsdt y’ = p
integrilédsdval kapjuk. :

Hasonldképpen jéarunk el az

g = f(x,y(“'i)) C (2.2.8)

alakd n-edrend{i hidnyos egyenlet esetében. Itt y(n-l) =

helyettesitéssel y(n) = p®. Tehdt ismét a

p

p’ = £(x,p)

alaki egyenletre jutunk, majd integrdldsok scorozatdval a |
“2.2.1) alaki egyenlet megoldédsénak mintdjdn y kiszdmithaté.

Példa
Hatdrozzuk meg az
y“ = y’ + ex (2.2-9)

differenciilegyenlet 4ltaldnos megolddsdt!
Az egyenletben y nem szerepel, tehdt a (2.2.6) formuldban
megadott tipust. Alkalmazva az y? = p helyettesitést:

p> =p+e
azaz
p> - p = ex (2.2.10)

Ez elsérendi linedris egyenlet, amelynek elfszdr a homogén
részét oldjuk meg,

dp .

ax = P
dp =J.dx
p

Inp = x + 1Inc¢
_ b
p=2ce
Az dllanddé varidlédséval:

p = c(x)ex
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p’ = c’(x)eX + c(x)ex

Ezeket az Osszefiliggéseket a (2.2.10) egyenletbe helyettesitve:

c’(x)ex + c(x)eX - c_(x)ex = ¥
Innen
- e’ (x)e* = F azagz
e’(x) = 1

elx) = x + ¢

Tehdft

azaz

. - X X S Koo L

y —_fp(x)dx -_fx e"dx + cife dax + c, = e {x 1) +
. X

+ Cle + 02

a (2.2.9) egyenlet dltaldnos megolddsa. ‘

4, Vizsgdljuk az
¥y"' o= £(y,¥) (2.2.11)

egyenlet megolddsi médjat! Ebben az egyenletben az x véalto-
26 explicite nem szerepel. (Természetesen vy, y’> és y" az
X valtozd filggvényei.)

Vezessiik be most is az y? = p helyettesitést, de most
p legyen az- y valtozd fiiggvénye (és rajta keresztil az x
vidltozd Osszetett flUggvénye) azaz legyen '

p [y(x)]

Y- VAR VAR
dx dy dx dy

"

y:
(2.2.12) -

A (2.2.12) kifejezéseket a (2.2.11) egyenletbe helyettesitve:

P %% = £(y,p) ' (2.2.13)

p-re nézve elsdrendll differencidlegyenlet, amelyet p-re meg-
oldva, majd integrédlva kapjuk a keresett y filggvényt.
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Példa:
Keressilik meg az

y'"(y - 1) = 2y’2 (2.2.14)

differencidlegyenlet megolddsdt, amely (2.2.11} tipusd.

Legyen y®(p(y) azaz y" = g? p, ekkor

dp - = on2
dy p(y - 1) 2p~.

Innen:

_B _2dy
Ty -1

Integréléssal.

Inp = Zln,y - 1I+ 1n ¢, = ln cl(y - 1)2

azaz p = cl(y _ 1):2 =y

Tehdt:
"“A:"“i ]
(y - 1)

Ebbﬁl:
1
c X + e,

5. Vizsgdljuk az
"= f(y) _ (2.2.15)

y =1- az dltaldnos megoldds.

differenciilegyenlet megolddsat! (Hidnyzik x és y?).
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 2y’-vel:

2y’ .y" = 2£(y)y’

Ennek az egyenletnek a bal oldala az y’2 fliggvény derivilt-
Jja, tehét:

_y’ = ZJ}(y?y’dx tey = 2]}(y)%% dx + cy = gjf(y}dy + ey
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’—d_y:
A 2ff(y)dy * ey

f dy — =fdx = x + cy
\2fray + ¢ '

Példa

Szamitsuk ki az

y" =y _ (2.2.16)
differencidlegyenlet 4ltaldnos megolddsat!

Ez az egyenlet (2.2.15) tlpusu. Szorozzuk meg az egyenlet
mindkét oldaldt 2y’-vel: )

2y!y|| = zyy’

2
d:z’
[dx ]= eyy’?
2f dy - .2
H - e = =
y '2ydde+Ci f2ydy+c1 yo ot ey
2
b -
y - y +cl
dy -
fv—?———sy—-;——;-— jdx+02
1
Innen:
ar sh—L=x+c:2 ha °1>0
c
1
ar ch —%— = x + ¢y ha ¢, <0
[eq]
1ny=x+02 ha c1=0

Tehdt a keresett megoldés:

y =\/c1 shix + 02) ha cl>0
y =V|cll chix + c2) ha ¢, <0
¥y = KeX ha ¢, = 0.
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2.3 Hianyos masodrendl differencialegyenletekre vezetd
miiszaki feladatok

Ebben a pontban néhdny - els8sorban épitémérntkék szdmd-
ra jelentés - feladat megolddsdval foglalkozunk. Meg kell
jegyezniink, hogy a tdrgyaldsra keriilé feladatokon kivill szd-
mos miiszaki, fizikai prcbléma vezet hidnyos médsodrendfl diffe-
rencidlegyenletre. Ezekkel azonban ennek a jegyzetnek a kere-
tében nem foglalkozhatunk.

1. Rld lehajldsdnak meghatdrozdsa

a) Hatdrozzuk meg az egyik végén befogott, a midsik vé-
gén koncentrdlt M nyomatékkal terhelt, 4llanddé keresztmet-
szetli rid (konzol) alakjdt, ill. a ridd alakjdt leird flgg-
vényt. E fontos probléma tdrgyaldsdndl feltételezziik, hogy a
kis elmozduldsok elmélete érvényes, a rud sdlytalan, tovdbbd
létezik, egy Un. "semleges szdl", amelynek hossza a hajli-
tdskor nem véltozik, és az erre merdleges sikok hajlfitds
utdn is sikok lesznek. A semleges szdlat x tengelynek va-
lasztva az y(x) 1lehajldsi figgvényre a kovetkez8képpen ir-
hatunk fel differencidlegyenletet. A mechanika t&rvényel .
alapjdn az y(x) gbrbe gbrbillete egyenesen aridnyos a kereszt-
metszetre hatd nyomatékkal (M(x)) é&s forditva ardnyos a ke-
resztmetszetnek a sllypontjdn dtmend, s a hajlitdsi sikjdra
mer8leges tengelyre vonatkozd midsodrendl nyomatékdval (J),
vagyis

1 M)
G(X)-_R_(H-EJ
f ‘:EEEEEEE§§; >-X
i )

2.1 dbra

(E anyagi 41landdé €és R a gorbililletl sugdr.) A gérolilet is-
mert kifejezését helyettesitve:

" (x) M) ,
[+ (y2(x))2]3/2  EY (2.3.1)

Ez a keresett filiggvényre vonatkozd hidnyos mdsodrendldl diffe-
rencidlegyenlet.
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A bvefogéds helyén, - ha x = 0 - elmozdulds nem lehetséges,
igy kezdeti feltételeink:

y(0) =0 (2.3.2)
y’(o) = 0. (2-3-3)

Az M(x) Cflggvény a keresztmetszetre haté erdvel arédnyos,
jelen esetben &1landdé. Jelbljik M betlvel. Az

g - M (2.3.4)
[1 + y,2]3/2

E
differencidlegyenletet az

¥’ = p(x)

helyettesitéssel oldjuk meg. Ekkor ugyanis a differencidl-
egyenlet

>

—p’ - M

alakd lesz. A bal oldali flggvény integrdljdt a p = sh t
helyettesitéssel szamithatjuk ki

dp _ ch t _roat -
= at = = th t =
f(1 + p2)3/2 f(1 + sheg)”/? fchzt

sh £t _ p

“¢ch t T
\}1+p2

A (2.3.5) differencidlegyenlet integrdldsa révén tehat a

p _ M

EJ
\Jl + p2

Osszefliggést nyerjilk. A (2.3.3) kezdeti feltételbdl

'
I
]
+
«Q

p(0) = y?(0) = 0O, igy ¢, = 0.

Innen az k&vetkezik, hogy a lehajlédsi fliggvény az

y? M

e = & X
Vl . y’2 EJ

differencidlegyenletnek tesz eleget. Emeljiik mindkét oldalt’
négyzetre:
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yf 2
1+ y2°  E2J°

Ebb6l a bal oldal nevezdjével vald szorzds utén

2
y>© o= x 4+ Xy
5252 5252 s

majd kiemelés utén

M
2.2 %

v 2 - =
E°J E“J

adddik. Az y® tehét

M
yr = EJ

=5
\]1 - (%X)

médon fejezhetd ki. Mindkét oldalt x szerint integralva

M .

X
EF X EJ E°5°

y = dx:—-ﬁ-——-————
1 - (gj X) . Vl - (gj X)

21
S LB,
= & \/1 BT X} + C

X

dx =

2
A (2.3.2) kezdeti feltétel szerint
EJ

y(0)=-m—+02=0,
Igy -
_ EJ |
02 ol
A megolddsfiggvény
S E—
- EI\L o2 B
Yy oW \F‘ &7 ¥ * 7
azaz
EJ _ _EJ\{ _ M_ _,2
R o o A

Négyzetre emelve:
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2 _ 2EJ ESJ° _ E°J° _ 2
Yy TTwm Yt T T T T X s

majd ebbdl

X2 + y2 - Z—EJ- y = 0] (2.3.6)

kdr egyenlete adddik. Ez az eredmény virhatd is, hiszen az
4llandd gborbiileti girbe a kidr.

A milszaki gyakorlatban szigord eldirdsok vannak a megenged-
het$ lehajlds mértékére., Altaldban csak igen kis lehajldsok
“engeddélyezettek.

A semleges szdl ilyenkor keveset hajlik el az abszcisszaten-
gelytdl. Ezért az érintd y’ irdnytangense minden pontban
szintén nagyocn kicsi, s Igy az egységhez viszonyitva elhanya-
golhatd. Ezzel a kdzelitéssel a (2.3.4) egyenlet

M
n - 1
YU T ET

alaki lesz. Kétszeres integrdlds utdn, a kezdetl feltdtelek
is figyelembe vevs megoldids az

. M 2 -
y—-2—Jex (2.3

parabola.
Ha egy 6 m hosszd acél gerenddt 420 mkp 4llandd ny

tékkal terheliink, s a gerenda anyagi #11andéi J = 300

E = 21 000 Q00 kN/cmz, a gerenda végének a lehajlédsa ¢
(2.3.6) megoldds fliggvényb8l szdamitva

y = 12,01 cm.
A kOzelitd megoldds a (2.3.7) Osszefliggésbdl
¥y = 12,00 cm.

Az eltérés a kétféle médszerrel szdmolt megoldds kézdtt,
ebben a konkrét példdban 0,1 mm, azaz 1%.

Ennél a feladatndl tehdt mindenképpen jogos a kdzelft§ neg-
0ldas haszndlata.

b) Az 1 hosszusdgl, 4llandé keresztmetszetll, egyik vé-
gén befogott rudat terheljik a végpontjdban P koncentrdlt
erdvel.

Szdmitsuk ki a lehajlds fliggvényét!
A befogds helyét8l =x tdvolsdgra a P erd okozta nyomaté-
kot P( €- x)-et helyettesitve a (2.3.1) egyenicibz, lraniuk
a lehajlds differencidlegyenletét.

229



A
7 p
Y
2
71 x
“ X |,
] S I
Y, 1
Y
7
Y
2.2 dbra
y" P - x)
3/2 ° B

: 2
L1+ (y2(xN7]
Ezt a hidnyos médsodrendlli differencidlegyenletet elemi dton

nemn lehet integrdalni.
Ha agzonban y? elhanyagolhatdan kicsi, az

u..P('E' )
yoo= EJX

differencidlegyenlet
y(0) = 0, y*>(0) =0

kezdetl feltételt kieldgitd megolddsa kétszer egymds utén
integrdlva meghatiarozhatd:

3
P 2 X

¥y = EEE(EX - 3—)- .
2. A kttélgdrbe differencidlegyenlete

Legyen adott valamely £ hosszisdgi tdkéletesen hajlé-
ony és nyujthatatlan egységnyi folydémétersidlyd kotél,
Rornitsilk a k6tél végeit az egymdstdél az £ hosszidsdgndl
kisebb tdvolsdgban levd P1 é€s P2 pontban.

. 5

2.3 abra
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A k8tél a nehézségi erd hatdsdra meghatdrozott alakot vesz
fel. Meghatdrozanddé a k8tél alakja. & kisérletek tanidsédga
szerint a k8tél a (2.3) dbrdn lithaté alakot Blti.

A feltételekbd8l és az dbrdabdl kovetkezik, hogy az - egyeldre
ismeretlen - fillggvény folytonos, a gdrbének van vizszintes
érintdje. Vdlasszunk most olyan koordindta-rendszert, amely-—
nek X tengelye pdrhuzamos a vizszintes érintdidével, vy
tengelye pedig az érintési ponton megy 4t (2.4 dbra).

2.4 4bra

Metsszilk el gondolatban a girbét két pontban. Az egyik a
gdrbének az y tengellyel alkotott Q1 metszéspontja le-

gyen, mig a masik valamely x abszeisszidju Q2 pont. Vizs-
galjuk a kdtél QifﬁQ2 ivének egyensiilyi feltételeit! Ha a

kotél t8bbi részét eltdvolitjuk, akkor azokat valamely M

és S erdkkel pdtolhatjuk. A statikai egyensily feltétele
szerint a vizszintes, illetve fiiggbleges erdtsszetevdk Hssze-
ge zérus. Ebbd8l kdvetkezik, hogy M1]:[M21= M.

A V fuggllieges erd a k8téldarab sulydval tart egyen-
silyt, amely jelen esetben a kidtéldarab hosszaval egyenld,
ezért :

« :
= [y’ (¥)1%a%.
v g‘ \/1_+ y>(§)1°a%

Itt y{(x) a kdtélgdrbe alakjit leird ismeretlen figgvény.
A (2.4) 4brdbsl 1dthaté, hogy

v JX\/:L +Ey’(§)}2d |
: 7

th{, = y’(x) = ﬁ
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Differencidljuk az egyenldség mindkét oldaldt x szerint!
Ekkor agz

y" ': %\/1 " y:2

differencidlegyenletre jutunk. Ezt a hidnyos midsodrendd dif-
ferencidlegyenletet az y® = p helyettesitéssel

1
p’ = i Ji + p2

2lsérendil differencidlegyenletre vezetjik vissza.
3zétvdlasztds utan az

dp

_ 1
.[—_——__E = M_[dx +c
1+ p
integrdlokat meghatdrozva, az

ar sh p = % + C1

Osszeflggést kapjuk. Innen
X
s - = 2
y - p - Sh(M + Cl)
A koordindta-rendszer helyzete miatt y*(0) = 0, tehdt

0 =sh¢C

1

ahonnan C1 = 0. A keresett flggvény ezutdn az
LR p.3
¥? = sh i

egyenlet integrdldsa révén

= X
¥y = M ch M + C2

formédban nyerhet&. Meg kell adnunk még az M és C2 allan-
ddk értékét. E célbdl vegylik fel az x tengelyt dgy, hogy
1z x = 0 helyen az y(x) Cfiiggvény értéke M legyen. -
kkor

- 0 -
M=Hchg+C,=HM+C,.

02 értéke emiatt zérus lesz.

4 értékét a kitél nydjthatatlansdgdt kifejezd

i
N



2= f \/1 +Ey"§)] d‘ﬁ

egyenllség segltsegevel iehet meghataroczni.

X X Xy
= fz\/1+s112§-[d§= fgch§d§=ﬁ[sh§[-]
-X -X.l ‘X1

= sh i - sh Li}

Ez transzcendens egyenlet, melyet konkrét esetben numerikusan
oldhatunk meg.

2.4 A lineéris differenciéiegyenleiek altalanos elmélete

Definicid: :
pz gy - op (n-1) -
y 2 PR, ¥,¥25ces,Y } n-edrendi dlffere? }al
epyvenletet linearlsnak nevezziik, ha az y, ¥> y",...,y\8

flggvények mindegyike elsé hatvényon szerepel benne.

(y a keresett fliggvény, x a fliggetlen vdliozd.)

Eszerint a linedris n-edrendl differencidlegyenlet a kdvet-
kez8 alaku:

y(n) (n-1)

+ a,y

tooat
1 a

-1y’ *tay = Fx)  (2.4.1)

ahol az a,.a LM egylitthatdk az x vadltozdé adott foly-

120
tonos fliggvényei. Specidlis esetben ezek a flggvények dllan-
dok vagy zérusok is lehetnek, kivéve ao-t, amely nem lehet

azonosan zZérus, mert akkor az egyenlet nem lenne n-edrend(.
Feltessziik, hogy ao(x) Z 0 legaldbb is valamely

a<x<b . . (2.4.2)

intervallumban. Ekkor ebben az 1ntervallumban a (2.4.1)
egyenlet a —lal véglg osztva a

v ply(n Dowivp v v oy o= £ (2.4.3)
2y F(x)
alaki egyenletet kapunk, ahol pi = 3 f{x) = 2
. o] e}

(i = 1,2,...,0n). N
Feltesszillk, hogy pi,...,pn valamint f(x) az x valtozd .

folytonos fliggvényei.




Ha f(x) = 0, akkor a (2.4.3) n-edrendli linedris differen-
cidlegyenletet homogén liendris egyenletnek nevezzilk.
Ha f(x) 2 0, akkor a (2.4.3) egyenlet inhomogén.

2.4/a) Linedris homogén egyenletek

Tekintsiik az

]'_,[y] = y(n) + ply(n'l) L ph-iy’ + pny = 0 (2.4.3%)

linedris homogén egyenletet! Az y flggvényre alkalmazott
operdcidk (differencidlds, a pi(x) figgvényekkel vald szor-

zds és Ysszeadds) egy bizonyos Osszességének eredménydét

L{y]) -nal jeldljlik és linedris differencidloperdtornak nevez-
zllk. Operadtoron egy adott fliggvényen végrehajtandd utasitéd-
sok egylittesét értjiik.

Definicid: )

Az L[y! operdtort linedris operdtornak nevezzik, ha
a kdvetkezo két tulajdonsdggal rendelkezik tetszdleges Yq»
Yo és y fiUgegvények esetében:

1) Lly, *vy,)=Lly)* Lly,) o (2.4.8)

2. Liey}= ¢ Ly] , ahol ¢ tetszbleges . (2.4.5)

411landé.

Legyenek ¥4 és Vs, tetszéleges olyan fiiggvények, amelyek
n-szer derivdlhatdk. 7 '
Ekkor a (2.4,3”) formuldban szerepld L operdtort alkalmazva:

)(n) )(n-l) +

L[v1 * y2]= (y, + 9, +plyy vy, vee t

B UG PR S YA IS e R PYAL

- (o) (n-1) g
- (yi ¥ Plyl t .. F pn_1y1 + Pnyl) +

(n) (n-1) ;
(yQ,,. + pYs toeee v pL_gYS t P,

L]+ Llvs)

Tehdt figgvények Usszegére alkalmazott linedris operdtor
eredménye az Osszeadanddkra alkalmazott operdtorok 3sszegé-
vel egyenld. (Indukcidéval k¥nnyen igazolhatd, hogy ez a tu-
lajdonsdg tetszlleges véges szdmi ¥sszeadandd esetében igaz.)

-+
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Tovabba:
L{cy])= (ey) ) 4 p,(c,y

+ p (cy) = c[&(n) +p PALE P RN p

= ¢ L[y

A (2.4.4) és (2.4.5) formuldkkal kifejezett két tulajdonség
egybe foglalhatd a kdvetkezd formulédval:

Ll__ciy1 te,y, toaes + o0y E ciL[yl]i- c, L[y2]+ ee. +
+ an[yn-_] , (2.4.6)

1. Tétel:
Ha az Yqs¥pseees¥, fllggvények partikuldris megolddsai

a (2.4.3%) homogén linedris differencidlegyenletnek, akkor

Y T oYy f ey, t e oy (2.4.7)

is megolddsa az egyenletnek.

Bizony{itds:
Ha Yis¥oseves¥y partikuldris megoldédsok, akkor

L[_-yl] = L[Y2]= eee = L]:yn'_]= 0 és (2.4.6) alapjén
Lly)= Llegyy +epvy + oo+ ey d= e Llyy]* cplly ]+

ves an[yn]= 0.

A (2.4.3%) egyenlet (2.4.7) alakd

YT oeq¥y ot ey, b oy
megolddsa n tetszdleges 4llanddét tartalmaz. A linedris
egyenletek elméletében alapvetd kérdés, hogy mikor tekinthetd
ez 4ltaldnos megoldasnak, vagyis milyen feltételt kell telje-
sitenitk a (2.4.7) Osszefliggésben szerepld Yia¥psenes¥y

fliggvényeknek ahhoz, hogy az y linedris kombindcidjuk a
CyusChaesesCy &llanddk alkalmas megvdlasztdsdval az
(n-1) {n-1) e
= > - ] = -
y(xo) = ¥ ¥ (xo) = ¥lseees¥ (xo) =¥ elfirt kez
detl feltételeknek is elepet tegyen. A vdlasz megfogalmazds4d-
hoz a fiiggvények linedris flggetlenségének fogalmdt kell be-

vezetnlink.
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Definicid: ]

Adott (a,b) dntervallumon értelmezett yl(x),
yz(x),...,yn(x) fliggvényeket ebben az intervallumban lined-
risan fliggetleneknek neveszzilk, ha az intervallum minden
egyes X helyén egyidejiileg a

(x) + ¢ (x) + ... + cnyn(x)

€191 2¥2 _
bsszefliggés csakis akkor dllhat fenn, ha a ¢, (i = 1,2,...,n)
egyilitthatdk 41landdk) mindegyike zérus:

c1 = 02 = el = cn = 0.

Mds megfogalmazdsban: Az yi(x) (i = 4,2,...,n) Tfliggvények

linedrisan filggetlenek az {(a,b) intervallumban, ha (annak
tetszdleges x helyén)
n

3 ea¥y(x) 20 (2.4.8)

fenndlldssibdl c; =0 (i = 1,2,...,n) kdvetkezik,
Ha viszont az yi(x), ye(x),...,yn(x) fliggvényekre vonatkozd-:

lag a (2.4.8) OGsszefliggés az (a,b) dintervallum pontjaiban
Ugy is fenndllhat, hogy nem mindegyik N egyltthatd zérus,

akkor ezek a fliggvények az (a,b) dintervallumon linedrisan
tsszefliggdk.

1. Megjegyzés: A definfcidban szerepld (a,b) intervallum a
(=e0,00) 1intervallum 1s lehet. .

2. Megjegyzés: Ha az y1(x}, yo(x),...,y (x) flggvények 1i-

nedrisan filggetlenek, akkor egyik ¥y (x) flggvény sem fejez-

het6 ki a t8bbi (n-1) filggvény llneérls komb1rac1éJaként.
Ha viszont a fenti flggvények linedrisan 8sszefiigglk, akkor
legalédbb egy y;(x) fliggvény klfeJezheto a tobbi flggvény

linedris kombindcidjaként.

Eppen ezt fejezi ki a linedrisan 8Bsszefilggd klfeJezes.

Példak:
i. Az 1,x x2,...,x figgvények llneérlsan fuggetlenek

a (-oe, o) 1nterva11umban, mert

. n .
cl-l + c2x + ... + cn+1x 20

csak akkor lehet, ha ey 20 (i=1,2,...,n+1)., Ugyanis egy

n-edfokd egyenletnek pontosan n gydke van, a fenti linedris
kombindecid tehdt nem lehet mindeniitt zérus.

536"



2. Linedrisan 8sszefliggd filiggvényekre példa az
yi(x) =1, yz(x) = sinzx, y3(x) = cos®x flggvény-
rendszer, upgyanis

0

.2 -2
e, +1 + c2 sin X + ¢, cos X

1 3

akkor is, ha ey = -1, ¢, = 1 és c3 = 1, mivel

sinzx + cos2x -1 =0 a. (=co,00) intervallumon.

Megjegyezziik, hogy ha az yl(x), y2(x),...,yn(x) flggvények
k&z8tt valamelyik yi(x) z 0, akkor ezek a filggvények nem
lehetnek linedrisan fliggetlenek.

Ha ugyanis pl. yi(x) s 0, akkor

cl-O + 0-y2(x) + ... + O-yn(x) = 0

ahol ¢, # 0 tetszbleges 4llandds.
Definicid: -
Legyenek az yl(x), y2(x),...,yn(x) fliggvények az x

vdltozdnak legaldbb (n-1)-szer differencidlhaté figgvényei,
akkor a

w(y13y2s---’yn)=W(X)= yl Y2 e yn
3 >
i 2 : Yn (2.4.9)
” 1 "
Yl 4 sz yn
(n-1) _(n-1) (n-1) -
Y1 y2 yn

determindnst ezen fliggvények Wronski-féle determinédnsénak
nevezzik. . .

Kdnnyen bebizonyithaté az aldbbi tétel.

2. Tétel:
Ha az Yqs¥oseers¥y fliggvények linedrisan fliggbek és

legaldbb (n-1)-szer differencidlhatdk, akkor Wronski-determi-
nansuk.azonosan zérus.

~



Bizonyitds:

Legyen

ciy1 + 02y2 + ..t Cnyn = 0, ahol nem mlndegy%g ¥.10)
c. = 0.

i

Egymds utdn (n-1)-szer derivdlva a (2.4.10) egyenlet:

3 3 -
c, ¥3 + 02y2 + ... F cnyﬁ =0
" (n-1) (n-1) (n-1) _
cly1 + c2y2 + ... + cnyn = 0.

Matrixos alakban felirva az egyenletrendszert a

— - r' 7
yl y2 P yn 01
i ¥5 Yn P
. . . .. =0
(n-1) (n-1) (n-1)
Yq P In °n

Rovidebb irdsméddal

W(x).c = 0 ' (2.4.11)

(Ahol a W(x) mdtrix a Wronski-féle métrix.)

Minthogy az Yis¥oseees¥, figgvények linedrisan Sssze-
filgegd volta miatt nem mindegyik cy egyenld zérussal, a
{(2.4.11) homogén linedris egyenletrendszernek a triviidlistsl

eltérd megolddsa csak aklior lehet, ha az egyenletrendszer de-
terminansa zérus, kdvetkezik, hopy

W(x)| = 0

A tétel megforditdsa 4ltaldban nem igaz. AbbSl, hogy az
v,(x), y?(x),...,yn(x) fliggvények Wronski-determindnsa
azonosan zérus, nem feltdtleniil kdvetkezik, hogy a flggvények :
linedrisan Osszeflliggdk.

MHutatunk epy egyszerid ellenpélddt.
x2, ha x > 0

el yl(x) o » ha x40



o
=2
o
"

v
o

¥y,(x)
2 x2, ha x <0
2 0, ha x> 0

W(x) = * O\ - Ty me X

2x% 0

21 _ .
0 X =0, ha x<£0
0 2x

tehdt W(x) = 0 mnden x értékre, viszont

'clyl(x) + 02y2(x) = 0 c¢sak akkor 411 fenn, ha

cy = ¢, =0, vagyis yl(x) és yz(x) linedrisan flg-
getlenek.
y
\
\
\
\,
et + e + ey + e 3
2,5 4bra
3, Tétel

Ha az a ¢ x £ b intervallumban folytonos y,(x),
yz(x),...,yn(x) fliggvények a (2.4.3%) linedris n-edrendf

differencidlegyenlet partikuldris megolddsai és linedrisan
fliggetlenek, akkor Wronski-determindnsuk az {a,b] interval-
lum egyetlen pontjdban sem zérus.

Bizonyitds:

Indirekt uton bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy van olyan
X €fa,b] pont, ahol IW(xo)l= 0.

Ekkor

ciyl(xo) + C2y2(xo) + ...+ cnyn(xo) = 0
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1Y1(x ) + C2y2(x ) ...t C y (X ) = 0
: (2.4.12)
gn 1)(x ) o+ czy(n 1)(xo)f,..+cny£n_1)(xo) =0
azaz r 1

CIRIR

¢y =0 . _
. (2.4,13)

¢
n

Feltevésink szerint |W(xo)|= 0, tehdt a (2.4.12) homegén 1i-
nedris egyenletrendszernek van olyan Cq3CnsevesCy megolddsa, .
ahol nem mindegyik ¢y egyenld zérussal. Képezzik az

t el + CY : ’ (2.4.10)

* c2y2 : . n'n

~ -
¥y = ciyl

fiiggvényt. Ekkor ¥ megolddsa az L{y) = 0 egyenletnek, mi-
vel L(yi) = 0 (i=1,2,...,n),
5 (2.4.12) egyenletek kﬁvetkeztében az X = X_ helyen

Flx) = 0, Fix) =0, wen, YOV ) 2 0. (2.4.15)

Azegzisztenciaes unicitdstétel kdvetkeztébhen a (2.Y4.15) ho- ;
mogén kezdeti feltételek mellett a. (2 4,%2) egyenletnek egyet- |
len megolddsa van. 5

Az y(x) =z 0 trividlis megoldds nyilvénvaldan megoldédsa

a (2.4.3°) egyenletnek, tehdt az ¥(x) megoldds nem lehet
mds, mint a trividlis megoldéds:

F(x) = 0.
A (2.4.14) Bsszeflpgpés kbvetkeztében

+ ... t C =0
nyn

€1¥q F %Y

ahol nem mindegyik e; = 0. Ekkor azonban az 'yi,yz,,..,yn

fliggvények linedrisan Osszeflggék, ellentétben a feltevésink-
Ilel. Mivel ellentmonddsra jutottunk, -tételiinket bizonyi-
; (J‘u‘bukn



Kévetkezmény :
Ha az Yqs¥oseres¥y fliggvények linedrisan fliggetlenek

az (a,b) intervallumon, akkor Wronski-determindnsuk nem
tinik el az {(a,b) intervallum egyetlen (<, részinterval-
lumdn sem, tehdt az (&,) intervallumon is linedrisan fig-
getlenek.

Mint ldttuk a 2. tétel azt mondja ki, hogy ha az
Lfy] = 0 n-edrendii egyenlet yl(x), y2(x),...,yn(x) partiku-

liris megolddsal kiz¥s folytonossdgi intervallumban linedri-
san Osszefliggbk, akkor Wronski-determindnsuk ebben az inter-
vallumban azonosan zérus, ha viszont a fenti fliggvények 1li-
nedrisan fliggetlenek, akkor a 3. tétel szerint a Wronski-de-
termindns ebben az intervallumban sehol sem zérus. Ezek
alapjdn azt mondhatjuk, hogy az

-1 )
L=y 4+ py @D L P_q¥ * By =0

n-edrendl homogén linedris egyenlet yi(x), yz(x),...,yn(x)

partikuldris megoldédsainak Wronski-determindnsa ezen filggvé-
nyek k&z6s a £ x £ b folytonossdgi intervallumdban vagy
mindeniitt zérus (ekkor a fiiggvények linedrisan Gsszefiiggbk),
vagy §8h01 sem zérus (ekkor a fiiggvények linedrisan fligget-
lenek).

Definicid:
A (2.1.37) linedris homogén n-edrendii differencidlegyen-
let n szamd linedrisan fliggetlen yl(x), yz(x),...,yn(x)

megoiddsdt alaprendszernek nevezzik.

I}, Tétel:
Minden linedris differencidlegyenletnek van alap-
remndszere.

Bizonyitds:

TekintsTk naz (i =1,2,...,n) szdmoknak olyan

a,
ik
cotdnzerdt, huoy a beldlik alkotott determindns zérustél

e .2
HA1inblomdu:

814 Byp v 8in
a Aney »-0 4 - #0

=1 Tee 2n (2.4.16)
a1 an2 * ann
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A (2.4.3%) egyenlet yi(x), yz(x),...,yh(x) partikulédris

megolddsait hatdrozzuk meg az aldbbi kezdeti feltételekkel
az X = X, helyen:

(

_ s ' - n-1)
yi(xo) = 3-1-, yi(xo) = aais--'.,yi (XO)

1 * 8ni
(i = 1,2,...,n) _ - (2.b.17)
EKkor '
¥ (x) ' yz(xo) T yn(xo)
yix) oy e yAlx) =
: : ’ : (2.4.18)
v a0 v e e v )

a11 a12 LI BN ) ain
= 851 859 ee 8oy # 0
a1 8pp v %nn

A tett kezdeti feltételek mellett az VysVgseees¥y fuggvé-
nyek |E(xo)I Wronski-determindnsa az x = X, helyen zérustdl

killdnbdz8, amib8l a 3. tétel alapjédn ezen fiiggvények kizds
a<x<b folytonossdgi intervallumdban |{W(x)| mindcunitt
zérustdl killdnbdzd, vagyis az yi(x), yz(xi,...,yn(x) flgg-

vények ebben az intervallumban linedrisan figgetlenck, tehit
alaprendszert képeznek. Ezzel a tételt bizonyitottuk.

Megjegyzés: ;

A %2.%.175 formuldban szerzpld kezdetli feltételeket ter-
mészetesen tetszblegesen valaszthatjuk, de ha azt akarjuk, :
“hogy a nyert partikuldris megoldasock alaprendszert alkossa-
nak, azaz linedrisan flggetlenek legyenek, akkor ugy kell
Sket vdlasztanunk, hogy a beldlik alkotott (2.4.16) determi-
ndns zérustél killdnbdzd legyen. Ha a (2.4.17) kezdeti felté-

teleket specidlisan ugy valasztjuk ki, hogy az x = X,
helyen

242



0y vues yi“‘l)(xo) = 0

Lo 357 = 0

" - 3
yl(xo) = i, yi(xc)

yz(xo) 0, yé(xo)
% (2.4.19)

yn(xo) = 0, yr,'l(xo) = 0, vees yrgn—_l)(xo) =1

legyen ekkor a Wronski-métrix egységmitrix,
Wix) = B

tehdt determindnsa 1. A (2.4.19) kezdeti feltételekkel megha-
tdrozott alaprendszert normdlt alaprendszernék nevezzilk.

A L, tétel értelmében minden linedris egyenletrendszernek
létezik normdlt alaprendszere,

5. Tétel:
Ha VisYoseees¥, 22 L{y}= O egyenletnek egy alap-

rendszerét alkotja, akkor az egyenlet dltaldnos megoldédsa:

Y T ey b ey, boeee ooy (2.4.20)

Bizonyitds
Egy n szami tetszdleges 4llanddt tartalmazd megoldést
akkor nevezlink 4ltaldnos megoldédsnak, ha a s 41landdék

szdmértékének alkalmas megvdlasztdsdval a (2.4.20) formuld-

bél barmelyik partikuldris megoldds megkaphaté. Az egziszten-
cia- és unicitédstétel értelmében bdrmelyik partikuldris meg-_ .
0lddst epyértelmlien meghatdrozzdk a kezdeti feltételek dltal.
Teryilk fel, hogy ezek a kezdeti feltételek az x = X

helyen °

y(x ) = v, ¥y2(x)) = yg,-~-,y(n'1)(xo) = yén'l)
(2.4.21)
ahol y ,y°’ y(n-l) tetsz8leges szdmok és a < x_ < b
O,I)O,"." o " - 0—

(azaz X, az ¥y figgvények kdzds folytonossdgi intervallu-
méba esik}. Megmutatjuk, hogy a CysCpseresCy 4llandék meg-

vdlaszthatdk gy, hogy a (2.4.20) formuldval kifejezett meg-

oldds eleget tegyen a (2.4.21) kezdeti feltételeknek.

A C.yChsseesC dllanddkat ugy kellene megvalasztanl, hogy
1°72 n

teljesliljenek az alédbbi Usszefliggések:

oh3




t
=<

clyl(xo) + czyg(xo) + ... F cnyn(xo)

s 3 Iy —
clyl(xo) + °2y2(xo) + ... 4 cnyn(xo) 5

(2.4.22)
e T )+ ey ) v ey ) -
- yén—i)

A (2.4.22) egyeriletrendszer determindnsa a Wronski-determi-
nins az x = Xs helyen, amely az yl,ye,...,yn vdltozdk

linedris fliggetlensége miatt zérustdél kiilénbdzd. Ennek k&-
vetkeztében az egyenletrendszernek létezik egy és csakis egy
Cq3CnsesesCy megolddsa, amely az adott kezdeti feltételeket

kielégiti. Ezzel a tételt bizonyitottuk.
Az 5. tétel lényegében azt mondja ki, hogy ha a
{2.4.3%) egyenletnek egy Yqs¥osere¥, alaprendszerét ismer-

Jjik,  akkor az egyenlet minden megolddsa az alaprendszert
képezd fliggvények linedris kombindcidja.
Ebbél konnyen adddik a kévetkezd tétel:

6. Tétel:
Ha adva van az I,BJ= 0 egyenlet (n+1) szamd )
ST CPRRRTS NS S0 partikuldris megolddsa, akkor ezek feltét-

lenill linedrisan &sszefiiggdk.

Bizonyitds:
Tekintslk az elsd n szamd YisVoseeesy fliggvényeket.

Ha ezek linedrisan 8sszeflggdk, akkor az 811itds miris ks-
vetkezik, hiszen
+ cC

+ ... . =
c + ¢Vn + Oy

191 2Yp n+l =

Ugy is teljesililhet, ha nem mindegyik s zérus.

Ha viszont az ‘SRR PYRERP flggvények linedrisan fig-

getlenek, azaz alaprendszert alkotnak, akkor az 5. tétel sze- -
ring Vet kifejezhetd ezek linedris kombindcidjaként, de :

alckkor az yi,yz,...,yn,yn+1 fliggvények nem lehetnek linedri-
san flggetlenek.
Legyen az

y(n) (n-1}

+ py(x)y ees +p (xX)y =0 (2.4.23)
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n-edrendil homogén linedris differencidlegyenletnek egy alap-
rendszere az yl(x), yz(x),...,yn(x) fiiggvény egyiittes, ame-

lyek kdzds folytonosségiintervalluma az a ¢ x < b inter-
vallum, ' '
Felmeriil a kérdés, hogy létezik-e egy mdsik

(n-2) ,

+ qz(x)y eee * qn(x)y = 0

(2.4.24)

n-edrendl homogén linedris egyenlet, amelynek ugyanez az alap-
rendszere?

Nem létezik méasik ilyen egyenlet. Egy alaprendszer tel-
jes mértékben meghatédroz egy olyan n-edrendll linedris homogén
egyenletet, amelyben a legmagasabb rendil derivdlt egyilitthaté-
ja 1. Erre vonatkozik a kdvetkezd tétel:

7. Tétel:
Ha két n-edrendl homogén linedris egyenletnek

ynd piy(n-i) +

L gy

«es t DV 0

n

(2.4.25)
ees * qny =0

egyenletnek van kdzds alaprendszere yl,y2,...,yn, akkor a
két egyenlet megegyezik, azaz

pi(X)E qi(x) (i = 1,2,...,0)

Bizonyités: '
Tegyiuk fel, hogy a fenti két egyenletnek van kdzds alap-
rendszere: AP PYRRRES ST

Vonjuk ki a két egyenletet egymdsbdl:
. (2.4.26)

(n=1) t ..o+ (p, - q)dy = 0.

(n-2)

(py - a)y + (py - a,)y

Ha P, = 4, nem azonosan zérus, akkor folytonossdguk kdvet-

keztében az a £ x < b intervallumnak van olyan ol £ X £
részintervalluma, ahol p, # 4,. Ha a (2.4.26) egyenletet

Py - qi-gyel végig osztjuk, akkor az (¢, intervallumon
egy

y(n-l) y(n-2) + W4, + T Y = 0 (2-“-27)

2 n
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alakd egyenletet kapunk, amely (n-1)-edrendfi, a legmagasabb
rend(i deriv4dlt egylitthatdéja 1, tovdbba az Yqs¥pseees¥y alap-

rendszer fiiggvényei linedrisan filggetlenek az (o,fd) in-
tervallumon. A 6. tétel alapjdn azonban egy (n-1)-edrendd
egyenlet n szdmd partikuldris megolddsa linedrisan &ssze-
figg. Ellentmonddsra jutottunk, ami a tételt igazolja.

A kovetkezd8 tétel elméleti és gyakorlati szempontbdl egy-~
arant fontos.

8. Tétel: (Liouville-tétele)
Legyen a (2.“.3’)y(n) + pyy «e. + DY = 0 n-

edrendil homogén linedris egyenlet egy alaprendszere, _ _
ST PYRERIP amely fliggvények mind folytonosak az a< x < b

(n-1) _

intervallumon.
Ekkor a
Yq Yo crr Yn
O EZ A ST
) = n =l1,ér]_‘yl,y2,...,yn][
n-1 n-1 n-1
D e

Wronski-féle determindns a k8vetkezd alakban 411ithatd eld:

'fx py(§)a§ |
SIESIE IR (2.1.28).

ahol ]W(XO)‘ & MWronski-determinans €értéke az x = X, heliyen,

AN P

pl(x) pedig az , azaz az {(n-1)-cdik derivdlt

crilitthatdja.
Bizoryitdas:

Tepyllk egyenldvé zérussal a kdvetiezd (ntl)-edrendi
Vrongki-deernindnst:

Y1 P R J
¥l iy see V) i’
: = 0
=1y (n-t L=t (rn-1)
i 2 ttYn ’
Ll L) L) RS
Y1 v 2 1 ’
znol ¥y  a keresett floovén;)



?ejtsﬁk ki ezt a determindnst az utolsé oszlop szerint:

RS Y2 ot Yn
y(n)' yi yé " sae yl:l
-1 -1 {n-1
y,&n ) yén ) PR yr(l )
Iq Yo vee Yy
yi yé - yﬁ
. . . + ..+
- ,(n-1) (n-2) (n-2) (n-2)
Y4 Yo R
(n) " (n) (n)
yl y2 yn
3 3 :
yl y2 R yn
1 11 1"
¥ Yo J
+ (-1)° =0 ‘
N . : . (2.4.29)
{(n) {n) (n)
i Y2 In

A (2.4.29) formuldt Bsszehasonlitva a (2.4.3?) egyenlettel
14dthatsé, hogy

Iq ) sre Ypo
v ¥ Yh
) (m) (n)
¥q Y2 crr Y

p1=—
|§(x)l
A (2.4.30) formula =.aml4léjédban a IH(X)! Wronski-determi-

nidns derivdltja 411. Ennek belitdsdara tekintslink egy olyan

n-edrendfl determindnst, amelynek elemei az x v4ltozd dif-
ferencidlhatdé fliggvényei. :
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Az n-edrend( determindns definicidéja alapjén:

f4q Typ =vr Ty
Ty Top vve £,
lD(x)= : : : = Y 4 f.. f. ...f .
. . . (n1) 111 212 ni
(2.4.30)
fo1 Tpo +or fop

(ahol az egyes kifejtési tagok eldjele pozitiv, vagy negativ,
aszerint, hogy az ii’i2""’in oszlopindexek permutdcidjs-
ban az inverzidk szdma pdros vagy paratlan).

AJD (x)[’ derivdlt-determindnst dgy kapjuk, hogy min-
den kifejezési tagra alkalmazzuk a fliggvények szorzatdra vo-
natkozé Leibniz-féle derivdldsi szabdlyt:

3y - 2 3
EICHEEE EE;) P N AR PPUL TURPPL

Yoo+ £ fo. .. £2.) =3 4 £, f. L .. . o+
11 21 (n!)

1 P nln - 111 212 ni
+2_ &t
ZME, fL. Lo . 4 .. 42+ f. fo. ...
] —
{(n!) 1 212 ni (n1) 111 212
2
.o fni
n

Ez n darab determindns &sszege, ahol az Osszeadanddkban az
eredetl determindns egy-egy sordnak derivdltjai d4llnak:

il 3 L
£3, £1, ee. £ 14 o +oe Ty
3 3
T Top ovr fop 31 T2 ++r Ty
ID(x)I’ = . + | +
o r P

fni fn2 e Inn fni ‘n2 "7 nn
oy Tpo e Oy
£o0 fop vee £,

21 22
oot ’

8391
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Ha ezt a derivdldsi szabdlyt a Wronski-determindnsra alkal-
mazzuk, akkor az utolsd Osszeadanddét kivéve mindegyik deter-
mindns zérus, mivel két sora megegyezik. A zérustdl kiildnbs-
z8 determindns éppen Py kifejezésének szdmldldja. Tehst:

(eI
p1 :-mjl_ ) (2.4-31)
Innen integrdlédssal:
x JE) x
= dg§ = - p,a
J e S S s

X

1n|g(x)[- 1nly(xo)‘= - f[ p,d§

x - "o
-f 'pl(g)dg
|y(x)l=]g(xo)] e O : (2.4.32)

A (2.4,32) bsszefiiggést Liouville-formuldnak neveszztik.
Haszndljuk fel a Liouville-~formuldt az

y' + Py’ +pyy =0 (2.4.33)

mésodrendid homogén linedris egyenlet dltaldnos megoldédsédnak
meghatédrozdsdra, ha ismerjiik az egyenletnek egy ¥y partiku-
ldris megolddsdt!

Képezzik a |W(x)|= Iw[yi,iﬂ Wronski-determindnst, ekkor
{(2.4.32) alapjdn -

¥ y —Jp ax
1 s C e 1

yi v’
(Akdrmilyen x = X, kezdeti feltételt {frnénk e16| y(xo)|= C.

Itt nem irunk eld kezdeti feltételt, mivel 4dltaldnos megol-
dédst kereslink, ezért a jobb oldalon hatdrozatlan integrilt
szamitunk.)

-jbidx

» - -
¥4Y yyy = Ce
Mindkét oldalt yf-tel osztva:

- dx
1. fpj
™ F) Tz ce
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Innen integrdldssal:

e fojax | .

y =y f—————c e dx + C (2.14.31)

i y2 1
1 .

Az igy nyert megoldds két tetszdleges 4llanddét tartalmaz,
tehat 4dltaldnos megoldds. Ennek alapjédn: ha egy misodrendi
homogén linedris egyenletnek egy partikuldris megolddsat is-
merjiilk, akkor az dltaldnos megoldds kvadratursdkkal 411ithaté
eld.

Példa: '
X1litsuk eld az
{1 - x )y“ - 2xy® + 2y = 0 (2.4,35)

misodrend{l egyenlet &ltaldnos megolddsdt! Egy partikuldris
megoldds az yg = X figgvény, amirdl kdnnyen meggyozodhetunk

mivel, yi'= 1, yg = 0, tehdt
.= 2x + 2x = 0.

Hozzuk a (2.4, 35) egyenletet (2.4.33) alakra {feltessszlik,
hogy x # 1)

2x 2
A y* o+ y=20
- %2 1 - x°
Ekkor p, = - 2x2 .
1~-x j’2x2jx
IE(X),z x y|l=c¢6 1-x & =ln{1-x-)
1y
= C 1
1 - x
A (2.4.34) Usszefliggés felhaszndldsdval:
f;gzﬁdx
-x
¥y = x C e dx + C.l= x|¢C ___QE_____ + C =
P 1 2 -2 1
X . x (1 - x") -
_ ) 1 1 1 1 _
B x[éj(;i tI3TE R I TR A 04 -
- - 1 1+ x e
-x[c(—+21n1_x)+C1J-
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1 + x
1 -x

Ez a két tetszdleges 4llanddét tartalmazdé megoldds az adott
(2.4.35) egyenlet 4ltaldnos megolddsa.

- 1 -
= Cyx + C(g x 1n 1)

2.4.p) A linedris homogén egyenlet rendsziminak
csOkkentése egy partikularis megoldas
ismeretében

Szemléletesség kedvéért tekintsllk az

n L -
y' + pyy? +poy =0 . (2.4.36)
"linedris homogén mdsodrend{l egyenletet, amelyrél feltesszik,

hogy ismerjitk egy vy partikularis megolddsat! i
Ekkor egy mdsik, az yl-tol linedrisan fliggetlen y partiku-

laris megolddst szorzatalakban keresiink:
¥ = yqu ahol u # ¢ dsmeretlen fliggvény.

Az u figgvényt Ggy kell meghatdroznunk, hogy y a (2.4.36)
egyenlet megolddsa legyen. Ez azt jelenti, hogy a=z ’

s o 3 3
y -Yiu"'yiu

| B 3
gy = y1 7+ 2y1u + y1

kifejezéseket a (2.4.36) egyenletbe helyette51tve zérust kell
kapnunk, azaz

L} rr 3 I -
ylu + 2y1u + yutt o+ pi(ylu * y,u v o+ P,yy U =0

vagyis

1]
(=]

f 3 i b ] ¥

(y9 + Py *+ poygdu +lygu" + (2y] + pyy, vl
Mivel ¥q a {2.4.36) egyenlet megolddsa, ezért az elsd zdrd-
jelben levd kifejezés zérus, kbvetkezdleg

yu' + (2y + pyuw =0 : (2.4.37)
Itt most egy egyszer( fogdst alkalmazunk: legyen u® = z,
ekkor a (2.4.37) egyenlet a k&vetkezd elsdrendd egyenletbe
megy Aat:

y 77 o+ (2y] + plyi)z =0 » o (2.4.38)
azaz R ‘
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y’
z? 1
— T —
Z 2y1 Py
Innen integréléssal
>

Y1
in 2z =J(2 —= + pi)dx + 1ln ¢
I

y’
1
f(2—+p1)dx
J1
Z = ¢ & = u’,

~Ujabb integrdldssal u meghatdrozhaté.

Tehdt mdsodrendd linedris egyenletnek egy alaprendszere
egy partikuldris megoldds ismeretében, egy elsérendld egyenlet
megolddsdval meghatdrozhatd, amibdl az dltaldnos megoldis
felirhaté. Arra vonatkozdlag, hogy fliggvény egylitthatds mé-
sodrendfi homogén linedris egyenlet egy partikuldris megoldé-
s4t hogyan lehet megtaldlni, nincs 41ltaldnos szabdly. A mé-
sodrendll egyenletekhez hasonldéan fenndll, hogy ha valamely
n-edrendd homogén linedris egyenlet egy partikuldris megoldd-
sdt ismerjiik, akkor az n-edrendii egyenlet megolddsa visszave-
zethetd egy (n-1)-edrendll egyenlet integrilédséra.

Tovdbbd, ha az n-edrendll homogén linedris egyenletnek k szé-
mi linedrisan filggetlen Yys¥pseses¥y megolddsa ismert, ak-

kor (n-k)adrend( homogén linedris egyenlest megolddsdval nyer-
Jik az n-edrendd egyenlet 4ltaldnos megolddsdt. Tehdt minden
egyes partikuldris megoldds ismerete lehet6vé teszi, hogy az
egyenlet rendszdmdt 1-gyel csOkkentsiik, feltéve, hogy az is-
mert partikuldris megolddsok linedrisan fiiggetlenek.

A rendszdm csbkkentése teljes mértékben analdg a misod-
rendli linedris egyenletek esetében alkalmazott eljdrédssal:

Legyen adva az )

L[y]: y(n) + piy(n_l) +. . +' pny = Q . (2_14‘33)“

egyenlet és tegylik fel, hogy Y4 ennek egy partikuldris
megoldédsa.
Vezessiink be egy ismeretlen y fliggvényt az

y = y,2 o o (2.4.39)
reldciéval. Ez az egyenlet z-re nézve megoldhaté minden olyan

intervallumon, ahol ¥q # 0., A tovédbbiakban ilyen interval-
lumon dolgozunk. : . S

y’ = y,2° + yiz .
|| - n k] HJ
y'o= yzt o+ Eyiz + yiz

c-.-coc-(ﬁjcnﬁ.iac(ﬁzi)

y(m=y2° 7+ (g2 (n-2) (n),

+(2)y"1z to.otyg
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mzeket a kifejezéseket a (2.4.3%) egyenletbe helyettesitve:

( (n) {n-1)

_(n) n (n-1) .
yiz +[(1)yi + piyj—]z LR +[y1 + Plyi T

S pnyi]z = 0
Mivel y; @ (2.4.3%) egyenlet megolddsa, =z egylitthatdja

zérus és z? = u helyettesitéssel {n-1)-edrendd egyenletet
nyeriink. Ha ebbdl u -t meg tudjuk hatdrozni, akkor integridlds-
sal 2z és egy ¥y adddik.

2.5 Inhomogén linearis egyenlstek
Tekintsiik az
Ll = v v oy s py = 10 (2.5.1)

alaki inhomogén linedris differencidlegyenletet, ahol f(x)
# 0. Azt a homogén linedris egyenletet, amelynek bal oldala
megegyezik a (2.5.1) inhomogén egyenlet bal oldaldval, azaz

L)z v e py™ ™ 4 s py =0 (2.5.2)

a (2.5.1) egyenletnek megfeleld homogén egyenletnek nevezziik.
Nyilvdnvald, hogy a (2.5.1) és (2.5.2) egyenleteknek nines
kdz6s mepgolddsa, hiszen a két egyenletet kivonva egymdshél

0 = f{x) lenne.

1, Tétel:

Ha ismerjik a (2.5.1) inhomogén egyenlet valamely Y
partikulédris megoldds4dt, akkor az inhomogén egyenlet 4dltals-
nos megolddsa ezen partikuldris megoldédsnak és a (2.5.2)
homogén &ltaldnos megolddsédnak Ssszege.

‘Bizonyités:-
© Mivel Y megolddsa a (2.5.1) egyenletnek, ezért
LY]= £(x) (2.5.3)

Vezessilk be az
y =Y + 7. {2.5.4)

reldcidval a 'z° ismeretlen flggvényt! Ekkor mivel L 1li-
nedris opardtor:

L)= Ll + 2= v} + Lz} = £(x) | (2.5.5)
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Figyelembe véve a (2.5.3) Bsszefliggést

L[z]= o

~_ vagyis =z megolddsa a (2.5.2) homogén egyenletnek.
- Tegyik fel, hogy a (2.5.2) homogén egyenlet egy alaprendszere:

yl,y2”"’y .

>M1ve1 a homogén egyenlet minden megoldésa az alaprendszer
fliggvényeinek linedris kombindcidéja, ezért

zZ = ¢ *Co¥, el ooy ' ) (2.5.6)

1Y
A (2.5.6) bsszefiggést a (2.5.4)-be helyettesitve azt kapjuk,
hogy

Y 2 ey ey, t o wel to gy + Y (2.5.7)

Ez az egyenlet n tetszéleges 4llandét tartalmaz.
Kimutatjuk, hogy a Cq3CoseeesCy dllanddékat meg lehet

ugy vélasztani, hogy tetszéleges X = X helyen'a'tetszéle—
gesen eldirt 0 :

) n-1 n-1

y(x ) =y, ¥ (x;) = yg,-.-,y( )(xo) = y( )

kezdeti feltételeket kielégitd megolddst kapjuk (ahol X,

az alaprendszer figgvényeinek k&zds a £ x <b folytonos-
sdgi intervallumdba kell, hogy essék).

A (2.5.7) egyenlet egymdsutdni derivdldsdval:
+ cC

= ¢ + ... 4+ Ccy +Y
n'n :

y 191 2Y2

L - 3 ] 3 >
y. o= ciy1 + c2y2 + a0 ¥ Qnyn + Y
¥y

| LI " 1] 1t
= ciyg; + c2y2 + ... 0+ qnyh + Y

: | | (2,5.8)
y(n-i) - Ciyin-i) 2y(n 1) ¥ én 1), y(n-1)

Ha most a (2.5.8) egyenletrendszerben az x = xé értéket he-
lyettesitjiik, akkor )

+ c t...%C

ciyi(xo) + c2y2(xo) +...+cnyn(xo)i=_yO —_Y(xo)

clyi(xo) * ché(xo) toont cny;(xo) = yé - ¥’(xo)

. : {(2.5.9)
ciyin-l)(xo)+c2yén_1)(xo)+...+cnyén-1)(x } o= yén-i) - Y
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A {2.5.9) inhomogén linedris egyenletrendszer determindnsa a
[w[yl,yz,...,ynﬂ=|¥(x)[ Wronski-determindns x = x, helyen

vett értéke, amely az alaprendszer fliggvényeinek linedris
fliggetlensége kdvetkeztében zérustdl killénbszd, igy a
CysCpsesesCy 4llandék értéke meghatdrozhats.

Példa: Keressilk az
y' +y = 3x

inhomogén mésodrend{l linedris egyenlet 41taldnos megolddsdt.
Kénnyll beldtni, hogy Y = 3x partikuldris megolddsa ennek
az egyenletnek (Y" = 0).

Az y" + y = 0 homogén egyenlet egy alaprendszere:
yq T €08 X, ¥, = sin x. .

' Tehdt a mondottak értelmében az 4ltaldnos megoldéds:
¥y = c1 cos X + 02 sin X + 3x

Irjuk el6 most az x = 0 helyen az y(0) = 1, y*(0) = - 1
kezdeti feltételeket €s oldjuk meg a fenti egyenletre az tun.
Cauchy-féle problémdt! )
Nyilivén:

y = ¢4 cos x ¢+ ¢, sin x + 3x

y* = - ¢, sin x + ¢, cos x + 3
Behelyettesitve a kezdeti feltételeket:

y(0) = 1 = ey

y:(0)=-1=c2+3
tehdt: e, 5 - 4,
‘A kezdeti feltételeket kieldgftd partikuldris megoldds:

1, ¢

¥ =.cos x - 4 sin x + 3x

2.5.a) Az 41landék varisldsénak médszere

Az 1., tétel alapjén egy inhomogén egyenlet 4ltalédnos .
- megolddsdhoz elegendd az inhomogén egyenlet egy partikulédris
megolddsdt megismerni, amennyiben a megfeleld homogén egyen-
let 4ltalédnos megolddsa ismert. A vizsgdlt példdkban az inho-
nogén egyenlet egy partikulédris megoldédsa apriori meg volt
adva. A Lagrange-féle "4llanddk vairdlédsdnak" médszerével a
homogén egyenlet 4ltaldnos megolddsdnak ismeretében az inho-
mogén egyenlet dltaldnos megolddsa kvadraturik segitségével
kiszdmithats,

Ezt mondja ki az aldbbi tétel, 255



2, Tétel: (Lagrange):
Az
y(n) * piy(n"i) L., + pny = f(x)

n-edrendl inhomogén linedris egyenlet dltaldnos megolddsa
kvadraturidkkal el8411{ithatd, ha a megfeleld homogén egyenlet

Y= Cq¥y t ¥y e * Yy
dltaldnos megoldéséban a cl,cé,..;,cn egyﬁtthatékat az X
vdltozé rfiliggvényeinek tekintjlik, amelyek ci,cé,...,cﬁ deri-

vdltjai kielégitik a kdvetkezd linedris algebrai egyenlet-
rendszert:

1t
o

c:’Ly1 + céy2 + s.. t c;yn
s 3y 2 343 =
clyi + 02y2 + ... * ¢p¥n 0.

(n-1)

(n-1)
> 3 3 -
0 * c3¥, e ey, £(x)
Bizonyitéds:
Legyen adva az
(n) (n-1) (n-2) s =
y * ees #p, ¥’ +p Y = LX)

: (2.5.10)
inhomogén linedris egyenlet, ahol f(x} nem azonosan
egyenld zérussal és tegylk fel, hogy a megfeleld

(n) , o (n-1) (n-2) ,

3 -
¥ + p1 aes + pn_ly + pny = 0

(2.5.11)
nowtorén egyenletnek egy Yys¥osrees¥y alaprendszere ismert.
Ekkor a {2.5.11) homogén egyenlet &dltaldnos mcgolddsa:

tPyY

Y T e¥q fCo¥, t et Oy ' . {(2.5.12)

Feowosik a (2.5.10) inhomogén egyenlet &ltaldnos megolddsét
urya:iiyen alakban, de gy, hogy a C sCposeesCph egylitthatdk

az % fippgetlen vdltozd fliggvényei: cl(x), cg(x),.;.,cn(x)
azez legyen .

y = Ci(X) vyt cg(x)y‘2 + ...+ cn(x)y-. (2.5.12’)
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Ezen n szdmi ismeretlen fliggvény meghatirozdsdra n
egyenletre van szikségiink. Elsd egyenletiink abbdl adddik,
hogy a feltevés szerint a (2.5.12) egyenlet vdltozdé egylitt-
hatékkal kielégiti a (2.5.10) egyenletet.

A tobbi (n-1) egyenletet ®nkényesen adjuk meg ugy, hogy
az y derivdltjaira kapott kifejezések minél egyszeriibbek :
legyenek. :

Differencidljuk a (2.5.12) kifejezést x szerint (a

¢; = ci(x) vidltozdnak tekintett egylitthatdkkal):

> - ] 2 ] 3 3> 3
VTR eq¥y P eV e CYy Y GV F ¥, bt oY)

A még hidnyzé (n-1) egyenlet k&zill legyen az elsé
egyenlet az, amelyet Ugy kapunk, hogy a ci derivédltakat tar-

talmazd Osszeget zérussal tesszilk egyenldvé:

2 - —
Cl¥y * eV, t .. cﬁyn =0 (2.5.121)

Ebben az esetben:
3 - > 2 3
yooEoegyy Co¥p * eve ¥ OV,
Ismét derivdlva:
M = A3y syd 4 PP 1 " ) 1
y Ci¥] * el¥5 tee.t )yl 4 ey 4 c,¥5 ...+ C Y
Ismét Snkényesen rendelkeziink dgy, hogy
LTS ] L TR 3y -
ei¥] + e3¥3 te..t cly) 0 legyen. (2.5.122)
Ekkor
[ - " 1 n
y c ¥y ¢+ C¥5 touatk A
Folytatva ezt az eljdridst (ci derivdltakat tartalmazd 8ssze-

get mindig zérussal téve egyenldvé) az y(n-l) derivdltra az
(n-1) _ (n-1) (n-1) (n-1)
y T 0¥y Foep¥p Feeet Cp¥n

kifejezést kapjuk, ahol a

(n-2) (n-2) ,

(n-2)
-] [l 3 3 B
clyq t ey, Lot ocly

2y 0 (2.5.12 )

rendelkezést tettilk.
Ismét differencidlva:
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y - ciyin D czyén P éﬁyén-l) ¥ ciyin)
+ c2y§n) too.t ey é“) (2.5.12))

Helyettesitsiik be a (2.5.12), (2.5.12,),...,(2.5.12 ) kife-
jezéseket a (2.5.10) inhomogén egyenletbe: )

+ c2y(n)'+_... + ey én) +_p1(cly§n 1) ooyt s
_+'p2(c1y§n 2) 4 czyén-2) eee ooy én 2)) +

P (ciy1 t ey, towee vey ) = £(x)
" R&videbb irésmdddal.

1 -
1y£n 1) + c2yén ) ves *+ c;yén ) + g;%c (y(n) +
+ ply(n-i) vee v P YS) = £(x) (2.5.13)
st e (y(n) + ply(n 1 o + pnyi) = 0, mivel az 'yi-k i:

.megoldésal a homogén egyenletnek (i = 1,2,...,n), hiszen
az alaprendszer fliggvényei. :
Figyelembe véve a (2.5. 12 ) - (2.5.12n_1)' és (2.5.13)

egyenleteket a keresett c. (x) fluggvények ci(x) derivdlt-
jaira az alédbbi egyenletrendszert kapjuk:

> - no
1y1 ¥ 02y2 + .. + cnyn 0

E TR ] 3452 Ly '
.clyl_f c2y2 + ... F cnyn 0 .
4 (2.5.14)

1y§n 1) 2y(n 1) ces t.c° y(n 1 = f(x)

A (2.5.14) inhomogén linedris egyenletrendszer determindnsa -
|W(x)| Wronski-determindns, amely az alaprendszer fiiggvé-

nyeinek linedris fliggetlensége folytédn zérustdl kiilénbbzé, .
Igy c’,ca,...,c fliggvények meghatdrozhaték: Jeldljik ezeket
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ei(x) = F(x), oi(x) = fz(x),...,cﬁ(x)>= f;(x)—szel.

. (2.5.15)
Integrdlédssal:
ci(x) = ffa(x)dx + Di; cz(x) =_[12(x)dx + D2,...;
e, (x) =dffh(x)dx + D S S (2.5.16)

Ezeket az értékeket a (2.5.12%) egyenletbe helyettesitve:

n
y =D + Doy, +euu+ Dy 4 g;é yiffi(x)dx (2.5.17)

191
amely a (2.5.10) inhomogén egyenlet dltaldnos megqldésé.
Itt E::D y; 2 homogén egyenlet 4dltaldnos megolddsa,
}E: Vi ‘[fa(x)dx pedig az inhomogén egyenlet egy partlkularls

megoldasa.
Megjegyezzik, hogy az

y" + pyy’ 4 pyy = £(x)

misodrendd inhomogén egyenletrendszer esetében, ha Yy és
Yo alaprendszere a megfeleld : .

yUh o+ Py’ 4 pyy = O

homogén egyenletnek, a (2.5.14) egyenletrendszer a kbvetkezd
alakot 81ti:

ciy1 + c:’gy2 =0
¢1¥y * op¥; = f
Innen
0 ¥, ' y, ©
2 3
£y , ¥i
) - i ] -
e] = R e5 =
Y1 Y3 Yqe Y2
> 3 > >
Tovabba:
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1
f yé
c, = — dx + D, (2.5.20)
1 Jl‘g(x)[ 1
[y, O
yi
¢, = ———'dx + D,.
2 I'é’(x)| 2
Példa:
Tekintsiik az
y"o- % ¥? = x inhomogén médsodrendd egyenletet,

A megfeleld homogén egyenlet
1

y" - £ ¥’> = 0, azaz

AU

y' o x
Integrdliva:

Iny?> = 1Inx + 1n A

¥* = Ax
= A EE + B = ﬂ x2 + B.1l = 1 + c.- 2
y= 83 3 ’ T G 2t X

A homogén egyenlet egy alaprendszere: y1 =1, ¥, = X7
Keressiilk az inhomogén egyenlet megolddsit:

¥y o= C1(X) + cz(x)x2 alakban.
A (2.5.19) formuldk alapjédn

0 x2
X 2X _ —x3
Ci(X)" 2 d_X+D1" ﬁd){‘*‘})i:
Il X
o 2x
3 : 3
= -1, % = - X
= 5 3 + D1 T + D1
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+ D2

o

0 x 1
C2(X)=—2x—_—dX+D2—§dX+D2-

Tehdt a keresett inhomogén masodrendl egyenlet dltaldnos
megolddsa: i

- Vo2 - - . X7 -
y = cl(x)y + cz(x)-x = =t D+ 5— + sz =

2.6 Allandé egyatthat6ji homogén linedris egyenletek

Az 411andd egylitthatdjd linedris differencidlegyenletek
a fliggvény egylitthatds egyenletek specidlis esetét képezik,
igy az eddig ismertetett tételek és megolddsi médszerek ter-
mészetesen érvényesek 41landd egylitthatéjui egyenletek eseté-
ben is. Az a tény, hogy a keresett flggvények és derivdaltjai-
nak egyiitthatéi 4llanddk, lényegesen egyszerlisiti az egyenle-
tek megoldasdt.

Latni fogjuk, hogy az 41landd egyiltthatéjd linedris dif-
ferencidlegyenletek elemi figgvények segitségével pusztan al-
gebral miiveletekkel megoldhatdk, még integrdlisra sem lesz
szlikség. Ebben a pontban az 4llandd egyltthatdjud homogén
egyenletek megolddsdval foglalkozunk. A megolddsi médszere-
ket szemléletesség kedvéért mésodrendii 411ands egylitthatdji
egyenletek esetére mutatjuk be. Ahol szilkséges és lehetséges
lesz, ramutatunk az d11itdsok és médszerek érvényességére
n-edrendil 4llandd egyiltthatéjd linedris egyenletek esetére.

Legyen adva a kdvetkezd mdsodrendli homogén linedris
egyenlet:

y" o+ aiy’ + a2y = 0 ’ {(2.6.1)

ahol ay és a

5 valds d4llanddk.
Ax

Prébdljuk meg kielégiteni ezt az egyenletet az y = e
alakid exponencidlis filggvénnyel. (A= const.)
Ekkor '

y* = ke, y" = A2eAx,

Az y*> és y" digy kapott értékeit a (2.6.1) egyenletbe
helyettesitve az . .

eAxO@ + 3-11. + a_2) =0
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egyenletet kapjuk. Mivel ep‘X értéke bérmely' X értékre zé- -

rustdl kiilénbdzl, egyszeriisithetink vele igy a

A2 + ?‘1_)’ +a, =0 , ' (2.6.2)

. mAsodfokd algebrai egyenletet kapjuk.

Liathaté, hogy eAX kielégiti a (2.6.1) egyenletet, hal
kielégiti a (2.6.2) 8sszefiggést. A (2.6.2) egyenletet a
(2.6.1) differenciélegyenlet karakterlsztlkus egyenletének
© nevezzilk. :

: A karakterlsztlkus egyenletet formailag kénnyen eld4l1lfit-.
hatJuk a (2.6.1) egyenletbdl, ha a keresett fliggvény derivilt-

Jalt (y = y( ), _y ,y")l-—nak megfeleld hatvdnydval helyet-

. tesitjik - (1, A )L) :
: Tehét mésodrendu d41landé egyilitthatéjd homogén linedris
egyenletek partikuldris megolddsainak megkeresése masodfoku
- algebral egyenlet megolddsdra vezethetd vissza.

- A (2.6.2) vegyes masodfoki egyenlet megoldédsa:

C-a - 43
I T et T S ) .
11,2‘, 2 (2.6.3)

A karakterisztikus egyenlet l "~ és lz gytkeire vonatkozélag
hérom lehetséges esetet kulonboztetunk meg.

1. ?Ll és 12 kill8nb82z8 valés szdmok (a - 4a2>0)

2. li és 12 konjugdlt komplex szdmok: A =of + ip

kg =o( - i@

{(ez a helyzet, ha af - 1ia2<0).
3.11 = ).2, azaz)\_i a (2.6.2) egyenlet kétszeres gybke

(32 - Ma = 0).

Ezektdl az esetektll fiiggben killdnbdzd 4ltaldnos megoldasokat |
kapunk a (2.6.1) homogén llnearls 411landé egyutthatOJu diffe-
rencililegyenletekre. ;

1. A karakterisztikus egyenlet gybkel valdsak és killdnbdzdek.
Ebben az esetben két linedrisan flggetlen partikuldsi
megolddst kapunk, ugyanis ha A_i #AE, akkor a (2.6.1)

egyenletet kielégi'tik az

AqX rox
vy, T oe - é€s  y, = e " : (2.6.4)
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figgvények. Ezek linedrisan fﬁggetlenek, mivel

Yy (Az—kl)‘x
—y—; = e

£ c.

- (K&t figgvény, yq és s linedris fiiggetlensége ugyanis

azt Jjelenti, hogy ¥ £ c ¥4, mert ha Yo = ¢ ¥y lenne,
akkor 1. ¥y T oCyq T 0 fenndll dgy, hogy nem mindkét fugg-_
vény egyltthatdja zérus).

Ez esetben a (2.6.1) egyenlet 4ltaldnos megoldédsa:
Cze - (206-5)
Példa: ' '
y" - y* - 2y = 0.

A karakterisztikus egyenlet:

A2 -A-2=0

" Ennek gydkei:

1 i\/i + 8 2

5 =

kl = 237 Ag = —1:.

tehdt az 4ltaldnos megoldds:

. 2x -y
y = cle + cye

A karakterisztikus egyenlet gydkei kon;ugélt komplex
szdmok:

d+1ﬁ l d-lﬁ _tehdt

vy : e§i+1©)x, v, = eﬂi-lﬁ)x’

e

y2 (d&iﬁ)x 2i@x'
yl o(- X

# C.

Ebben az esetben a (2.6.1) egyenlet 4ltalédnos megoldésa.

y=o Gll+ifyx (0( 1[’0):{
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Mivel a (2.6.1) egyenletet a valds szdmok tartomdnydban ad-
tuk meg, arra todreksziink, hogy a megoldds ne tartalmazzon
komplex szdmokat. Ez kdnnyen el is érhetd.

Az Euler-formula alkalmazdsidval

v, * e@i+i&)x = édx(cqsf3x + 1 sinpx) =

X . olx
= éi cos ﬁx + i e

. " _ . ox - & S s o d s
Vezessik be a z, = € cospx, Z, = € sin @x Jeldleést.

sinﬁx

1. Lemma:

Ha az u = z, + iz2 komplex fliggvény kielégiti a (2.6.1)

1
homogén egyenletet, akkor Z4 és Z, killdn-klildn is megol-

ddsa az egyenletnek.

Bizonyitds:

u?> = z? + 1 z2
17t %

u" = z" + i gn
1 2

A nyert kifejezéseket behelyettesitve a (2.6.1) egyenletbe

1 ) = gt 4 350 3 L
u" + aju’ + asu z] iz} + ai(z1 + 1z2) +

+ a2(z1 + 122) =0
Innen:

1t 2 2 " 2
(z1 + a,2] + a2, ) o+ 1(z2 + a,2z5 + a2z2)

Egy komplex szdm csak akkor lehet zérussal egyenld, ha mind
a valds része, mind a képzetes része zérus, azaz

1 ) = 2 ] 3 =
z] + a 2] * aszy 0 és z5 * agzi 4 852, 0.
Kbvetkezdleg z) = e*X cos(bx és Z, = X sind x megoldd-

sai a (2.6.1) egyenletnek, mégpedig linedrisan fliggetlen meg-
olddsck, mivel

z olX .
2 _ e sinfbx _
= S ax o ° tgrsx £ 0.

1 & cosfdx

Ennek kdvetkeztébeh ha a karakterisztikus egyenlet gyo- .
kel konjugdlt komplex szémok akkor a (2.6.1) egyenlet 41-
talédnos megolddsa:

264



y = edx(c1 cos fdx + ¢y sinfdx) (2.6.6)

mivel két linedrisan fiiggetlen partikuldris megoldds tetszé-
leges linedris kombindcidja a méasodrendil linedris homogén
egyenlet dltaldnos megoldisdt szolgdltatja. _

A misodik gybdk: 12 =dd- 1> ugyanezeket ‘a partikulédris

megolddsokat szolgdltatja elfjeltd8l eltekintve.

Példa:
Hatdrozzuk meg az

y" + 6y’ + 3y = ¢

egyenlet 4ltalénos megolddssdt!
A karakterisztikus egyenlet:

X2 4 6A+ 34 = Q

-6 +\{36 - 136 {—3 + 51

2 -3 - 51

Az dltalénos megoldéé a (2.6.6) Bsszefliggés alapjén:

y = e_BX(c1 cos 5% + ¢, sin 5x)

3. A karakterisztikus egyenlet gybkel valdsak és egyenldk.

Ha 11 =A, = Z, akkor a (2.6.1) egyenletnek kézvetlenlil esak
egy partikulédris megolddsit nyerjik:
_ _AX
yi = e

Egy az yi-tﬁl linedrisan fiiggetlen Y5 megoldast szorzat

alakban keresiink:

Y2 = yqu
Ekkor
3 = 3 H
Y5 4 + Y

11 n ] 3 . "
y2 ylu + 2y1u + yiu
Behelyettesitve a kapott kifejezéseket a (2.6.1) egyenletbe:
3 ll » -
yiu + 2y1u t yut o+ aiyiu +>aiy1u + a,yqu = 0.

Trivinr e

265




-

> 2 3 "o
u(yg *ayi ot azyi) +u (2y1 + aiyi) t y,u 0
Az u egylitthatéja zérus, mivel vy feltételezésiink szerint

megolddsa a (2.6.1) egyenletnek. Tovédbba:

2yy t ayyy = 2xeM 4 aielx = (2N + ai) = 0

mivel a (2.6.3) formuldban ‘li 5 =A (most af - Haz = 0),
tehdt 2A = - a,. ’

. 1
Ezek alapjdn:
| | I
yuto= 0]
azaz
u" = 0.

Elegendd, ha ezt az egyenletet kielégitd tetszéleges fiigg-
vényt vesszilk, mivel partikuldris megolddst keresink.
Integrildssal ' s '

u=cx , “ahol most ¢ = 1 vidlaszthatd.

Kétszeres gybk esetén tehst a (2.6.1) egyenlet 4ltaldnéds
megolddsa:

Y = ey, t ey, = elx(c1 +_c2x) : (2.6.7}

Példa:
Keressiltk meg a

16y" - 24y* + 9y = 0

-egyenlet dltaldnos megolddsit!
A karakterisztikus egyenlet:

16A° - 24X + § = 0,
24_1\/éu2 - 16+9.4

e = 2= .
_ 32 _ I 172
Az dltalédnos megoldds:
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N

¥y = e .(c1 + czx). |

Az eddigiekbsl 14thatd, hogy az 4dllandd egylitthatdji médsod-
rendff homogén linedris egyenlet megoldhatd minden kvadratu-
ra nélkil, csupdn mdsodfoku algebrai egyenletre tdmaszkodva.
Hasonld a helyzet n-edrendili homogén linedris differen-

cidlegyenletek esetében. Az adott :

-1
y(n )

RAGLAI teeeta 4yt tay =0 (2.6.8)

1
(al,az,...,an valdés 4llandék)

4llandé egylitthatdéjd n-edrendd homogén egyenlet megolddsit

is ' . N .
y = eM

alakban keressiik.

Ekkor

g =lelx’ g ;)_2elx’._.,y(n) - ANgAx
Behelyettesftve ezeket az értékeket a (2.6.8) egyenletbe:
XD 4 al}P-i toeata ) =0

A karakterisztikus egyenlet tehdt:

A a M ellva =0 (2:6.9)

(Mivel elx # 0, egyszerfisithetilnk vele.)

Most is igaz, hogy elx kielégiti a (2.6.8) egyenletet,
ha,ﬂ.gyﬁke a {2.6.9} karakterisztikus egyenletnek.

A karakterisztikus egyenlet most n-edfokd algebrai
egyenlet, amelynek az algebra alaptétele értelmében n gyd-
ke van, de lehetnek tObbszdris gytkdk is.

Vizsgdljuk eldszbr azt az esetet, amikor a (2.6.9) ka-
rakterisztikus egyenlet valamennyi gytke kiildnbdzé!

Legyenek ezek a gydkdk:

Ags Aos vees Ay ' (2.6.10)

E gydkdk mindegyikének megfelel a (2.6.8) egyenletnek eg¥
partikuldris megoldédsa:
;Kix lEx an

}’1 = > -Y2 =€ 3 vy yn =& (2.6.11)

267




Kimutatjuk, hogy ezek a partikuldris megolddsok alaprendszert
képeznek (linedrisan flggetlenek).
Képezzik a (2.6.11) fliggvények Wronski-determindnsat:

klx - )%zx )&.nx

e e .o €

IV, V55005 ¥ " N
1272 n lle)._ix ). e?\_.zx N e?Lnx
LAN2 “n

) A X A x ALX
n-1 "1 n-1 72 n=1 _“*n

A1 © Ay e An €

A1

1

A

A2

P

An

48 80 860 a0 E e e e

n-1

An

ahol a ]DI determlnans un. Vandermonde-determindns, amely-
nek értéke: _ )
If= ey - 2Dy = XA -AD @R, - A,
cee A =AY L A, - A (2.6.13)

Ennek beldtdsdt legegyszertibben lgy végezhetjiik, hogy a lD|
determindnst az elsd oszlop elemeil szerint kifejtjik, mlal-
tal egy {(n-1)-edfokd polinomot nyerilnk:
..1-
= P _(A))

ol=ay + an + 228 + ...
(2.6.13%)

egyﬂtthapék a megfeleld algebrai al-
determindnsok értékei. A P (l )>polinom gydkel a :\ 3
...,] szdmok, hiszen ha A A (k = 2,3,...,n), akkor

lD| determindns elsé és k adlk oszlopa megegyez1k igy
]D| =0, azaz P _ 1(Ai) :

A (2.6.13) formula a P, (A ) polinom gybktényezds alak- -

ja, amely zérustél kdlonbozﬁ ha a Ai’ )?,...,Rn szdmok kii-
16nbdznek egyméstél.

n
A1

ahol az ’Ao’Ai""’An-l



Eszerint a (2.6.11) filggvények alaprendszert képeznek, -
{igy a (2.6.8) homogén egyenlet dltaldnos megolddsa kilénbd- -
26 (egyszeres) valds gydkdk esetében:

A% Ao¥ Ap¥

- ) o
y = cye te,e n taatocpe

Tekintsiik most a t&bbszbrds gydkdk esetét. Erre vonatkozd-
lag megelégsziink az eredmények felsoroldsaval, a részletes
vizsgdlatot illet8leg az irodalomra utalunk. (Lisd plJ#])

1. Minden egyes k-szoros valds l-gyﬁknek az altaldnos meg-
olddsban a kdvetkez8 alakd 6sszeadandd felel meg:

AX . k-1
. e (c1 TCoX ta.lt X )

2. Minden egyes egyszeres konjugdlt kompiex )1‘=CX+ iﬂ,
)2 =0l - i@) gytkpdrnak a kovetkezd Osszeadandd felel meg az
d1taldnos megolddsban: ’

olx ' .
e (c:1 cospx t e, 51p{bx)
3. Minden egyes m-szeres konjugédlt komplex A = o+ i@i

12 =of- i(5 gySkparnak az dltaldnos megoldésb&n az alabbi
alaki 8sszeadandd felel meg:

-

edxfﬂﬁ + C.x +... ;mxm_i)cos/3x + (D1 + D

X+ ... *
2

2
+ D xm_l)-sin %]
m (3
ahol a Ci és Dj szamok d4llanddék.

Végeredményben a tetszdleges 4llanddk szama az egyen-
let rendszdmdval egyenld és az emlitett Osszeadanddk Bssze-
ge az egyenlet 4ltaldnos megolddsat adja.

Magasabb rendili dl1landé egylitthatdéji linedris homogén
egyenletek megolddsédban a nehézséget a magasabb fokd algeb-
ral egyenletek gybkeinek meghatdrozdsa okozza. Bizonyos
eseteltben egyszerid fogdsok alkalmazhatdk.

Példdlk:
1. Hatédrozzuk meg az
y" + y = 0

harmadrendfi linedris homogén egyenlet Altaldnos megolddsdt.
A karakterisztikus egyenlet:
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2 +1=o0 azaz  )\° = -1.

Ennek gydkeit \; -1 hdrom értéke adja. Egyik gydk: )1 = -1,

Ha a karakterisztikus egyenletet a As 1 gydktényezdvel
elosztjuk:

3 _
L)‘&%J@ A+ 1

Ennek gydkei:

I A R,
2 — 2

2

Tehdt & karakterisztikus egyenlet gydkei:

= 1 .E:A.B:%-i\/_j—

A =7 A5 tits =5

2
A mondottak értelmében az egyenlet 41talédnos megoldédsa:

1
y = cye X 4 e (02 cos i%jx + ¢, sin L% x)

3
2. Keressilk az
vy , (V)

y + 2yl1, + 2y!| + y’ 4 y = 0

ttb6drendii homogén linedris egyenlet megolddsét.
A karakterisztikus egyenlet most:

P+l’4+213+2)_2+l+1:0

Kénnyld beldtni, hogy A= -1 gybke ennek az egyenletnek.
Ha a karakterisztikus egyenletet a ( A+ 1) gydktényezbvel
elosztjuk eredményill

Moo e1= (8 +1)2 =0 adsdik.
Ebb6l M + 1 =0, A= + i.
Innen (l_z v 1)2 = (A+ )2(A- )2,
Tehdat a karakterisztikus egyenlet gydkei:
Al'—'-ls_ )-2 =A3=i: Aq :AB=-i

A fentiek szerint az egyenlet 4ltaldnos megolddsa:
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y = cle-x + (02 + cSX)cos X + (cIl + c5x)sin X.

2.7 Alland6 egyutthatéj inhomogén lineéris
differencidlegyenletek

Az 4llandd egylitthatéji inhomogén linedris differencidl-
egyenlet

D[y:l: y(n) + aiy(n—i) +esot any = f(x) (2.7.1)

specidlis esetét képezi a flggvényegyltthatéjd inhomogén
egyenletnek, ily médon a megolddsdt elvileg ismerjlik: Meg
kell hatdroznl a megfeleld homogén egyenlet egy alaprendsze- -
rét, vennl annak tetszdleges linedris kombindciéjit, vagyis
képezni a homogén egyenlet dltaldnos megolddsit - majd az
dllandék varidldsdval meghatdrozzuk az inhomogén egyenletnek
egy partikuldris megolddsdt és ezt hozzdadjuk a homogén
egyenlet dltaldnos megolddsdhoz. Ez a médszer azonban megle-
het6sen hosszadalmas. A homogén egyenlet egy alaprendszeré-
nek meghatdrozdsdra az inhomogén egyenlet esetében is sziik-
ség van, a megolddst ezzel kell kezdeni. Mivel az egyuttha-
ték dllandék, az alaprendszer meghatirozdsa kvadraturdk nél-
kiil, algebrai egyenletek megolddsival elvégezhetd.

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsit akkor tud-
juk egyszer( médszerekkel kiszadmitani, ha a (2.7.1) egyenlet
Jobb oldaldn 4116 f(x) fliggvény bizonyos specidlis alaku.
A miiszakl alkalmazdsokban rendszerint ez a helyzet.

Milyen specidlis alakui f(x) fiiggvények teszik lehetdvé agz
egyszerd megolddst? Eldszdr is igen gyakori, hogy a (2.7.1)
egyenlet jobb oldaldn 4116 f(x) . figgvény tobb figgvény
Osszege., Ebben az esetben érvényes a kivetkezd tétel.

Tétel:
Ha a (2.7.1) 1linedris inhomogén differencidlegyenlet
Llyl= £,(x) + £,(x) + ov + £ () (2.7.2)

-

és Y, megolddsa az L[y]= £,(x) egyenletnek, azaz
Y2 megolddsa az L[y]= fz(x) egyenletnek, azaz
Lﬁg=f4x)

Y. megolddsa az L[y]= fm(x) egyenletnek, azaz

L{y ]= £,(x)
akkor a (2.7.2) egyenletnek megolddsa az
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Y = Y1 + Y2 + ... * Ym Osszeg.
A tétel tehdt azt mondja ki, hogy ha a jobb oldal m szédmd
fliggvény Osszege, akkor m szdmi egyszeribb jobb o¢ldald
egyenletet oldhatunk meg és emek megolddsainak Usszege az
eredeti egyenletnek partikulidris megolddsa.

Bizonyitds:
Mivel L|y| linedris operdtor, ezért

LY=oy, + ¥, «oor Y Q= LY+ L ]¢e.v LY |-

= fi(x) + fz(x) +"f+ fm(x)

Tovdbbi jelentds egyszerlisitési lehetéséget ad a megoldéds
szempont j4bél, ha a (2.7.1) egyenlet jobb oldaldn 4116 f(x)
fliggvény polinom, exponencidlis fliggvény, cos kx, sin {x,
ch kx, sh €x vagy ezek szorzata.

A megolddsi médszereket masodrendd linedris inhomogén
egyenletekre vonatkozdélag mutatjuk be dttekinthetéség ked- |
véért. Az eljdréds elvileg teljesen analdg n-edrendll inhomogén
egyenletek esetében, csak tébb szdmoldst igényel. |
A példdk kdzdtt néhdny magasabb rendi egyenlet megolddsit is
bemutatjuk.

1. Legyen adva az
Y+ ey’ +oayy = P(x)e** (2.7.3)
masodrendili linedris inhomogén egyenlet, ahol P{(x) egy

m-edfoki polinom és ol 4llandd. _
Megmutatjuk, hogy ha o nem gydke a homogén egyenlet

2 -
A+ ail tay,=0

karakterisztikus egyenletének, akkor a (2.7.3) egyenlet par-
tikulédris megoldésa:

y = Q(x)edx, ahol Q(x) ugyancsak m-edfokd polinom.

A megolddst tehdt ugyanolyan alakban keressilk, mint a
{(2.7.3) egyenlet jobb oldalén 41134 fliggvény, azonban a Q(x)
m-edfokd polinomot dltaldnos alakban frjuk fel:

Q{x) = ax + &
alakbun, ahol az egylitthatdk egyenldére ismeretlenck.

Helyettesitsiik be az y = Q(x)e®* fliggvényt a (2.7.3)

erverletial

o
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Q" (x)e®* + Eo(Q’(x)eo{X +O(2Q(x)eo<x + ai[l:g’(x)e‘s'(x +
+olQ(x)e® ]+ a,0(x)e® = XX Q7 (x) + (2o + a,)Q (x) +

tol? + agel v a)a(0]= P(x)edX

X 4 c,

Mivel kapjuk:

Q"(x) + (2l + a)Q’ (x) + o2 + + a,)Q(x) = P(x) .

(2.7.4)

a4

Innen kdvetkezik, hogy Q(x)e@c a (2.7.3) egyenlet
megoldédsa lesz, ha a benne szerepld egyltthatdkat sikeriil
ugy meghatdrozni, hogy a (2.7.4) egyenlet azonosséggd valjék.
Mivel a bal oldalorn is m-edfokd polinom éll, ha &« nem

gydke a karakterisztikus egyenletnek (azasz o( aol + ap ) 7
# 0) nem kell mdst tenniink, mint a {(2.7.4) egyenle% mlndket
oldaldn x azonos hatvanyalnak az egylitthatdit egyenlévé
kell tenniink egymidssal,

Ha o egyszeres gy&ikel a karakterisztikus egyenletnek
anan o(_2 + a10L+ a, = 0, akkor a (2.7.4) egyenlet bal olda-

ldan mdr csak (m-1)-edfokd polinom &11.
Ha viszont of kétszeres gydke a karakterisztikus polinom-
nak, akkor (2ol+ ai) = 0 is teljesiil s a bal oldalon mar

csak (m-2)-edfoki polinom 411, tehdt azonossdgrdl egyik eset-
ben sem lehet szd.
{(Ugyanis ha & kétszeres gydk, a

2

oS+ alo(.+ a, = 0 egyenlet megolddsa
2
) aii\/ai qa2—_il-o(,
= 5 = - ==
lévén 2ol= - a,).

Ha of egyszeres vagy kétszeres gybke a karakterisztikus
rolinomnak, akkor a (2.7.3) egyenlet megolddsat

v o= ku(x)edx : (2.7.5)

alakban kell keresniink, ahol k a z o gydk multiplicitdsdnak
felel meg. (Ha ol nem gybk, akkor k = 0),

1Ha & gyBke a karakterisztikus egyenletnek, akkor a mechani=
kabdl kélesdnzdtt szdhaszndlattal "rezonancidrél" beszéliink.
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Az eljérds ugyanez n-edrendfi egyenlet esetében is a jobb
oldal a (2.7.3) egyenlet jobb oldaldval megegyezd.

A (2.7.5) alaki megolddssal a (2 T.4) egyenlet azonos-
sdggd tehetd.,

Példa:
y" - 2y + y =1+ x + (6x2 - 1)e”®

A jobb oldalt vdlasszuk ketté, azaz képezzik a kdvetkezd két
egyenletet:

y* - 2y +.y 1+ x
y" -2yt 4y = (6x° - W)e¥

A2 - 2A+ 1 0 karakterisztikus egyenlet gybke:

2 + b -4

-AJ.E Z ——— = 1 (kétszeres gydk).
3>

1}

|+

Az elsd egyenletben ol= 0, m = 1 és ol nem gydke a ka-
rakterisztikus egyenletnek, tehdt egy partikuldris megolddst

y = ax + b alakban keresiink.

Ekkor y¥? a

y" = 0.
Ezeket a kifejezéseket behelyettesitve az egyenlethbe:
-2a + ax +b = x + 1

Inmen: a = 1, b = 3, :
" Tehdt az elsd egyenlet megolddsa: 'Y1 = x + 3,
A misodik egyenletben o= 1, m = 2 &s Ol kétszeres

gyblke a karakterisztikus egyenletnek tehdt a megolddst a k&=
vetkezd alakban keressiik: . .

¥ = X (ak2 4

+ bx + c)eX = (ax" + bx° + ox?)eX

=[axg + (B2 + b)x° + (jb + e)x® + 2cx]ex
y" =(gxu + (82 + b)x° + (12a + 6b + <.:)x-2
+{6b + he)x + 2q]ex

Ezeket a mdsodik egyenletbe helyettesitve az aldbbi egyenlet-
re jutunk:
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12ax2 + 6bx + 2¢ = 6x2 -4

Itt az x azonos hatvédnyainak egylitthatdéit egyenldévé téve .
i2a = 6, 6b = 0, 2¢c = =4
a = —é—, b = 0, ¢ = -2

Tehdt a mdsodik egyenlet partikuldris megoldédsa:

4
= (ch_ - 2}:2)eX

o
Az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa:
'x+3+(£—2x2)ek+( +cx)ex'
v = 2 ST T %

2. Legyen f{x) = P(x)edx cos Bx (vagy P(x)e** sin Bx),
ahol P(x) egy polinom Xés (>34llanddk. Keresslik tehdt a

y' o+ agy’ o+ oagy = P(x)e*¥ cos F)x

egyenlet dltaldnos megolddasat.
Az Euler Osszefliggés alapjén:

P(x)e"cx cosf?)x = %P(x)e"(x(eita”'c + e-i[bx) =

- %P(X)e(d'i'lp)x + %P(X)e(d-iﬁ)x (2_7.6)

Ezzel az 4talakitdssal a (2.7.4) egyenlet (2.7.3) alaku
egyenletre vezettilk vissza.

A megolddst, miként a (2.7.3) egyenlet esetében, keres-
het jlik

(o+if)x (0(- i®x

Ql(x)e + QQ(X)e (2.7.7)

alakban, ahol Qi(x) és Qz(x) ugyanolyan fokszdmi polino-
mok, mint P(x), ha o + i3 nem gydke a karakterisztikus

egyenletnek. Ha ol + ifb gytke a karakterisztikus egyenletnek,
akkor a Qi(X) és Qz(x)' polinomokat x-szel kell szorozni.

Ugyanez az eljdrds n-edrendfli egyenlet esetében (n>2).
Ekkor az o t iﬁ k-szoros gytk is lehet, akkor a Ql(x) és

QE(X) polinomokat x " -val kell szorozni, a gybk multipliei-
tdsdnak megfelelden. ’
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Példa:
Integralandd az

y" -y = x cos x e egyenlet. 7 (2.7.8)
Itt o= 1, P=1; o+ ifp=1 + 1

A karakterisztikus egyenlet:

M2 -1=0. JA=+1, tehat 1 ¢ i

nem gylke a karakterisztikus egyenletnek. A (2.7.6) Ossze-
fliggésnek megfelelden (2.7.8) az aldbbi alakra hozhatd:

1 e(1+i)x

y' -y = §x * %X e(i”l)x

Keresslk elészdr az

y" -y = %x e (1¥i)x

egyenlet partikuldris megolddsédt

{(1+i)x

¥, = (ax + ble alakban (itt Qi(x) = ax + b)

(1+i)x i)e(1+i)x _

Y2 = ae + (ax + bY(1 +

= a(l + i)x + b(1 + i) + a etlti)x

(1+3i)x

Yy = a1+ ide sl + 0% + b1 + )2 +

{(1+i)x (1+i)x

+ a1l + i)Y]e ={2iax + 2bi + 2a(1 + i)]e

Behelyettésitve az egyenlethe:

c (24 - 1)ax +0(2i - 1)b + 2a(i + 1)]= %—x

. -1 - 2i _
Innen: a = — g2 b =

7 =i

25

Ezek szerint

. o,=1 - 24 7 - i, {(1+i)x _
¥ = (g x b TspT)e =

I -5 | 7
= ( g * ¥

=1 (1-i)x
= 2X e

551)ex(cos x + 1 sin x)
Az y" -~y
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midsodik egyenlet megolddsdat Y2 -t gy kapjuk, hogy az eld-

z84 levezetésben 1+i helyett mindeniitt az 1-i konjugdltjat
irjuk, midltal Y az Y megoldas konjugdltja lesz:

2 1
_ =1 o+ 231 7 + i, (1-i)x _
Y, = (g~ x + g —le =
o 7 + 1)e {cos x - i sin x)

= g x4

A (2.7.8) egyenlet megolddsa:

Y = Yl + Y2 = Y1 + Y1 az Y1 megoldds valds részének
kétszeresét adja:
_ oxp 1 14 2, 2.
Y = e™[( £X + gg)qos x + (5x + 25)51n %]
Ha ezt a kifejezést a homogén egyenlet cieX + c2e_'X alta~

ldnos megolddsdhoz hozzdadjuk, megkapjuk a (2.7.8) egyenlet
dltaldnos megoldiasat.

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a (2.7.8) egyenlet par-
tikuldris megolddsdt mindjdrt az eredeti egyenlet jobb olda-
ldanak megfeleld trigonometrikus, linedris és exponencidlis
fliggvények szorzatdnak dltaldnosabb alakjidban keressiik.

Y = eX[(ax + b)cos x + {ex + d)sin x|

alakban keressiik. (0ldjuk meg Igy is az egyenletet!)
Altaldban, ha az inhomogén egyenlet (2.7.4) alakud, alkkor
egy partikuldris megolddsit

Y = éxx[Rl(x)cos(bx + Rz(x)sin1ax] (2.7.9)

alakban kereshetjilk, ahol R, (x) és R (x) a P(x)-szel

azonos fokszdmi polinomok, amennylben o{+ 1ﬂ:nem gyoke a ka-
rakterisztikus egyenletnek. Ha & * 1@» gyok akkor a (2.7.9)
egyenlet jobb oldaldt x-szel kell szorozni.

-Altalédnositva tehdt ha az egyenlet

NAEY a;y’ + ayy = edx[Pi(x)cos{bx + P2(x)sin[31x:|
élakﬁ, akkor a megolddst

v = x¥ ed‘x[Ri(x)cos px + R2(x)sin{5x]
alakban keressiik, ahol Ri(x) és Rz(x) fokszdma megegyezik
Pi(x) és P2(x) k&zUl a nagycbbiknak a fokszamdval, k pe-

dig az o+ i{} gySk multiplicitdsdnak felel meg.
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Példa:
¥y" + y =2x sin x
itt ol = 0, f=1. 4 A% +1 =0 xarakterisztilus egyenlet
gybkei: + 1i. ’
A partikuldris megolddst tehdt a kdvetkez8 alakban keressiik:
Y = x[(ax + b)eos x + (ex + d)sin x].

. Ekkor

M =[}ax2 + (He - b)x + (2a + 2d)]cos x +

+[- pxz - {4z + d)x + (2¢ - 2b)] sin x.‘
Behelyettesitve az egyenletbe, kapjuk, hogy:

[2ex + (a + d)]cos x +[-2ax + (¢ - b)]sin x = 2x sin x
Az egyenl$ egyitthatdk médszerét alkalmazva -

2c = 0, a+d-= O,. ~2a =2, ¢ =-Db=20
Innen:

a=+-1, b=0, ¢=0, d=1, tehit az

Y = X(sin X - X cos X)

partikuldris megoldast nyerjiik.
Az dltaldnos megoldds:

¥y = ¢y cos x + e, sin x + x(sin x - x cos ¥} =

2 .
(01 x“)cos x + (02 + x)sin x.

2.8 Allandé egyutthatoju linearls egyenletekre
visszavezethetd egyenletek

1. Az Euler-féle egyenletb.
Az Buler-egyenlet a k¥vetkezd alaku:

xhy(n) + aixn-iy(n—i) .. 4 Xy + ay = f(x)

an-1
' {(2.8.1)
Foglalkozzunk eldszir asz

(A%}
-3
-1



L a,;xy’ + ayy = f(x) (2-3-1€)

masodrendii inhomogén Euler-egyenlet megoldédsdval.
Vezessiik be a fliggetlen vdltozdra az x = et azaz
t = ln x helyettesitést!

Ekkor:
> -8y _dy 4t _dy 1.+ 1
Y7 dx Ta T ax T dt % ¥ 3
2
voo Gy’ dy? dt | d7y 1 _dy 1l 4t w1 o1
V' T EX TaE @ C (dtz X ~ dt XZ)’dx J 2 y 2

A kapott kifejezéseket behelyettesitve a (2.8.1°) egyenlet-
be, kapjuk:

¥-9 o+ ay+ay = e
(2.8.2)

" \ _ t
y o+ (a1 Dy +ayy = £le”)

A (2.8.2) egyenlet 41llandd egylitthatéjui inhomogén differen-
cidlegyenlet, amelynek megolddsa a kordbban tdrgyalt mdd-
szerekkel t8rténik.

Példa:

x2y" - 2y

2x 1n x

Az x = e’, % 1n x helyettésitéséel az

vy -§% -2y = 2te®

egyenlethez jutunk.
A homogén egyenlet dltaldnos megolddsa a

)? -A- 2 = 0 karakterisztikus egyenlet gy8kei

_11V1+8_{ 2

1

2
alapjén:
. -t 2t
Y = cie + c2e

Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsit az egyen-
16 egyltthatdk médszerével keressilk. Mivel P(t) = 2t elsd-

fokd polinom és e"{'t = et, azaz ol = 1, ‘amely nem gydke a

karakterisztikus egyenletnek, ezért a keresett megoldds:
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= {at + b)et alaki, ahol a és b “ismeretlenek.

¥y
y?> = [at + (a + b)']et

y" =fat + (2a + b)Je®
Behelyettesitve az egyenletbe:

[at + (2a + b))e® ~[at + (a + b)]e’ - 2(at + b)eb =

= 2tet
Innen:
- 1
a= -1, b=—'§-.
Tehat egy partikuldris megolddsa az inhomogén egyenletnek:
y=-Et+%]et_

Az Adtalakitott d4llandé egylitthatdji egyenlet 4ltalédnos
megolddsa: ) .

_ _ 1, ¢
y = cye + cye (t + 2)e

Visszatérve az x valtozdra az Euler-egyenlet dltaldnos
megolddsit kapjuk:

1 2 1
Yy = o7 foo,X (ln x + 2)X

Ugyancsak az ¥ = et, azaZz t = 1ln x helyettesités az n-
edrendidl homogén
xny(n) xn-ly(n—l) .

> = 3
tay ceet oA Xy’ 4 oay 0 (2.8.1%)

Euler-egyenletet n-edrendf 411andé egytitthatdjid lineédris
homogén egyenletbe viszi 4f. Ugyanis ekkor

y’:g-l:gl %:d_y -j;:etgz
dx dat * dx d

£t " x t
- - 2 -
dt



Vegylik észre, hogy az x szerintl elsd és mdsodik derivédltak
t . -2¢

tartalmazzdk az e -, ill. e egylitthatdkat.
Tegyllk fel, hogy a k-adik derivdlt a kdtvetkezd alakd:
(0 | | ke dy , o Tl o
A S (dtk P R Tt P at’

Akkor a (k+1)~edik derivilt:

dk+1 i e-t _g(dk( )) _
dxk+1 dt dxk
k+1 k .
o (k¥t)trd™ Ty dy - dy
[ KA + (4 k)dtk tooot = ket gp]
-{k+1)t

vagyils fellép az e alaku tényezd, a zirdjelben pedig
az elsd (k+1l) derivdltnak egy 4llandd egyiltthatds homogén
linedris kifejezése 411. Formailag Y mindegyik deriviltja
ugyanolyan alakd. A k-adik derivdlt rendjének megfelelden

az e-t k-adik hatvédnydval kell szorozni egy homogén lined-
ris egyenletet (k = 1,2,...n).
Ha most ezeket a derlvaltakat a (2.8.1° ) egyenletbe

helyettesitjlik, akkor minthogy y(k) k

k kt k-1%
ahel most x = e 7, a t-t tartalmazd kifejezések eltlin-

nek és egy n-edrendd 4llandd egylitthatdéjd homogén egyenletre
Jjutunk, amelyet a kordbban vizsgdlt médszerekkel t-re megol-
dunk, majd visszatériink az x vdltozdra. Az inhomogén
(1.8.1) Euler-egyenlet megolddsa is az eddig vizsgdlt mod-
szerekkel torténik, természetesen a jobb oldalon fi(x) =

egylitthatsj» a

= f(e ) helyettesitéssel.

2., A Bessel-egyenlet

Médsodrendil Bessel-féle differencidlegyenletnek.a kévet-
kezd alaki egyenletet nevezzik:

x2y" + xy’ + (x2 - n2)y = 0, {n 4dllandd).
Ez az egyenlet n = % esetben 4llanddé egylitthatdji egyenlet-
re vezethetd vissza a kivetkezd helyettesitéssel:
: R
y = Z_-ogx °
Vx
Ekkor
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1
- 3 -
y? = 2°x 5%X
-1 -2 -2
y"=ax 2o wx 2 e dx Zup
Behelyettesitve az egyenletbe:
-1 -2 -2 -1 -3
x2[z"x 2 - gx 24 % zx 21+ x[z’x 2 . %zx 1+
-1
2 1 2
+ (x E)zx = 0.
Innen: '
2 2
2"%% + z-x2 = 0,
azaz: z" + & = 0.
Ez utdébbi egyenlet egy alaprendszere: s, = cos x, 2, =

1 2
= sin x. Tehdt a Bessel-egyenlet megolddsi alaprendszere:

. 1. .
n = 5 esetén:

gy, = cos X y. = sin x
= 22 A = 5in X
1 VGF 2 VE?

2.9 Line4ris masodrend egyenletek oszcillalo
megoidasokkal

A tovdbbiakban bizonyos mdsodrendfl linedris egyenletek
integrdlgdrbéinek zérushelyeit vizsgdljuk. Az ilyen jellegi
V1zsgalatok nemcsak elméleti, hanem gyakorlati jelent8ségliek
is, mert az alkalmazésok sorin 1gen hasznos informdcidt szol-~
gdltatnak. ;
: Tekintsilk a kovetkezd egyszerfi 4l1landé egylitthatdjd homo-
gén egyenleteket: :

2
y" - a%y

0 ' (2.9.1)

'yﬂ + a2y

0 (2.9.2)

Ha a fenti egyenletek partikuldris megolddsait Ssszehason-
1itjuk, azt ldtjuk, hogy mélyrehatd kiillénbség van ezen fiigg-
vények viselkedése kézdtt.
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A (2.9.1) egyenlet partikuldris megolddsai a

AF - a2 = 0, A=+ a
ax

" karakterisztikus egyenlet gytkei alapjén: ye = e,

Yo = e-ax’ az egyenlet 4dltaldnos megolddsa

ax -aX
= e + e
y = ¢4 €2

badrmilyen dllanddk vdlasztdsa mellett a (-00, +09) inter-
vallumban legfeljebb egy helyen lehet zérussal egyenld.
Ugyanis, ha _

c.e + ¢, =0

%2
€1

ami egy meghatirozott érték.
A (2.9.2) egyenlet megoldidsa

)@=-a2

)L= t ia, y, = cos ax, y, = sin ax

-1
X = 5 in

Y = ¢, cos ax + ¢, sin ax.

1 2
Az egyenlet minden megolddsédnak végtelen sok zérushelye van,
amelyek % tavolsdgra vannak egymést@l. Minden olyan inter-

vallum, amelynek hossza nagyobb mint '% s a (2.9.2) egyen-
let megolddsdnak legaldbb egy zérushelyét tartalmazza, egy
olyan intervallum, amelynek hossza nagyobb, mint Eé%

{2.9.2)-nek legalébd két'zérushelyét tartalmazza.

Definicid:

Ha egy differencidlegyenlet valamely megolddsédnak egy
intervallumban legfeljebb egy zérushelye van, akkor azt mond-
Jjuk, hogy ez a megoldds ebben az intervallumban nem oszcil-
1816, az ellenkezd esetben pedig azt, hogy a megoldds oszcil-
1416. ’
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Eszerint, ha a <€ 0, akkor az y" + ay = 0 egyenlet-
nek olyan megolddsal vannak, amelyek bdrmely intervallumban
nem oszc¢illédlék, a>0 esetén pedig elég hosszd intervallum-
ban oszcilldldk.

Ezt az eredménylnket dltaldnosithatjuk vdltozd egyilitthaté.
jd mdsocdrendld egyenletekre.

Tekintve, hogy barmely masodrendu linedris egyenlet al-~
kalmas transzformécidval

y"+ x)y = 0 (2.9.3)
alakra hozhatd, ezert elegendd vizsgdlatunkat erre az alakra
korlatozni.

Ha ugyanis az egyenlet

y" + P(x)y? + Q{x)y = 0 _ (2.9.3%)
alakban adott, akkor

vy = u{x)z helyettesitéssel

¥ = uz’ + uw’z;  y" = uz" + 2u’z’ + u'sz

amelyeket a (2.9.3°)-be helyettesitve:

uz" + (2u’ + Pu)z’ + (u" + Pu’ + au)z = O (2.9.3m)
addédik.
Itt 2° egylitthatdjdt zérussd téve:
- %ffdx L - %j%dx
2u’ + Pu = 0, innen u = e . 3 u’ = - zPe 3
1
- =i{Pdx
no_ 12__1, 2]
Ll—(-ll-P 2P)e .

Ezeket a (2.9.3") egyenletbe helyettesitve:

z" + (- % p? -~% P> + Q)z = 0

adédik, amely ugyanolyan alakd, mint a (2.9.3) egyenlet.

Tétel:

Ha az (a,b) intervallumban Q(x) < 0 mindeniitt telje-
sil, akkor abban az intervallumban

y'" o+ Qx)y = 0 (2.9.3)

egyenlet &sszes megoldéséi nem oszcilldldk.
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Bizonyités: '
Indirekt uton bizonyitunk. Tegyilik fel, hogy a (2.9.3)
egyenlet valamely yl(x) megolddsdnak az (a,b? intervallum-

ban legaldbb két zérushelye van X és Xq5 ahol xo<x1

és az (xo,x

1 )  dintervallumban yl(x)-nek nincs t&bb zérus
helye-t.

1

Sturm-tétele:
Ha xo s X

, €8y masodrendd differencidlegyenlet

yl(x) megolddsdnak két szomszédos zérus helye, akkor ugyan-
ezen egyenlet minden egyéb - az yl(x)-t61 linedrisan fligget-

len - yg(x) megoldédsianak X, s x k6z8tt pontosan egy

1
zérushelye van.
Bizonyitds:
Képezzilk a )
| [0 = v300y,(0 = y3(0y,(x) (2.9.4)

Wronski-féle determindnst. Tegyilk fel, hogy az (xo,xl) in-
tervallumban az y2(x) megolddsnak nincsenek zérushelyel.
Az ¥q és Vs, megolddsok linedris fliggetlensége miatt

1Lemma: Ha az yl(x),f 0 folytonos és differencidlhatd fligg-
vény az X pont zérushelye, akkor xo-nak van olyan
(xo - &: X, ¥ 53 kdrnyezete, amelyben a filggvénynek nincs
tbb zérushelye. Ellenkezl esetben ugyanis X torldéddsi
pontja lenne més XysXgseeasX sene zérushelyeknek, amikor is
v (x) = vy (x,)
X =X
n o
yi(xn) = 0, yl(xo) = 0. Mivel yl(x) differencidlhaté,
kévetkezik, hogy :

0 1lenne, hiszen

yl(xn5 - yl(xo)

2 - > -
lim % =y (xo) = Q.
xn-—->xO n 1
Az yi(xo) = 0, yi(xo) = 0 kezdeti feltételnek az (xo,
y_ = 0) ponton 4t az unicitds-tétel értelmében egyetlen in-

o
tegrdlgbrbe halad 4t. Mdr pedig az y = 0 fliggvény az egyen-~
let és a kezdeti feltételeket kielégiti dgy yl(x ) =0,

ami ellentmondds. ©
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yz(x) az X = xé és X = Xy helyeken sem lehet zérus. Ha

ugyanis pl. ya(xo) = 0 lenne, akkor (mivel y1(x0) = 0)
|¥(xo)l= 0 lenne, ami ellent mond a Wronski-determindns is-

mert tulajdonsdgénak (1ésd: 2.4 pont). Mivel |W(x)|# o,
ezért jeltarté. -

Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil tegyllk fel, hogy
-|y(x)|>'0. Osszuk el a (2.9.4) egyenlet mindkét oldaldt

y%(x)-tel:

¥i(x)y,(x) = y3(x)y, (x) ) | W(x)]

[y2(x)}2 yg(x)
a7 01 )|
dx y2(x) i yg(x)
Integralva:
v, 0% S e
ool frleal
Ve X, X y2(x)

Mivel yl(xo) = yl(xl) = 0, a bal oldalon zérus 411, a

jobb oldalon pedig egy pozitiv mennyiség, ami ellentmondis.
Kovetkez8leg az yz(x) fiiggvénynek az (xo,xi) intervallum-

ban leéalébb egy zérushelye kell legyen. Ha yz(x)-nek ag
(xo,xi) intervallumban két zérushelye lenne xo<:§o<:§1<:x1,'
akkor ¥q és Yy szerepét felcserélve, azt kapnénk, hogy
yl(x)—nek az (xo,xl) intervallumban legaldbb egy zérus-

helye van, ami megint ellentmondds, mert feltettilk, hogy

X €s X, az yl(x) fllggvénynek két szomszédos zérushelye.

Ezzel Sturm-tételét beblizonyitottuk.

A tételt gy is fogalmasghatjuk, hogy két linedrisan
fliggetlen megoldds zérushelyel kilesbdndsen szétvdlasztjidk
egymist.

Illusztrdcidként tekintsilk a sin x és cos x fiiggvényeket, _
amelyek az y" + y = 0 egyenlet linedrisan fliggetlen megoldd-
sal. Ezek zérushelyel valdban szétvdlaszijdk egymdst.

K8vetkezmény: s

Ha az (a,b) intervallumban egy linedris egyenlet va-
iamely megolddsdnak kett8nél tobb zérushelye van, akkor az
Usszes megolddsok osczillgldk.




Sturm-tétele azt 4llapitja meg, hogy egy és ugyanazon
egyenlet Osszes megolddsal az oszcillédcid szempontjabdl meg-
egyezd jellegiiek. _

A kovetkezd tétel két kildnbdzd egyenlet megolddsainak
8sszehasonlitdsdt teszi lehetdvé az oszeilldceid szempontj4bsl.
Feltesszilk, hogy a vizsgdlt egyenleteket a (2.9.3) alakra
hoztuk.

Az 8sszehasonlitdsi tétel:
Ha adva vannak a

0 é&s . {2.9.5)

y" o+ Q(x)y

" +'Q2(x)y o

egyenletek és az (a,b) intervallumban @Q,(x) > Q,(x), akkor
2 - 71

az elsd egyenlet minden ¥y(x) megolddsdnak bdrmely két zé-
rushelye kdzdtt a mdsodik egyenlet minden Z(x) megolddsdnak
legaldbb egy zérushelye fekszik.

Bizonyitds:

Jelentse X, s x az y(x) fliggvény két szomszédos

1
zérushelyét és tegylk fel, hogy a 2Z(x) filiggvénynek az
(XO’Xl) intervallumban nincs egyetlen zérushelye sem.

Az dltalénossdg megszoritdsa nélkill feltehetjiik, hogy
az (xo,xi) intervallumban y(x)>0, Z(x)>0. Ekkor az
y(x) flggvény az X helyt8l jobbra névekedni, az Xy
helytdl balra csdkkenni fog.

yix)

//10 ¥r\

2.6 dbra

Ez azt jelenti, hogy ;’(xo)>>0, ?’(x1)<10.

Helyettes{tslik be az ¥y(x) és zZ(x) fiiggvényeket a
megfeleld (2.9.5) egyenletekbe:

;u + Ql‘i 0
ey ] > =
z" o+ sz =0
Szorozzuk meg az elsd egyenletet Z-sal, a mdsodik egyenletet
y-sal és vonjuk ki egymdsbdl a két egyenletet:
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FUOZ(x) - BN0F(x) = [Q,(x) - Q (x)] T (x)Z(x)

A bal oldalon 4116 kifejezés nem mds, mint

=3 (0F(x) - 22 ()F ()]

Mindkét oldalt integrdlva:
' X X

1 1
PR - i | = (@, - a)¥F ax
XO XO

Feltevésiink szerint Q2 > Ql’ tehdt a jobb oldalon nem ne-
gativ mennyiség 411 (hatdroczottan pozitiv, ha Q2;>Q1 leg-
aldbb egy a<x<b helyen teljesiil).

A bal oldalon viszont negativ mennyiség 411, mivel
.V(xo) = y(xi) = 0.

Sr"(xl)"i(xl)<0 és -_j’(xo)z(xg)(O.

Mivel ellentmonddsra jutottunk, a tételt bizonyitottuk.
Azt mondjuk, hogy & (2.9.5) egyenletek kb&zlil Qz(x) > Qi(x)

esetén a midsodik egyenlet megolddsal erlsebben oszecilldlnak,
mint az elsd egyenlet megolddsai.

Ha megtartjuk a tétel feltételeit és még kiegészitlleg
feltesszilk, hogy asz (Xo’xl) intervallumban bizonyos x

helyeken Qg(x)>’Q1(x) és hogy E(xo) = 0, akkor Z(x)

kovetkezd zérushelye x,-tdl balra esik. Ugyanis ha feltesz-

1
szlk ennek az ellenkezdjét, akkor ebbdl az kdvetkezik, hogy
a (2.9.6) egyenlet bal oldala negativ, mig a jobb oldala
pozitiv.

Ezek alapjdan a k&vetkezd tételt kapjuk:

Tétel
- Ha x kdzbs zérushelye a (2.9.5) egyenletek valamely
y{x) és Z(x) megolddsainak és ha az F(x) megoldds szom-
szédos X €s X4 gydkhelyeil kdzdtt vannak olyan x pon-

tok, ahol Q2(X)>’Q1(X), tovabb4 az epész (Xo’xl) inter-
vallumban Qz(x) - Qi(x) Z 0, akkor a z(x) megolddsnak az

xo-tél jobbra es8d kbvetkezd gybkhelye xl-tﬁl balra esik.

Bizonyités:

Az Osszehasonlitdsi tételt legtbbbszor gy alkalmazzdk,
hogy a (2.9.5) egyenletek kdzil egyik egyenletnek az &llandd
egyiutthatds
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y" £ aly = 0o (2.9.5")
egyenletet vdlasztjék. Tegyilk fel,‘hogy,advarvan egy
y" + (x)y 2 0 (2.9.5")

egyenlet, amelyben a @Q{x) fliggvény az [?,@] zdrt interval-
Jumban pozitiv. -

’ Legyen M, ill. m a Q(x) fliggvénynek az [a,b] in-
tervallumban felvett maximélis,‘ill. minimdlis érteke. Tegylik
fel, hogy M~>m, vagyis Q(x)  nem Allandd.

Ha a (2.9.5) egyenletek kbzill elsének az y" + my = 0
egyenletet misodiknak pedig a (2.9.5") egyenletet vesszilk,
akkor mivel Q(x) = m, a tétel alapjidn azt az eredményt kap—
Jjuk, hogy a (2.9.5"%) egyenlet megolddsdnak két szomszédos

zérushelye kbzdtti tdvolsdg kisebb, mint .JL

Vm
Ha pedig a (2.9.5%) egyenletet vesszilk-a (2.9.5) egyen-
letek k&zll az elsfnek, az y" + My = 0 egyenletet pedig
mésodiknak, akkor Q(x) < M 1évén a fenti tétel.alapjén azt
kapjuk, hogy 'a (2.9.5") egyenlet bdrmely megolddsédnak két

szomszédos zérushelye kézdtti tdvolsdg nagyobb mint i#;
M
Tehdt a (2.9.5")  egyenlet megolddsfiggvényének barmely
1két szomszédosﬁ X és - X zérusheiye kdzdtti tdvolsdgra tel-

jesill a !
T T .
\(—"Ts|x1 - xolﬁq;; (2.9.6)

egyenlﬁtlenség.

Példa:
Tekintsilk agz x>0 intervallumon az

-xzy" + xy?® + (x% - nz)y = 0

Bessel-féle egyenletet! Az elsS derivdltat tartalmazd tag

eltiintetése végett alkalmazzuk az y = = helyettesitést, .
ekkor a . \ﬁ;

n? - }
— )z =0
x .

z" + (1 -

egyenietet kapjuk. Ha ezt az egyenletet a w" + w=o
egyenlettel hasonlitjuk Ossze, akkor az eldézl tétel alapjén
azt taldljuk, hogy a Bessel-féle egyenlet bérmely megoldésé-

nal szomszédos zérushelye1 kbzbtti tdvolsdgok n)v2 esetén’
nagyobbak T -nél, © <.r1<—- esetén pedig kisebbek JL—nél.
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(Mivel a w" + w = 0 egyenlet megolddsai: w, = cOS X,

1

Wy = sin x ezek gydkhelyei T t4volsdgra vannak.)

Megjegyezve, hogy az ubtébbi egyenletben z egyutthatd-
ja elég nagy x-re tetszdleges k¥zel van 1l-hez, azt talal-
juk, hogy a Bessel-egyenlet megoldédsainak zérushelyei elég
nagy x-re Jé kbzelitéssel Tttévolségra vannak.

2.10 Alland6 egyUtthatéjt masodrend linearis
differencialegyenletek miszaki alkalmazasai

A) Rezgéstani alkalmazédsok

Szildrd testek fizik4djébdl ismert, hogy egy rendszer
rezgd mozgdsit a kivetkez8 differencidlegyenletekkel irhat-
juk le aszerint, hogy a rendszernek van-e csillapitdsa, illet-
ve hat-e ri gerjesztd erd. ,

A rezgések differencidlegyenleteit a kévetkezdképpen
osztdlyozhatjuk: - - ' :

_ szabad rezgés _ ~ gerjesztett rezgés
csillapitatlan.m§+cu2y=0 m§+Cu?y = f(t)
csillapftott m§+25§+c02y=0 m§+26&+c023 = £{t)

y - a kitérés

t - az idd }

m - elemi rész timege

d - a csillapitdsi tényezd

w - elemi rész merevsége
£f{t) - a gerjesztd erd

Az egyes bet(ik jelentése:

Az aldbbiakban a témeget egységnyinek tékintjﬁk;

A.1. Csillapitatlan szabad rezgés
- Az

j+ ofy=0 - (2.10.1)

differencidlegyenlet egy egységnyi tOmegpont mozgisdt irja
le, ha erre az elmozduldssal ardnyos, de azzal ellentétes

irdnyd 032y nagysdgi belsdé erd hat.
A differencidlegyenlet ditaldnos megolddsa

y(t) = Ci-sinout + C2 coswt .

Ha az 4llandékat
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C, = A cos ¥, C, = A sin'f

alakban irjuk, az

y(t) A(sincwt cosf + coscot sinf),'

azaz

yi{t) A sin{cot +%) (2.10.,2)

megolddsfilggvényt hyefr'jiik. Ez 4llandd amplitddéji harmonikus
rezgés. A maximdlis kitérés VA", At = 0 id&pillanatban

y(0) = A sin)o,

ezért 79 az un. kezd&fdzis.

}Asimp

2.7 dbra

Gyakorlatban mechanikai rezgéseknél a csillapitatlan rezgd
mozgds - ha nincs gerjesztés - megvaldsithatatlan.

A.2 Csillapitott szabad rezpés

Csillapitott rezgd mozgds jon létre, ha a belsd erdn
kiviil, a kitéréssel ellentétes irdnyd, és a mozgd timegpont
sebességével ardnyos siurldéddsi erd is hat. A mozgdst leird
differencidlepgyeniet: :

v+ 287 +afy

0 - (2.10.3)

A karakterisztikus egyenlet

p 2(5’)L+co2 = Q.

GyCGkei:



C c28 s - heo?
y S - S R S 2
- = ) X 5 W .
a) Ha a karakterisztikus egyenlet gydkei valdsak, azaz
ha

8w

akkor az tn. erds csillapitds esete 411 fen.

x|
t
2.8 dbra
Ekkor, mivel
Vs* - < &
Ai,2 <0
igy a (2.10.3) egyenlet Altaldnos megolddsa
At Xt

y{t) = Cle o+ 02e
na §#w illetve
- -At
y(t) = (€, + Cytb)e

ha éf=cr>.

A flggvény értéke & - ndvekedésével mindkét esetben

c¢sdkken. A 01 . és 02' 41landdék a kezdeti kitérés és a kesz-

deti sebesség ismeretében meghatdrozhatdék. A mozgéds.aperiodi- ?
kus (nem periodikus), valamint ha ¢t -soo, akkor y(t)-» 0. '

C, és C, killonbbzd értékei esetén az y(t) a 2.8 i11. 2.9

4brdn 14thaté tipusok egyike.

b) Gyenge csillapitdsdi a rezgd mozgds, ha a sﬁrlddés
olyan kicsi, hogy

2 2
§°< <5,
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2.9 dbra

Ekkor a karakterisztikus egyenlet gybkeil konjugdlt komplexek.

Az 7
w, {faw?-d°

jel&lésSei
A&ﬂ = - 1&%1’
vagyis
N - -4t -3t .
y(t) = Cle 4 coscubt + Cze 51noobt.

Célszer( itt is az &llandék helyébe a
C1 = A sin)D, 02 = A cos)"
kifejezéseket Irni. Ekkor ugyanis

= pe-dt . . -
y(t) = Ae ""(cosa t sin+ sineo_t cos ) =

_ -§t _.
G Ae 7 51n(u:>°t +7D). (2.10.4)
£ = 0 esetén
y(0) = A sin)D
1
EbbSl l4thatd, hogy A jelenti a kezdd iddpillanatban a rez-
gés amplitudéjét, P pedig a kezdSfdzist. A rezgés egy
peridédusdnak iddtartama

p = 200
Wo
mert

sin(wo--cﬁlr+ P) = sin@T+ )= sinp.
O
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At = 2l jdépillanatban a kitérés
' l¢]

O ¥ 55t
23 W . 0
—) = Ae O siny' = 0).e .

y(wo) f y(0) _

21
_5_L

Egy teljes rezgés ideje alatt az amplitudé e WO  _gzoro-
sdra csdkkent. A rendszert tehidt cstkkend amplituddjd rez-
géseket végesz.

xi
N
N
~
\\
. - t
Pl i s
/// ) wo
// )
//
2.10 &bra
Mivel
zjr N -
w -§{t+==) -~
y(t + 2 = pe Wo sinfoy (¢ + iﬁL) +7{]=
Wy C
-y
- G20 o4 g -
: fe Jte sin{wot + 2K +f)) =
_g2 5231’

- %) w
= 459% © sin(co bt +) = e Oy (t), .

azaa T = 24 idd milva a rezgés csOkkent amplitdddval meg-

Wo
ismdisdik, ezért a
2T _ 2T

T = b
o co27_ 52




idétartamot rezgésiddnek nevezzilk. Abban az esetben, ha
=0, a T = % rezgésidejl c¢sillapitatlan rezgések addd-
nak (lasd A.1 eset!).

A.3 Gerjesztett csillapitott rezgd mozgds

Hasson a csillapitott rendszerre

f(t) = P sinooit

periodikus gerjesztd erd. (0o, valds szém, tehdt a karakte-

1 .
risztikus egyenlet gydkeitdl feltétlenlil killdnbbzik}.
Keressiik az

F(6) + 289(t) +ely(t) = P sincot (2.10.5)
inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldédsét
yl(t) = D coset + E sinwlt

alakban. Ekkor

yl(t) = - colD 51ncu1t +0:)1E coscolt

yi(t) = —ooiD cosoalt —coiE sinoolt.
Behelyettesitve:

-05°D cosa, b —co?E sinwot + 28w E coswo,t -

1 1 1 1
- Zé”wlD sino:)it +032D coswlt +<.02E sincot = P sincoit.
Innen

(oo?

2 -
—c,ol)D +§w1E = 0
2 2 -
(o —(,oi)E_ - 252._)1D = P
és
-2 P
. 82, ;

(r® —wi)2 + 45209?

(e )P

(oo -ooi)2 + 452035
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A m2goldds ez esetben is
y,(8) = Ay sin(w, ¢ +7P1)
alakra hozhaté, ahcl

P

A, = : (2.10.6)
1 (c,o2 -ooi)2 + u62w§

és )
- 2daw

Py = are t8 ——
N -

Ez is csillapitatlan rezgés, frekvencidja azonds a gerjesztd
rezgés frekvencidjdval. Az &ltalédnos megoldéds:

U 1 A ' .

y(£) = Ae sin(co _t .+\P) + A, sin(eo,t + )91)._(2'10 7
Lithaté, hogy a homogéh egyenlet megold4sdbdél adédé szabad-
lengések, minthogy amplitddéjuk exponenciilisan csillapodé,
bizonyos id6 utédn elenyésznek. Elég hosszi ¢ idé elteltével
‘esak a mdsodik tag, tehdt a gerjesztett rezgés marad meg

{14sd 2.11 4bra).

2.1% abra

A.Y4 Csillapitatlan gerjesztett rezpgés

Kapcsoljuk'ki - legaldbb elvben.- a csillapitdst!
Ez esetben 4= 0. A differencidlegyenlietl

y +<x?y = P sincc&t (2.10.8).
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Ha ecof o akkor a (2.10.6) Ssszefliggdsek alapjén

1’
- 3 _
A== Yy 70

G Ty
s igy
P
w? —c.oi 1
Ha rogzitett P és adértéke mellett ) akkor a rez-

gések amplitiddéja minden hatdron tidl nd. (Itt mir lehetséges,
hogy @y gybke a karakterisztikus egyenletnek!)

y(t) = A sin(ooot +7D) +

Ezt a jelenséget nevezzilk rezonancidnak. Ebben. az esetben

az eddigi megoldds nyilvédn értelmét veszti. Miveloo=001

az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsit
y(t) = Dt sincot + Et coscot

alakban keressilik.
y(t) = D sinwt + E coswot + Deot coscwot -
- Ewt sinawot

¥(t) = Dwocoswt - Ewosinest + Davcoscst - Ewosineot -

- Dcogt sineot - Ecozt coswt.
A (2.10.8) differencisdlegyenletbe helyettesitve .

2Dwecos ot ~ 2Ewosinwwt - Dcozt-sincot - Ec_o2t coswot +

+ Doogt sincwot + Ew2t cosewwt = P sincot.

Igy
2Dwr = 0 -2Ew= P
_ . _ P
D=0 E = -~ 5

Ezek szerint

I
yi(t) = st cosewot.

—P—-t, t ndvekedésével minden hatdron

Az amplitidd tehdt - 5o

til né.
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2.12 dbra

Csillapitott mozgds esetén az ﬁﬁ% = 1 hely k&zelében

1
{tehit ha @U"“ﬂ) igen kicsiny, azaz a gerjesztd frekven-

cia a rendszer sajdt frekvencidjdtsl kevéssel tér el), az
amplitiddé hirtelen megnd. A novekedés anndl kisebb, minél
erdsebb a csillapitds. A viszonyokat egy kis dtalakitds se-
gitségével vizgsgaljuk.

A = P _ P _
. = -
\/w-miﬁ + uazwf z\ﬂi _@1)2+q52 (wi)‘?
co J%) c.o2 %)
_ P 1
ao? 22 . 22
\/(1 - q7)" +ol°q
ahol
. w1 &
q = o és o = 2 =

Mivel P ¢és uoskonstansak, a viszonyokat a

z(q) = 1
'\ﬂi - %) +ol?g’

fliggvény hilen szemlélteti. Ez a filggvény ldthatd kildnbdzd
értékek esetén a 2.13 4brén.

A vizsgdlat azt mutatja, hogy gq ndvekedésével, vagyis
az zavard frekvencia nbvekedésével =z és vele egylitt a kelet-
kezd kényszerrezgés amplitidéjdnak a nagysdga 1s gyorsan nd-
vekszik bizonyos maximumig, majd azutdn gyorsan csdkken és
tart a zérushoz
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esetén.

N W s N

(=)

05 115 2 4
2.13 &bra

Ez a maximum igen nagy lehet a & csillapftési egylitthatd
kicsiny értékeinél. Ha a zavabd frekvencia kdzel van a rend-
szer sajét frekvencidjshoz (és méginkabb, ha megegyezik vele)
és ha az ellendlldsi egylitthatd ardnylag kicsi, akkor a rend-
szer (bizonyos id&szakon keresztiil) igen nagy amplitddsjd
rezgést fog végezni. A rezgés amplitiddéjdnak kicsiny killsé
behatdsa kbvetkeztében valé hirtelen ndvekedésének ezt a je-
lenségét rezonancidnak nevezik.

A 2.13 dbra girbéit rezonanciagdrbének mondjuk.

A rezonancia lényeges szerepet jdtszik a technikdban és
a fizikédban. Minden egyes rugalmas testnek (példdul bdrmilyen
épitménynek) megvan a sajdt meghatdrozott rezgési frekvencii-
ja, mely csak a test tulajdonsdgaitél figg. Képzeljiik el,
hogy a test killsé erd hatdsa alatt kilendiil egyenstlyi hely-
zetéb&l. Ha ez az erd sinusszerl (vagy &dltaldban periodikus)
és frekvencidja kézel van a test sajit frekvenciijdhoz, akkor
kicsiny zavard erd is hatalmas rombeldst végezhet.

Kiilonbdzd épitmények gyors forgdsd gépek, hidak, hajdk
stb. tervezésénél kildn szdmolnak a rezonancia lehet8ségével.

B) Vastag falid csére beliilrél nyomds hat

Szémitsuk ki a csé alakvdltozdsit.
A cs8 alakviltozdsat leiré differencidlegyenlet

> .
ax X dax X

ahol: x a térfogatelemnek a kzépponttdl vald tévolségé,
y(x) pedig a megnyilds a kdzépponttél x tédvolsdgra.

A differencidlegyenlet Euler-féle. A karakterisztikus egyen-
Jet: .
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A(A-1) +2-1 =0
2

AT -1=0
A1,20 = 1

Az &ltalanos megoldds
B

y = AX + =
2

2.14 dbra

Kezdeti feltételek: x =
mids p, a kiilsé faldn x
haté fesziiltség legyen
6; = ~ p, x = R-nél 6}
(E) és a Poisson-szdm (m) segitségével (E és m az anyag-
ra jellemzd &1landdk) a

g = B (m day %)

r m2 -1 dx

r esetén, a csé belsd faldn a nyo-
= R esefén zérus. A sugdr irdnyban
. A fesgziiltség tehdt x = r-nél,

e}

0. Ez a rugalmasségi modulus

médon fejezhetd ki, Ha y értékét behelyettesitjilk &s ren-
dezzilk, akkor

_ mE B B
6, = —5—m (4 - =) + A+ 5],
m -1 X X
beszorozva
B
6, = ——[(m+ 1) - (m - 1) B,
m -1 X

Ujbél szorozva és egyszerlsftve:

- mE _ mE: 3
6 A-m¥1- X2

r m- 1
Az el8bb mondottak értelmében, ha x = r, akkor
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. _mE _ _mE B_
0= =TA-5371 - 2

Fejezzlk ki a mdsodik egyenletbd8l A értékét, s helyette-
sftsiik az elsébe: '

majd

Bz -gEln+ 1) - mE T2 o2

A= plm - 1)r2
mE(R2 - r2)

A miiszaki feltételeket kielégité megoldds tehit:

2 2
y = —222——2[(111 - 1)}( + (m + 1)-R—-]
mE(R® - r°) x

C) Szé1én befogott kdrlemez lehajldsa egyenletesen
megoszld teher alatt

A probléma kérszimmetrikus, tehdt vizsgdlhaté a lehaj-
lasfiggvény a lemez egy atmérdje mentén. Jelentse x a le-
mez kdzéppontjdtsl mért tdvolsdgot és y(x) a lehajlést.

A lehajlds differencidlegyenlete az

y(u) + %y"’ - lé_ y" o+ 3-__3_ y* = 2N
X

]
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2.15 dbra

differencidlegyenlet, ahol N a teherintenzitds;4llandd.
Megoldandé tehdt az -

H (4) 4

+ 2x y"’ - X y" + Xy’ = 2Nx

Euler-féle differencidlegyenlet. A homogén, egyenlet karak-
terisztikus egyenlete

WA= D= 2)(X-3) + 2XM{X - 1) (- 2) -
~ALA=- 1) +A=

Beszorozva és Osszevonva
)L# - X0 & W =

}? kiemelésével
X2 - ud+ 1wy = Q2(n- 2)% =

A gybkok

Ag,2 =0 Az = 20

Az Buler-féle differencidlegyenlet két fiigpetlen partikuléd-
ris megoldédsa kettds gybk esetén:

x)v és xA+1n X,

tehdt jelen esetben a homogén egyenlet d4ltaldnos megolddsa:

2

_ 2
y =0, f c, In x + C_x° + Cyx £n x .

3
Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsdt
i
Y, = A
1 X
alukban kerecsuil, mert ey mindkdét oldslon allanddt nyeriink,
7 i
- = hnd L T
l’: = AR 3 4 Loy
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T: = 2lax, SRLEERPTTY

Behelyettesitve az inhomogén egyenletbe
248 + UBA - 124 + 4A = 2N '
64A = 2N,

= N
A= 35

Az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa ezek szerint:

2

X+ Cuxzﬁn x + = x"

== X .
3 32
A konstansok értékét az aldbbi feltételekbdl lehet meg-
hatdrozni: a lemez kihajldsa az x = 0 kdzéppontban véges,
nem szerepelhet a megolddsban olyan filiggvény, mely x = 0O
helyen végtelenné vdlik, azaz 02 = CM = 0.

'y = 01 + C2-£n x + C

A lemez kihajlédsa a szélén, x = r-nél 0, és az érin-
tésik is vizszintes: y*'(r) = 0.
Az y flggvény

PR N 3
y? = 2C3x + Tx

dervidltjdban és az y kifejezésében a feltételeket behe-
lyettesitve

- 2 N 4
Q0 = C1 + 03r + 37 r
- N3
0 = 203r + gr -
A mdsodik egyenlethdl:
_ _ N2
C3 = Igr .
Ezt az elsébe téve:
. N 4
01 = 3§r .
A hatdrfeltételeket kielégftd partikuldris megoldds:

y(x) = 3grh - i%erz + ggxu,

azaz
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y(x) = 32 (:r'2 - x2)2.

D) Sajétérték feladat

Adott egy hatdrozatlan paraméterf tartalmazd misodrendi
homogén linedris differencidlegyenlet é€s bizonyos kezdetil
vagy peremfeltételek.

Feladat:

Meghatdrozanddék a paraméternek azon értékei, - ha ilye-
nek egydltaldn vannak - amelyek mellett az adott differencidl~
egyenletnek léteznek az adott feltételeket kielégitd megol-
désai. Ha léteznek ilyen értékek, akkor ezeket a differencidl-
egyenletnek az adott feltetelekhez tartozd sajatértékeinek ne-
vezzlik. A hozzdjuk tartozd flggvények pedig a sajatfiiggvények.
A differencidlegyenletek megolddsdnak miiszaki feladatokra
vald alkalmazdsdndl jelentds szerepet t&lt be a saJatertek
feladat. Sajdtérték feladatra vezetnek - pl. rezgési felada-
tok vagy a stabilitédsl problémdk is. Tekintsilik a tengely
irdnyédban nyomott karcsd oszlopot.

2.16 4bra

Kérdés:

Van-e olyan P terhelés, amelynél a nyugalmi dllapot-
t6l eltérd egyensilyi helyzet is létrejShet?
Rugalmassdgtanban, ha a kis elmozduldsok elméletét érvényes-
nek tekintjik a hajlitd nyomaték és az oszlop gbrbillete ki~
zbtt a kdvetkezd Usszefilggés irhatéd fel:
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1 _ M

5 = oF (2.10.10)
ahol: R a gdrblleti sugdr, J a kereszimetszet ¥y fengely-
re vonatkozd inercianyomatéka, E a rugalmassdgi modulus, M
pedig a kereszimetszetre hatd nyomaték. Ha egy oszlop ten-
gelyében levd tetsz8leges pont vizszintes irdnyd elmozduldsa
u(x), - kis kitérés esetén a girbiilet

R dx2

fgy (2.10.10) felhaszndldsdval az

d2u
EJ — = - M(x) {(2.10.11)
dx

differencidlegyenletet nyerjiik.

Az oszlopra P tengelyirdnyd teher hat, amelyet akkor
tekintlink pozitivnak, ha nyomdst hoz létre.

A P erd kivetkeztében az x koordindtdjd keresztmet-
szetben fellépd M(x) hajlitdnyomaték

M{x) = P.-u(x).

A {2.10.11) egyenletbe helyettesitve kapjuk az oszlop kihaj-
ldsdt leird differencidlegyenletet:

2
e £+ Pou(x) = 0, (2.10.12)
dx .
Tegylik fel, hogy az oszlop az x = 0 pontban csuklésan
régzitett, s az x = [ pontban olyan a megtdmasztdsa, hogy

az megakaddlyozza az oldalirdnyld elmozduldst, de lehetdévé
teszl a szabad elfordulédst és az oszlop tengelyirdnyd mozga-
sat. Ez azt jelenti, hogy az Xx =0, és x =4 helyen ki-
térés nem jbhet létre, vagyis peremfeltételeink

u{d) = 0
u{d)

{(2.10.13)

0

Ha az oszlop 4llandd keresztmetszetl és homogén anyaghbdl ké-
sziilt, E és J 4llandé, a (2.10.12) differencidlegyenlet mé-

sodrendii, 4llanddé egyltthatdju, homogén linedris. Az u(x)E0
fliggvény kielégiti az egyenletet és a peremfeltételeket is.

Van-e olyan P erd, amellyel az oszlopt terhelve tr1v1alls—
t61l kiilénbdzd megolddst kapunk?

Legyen

r32 = E%;-, (2.10.14)
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akkor (2.10.12)-i81
u" + ﬁzu = 0.

A differencidlegyenlet 4ltaldnos megolddsa
u(x) = 01 cosfpx + 02 s:l.np X,

A peremfeltételekbdl

u(o) = ¢, =0
u() = c, sin 3L = 0.

C2 = 0 esetén a trividlis megolddst kapnédnk, ezért
sin 32 = 0.

Iﬁnen

P

pl= X1 K= 1,250,
Tehdt a peremfeltételeket kielégitd, trividlistdél kiilonbdzd
megoldds, akkor létezik, ha

I
Ezek a k értéktdl flggd ﬂk szamok a sajdtértékek, s a

K = 1,2,...

hozzdjuk tartozd megolddsfiiggvények a sajitfiiggvények:

' - sin KX
uk(x) = sin ) X . (2.,10.15)
A (2.10.14) Bsszefliggésbdl

ﬂ:i‘.:@
Pe "V 85 T 2

s P kiszdmithatd:

k
272
_ kWS
Pk = 22 EJ .
Ha k = 1 az Euler-féle kritikus teher értékét kapjuk:
TZ
Pkl"it = 2-'—2 EJ.

Ennek ismerete rendkiviil fontos, hiszen ilyen terh.ids: 21 az
oszlop elveszti stabilitdsdt, kihajlott dllapotdh-.n 3
egyensilyban lehet.
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Nincs minden peremérték-feladatnak trividlistdl kildnbo-
z6 megolddsa. Nézzlik a kdvetkezd egyszeri ellenpéldat:
£11{tsuk eld az

y" -y = 0

differencidlegyenletnek az
y(0) = y(&) =0

peremfeltételeket kielégitd megoldését!

Mivel a karakterisztikus egyenlet gydkel + o, az dlta-
ldnos megoldas

- ofX —olX

y(x) = C.e + Cye .
Ennek a fliggvénynek azonban legfeljebb egy zérushelye van,
tehdt a peremfeltételeket csak az y(x) = 0 fuggvény elégi~
ti ki. ' .
Mepgjegyezzllk, hogy valamely sajdtérték-feladatnak csak
akkor lehet trividlistél killdnbdz6 megolddsa, ha a sajatflgg-
vények oszcilldlnak. A sajdtértékek dltaldban transzcendens
egyenlet megoldédsai. Legt8bb esetben csak numerikus médszerek
segitségével hatdrozhatdk meg.

E) Negyedrendfi 411andé egyilitthatéjud linedris
differenciilegyenletek miszakl alkalmazasal

(Egyenes tengelyli rid rugalmas vonaldnak differencidlegyen-
lete)

Mechanikdbél ismeretes, hogy ridon olyan szerkezeti ele-
met értiink, amelynek hossza keresztmetszetli méreteihez ké-
pest nagy és amely hajlitdssal és csavardssal szemben ellen-
411ést fejt ki. Egyenes a rud, ha keresztmetszeteinek suly-
pontjai egy egyenesbe esnek, S ez az egyenes a ruid tengelye.

M

Z
2.17 dbra
Tegylik fel, hogy a derékszdgll koordindta-rendszer X
tengelye egybeesik a rid tengelyével, és a keresztmetszet az

[v x “sikkal pdrhuzamos. Ezen tidlmenéen: az y és 2z ten-
gely egyben legyenek a rud keresztmetszetének fétengelyei.
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Legyen a keresztmetszet szimmetrikus az @ ZJ sikra, és a
klilsd erdk hatédsvonalai is ebbe a sikba essenek.

A hajlitds 4ltal eléidézett alakvdltozds vizsgdlata, - mint
mdr a D) pontban ldttuk - arra az eredményre vezet, hogy a
rddtengely gbdrbiilete

Jeldlje u = u(x), a rdid tengelyének a =z tengellyel pidrhu-
zamos elmozdulasat, akkor kis lehajlédsok esetében a rugalmas
szdl differencidlegyenlete
2
BT L8 = - u(x).
dx
{(ldsd a 2.10.11 Ssszefiiggés levezetését!)
A tengelyirdnyban nyomott oszlop kihajlédsdt a (2.10.11),
i11. (2.10.16) differencidlegyeniet megolddsaként hatdrozzuk
meg. Ez az egyenlet azonban nem alkalmas minden esetben a kii-
16nbtz8 médon rogzitett és killdnbdzdképpen terhelt rudak vi-
selkedésének leirdsdra. :
A (2.10.16) egyenlet dtalakithatd dgy, hogy ne a hajlitéd-
nyomatékot, hanem kézvetlenill a rudat terheld erdk adatait
tartalmazza. A nyomaték elsd§ derivdltja a nyirderdvel arédnyos.

(2.10.16)

aMm _ _
= ° T, (2.10.17)
A nyirderd derivdltja - illetve a nyomaték mdsodik derivdls-
ja - a rudat terheld folytonosan megoszld erdrendszer inten-
zitdsa q(x). }

S5 = -5 = - q(x) (2.10.18)

2
d d"u, _ _ dM _
=B =) = -5 =T (2.10.19)
dx
2 2
s LY = ). (2.10.20)
dx dx

Tegyllk fel, hogy E és J 4llandé (a rud homogén anyagbdl
készlilt és 4dllandé keresztmetszetid), ekkor a (2.10.20)

4 .
7 L3 = (0 :  (2.10.21)
ax

alakban irhaté.
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Ha a rudat igen sok rugd merev alaphoz kapcsolja, ezek
hatdsa - hosszegységenként - ku nagysdgld megoszld vissza-
téritd erdvel helyettesithetd, amely a lehajldssal ellenkezd
iranyban hat. & k aridnyossdgl tényezlt dgyazdsi egylitthats-
nak nevezik. Ha ezt kdzelitésképpen dllanddnak tekintjik és a
ridra p{x) megoszldé kiilsé teher hat, a teljes teher

ql{x) = p(x) - ku(x)
és a (2.10.21) egyenlet
H
EJ —d—% = p(x) - ku(x) (2.10.22)

dx
alaki lesz.

p (x)

VS!Jin!lliff!(fii’l!iiisrn

i

2.18 4bra

Ahhoz, hogy az ilyen ridd tengelyirdnyd P erd hatdsira
bekdvetkezf kihajlésdt vizsgdljuk, a P erdt olyan, a rud
tengelyére merdleges qi(x) teherrel helyettesitjiik, mely-
nek hatédsdra a rid ugyanigy deformdldédik, mint a P erd
hatdsdra. Tengelyirdnyd P erd nyomatéka P-u. A (2.10.18)
egyenlet szerint egy M(x) nyomatékeloszlédsnak megfeleld
teher pedig

a2

dx

Ezért az a rddtengelyre meréleges teher, amely az M(x) = P.u
nyomatékot hozna létre,

=

ql(x) = -

&)

2
q.(x) = - P 9—%
dx
lesz.
Az Usszes terhelést figyelembe vevd differencidlegyenlet
b 2
du d u
EJ « —f = - P —% - ku + plx).
dx dx2
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Rendezve és az EJ értékkel végigosztva a

4 2,
d’u P d k . _ px) :
= + o = 2 E___J u = P____EJ (2.10.23)_;

inhomogén negyedrendl 4llandé egyilitthatdédjd linedris differen-
cidlegyenletet kapjuk. A rugalmas szdl alakjdt, viselkedését
a (2.10.23) differencidlegyenlet megolddsfiiggvénye adja.
A differencidlegyenlethez természetesen peremfeltételek ja-
rulnak, melyek a rid megtédmasztdsdtdl fiiggenek.

Befogds helyén nincs elmozdulds é€s szbgelfordulis, igy

u =20 u’* = 0.
Csuklés aldtdmasztds esetén az elmozdulds és a nyomaték zérué
u = 0, u" = 0.
Szabad végén nyomaték é€s nyirderd nem 1lép fel:
u' = 0, u"? = 0.
Példa:
1. Tekintsiink egy P tengelyirdnyd erdvel terhelt mind%

két végén csukldsan aldtdmasztott ¢ hosszisdgd rudat. Hatéd-
rozzuk meg a rugalmas vonal alakjéat *

a) ha megoszldé terhelés nines p(x) = 0,
b)Y p(x) = q.x megoszld terhelds esetén (g & 4llandd)

p P

B
L
1

2.19 &bra

A megoldandd differencidlegyenlet

4 2 : ' :
du  _Pdwu_ p(x) :
E_E v BT dxz Sl o5 ‘ (2.10.2ﬂ%

Miveél mindkét végén csuklésan aldtémasztott a rid, peremfel-
tételeink: ;

u(0) = 0, u"(0y = 0 (2.10.25f



u(€) = o, u"(1) = 0. (2.10.26;

a) Ha nines killsé terhelés, csak tengelyirdnyd erd hat

p(x) = 0. Megoldandé tehdt az
(IV) Zoon -
U + BT u = 0

411andd egyilitthatdji differencidlegyenlet a (2.10.25) és
{(2.10.26) peremfeltételekkel,

Megoldanddé feladatunk tulajdonképpen megegyezik a sajat-
érték-feladatként tdrgyalt oszlopkihajlds feladattal,
Latjuk majd, hogy a negyedrendd diffevencidlegyenlet megoldd-
sdval ugyanarra az eredményre jutunk!

Legyen

-2 _ P

B = e (2.10.27)
s igy

u(IV) + ﬁzu“ = Q.
A karakterisztikus egyenlet
4 242 2,2 2
AL AT = AST +3%) = 0.
Gybkel
)‘1,2 = 0, 13’14 = 1(3)1.
A differencidlegyenlet dltaldnos megoldédsa:
u(x) = €, + C,x + C, cosfdx + Cq sin¢5x. (2.10.28)

1 2 3
Derivdlunk kétszer:

02 - 03 fbsin{’f)x + Cll ﬁcos(%x .

u(x) = - 03(32 cos 3x - Cupz sin@x.
A (2.10.25) feltételbdl

u’{x)

u{Q) = C1 + C3 = 0

" - 2 _
u" (o) = 03l3—0

Tehat C1 = 0 ¢és 03 = 0.

Ezzel a megoldds

u(x) = ¢

SX * Cq snz[}x




alaki lett. A (2.10.26) peremfeltétel miatt
u(f) z ¢, £+ C, sinpdl = 0

(2.10.29)§

w'(l) = - ¢, p° sinpl = o,

Homogén linedris egyenletrendszert kaptunk. A C, = CM =0
trividlis megolddsbdl adédo

u(x) = 0
flggvény megolddsa a feladatnak.

Trividlistél kildnbdzé megoldds 1étezésének feltétele,
hogy a rendszer determindnsa legyen zérus:

-(52.2. sin 3¢ = 0.
Ez akkor teljeslil, ha

D

pe = K, ko= 1,2,...

Sajdtérték-feladatot oldunk meg tehdt: csak akkor van trivié-%

1istdél kiildnbédzd8 megoldds, ha olyan Pk tengelyirdnyd erd-

vel terheliink, melyre (2.10.27) figyelembevételével
Pk 2 22
E—J—‘E, =k JL, k =1,2,...

A {2.10.29) egyenletbdl

C
_ Lo, _ e
Cz-——ESlnbe_-O, ha rg,[—kjl,.
Igy a feladat sajdtfliggvényei, - Cu = 1 . értékkel -
uk = 81ln ﬁ& X = sin 7 X

v, a (2.10.25) megolddsfiiggvénnyel!

b} A P tengelyirdnyld erdn kiviil terhelje a rudat
p{x) = q+x megoszld teher. A rugalmas vonal differencidl-
ep/enlete

(Iv), P w . ax
4 M R -

inhomogén linedris differencidlegyenlet lesz. A (2.10.27)
jeltlés bevezetésével a homogén egyenlet 4ltaldnos megoldd-
sdt a (2.10.28) Osszefliggés adja. Az inhomogén egyenlet par-
tikuldris megolddsdt, - mivel kétszeres rezonancia van -
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u, = x2(Ax + B) = Ax3 + Bx2

alakban kereshetjik. Differencidlva:

ug = 3AX2 + 2Bx

u" = 6Ax + 2B
o
1M1 _
ug? = 6A
u =0
o

Behelyettesitve az inhomogén egyenletbe

2 2 qx
F)6AX +[5 .ZB—E

EgylUtthatd Osszehasonlitdssal

A = q_2, B = 0.
EJ. 60

(2.10.27) figyelembevételével

- q | . _ 3
A = 7 - gp > S 1y uo(x) = E% X
.EJ+6 o

A differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa:
u{x) = C1 + CEX + C3 coslgx + Cq 51n{5x + T X7
Kétszer differencidlunk:
- : _aq
(22 CBF,sm[}.x + Cu{bcos/ﬁx + 5p X
- 2 - 2 . q
CBﬁ' cos{bx Cllfb sin [_J,x + 5%,

A (2.10.25) feltételbsl

2

u’(x)

U."(x)

u(0) = ¢, + C, =0

1 3
"(0) = - C, =0
u"(0) 3
igy C1 = C3 = 0;
azaz
AR o q 3
u{x) = Lgx + Cn uln(bx + gp X -

M



Vegylik figyelembe a (2.10.26) peremfeltételt is:

- ; q 93 . &

u(l) = 02 + CM sinpg + g3 27 =0 )

(2.:10.30)
_ 2 . Qg _ )

u" () = - Cyb 51nf52 + ﬁl = 0. »

Inhomogén linedris egyenletrendszert kaptunk a 02 és'-Cn

41landdk meghatdrozdsdra, melynek - ha a rendszer determindn-
sa zZérustdl kildnbdzd - egyértelmi megolddsa van.

D= -Lp sinpl #0, pL# kT,

igy
.2
C = + a
4 P I372 sinp 4
q 2 1
02 S 1 (3— + EE)
Ezzel
ul{x) = E[X—5 _ (2.2 + 1_) X + ? sin &X )
rlg & 7 p2 {52 sin o

{(2.10.27) felhaszndldsdval végeredménylnk:

. P .
: 3 2 sinlf == X
_4arx |2 EJ EJL VET ,
w(x) = gz - (& +Fx+ 75 P:‘]
sSin EJ:,E
Megjegyzés:
Ha

pe =‘k'j~l:' és sin[?af; 0,

a (2.10.30) egyenletrendszernek nincs mggoldésa, hiszen a
masodik egyenletben CH egylitthatdja zérus!

Példa:

- A hosszisdgi, rugalmasan égyézott konzolra

p(x) = qx3

{g 4llandé) megoszld teher hat.,Hatérozzuk meg a rugalmas
szdl egyenletét! : o

A differencidlegyenlet a (2.10.23) &sszefliggés alapjén,
mivel . :

P=0, ¢és p(x):= qx3
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Z iS!iSIf[S!iiSS!SS(I; X

A
frmpe,

2.20 abra
b 3
du E_J Eg§ (2.10.31)
dx

Peremfeltételeink: a befogds helyén az x = 0 helyen
u{0) = u’(0) = Q. (2.10.32)

A szabad végén viszont a nyomaték és a nyirderd zérus:

u"(£)y = u"*(f) = 0. (2.10.33)
A homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete a

k

= (2.10.34)
jeldléssel

PU uﬁﬁ = 0.
Megolddsa

yPILN CULIE SR UL SCUEE

Mg TP Xy Tpt1 e D)

A homogén linedris differencislegyenlet 4ltaldnos megoldédsa,
igy

{ = i

ul{x) C1 ch fbx cosfdx + C2 chpx sz.n@x +

+ 03 Sh[bx cosf;\,x + C14 sh(})x c»os[&.x
alakban irhatd.

Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldédsdt harmadfo-
kd polinom alakban kereshetjiik

u_ = Ax3 + Bx2 + Cx + D

3Ax2 + 2Bx + C



u" = 6Ax + 2B
o

u"’ = 6A

o

(IV) _

ug 0.

Behelyettesitve: 3 .
—K(Ax3+Bx2+Cx+D)=Q.X_
EJ = Ry

Egyilitthatd Usszehasonlitédssal

k., . _4 - =

[ R p=¢C=D=0.
Innen

=9 - 9,3

A-k, azaz Uy 1{x

Az inhomogén linedris differencidlegyenlet 41taldnos megol-
ddsa:

ul(x) = Cich[sx cos rbx + Czchﬁ,x sin[bx +

. ' g .3
+ CBSh ﬁ)x cos [?;x + Cysh (bx sin fpx + 2 x7.
A (2.10.32) peremfeltételbdl k&vetkezik, hogy:

u(0) = ¢, = 0.

1
Ezt felhaszndlva derivalunk:

u(x) =[b[02(sh(5x sin[";x + chpx cos f?:,x) +

+ CB(ch[b}; coS (3X - sh{bx sinfbx) + Cu(ch(bx sinf’ax +
+ sh({)x cos{bx)}+ % x2.

De u?(0) = 0, tehat
(C3 +C,) =0, sigy C = - C

Ezzel

u{x) = C,(sh Ax cos »x - chmx sinmx) + ’
3t P & f? r (2.10.35)
+ Cushfbx sin[bx + %x3
u*(x) =(b|:- ZCBSh(bx sin[bx + Cq(chfbx sin(&x +
+ sh [bx cos {5x)]+ l% X2
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u"(x) = [52[— 203(chfbx sin(bx + shF,x cos (Sx) +
+ CMEChfox cos bx]+ —6% X
u"? (%) = 2{2;3[-_0[32ch [px cos px + Cu(-ch fox sinﬁ,x +
+‘sh[5x cos >x)]+ -6%
A (2.10.33) feltétel értelmében
u"(L)y= [32[- 2C3(ch{38sinf5& + shpl. cosp il +
o+ CMZCh plecos pel+ —6—%1 =0
u"’((’.)Ep,B[_- 11030}1 fl-cos [},2 + 2Cy(-ch pL-sin nt
+ sh[bz-cos[bﬁ)]+ % = 0
Inhomogén linedris egyenletrendszert nyertiink:

-Cj(ch(bﬂ. sin pl + sh pL cos pl) + Cycli 3¢ cos pi =

i} 6q
___.___2.2

2k f5 :
—2030h[§£ cos @ + Cy(-ch 3¢ sinpe + sh Bl cos pl) =

A rendszer determindnsa nem lehet zérus, ugyanis

D= - shzﬁ.z 0032[52 + ch2[5 2 sinZﬁE + 2ch2[3,[_’, coszﬁ, L=

coszﬁ[’.(chaﬁﬂ - shzjbﬂ) + ch2ﬁ2(¢052[5£ +
+ sinz(bﬂj = 0032[52 + chzﬁ,z £ 0,

igy van egyértelmil megoldéds.

c. = 6q ﬁﬁch_ﬁf-.-sinfbﬂ- Plsh3f-cos Blich AL cos AL

5 2k{b3 -coszfsﬂ + chzﬁe.
o = 6q chBlsinPl + shPplcospl- 28 chplcoshpl
4 2k;32 ‘ cosgpe + ch2p€
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2.11 Kézelité megoldasok méasodrend(i
diferencialegyenietekre

A magasabb rendd differencidlegyenletek kézelitd integ-
rdldsira szdmos specidlis mdédszer létezik. Ezek legtdbbjét
specidlis egyenletek numerikus megolddsdra dolgoztdk ki,
ezért korldtozott alkalmazdsi kbriiek.

A tovibbiakban a médsodrendl egyenletekre alkalmazhatd,
dltaldnos jellegll numerikus médszerekkel foglalkozunk.

Legyen adva az explicit alaku

y" o= f(x,y,¥?) _ (2.11.1)

misodrendd differencidlegyenlet. Irjuk eld az y(xo) = Vg
y’(xo) = ya kezdeti feltételeket és keresslink olyan parti-
kuldris megolddst a (2.11.1) egyenletnek, amely ezeket a kez-
deti feltételeket kielégiti.

a) Grafikus médszer

eometriai szempontbdl a feladat a Po(xo,yo) ponton

keresztillhaladé €s ebben a pontban yé irédnytangensf integ-

rélgdrbe egyenletének meghatdrozdséra.
Hatdrozzuk meg grafikusan azt az integrdlgdrbét, amely
az (xo,yo) ponton keresztiilhalad. Kihaszndljuk a mdsodren-

dlt differencidlegyenleteknek azt a tulajdonsdgdt, hogy integ-
rdlgdrbéjliknek nem csak az iranydt, hanem a gdrbilletét is
jellemzik, hiszen a gbrbiilet és y? ill. y" kdzdtti Ossze-
filggés mint ismeretes adott x helyen:

R(x) = lji sy (x)?)’

Y"(X)

Osszuk fel az [ko,x] intervallumot az x_ <x <...
...‘<xn_1‘<xn = x osztépontokkal n részre. Hizzunk az

osztdépontokon keresztill az Y tengellyel pédrhuzamos egyene-

seket és hajtsuk végre egymids utdn a kdvetkezd milveleteket:
A kezdeti feltételek alapjédn szdmitfsuk ki az f(x,y,¥*)

fliggvény értékét a Po(xo,yo) pontban.. Az f(xo,yo,yé) a

(2 11.1) egyenlet alapjdn y" é&rtékét adja az (xo,yo)
pontban' y"(xo) = yg. Ismerve ezt az értékét, szdamitsuk
ki az integrdlgbdrbe RO gorbliletét a PO pontban:

(Y1 + 54 22y3

Ro T
. Yo '
AP, pontbél (2.21i 4bra) hiizzuk meg az v irdnytan-
gensi T0 érintédarabot és erre merdleges egyenest inditva
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Y
Toy Ty
) %
R
I2
0 XQ X4 Xo X=X b
2.21 dbra

a PO pontbdél (yg elGjelének megfeleld oldalon) rajzoljuk
meg az Ro hogsszisdgi PoPé egyenesszakaszt.
A Pa pontbdl mint k¥zépponthsél megrajzoljuk a PO

ponton dtmend R0 sdgarﬁ gbrbtileti k&rt, amely az Xy
ponton dthaladé fliggbleges egyenest valamely Pl(xi’yl)
pontban metszi. Ezutdn szdmitsuk ki a (2.11.1)

egyenlet jobb oldaldn 4116 f(x,y,y*) fliggvény értékét a
Pl(xi’yi) pontban.

{Az yi érinté irdnytangens értéke ebben a pontban ismere-
tes, mivel a T, érintd merdéleges a EéPi sugdrra). Az

f(xl,yl,yi) fliggvényérték adja y"(xi) értékét a (2.11.1)
egyenlet értelmében: y"(xl) = yg. Az yi és yg értékek

ismeretében kiszdmitjuk az integrdlgdrbe gbrblileti sugarit
a P, (x,,y.) pontban:
1YYl

W+ 9337
R =
1 ] y' ’
i
Ezutédn a PSP1 sugdr irdnydban mérjik fel az R1 gbrbiileti
sugdrnak megfeleld PlPi tdvolsdgot. Irjunk le a Pi pont-

bél mint k¥zéppontbdsl R1 sugdrral kdrivet a P1 ponton
keresztill addig, amig ez metszi az X5 ponton dtmend flggd-
leges egyenest egy PE pontban stb.

Ily mdédon folytatva az eljédrdst megkapjuk az integrdlgtr-
bének az xl,xg;...,xn osztépontokhez tartozd pontjalt.
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A kdvetkezdkbbl 4116 Po’Pl’

a kdzelitd integrdlgdrbét adja.
Vildgos, hogy minél nagyobb az n értéke, azaz minél
slirliivb az [x ,x] intervallum felosztdsa, anndl jobb a kdze-

""Pn pontokon Athaladd gdrbe

1ités. Mig tehdt elsdrendli egyenletek esetében a grafikus
médszer az uUn. Euler-féle poligon érintddarabokbdl rajzolta
ki a k&zelitd integrdlgdrbét, mdsodrendli egyenletek eseté-
ben a k&zelitd gbrbe kdrivekbdl rajzolddik ki.

Megijegyzés:
" Az ismertetett geometriai szerkesztési médszer sok
esetben eredményesen kombindlhaté az Un. interpoldcidval.
A grafikus mdédszer az XqsXoseee X pontokban agz

Yqs¥oseres¥y szamokat szolgdltatta

a vizsgdlt egyenlet megolddsi gdrbéjére.
Az 'y(x) megoldds tehdt 4thalad az (xi,yi), (x2,y2),
;.t.,(x',y ) pontokon, ezen fellil folytonos (s8%t legalédbb

kétszer dlfferen01alhaté) figgvény. _

Az alédbbi Lagrange-féle 1nterpoléc1os eljdrdssal elB4al-
lithatjuk azt-az (n-1)-edfokd polinomot, amely ugyancsak dt-
halad a fenti pontokon. A Lagrange-féle interpoldcié lényege
a kdvetkezd: Meghatdrozandd olyan lehetd legalacsonyabb fok-
szdmi L{x) polinom, amelyre .

L(xi') = T (i=1,2,...,n) (2.11.2)

Képezzlk az
(x = x)e.lx - X M (x = xp
- xl)...(xk - xk_l)(xk-xk+1)...(xk-xn)

Yeaox = xn)

Qk(x)‘z (xk

(k = 1,2,...,0) o (2.11.3)
polinomokat, amelyet fundamentdlis polinomnak nevezlink.
Konny beldtni, hogy
{0, na ifx
B (x) = .
: i, ha i = K.

Ily mdédon zz

n '
Lix) = % v, 2. () (2.11.4)
k=1 & .
fhprvény elepet tece o (2.11.2) Feltételcesnck.
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Minthogy mindegyik fundamentdlis polinom (n-1)-edfokd,
koévetkezdleg L(x) is (n-1)-edfokd. Mias (n-1)-edfokd M(x)
polinom nincs is, amely eleget tenne a (2.11.2) feltételek-
nek, hisgzen ha lenne akkor L(x) - M(x) is legfeljebb (n-1)-
edfokd, amelynek értéke az X 3XpsenesX, pontokban zérus,

mdr pedig egy (n-1)-edfokd polinomnak nem lehet n gydke.
Tehdt n eldirt pontra egy és csakis egy (n-1)-edfoki
polinom illeszkedhet. '
Az Lk(x) fundamentdlis polinomokat tomBrebb alakban

is megadhatjuk.
Képezzilk az

e (x) = (x - xl)(x - x2)...(x - xn)

kifejezést [amely egy n-edfokd polinom és aa(xk) =0
{k = 1,2,...,n)}. Ekkor Ek(x) szamlgléja:

A= x)eea(x - x4 (x - Xppqloeo(x = x ) = 5955%;
TovAabba:
(%) - xi)...(xk - X (x - xk+1)...(xk -x)) =

aolx) = colxy)

= 1lim igéz%— = 1im T =co’(xk)A
x—»xk k x-*xk k
Innen:
B (x) = o (x) : ' (2.11.5)

w’(xk)(x - x.)
Ha P(x) egy legfeljebb {n-1)-edfokd polinom, XgsXgseeesX,
pedig a fllggetlen vdltozé kildnbizé értékei, akkor:
n : :
P(x) = 3 P{x )l (x) (2.11.6)
. k=1 . .

Specidlisan legyen P(x) = 1, ekkor

n
> L, .(x) = 1.
k=1

Ha f(x) az (a,b) intervallumon értelmezett tetszdleges
fliggvény €s az XpsXoseuesXy osztépontok az @,b] interval-

Jumon bellll, akkor




n
L(x) = 5 _ £(x, ) 8, (x) (2.11.7)
k=1

Természetesen, ha x # X akkor lehetséges, hogy L{x) ¢&s

k!
(%) killdnbdznek egymdstol.
Az L(x) polinomot az f{x) fliggvény Lagrange-féle

interpoldcids polinomjdnak nevezziik.

A (2.,11.6) Osszefliggésb8l kdvetkezik, hogy ha f£(x) =
P{x) egy n-nél alacsonyabb fokt polinom, akkor L{x) =
P(x), vagyis ez esetben a Lagrange-féle interpoldcids
polinom minden x-re megegyezik P(x)-szel, tehdt azcnos vele.

Integrilds sorok segitségével

A hatvdnysorok alkalmazdsdnak elve a magasabb rendd -
egyenletek integrilédsdndl ugyanaz, mint az elsdrendl egyen-
letek integrilédsdnil.

Feltéve, hogy az egyenlet megolddsa hatvénysorral eld-
411ithaté, felirjuk a sort hatdrozatlan egylitthatdkkal,

- felyételezziik, hogy a sor tagonként differencidlhatd -,
elvégezziik a megfeleld derivdldsokat, majd a derivdltakat az
egyenletbe helyettesitve az egyenld egylitthatdk mdédszerével
meghatdrozzuk az egylitthatdkat. Ezubtdn megvizsgdljuk, hogy

a kapott sor valdban konvergens-e, s ha igen, akkor megkap-
tuk a szdéban forgd egyenlet kidzelitd megolddsdt hatvanysor
alakjédban.

Illusztrativ példaként tekintsilik a kdvetkezd egyszeri misod-
rendd egyenletet: :

y" - xy = 0.

Legyenek a kezdeti feltételek: y(0) = 0, y*(0) = 1.
A megolddst a kbvetkezd alakban kell keresniink:
(a, = y(0) = 0, ay =y’(0) =1)

y=x+a X% + a %2 n

5 3 +...F anx E
Innen: )
"o - n-2

y" o= 2a2 + 3-2-a3x +...+ n(n 1)anx + ...

Tehdt:
- LU . . - n—z =

y" = 2a2 + 3.2 a3x +,..+ n(n 1)anx Foue

_ .e 3 n-2 _

= XD b ayXT t...t an_3x +oee = XY
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Ha az x megfeleld hatvanyainak egylitthatdéit egyenldvé
tessziik: ’

a, = 0, ag = 0,.0., nin - 1)an = a4

Innen az egylitthatdkra a k8vetkezd értékek adddnak:

a; = i a_ =0 a, = 0 a, = __1
il 3.4 2 5 ? 6 ? i T h4.6.7 °
- ) . 1
ag = 0, ag = 0, 21,5 % 3TTEI7.5.10
Altaldban:
; _ } 1
Bzp-1 % B3y 5 O Bapug T FTRTEITLL. 3m(m + L)

A keresett kdzelitd megoldés:
h 7 3m+l
_ X X X
vy = x 52T ¢ 3TE.60T oot TR T R OGR T )

teons

A d’Alembert-féle kritérium alapjdn meggyézddhetiink rdéla,
hogy a sor egyenletesen konvergens az egész szimegyenesen.
Megjegyezzilk, hogy az egyenlet rendszdmdtdl nem fligg az,
hogy a megolddst hatvénysorral elé lehessen 4llitani.

2.12 Linedris paraméterek-feladatok kbzelité megoldési
modszerei

Az eddigiekben valamely

L{x])= y" + p(x)y® + q(x)y = £(x) (2.12,1)
linedris mésodrendd egyenlet partikuldris megolddsédt az
y(xo) = ¥y y’(xo) =y kezdeti feltételek eldirdsa

alapjén kerestilk. Ezt a feladatot az tln. Cauchy-féle felada-
tot részletesen vizsgdltuk. A miiszakl gyakorlatban és széamos
természettudomdnyi probliéma vizsgdlatdban a keresett y(x)
figgvényre mis természetl feltételek teljesilését irjdk eld.
Ezek kbzill legegyszeriibben, amikor adott [a,b] intervallum
két végpontjdban, az intervallum "peremére" irjuk els a flgg-
vény viselkedését.

Ilyen eléirdsck pl. az alédbbiak:

1. y(a)
2. y(a)

A, y(b) = B.
A, y°(b) = Bl'
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3. y’(a) = Ay, y’(b) = By,

Ezek a feltételek specidlis esetel a

Fa(v) =y(a) + oyy(a) = A, (0 Loty & 1,
d.l + d = 1) .
(2.12.2)
[H(v) = py() + py°(b) = B, (0<p,p <1,

3+ By = 1).

feltételrendszernek. Egeket a feltételeket linedris inhomo-
‘gén peremfeltételeknek nevezzik. Ha A = B = 0, akkor lines-
ris homogén peremfeltételekrsl van szd.

Az alébbiakban a peremérték-feladatok kézelit6 megoldé-
sdra mutatunk be néhdny mdédszert.

a) A differenciaegyenlet médszere
Ezt a mdédszert szokds a véges differencidk mddszerének
is nevezni. A médszer alapgondolata abban 411, hogy az

L(y) = y" + p(x)y? + q(x)y = f(x) ' (2.12.2)

[Ly) =4 (v} = B | (2.12.3)

feladatban fellépd differencidlhdnyadosokat az [ﬁ,ﬂ inter-
vallum egy felosztdsdbdl kiindulva, az osztépontokban kiszs-
mitott elsdé-, illetve mdsodrendil differenciahinyadosokkal
kbzelitjiik.

Az [a,b] intervallum osztdépontjai legyenek:

& = Xys Xy 0= X, + h, Xy = X f 2h, ...,
X, =X ¢+ nh = b,
ahol
h=2-2,
n

Az osztdépontokhoz tartozd fliggvényértékekre az
Yos¥q3¥psees5¥, Jelblést haszndljuk. (2.12.4)

A (2.12.4) sorozat elsé-, masodik-,..., n-edik differencidin
a kévetkezé kifejezéseket értjik:
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i
2 — —
A ¥y TAYi4q Ayi {2.12.5)
3 _ .2 _
Bys =A% - 87y
' n-1 n-1
Anyi = A yi+1 - A yi

Kénnyd beldtni, hogy

2 - - - - - - =
AYy TAY 4 TAY; T Vi T Vi (yi+1 vi)

) ) 2 2 2
= Viep T Wieq Yy T QW T (DY v (DY

3 - A2 _ a2 - - -
A yi = A yi+1 Fa yi = yi+3 Qyi+2 + yi+1
- (yi+2 - 2yi+1 + yi)
azaz
3 _ _ _ - (3 _ (3
Ay % V343 7 Wiap t Wiaq T Vs T (@044 7 (V540 7
3 _ ¢35
* GV - 3y
Altalédban:

n . (h n n

AV = (oWien ~ (V54paq *eer? (Wv3

(Ez utébbi formula teljes indukeidéval igazolhaté a binomig-
lis egyitthatdk ismert tulajdonsdgdnak felhaszndldsaval.)

Az X; pontban (1 =1,2,...,n=1) az y;. és y;

differencidlhényadosok kdzelitésére az elsd és mésodik dif-
ferencidk felhaszndldsdval az aldbbi differenciahdnyadosokat
haszndljuk: ’

AY; Yia T Yy

LI - .

yi = R H (2.12.6)
A2Y ¥ - 2y + Yy

g i, Yiv2 i+1 ¥ Y3

i= h2 h2
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Megjegyezziik, hogy a (2.12.6) differenciahdnyadosok helyett
bizonyos esetekben célszerl a

Vo - V.
P i-1,
Ry (2.12.7)
[7] yi+1 B 2yi * yi—i
yi 4 h2

Uin. szimmetrikus differenciahényadésok haszndlata. -
Az X5 pontban a (2.12.2) differencidlegyenlet helyett

tehat a kovetkezod1fferenc1aegyen1etet vesszilk.

Yigo = Wi v Yy Yigq = Vs
it2 i+l i i+1 i _
i Py TR T4y T
. L]
(i = 1,2,...,n-1) , (2.12.2%)

anol p. = p(x;), q; = alxg), £y = £(x;)
A (2.12.3) peremfeltételek pedig az

ol + ol z_j_-____y(l:A (2123’)
Yo 1 h L.

n - Ypeq

fby +f2,1—-————=B

egyenletet szolgdltatjdk.
A keresett ¥ ,V.sess3¥ {(n+1) -szdmd ismeretlenre n+l
. o’’1 n :
egyenletiink van.

A probléma tehdt a (2.12.2%) és (2.12.3°) egyenletrend
szer megolddsdra redukdlddott. Ha az osztdpontok szdma nagy, -
akkor természetesen az egyenletrendszer megoldisa jelentés
szdmitdsi munkdt igényel, de erre kész szdmitdégépes progra-
mok dllnak rendelkezésre.

Példdk:

1. Legyen adott az

y)zy" + (1 + x2)y = = 1
[.(y) = y(-1) = 0 L) = y(1) =0
-1 < x <1
vesren e 2 adat.,
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Osszuk fel a L-1,1] intervallumot I részre. Az osztd-
pontok:

A peremfeltételekbdl

yix ) =y, =0, y{xy) =y, =0

Az egyenlet és a peremfeltételek szimmetridjdbsl meghatiro-
zandé tehat ¥q- és Yy értéke.

£ (2.12.7) szimmetrikus differenciahényadosokét haszndl-

va, az X, pontban az egyenlet .

¥, T 2y, t Y
2 1 o] i -
15 + (1 + E)yi = 1
()
Az X, pontban pedig:

Y3 = 2V, * ¥y

T *y, =t
T
irhatd {(mivel X, = 0).

Rendezés utédn y3 =¥y figyelembevételével a
~ 62y, + by = -1
T I 2

By, = Ty, = - 1

egyenletrendszert kapjuk, amelynek megoldésa:

v, = 0,721; y, = 0,967
Osszefoglalva:
i 0 1 2 3 4
1 1
v;1 0 0,721 0,967 0,721 0

2. Legyen adva az

x2y" + 4xy? + 2y = 0O
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egyenlet az [g,b] =[},2] intervallumra vonatkozd
M (y) = y(1) = 1, L) =y =2

peremfeltételek .mellett.

Ezt a példat amért vdlasztottuk, mert pontos megolddsit
ismerjlik, igy Ossze tudjuk hasonlitani a véges differencidk
médszerével adddd megolddssal.

Osszuk fel az [},b] =(D,2] intervallumot négy részre ag

X, © i, Xy = 1,25, X, = 1,5, x3 = 1,75, Xy = 2

osztépontokkal. Ekkor h = 0,25,
Meghatdrozanddék az Y1295 és y3 fliggvényértékek.

Az adott egyenlet alapjdn a differenciaegyenletek:

16+1,5625(1 - 2y, + y,) + 2,5(y5, = 1) + 2y, = 0

1
[aw}

16-2,25(y1 - 2y2 + y}) + 2,6(y3 - yl) * 2y, =

16:3,0625(y, - 2y + 2) + 2,7(2 =~ y,) + 2y5 = 0

A szorzidsok elvégzése €s rendezés utdn az egyenletrendszer:

—48y1 * 35y, = =15
24y1 - 70y2 + 118y3 = 0
35y, = 96y3 ==126

A mésodik egyenletet 2-vel megszorozva és a hidrom egyenletet
Osszeadva a

70y, = - 141
_ i1 _ O
Yo = —0 - 2,0146857
ennek ismeretében:
vy * 1%% = 1,78125; Vs = %g% = 2,046927

Ezzel szemben a differencidlegyenletnek a peremfeltételeket
kielégitd

-1
Y <%

ﬁJc\

pontos megolddsdbdl:
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v, = 1,76; Vo = 2 és y3 = 2,04082

adddik.

Sajatérték-feladat megoldédsa

Példaképpen tekintsilk a mindkét végén csukldsan tdmasz-
tott nyomott rudat, melynek hajlité merevsége teljes hosszé-
ban dllandé (2.22 &bra).

P : J S%§ P

' J‘.—_
5 %
1l
N ]
2.22 édbra

Allandd merevségi rid vizsgdlata azzal az eldénnyel jéar,
hogy a szamitds eredményét az elméletileg pontos megolddssal
is Yssze tudjuk hasonlitani.

Ismeretes, hogy a nyomott rud semleges tengelye kielégi-
ti az

y" = - 2y
EJ

differencidlegyenietet, a csuklds megtdmasztéds pedig azt je-
lenti, hogy

y(0) = y(&) = 0.

A (0,8) intervallumot osszuk négy részre, azaz a 1lépés-
tdvolsdg legyen h = £/4, akkor &sszesen hdrom kBzbensd pont-
ra vonatkozdlag kell felirni a differenciaegyenletet.

Bevezetve még a

2
- P . _ 2 _ P F'
M= gy, illetve a A= ph© = 5 17

jeldléseket a kdvetkezd linedris homogén egyenletrendszerre
Jutunk

-2y, + ¥, =-)LY1
(p -2, v Yy o= —lyg
v~ 2Y = - AY
2 3 3




(A- 2)Y, + ¥ = 0

2
Y1+(}.-2)Y2+Y3=0
Y. + (A - 2)Y3 =0

2

Ennek a linedris homogén egyenletrendszernek akkor van
a trividlistdl kiilonbdzd megolddsa, ha az egyltthatdkbol
alkotott determindns értéke zérus, azaz, ha

0 1 A-2
Ez pedig a kivetkezd A értékekre teljesiil

7L1=2-\/2—, Ay =2, 13=2+\/5—

X kifejezéshél
_ 16A Lo
P--—E—QEJ,

amely nyilfénvaléan a legkisebb A értéknél, azasz }tl—nél

lesz a legkisebb. Ezt nevezziik kritikus nyomderdnek, melynek
értékére jelen esetben -

. 9,37
Pkrit T2 EJ

adédott. A pontos megoldds

2
X _ 9,86
R A

tehdt a kbdzelités hibdja az 5%-ot sem éri el.

A pontossdg a beosztidsok sziamdnak névekedésével fokoz-
haté. Ez természetesen a determindns méretének, illetve a
karakterisztikus polinom fokszdménak a névekedését vonja
maga utdn,ami gltaldnos esetben a szdmitdsi munka hatvédnyo-
zott mértékil névekedésével jdr. Ily mddon azonban lehetlség
nyilik nem 411andé merevségil rudak tord erdjének és mds sa-
Jjatérték~-feladatok, pl. rudak kritikus rezgéseinek a megfe-
leld pontossdgld meghatdrozdsara. A& feladat tulajdonképpen
matrix sajidtértékeinek a kiszdmitdsa, ami elektronikus sza-
mitégép alkalmazdsa esetén mir kész programok alapjin végez-
hetd.
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Megjegyzés:
£11andd merevségl rdd esetén n belsé osztdpont mellett
a feladat megolddsa az n-edrendl

— T

-2 1
2 1
1 -2 1
¢ = . )
-2 1
0 1 -2

L _

kontinudns mdtrix sajdtértékeinek a meghatdrozdasit. jelenti,
amelyek tetszdleges n esetére zdrt alakban felirhatdk

o .2 kT Kk I
)\,k = 4 sin m = 2(1 COS ﬂ_"“I)
Ha pi.:
n =5, akkor ]_1 = 0,267949,

a kritikus erd kbzelitd értéke pedig
36:0,267949 BT = 9,646 EJ
£2 32
addédik, amelyneX a pontos értéksdl vald eltérése mir a 2,5%-
ot sem éri el (kb. 2,3%).

b) A kollokdcid mddszere
E modszer alkalmazdsakor a differencidlegyenletnek a pe-
remfeltételeket is kielégitd megoldidsit az

y(x) = uo(x) + g;% ciui(x) (2.12.8)

linedris kombindecidval kivdnjuk kdzeliteni.
A (2.12.8) bsszeflggésben az uy(x), ui(x),...,un(x)

fiiggvényeket Onkényesen vdlasztjuk (a gyakorlatban rendsze-
rint polinomokat haszndlunk), ezek tehdt ismert fliggvények,
& Cy5CsseessC, szémok egyenldre ismeretlen egyiitthatdk.

Az y(x) flggvényt8l megkdveteljilk, hogy kielégitse az
(2.12.1) L{y) = y" + pl(x)y’ + q(x)y = £(x) egyenletet és

adott [a,b] intervallum végpontjaiban a

[.(y) = A, [,{(y) = B peremfeltételeket.
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Ez bekbvetkezik, ha
[LCug) = Ay Ttuy)

[ () =0, [ (us)

B

0

azaz, ha az uo(x) fliggvény kielépgiti az inhomogén peremfel-
tételeket, az ui(x) fliggvények (i = 1,2,...,n) pedig a

homogén peremfeltételeket.
Helyettesitsilk be a (2.12.8) Osszeflggésben szerepld

¥ fliggvényt a (2.12.1) differencidlegyenletbe. Mivel
nem megoldds, ezért L(?) 7 fx).

~
o

Jeldljiik R(x;cl,c2,:..,cn)-ne1 az  L{¥) - fix, - oiidnn-
séget:

R(x;@l,cz,...,cn) = L{(§¥) - £(x) =

n
= Llug) + 2 ¢;L(u) - £(x)

. i=1
A kollokdcié médszere abban 411, hogy az [a,b] intervallum
eldirt X 3K eeesXy pontjaiban, a kollokdcid pontjaiban az

R(xi;cl,c2,...,cn) =0

R(%p5¢05¢5,-0050,) = 0 (2.12.10)

.
.

L)

R(xn5°1’°2""’cn) = 0

reldcidk teljesiilését kivanjuk meg. Az R hiba értéke tehdt
AZ X, 43X, 3eve3X pontokban zérussd kell vdljon., A €,3C 5.0,
R n 1272

veesCy ismeretlenekre n egyenletiink van, Igy ezek értéke

meghatarozhatd.
Ezeket helyettesitjitk vissza a (2.12.8) kifejezésbe és

az Igy nyert y{(x) fiiggvény a peremfeladat kozelitd meg-
oldédsa.

Példa:
0ldjuk meg az

L{y) = y" + (1 + x2)y = -1 (2.12.11)

y(-1) = y(1) = 0
peremérték-feladatot a kollokdcid médszerével!
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Legyenek X, = 0 és X, = % a kollokdcids pontok.

A premfeltételek homogének, igy u, = 0. Kéttagi linedris
kombindcidra szoritkozva védlasszuk meg az ui(x) és uz(x)

fiiggvényeket az aldbbi mddon:
ul(x) =1 - x2; u2(x) = x2(1 - x2)

Mindkét fliggvény kielégiti a homogén peremfeltételeket:
ui(-l) = ui(l) = 0, u2(-1) = u2(1) = 0

A (2.12.8) Osszefliggés alapjén:
2

T =u + 2 cou(x)=c, (1~ x2) +c x2(1 - x2)
0 o i71 1 2
i=1
Szamitsuk ki az R(x;cl,cz) kifejezésértékét!
Mivel: uj = - 2, ug = 2 - 12x°

-2+ (1 4+ x2)(1 - x2)

2
= 11t
L1(u1) =uy o+ (1 + x )u1

= =1 - xh

2

2
- "
= 2 - 11x2 - x6

A (2.12.9) formula alapjén:’

y 2 6
R(x;cl,c2) = 1 - 01(1 + %) + c2(2 - 11x° - x7)
adddik.
A kollokdcids pontokban
R(P;ci,c2) =1 -cy ¥ 2c, = 0

i, =1 - 17 - b9 -
R(—E-,C,l,cz) = 1 ETY 01 10 02 = 0

kell, hogy teljesllj®dn. Ezen egyenletrendszer gydkei:
ey = 0,957; ¢y * - 0,022
4 (2,12.11) egyenlet kdzelitd megolddsa tehst:

y(x) = 0,957(1 - x°) - 0,022x°(1 - x°).
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¢} A legkisebb négyzetek mddszere

Ennél a mddszernél az el6z8 kollokdcids médszerhez ha-
sonldan megvalasztjuk az ui(x) fliggvényeket, kiszdmitjuk
az

R(x;cl,cg,...,c y o= Liy) - £(x)

rL(u ) o+ :E:c L(u Y - f(x)
=1

kulonbseget csak a C13CoseessCy ismeretlenek kiszamitédsat
végezzlik mds mdédon. ’
Képezzlk a

b
H = f Rg(x;ci,cz,...,cn)dx (2.12.12)
a

hibanégyzet integrdlt, amelyet a 01’02""’Cn védltozdk

fliggvényének tekintilink, s amelyeket dgy hatdrozunk meg, hogy
értékilk H értékét mlnlmallssa tegyék. A H rfiliggvénynek ml*
nimuma nyilvén csak olyan helyen lehet, ahol :

o1
aci

Ezek teljeslilését kbveteljlik meg, ami dltal a ¢y szémokra

= 0 (i = 1,2,...,n0)

n egyenletet kapunk, amelybdl értékeik meghatdrozhatdk.
Feltesszilk, hogy a differencidldst az integrdljel alatt el-
végezhetjlik, azaz

108 . ~ g 3R 4. . .
2 3cg %{ ac; dx = 0 (i =1,2,...,n) (2.12.13)

a2 megoldandé egyenletrendszer.

4 keletkezl egyenletrendszerbdl Cq3CpaeersCy értékét

meghatarozhatjuk.

Példa:

OldJuk meg az elbzd pont feladatédt a legklsebb négyze-
Lol mGdazerévell
Utmuretds: Mivel R(x;cl,cg) = 1 - cj(l + X ) +.c2(2 -

- 11x2 - x°) a megoldand$ egyenletrendszer:

Q

1 ; i .
O . fﬁﬂﬂl_dx= SO+ x) - e (1 x™h2
-1

-
Q
1
[y
Q)
Q



+ 02(2 - 11x2 - x6)(1 + xh)]dx =0

i 1
_j;_a_l—.l_: ai.d: _112..6_
2 305 S R T X _{ L2 X X )

2 2

- x6)2jdx =

ci(l + xu)(E - 11x° - xé) + 02(2 - 11x

=0

d) Galjorkin-médszere:

A Galjorkin-modszernél a kiindulds ugyanaz, mint a kol-
lokdacid médszerénél. A kizelitd megolddst Onkényesen vdlasz--—
tott flggvények linedris kombindcidja alakjdban keressiik.

Az ismeretlen 5 egylitthatdk meghatdrozdsdra azonban més

elvet kovetilnk.
Megkivanjuk, hogy teljesiiljenek az

b
g’ ui(x)R(x;ci,cz,...,cn)dx =0

b
g’ u2(x)R(x;c1,02,...,cn)dx =0

b
= 0

g' un(x)R(x;ci,c2,...,cn)dx

reldcidk, amelyekbdl a ci-k meghatirozhatdk.

Példa:
Oldjuk meg az

L{y) = y" + xy* + y = 2x; y(0} = 1, y(1) = 0

peremérték-feladatot!

Vdlasszuk meg az U sty sU fliggvényeket az aldbbi mddon:

2
uo(x) = 1'- x, ui(x) = x(1 - x), u2(x) = x2(1 - x)
Azonnal 14tni, hogy uo(x) kielégiti az inhomogén peremfiel-
tételt, uO(O) =1, uo(l) = 0. Az ui(x) és ug(x) fligg-
vények pedig a homogén peremfeltételt elégitik ki.
Kiindulva az

7= (1 - x) + clx(l -x) +c x2(1 - X)

2
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linedris kombindciébél
-1 - - o 2.2 _
R(x,cl,c2) = 1 hx + ci( 2+ 2x 3x°) + c2(2 6x
+ 3x2 - ux3).
A feltétell egyenletek:
} 2
f (x - x )R(x;ci,c2)dx =0
¢]

1
g (x2 - XB)B(x;cl,c2)dx = 0,

A szémitdsok végrehajtdsit az olvasdra bizzuk.

A
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Ill. FEJEZET
Parcialis differencidlegyenletek

3.1 A parcialis differencidlegyenletek osztalyozasa

Definicid: .

Azokat az egyenleteket, amelyekben valamely tobbvdlto-
z6s flggvény, annak legfeljebb n-edrendf parciglis deriv4lt-
jai, tovdbbd a fliggetlen vdltozdkbél alkotott kifejezések
szerepelnek, n-edrend{l parcidlis differencidlegyenleteknek
nevezzilk. Ha az ismeretlen flggvény és parciglis derividltjai
csak elsd hatvdnyon fordulnak eld, akkor a parcidlis diffe-

- rencidlegyenlet linedris.

’ Az n-edrendd parcidlis differencidlegyenlet mégolddsa
olyan n vdltozdés fliggvény, melyet az egyenletbe behelyette-
sitve, azt a vdltozdiban azonossdggd teszi.

A természetben lejdtszdds kiildnféle folyamatokat &lta-
léban olyan térvények irjdk le, amelyekben t8bbviltozds flgg~
vények szerepelnek. A v4ltozd mennyiségek lehetnek az idé,
valamely térbeli koordindta-rendszer koordindtdi, hémérsék-
let stb. EbbdSl mdr k¥vetkezlk, hogy a parciflis differencisgl-
egyenleteket széles kdrben alkalmazzdk. A k¥vetkezdkben sz
parcidlis differencidlegyenletek kidzll csak azokkal foglalko-
zunk, amelyek az épitémérndk gyakorlatdban legtSbbszdr for-
dulnak eld. Ezek midsod- és negyedrendi linedris parcidlis
differencidlegyenletek.

A médsodrendll linedris inhomogén parciilis differencisgl-
‘egyenlet dltaldnos alakja két vdltozds esetben

a(x,y)uXX + 2b(x,y)uXy + c(:x,y)uyy + L (x,y)ux +

+A0GYIug + Flxylu + Sx,y) = 0 (3.1.1)

ahol: a,b,c,,B,§,d adott flggvények, amelyek értelmezési
tartomdnyainak van kbzbs része

u= u{x,y) és uXy = uyX

Ha ka,y) £ 0, akkor a differencidlegyenlet homogén.

A linedris mdsodrendd parcidlis differencidlegyenletek le-
hetnek hiperbolikusak, elliptikusak, .parabolikusak egy bizo-
nyos (x,y) tartoményban, annak megfelel8en, hogy {csak a
b(x,y) = 0 esetre szoritkozva) fenndll:

a(x,y), c(x,yj # 0 é&s a(x,y), c(x,y)
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eléjele kildnbdzé (hiperbolikus d.e.)
a(x,y), ci(x,y) # 0 és a(x,y), c(x,y)
egyezd eldjelfl (elliptikus d.e.)
a{x,y) = 0 és c(x,y) = 0
kdzlil az egyik fenndll (parabolikus d.e.).
Néhdny nevezetes misodrendl linedris parcidlis diffe-

rencidlegyenlet (ha u = u(x,y,t), &+ az id6, x és y hely-
koordindta):

P

_o2 -
Upp & CTu 5 u = u(x,t)
¢ 41landd, hiperbolikus tipusi, mivel
2
a(x,y} = 1; clx,y) = - ¢

A rezgd hir mozgdsdt irja le, ezért nevezik a rezgd
hdr differencidlegyenletének.

Két kezdeti- és két peremfeltétel megaddsa esetén a meg-
olddsfliggvény egyértelmlien irja le a hir térbeli és iddbell
rezgésdllapotdt.

u = u{x,t),

¢ 4dllanddé, az un. hévezetésl vagy difflzids differencidl-=
egyenlet egydimenzids esetben parabolikus tipusd, mert Upy

egylitthatdja zérus. Ez az egyenlet irja le pl. a talaj-8ssze-
nyomdéddsdnak idébeli lefolydsdt is. Megolddsdhoz két perem-
feltétel és egy kezdetl feltétel sziikséges.

Laplace-féle differencidlegyenletnek, vagy mds néven
potencidlegyenletnek nevezzik az

Uy ¥ uyy = 0, u = ulx,y) (3.1.2)
differencidlegyenletet. Mivel

a(x,y) = e(x,y) = 1,

elliptikus tipusi.
“"Ha az u = u{x,y,z) hiromvdltozds fllggvény, az

U, * gy tu, E 0 (3.1.3)
a térbeli Laplace-egyenlet.

Ez az egyenlet az Orvény- és forrdsmentes vektorterek
potencidljidt hatdrozza meg. Jelentds szerepe van tébbek ki-
z8tt az dramldstanban is. .

A (3.1.2) és (3.1.3) egyenleteket a Laplace~féle operé-
tor segitségével
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alakban firhatjuk. A
Au = f(x,y)

inhomogén linedris differencidlegyenletet Poisson-féle dif-
ferencidlegyenletnek nevezzilk. A Polsson-egyenlet irja le a
membran lehajldsit tranzverzdlis terhelés hatédsdra.

A Laplace- és Poisson-egyenlethez peremfeltétel jérul:
egyetlen zmart gdrbe mentén Iirjuk eld

1. a fuggvényériéket (Dirichlet feladat)}, vagy

2. a fliggvény normdlis irdnyd derivdltjdt (Neumann fel-
adat) vagy .

3, a fiiggvényérték és a normilis irdnyd derivdlt lined-
ris kombindcidjdt (harmadik peremérték feladat).

A rezgd hidr differencidlegyenletének sikbeli megfelellbje
a rezgd membran egyenlete:

- L2 . - . <
U, = ¢ (uxX + uyy)’ u = ulx,y,t); ¢ &llandd.
A kétdimenzids - sikbeli - hévezetési feladat:

u, = 02(11X + u__); u = u(x,y,t), ¢ 4dllandé.

t X Yy
A
y y u
3" 3 u d'u
S 3+ 2 + = £(x,y) (3.1.4
8% 8x28y2 Iy !

vagy egyszeribb jeldléssel
AAU = £(x,¥)
differenciélegyeﬁletet biharmonikus differencidlegyenletnek

nevezzik.
A (3.1.4) egyenlethez tartozd homogén egyenlet

AAu =0
a rugalmas anyagl tdrcsa feszliltségfliggvényének differencidl-~

egyenlete. A (3.1.4) egyenlet lemez lehajlédsdt frja le tranz-
verzdlis terhelés esetén, mig az

2
Uy = ¢ AAug u = u(t,x,y)
e 4liandd, egyenlet a lemez rezgésének differenciélegyenlefe.
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3.2 A rezg6 hiir differencialegyeniete
Tekintslink valamely € hosszisdgd erével megfeszitett,

két végpontjdban régzitett tokéletesen hajlékony {rugalmas)
hirt.

X

l
NS

3.1 abra

. A koordindta-rendszer abszcissza tengelyét vilasszuk .
Ugy, hogy a hiir két végpontjdn menjen &t. A hir tehdt nyugal- .
mi helyzetben az x tengely egy szakaszédval esik egybe. :
Ha ebbdl a helyzetbdl egyik az x tengelyre merdleges irdny- -
ban kimozditjuk, majd magdra hagyjuk, akkor rezgd mozgis :
keletkezik, amelynél a hir egyes pontjai az [x,y] sikban,
az Xx tengelyre merflegesen a kimozditds sikjdban mozgdist
végeznek. Ezt a mozgdst akkor ismerjiik tdkéletesen, ha bar-
milyen t idépillanatban meg tudjuk mondani: milyen nagy a
hir x abszcisszdjd pontjdnak a nyugalmi helyzettdl mért u
kitérése. Az u kitérés értéke tehdt két vdltozdnak, az x
helynek és a t idének wu(x,t)-vel jeldlt filiggvénye. Az
u(x,t) fliggvényre a kdvetkezbkben differenciilegyenletet
fogunk felfirni. p(x) hosszegységre esd, fajlagos kills§ ter-
helés hatdsdra a hir egyensilyi helyzetének differencidlegyen-.
lete, ha csak kis lehajldst engedink meg:

2
P9l = - p(x) - (3.2.1)
dx : ) .

(P az eredd hizderd).

- Tekintslik a hir kis rezgéseit. Ez a mozgds kinetikai
egyenlettel irhatdé le. Az dn. d’Alambert-elv alapjén azonban
a kinetikai egyenletet statikai egyenletre vezethetjilk visz-
sza. A d’Alambert-elv kimondja, hogy minden mozgésdllapot
bdrmely idSpillanatban egyensilyi dllapotnak tekinthetd, ha
megfeleld tehetetlenségi vagy inerciaerdket veszetiink be.
Newton médsodik tdrvénye szerint a tdmegre haté erd egyenld
a tdmeg és a gyorsulds szorzatdval. Ehelyett azt is mondhat~
Jjuk, hogy a hatderd egyensulyban van az inerciaerével, me-
lyet a timeg és a negativ gyorsulds szorzataként definidlunk:

‘ d2u -
p(x) = @ —5 , (3.2.2)
dx : : .
ahol: §- a hir hosszegységre esd tOmege.
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Helyettesitsiikk a (3.2.1) egyenletbe az- inerciaerd
(3.2.2) kifejezését, s vegylk figyelembe, hogy az u fligg-
vény a helynek és az iddnek is fliggvénye, a derivdltak tehat
parcidlis differencidihdnyadosok:

82u _ 82u
Bt e
dx at
Vezessilk be a b - ¢~ Jel8lést, ekkor:
2

2 .
au 2 8u - (3.2.3)
ax° at? : _

A fentiekb6l lathatd, hogy a c2 4llandd a feszitéstdl és a

fajlagos tomegtdl fiigg.
A hir két vége rdgzitett, igy peremfeltetelelnk

"
)

u{0,t) = 0} u(f,t) = 0 - : (3.2, ﬂ)
homogén peremfeltetelek o
{Ha a hir végein gerjesztést alkalmaznak 1nhomogen peremfel-
tétel adodlk) . ‘

u(0,t) = u(t); u(l,t) =v(t).

A hilr kezdeti alakjat és kezdeti sebesseget a kegzdeti felte-i
telek adjédk:

w(x,0) = P(x) - (3.2.5)

(-2%) =y (x). | : (3.2.6)

A (3 2. 4), (3.2.5), (3.2.6) reltételek a megolddst egy-
értelmiien meghatdrozzdk: :
Megjegyzés: ]

Homogén linedris egyenletnek homogén kezdeti és perem--
feltételekkel csak trividlis megolddsa van. -

(A 3.2.3) differencidlegyenlet megoldisét Fourler—modszeré—
vel keresslik. ) :

Megkiséreljilk az u(x,t) fiiggvényt -

u(x,tj_= A(x) - T(t)

szorzat alakjédban meghatdrozni. Az ¥ fliggvény csak x- tol

a T pedig csak t-t81 fiigg. Ez a feltevés természetesen hem

mindig eredményes, de jelen esetben célravezets.: :
Jelolguk vesszével mindegyik fliggvénynek a saJat vdltozé-.

ja szerinti derivdltjé4t, akkor nyilvanvald, hogy
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2 2
Q_% = XM(x)-T(t) é&s a—% = X(x}-T"(t).
ax 3t

Helyettesitsiilk a differencidlegyenietbe. A kapott
eZ X(x)-T"(%) = X"(x)-T(t)
egyenletet pedig alakitsuk &t

2 T"(t) _ X"(x)
T(t)  X(x)

médon., : ,
A bal oldal csak a £, a jobb oldal csak az x vdlto- .
z6 flggvénye. A &t és x viszont fliggetlen véltozdk. Ha te- -
hiat két kifejezést a t é€s x értékétdl flilgetlenll egyen- -
18, akkor a kifejezések ténylegesen nem filgghetnek a t-t81,
ill. az =x-t81, szdéval dllanddk. Ugy is beldthatjuk ezt,

hogy ha pl. a jobb oldalon x helyébe 4llandét firunk, akkor

a bal oldali t fiiggvény ~ minden t-re - a jobb oldali &1-
landdéval lesz egyenld. Szamitdstechnikal okok miatt célszert
ezt az 4llandét -ooc-tel jeldlni. Az u(x,t) rfliggvény e
specidlis alakjdnak feltételezése folytdn a (3.2.3) diffe-
rencidlegyenlet megolddsa helyett a

2 2

¢ + o’ T =0 (3.2.8)
X" + Q§X =0 (3.2.9)

kbzbnséges differencidlegyenletekkel kell foglalkoznunk.
Ezek azonban kdnnyen kezelhetd, dllandd egylitthatdjd mdsod-
rendli differencidlegyenletek.

A (3.2.4) peremfeltételeknél vegyuk figyelembe (3.2.7)
szorzat alaki megolddsdt, akkor

X(0)T(t)
X(£)-T(t)

0

u(x,0)
u(Q,O)

0

A két feltételt minden idd8pillanatban c¢sak gy lehet ki-
elégiteni, ha

X(Q) = 0; x(g) = 0 - {3.2.10)

Keressilk most a (3.2.9) differencidlegyenletnek a .
(3.2.10) peremfeltételeket kielégitd, trividlistsl kiildnbs-
z4 megolddsiat. Ez sajadtérték-feladat. A differencidlegyeniet
dltalénos megoldédsa

X(x) = C1 COS WX + 02 sincowx.
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Mivel

X(0)

c, = 0,

X(R) = C, sinwl = 0.
a (3.2.10) feltételekbdl. _

A peremfeltételeket kielégitd, trividlistdl killonbszd
megolddst ¢sak akkor kaphatunk, ha

sinwl = 0, azaz ha wf = kﬁ} k= 1,2,....
Tehdt az

w0y = --%; K = 1,2,... \ (3.2.11)
sajéfértékeket kapjuk. Ennek megfelelfen a sajatfliggvények

¥, = sin % X; k= 1,2,... (3.2.12)
alakiak.

A (3.2.12) dsszefuggésbdl ldthatd, hogy a hir végtelen
sok szinusz alaki rezgést végezhet, ezek a huir sajdtrezgései.
Minden rezgésalak egy meghatdrozott sajédtértéknek - a sajét-
frekvencidnak - felel meg. A k = 1 é&rtékhez tartozd rezgés,
a hdr alaphangja, a tdbbiek az dn. felhangok (felharmoniku-
sok).

x=0 x=1

k = Talaphang
k=2

3.2 dbra

A 3.2 dbra a kifeszitett hir alaprezgését és elsd hdrom
felharmonikusdt szemlélteti. Ha a (3.2.11) Usszefilggés alap-
Jén dbrdzoljuk a lehetséges sajatértékeket, az un. frekven-
cliaspektrumot kapjuk (3.3 dbra).

Kévetkezd lépésként oldjuk meg a (3.2.8) differenciil-
egyenletet!

Figyelembe vesszlk w (3.2.11)-ben megkapott értékét.

Igy k
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hd
} k=
1 2 3 4 5 & %ﬁ
3. 3 dbra
Az altalanos megoldés:
mo= ) ku . Ejf . _
Ty _'Ak cos FY t + Bk sin g ts k=1,2,...

Végtelen sok megolddst kapunk.
A (3.2.3) parciglis differencidlegyenletnek az

U (x,8) = X, () -7, (8)

alaki figgvények mind olyan megolddsal, amelyek a homogén

peremfeltételeket kielégftik.

. . A kezdetl felteteleket azonban egy-egy fliggvény nem elé-
-gltl ki.

Feladatunk:
A kezdeti feltételeket is kielégitd megoldds meghatdro-
zdsa! A rezgd hir differencidlegyenlete homogén lineéris
_differencidlegyenlet. Ismeretes az is, hogy homogén lined-
_ris differenclalegyenletek partikularis megolddsainak lined-
ris komhindciéja is megoldds. A vegtelen sok partikulédris
mngoldas osszege az

*

‘ fi fi T
u{x,t) = X {x)eT, (B) = (A, cos —= t +
P = k co Tk of
’ o1 _]_I_{—:j‘t Ve 3 E{_Jﬁl_'-’ - ' ‘
+ B, sin Cg't) sin 7 X, . - (3.2.13)

“végtelen filiggvériysor., Ha ez & gor konvergens (a konverpgen-
cia klldn matemstikai bizonyitdst kivin, ezzel azonbah itt
nem -foglalkozunk), kielégiti a (3.2.3) egyenletet és a .
(3.2.4) peremfelteteleyet _ '

" Hatdrozzuk meg a (3.2.13%) sorban az Ay és 'By egylitt-

hatdékat tgy, hogy.a (3.2.5) és (3. 2 6) kezdeti feltételeket
is klelegltse' : '
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Helyettesitsiik {(3.2.13)-ba a t = 0 értéket, s (3.2.5)
figyelembevételével

o3 k/jT
u(x,0) = > | A, sin = x = Y(x).
= 2
k=1 C.
De ezek utén az A szamok meghatdrozdsa kinnyii, hiszen

k
azonnal latjuk, hogy itt az adott Y{x) fliggvény Fourier-
egylitthatdit kell kiszdmitani. Mivel a trigonometrikus sor
csak sinusos tagokat tartalmaz, azért a hir Kkezdeti alakjédt
megadd filggvényt a (0, £) intervallumon kiviil padratlan figg-
vényként kell periodikusan folytatni: 28 periddussal, Ezt
viszont nyugodtan megtehetjilk, hiszen a P(x) flggvény vi-
selkedése a (0,%) dintervallumon kiviil gyakorlatilag k&-
zO0mb&s.

3.4 &bra

Az Ak egylUtthatdk a kiterjesztett 13(x) fliggvény

Fourier-egylitthatdi.
¢ ~
-2 N S v
_Ak ) ‘fﬁ§)51n T E dﬁ .
Ugyanezzel a mdédszerrel hatdrozhatjuk meg a Bk szémokat is.
A (3.2.6) kezdeti feltétel ugyanis azt 411itja, hogy

Nk —
au(xzt) - (X) = Eoof Bkn sin kit x
ot ]x-x ¥ k=1 ol t

t=0
Terjessziik ki a Y {x) flggvényt 2L szerint periodikusan
és paratlan fliggvényként az egész szédmegyenesre! Fejtsiik
Fourier-sorba ezutédn q}(x)-et!
A Fourier-egylitthatdk:
-~
B Lk 1
K 2 . kU
- = — sin =¥ dE .

ct £ df(P(%) 2,% §
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Innen

B, = kk J W(%)Sln ku%dﬁ

Feladatunk megoldasa tehdt:

3.3 Rudak rezgése

Rudak rezgesegyenletenek felirdsakor ugyanazt a médszert
alkalmazzuk mint a rezg® hir esetében. Tekintsiink egy
hosszisdgi allando keresztmetszetl rudat, melynek tengelye
essék egybe az X tengellyel. A rid lehajlds differencidl-
egyenlete (1ldsd 2.10.20 &bra)

2

2
~LEs &) = p(x), (3.31)
dx dx

3.5 dbra

A ridd szabad rezgésének az egyenletét gy kapjuk meg,
hogy d’Alambert-elv alapjén a

_po du
§dt2

inerciaserdt tehernek tekintjik.
(3.3.1) felhaszndldsidval, s figyelembe véve, hogy az
u = u{x,t) kapjuk '

32 32u 82u
—(EJ =) + = = 0.
ax° ax2 § 8t2
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Feltéve, hogy E, J,§ 4llanddk:

R P S 3% . 0.
ax' BT g¢?

Hatdrozzuk meg a rid sajdtfrekvencidjdt!
Keressiik szorzat alakban a (3.3.2) differencidlegyenlet
megolddsat:

ulx,t) = Z({x)-T(t)

A feltételezett megoldédsfiggvényt a rezgé rid (3.3.2) egyen-
letébe helyettesitve:

(IV) & Soon -
Z +T + BT Z.7 0. .
Rendezzilk az egyenletet és osszuk végig a Z°T figgvénnyel:

£s 2V

§ 4
A bal oldal csak x, a jobb oldal a +t vdltozdé fliggvénye.
A két kifejezés a vdltozdktdl fliggetlenlil egyenld, tehat

Tﬂ
- . (3.3.3)

d4llandé. Legyen ez 032.
fgy (3.3.3) két egyenletre bomlik:

2
Z(IV) _9EJ Z = 0’ TII + ®2T = O (3'3-1‘)

A sajdtrezgéseket a (3.3.4) egyenletbdl hatdrozhatjuk meg.
Vezesslk be a

2
ph e S (3.3.5)
jelolést!
20V _ ply <o,

Ez negyedrend{l 411anddé egylitthatdju linedris differencidl-
egyenlet. Altaldnos megolddsa:

Z(x) = A ch{bx + B sh/%x + C cos AX * D sin/3x
Vizsgdljuk a megolddst kiilénbdzé peremfeltételek mellett:

a) Tegyik fel, hogy a rud két végpontjdn csukldsan van
aldtdmasztva. Ekkor peremfeltételeink: .

"(0) = 0; Z(R) =0
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Z"(0) = 0; Z" (L) = 0,

Az x = 0 helyére felirt egyenletekbdl:

A+ C =20

A-C=0
tehdt

A=2C=0.

Z(x) = Bshfx +D sin[f,x.

x = L esetén:

B shpl + D sinpl = 0 (3.3.7)

Bshpl -Dsinpl =0

Homogén linedris egyenletrendszert nyertiink B és D meg-
hatdrozdsdra. Trividlistdl kiildnbbzd megoldds akkor van, ha
a rendszer determindnsa zérus, azaz, ha

-2 sh{%ﬁisin ﬁi = 0

[3E¢ 0, tehdt a determindns értéke csak akkor lehet zérus,
ha

sinpl = 0.

Innen

kI

1

(3.3.7) Usszefliggésbdl kdvetkezik, hogy ez esetben B = 0,
D hatdrozatlan.

Ll

- . L
Z(x) = Dk sin g’x . .
Ezek.a rid sajdtrezgései. A sajdtfrekvencisdkat a (3.3.5)
Osszefliggés segitségével hatdrozhatjuk meg:

EJ 2
Cl)= .§_ (b
ahonnan
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22
Vo kI EJ
S EA (3.3.8)

A 3.6 abrdbdl ldthatd, hogy a csuklds rid rezgésképe meg-
egyezik a rezgd hiréval, mégis, ha dsszehasonlitjuk a (3.2.11)
és (3.3.8) kifejezéseket, lényeges kiildnbséget taldlunk a
sajdtfrekvencidk eloszldsdban. A rid sajdtfrekvencidi ugy nd-
vekszenek, mint a természetes szdmok négyzetel, mig a hir
frekvencidi a természetes szdmokkal aridnyosak.

| .

149 16 25 36 49  T2[EL

AN

3.6 dbra
b) Vigsgdljuk az [ hosszisdgd x = 0 pontban befoga-
dott konzolt! Peremfeltételeink (1.2.10.E pont) a befogis
helyén, az x = 0 esetén
Z{(o} = 0, Z’(o0) = 0, (3.3.9)
a szabad végén x = L-nél

Z"(L) = o0, 7" (L) = 0. (3.3.10)

A (3.3.9) feltételeket helyettesitsik a (3.3.6) megoldas-
fliggvénybe:

Z{o) = A + C =0
2’ (o) E[B(B + D} = 0.

Innen

C=-ha s D = - B,
ezért

Z(x} = A(chpax - cos[dx) + B(sh,%x - sin{sx).
A (3.3.10) feltételekbdl:
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2(L) = A p°(chpl + cospl) + BR(shpl + sinfe) = 0
g2 (€)= A,(&}(sh{LE - sin[b_:?,)+B f{)z’(ch (5P,+cos [5.?.} = 0.

Az egyenletrendszernek trividlistdl kildnbbzd megolddsa van,
ha a determindnsa zérus:

0.

t

{65[-(01'1[3’:2 + cos{Z)ll)2 - (Shgﬁﬂ - sinz[_l,ﬂ)_]
Ebb61 [5# 0, s igy

ch®l + 2chpl cos Pl + cosTpl - sh®pl + sinpl = 0,
tsszevonva: ?

(chzfg?, - shz[s'ﬂ) + sin2[51?_+ 0052[52) + 2 chpl cospl = 0.
Tehdt

2(1 + ch[BE-cos(ﬁ,’E) = 0.
A megoldhatdsig feltétele:

1
cos ﬁ)ﬁ = - Eh_ﬂ,ﬂ, {(3.3.12)

A kapott transzcendens egyenletnek végtelen sok megolddsa
van. A gybkdket pl. grafikusan hatdrozhatjuk meg.

y =cosg!|

06T T 49T,

(4
T
2
'
1

Al

S
chpgl

y:

3.7 abra
Az epyenlet elsd néhany gyobke
P = 0,600 1,490 2,50



Mivel értéke ﬁf. ndvekedésével zérushoz tart, a fo-

N
chpe
vabbi gyOkiket kieldgitd pontossdggal a
cos ﬁE = 0

egyenletbél hatérozhatjuk meg. Innen

pl= (k- HT.

A sajédtfrekvencidkat a (3.3.5) Osszefilggésbdl szdmithatjuk

ki
- n2 [EL
wk‘ﬁk o

Nagyobb sajdtfrekvencidk jé kdzelitéssel az

2
1 —~ 2 ——
(k - 3) U° fgg
@y - )

22 S
képletb8l kaphatdk.
Innen a sajatfrekvencidk meghatdrozhatdk, ha /5k érté-
két a {3.3.5) Osszefliggéshbe behelyettesitjlik.
A (3.3,11) egyenletrendszernek megolddsa az

C =-C
K B - K

chpkz + cos@k% 2 shpkg + 31n/5kg
értékpdr, ahol Py @ (3.3.12) egyenlet gydke. Ezzel a sajdt-
fliggvények

A =

chﬁkx-- cosﬁkx shpkx - sin(;\k X
chp i+ cosp 1 - sha, L+ sin 3, T

Zk(x} = ck[

A konzol szabad rezgéseit és frekvenciaspektrumdt a 3.8 dobra
szemlélteti,




’ W
e, - T = T 5 25 10 lcg' lr.lﬂ.
T % !"V_?_

3.4 A hivezetés differencidlegyenlete

Valamely { hosszisédgd rdd két végpontjdt tartsuk 41-
landdan nulla fokon. A rddban levd hémérséklet-eloszlédst

t = 0 idépillanatban az
u(x,0) = y(x)

fliggvény adja meg. Keressiik azt a fliggvényt, amely tetszéle-
ges t didépillanatban lefrja a rddban levd hdmérséklet el-
oszlédsdt.

Az ismeretlen, kétvdlteozds u = u(x,t) hémérsékletfiigg-
vénynek - a fizika tdrvényel szerint - ki kell elégiteni a

’%% = o2 2 ;1 (3.4.1)
Ox
parcidlis differencidlegyenletet az
u(0,t) = 0 u{l,t}) = 0 {(3.4.2)

kertileti és
u(x,0) = ¥(x) (3.4.3)

kezdeti feltételek mellett. Mivel a differencidlegyenlethen
a t szerinti elsd derivdlt szerepel csupdn, azért egy kez-
detl feltételt szabunk. .

A differencidlegyenlet megoldédsdt Fourier-mddszerével
keressiik.
u = X(x)T(%t) (3.0.4)

Ekkor

= X(x)T*(t)
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._a._‘i = X"(u) . T(t)

lesz. Ha ezeket a differencidlegyenletbe beirjuk, majd a val-
tozdkat szétvdlasztjuk, akkor eldszdr asz

X(x)T? (£) = ¢2X"(x) - T(t)

majd
T2 (t) _ 2 X"(x) _ 2
._.(Tb..)___ f's] _.TYF_ _d’

egyenletet kapjuk. Ez pedig a két k¥zdnséges differencisl-
egyenletbdl 4116

T2 () + L2T(t) = 0 (3.4.5)
2 .

X" (x) +°L2 X(x) = 0 (3.4.6)
c 1

rendszerre bomlik.
4 (3.4.4) alaki megolddst feltételezve a (3.4.2) perem-
feltételekbdl

u{0,t) = X(0)-T(t) = 0

u(d,t) = x(&)-v(t) = o0,
ahonnan

X(0) = X(&) = 0 (3.4.7)
adédik.

Meghatdrozandd a (3.4.6) médsodrend(i homogén linedris
differencidlegyenlet (3.4.7) peremfeltételeket kielégitd
trividlistél kiildnbdzd megolddsa. A differencidlegyenlet 41-
taldnos megoldédsa

A{x) = C

ol .
cos — x + C, sin g&X.
c ¢

1 2
Sajétérték-feladatot kell megoldanunk, Tsv

X(0) =¢C, =0

1

X(¢) = ¢, sin % L= 0,

azaz a feladat c¢sak akkor oldhaté meg, ha

353




%g:k'ﬁ:; k= 1,2,...

Innen a sajidtértékek

ek W

oy = 7T ) (3.4.8)

és a sajasfliggvények _
kI

Xk(x) = sin =5 (3.4.9)

A (3.4.5) els@rendl differencidlegyenlet megolddsdt a vdl-
tozék szétvdlasztdsdval hatdrozhatjuk meg.
(3.4.8) figyelembevételével

2 2.2
™ (L) + C—IE;E—T(t;) = 0

aéaz
™ (t) _ _ i
TEY T T2
Integrdlva
kT, 2
EnT=-—(EI~l)t+E.nA,
igy
_(cKT 2
- £
Tk Ake

A (3.4,1) differencidlegyenletnek a (3.4.2) peremfeltételeket
kielégits partikuldris megolddsai:

_ckily 2
(‘ET) t W
uk(x,t) = Dke . sin 7 %5 k= 1,2,00

Ezen megold4sokbdl képzett végtelen sor - amennyiben konver-
gens - a differencidlegyenlet linearitédsa miatt szintén meg-.
oldds, s a peremfeltételeket is kielégiti. Az

2
oo 0 ot
u(x,t) = J__ uk(x,t) = > Dk sino—é'E xe K
k=1 - k=1 )

fuggvényben szerepld D szamokat végll az

Kk
u(x,0) = Px)
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kezdeti feltételbdl hatdrozhatjuk meg. Ez a feltétel ugyanis
a

00 o0 ~
:Dk sing—('—l-{-x=Z:DksinEL}-=Y(x)
k=1 e k=1 L

egyenléségre vezet. Ha tehdt a jp(x) fliggvényt Fourler-sor-

ba fejtjlk, akkor a Dk értékek Osszehasonlitédssal leolvas-

hatdk. A rid tengelye mentén a kezdeti hémérséklet-eloszlds
filggvényét pdratlannak és 2! szerint periodikusnak tételez-
ziik fel Ugy, mint azt a rezgd hir esetében tettlk azt a kité-
rés fliggvényével.

o1 o e G

A keresett megoldéds

oo -(kE)E ~ o
ulx,t) = % Z:i[e hf ?(%)sin Kzfﬁsin E%’x d%].
k= o

3.5 Parcialis differencialegyenletek numerikus megoldéasa
rdcsmoédszerrel

A véges differencidk médszere linedris differencidlegyen-
letek esetén a parcidlis differencidlegyenleteknél is lined-
ris egyenletrendszerre vezet, ezért itt is széles kdrben al-
kalmazzik., A tovdbbiakban itt csak a mdsodrendl parcidliis dif-
ferencidlegyenletek megolddsdra alkalmazzuk és ott is csak ab-
ban az esetben, ha a tartomdny hatdrai a koordindtatengelyek-
kel pérhuzamos egyenesek. A késSbbiekben még egy olyan megkd-
tést is teszlink, hogy lépéstdvolsdg a két koordindtatengely
irdnyéban egyenld, mert ez tovdbbi egyszeriisitéseket tesz
lehetévé,az alapfogalmak ismertetése kapcsdn azonban ilyen
megszoritdst még nem teszink.

Legyen a vizsgédlandd tartomdny téglalap. A lépéstavolsag
az x iranyban h, az y irdnyban pedig k (3.9 &bra).

A btartomdny hatdrén a keresett filiggvény az el8irt értékeket
veszl fel.

Az osztépontok {(rédcspontok) koordindtdi

Xy = Xo + ihj yj = yo + jk.
A keresett kétvdltozds figgvényt

u = ul(x,y)
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Xg %y Xn

3.9 dbra

médon jeldlve, az egyes parcidlis derivdltak a kdvetkezd dif-
ferencidlhdnyadosokkal helyettesithetdk

Quy o lirl,j ;hui'l’j

‘e -~ iU,
.(_5) zbul,J+1 - i,j-1

. . - . = T . .
ul‘l‘l,.] 2ul,.] ul—lsJ
2

PR - . .t . o
2, SO L e 0% M O 51
- ~ 5

dy° 1i,j K

(a?(Zu) L ie1,5e1 T “i+1,J'-11‘hl'( Mioq,i41 " Y41 5-1
v, .~ .
J

Tk e
.Péiésbn—egyenlet differenciaoperétora k = h esetére a kié-
vetkezd

8211

2
S i 1 -
NPT A TR IR RO TP TR
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Ezeket az operdtorokat dltaldban egy sémdval szoktdk megadni,
melyben csupdn az egyilitthatdk vannak feltiintetve, az indexe-
ket a séma a képletnél is jobban szemlélteti. Példdul ese-
tinkhen

1
_3_2_E+i2.l‘l— 1 —l[ 1 .1_.
2 2 2
3x Oy h
1
Példa:
Szdamitsuk ki az
82u + 62u -
) S 2 - X
Ox dy

differencidlegyenlet rdcsponti &értékeit, ha a peremen u = 0,
a tartomdnyt és a rdcspontok elrendezését pedig a 3.10 4bra
mutatja.

1y
- T T "
A | I
1 ]
1
_____ 13 _ |12 _13__]
! 1
1 i
| |
2 [ 12 .
2 ) { .
i3 _J2 13
l 1
l !
3,10 &bra

Szimmetria miatt csak hdrom rdcspontbeli fliggvényértéke-
ket kell kiszamitani.
] A feladatban h = 0,5 é&s igy a differencidlegyenletnek
megfeleld egyenletrendszer

-Hui + u2 + u, + u, + gg = 0
up - 4u2 + U + U =0
wy * oy - A, = 0,5.0,540,5°

Rendezés utidn
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1 2
u1—4u2+2u3=0
2u2 + ﬂuB = 0,0625
melynek megoldédsa
g T u, S - 0,015625; u3 = - 0,0234375
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|. FEJEZET
Differencialgeometria

1. Térgdrbe elballitasa, érint8vektor

A térben mozgd pont egy gbrbét ir le. Ha a mozgds ide-
jének minden t i1dgpillanatdban meghizzuk az O origdébdl
a P ponthoz az OP vektort, akkor olyan helyvektort ka-
punk, amely a t iddével egylitt vdltozik. Ezt a kbvetkezd-
képpen jeldljik:

r = r(t), teﬂé:ﬂ =

ahol: %,Q] véges vagy végtelen intervallum a szdmegyenesen.
Az r(t fliggvényt vektor-skaldr filggvénynek nevezzik.

Ha az »r{(t) vektort valamely koordindta-rendszer alapvek-
torail szerint bontjuk fel, akkor az

r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k

egyenldséget kapjuk.

Egy gdrbén lényegében egy
flggvény helyvektorainak végpont
érteni.

t &€l vektor-skalar .

),
bé1l 4116 ponthalmazt fogunk

r(t
Jjéb

1. Definicid:
Az riti vektor-skaldr fliggvénynek a ¢t = to helyen
& a hatdrértéke,

lim r(t) = a ,

t—t
0

ha tetszéleges E>0-hoz létezik olyan & (€) szdm, hogy
ig(t) - a|< & hacsak |t - tof< 3(ey.

2. Definfcio: ’
Az "r(t) vektor-flggvény folytonos a t = to helyen,

Ha ezen a helyen van hatidrértéke és az megegye21k a helyet-
tesitési értékkel, vagyis

1im  r{t) = r(t ).
t—>to

Mepjegysés,
Kbnnyen beldthatd, hogy a
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Lim r(t) = a

t—*'to

hatarérték pontosan akkor létezik, ha az x(%}, y(t),‘ z(t)
fliggvények hatdrértékeil is léteznek, a to helyen tovéabbi
az r(t) fiiggvény pontosan akkor folytonos egy t = t0 he-
lyen, ha a koordindta filggvényei folytonosak ezen a helyen.

A skaldr fliggvények hatdrértékképzésének tdrgyaldsdnil
megismert néhdny tételt lényegében védltozatlan formdban mond-
hatunk ki.

1.1 Tétel

Ha Tr(t) és g(t) két vektor-skaldr figgvény és f(t),
g(t) két skaldrfilggvény, tovdbbd ezeknek a fliggvényeknek a
t = to helyen van hatdarértéke, akkor

1im [F(6)r(t) + g(t)q(e)] = 1im £(t) lim r(t) +
t‘*to t—>t t“*to

+ lim g(t) lim q(%)
t—*to t”*to

vagylis Osszeg hatdrértéke tagonként, szorzat hatdrértéke té-
nyezdként képezhetd.

A tételt nem bizonyitjuk.

Tekintsiik most az r = r(t) gbrbe

t, €s t_ +Ab, At>0

paraméter értékeihez tartozd helyvektorokat. A két vektor 41-
tal meghatédrozott

r(t, + t) - rv(t))

hirvektort osszuk el a At paramétervdltozdssal, ekkor a
hirvektorral parhuzamos vektort kapunk.

1.3 Definicid
Az r(t) vektor-skaldr flggvényt differencidlhatdnak
nevezziik a to helyen, ha 1létezik a

. orle  #8) - ple)

1lim AT
At—0

hatdrérték. Magdt a hatdrértéket az r(t) to—beli differen-

cidlhdnyadosdnak, vagy derivdltvektordnak nevezzik ¢és az
dr -

r — i imbélummal jeldljiik.
r(t) vagy a IT lt:to szimbdlummal jeldiji

362



~N
L+

Sy
&, L“oqr b\\

X 1.1 dbra
1.2 Tétel: ' .
Az r(t)} vektor-skaldr figgvény tO pontbeli derivdlt=
ja akkor létezik, ha a fliggvény koordindtdi a to "pontban

differencidlhatdk. A derivédltvektor koordindtdl a vektor ko-
ordindtiinak deriviltjaival egyenldk.

Bizonyi{tds:
r(t_+At) - r(t )
r(t,y = 1im 7% — =
At—=>0

(t + At) - x{(t ) y(t +At) - y(t))
=1imf(° 0 i+ —2 & o+
At —=0 At = At
. z(to + At) - z(to) k]

At -

Az 1.1 tétel felhaszndldsdval
r(t)) = x(e )i+ y(t )i + 2(t Dk
addédik.

A differencidldsi szabdlyok a skaldr-filggvényeknél meg-
ismert szabdlyokhoz hasonldak.

1.3 Tétel:
Ha az r(t) &s g(t) vektor-skaldr flggvények, valamint
az  T(t) s “g(t) skaldr fliggvények differencidlhatdk, akkor

dr(t) dg(t)
a. . . 1. _—
qeis )+ alt) s —gg v —5¢




H O] = £16) 57 + J r(6)

FEt)ale]} = 5z ale) + rlt) -

(=)

g r dg
FeE(t)xale)] = g5 xa(e) + olt) x ¢

A tételt nem bizonyitjuk.
A derivdltvektor felhaszndldsdval felirhatjuk az r =
= r(t) gdrbe to pontbeli érintd egyenesének az egyenletét:

R

r(t,) +)L‘£(to) (=o0<A<too)

ahel: R az érintlegyenes futdpontjdnak helyvektora.
Ha ;(to) egyik koordindtdja sem zérus, akkor az érintd

egyenlete az

X - x(to) Y - y(to) Z - z(to)
x(E) © T y(s) T T a(E)

alakban irhatd.

1.2 4dbra

Példa:
1.1 Hengeres csavarvonal

Az 4 alapkbrsugard, 2z tengelyll egyenes kOrhengerre
irt csavarvopalat megads rit) fliggvény koordindtds eldsl-
litésa :
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r(t) =acos ti+asint j+btk

ahol: b = allandd.
£

o paraméterértékhez tartozd érintd egyenletrendszeve:

1)
[s]

A
X cos to - Aa sin to,
Y = asint +Aa cos £y (-oo< AL + o)
2= b t_+Ab.

0

Szdamitsuk ki az érintdnek az @,j] sikkal alkotott hajldas-
szdgét. Ennek a szdgnek a szinuszit dgy kapjuk meg, hogy
kiszdmitjuk a pdtszdgének a koszinuszdt, azaz az érintd =
tengellyel bezdrt szdgének a koszinusgit.

r{t)k b
cos“S’ = (t) =

r
= a2'+ b2

nem fligg t-tdl, csavarvonal érintdje tehdt az Eg J sikkal
4l1llandé szbget z4r be.

1. Kiegészitd meg3egyzesek'

Ha az r»(%) = x(t)i + y(t)j + z(t)k térgbrbe x(t),
v(t), =z(t) "koordindtafliggvényeitdl csak a folytonossdgot
koveteljiik meg, akkor az r(t) térgdrbe még rendkiviil bonyo-
lult lehet. A differencidlgeometridban csak un. egyszer( gér-
bét tekintiink, amelynek szemléletes képe egy meghajlitott
drétdarab, s amelynek tulajdonsdgal matematikailag a kévetke-
zd médon fogalmazhatdk meg:

1.4 Definicid

Az r(%) folytonos gdrbét egyszeri gdrbeivnek nevezzik,
ha az r(t) vektor-skalidrfiiggvény kdlesdndsen egyértelmiien
felelteti meg egymdsnak az @db] intervallum €8s a girbe
pontjait.

Az r(t) fiugegvény kdlcsdnds egyértelmiiségének az a fel-

tétele, hogy az a,ﬁ] intervallum barmely két t1 # t2 pont-

jéra r(ti) # r(t2) legyen, azaz [x(tl) - x(tzﬂ 2+

+[Y(t1) - y(tzﬂz +[Z(t1) - z(t2)]2 0 teljesllljdn, vagyis
az r(t) térgbrbe nem metszheti dnmagdt.
Az egyszerll gdrbére illeszkedd pontok mindegyikének pon-

tosan egy paraméterérték felel meg €s ez a hozzdrendelds
folytonos is: ha P P2,...,Pn ... az r(t) gdrbe pontjai-

nak olyan sorozata, amelynek hatdrértéke P, akkor P is a
gbrbe pontja, s ha a P pontnak megfeleld paraméterérték +,
akkor tﬁ—at » ha tn a Pn pontnak megfeleld paraméter=-
érték. ’
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Az egyszeri gdrbeivet leird r(t) vektor-skaldr flgg-
vény tehdt inverzzével egyiitt folytonos.

1.5 Definicid:

Az inverzzilkkel egylitt folytonos leképezéseket topolo-
gikus leképezéseknek nevezziik.

E definficié alapjan az egyszeri gbrbeiv zart 1ntervallu
topologikus képe. A differencidlgeometriai targyaldsok soranj
negkbveteljlik_tovdbbd, hogy az r(t) vektor-skaldr filggvény-
az [a £t < b] intervallum minden pontjdban differencidlhaté:
legyen, jf%) folytonos legyen és sehol sem legyen zérus.

2. Térg0rbe Ivhossza

2.1 Definicid B

Tekintslk a térgdrbedarabba beirt tdrdtt vonalak finomo”
46 sorozatdt, ahol a finomodds aszt jelenti, hogy a térdétt vo.
nal leghosszabb szakasza zérushoz tart. Ha ezen beirt {ino- °
modé t8r&tt vonalak hosszdnak barmilyen tordtt vonral sorczat'
esetén van hatédrértéke és mindig ugyanaz az s sgam, akkor
azt mondjuk, hogy a gdrbedarabnak van Ivhossza (rektilfikdlha:
té) és ezt az s értéket a pgbrbeiv hosszdnak nevezziik.

2.1 Tétel
Ha az r(t) a Bo: ) zdrt intervallumban folytonos,
akkor az r = r(t) fﬂggvgnnyel megadoti, a {}o"é] parazmé-

ter-intervallumhoz tartozd gdrbedarabnak van ivhossza €
értéke

Ty T
5 = t/‘ }i(t) dtl= ﬁ[— \Viz + y2 + 2% dt.
o 0
Bizonyitéds:
Irjuk be az

r=r(t), ¢t

A
[
1A
=]

o] o)
ziryenletd térgbrbébe a
to(t1<t2<...<u = 1

sontdpontok d4ltal merhatirozott térdtt vonalst.
.. kapott poligon hocsza nylilvéan a

Posir(t,) = rle )ie Te(t,) - et )i oo 4

- -



Hee ) - el )

kifejezéssel egyenl®. Ha tekintetbe vesszlik, hogy

r(t.) - r(t, )
— i = i=-1 _ ) , _ _
e = E(ti) + Eig (L\ti = ti ti_l)

ahol a differencidlhdnyados értelmezése miatt

r(t;) - o(t, ;)

i-1
Ati

- r(ty)

akkor az kdvetkezik, hogy

n

o jr(ty) - r(t,

4
- LA .
n - = E;E(EE(ti)||Atil+|E-

|
i Ati|)

1|
Vizsgdljuk most a P, Osszegnek a fenti felosztdshoz tarto-
7§ integrdlkdzelitS-8sszegt8l vald eltérését! Legyen

L& y0ty)
n .
P T 2 (T AY Z(l( £(6y)| faty| +|m; oty
-[2(T) atg)) $
5 'ﬁzi_'l ' !
= f:“rlr(t Naes 4 Tlar; +{mg at
n . Vo \_l
;(E(ti)l SECEDDY Aty + 20 img| Aty

Felhaszndljuk az ]a+b§-ra + b| hdronszbg-esyonlidt lenséget.
Finomitsuk most a [t ,10; intervallum rfelosztisdt

W T

2
max Ati—>0 teljesiiljdn és haszndljuk fel, hogy az r{%)
egész zdrt intervallumban folytonos. Ekkor a vizsgs4alt 3so-
szeg els8 tagjdban

. - - B
Ti—*ti miatt g(Ti)_+£(ti;

Mésrészt kimutathatd, hogy i( ) fo ytonossédga miatt
kiilonbsézi hdnyados eryenletesen (azaz a ti helytdl 74—

etlentil) konversdl oz z(ti) dii;ercnciélhﬁnyzdo*h

s : T gt et e e Y 4 e T e
varyis az oon,t Srilive adobt beesllondl oo Y ne

il




a ti helyt&l. Ha a felosztdsi sorozat elkészitésénél mér
mindegyik At kisebb mint §(¢), akkor

'>—_' [mleti< e(T, - t.)

ktvetkezik. A gdrbedarabba beirt térdétt vonal hosszdnak a
tételben adott integridl kdzelitd Gsszepétdl vald eltérése
tehdt zérushoz tart, ha a

max Ati—+0,
s ezzel a tételiinket bizonyitottuk.

Ha az ivhosszmérés végpontjdt a tetszlleges r(t) pont-
ban valasztjuk, akkor f

L . LN ATy 2,0 5
s{t _,t} = f'lr(T)ldL = f.vfx (1) + y(T) + z9(T)4T,
° % - t

(Az integrdcids vdltozdt L -val jel®ljik, t most a felsd
hatart jeltli.)

Mivel az integrandusz pozitiv, ezért az s(t_,t) szigordan
monoton névekvd fliggvény. ©

=lf(t)|=\/k2(t) + §2(6) + 2%(s)
miatt az s(to,t) differencidlhatd, ezért sziikségképpen

folytonos. .

Mindezek miatt az s = s(to,t) flggvénynek létezik a
t = t(s) inverze. Az r(t) vektor-skaldr fliggvényen tehdt
végrehajthaté a t = t(s) paramétertranszformicid:

r = rit(s),
azaz a térgbrbét e146411itd flggvény mindig felirhatd az iv-

hossz fliggvényeként (ivhossz-paraméterezéssel). Ezt a para-
métert "természetes paraméternek' nevezzlik.

2,2 Tétel: :
Az ivhosszra, mint paraméterre vonatkoztatott giirbe erln—f

t8vektora egységvektor,

Bizonyitds:

d S

ar dr(t(s)) - ax(e(s)) ., du(e(s)) - az(i(s)) | .
ds ds ds — drs o ds a

S
[N
()



dt

=X =i+y %% j+ % ko= (xi+ yj+ zk)- I -
r

dr dr 1
I "a " a "ds - L E
gt |zl

Itt felhaszndltuk a kdzvetett skaldr-filiggvény differen-—
cidldsdra vonatkozd lancszabdlyt és az inverz fliggvény deri-
vdlasi szabdlyat.

A tovabbilakban az ivhosszparaméter szerinti derivdltat
megkiilénbdztetéslil r’-vel jeldljlk.

Megjepyzés

A 2.2 tétel bizonyitdsdbdl kiolvashatdé, hogy a vektor-
skaldr flggvények d1fferenc1alasara is igaz a lancszabaly,
azaz

ar [6(s)]  arfe(s)) 4
ds - T at * ds

Példa
2.1 Vezessllk be a hengeres csavarvonalon az ivhosszat
paraméternek! Az 1.1 példdban ldttuk, hogy

r(t) =acosti+asint j+btk

65 |2(6)] = Va2 + b°.
Legyen ©_ = 0,
o N -
s(t) = f\/a2 + b2 dt = t\/a2 + b°
0
Innen t = t{(s) = 5
2 2
a + b

Ezt a girbe egyenletébe helyettesitve az

r(s) = a cos i+ a sin

- i+hb s k
\/ + b \/a2 + b° \/a2 + b2

el84llitdst kapjuk. Az s paraméter szerinti derivdldssal
meggyzbdhetink arrdl, hogy |£’|= 1 wvaldban teljesil.




3. Simulésik, kiséré haromél

Tekintsiink a gdrbén hdrom nem kollinedris {nem egy egye-
nesre illeszked6) egymdstdl kiildénbdzd Pl’P2’P3 pontot.

Ezek minden helyzetben egy sikot hatdroznak meg. Ha a Pi’
Pa
az &ltaluk meghatdrozott sikok hatdrhelyzetét a térgbrbe Po

,P3 pontok mindegyike a gdrbe PO pontjédhoz tart, akkor

pontbeli simuié sikjdnak nevezzik, feltéve, hogy ez a hatdr-
helyzet mindig létezik.

3.1 Tétel

Legyen a gbrbe egyenlete kétszer folytonosan differen-
cigdlhaté, vonatkoztassuk az Ivhosszra, mint paraméterre és
tegyilk fel, hogy r»* # r" a PO pontban. Ekkor a Po pont-

ban van simulésik és normédlvektora
3 1
r’(s ) x r"(sy),
.Bizonyitds: .
Tekintsik a gbrbe hdrom nem kollinedris Pl’PZ’PB pont~-

jadt és tartson mindegyik a Po ponthoz. A hdrom pont 4ital

kifeszitett sikok hatdrhelyzetének meghatdrozdsdhoz szliksé-
giink van egy pontra és a normdlisra. Mivel a siksorozat P1

pontjaibsl 4116 pontsorozat tart Po-hoz, igy csak azt kell o
megmutatni, hogy a siksorozat megfeleld n normdlvektorainak
sorozata is konvergdl az

r’(s ) x r"(s,)  vektorhoz.

Legyen a Pi’Pz’P3 pontokra illeszkedd sik Hesse~féle egyen-
lete
"Rn-p=0
Tekintsik most az
r(s)n - p = £(s)
filggvényt egy rdgzitett Pl’P P hdrmasra, ‘tehdt az n és

2273
a p 4llandé. Ez a figgvény az 51,52,33 pontokban zérussé

valik és az [si,sﬂ illetve az [?2’53] zZart intervallumokban

folytonosan differencidlhaté. fgy alkalmazhatd rd Rolle-té-
tele, mely alapjan van olyan
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Ve

ske(sl,sz) és 5*16(32,53)

s r’(s*k)-

(128

hogy g’(sx) en =0 n=0

Az (s#,sxx) intervallumon az r’(s).n fiiggvényre is-

mét alkalmazhaté Rolle-tétele, tehdt Van olyan

% _x%
)s

A n A -
sE(s",s hogy r'"(s)'-n = 0

Ez viszont azt jelenti, hogy

A A
nlr?(s), nlr"(s).
Ha most
Pi,PZ,PB——hPo, azaz 31’52’53'_*80’

akkor sx és & is az 8, paraméterértékhez tart, tehdt

n tart egy az r’(s ) és r'"(s ) vektorokra merdleges

vektorhoz, azaz egy egyérielmiien meghatdrozott hatérérték=
hez. Igy a simuldsik egyenlete

(R ~ E(So) s r’(s.), r"(so)‘= 0

A kdvetkezd pont 4.2 tételéhez flzbtt megjegyzés sze-
rint az pr> x r" vektor pdrhuzamos az r x r vektorral,
fgy a simulésik egyenlete tetszlleges ¢ paraméter esetén

|R - r(t)), B(t.), E(t )= 0,
vagy koordindtasan kifrva:
X - x(to) Y- y(to) 7 - z(to)
x(t,) y(t) 2t )} = o.
#(t) y(s) 2(t,)

A geometriai vizsgdlatokat sokszor jelentdsen egyszerldsiti
a megfelelden vdlasztott koordindta-rendszer. Most a girbe
minden pontjdhoz egy ortogondlis hdromélt (triédert) fogunk
rendelni, melynek vektorait a koordindta-rendszer egységvek-
torainak vdlasztva a gdrbe vizsgdlata klllén¥sen egyszerd.
Ezek a vektorck és ezek sikjai a tovdbbiakban fontos szere-
pet jatszanak.

Legyen a gdrbe a tovdbbiakban kétszer folytonosan 4if-
ferencidlhatd. Tekintsik a gdrbét az ivhossz-paraméterre vo-
natkoztatva és kivdnjuk meg, hogy az r"(s) sehol se legyen
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zérusvektor. Az emlitett ortogondlis hidromél elsd vektora
legyen az r’(s) érintévektor, amely egységnyi hosszui és
t(s) -sel szoktdk jeldini.

- A misodik vektor legyen az érintlre merdleges, a simuléd-
sikra illeszkedd egységvektor. Mivel az r" benne van a
simuldsikban és az .

[£*()]° =

differencidlasbdl kapott

egyenldség szerint meréleges az erintore, igy a triéder m4-
sodik vektora legyen az r" irdnyu egységvektor. Ezt f8nor-
mdlisnak nevezziik és f- fel jeldsljiik. Tehdt

I‘"(S)

E(S) =[:§11—(-S-Tl— .

A harmadik egységvektor legyen az érintére és a fénormdlisra
merdleges

b(s) = t(s)x £(s),

amelyet binormdlisnak nevezink.

t,f,b a gbrbe minden pontjdban egy helyi koordindta- j
rendszert alkotnak ezért nevezzlk az dltalunk alkotott harom-
€1t kisérd trledernek.

A t és f sikja a simuldsik, az f és b sikjdt nor-
médlsiknak, a © és b sikjét rektlflkalo siknak nevezzlik.

Ha a gorbe valamely pontjdban r" = 0 ott a kisérd~tridder -
nem képezhetd.
Ha egy intervallum minden pontjdban r" = 0, akkor

ezen az intervallumon a gdrbe egyenes,
Ez jdé1 lithatd asz

n - 1t - 1"
ri{s) = 0, ri(s) = 0, r3(s)
egyenletrendszer integrédléssabél:

ri(s) = a8 + by, rz(s) = a,s + b

1 5 23 rj(s) = a,s + bj’

3 -
s itt ri(s) (i =1,2,3) az r = r(s) koordindtdit jelenti.
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4. Gorbilet

Legyen az r(s) girbe S, paraméteri Po pentjdban
az érintd Eo az s paraméterd P pontban pedig t. A &
és Eo szbget jeldlje Ao, az |s - so] paraméter megval-
tozds pedig legyen As.

.1 Definicid

A

lim %%

5 -5

o]

hatdrértéket a gérbe S, helyhez tartozd gbrbilletének nevez-
zlik:
J A_d =
lim As G(so)

S —»S
Q

feltéve, hogy ez a hatdrérték létezik.

4.1 Abra

A G(so) tulajdonképpen az érintdvektor so-beli szég-
sebessége, a %%’ pedig az 4tlagos szdgsebesség, amit 4tlag-
gdrbllletnek is szoktak nevezni.

.1 Tétel
G(s) = | r"(s)f.
Bizony{ités:

Ad _ sin A . sin Ad
&s ~ T A4s : Y4
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Ha As-—0, akkor Ac—s0 &s igy

. sin Ad . . Aol . sinAd
lim ——— =1 miatt lim == = 1lim s
M"’O Adl AS >0 As Ad.‘“’O S

Mivel Eo €s t egységvektorok, ezért

sindet={t_ x t]
-——O —

Ha a t =t +At jelslést haszndljuk, akkor

1im s—lg-séi = lim —];- | by Xty * E
As-—+0 As—0
lim [t x Atz 1i |t AEI [t 1i AE'
= im - 5= x = lim X — |= X im —|=
As —0 AS[—O “ 1 As -0 —o As -0 As—=>0 As
i > -
=, * 83
: = p? 5 = it
Mivel Eo =r (so) és Eo r (so)
merdlegesek €s lgo\= 1 fgylg, x §5l=i§é =|£“(so) .

Most mir tetszfleges s paraméterre
. Aol
lim = " (s)
As—0 As -

Mepgjegyzés: é
A G =i£"; Ssszefliggésb8l egy fontos képlet kbvetkezik. :
Tudjuk, hogy ‘ ;

definicié szerint. Ebbdl
r" = G £, wvagyis £’ = Gf ' E

Ez mir a késdbbiekben kbvetkezd Frenet-képletek egyike.

4,2 Tétel: :
i gdrbulet értéke tetszbleges t paraméterben kifejezve

ERES
P2

[ L]
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Bizonyitas:
Tudjuk, hogy
L b)) e e g
rEa - dt T3 T d T L a¢@®

Mégegyszer derivdljuk t szerint a ldncszabdly figyelem-
bevételével:

- 2 2
ds d”s dsy d’s
r =r'(z2)+ = GfC—Q;+t
Felhaszndljuk, hogy az ivhossz képletéhdl %% =|r| kévetke-

zik és kiszdmftjuk az r x B szorzatot.

. Y e

o ds ds d 57. ds.3 _
x = 6§D x [ar§®® + ¢ dtz'} (£ x DFg7 6=

1%

6|2° b

Képezziik mindkét oldal abszolUt értékét, haszndljuk fel,
hogy lbl- 1 és fejezzllk ki a G gdrbuletet

|z x I
VTP
Megjegyzés:

A bilzonyitds sorédn felirt
fxi=aldl’p

egyenldéségb8l és abbdl a ténybd6l, hogy a gdrbillet mindig po-
zitiv, azt kapjuk; hogy a blnormélls vektor tetszdleges ¢t
paraméter esetén az p x r vektor irédnydba mutatd egység-
vektor. Megjegyezzilk még, hogy ha a gdrbe sikgdrbe, azaz

z(t) = 0, akkor G 4

Ha a gbrbét az
r{x) = x i+ y(x3j

alakban 4llitjuk eld, akkor a sik garbéknél tanult gbrblilet
abszolit é&rtékét kapjuk:

q = |__L—.
(z + 357
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Ez a képlet azonban a gdrbliletnek csak az abszolit érté-
két adja. Sikgbrbéknél ugyanis szokds a gbrbe gdrbiiletének
pozitiv, illetve negativ el8jelét tulajdonitani aszerint,
hogy &t és n = f gy k8vetkezik-e egymds utdn mint a pozi-
tiv x és y tengely, vagy sem, ahol a t irdnydt a girbe
irdnyitdsa adja meg, az n pedig a simuldékdr kdzéppontja felé
mutat.

5. Sebesség és gyorsulas

5.1 Definicid:
Ha egy térbell pont mozgdsit az r(t) vektor-skaldr
fiiggvénnyel adjuk meg, akkor

v = r(t) - a sebességvektor,

a = r(t) - a gyorsulédsvektor,

v = %% - a pélyamenti sebesség és
dzs .

a s —x - a pdlyamenti gyorsuléds.
dt

5.1 Tétel

v=vt azaz |v|=v

és 5
a = at + v Gf

Bizonyitds:

dr dr
- - = _. = ds _ ds _
YEXEgSd cae - Loosg T VE
dg
e e s L - ds _ 2
asr=vs=vit+vi=at+vygs. gp=a+ veL.

A sebességvektor érintd irdnyd és a tétel szerint a hosz-;
sza megegyezik a pdlyamenti sebességgel. A gyorsuldsvektort
pedig felbontottuk egy érintdirdnyd és egy fénormdlis irdnyu
Osszetevire:

2= agt+alf.
Az érint8irdnyt Osszetevd hossza a pdlyamenti gyorsulds,
amelyet tangencidlis gyorsulédsnak is neveznek, a fénormdlis
irdnydban esd komponens hossza pedig a, = v°G. Ha G helyett
a gbrbﬂleti sugdr reciprokdt irjuk be,
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v2
s akkor a = = addédik,
n R

el L

6. Torzid, Frenet-képletek

A gbrbe simuld sikjédnak normdlisa a binormdlis vektor.
Egy sikgbrbe bincrmdlisai egymdssal pdrhuzamos vektorok, az-
az irdnyuk vdltozatlan. A binormdlisok irdnyvdltozdsa a sik-
gbrbétSl valsd eltérést, az irdnyvdltozds sebessége pedig az
eltérés bizonyos értelml mértékét, a torzidt jellemzi.
Ezt akarjuk most kizelebbrdl megvizsgdlni.

A Q(so) és Db(s) binormélisok szdgét jeldlje AP, az

]s - sol paramétervdltozds pedig legyen As, tovdbbd r(s)
legyen hédromszor differencidlhatd.

6.1 Definicid

lim Ap

As—0 As

hatdrérték (amennyiben létezik) a gdrbe s helyhez tartozé
torzidéjdnak az abszolit értéke: ©

: AR _
lim 2= =fr(s )i.
AS =0 As o

A torzié aszerint pozitiv, illetve negativ, hogy az 5,

kzelében a ndvekedd s paraméter szerinti b(s) vektorok
vdltozdsa a E(so) irdnydval szembenézve pozitiv vagy nega-

tiv irdnyd forgdsnak l4tszik. A |T(so)| tulajdonképpen a bi-

nomidlis vektor szBgsebessége. Mivel azonban 4 3 egyittal a
megfeleld simulésikok hajldsszdge is, igy azt is mondhatjuk,
hogy [Tﬁso)[ a simulésikok irdnyvdltozdsdnak sebessége.

6.1 Tétel
b’ = - TE .

Ez két dllitdst foglal magdban:
I. v’ £ ; 1. | p’f = [zl
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Bizonyitéds
I. Megmutatjuk, hogy

b’lt és b2l b,
bt = 0 differencidldsébél Db’t + bt’ = 0 addédik. Helyette-
sitslik a £’ helyébe a Gf vektort, ekkor a b’t + bGf = 0
egyenletet kapjuk, amib6l b f = 0 miatt b’t = 0 kdvetke-
zik. Ha derivdljuk a b> = 1 mindkét oldaldt, akkor a 2bb’ =
= 0 Osszefilggést kapjuk, amely szerint b’lb.

Mivel b’L b és Dh’Lg is fenndll, ezért b}f.

Ap _ sindp | sindp

As =0 As—0
mers: | g]=[i_)(so)] =1,

. 8 * "A&s ° AYE)
Ha As-»0, akkor AP0 &s akkor Plim s—i-rz—‘?aﬁ— = 1,
, —
Tehdt lim §§= lim -S—ldr—lsé-@-; sinA(bzlg(so)x bl,

Legyen b = p_(sol) +4b

b(s )x(b(s_ ) +Ab)
1im AS= 1lim L 0 2-3—50 “ -
As—>0 As—=>0

AR
=Aslirg |P-(So)xd—s‘= b(s )xb’(s )} , azaz T(s,) =

= 3
\E(So)x b (so)l'
De Db’lb és mivel b egységvektor, ezért
- 3
: lT(So)"lE (so)l.
Most mir tetszdleges s paraméterértékre
EICHEREYE

Mivel a b vektorra a t(s,) vektorral szembeesS irdnybél
a -f kovetkezik pozitiv forgasirdnyban, ezért '

b’ = -T¢f .

A most bebizonyfitott tétel az egylk Frenet-képlet.
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6.2 Tétel. A torzié értéke az Iivhossz-paraméterezésében

r! r!! r.,ﬂ

T = _Y_iijfl__

r"|

A torzié értéke tetszdleges t paraméterben kifejezve

rrr
T=|. |2
B x|
Bizonyitéds
Tudjuk, hogy
I'" 1
b=%xf=rpr x_z"fR-(z’ xe", (z'"=g-

b! - R’(_I:, x -r—ll) + R(Ell X E_“) + R(E’ X £l|,)

- R,(,I_’_, x _I:") + R(E, X ?_“’)'

A 6.1 tétel szerint b’ = - Tf. Mindkét oldalt skaldrisan
szorozva az [ vektorral
r"
T = - b’f = - b —py = -[R’(r’ xr") +
J - I '(P, x r"’)r’ pIpip2n
e noo - = - - =
+ R(z? xr ][£"| = 2 - 7

Most kiszdmitjuk a t paraméter szerinti derivdltakat:

2
5 = > QE . % = 1] QE 2 H d’s .
r=r dt ? E’E(dt) +£dt2’
" ds\3 ds a°s a°s
vo= EH’(E) + 3 En % > +r 5 s
o at dt
..... _ n sy 9846
EEE= " 2" (g)
Innen g: = |£| figyelembevételével

{.’ r." ns = .
i 20

Ha most felhaszndljuk, hogy
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EXS piE |2
G = 3 , akkor a T = 5 5 =
E3 2] @ x B
i
TG x8°

képletet nyerjiik.

A Frenet-képletek a kisérd triéder vektorainak az fv-

hossz paraméter szerinti derivdltjait fejezik ki a kisérd
triéder vektorainak segitségével.

6.3 Tétel

£ = Gt o ¢ ol fe] [¢
£2 = -6t + Tol-G 0 T| .|f£| =] £?
b? = b?

-Tf 0-T 0] |b

Bizonyftds:
Az els8 Frenet-képletet a 4.1 tételhez fiizdtt megjegy-

zésben bizonyftottuk. A harmadik Frenet-képletet a 6.1 tétel-
ben mondtuk ki. .

Ezeknek felhaszndlédsdval bizonyfthatjuk a misodikat.

£2 2 (D xE)’ =b’ xt+bxt’=-TLxt+bxGE=

= -G xb+ Tt xf=~-Gt + Tb .
Példa: .
6.1 Kiszdmitjuk az 1.1 példdban ismertetett hengeres

csavarvonal gdrbililetét és torzidjsat.

r(t) =acosti+apgint j+btk
r(t) = -asint i+acostj+bk
B(t) = -~acos t i~ a sin t 3

IS N . . .
r(t) =asint i-acost j

r x £ = (ab sin t, - ab cos t, a2)

Q= P x P o_ a2b2'+ ali -
ey i -2
]gl (VQZ +#p2)2 a“ +b
BEE= (G x DE - a%,



Megjegyzés: ]

Egy gdrbe pontosan akkor sikgdrbe, ha a torzidja zérus.
Kiemeljiik, hogy a csavarvonal gorbililete is torzidja 41landds.
A torzid elbjelét a Db eléjele hatdrozza meg:

b >0 esetén jobb csavarrdl
b >0 esetén bal csavarrdl beszélilnk.

6.2 Vizsgdljuk meg az
r(t) = (362 - 2t)i + tsi + (-t + 1)k

térgbrbét a to = 2 pont kdrnyezetében, vagyis szdmftsuk

ki érintévektorat, Irjuk fel az érintd egyenes egyenletrend-
szerét, a simulé-, normdl- és rektifik4ls sik egyenletét,,
szdmitsuk ki a gérbillet, torzid értékét sib.!

A szamitdsokndl szilkség lesz az elsd hirom derivdltra
ds a t = 2 pontbeli differencidlhédnyadosokra. ‘

x(t) = 362 - 2t x(2) = 8 %(t) = 6t - 2 x(2) = 10
y(t) = ¢ y(2) = 8 y(t) = 3t y(2) = 12
z{t) = -t + 1 2(2) = -1 &(t) = -1 z(2) = -1
¥(t) = 6 ¥(2) = 6 ¥(t) = 0 : X(2) = 0
y(t) = 6t ¥(2) =12 y(¢) = 6 ¥(2) = 6
Z(t) = 0 Z(2) = 0 ‘z(t) = 0 - Z(2) = 0.

Erinté vektor: r(2) =10 i + 12 j - k .

Erint6>egyenes: X ;08 = 228 = - (2 + 1).

-8imuldésik: Egy pontjdnak helyzetvektora: r(2)

Normdlvektora: 1r(2) x ¥(2)

i J k
r(2)x ¥(2) = |10 12 -1 | = 12i - 6j + 48k.
6 12 0

A normdlvektor skaldrral szorozhatdé vagy oszthaté, ‘mert
irdnya ezdltal nem védltozik:
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FE(2) x #(2)] = 23 - § + Bk .
A simuldésik egyenlete:
2(x - 8) - (y - 8) + 8(z + 1) = 0.
Rendezve:
2x -y + 8z - 16 + 8 + 8 = 0, vagyis 2x -y + Bz = 0:
Normdlsik: Egy pontjénak helyzetvektora: r(2).
Norm&lvektora: r(2).
Egyenlete: 10(x - 8) + 12(y - 8) - (z + 1) = 0,
10x + 12y - z - 80 - 96 - 1 = 0,
J10x + 12y - z - 177 = 0.
Rektifikdlé sik: Egy pontjédnak helyzetvektora: r{(2).
Normdlvektor: (r(2) x £(2) x £(2).

Igy mindjdrt az

2[E(2) x £(2)]

vektorral szdmolhatunk, hiszen itt is esak az irdny lényeges.

i J k
Ilic2) x £(2] x £(2) 42 -1 8| = - 951 + 82] + Mk
10 12 -1

A rektifikdlé sik egyenlete:
- 95(x - 8) + 82(y - 8) + 3U(z + 1) = 0,
- 95x% + 82y + 34z + T60 - 656 + 3h = 0,

95x - 82y - 34z - 138 = 0.
Gorbilet:
. . | £(2) x £(2)]
(2) = o7 = ]'2(2)] 3
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Vigydzzunk, mert itt az ©(2) x ¥(2) vektor hossza sze-
repel, a 6 szorzdét csak kiemelni szabad.

|2¢2) x g(z)\=-6Vu + 1+ 64 = 6\£E;= 49,84
|2(2)] =\/100'+ 144 + 1 =\f245 = 15,65

|2(2)]° = 15,65% = 3833,

= 1. b9, 84
G = B —Bﬁ 0,013,
Torzid:
: |E(2) £(2) B(2)]
(2) = S
|t x #(2)]
' 10 12 -1
£(2) £(2) B(2) = | 6 12 0| = - 36,
0 6 O

| £¢2) x £(2)]2 = 49,847 = 2184,

T = - E%%E = - 0,0145,
A pontban a térgérbe tehdt balcsavarodédsd.

| Sebesség: 9%%2; =|j(t)|= \/(6t - 2)° + 91;Ll + 1 =

=\/§t” + 36¢2 - 24t + 5,

Eﬁﬂtzz =| 2(2)] = 15,65,

. V2
Gyorsulas: a=gf£+at
a, dzsgt) . 366 + 72t - 24 _
v A/Qt” + 3682 - 246 + 5
. 6(36° + ot - 2)
\}°+“ a2 o oag o+ o
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a4°(s) 6(24 + 12 - 2) _

a,{2) = {————} = = 13,04,
£ at2 oo 15,65 .

sy = 0,013 vA(2) =|r(2)] % = 15,65° = 2.

an(2) = 0,013.245 = 3,185;

e

a = —5 = 3,185f + 13,04t

6.3 Megmutatjuk, hogyan lehet két fellilet metszésvonala- ;
ként adott gbrbe jellemzd mennyiségeit kiszdmitani. Legyen
az.adott gbrbe az

x2 - y% + 22 = 1

-2x + y2 + 2z =0

felilletek metszésvonala. Kiszdmitjuk néhdny jellemzd mennyi-
ségét a P(1,1,1) pontban.

El8szdr is paraméterezzilk a gdrbét! Legyen a paraméter pél-
ddul az x vdltozé. Ekkor az

E(X!) = xi + y(x)j + z(x)k

vektor x szerinti derivalédsdval kapjuk, hogy

B =i+ g dtg ks
2 2
r(x):d_lj-yd__gk.
= 5 4 5 2
dx dx

Ezt a derivdldst a gbrbe egyenletének implicit alakjédban ;
végezzilk el,‘tehét mindkét egyenleteét derivdljuk x szerint: :

2x'-'2yj + 2z% = 0,

i
o
.

-2 + 2yy + %
Az x =1, y =1, 2z = 1 helyettesités utan
y=1; &= 0.

Mdsodszor differencidlva és a
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2 - 252 = 2y + 22° + 225 = 0,

2j2+2y§+§.:0,

egyenletrendszerbe az y = z = 1, valamint y = 1 és

értékeket beirva az _ .
=B = -2
3

értékéket nyerjlik. Végiil a harmadilc.derivdldssal kapott
- 6y - 2§y + 6zE + 2&¥ = 0,

637 + 2§ + % = 0

[l
1

egyenletrendszerbdl az elézbleg midr meghatdrozott mennyisé-

gek helyettesitése utdn
Y o= 2 % = 0 addédik.

A derivdltak ismeretében elkezdhetjik a szdmitdsokat.
Az érint8 egyenes egyenletrendszere:

x =1+ A,
y =1+ A,
z = 1.

A simulésik normdlisa az
23
3.__
A simulésik egyenlete

—[(x - 1)+ (y-1) + {z - 1)]=

XxX-y+2z-1=020,

rxro= -

2 . 2
+3_J_ 31{

W

= 0, agaz

A gbrbililet
|r x| :—% 4
G = = = = .
|£1° 5 \6
A torzid
EE
T:lr I2='ﬁ = 1,
Ixr g
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A normdlsik, rektifikdié sik egyenlete is felirhatdé a deri-
valtak ismeretében. :

7. A térgdrbe menetének vizsgéllata a kisérdé haromél
segitségével :

Vegylik fel a koordindta-rendszert dgy, hogy az origd az’
S, paraméterértéknek megfeleld pontban legyen, mig a koor-

dindta-rendszer tengelyei a t(s ), £(s,) és b(s ) vekto-

rok irdnydban essenek. Az
r = r(s) = x(s)i + y(s8)] + z(s)k

gbrbe el84111t4s4t a Taylor-tétel segitségével, az Sg he-

lyen a harmadrendl taggal bezdrdlag sorbafejtsik.
Ennek alakja

Ell(so 2
r = r(s)) * (s }(s ~ s ) + —y— (8 - 8,07 +
2"’(8 )
+ 3!0 (s - so)3 + m,
ahol
n
1lim = 0
gs—3 (s - s )3 ’
o
és
r(s ) = 0.

A Frenet-képletek felhaszndléssval
3 -
r’(s,) ",E(So)’

r'(s,) = G(so)-g(so?

|7 *(s0) = g(o(e)),

SO.;_(SO) + G(s) L—G(so)g(so) +

+ T(so)g(so)].

Ha ezt a sorfejtésbe helyettesitjik, akkor
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G(so)

(s-s )7
= (s - s, + —p(s = 5020, + g5(G(s)) L, -

31 =0

Gz(so)

G{s )T(s )
—_—3T—(S - So)B-t—o ¥ : 2

31
x8vetkezik és ebbdl, az Ssszevondsokat elvégezve, az

2 {s - 50)3 (s - s_)

r=ls - 5) - ag —57>—] g, H—ar—*

(s -~ 5)° (s - 8 )°
+ E%(G(S))o —————3!0 ]_f_‘o +[GOTO —3T — ]QO +m

- 3
- (s - s )b, tm

felbontist nyerjitk. A gdrbe egyenletének koordindtds alakja:

, (s =87

X = 8 - so) - GO 37 *mo,
(s - 50)2 (s - 30)3
- >
y = GO B + GO — 7 + my,
(s - 50)3
Z = GO-TOo ——?T——~——+ mZ.

Az m vektor (és ezért koordindtdi is) (s - so)-ban negyed-
rendi mennyiség. A gbrbe 5, pont kériili menetének kvalitativ

vizsgdlatdt dgy végeszzlik el, hogy megalkotjuk a gbrbének a
hérom koordindtasikon levé vetliletét. Ne felejtsilk el, hogy
a koordindta-rendszer valasztdsa folytdn az @gy]-sik a gbr-
be simuldsikjéaval, az ,ﬂ s{k a normdlsikkal és az x,zf
sik a rektifikild sikkal azonos. Mivel a gdrbe menetet az

5, pontnak csupén elég kis kdrnyezetében kivdnjuk leirni,

azért a sorfejtésekbdl csupdn az elsd tagokat fogjuk figye-
lembe venni. Azt mondhatjuk, hogy a gdrbe egyenlete kdzeli-
téleg

X~8 — 8
o?

2
(s - so) s

Y=

[o] NIOQ

oTo _ 3
Zfz,-—6—— (s SO)

alaki. A simulésikon levd vetlilet egyenlete tehdt kﬁzelitélég
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Q2

o 2
y=-2—-x.

A gdrbének a normdlsikon levd vetilletét
1 1
- 42 42 2
s - s_= (E—) .y

miatt kdzelitbleg a

3 3 3
T = = V2-T =
- _©° 0 2 2 .2 _ 2
-Z = =< .(Q) Ly = ?‘i .y

gbrbe adja. Ennek vdzlatos képe a 7.1 dbrdn ldthaté.

7.1 &dbra

7.2 dbra
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Végiil a rektifikdld sikon levd vetliletet kdzelitdleg a
GoTo
Z—TX

egyenlettel adhatjuk meg. Ez a vetililet tehat kbzelitlleg
harmadfokd parabola, képét a 7.3 4&brdn rajzoltuk meg.

r 4 l z= GoTox3

!

/

N ./.
‘.__--'/-' P

e [ x

Ve
[
7.3 &bra

Véglil a vetililetek alapjén elkészitettilk a gdrbe menetének
térbeli képét az 5, elegendd kis kSrnyezetében. Ezt a
dbrian lathatjuk. :

iz
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8. Kinematikai alkalmazéas. Kidolgozott feladat

Ha egy térbeli pont mozgdsdt az r(t) vektovfuggvennyeL
adjuk meg, akkor r(t) a sebességet addé vekbor. A sebesség-
vektor idé szerinti derivdldsdval viszont az _(t) gyorsu-
l4svektorhoz jutunk. Mivel

., a4s

£=£'a76=1:’_'v
(v a pdlyamenti sebességet jelenti), azért
2
T o= r“«(§§)2 ppr L8 2 pny? 40 oa
= 7 = °'at = 2 = = %
dt ._
ahol a, - az Un. tangencidlis {pdlyamenti) gyorsulést jelalik

t :
Az r" vektort a Frenet-képletek alapjédn helyettesithetjik, .

tovdbbd frjunk G helyett %—et. fgy a gyorsuléds az

i:——-f-i—a

alakot veszi fel. Azt 1l4tjuk ebbdl, hogy a mozgd pontnak a
tangencisdlis gyorsuldson kivill még a fénormdlis irdnydba esd:

nagységu gyorsulasa is van. A tényleges gyorsulds e két merd’
leges iranyd gyorsuldsbdl vektordlis Gsszegezéssel adédik. '
A kinematikai alkalmazds utdn, a jobb megértés érdekében,

egy kivdlasztott térgdrbe {és mozgds) Bsszes fontos mennyi-
ségét kiszdmitjuk.
Az

2 2
d d7s(t) | (s )(ds(t)

s{t) + { £

TT' r (ds(t)) = ¢
at dt

egyenldség mas szavakkal azt jelenti, hogy az = gyorsulés
vektor érinté iranyld komponense (gié%l,z f8normdlis iréanyd
ds(t))2 ’

r=t

komponense pedig G{s){(——

Vizsgdljuk meg ezért az
r(t) = (3t2 - 2t)i + t3j_ + (-t + 1)k

térgdrbét a to = 2 pont kdrnyezetében, vagyis szimitsuk

ki érintévektordt, irjuk fel az érintd egyenes egyenletrend-.
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szerét, a simulé-, normdl- és rektifikdld sik egyenletét,

szamitsuk ki a gdrbillet, torzid értékét stb.!

A szdmitdsokndl sziikség lesz az elsd hdrom derivdltra

és a to = 2 pontbeli differencidlhdnyadosokra.

x(t) = 3t - 2t x(2) = 8  x{(t) = 6t - 2
y(£) = t° y(2) = 8 j(t) = 3t°
2(8) = - £t + 1 z(2) = -1 () = -1
%(t) = t ¥(2) = 6 X(t) =0
() = 6t y(2) = 12 y(t) = 6
“7Z(t) = 0 z(2) = 0 Z(t) = 0

Erint8 vektar: r(2) = 101 + 12j - k.

x -8 _y-8_
10 12

Simulésik: Egy pontjdnak helyzetvektora: 1r(2)

Erintd egyenes: - (z + 1).

Normélvektora: r(2) x r(2),

_ i 4 k
#(2) x r(2) ={10 12 -1} = 12i - 6j + U8k
6 12

x(2)
y(2)
z(2)
®(2)
¥(2)
z(2)

§ A normdlvektor skaldrral szorozhatd vagy oszthatd, mert

! lrénya ezdltal nem vdltozik:

He(2) x B(2)] = 21 - j + 8k.
A simuldésik égyeﬁlefe:
. 2(%-8) = (y-8) +8(z+1) = 0.
Rendezve:

2x -y + Bz - 16 + 8 + B = 0,
vagyis;

2x -y + 8z = 0.

Normdlsik: Egy pontjdnak helyzetvektora: r(2).
Normdlvektora: r(2).

10

i2
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_ Egyenlete: 10(x - 8) + 12(y - 8) - (z + 1) = 0
10x + 12y - z - 80 - g6 - 1 =10
10x + 12y - ¢ - 177 = 0.

Rektifik4dlé sfik: Egy pontjdnak helyzetvektora: r(2).
Normdlvektor: {Q(Z) X E(ZQ}X r(2)| £

Itt mindjart az %[é(E) X i(2ﬂ vektorral szdmolhatunk, hi-
szen itt is csak az irdny lényeges.

i J k
2 -1 8
10 12 -1

FE(2) x £(2)] x 2(2) = -954 + 82j + 3lk.

A rektifikdld sik egyenlete:
- 95(x - 8) + 82(y - 8) + 3U(z + 1)

it
o
-

- g5x + 82y + 3“27+ 760 - 656 + 34 = 0,
95x = B2y - 34z - 138 = 0.
Gérbilet:
. 2@ x B
R(2) - 2]

Vigydzzunk, mert itt az p(2) x ¥(2) vektor hossza szerepel,
a 6 szorzét csak kiemelni szabad.

[e(2) x B(2)] = GVM + 1+ 64 = 6\ 69 = 49,84

|g(2)|= VEBO + 140 + 1 =|/ 245 = 15,65,
|2(2)] = 15,657 = 3833,

G{2) =

1 _ 49,84 _
G =g = 3833 7 0,013

Torzid:

| 2(2) ¥(2) T(
T(2) =

[7(2) x #(2)]



1t
(=2
[y
N
o
1
|
A
(@)Y
v

r(2) r(2) ¥(2)

|2(2) x B(2)]? = 19,842 = 2184,

- - 36 _
T = - 5fgg = - 0,0145.

A pontban a térgdrbe tehit balesavarodidsi.
Sebesség:

dség) =) 2(t)] = v(6t Y

= v;;u + 36t° - 28t + 5,

B il .6

Gyorsuléds:

2
a=gf+at
a, = d°s(t) _ 3660 + 72t - 24 _
t 7 =
o 2\fot" + 3662 - 24t + 5

6(3t° + 6t - 2)

\/9t” + 36t° - 28t + 5

) |
' _ b(24 + 12 - 2)
ag(2) = [9~1§l] = = 13,04
¢ at? l¢=2 15,65
Ry = 0,013 v(2) = | £(2)]® = 15,657 = 2us.

a (2) = 0,013-245 = 3,185; a = —5 = 3,185f + 13,04t.
dat
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0. A felllet értelmezése

Kétvaltozds filiggvényeknél a =z = f(x,y) képlet x,y,z
koordindta-rendszerbeli grafikonjédt. feluletnek nevezziilk. A
grafikus 4brdzolds lényege az, hogy a fuggvény [k,g] sik-
beli T értelmezési tartomdnydnak mlnden (x,y) ~ szdmpar-
ral meghatdrozott - P pontjdhoz egy értéket rendeliink
hozzd. Ezt a 2z mennyiséget - eléjelének.figyelembevételé—
vel - a P pontban az x,y sikra merdleges irdnyban felmér-
juk. Az figy kapott F ponthalmaz ennek alapjén az [x,y]
sik T tartomanyanak képeként foghatd fel, Kép alatt itt
bizonyos eldfrdst értiink, amely egy halmaz pontjaihoz egy
médsik ponthalmaz pontjait rendelil hozzd. A kép és a T tar-
tomdny k8zdtt fenndllé leképezés olyan értelemben kélcsdnds
€s egyertelmu, hogy a T minden pontjdnak egy F-beli pont
felel meg és forditva. A most mondottak kepe21k a fellilet
értelmezésének kiinduldpontjat.

Eszerint feliileten mindig egy sikbeli tartomdny kdlcsé-
ndsen egyértelmli térbeli képét értjuk.

Ez a definfcid azonban még olyan tdg, hogy a feliilet
szemléletes felfogédsdnak sem felelne meg. Ennek részletes
indokl4dsa azonban tidlmegy a jelen tdrgyalds keretein. A
most megdllapitott értelmezést a kés8bbiek sordn minden
esetre szlikiteni fogjuk.

Ha ugyanis az értelmezést analitikusan akarjuk megfogal-
mazni, akkor azt l4tjuk, hogy a z = £(x,y) el64llitds nenm
megfeleld, mert nyllvdn megadhatdk olyan felliletek is, ame-
lyeknek a 2 tengellyel pdrhuzamos egyenessel t8bb kdzds
pontjuk van.

A sikgdrbék esetén éppen azért vilasztottuk a paraméte-
res, vagy ami ugyanaz, a vektordlis el84llitdst, hogy az
ilyen természetii nehézségeket kiklisztbOljlk. A fellileteknél
a kdvetkezd elB4llitdst fogjuk megvaldsitani.

Legyen T az (u,v) koordindtdkkal lefirt sik valamely
tartomdnya. Rendeljliink a T minden (u,v) pontJéhoz egy
r{u,v) vektort hozzd. Ezt a vektort az 1, j, k derékszs-
gd koordlnéta rendszerben helyzetvektorként mérjik fel.
Valtozé (u,v) é&rtékrendszer esetén az r(u,v) végpontja
feliiletet ir le.

Amint 14tjuk az

r = r(u,v) (9.1)
fiiggvény két skaldrtdl fliggd vektorfiliggvény, amelynek értel-

mezési tartomdnya T. Az r(u v) filggvényre azonban toviab-
bi feltételek teljeslilését 1is megklvanauk.
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9.1 4bra’

9.1 Definicid: : o

Elemi Tellletnek nevezzik a sik tetszdleges, egyszere-
“sen Bsszefiggl, korldtos, zdrt tartomdnydnak (pl. egy zért -
‘kdrlemeznek vagy téglalapnak) topoldégikus képét, azaz k5lesbnd-

“sen egyértelml &s inverzzével egyiitt folytonos leképezését.
Fellileten olyan ponthalmazt értink, amely Osszerakhatd elemi
felliletekbdl. T . :

A tovdbbiakban az r(u,v) kétparaméteres vektor-skalar-
fligevénytSl megkdveteljlk, hogy: mindkét vdltozdja szerint
legaldbb egyszer folytonosan differencidlhaté legyen, tovdb-
b4, hogy az - T CTe :

gr{u,v)
—I:u =. au -

Ly

L S fég(u?V)
ejs rv -f.' ———— BV

derivdlt-vektorok a paraméter-tartomdnynak legfeljebb véges
sok pontjdban lehetnek parhuzamosak (a tObbi pontban tehat
zérusvektorok sem léhetnek, mert ezeket is pdrhuzamosakunak
tekintjik). R ; e

A feliiletnek azon pontjait, amélyekben ezek a feltéte-.
lek teljesiilnek, reguldris pontoknak nevezziik. »

Elméleti és gyakorlati szempontbdl egyardnt eléfordulhat,
hogy adott u,v paraméterektdl mésik ﬁ » W paraméterekre
térjiink 4t u = u(ﬁ,?), v = v(€,M) transzformdcié segitsé-
gével. Ilyen transzformdciét akkor tekintink megengedettnek,
ha a transzformiciéban szerepld fliggvények parcidlis deri-
vdltjai 1léteznek és a transzformdcid fliggvény-determindnsdra
a

au  au
o9& 9 4 g
av av
98 on|

reldcid teljeslil.
Ez esetben az Uj paraméterek esetében is teljesillnek a
fenti differencidlhatésdgi feltételek, azaz az
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ar(§, ) 5r€,m)
= — és r, = —m——
TET T ok In® Tom
derivdlt vektorok is a (%,Q) paraméter-tartomdnynak legfel-
jebb véges sok pontjdban parhuzamosak.
A (9.1) el84llitdsban szerepld u és v valtozdkat
Gauss-féle paramétereknek nevezziik. Ennek megfelelden az
{u,v) koordindtdkkal elldtott sikot paramétersiknak mondjuk.
A paramétersik u = const. vonalainak a fellileten gdrbevo-
nal felel meg, hiszen az

r = rle,v)

egyenlet, vdltozd v mellett, térgdrbét 411it eld. Megfele-
l6en, a v = c* egyenesnek a felilileten az

r = r(u,c®)

vonal felel meg.

v N
'// nt ;\
v=G* { /
\‘ A
v
U=6
4
u=c
v=C*
X

9.2 dbra

‘Azt 14tjuk, hogy a paramétersik koordindtavonalai héléza-
tdnak a felililleten két gbrbesereg felel meg.

A z = f(x,y) {n. Euler-Monge-féle megoldds esetén vi-
laszthatjuk az u = x és v = y paramétereket &s feliilet
vektor egyenletét,

r= xé‘. + Yi + f(X,y)E

alakban irhatjuk fel.
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Példa: . .
9.1 A gbmb paraméteres el8dllitdsa asz
r = acos usinvi + a sin u sin vj + a cos vk

egyenlettel lehetséges, ahol

—

i,

nAa

0% yué 21 és 0%y

Az u = const. pafamétérvonalak a hosszlsdgi kdrdket,
a Vv = const. vonalak pedig a szélességi kdrdket adjdk. E
paramétervonalak olyanok, hogy a két sarki pont kivételével

minden ponton egy £€s csak egy u = ¢, dilletve v = * vonal
halad &t.

’ 9.2 Forgdsfeliilet kétparaméteres el8411itdsdt mutatjuk
meg. Adjunk meg az x;y sikban egy w tengelyt. A w,z sik-
ban f?kvé c m;%i?iéngérbe paraméteres elfdllitdsa legyen:

W o= v), =z = v).

1’ULegyen- u a w,z ©és az x,Z sikok ®sszege. Ekkor a
¢ gbrbe megforgatdsdval keletkezett forgdsfeliilet egy pontjé-
nak koordindtdi a kovetkezdk:

x =W¥(v) cos u
y =W(v}) sinu
Tz o= ()

A forgdsfeliilet vektoregyenlete pedig




r(u,v} = Y(vicos ui + ¥(v)sin uj + Plvik

4
—————
P ¢ . \7 \\
4 P
Y
u c
X w
9.4 dbra

Ha a w,z sikbeli gbrbe elbdllitédsédban a (v} a v
paraméternek szigoridan monoton fliggvénye, akkor létezik a

v ='W—1(w) fliggvény .
Emiatt a

2+ y? = Y(v)
bsszefiliggéshdl

v = YORR s )

wbvetkezik és ezt a 2z kifejezésbe helyettesitve a

z =¥(v) = ‘)"(1/71(VX2 + 5’2)) = f{\/x2 + y2)

alakd explicit egyenlet adddik. :
A4 forgdsfeliilet paramétervonalai a forgdstengelyre mers-
leges sikok 41tal kimetszett kordk, illetve a forgatott meri-
digén gdrbe egyes példdnyai lesznek.
9.3 Ha a w = a + b cos v a >b >0

z = b sin v

@

egyenletd kért lorgatjuk meg a =z tengely koril, akkor
torusz felilletet kapjuk, amelynek vektoregyenlete

r(u,v) = (a2 + b cos v)cos ui + (a + b cos v)sin uj +
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+ b sin vk

9.5 4dbra

<

< — <

2T, o2 uf 2l

10. A felileti normalis és az érint&sik

Az
r = r{u,v) (10.1)

vektoregyenlettel megadott felllleten a v = vy gérbe tetszd-~
leges pontjdban az érintévektor

az('u,\ﬁ

ou B Eu(u’vo) ’

az u = ug paramétervonal valamely pontjdban pedig

ar{u v)
:__Q_:r(u V)
av =~y o*" "
Az (uo,vo) - ponton Athaladdé paramétervonalak e pontbeli

érintdvektorai az
r v €g v e k.
—u(uo’ O) g gv(uO, O) vektoro

Az a tény, hogy a (8.1) egyenlet valdban feliiletet ad,
abban jut kifejezésre, hogy az

r, (u,v) és r, (u,v)
vektorok minden pontban linedrisan fiiggetlenek. Ezt az

gu(uo,vo) X gv(uo,vo) 0 (10.2)
feltétel fejezi ki.
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10.1 Definicié:

v tort az =z v -
Az r Tu v, ) X r,(u v, ) vek r = r{u,v) fe

liilet (uo,vo) pontbeli fellileti normdlisdnak nevezzik.

Szamitsuk ki a felilleti normdlis hosszdt! Felhasznilva

az
- 2
(r, x )z, x ) = oy ry (r, r,)

a7 mossigot,

|r Xr I=\/r2 re - (r r )2.
u t = —u =v —u v
Ha bevezetjlik az

2, F=r r G = r2

E=r
=u? ~-u =v

Jjelbléseket, akkor

lr x r |=\EG - 2
=u ° =v
irhaté. Az E, G, F mennyiségeket a feliilet Gauss-féle el-

s8rend( alapmennyiségeinek nevezzik. E jeldlések segitségé-
vel a (8.2) feltételt

VEG - FZ # 0

alakban is irhatjuk.
A felililet érint8sikjdnak egyenletét az

r(u ,v,)
pontban a

|E - z(uosvo), F—V(uO,VO)’ Eu(uo’vo) =0

deﬁerminéns adja.
Ez abbdl kdvetkezik, hogy az

E - E(uosvo)
{ahol R a sik tetsz8leges pontjdba mutatd vektor), az
Eu(uo’vo) s Ev(uo’vo)
vektorok egy sikban fekszenek. Ha a determindnst

[E - 2(uo’vo)] [zu(uo’vo) X'—rv(uo’vo).]

4oa



médon atirjuk és a sikra merdleges r, ¥ I, vektort normil-
juk, akkor az érintdsik egyenletének
(R - rlu v ))-n(u,,v ) = 0
Hesse-féle normdl alakjat kapjuk. Ebben
n = E? XX£¥ : LSRR
-u —v] 2

Elugv) | R

10.1 &bra

10.1 Tétel
A feliilet érintésikjédnak Hesse-féle normilegyenletét az

[E - g(uo,voﬂ -Q(uo,vo) = 0 képlet adja.

Megjegyzés:
Ha a felilletet a 2z = f(x,y) alakban adjuk meg, akkor
az érintdésik normdlisdt a ktvetkezdképpen szdmithatjuk ki.

A fellilet kétparaméteres vektoregyenlete

r(x,y) = xi + yj + £(x,y)k

innen
= 3 > . - 3 s

tehat

i i k
= » = - - >
Ly xr, = 1 0 £ Gt A fy, 1)
0 1 £
¥

A fellilet érintdsikja egy (xo,yo) pontban a k&vetkezd:
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; - - 2 - % - - 1 EO
f;(xo’yo)(x _xo) fy(xo,yo)(Y JO) Z f(xo,yo)

A feliileti normdlis hossza pedig

\/EG—F2 =\/;’2+ £22 41
X y *

11. Feltleti gérbék, paramétervonalak

Ha az u,v paraméterek a (harmadik) t paraméter figg-
vényei:

u = u(t), v = v(t), akkor az
r(t) = rfu(t), v(t)]

egyenlet a feliiletre illeszkedd gdrbét adja meg. Specidlis
esetként, ha u = t, v = ¢ (41landd), akkor a fellilet u
paramétervonaldt kapjuk. Ha u = ¢ (4llandé), v = t, akkor
a-fellllet v yparamétervonaldt nyerjik. Mivel az r(u,v) le-
képezés az (u,v) paramétersik bdrmely pontjénak alkalmas kor-
nyezetdében topoldgikus, azért a fellilet minden pontjdn egyet-
len u paramétervonal és egyetlen v paramétervolan halad
4t, mds szdéval a parvamétervonalak az (u,v) paramétersik
badrmely pontjédnak alkalmas k¥rnyezetében egyrétlen fedik le a
feliiletet. Ha az (u,v) paraméterekrdl valamely megengedett
u = u(ﬁ,?), v = v(@;?) transzformdeidval d4j (&,M) para-
méterekre tériink 4t, akkor a paramétervonalak természetesen
megviltoznak az alkalmazott flggvényeknek megfelelden.

12, Feltileti gérbék, ivhossza

Az r(u,v) felilileten az u = u(t), v = v(t) egyenle-
tek d1ltal meghatdrozott r(t) ={r u(t), v(tﬂ felilleti gdr-
bének a t0 ponthél szédmitott Ivhossza a 2.1 tétel szerint:

£, £ '
s(t,) = tf 1|_i'_(t)|dt = t'(1\/_32_-(*5)2 dt.
o o
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Az integrdl kiszdmitdsdhoz meg kell hatdroznunk liﬂ(t)‘
értékét. Az Gsszetett figgvény derivdldsi szabdlya szerint:

1.
"

U+ oV
_l"_u u -F—V 2

1+ ) (r U+ r V) =
\](-J?—u u ot or,evin, r,v)

-
0"

s 2 .« , 2
=\fr ru + 2r r uv + r r v,
—u=v ~u=v ~y=v
A mdr bevezetett

E=zr .r, F=r r, G=r r
-u =v ~u =v =u =v

Gauss-féle els8rendll alapmennyiségekkel:

l;"_|=\/E112 + 2FGV + GVO.

Tehdt az ivhossz:

‘1 > .. .2
s(t,) = ]' \[Eu® + 2Fav + Gvedt. (12.1)
t"o
A to< T<t szakasz ivhossza pedig

£
s(t) = J’\/E&z + 2FGY + GveaT. (12.1°) -
%o
Ebbo1:
(%% 2 = Efl2 + 2RV + G\}E (12__’2)

A4 jobb oldalon 4116 kvadratikus alakot a felililet elsd alap-
formdjédnak nevezik.

Kénnyil beldtni, hogy ez a kvadratikus alak pozitiv de-
finit, ugyanis: :

C w2 _ 2 2.2 _ 22 24
EG - F° = (r r )Mr.r,)) - (pr)" = r r, - rr, cos A=
L2 2, 2 2.2 .2, 2

= r r, (1 coso{)_-gugvs:mo(—l_x;uxgv >0

tovdbbd r vr. > 0.
Sumv
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13. Sz6gmérés

Az  r(u,v) kétparaméteres vektor-skaldr fliggvény &dltal
leirt felllleten elhelyezkeds r,(t) = r[u,(t), v, (8)] és

r,(t) = ;[u2(t), v2(t)] felllleti gdrbékrél tegylk fel, hogy
a to pontban metszik egymést, azaz a to pontban mindkét
gbrbe a felilllet r(uo,vo) pontjéan halad &t.

r, () = vyt ) = olu,v )
Hatdrozzuk meg az E(uo,vo) pontban e két gdrbe hajidsszi-

gét, azaz az e pontbelil érintdk kbzdLti szdget.
Az érintdévektorok:

(e ) = r (u v (e ) + e (u v )V, (b))

22(to) : Z’-u(uo\'ro)fiE(to) ¥ Ev(uovo)ﬁ2(to)

Az érintévektorok skaldris szorzata:

ryry = (myrys Wby oeyr (W, 4 u,vy) +operg vV, S

= E uyu, + F(u1v2 1V5s
ahol a skalédrszorzatot az (uo,vo), ilz. to helyen képez-
tiik.
A két érintdévektor o hajldsszdgének koszinusza:

+ u2v1) + G v

P,
cos ol = :%—;%-— =
|24/ 2]
Euu, + F(u1v2 + ugvi) + G ViV,

.2 . . .2 .2 . . )
VQﬁul * 2Fuyvy o+ le)(Eu2 + 2Fu,v, + Gv,

Az L hajlédsszdg szinusza:

r. Xxr (r 0, + v )x(ra, + rv,)
sinoL=|_1_2]=l.u1 T By T BT
|24l (2] 2 [z
Mivel a vektordlis szorzds disztributiv, tovdbba L, X, v
=r,xr, =0, tovdbba: (gu xr.)=- (gv X Eu)’ adédik:
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sind = x x| (87 - ‘.’1.{‘2 B}
MEALEA

-2.-:'_.-
\IEG ¥ (uiv2 ViU,

)

i .2 Coe . 2 -2 . .2
\[(Eu1 + 2Fu v, + GV ) (Eu, + 2Fh,v, + Gyz)

Ha specidlisan u, = t, v, =0, u, =90, v, =%

i 1 2 2
(a paramétervonalak), akkor
cos o = Eg = 0 , akkor és csak akkor, ha- F = 0.

14. A méasodrend( alapmennyiségek

fliggvény kétszer

Legyen a felliletet el84111té r(u,v)
= r{u_,v, ) pontban a

folytonosan differencidlhatd, Az r,
feliilet érintésikjdnak egyenlete:

(g -r)in =0
ahol n_ a felitlet normilis egységvektora az g(ub,vo)

pontban. Fejtsilk az r(u,v) fliggvényt Taylor-sorba a mésod-
rendfi tagokig bezdrdlag: .

r(u  + h,v_ + k) rlugsvy) + r (u,v dh + EV(uO,VO)k +

1 2 2
* E[zuu(uo’vo)h * Ezu,v(uo’vo)hk * F—vv(“lo"‘rc:v)k J+

+ a(h,k) = r*(h,k) + a(h,k),

ahol %}—k—%»o, ha h,k-—»0.
n° + k

Elhagyva az af{h,k) maradéktagot, a Taylor-kifejtés rx(h,k)
fé része olyan mdsodrendd felliletet hatdroz meg, amely &t-
megy az.. Eo = g(uo,vo) ponton és e pontban mdsodrendben

kbzeliti az »r(u,v) felilletet.

Az gx(h,k) misodrendii felliletnek az r(u,v) felllet
r, pontbeli érintdsikjdtdl vald eléjeles tdvolsdga:

yo-



X 2
(Euu(uo’vo)goh * 2£uv(uo’vo)p-ohk ¥

roj

d = (" - ryin,

2
¥ zvv(uo’vo)gok )
Az ebben a kifejezésben szerepld

L =r1r n_, M=r n, N=mr n
~uu -o =uv ~—o ~yV —o

mennyiségeket az r, pontbeli mdsodik alapmennyiségeknek
neverzlik, amelyek bevezetése ugyancsak Gauss nevéhez fiizédik.
Az gx(h,k) masodrendd feliiletnek az r, pontbeli érintd-

sfkjatsl vald tédvolsdga tehdt olyan kvadratikus alakkal fe-
jezhetd ki, amelynek egyiltthatdi asz r, pontban szdmitott
L, M, N 'mennyiségek. : :

. Az r_ = z(uo,vo) origdji ru(uo,vo), rv(uo,vo) €
n, alapvektord ferdeszbgll koordindta-rendszerben g feliilet
egyenlete: |

§= %(L Qz + 21‘vi§’2+ N’f) (oszkuldlé paraboloid).

15. Meusnier-tétel'

. Tekintsilik az r(u,v) flggvénnyel leirt fellletet, amel‘E
r(u,v) kétparaméteres vektor-skaldr flggvényrdl feltesszik,
hogy kétszer folytonosan differencidlhaté. Megmutatjuk, hogy
az r(t) = r(u(t), v(t)) felllleti gdrbe r(t ) pontbeli
gbrbiiletét mir a gorbe

P=rud+rv

= =u ~v ‘
érint8jét meghatdrozé u és v értékekbd8l, valamint a gbrbe.
f fénormilisa, a felilet n, egységnyil normdlvektora kdzot-

ti szb6gb8l kiszdmithatjuk. :

Vezessilk be a gdrbén paraméterként az ivhosszt az s =
= s{t), 1i11. ennek inverze a % = t(s) fiiggvények segitsé-
gével:

dr

_ = dat _ dat I
t = I as - (ruu +r v) a5 ° (15.1)
.2 dt,2 2,462 '
[ - b — =
£ = Zou b (ds) * 2£uv uv( ) En (ds) +d£u * pgv@



ahol o és B a tobbi tényezd s szerinti derivaldsdbdl add-
dé fliggvényeket jeldlik.
A Frenet-formuldk szédrmaztatdsa sordn lattuk, hogy

£? = Gf.
Ennek az egyenletnek mindkét oldaldt nylal, a felillet nor-

malvektordval szorogva:

- PN 2, ,dt\2
£.n, = Gf-n, = (Lu” + 2Muv + Nv R

mivel ntlr, ¢s Eol-zv'
Ebb81l a formuldbdél, valamint a
487 g 4 2Fav + av°

Ssszefliggésbdl azt kapjuk, hogy

(15.3)

.2 .. .2
Gfen = Lu™ + 2Muv + Nv . (15.4)

EQS + 2FUV + GvO

Ennek alapjan ldthatjuk, hogy Gf a, értéke egy adott
pontban csak az érintd irdnydtdsl figg, mivel az o = guﬁ +
+ ;vﬁ érinté irdnydt U és V meghatdrozza. Mivel az n,

feltileti normélis egységvektor ebben a pontban c¢sak a felii-
lett 8l filigg, azért a girbe adott g(to) pontbell gdrbiilete

csak to—tél és f-td1 fligg. Ha az g(to) ponton At megegye-

z8 érintdjld fellilleti gbrbéket tekintlink, akkor ezek gdrblile-
te mdr csak f-t8l flgg. )
Minthogy a gdrbe adott ;(to) pontjdban a simuldésik 41tal a

felliletbdl kimetszett gdrbének érintéje is, normdlisa is azo-~
nos a godrbe érintdjével, ill. normédlisdval, ezért a simuld-
sik 41tal kimetszett fellileti gorbe g(to) pontbeli gérbii-

lete azonos magdnak az r(t) = r(u(t), v(t)) gbrbének az
r(t ) pontbeli gérbliletével.

Ez azt jelenti, hogy a fellilet adott pontjdn dthaladd,
adott érintdjld és fOnormdlisd gbrbék kiéziil elegendl, ha
egyetlen gdrbét, - a gdrbék kdzds simuldsikja d41tal kimet-
szett gbrbét - vizsgdlunk, mivel a tobbi gdrbének is ugyan-
az a gbrbllete. .

A felilleti gbrbe gdrbliletére levezetett (12.1) Formuli-
bél tovdbbi Ssszeftiggéseket is kiolvashatunk. Az £'Qo ska-

lédrszorzat értéke éppen a két vektor kdzdtti sz8g koszinu-
sza, mivel a tényezék egységvektorok. Tehdt azonos érintéjd
felileti gdrbéket kimetszd sikok kdziil ahhoz tartozik az
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adott pontban minimdlis gdrbiilet{i gdrbe, amely a t vekto-
ron kivil Eo -t is tartalmazza; ez a sik az érint8sikra me-

réleges sik. Ezt a sikot normdlsiknak, a sikmetszetet normdl-
metszetnek, a normdlmetszet gbrbliletét normidlgbrbilletnek
nevezzitk. A t8bbi metszetet ferdemetszetnek hivjuk.

Az adott érintdjid sikmetszetek kzill a normdlmetszet a leg-
kisebb gbrbilletli az adott pontban. A normdlgdrbiiletnek eld-
jelet is adunk: az el8jel pozitiv, ha a gdrbe f fénormdlis
egységvektora a fellilet n, normalis egységvektorival meg-

egyezd irdnyn, negativ, ha azzal ellentétes irdnyd.
Ezt az E'Eo skaldrszorzat mutatja, amely az elsd esetben

+1, a mdsodikban -1. Igy az eldjelliel elldtott normdlgdrbiilet:

. 2 . . 2
G = Lu2 + 2Mg? + NY2 (15.5)
E4~ + 2Fuv + GV
Ha ivhossz paramétert alkalmazunk, akkor az Eu’2 + 2Fu’v’ +
+ Gv’2 = 1 Ysszeflggés kdvetkeztében
G = Lu*? + 2Muwv> + Nv>Z, (15.6)

Az elSjeles normdlgdrbillet t6bbet mond a felillet gdrblleti
viszonyairdl, mint az el8jel nélkili,.

A ferde metszetek gdrblilete é€s a normdlgdrblilet kdzdtti
Osszefilggés:

G G

- _n
T - (15.7)

¢ = cosol

n
n
_O
ahol & az f és n, vektorok hajlédsszdge.

Ha 9 a normilmetszet girbiileti sugara, 8 pedig a ferf
demetszeté, akkor feltéve, hogy G nem zérus, az eldébbi
bsszefliggés a

Q= S%|cosdj= gn cosp {15.8)

ahol (3 a feliileti normdlis egyenese és fénormdlis vektor
egyenese koz8tti hegyesszig.
Ezzel bebizonyitottuk Meusnier-tételét, amely a kdvetkezl
médon fogalmazhaté meg: )

15.1 Tétel:
A relliTetet el8411ité r(u,v) fliggvény legyen kétszer
folytonosan differencidlhaté és legyen ez igaz a feliilet PO

pontjdn dthaladé r(t) paraméterezési fellileti gdrbére is.
E fellileti gbrbe Po pontbeli G gdrblilete, ill. § gbrbi-

leti sugara, valamint a fellileti gdrbe érintdirdnydhoz tar-
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tozd normdlmetszet Gn gdrblilete, 111, 8, gdrblileti su-
gara kdzdtti Osszefliggés

G
. n . _
G = ——— i11. 8- Qn cosfd

cosol’
alakban firhaté, ahol of a feliilet PO pontjéban az 1,

feliileti normilis egységvektor €s az f fénormdlis vektor
kézbtti sz8g, (3 pedig a Py pontbeli “felllleti normilis egye-
nes és feliileti godrbe fdnormilis egyenese dltal bezdrt he-
gyesszig.

16. F6normalgérbuletek, a Gauss-féle gorbilet és
az Osszeg-gérbulet

A Meusnier~tétel alapjén a normidlmetszet gdrbilletét is-
merve kiszdmfthatjuk az Osszes olyan feliileti gdrbe gbdrblile-
tét, amelynek érintfje az adott pontban a normilmetszet sikjéd-
ban fekszik; ehhez csak a gbrbe fénormdlisdnak a felilleti
normidlissal bezdrt szdgét kell ismerni. Adott P felilleti
ponton dthaladd fellileti gdrbék érintdinek irdnydtdl fiiggden
klildnbtzd Gn normélgdrblleteket kapunk. Vizsgidljuk meg, ho-

gyan vdltozik a normilgdrbillet az érintdirdnnyal!

A (12.2) Bsszefiliggds mutatja, hogy G az U és v
raciondlis fuggvenye. Mint 1dttuk (9. pont? a (12.2) Ossze-
filggés nevezdje pozitiv definit kvadratikus alak, tehdt Gn

az U = v = 0 pont kivételével az u és Vv valtozok foly-
tonos figgvénye. Hatarozzuk meg Gn szélsd értékeit! Mivel
Gn U és Vv védltozék homogén filggvénye, vagyis értéke csak

4

0 és Vv ardnydtél fiigg, kdvetkezik, hogy G az egységkd-

rén felveszi minden dértékét, s mivel e kérvonalon folytonos
is, ezért létezik mind a maximuma, mind a minimuma. Jeldlje

Gl’ il1. G2 a maximumot, ill. minimumot. Ekkor a
_LoS + oMay + NY° _
G -G, = = Y s = G, =
n 1 Eg° + 2Fuv. + GV 1

(L - GiE)dE + 2(M - G, F)GV + (N- GiG)wié

Eﬁe + 2Fav + G\?z (16.1)

(1 = 1,2)

fliggvényekre igaz, hogy Gn - G
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" Minthogy van olyan (ﬁi,ﬁi) # (0,0) irdny, amelyre Gn - Gi
= 0 {(a maximum, ill. minimum irdnydhoz tartozé (ﬁi,ﬁi) ér-
tékpérra){ ezért a Gn - Gi Tiiggvény szemidefinit. Mivel a
nevezd pozitiv definit, ez csak akkor lehetséges, ha a

(L - GE)Z+ (M~ GF)uT + (N - G.G){r2
kvadratikus alak maga is szemidefinit,
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a kvadratlkus alak disz-
‘krimindnsa zérus, vagyis ha .

L -GE M- GF
* (16.2)

M- GF N-G.G
1 i

A (16.2) bsszefiiggés G;-re nézve egy midsodfokd egyenlet,

amelynek gydkel a szelso értékeket szolgdltatjak.

Ha G1 = G2, akkor a P porithoz hozzdrendeljik a Gi—nek

és a 462

irdnyok {roéviden f8irédnyok). A fdirdnyokat a kdvetkezd meg-
gondolds alapjdn hatdrozzuk meg. Ha (ui,vi) £ (0,0) Jjeldli

-nek megfeleld iranyokat. Ezek az idn. f8gbrblileti

ki a G;-hez tartozdé £éirdnyt (i = 1,2), akkor az (ui,vi)
helyen az

(L - a,B)a® + 2(M - GFIUY + (N - G Rors
szemldeflnlt kvadratlkus alaknak szélsd ertéke van, tehdt
ott az G, ill. v szerinti parcidlis derivdltak zérusok.
A derivdlds utdn kapott

(L -'GiE)ui + (M - GiF}vi

1]
o

| (16.3)
{M - GiF)ui + (N - GiG)vi =0

homogén egyepletrendszerbél (ﬁi,ﬁi) meghatdrozhatd.

Mivel az'egyenletrendszer_determinénsa zérus, 1létezlk
.nemtrividlis megoldés.
"A (16.2) determindnst kifejezve:

L - GE M- GF o 2 :
= (EG - FO)a + (2MF - L - NE)G, +
M- GF N- GG : 1

+ LN - M2 = 0.



A mésodfokd egyenlet gybkei és egylitthatdi kbzdtti jol
ismert Osszefilggések alapjan a két gydk szorzatédra, ill.
Ssszegére a kdvetkezd kifejezések adddnak:

2
Gi'Gg = EE_:_E? = Gk S {16.1)
EG - F
G, + G, - EN + OL -22FM - 6, (16.5)
EG + F
Az ezekben sgzerepld mennyiségek: Gk a Gauss-féle gorbililet,
vagy szorzatgdrblilet, h pedig az Osszeggbrbililet.

Ha G1 = G2, akkor a maximum és a minimum egyenlé, tehdt az

adott pontban minden normalgorbulet egyenld, igy minden irany
féirdny is. Az ilyen pontokat a feliilet gdmbi pontjainak ne-
vezzilk, mert a gdmb minden pontja ilyen tulajdonsdgi.

A gbmbi pontokban

o o L0k amuy o+ N2
N RS 4+ 2Fuv + GVO

d4llandé, vagyis

Lﬁg + 2MOV + NYE = c(Eﬁ2 + 2Fav + sz).

Innen
(L = ¢E)42 + 2(M - cF)uv + (N - ¢G)¥° = 0

minden (0,v) parra (4,v egyidejlileg zérus). Ez csak udgy
lehetséges, ha

A gbmbi pontokban tehdat az elsé és mésodik alapmennyisé-
gek aranyosak. Ez forditva is igaz, mert ha az elsd és méso-
dik alapmennyiségek aranyosak, akkor a két alapforma hénya—
dosa 4llandéd. :

Az olyan gbmbi pontokat, ahol ¢ = 0, azaz Gn = G1 =
= G2 = 0, a feliilet sikpontjainak vagy plandris pentjainak
nevezziik, ugyanis a sik pontjal mind ilyenek. E pontokat az
Jellem21, hogy ott L = M = N = 0,

Megmutatjuk, hogy ha G1 # G2 akkor a két f6irény me-
réleges egymdsra. (A G1 = G2 esetben minden irdny féirdny,
tehdt tetszdlegesen kijeldlhetd két egymésra merbleges f6-
irdny).
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‘Ehhez azt kell bizonyitanunk, hogy ha

ro, t Evél és guﬁ +r, Vv a két féirdnyhoz tartozd
érintévektorok, akkor ezek merdlegesen egymisra, azag
(zuul ¥ £VV1)(£uu2 * EVVZ) =
= Euqu, + F(u1v2 + uzvi) + Gv1v2 = Q. (16.6)
Ennek beldtdsdhoz a (16.3) egyenletrendszert i = 1,2,-re
felirva:

(L - GiE)u1 + (M - GlF)v_1 0, (L - G2E)u2 +

+ (M - GEF)V2 = 0
(M - G_lF)u1 + (N =~ GlG)V1 =0,
(M - G2F)u2+ (N - G2G)v2 =0

kiolyashaté a kdvetkez8 dtalakitds jogossdga: (16.6) jobb ol-
dalst Gl—gyel szorozva:

(}:L[Euiu2 + F(u1v2 + u2v1) + Gv1v2]=

Gll:(Eu1 + Fvl)u2 + (Fu1 + Gvi)vﬂ =

1}
"

(Lu1 + Mvi)u2 + (Mu1 + Nvl)v2

(Lu

5 * Mvz)u1 + (Mu2 + sz)v1 =

G2[:(E1.12 + Fve)u1 + (F‘u2 + GV2)V1:|=
= a, E‘E‘,uiu2 + P, T, + 0,7 4 le'vzj‘.

Ez utébbi egyenléség elsd &s utolsé sordt Osszehasonlitva,
mivel G1 # Gé, az egyenldség csak akkor &llhat fenn, ha

) + GV, ¥, =0 (16.7)

tu 1Yo

Eu1u2 + F(u1v2 5Vy

amit bizonyfitani akartunk.
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17. Euler-tétele

A felillet egy adott pontjdn dtmend felilileti gdrbék gbr-
biiletének meghatdrozdsihoz tovdbbi nagy segitséget jelent
Euler-tétele., E tétel szerint egyszeril Osszefliggés 411 fenn
a fénormil-gdrbiletek &és valamely mds érintdirdnyhoz tartozd
normdlgdrbiilet k&zdtt. Az Ssszefliggés megaddsdhoz Uj paramé-
tervonalakat vezetiink, amelyek dthaladnak az adott ponton és
érint8ik éppen a fégbrbilileti irdnyokba mutatnak. Mivel a f&-
gbrblileti irdnyok merdlegesek egymdsra, a bevezetendd Uj pa-
ramétervonalak érintéi a ponthoz tartozd érintdsikon egy de-
rékszdgill koordindta-rendszert hatdroznak meg. Ebben a koor-
dindta-rendszerben tetsz8leges egységvektor koordindtdi ép-
pen -az irdnycoszinuszaival lesznek egyenldk. ’
Az r(u,v) alakban megadott fellilet P pontjdban legyenek a

fénormdlgdrbilletek Gi’ ill. G2 és a f8gdrblileti iranyokba

mutatd vektorok legyenek:

AP AL PR S ill.

Ep = myrtp Iy

Keressiink most olyan u = u(é,m), v = v(%,ﬂ) megengedett
paramétertranszformicidt, hogy az

*
rlu§,n), v&,n]= (&7
paraméteres elddllitdsban a %, ill. "l paramétervonalak
* .
re=r u,2 +r Vv ill.
5T RN T AT

(17.1)

*
ES =r_ u + r_ Vv
= 12' == 42 —y 12

érintévektorai egyirdnydak legyenek a ti’ ill. t2 vek-

torokkal. Ez a kévetkezmény nyilvdn akkor teljésﬁl, ha
u% =lu1, Vg =lv1; U, = plly, Ve = uV, C (17.2)

ahol A és M tetszbleges dllanddk.
' Kénnyen ellendrizhetjik, hogy az

u(g,n) = i, §+ pin s (17.3)
V(5 = AV e iy

paramétertranszformicidé esetdben a (16.2) 8ssgefliggések
teljesiilnek.
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Ha a (16.3) transzformdcidéban a A , ill. » 41landdék
értékét olyan )3, ill, lpx szadmoknak vadlasztjuk, hogy

Ax = - ;
EGe + 2P0, v, + Gv°
. By 1V1 1 (17.4)
jux _ 1 )
- 12 . . '2
Eu2 + 2Fu2v2 + sz

legyen, akkor a (16.1) dsszefliggésben szerepld EX, ill.

P§i vektorok egységvektorok lesznek. (Ldsd a (14.1) és (14.3f
formuldkat!) |
(Az E, F és G mennyiségeket a P pontban szémitjuk.)

Az ’

\.ri(ﬁ’;z) = E[lxuliﬁ + 1?13.2"?_ , l*{rlﬁ +‘ II\}Z’Z] (17.5)

transzformicid tehdt teljesiti a kivdnt feltételeket, ugyan—?
is a P pontban E, F és G uj értéke: E =1, F =0, :

G =1 lesz, mivel E = Igil = G—f]nﬁl =1 és F = Z* ’

-g? = 0. Minthogy a gorbiilet csak a gdrbe geometriai tulaj--

donsdgaitdél filigg, azaz megenéedett paraméter-transzformicid-
val nem vdltozik (a gdrbét is csak'étparamétereztﬁk), ezért

a gbrbilet az Ex( %,?) figgvénybdl ugyanigy kiszamithatd, .
mint az r(u,v) figgvénybbl. A normélgdrblletek elfjele sem:
vdltozik, mert a megadott paraméter-transzformdcid irdnyitds-
tartd.
Megmutatjuk, hogy az dj (16.4) paraméteres el8dllitdsba

a masodik alapmennyiségek értéke: L = Gi’ M=20, NS= G2.

Ehhez eldészdr kiszdmitjuk az gﬁ miésodik vegyes parcidlis
derivdlt értékét. £

% _ a3 _ a ' . _
Ty Bn et B T g G ATy -
ar or :
= AX (M g+ Yy, = , _ : (17.6)

‘ ar 1 n 1

* . x %, S TR
A [(r,uy W duy F o (E Wy T ui, )V s

]

¥ % o . . . e .o
+

AU [y Ry (BgVe P UV ) 2y Vo]

A paraméter-transzformdcid sordn az n_ fellileti nor-

milis egységvektor nem vdltozott meg. Szorozzuk meg a (16.6)"
dsszeflggés mindkét oldaldt skaldrisan az n, feliileti nor-:

milis egységvektorral, ekkor a kdvetkezd Ssszellggést kapjuk’
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%

— X . - k X * . * - ¥ . . +
W= Zen 0 AT [E g By F o B (v, + 0pVy)

n v1v2]=[;u1u2 + M(ulv2 + u.v,) + Nv v2] (17.7)

L LN 2°1 1

A f8gbrblileti irdnyok merdlegességének bizonyitdsakor lattuk,
hogy

: Lu1u2 + M(u1v2 + u2v1) + Nv1 5

v, = 0
vagyis u* - o, (Ldsd: 15.7 formulal)

Az Ex, F#, ¢* s M alapmennyiségekre kapott érté-
kek ismeretében a P ponton dtmend rx[g(t),‘q(tX] normil-
metszet gbrbiiletét a

) Lig2 + NK.’,L2 - )
G, = ; ; (17.8)
n 2 2
s y |

formuldval irhatjuk fel. A P pontban dtmend ﬁ-papaméter-
vonal P pontbeli érintdévektordnak koordindtii: = 1,
77 = 0, tehdt ilyen irdnyid norm&lmetszet girbiilete, ami
esetiinkben egyik fégdrblilet: G1 = Lx.

A P ponton dtmend *} -paramétervonal érintévektordnak

PR : : : < x
koordlnatal:-g =0, =1, tehdt G, = N7,

Ezek felhaszndldsdval az £§%+ r,z’z 4ltaldnos irdnyban
vett normdlmetszet gbrbillete:

g2 22 .
¢ =G TJé__T_ + G _M:LJ%_ . . (17,9)
n 1 .2 2 2 .2 2

S, +’PL % +4’L . R

A paraméter-transzformdcidé célszer(i megvdlasztdsa kdvet-
keztében as gx és Eﬁl egységvektorok a fégbrblileti irdnyock-
ba mutatnak, tehdt merdlegesek, aminek kdvetkeztében

> ‘5 .
%—_—2 = 00321}’, ‘-”é':z:"—,e— = SinZU’ o

& + 7 ‘ &%+,
ahol Waz r {+ Eﬁfl érint8vektor és az r g fégdrblleti

irdnyd érintévektor kdzdtti szdg. Ezzel a kdvetkeszd éredményt_
kaptuk: -

Tétel: o

(Euler-tétele). Tetsz8leges felilleti pontban barmely
normélmetszet G, gdrbiilete kifejezhetd a G1 és G2 fénor-
malis gdrbliletekiel

4is
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- 2 .2
Gn = G1 cos U+ G2 sin 2%
alakban; ahol v~ a gbrbeérintd és a Gl-nek megfeleld fégdr-

plileti irany kézdtti szog

Meusnier-tételére és Euler-tételére tamaszkodva a felii-
let adott P pontjén dthaladd tetszdleges felliletl gdrbe gor—
biiletét kiszdmithatjuk, ha tudjuk a gbrbe simuldsikjédnak és
“a gdrbe érint6jén dthaladé normdlsiknak a haglasszoget, to-
vébbd a gbdrbedérintd é&s az egylk fégdrbilleti irdny kdzbtti
-szbget.

“18. E’elfjletdarab felszinének kiszémftésa

18.1 Tétel:
Valamely feliilet T tartomdnydnak a felszinét az

- /e - PPauav

()
képlettel szamithatjuk ki.

Bizonyitds: :

Eid8szor értelmezniink kell az r = r(u,v) alakban eld-
411itott feliilet valamely darabjdnak a felszinét. Legyen a
széban forgé felliletdarab a paramétersik T tartomdnydnak a
képe. Fedjlik le ezt a tartomdnyt az

V<V, Coen <V

<1%2<... <um

téglalap rédccsal. A téglalap oldalai

Uspq — Uy F All. és Vig1 T Vg G Av

A tartomanyt beborité paralelogrammék kOzill mindazokat fi-
gyelembe vessziik, amelyeknek a tartomdnnyal még van kdzds
pontjuk.

Minden négyszdg bal alsé cslcsdhoz megkeressik a megfe-
leld feliileti pontot és ott meghatérozzuk az

r, (us,v, )b, és r (us,v )8,

vektorokat. E két vektor olyan paralelogrammdt hatdroz meg,
amely a feliiletet az

rlus,v,)
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. o

18.2 3dbra

pontban érinti. Igy a felilet T darabja felett (a paramé-
tersikban is a felilleten ugyanazt a jeldlést haszndljuk},
annak felbontdsa helyett egy paralelogramma-rendszert értel-
meziink. Ezek mint egy pikkelyrendszer boritjdk be a felillletet.
Kézenfekv$ az a gondolat, hogy ilyen pikkelyrendszerek pik-
kelyteriilet-6sszegeinek hatdrértékeként értelmezziik a felli-
let felszinét, ha a récsrendszer minden hatdron tdl finomo-
dik, azaz

max A u;->0, max Avk—-‘»O .

A pikkelyrendszert alkotd paralelogrammiak tertlleteinek
Osszege:

Lz, (ugovy) x (g, v dlau Avy.
i=1,...,m
k=1l,...,n

Finomitsuk most a felosztdst. Ekkor a kettls Usszeg hatdr-
értéke Kettds integrdl lesz, tehdt
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' 2
F=_ff r, ¥ gvrdu dv = ijEG - F° dudv

(T)
Megjegyzés: :
Az o= fi{x,y) Cfiiggvénnyel adott felillet felszine az

P = ff]\/f’ v £22 + 1 axay
(T) v

képlettel szamolhatd.

Példa:
18.1 KlszamithatJuk a gtmbfeliilet felszinét:

r{u,v) = a cos u sin vi + a sin u sin v] + a cos vk

1A

—

2; 0<v <.

r, = - asinusinvi + a cos u sin vj,

r, = acos ucos vi+ a sinucos j - a sin vk,
E = ri = aa sin2 V,
F = rry T G,

_ .2 .2
G=r,=a

ol , —s 8 ' =
F = .j J a2V;in2 v dudv = 2Mla® f sin v dv = W2,
v=0 u=0 v=0

19. A fellleti pontok osztalyozasa

A felilleti pontok osztilyozdsdndl arrdl van szd, hogy
.a fellllet menetét valamely pontja kdrnyezetében vizsgdljuk
-meg. Latni fogjuk, hogy a felilletnek egy pont kdrnyezetében
vald viselkedése hdrom ismert fellilet viselkedésére vezethe-
t8 vissza. Ez a hdrom felillet az ellipszoid, a hiperbolikus
paraboloid és a hengerfelillet. Tekintsik az 'ellipszoid tetszdé-
-leges pontjdt és abban a felillet érintdsikjdt. Ha a felilletet
az érintdsikkal pidrhuzamos sikkal metsziik, akkor ellipszis
.metszetet kapunk: (19.1 dbra).
: Azt mondjuk, hogy az ellipszoid pontjai elliptikus pon-
tok. A hiperbolikus paraboloid (nyeregfeliilet) esetén az
érintésikkal pdrhuzamos sik hiperboldt metsz ki (19.2 4bra).



19.2 &dbra

A hiperbolikus paraboloid pontjait hiperbolikus pontok-
nak nevezzlk. Ha a fellilet hengerfelilet, akkor minden pontja
in. parabolikus pont. Ilyenkor az érintésikkal pdrhuzamos sik
parhuzamos egyenespart metsz ki a felilletbdl (19.3% édbra).

19.3 dbra

19.1 Definicid:
Ha a feliiletet a Po pontbell érintésikkal pdrhuzamos,

téle + & tdvolsdgban haladé sikkal elmetsszik, a metszetet
mésodrendll gbrbével kozeiitjiik, azt vetitjlik az érintésikra
majd a vetilletet a PO pontbdl

419



1

£ o« . g
szorosérg gagyitjuk, akkor £ -0 hatdrdtmenet utdn a Dupin-
féle indikatrixhoz jutunk.

19.1 Tétel: )
: A fellilet r(u ,vo) pontjdhoz tartozé . Dupin-féle
indikatrix egyenlet

L%Z + 2M£"7+ N’g? =+ 1,

ahol: .
L=r
Luulos
M=1r_n
~uv—=o’
= r n
N ~yv—0’

az lin. Gauss-féle mdsodrendl fémennyiségek, n, az p xr,

irdnyba mutatdé egységvektor és ezek az értékek az g(uo,vo)
pontban szdmitanddk.

Bizonyitds:

Elb6sz8r bizonyos nagységrendi kérdések tisztdzdsa cél-
Ja&bSl tekintsink egy olyan y = f(x) gbrbét, amely a koordi-
nita-rendszer kezdépontjdban az x tengelyt érinti. Ha a
Tlggvényt MacLaurin-sorba fejtjlik a mdsodfokd tagig, akkor az

£(€) = 3 t1(0)E°

19.4 &bra

kdzelités érvényes [f(O) = £2(0) = OJ. Fel fogjuk haszndlni,
hogy amennyiben a girbét az érintdvel piarhuzamos egyenessel
metssziik, akkor a metszetnek az érintétdl mért d t4volsa-
gdra és h(d) hosszéra a

lim -2 hatérérték létezik.
d—ap \/E
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Tekintsiik most az r = r{u,v) feliletet. A fellllet ry =
= g(vo,uo) pontjdhoz tartozé feliileti normdlis egységvektora

legyen

r
=V
r

=u —vl
v
Y5070

Ebben a pontban az érintésik egyenlete

EO(E -r) 0.

=0

Az érintésikkal péarhuzamos, t8le & tavolsdgban haladd sik
dtmegy az r, +£lgo ponton, tehat egyenlete

[E - (Eo * 62o)]Eo =0, vagyls (R - EO)EO =&,
ahol: & 1lehet pozitiv és negatfv szém is attél fliggben,
hogy a metszé sik az érintdsiknak melyik oldalén van. Ha R
helyébe az r(u,v) vektort helyettesitjlik, akkor a sik és a
fellilet metszetének az érintdsikra vetett vetliletét kapjuk.
A helyettesités eldtt fejtslik Taylor-sorba az r(u,v) figg-
vényt.

rlu,v) = elu,ve) + ru,vo)(u = ) + e (ug,v (v -

"V)""i‘[l" (u v)(u—u)2+2r (u V)(U.—u)(V"

o] 2l=uu* "o’ o o —uv' o’ o 0

2
- vo) + zvv(uo,vo)(v - vo) J+ m,

ahol az m maradéktag harmadrendd kicsiny, azaz

m
1im : = c.
UA%%wu-uJ2+(v—vJ25
VoV
Ha a sorfejtést a metszd sik egyenletébe helyettesitjiik
és figyelembe vesszilk, hogy rb, = Ly, = 0, a kovetkezd

egyenletet kapjuk:

%ﬁ@i-u&2+2mu—t%NV—VJ-+Mv—v&ﬂ+M*=6,

ahol: L=r n, M=1r n
=—uu-o =uv--o
és "
N=r n M™ = mn
=vv—o’ - =o'
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Ha a metszetgdrbét mdsodfokd gdrbével akarjuk kdzeliteni,

‘akkor a harmadrendd kicsiny Ui maradéktagot elhanyagoljuk.
Ezutdn osszuk végig az egyenletet € abszolit értékével, igy
az
u-u 2 w - Uy v -V v - v 2
L(——2) + . C o N(=—2) =1

are \[2[&] VaTel  Velel

egyenletet kapjuk. Ha £ =0, akkor a bizonyitds elején tett
megjegyzés szerint az

u - u ' v -V
. o

es5

an VETE

kifejezések hatdrértéke létezik. Vezessiink most be egy uj
érintdsikbeli koordindta-rendszert. Legyen

(o]

uw - u_:* v - Vv

- . 2 -
Va2Tle] y EIA T

azaz a koordindta-rendszer kezdépontjénak az ;(uo,vo) pon-=

tot valasztottuk és végrehajtottunk egy I, kézéppontd

-szeres

1
EX

nagy{tdst. fgy ha £ >0, a metszet feinagyitott vetlllete az -’

LET + 2MENs NHF = 4 1

egyenlet{i alakzathoz tért, amely éppen az r pontbeli
Dupin-féle indikatrix. ©

19.2 Definicid:

A fellllet egy pontjdt elliptikusnak, hiperbolikusnak )
vagy parabolikusnak nevezzik aszerint, hogy a ponthoz tarto-
z6 Dupin-féle indikatrix ellipszis, hlperbola vagy pdrhuza-
mos egyenespér.

19.2 Tétel
A felilileti pont

elliptikus, ha LN - M°>0
hiperbolikus, ha LN - M2< 0 és

parabolikus, ha LN - M2 = 0.



Bizonyitds:
frjuk a Duplin-féle indikatrix
L§+ 2M§”Z+ N?Z,Z = + 1

egyvenletét az
2

L(§ + %?)2 + ‘LN—T—J_‘M—"?F =+ 1

formdban, ha L # 0 é&s az
2
M 2 M _
NRQ*ﬁQ) -Eﬁéﬁ-il

alakban, ha L = 0. Ezekbdl az egyenletekbdl a tétel 411i-
tésai kiolvashatdk.

Megjegyzés:
Ha a felliletet a 2z = f(x,y) flggvénnyel adjuk meg, ak-
kor az

rix,y) = xi + yj + £{x,9)k
vektorfiiggvényre vald 4ttérés utdn
- pit . - 1 . = n
Pex = Tyx X Ixy fxy ks Tyy Eyy =
addédik.

A 10.2 tételhez flizbtt megjegyzésben pedig kiszdamitot-
tuk, hogy

il = 1
\/1 + f;2 + £22

(- £28 - £25 + k),

y
tehdt .
Los T
Vi v £22 4 £22
X y
VR — £
VH v £22 4 £2°
X ¥
N 1 gy
\/1 + f’2 + f’2
X ¥y

A feliileti pont jellegét tehdt az

oo L fn2
XX ¥y Xy




kifejezés eléjele donti el. Ha

opn - f,2 50
XX ¥Y Xy

akkor a szdéban forgd pont elliptikus.

- A kétvaltozds fuggvények szélsé értékének vizsgdlabtanil
ez volt a lokdlis széls8 érték létezésének elégséges feltéte-
le. Nyilvéanvald, hogy hiperbolikus és parabolikus pontban ;
nem lehet a feliiletet leird filiggvénynek lokdlis szélsd értéke.:
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Il. FEJEZET
Vektoranalizis

1. A skalar-vektorfiggvény,
hatarérték, folytonossag

Az f{r) skaldr-vektor fliggvény a tér pontjainak r
helyvektoraihoz, azaz a tér pontjaihoz rendel meghatdrozott
szamértékeket, (pl. hémérséklet, potencidlt stb.), ezért ska-
lartérnek is mondjuk. Ha r(x,y) sikbeli, ill. r(x,y,z)
térbeli vektor, akkor f(r) = f(x,y), ill. f(r) = f(x,y,z)
két-, 1l1l. hdromvdltozds flggvénynek tekinthetd. f(r) é&rtel-
mezési tartomdnya az r helyvektorok végpontjai 41tal megha-
tdrozott sikbell vagy térbeli tartominy.

4 skaldr-vektor fliggvény szemléltetéséhez a figgd v4l- -
tozd egy-egy meghatdrozott értékéhez tartozd fliggetlen vdlto-
z6 vekbtorok végpontjai dltal kijeldlt geometrial alakzatokat
dbrazoljuk. Kétdimenzids fliggetlen véadltozd esetén az f(r) =
= ¢ 4&ltal meghatdrozott alakzatot szintvonalnak vagy ekvi-
potencidlis vonalnak, hdromdimenzids fliggetlen vdltozd esetén
pedig szintfeliiletnek vagy ekvipotencidlis felliletnek nevezzilk.

Példa:
1.1 Az

£(r) = x% -y

skaldrmezd szintvonalainak egyenlete
2 =
X" -y = ec.

Kilénbdz8 ¢ értékek esetén paraboldkat kapunk. Az
f(r) flgegvényt tehdt parabolasereggel szemléltetjiik.

fo=-1

f,= 0

fg“l

N

1.1 &dbra




1.2 Az

fir) = 32 = x2 + y2 + z?°

skaldrmezd szintfelliletel & c¢ = x2 + y2 + 22 (c >0)
egyenletld gdmbdk. )

1.2 Abra

1.1 Definfcid:

lim f(r) = ¢

P °
=70

ha bdarmely &>0 tetsz8legesen kicsl szédmhoz megadhatd olyan
S(E), hogy ha

|z - p |<8&)  és r 4,

akkor
' \f(E) - fola :
1.2 Definicié

Az T(r) Tflggvény az r, helyen folytonos, ha van ha-

tdrértéke és az megegyezik a helyettesitési értékkel. Ha
f(r) az r, helyen folytonos, akkor f folytonos flggvé-

nye r bérmelyik koordindtéjédnak. Ugyanis bdarhogyan tart az
r go-hoz, teh4t pl. dgy, hogy végpontjai valamely koordind-

tatengellyel pdrhuzamos egyenesen mozognak,

f(r)—=>f(r ).
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Mivel ebben az esetben az r vektornak csak az egyik koor-
dindtaja vdltozik, az f folytonos fliggvénye ennek a koordi-
nitdinak. Ha viszont f folytonos flggvénye r valamennyi
kxoordindtéjdnak, akkor f nem feltétleniil folytonos fliggvé-
nye az r vektornak. Erre példa az 1.3 4dbrdn Abrdzolt felil-
lettel megadott f(r) = f(X,y) fliggvény, amely mindenititt
folytonos fliggvénye az ,7 koordindtdnak (hiszen ha csak

az x vagy ¥ valt021k akkor f az x, illetve az vy
tengelyre merdleges 51kmetszeten vdltozik, ezek pedig folyto-
nos gdrbék), de az 0(0,0) pontban az f£(r) nem folytonos,
amint az 1.3 &brén léthaté.

£(0,0) = 1!

1.3 4bra

2. Gradiens, iranymenti derivalt

2.1 Definicié
Az T(r) az r, helyen differencidlhatd és derivdltja

g, ha Af el84llithatdé a ktvetkezd alakban:
Af = gAr + £Br) AL,

ahol: E{(Ar)—0, midén Ar-—=0. (gar és g(Ar)Ar skala-
ris szorzatok!).

A derivéltat a skalar fliggvények mintdjdra ugy definidl-
tuk, hogy AOfF kozelltoleg az Ar linedris fliggvénye.
Kiemeljilk, hogy az f(r) skaldr-vektor figgvény derivdltja
vektor. A derivdlt jel8lései:

arf

g =35 =L = grad .

-

A derivdltat gradiensnek is mondjuk. Az f* Jjeldlést csak .
akkor hasznélijuk, ha nem érthetd félre.

Bizonyitds nélkill megjegyezzlk, hogy a derivdlt egyértelmien
van meghatdrozva.
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2.2 Definicié
Vegyilink fel az Ty he;yvektorﬁ ponton keresztiil egy
clyan egyenest, amelynek az egyenlete

£=£0+Et (-o0 < t <+co)

(e egységvektor). Ha a skaldrmezbt az egyenes pontjaiban
tekintjik, akkor az
£(x(s)) = (%)

a t paraméter fliggvénye.

Az fx(t) fliggvény t = 0 helyen vett derivdltjdt az
f{r) Cfliggvény r, helyen vett g irdnyd irdnymenti derivalt-.
Jdnak nevezzik. : '

Az irdnymenti derivdlt a skaldrtérnek egy egyenes men-
tén torténd vdltozdsat méri,.

2.1 Tétel
Ha T(r) az r, helyen differencidlhatd, akkor léte-

zik az e irdnyd irdnymenti derivdltja é&s

af
89_52

ahol g az r, pontbell gradiens vektor.
Bizonyitéds

Az f(r) filiggvény differencidlhatdésdgibsl a 2.1 defi-
nicié alapjan

Af = gpr + €A

{rhatd, ahol £ -0, ha Ar— 0. ‘
Ha r az e 1irdnyvektord egyenes mentén vdltozik, akkor:
AP = e AL,
Ezt helyettesitve:
Af:(gg)At%(ﬁ»g)At, ‘
ahol: &£ e—>0, ha At-»>0 (hiszen At—>0 eseténAr-0,
akkor pedig €& —>0, +tehdt £ e-»0). Ez pedig éppen azt
fejezi ki, hogy

df _
ac " E &
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A 2.1 tétel kavetkezménye, hogy az irdnymenti derivalt
a gradiens e 1ranyu vetiiletének az el8jeles hossza, tehdt
akkor max1malls, ha egyirdnyd a g gradienssel. A gradiens
tehdt a skaldartér 1eggyorsabb névekedésének irdnyidba mutat.

2.2 Tétel
Ha az f(r) filggvény differencidlhatd, akkor a
g = grad f koordindt4i

f f f
g;, %?’ %E’ ahol:
Bizonyitds: ) )
Legyen g koordinatal 815 Bos g3.

r = r(x,y,2),

A parcidlis derivalt definicidja szerint az f flgg-
vény megvdltozdsdt az egyik koordindtatengely irdnysdban kell
tekinteni, pl. eq irdnydba. A 2.1 tétel szerint pedig

af

€1 7 B &1 gz
- =of
g5 7 & & ay 3

= _af
83 © £ 23 Toz ¢
‘A 2.2 tétel szerint az r, helyen vett diffeéerencidlhatdsdg-
bSél kovetkezik a parcidlis derivdltak létezése agz SN he-
lyen. Megjegyezzllk, hogy d4ltaldpan a parcidlis derivdltak 1é&-
tezéséb8l nem kivetkezik a gradiens létezése. Bevezetjilk a

g= 2 i+ 25+ 2k

-~ 9x . OBy oz
szimbolikus "nabla" wvektort (Hamilton-féle operitor).
Ennek segitségével

; ar + §_ : éi ¢ =
irhaté. Ez a jeldlés é sobblekben maJd hasznos lesz.

2.3 Tétel
Az T(r) flgegvény gradiense meréleges az illetd ponton

dthaladé szintfeliiletre.

Bigonyitds:

Tekintslk az f(r) skaldr-vektor fuggvenynek az
f{x,y,2) = ¢ szintfelillletét! Legyen

r{t) = x(£)i + y(£)] + z(t)k
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a felilet valamely gbrvéje. Ekkor fenndll az
f(x(t), y(t), 2(t)) = ¢
azonossdg. Ha ezt most t szerint differencidljuk, akkor az
ER LRy 3o = P o=
£rx + fyy + fzz grad f.r =0

azonossigot kapjuk, amely szerint a szintfellilet tetszdleges
pontjdban a gradiens vektor merdleges a ponton 4thaladé, tet-
sz8legesen vilasztott feliileti gbrbe érintdjére, tehdt a
szintfelliletre. Ez a tény 8Bsszhangban van a 2.1 tétel kdvet-
kezményével, mely szerint az f legnagyobb nbvekedése a gra-
diens irédnydba esik.

Példa:
2.1 Legyen

2
f(r)=§‘r+39’_.+z

grad f = % i+

2.1 édbra

Tekintsilik az adott skaldrmezd néhidny szintfelliletét!
Ezek egyenlete
2 2

X

- y- 2
C—r+ + Z

9
grad £{(2,0,0) = i
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2
grad £(0,3,0) = % ]
k

grad £(0,0,1) = 2

A =z tengely irdnydban a leggyorsabb a skaldrtér viltozésa,
mint a 2.1 dbrdn is 14thaté, a (0,0,1) pontban 1 egységnyi -
dton viltozik a tér 3 egységnyit, a {(0,3,0) pontban pedig

3 egységnyli dton vdltozik ugyanennyit. A ¢ = 1 szintfelii-
leten a (0,0,1) pontban a leghosszabb a gradiens vektor,

%

3. Vektor-vektorfliggvények

Az aldbbiakban olyan fliggvények tulajdonsdgait vizsgdl-
juk, amelyeknek fliggd vdltozdja is, figgetlen vidltozdja is
vektor. Ha a tér minden pontjdhoz valamilyen eldirds szerint
egy meghatdrozott vektort rendeliink hozzd, {(pl. erdt, sebes-
séget stb.), akkor vektoreloszldst, vagy mds szdval vektor-
mezdt értelmeztiink. . :

Tekintslik a vektormezdt valamely derékszdgl koordinita-
rendszerben. Ha a tér tetszdleges pontjdnak helyvektora r
és ehhez a v vektort rendeljiik, -akkor a

v = v(r)

vektor-vektor fliggvényt adtuk meg. Ezt a hozzdrendelést fel-
irjuk kcordindtds alakban is. Legyen

r=xi+yj+ozk

ekkor

v s ou(e) = v (oL v,(e)i ¢ vy(e)k =

= vl(x,y,z)i + VE(X:y:Z)J_ + VBI(X,‘V,Z)_IS_.

A vektormezd szemléltetésére célszerl bevezetni az un.
irdnyitott "erdvonal' {(vagy mds elnevezéssel "dramvonal"
fogalmdt). Azokat az irdnyitott gdrbéket nevezzilk a v = v(r)
vektormezd erévonalainak, amelyeknek érintdi bdrmely r
helyvektord pontban egyirdnydak az illetd ponthoz tartozd v
fluggvényértékkel. Megdllapodds szerint a figgd vdltozd abszo-
it érvékét (a "tér" "erdsségét") az erdvonalak "sliriségével”
Jellemezzlik: az erdvonalakra merdleges egységnyi felilleten 4t~
haladdé erdvonalak szdamdval, mds szdéval a fluxussal.
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r

3.1 A v = FET fiiggvény koordindtés alakja-

X

v = -
- (x2 + y2 + z2)

. y .
i+ 4t

1/2 (32 + y2 + Z2)1/2

Z

+ k .
(x2 + y2 + Z2)1/2 =

A tér erfvonalai az origd kezdSpontiu félegyenesek.

~ |-

3.1 dbra

A hatédrérték, folytonossdg és differencidlhdnyados fo-
galmdt értelmezhetjilk a vektor-vektor filggvények esetében is.

3.1 Definfcid:
A v(r) Tlggvénynek az r helyen van hatdrértéke és
ez V., ha tetszSleges &£ >0 sSzdmhoz taldlhatd olyan &(€),

hogy

|2(x) - ¥ <&
teljesill minden olyan r helyre, amelyre
Oz - |< €.

3.2 Definicid:
A KZES fliggvény az T, pontban folytonos, ha

lim yv(r) = v(r ).
r=>r,



Megiegyzés:
K8nnyen beldthaté, hogy a v(r ) vektor-vektor fligg-

vénynek az r, pontban pontosan akkor van hatdrértéke, ha a

v, = vi(g) (i = 1,2,3)

skaldr-vektor flggvénynek mindegyikének van az r, helyen

hatdrértéke. A v(r}) fliggvény hatdrértékének koordinidtédi a
vy koordindtafiiggvények hatdrértéke. Ugyanigy a folytonos-

sdgra is: a v(r) fiuggvény egy r, helyen pontosan akkor

folytonos, ha a A (r) koordindtafiiggvények folytonosak ezen
a helyen. '
A vektor-vektor fliggvény differencidlhdnyadosdt is a
skaldr-vektor fliggvényeknél tanult mddon fogjuk definidlni:
a Av Tfliggvény megvdltozdsdt lényegében a Ar homogén
linedris fliggvényével akarjuk pétolni. Ehhez felelevenitiink
néhdny fontosabb ismeretet a linedris algebra tdrgykdrébdsl.
Homogén linedris vektor-vektor fiiggvénynek nevezzlik az olyan
v(r) fiiggvényt, amelyre

(¢ tetszbleges valés szdm) teljesiil.
A homogén linedris vektor-vektor figgvényeket

v=A(p) vagy ¥Y=Ar

alakban irjuk. Az A hozzdrendelést mennyiségnek tekintjlik
és tenzornak mondjuk., Ahhoz, hogy egy tenzort ismerjink és
vele szédmolhassunk, az

ag =Ad, a,=AjJ & a5 4k

vektorokat kell ismerniink. E hdrom vektornak 8sszesen kilenc
koordindtija van, igy a tenzort kilenc szdmmal jellemezhet-
jik. Az 845 25 23 vektorok koordindtdit egy matrix oszlo-

paiba irjuk be, ezt a mitrixot a tenzor mitrixdnak nevezzik,

a

411 %42 343
A= tayy 2y, 85y
831 %35 833
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A tenzor matrixit és a tenzort egyardnt A-val jeloljuk.

A és B tenzorok pontosan akkor egyenldék, ha A r =B r min-
den vektorra teljesiil, ekkor A és B mdtrixa is megegyezik.
A O tenzorra O r = 0 teljeslil tetszdleges r esetén, és
a miatrixdnak minden eleme zérus. A tovdbbiakban a vektorokat
oszlopmiatrixként fogjuk kezelni. Ahhoz, hogy a derivdlt de-
finicidjdt megadjuk, még egy kérdést kell tisztdzni, mégpedig
azt, hogy egy vektortdl fiiggd tenzor mikor tart a zérusten-
zorhog.

3.3 Definicid:
Az r vektortdl flgegd A tenzor az T, helyen akkor

tart a 0 tenzorhoz, ha bdrmely régzitett a vektorra
A aw0, ha r - gok—>0.
Megjegyezzilk, hogy kionnyen beldthaté az a tény, hogy az

A tenzor pontosan akkor tart a 0 tenzorhoz, ha mdtrixdnak
minden eleme zérushoz tart.

3.4 Definicid:
A v{r) vektor-vektor flggvény derividltja az a D ten-
zor, amelyik a

AY = DAr + £{Ar)Ar (E(Ar) itt tenzor)
dsszefliggést kielégiti, ahol

E(Ar)—»0, ha Ar->0.

dv
A D derivdlttenzorra szokids a E%

ndlni. =

Megjegyezzik, hogy ha az igy definidlt derivdlttenzor léte-

zik, akkor az egyértelmiien van meghatdrozva.

jeldlést is hasz-

3.1 Tétel
A g(gi vektor-vektor filggvény derivdlttenzordnak mitrixa °

dv, av, avlq
dx dy 0=
b - gv, av, 0OV,
- dx dy Oz
av3 av3 av3
| 9x Jdy OJz
anol v = v(v,,v,,vg) és  r = r(x,y,2).
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Bizonyitéds: :
Trjuk fel a aifferencidlhatésdg feltételét (3.4 defini-
cié) koordindtds alakban! A v vektor koordindtdi a vi(g)

skaldr-vektor fliggvények (i = 1,2,3). Ha a koordindtafligg-
vények differencidlhatéak, azaz i = 1,2,3 esetén létezik
grad Vi akkor

Av = (grad v,Ar)i + (grad v,4Ar)j + (grad viAr)k +

+ (E,80)1 + (E,0r)) + (EADIK
irhaté, ahol

lim §. = 1im &, = 1lim &, = 0.
Ar —»0 Ar—0 Ar -0 5
Haszndljuk fel most azt, hogy a koordinatafiiggvények gradien-
seit ki tudjuk szdmitani (ldsd a 2.2 tételt) és a matrixokat
a sor-oszlop szorzisi szabdlya szerint szorozzuk Ussze.
Eszerint a grad v, vektor a D mdtrix i-edik sorvektora,

tehdt a D i-edik sordban a4l1l:

ov, 33 2%

4. Vektormez$ gbrbementi és feluleti integralja

A gbrbementi integrdlt egy mechanikal példa kapecséan
kénnyen értelmezhetjik. Ismeretes ugyanis, hogy ha valamely
témegpont a red haté P erdé hatdsdra elmozdul, akkor a vég-
zett munka

L = P-s ZIEI]E}COSOC-

Ez a képlet azonban csak akkor érvényes, ha az elmozdu-
14s egyenes szakaszon toérténik. Abban az dltaldnosabb eset-
ben, amikor az erd hatédsdra a pont gbrbevonali palyat ir le,
az integrédlszdmitds eszkbzeihez-kell nyilnunk. '
Tekintsiink ezért olyan erdteret, ahol a tér minden pontjédban
mis és més erdvektor hat, és mozogjon valamely egységnyi to-
megli pontszerfd test az erdtér valamilyen:gbdrbéje mentén..

Kérdés: mekkora munkit végez az erb6tér, mig a tdmegpon-
tot a kijeldlt C térgdrbe mentén annak A pontjdbél B
pontjdba mozgatja? Azért, hogy a munka kiszdmitdsdra sSzOlgi- -
16 eldz8 képletet alkalmazhassuk, osszuk fel a térgdrbe A-tél
h-ipg teriedd {vét tetszdlegesen felvett osztdpontokkal elég
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~kis ivekre. Az osztdpontokhoz tartozd helyzetvektorok a befu-
tds sorrendjében legyenek

r r S
5% =1° 3

1 =i -n

Az EB iv menti munkdt dgy fogjuk kdzelitbleg kiszami-
tani, hogy a tdrtvonalon végzett munkdt hatdrozzuk meg. A
t8rtvonalon végzett munka pedig az egyenes szakaszokon adédsd
munkdk Osszege lesz, Az

r. és r.
=i-1 =i

vektorok 41tal meghatérozott

Ri1 A4

szakasz esetében az elmozduldsvektor az
Py T B TOL
vektor lesz, mig erdvektor gyandnt vdlasszunk k1 tetszllege-

-sen egyet az erdtérnek az
——

Aiq Ay

iv pontjdhoz tartozé vektorai kdzill. Az iv mentén tdrténd :
elmozdulds helyett a hir mentit véve figyelembe, tovabb4 vil- .
tozd erdvektor helyett egy bizonyos kivdlasztott 4llandd
vektorral dolgozva egyrészt a keresett munka kbzelitését kap-
Juk, masrészt alkalmazhatjuk a munka eddigi kepletet.

Az

i-1 74
szakaszon végzett munka czért
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AL = E(_j)'AZl
- ~ . ” ti4n
lesz. SLi az Ai—i Ai iv valamely tetszdleges pontjahoz

mutatd helyzetvektort jeldli. A teljes munka kbzelitdleg

n n
Lmiz AL, = <:f B(8;) Ar,.

1 L 1=

A beosztds finomitdsdval nyert értékek egyre pontosabban fog-
jék a keresett munkdt adni, ezért hatdrdtmenetet végezve
a gbrbementi munkdra az

n
‘L= lim S P(8;) Ar; = IE(.I_’)d_I'.
S g

n—oo  i=1i

képletet nyerjik. :

A mechanikai példdabdél kiindulva, valamely vektormezdében
a gdrbementi integrdlt dltaldnosan a kévetkezdképpen hatédroz-
ZUuKk meg.

4,1 Definicid: ,
A v(r) vektormezének a C gdrbére vonatkozd gdrbemen-
ti integrdljédn az

J v(r)ar
[

kifejezést értjlik.
Hogyan kell ilyen integrdlokat kiszdmitani? - Ha a C
pdlyagdrbét az
r(t) = x(t)i + y(£)j + z(t)k
paraméteres alakban adjuk meg, akkor
r(t) = X(£)i + §(£)j + #(t)k
lesz. Ebb§l pedig
dr =

dt.

I3

A gbrbe mentén tdrténd integrdldsndl a v(r) vektormezdnek
csak azockra a vekbtoraira van szilkséglink, amelyek a girbe
pontjaiban vannak értelmezve, vagyis a

vir(t))

vektorokra. A 4.1 definicidban szerepld integrdlt ezért
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fvieen rledat

alakban irhatjuk. Ezzel az integrdl kiszdmitdsit kbzbnséges
egyvéltozds integrdl kiszdmitdsdra vezettik vissza. Arra
kell csak vigydznunk, hogy az integréljel mbgdtt a v ¢€s
r vektorok skalédris szorzata 411! Ha tehdt a v(r) vektort

yo=v,

alakban vessziik fel, akkor az integrdl részletes leirédsa
a kévetkezd:

i+ Vgi"' V3_1§

t
1 .
j- { vitx(t), y(t), z(t)] «x(t) +
to ‘ :
+ v, [x(e), y(8), 2] 3(e) + vy [x(6), y(¢), z(t)] i(t)}dt'é

A gdrbementi integril eléjeiet védlt, ha a gbrbét a pontﬁ
ellenkezd irdnyban futja végig. Ebben az .esetben ugyanis az

el8bbi hatdrozott integrdl hatdrai felcserélédnek és igy
annak eldjele megvdltozik:

B
J vdr=- [ yar
A

Ha a 84 gbrbe A-t61 B-ig, a g5 pedig B-t&1 C-ig halad,

f oy [ vdr=. [ rez.

(gl) (gz) (g1+82)

akkor

Ha 84 és g5 gtrbék mindkét végpontja kbzbs, akkor az

fovars f
v dr + v dr
Ay T BE) T

integrilt zdrt gdrbe menti integrdlnak nevezzlk és az

vdar vagy §, var
(&) (g)

szimbdlumok velamelyikével Jjeldljuk. A nyil drdnyas a zdrt
5rbe pefutdei irdnydra utal. Ha a gdrbe uikgdrhe

z{t) = 0



és a vektormezdnek nincs =z irdnyd komponense (v3 o sik-
é 7

= U,
peli vektormezd), akkor a sikbeli vonalintegril képletét
nyerjiik.

[g?

4.2 dbra
(f){vi[xm, y(£))%(8) + vy [x(), y(t)] y(t)]as.
g ) ’

A fellileti integridl értelmezéséhez hasznes lesz a kivetkezd
mechanikai példa. )

Tekintsiink egy dramldsteret, ahol minden egyes dramld
részecske sebességét ismerjilk. Ezt dgy érhetjik el, hogy
megadjuk az r helyzetvektord pontban tartézkodd részecske
v(r) sebességét. Vesslik fel ezutdn a kdvetkezd problémdt:
mekkora egy adott felliletdarabon az idbegység alatt dtdramld
folyadék mennyisége?

A megadott feliiletet cosszuk fel elég kis feliiletdarabok-
ra. Ezeket elsd k&zelitésben sikbeli tartomianyoknak tekint-
Jilk. Ragadjunk ki egyet és vizsgdljuk a rajta atdramld folya-
dék mennyiségét. Mint a munkdndl tettllk, itt is vdlasszuk ki
az elemi felililet egy tetszdleges pontjdt és az ahhoz rendelt
sebességvektorral dolgozzunk., Ha a beosztds elég finom, nem
lesz az. elkdvetett hiba tidl nagy. Megdlliapithatjuk, hogy a
feliiletdarabon az iddegység alatt dtdramld folyadék egy fer-
de hengert t®lt meg, amelynek magasséga

{v] cos oL

alapteriilete pedig a kiszemelt felilletelem. Az of szdg a v
és n, vektorok 4ltal bezdrt szdget jelenti (Eo a fellllet

egységnyi normélisa)..Enhek az elemi hengernek a térfogata
igy : :

AQ =|vjcosd.AF

lesz. ‘
Irjuk ezt

AQ = v n AF
alakban, ami nyilvdn helyes, mert
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8z sbra

v-n_ =|vjn] cosc(=|glcoéc(.

Ha a felilletet n szdmi elemi feliiletdarabra osztottuk
fel, akkor az egész felilileten dtdramlé folyadék mennyiségét
az egyes feliiletdarabokon kiszdmolt értékek tsszegével kize-
lithetjik.

Qm%: v(8,)+n, - AF,

L

1tt Si az i-edik elemi felililetdarabnak valamely tetszdle-
ges pontjdhoz mutat, n., @ feliiletdarab egységnyi normili-
sa a §, pontban, AF, a felilletdarab felszine. ADLF,

tulajdonképpen valdés szdm €s ezzel szabad az Eio} vektort
megszorozni. A

F; = DF.n,
vektort, amelynek irdnya és irdnyitdsa a fellileti normdlis
megfeleld adatdval egyezik meg, de hossza a felilletdarab
mérészamival egyenld; irdnyftott felilletelemnek nevezzlk.
Ennek irdnyftdsa a feladat természetétdl, vagy sajdt elhatéd-
rozdsunktél filgg, ezért minden feladatnidl meg kell mondanunk, .
hogy "felfelé vagy' lefelé" irdnyitott feliiletre akarjuk-e az
integrdl értékét kiszdmitani. ‘ ;
Mert, hogy integrdlra jutunk, az vildgos, hiszen a Q -pontos :
értékének meghatérozdsdhoz a feliilet beosztdsdt minden haté-
ron tul sfiritentink kell.. Az idSegység alatt &tdramldé folya-
dék mennyiségét tehdt az F felilletre- képezett

Q= J{ v(r)n av = [[ v(r) aF
F . P

integrédllal szdmithatjuk ki. Altaldban a kovetkezlt mondjuk.
4,2 Definicié:

A v(r) vektoreloszlds esetén az F felillet mentén
képezett felilleti integrélt

v

médon értelmezzlik.

, dr =JFJ.3 dF
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Ratériink a feliileti integral kiszamitdsdnak megmutata-
sdra. A fellletet az

r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k

paraméteres egyenlettel adjuk meg. Az F feliiletdarab felel-
jen meg a paramétersik valamely T tartomdnydnak. Ekkor

- amint azt a felszinszdmitdsbdl ismerjitk - egy P elemi fe-
illletdarab felszine

AF = (;u X _I:V)AU. Av.
A felillet egységnyi normdlvektora pedig az

r X r
—Ll —V

n
-0 r, XL,
vektor. A AF irdnyitott felliletelem ezért

AF = r, ¥ gv[Au Av
lesz. A v(r) vektoreloszlds vektorai kozill csupdn azokra
van szlikséglink, amelyek az F felillet mentén helyezkednek
el, ezek pedig a

v{r{u,v))

vektorok. ’
A szlikséges kifejezések behelyettesitése utdn a felille-
ti integrdlra sa

Q"K(E(U,V))-(gu x r )du av

kettds integrdlt kapjuk. Mivel az integriljel mdgdtt vegyes
szorzat 411, ezért szoktuk még az

f[ v r, r, dudv
T

alakot is haszndlni.

Sz6ljunk néhdny szét a felilleti integrdl tulajdonsdgai-
rél. Az egyik, kdnnyen beldthatd tény az, hogy a feliiletil
integrdl eldjelet vdlt, ha a normdlvektor irdnyftdsdt meg-
vdltoztatjuk.

Kissé gondosabb vizsgdlatot igényel a mdsik tulajdonsdg.

Eszerint, ha F1 és F2 felilletek epy gdrbe mentén csatla-

koznak, akkor

IR



4.4 gbra

Ez alkalommal azonban lgyelniink kell arra, hogy a két feli-
let egyformdn legyen irdnyitva, mert a felirt 8sszeaddsi
formula csak akkor érvényes.

Hogyan torténhet az irdnyitds? Tekintslik az F1 fellile~

tet hatdrolé C1 térgdrbét &s adjunk neki valamilyen irdnyi-

tdst. Ez4ltal mdr a feliilet bdrmely felosztdsidt irdnyitottuk.
Ha ugyanis egy felliletelemnek van a Ci-gyel k8zbs darabja,

akkor errdl mar dréklédik az irdnyitds a felliletelemre is.
Megéllapodunk btovdbbd abban, hogy ha két felilletelemnek k&-
z8s hatdrgbrbéje van, akkor az a gdrbe a két felliletelemnél
ellentétes irdnyitdst kapjon. Ha a C1 gbrbét valamilyen .
médon irdnyitottuk, akkor az F2 felililetet hatdrold 02 gor-
bét dgy kell tehdt irdnyitanunk, hogy a Ci-gyel k8z06s 1ive a
C2 irdnyitdsakor a Cl-nél levd irdnyitdssal ellentétes ird-

hyitést kapjon (4.5 &dbra).

4.5 dbra
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Ha két feliiletdarab hatdrgdrbéje kozbs, tehdt egylitt zdrt
felliletet alkotnak, akkor az eldzb képlet ugy lesz érvényes,
ha mindkét feliiletnél pl. a zart feliiletbdl kifelé mutatd
normélist valasztjuk. Zart felilletre tdrténd integrdldsndl
szoktdk az

§ var

jelvlést alkalmazni.

5. Vektormezd divergenciaja

A vektormez$ divergencidjét egy fizikai probléma kap-
csédn definidljuk. Tekintsink egy inhomogén dramlédsi teret
és ebben egy AV térfogatd tartomdnyt, amelyet egy F zart
feliilet hatdrol. Az adott sebességbérnek a zdrt felilletre
vonatkozé feliileti integrilja megadja a AV  tartomdnybél
kidramlé folyadék mennyiségét, amennyiben a fellileti normé-
1is kifelé mutat. Ha ez a felilleti integrdl pozitiv, akkor
a kiidramlé folyadék mennyisége nagyobb mint a bedramléé,
akkor azt mondjuk, hogy a AV térfogatd tartomdnyban forrds
van. Ha viszont befelé t8bb folyadék dramlik, mint kifelé,
akkor nyelérdl beszélilnk. Persze az is eldfordulhat, hogy
a be- és kidramld folyadékmennyiség egyenld. A tér egy tet-
sz6leges pontjéban a forrds mértékét (erbSsségét) lgy jelle-
mezhet jilk, hogy az illetd pontot AV térfogatot hatdrold
zdrt fellilettel vessziik k8rlil és a tartomdnybsl kilépd folya~
dékmennyiség térfogategységre esd részének, az uUn., 4tlagfor-
rédsnak a hatdrértékét vessziik, ha AV—0,

5.1 Definfcid:

§var
lim ———
hatdrértéket, ha létezik, a v(r) vektormezd (xo,yo,zo)

pontbeli divergencidjénak nevezzilk (div v), ahol AV az
(xo,yo,zo) pontot tartalmazé elemi- térfogat és az integré-

14st a AV térfogatot hatdrolé zart feliileten kell elvégez-
ni kifelé mutatd felilleti normdlis mellett.

5.1 Tétel .

ov, 3
[divy_P]=[a;1(+ ;§+ ;z P]

e}
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ahol: v = g(vl,vz,VB), r = r{x,y,z) és a parcidlis deri-
vdltakat a szdban forgd pontban kell tekinteni,

Bizonyitéds:

Legyen a v(r) vektormezd egy- inhomogén dramlisi tér
sebességmezeje. A térben vegylnk fel a koordindtasikokkal par-:
huzamos oldallapi, Ax, Ay, Az o0ldaléill hasdbot. Erre a spe- !
cidlisan vdlasztott tartomanyra szdmitjuk ki a feliileti in-
tegralt.

I=

E
F
Y/
z C i ! I
Z,%47 il Y e
y /l, 4
Yo+ AY ya
zZ, -k
%
%, XgtAX

5.1 dbra

A hasdb teljes feliletén eléjelesen Atdramls folyadékot
az egyes lapokon dtdramlé folyadékmennyiségek algebrai Bsz-
szegezésével kapjuk. A teljes felliletre képezett felilletl in-
tegrdlt ugyanis az oldallapokon vett integrdlok Osszeaddsé-
val nyerjik. E célb6l d4llapodjunk meg abban, hogy az integ-
rdldst kifelé irdnyfitott felliletre fogjuk elvégezni. A haséb
egylk csucspontjdnak koordindtdi legyenek dltaldnosan az

Xos Ygs g mennyiségek, a tobbi csicspontot az egyes koordi-:

nidtdk Ax, Ay, Az -vel t¥rténd megndvekedésével kapjuk.

A szdmitds sordn az 5.1 dbra jeldléseit fogjuk alkalmazni.

Az integrédldsokat gy fogjuk elvégezni, hogy egy lapra t8r-
tént integrdlds utdn mindig a vele pdrhuzamos lapra megyiink
at. Kezdjik az y,z] koordindtasikkal pdarhuzamos ACEG lappal.
Az ACEG sik minden pontjdnak elsd koordindtija X A mdso-

dik, illetve harmadik koordindtdt ugy kaphatjuk meg, hogy az
yo—hoz valamilyen u, a zo—hoz valamely v szdmot hozzd-

adunk. Az u azonban nem lehet nagyobb Ay-ndl, a v pedig
Az-nél. A lapot meghatdrozé paraméteres egyenletrendszer
ezért

X =X

ua
1A

y=y.t+tu 0 Ay

hly



z = Z_ + vV 0%y : AZ

lesz. A lap normdlisa (megdliapodhatunk abban, hogy a hasi-
bot kifelé irdnyitjuk) a =i vektor. A lapon dtdramlé folya-
dék mennyisége az el8z8 pont szerint

Q I dF Ajy A;Z (-1)aF
= vn = vi—-1 P
ACEG ACRe — ° - =

Ay Az
= - g g’ (vji + vy + vsg)i dF =

o

yAz
g’ (Vl(xo’yo tu,z v))dF.

1]
OH

Az integrandusban feltlintettlk azt, hogy a vektormezdt
a széban forgdé felillet pontjaiban kell tekinteniink. Tovabb4d,
ezen a felilleten a dF helyébe du dv irhatd és ezért

Q &7 Ajz( ( +v))
= - v.(x ,y + u,z_ + v))du dv.
ACEG u!; v=0 170?70 0

Tekintsiik most az ACEG lappal pdrhuzamos BDFH lapot. Ennek
paraméteres elfdilitdsa: ’
X = x +4x
o

y = yo + u 0 é u £ Ay

<
z = 2 + v g =

q Jf aF éﬁ ?z . ap
= van = v i =
BDFH BDFH — =0 g 45 — =
Ay Az .

= g‘ ’(])_ (Vii + V2_J_ + VBE) -1 dpF =

Ay Az
) ugb €£0 (Vi(xo XY, FouLE, v)) dF =

Ay Az . _
) u=0 v=0 Vi(XO * X’yO * u,zo + v)du av

Lys



kifejezéssel egyenld. Adjuk Ossze az ¥,Z2 koordindtasfkkal
pdrhuzamos két lapra kapott integrélokat:

Qy.z © Qacec * “mDFH °

AY Az .
= ug; véh[vl(xo *Ax,y  *tu,z ¢ v) -

- Vi(xo’yo tu,z + vi]du av.

Alkalmazzuk a skaldr-vektor filggvények differencidlhényado-
sdra vonatkozd

Af = grad fAr + EAP
azaz

f(x + Ax, y #Ay, 2 + Az) - f(x,Y:Z) = f}’c(x,y,Z)Ax +

+ Lo (%,y,2)y + £2(x,y,2)0z + Ebx + &8y + &bz

bsszefigegést (1l4sd a 2.1 definicidt és a 2.2 tételt) az in-
tegréljel migbtt 4116 vy fiiggvényre. Ha behelyettesitjik
a

vyx, + X,y  + u,2 + vy - vl(xo,y0 + U,z + V)=

1( o} o]

91
T 9x ;
kbzelitést, ahol a parcidlis derivéitat az (xo,yo,zo) ponti

ban kell venni és ahol a jobb &attekinthetlség érdekében a
mésodrendben kicsiny

Ax

glz\xj 82Ay3 63AZ
" tagokat elhagyjuk, akkor a

Q Afy Ajz ) ax au
~ —= x du dv
Y2 3=0 v=0 9x O

integrdlt kell véglil is kiszamitani. A parcidlis derivéltnal.
szerepld nulla indexet annak kihangsilyozdséra irtuk oda,
hogy a derivdlt értékét az (xo,yo,zo) helyen kell kiszdmi-

tani. De akkor az nyilvén valamilyen 4llandé szédmérték s az E

zlL{f;



u €s v szerinti integrdldsndl X is 41landdnak szdmit.
Ezért az integrdlids elvégzése utdn a :
avy
[y,z] ox O
eredményt kapjuk. )
Teljesen hasonldé szamitdssal kaphatjuk a

av :
2
Q ~(—=) Ax Ay Az és
E{’Z] ~ ay 0

av _
ar m (=2) AxBybz
Cx,y]T 3z 0

mennylségeket is. A hasdb teljes felliletére képezett Q
integrdl értiéke igy

Q=§vn dF = § v aF =

° o Vgt Yy =
av1 av2 5} )

v
= { + + 3) Ax Ay Az .
Jx dy dz 0

Mivel a hasédb térfogata

V = dx Ay Az,

azért L
fvar i Cr, T2y 03y v,
ax oy oz . 0 .
és ebbdl
(av1 . av, , 93 § v aF

) o2
ox dy B9z O av

Az elkbvetett hiba a Ax, Ay &s Az egyideji csdkhenéséw
tehdt AV—>0 esetben zérushoz tart. Az elemi térfogatbs”
kidramlé folyadék mennyiségét tehdt a

vy dv, v § v aF
( + + 3} = 1im ‘;V
ox Oy dz 0 AV->0

hatdrérték adja, ahol a felllleti integrdlt a AV térfogatot
hatdrolé zart felilleten kell kiszdmolni.

Ha negativ az eredmény, akkor a folyadék a kifelé muta-
t6 fellileti normdlissal ellentétes irdnyban &ramlik.
A divergencia most ldtott jelentése nem filgg attdl, hogy mi-
lyen alakd zdrt felliletbd$l indulunk ki. Természetesen a le-
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vezetds a hasidb esetén a legegyszeribb. A divergencia

- amint az a definfcidbdl kiténik - a térfopategységre esd
anyagszaporulatra vagy anyaghidnyra jellemz6, a forrds erds-
ségével fiigg Ossze. Ha pl. a divergencia értéke valamely

1'cm3 térfogati térrész minden pontjédban 0,5, akkor a tér-
fogaton beliili forrds mdsodpercenként 0,5 em3 anyagot ter-

mel. Ha tehdt 1 sec alatt 10 cmB'anyag omldtt be, akkor

10 + 0,5 = 10,5 cm3 anyag fog misodpercenként kidramlani.
Levezetésiinkben a kiomlé folyadék pozitiv eldjelil, a bedmld
folyadék negativ elﬁjelﬁ volt. Folyadékrdl beszéltlink, de .
minden anyagdramldsra érvényes a megallapités. A divergencis- .
nak az elektromossdgtanban, magnessegtanban is igen fontos
fizikai jelentése van. ;
A v(r) vektormezé divergencidjdt felirhatjuk a 2. pont-?
ban bevezetett . ;
-2 i+ 3 J o+ 8 k

\"A i X
ox oy oz

nabla-vektor segitségével:

vy s V¥ sGg Lty d e gy Rl v el t V0 |
3v av ov

_ 9%, 9% 95

ox dy D=

A 3.1 tétel szerint a divergencia éppen a derivdlt tenzor
f84t16j4ban 4116 elemeinek 8sszege {(dn. "spur'-ja).
Bizonyitds nélkil megjegyezzilk, hogy a div v értéke invari-
dns a koordindta-rendszer megvalasztaséval Szemben.

6. Vektormezd rotacioja

A vektormezd roticidjénak értelmezéséhez szintén dramlés-
tani problémdt hivunk segitségiil. Tekintsiink egy olyan dram- |
ldsl sebességmezét, amelyben ¥rvénylés van. Ha gondolatban 9
belehelyezilnk ebbe a térbe egy zdrt gdrbét, akkor az Brvényls .
tér a zirt gdrbén elhelyezked$d tomegpontot végigmozgatja a "
gbrbén. A vektortér ezdltal munkdt végez. Ennek a munkédnak
a nagysédga filigg a zdrt gbrbe elhelyezkedésétdl. Ha a gdrbe
olyan helyzetii, hogy a vektortér elemei érintik, akkor a tér
nagyobb munkéat végez, azaz jobban forgatja a tomegpontot mint
Lo a gbrbe, vagyis az Ut merdleges lenne az erdvonalakra. '
Ha azt akarjuk jellemezni, hogy egy vektortér egy pontban
mennyire forgat o,y t&megpontot, akkor helyezziink a térbe
ey oilvan AF  elemi felliletet, amely tartalmazzsa ezt a pon-



tot., Szdmitsuk ki a tér munkdijdt a felliletet hatarold zart
gbrbe mentén és osszuk el a fellilet felszinével. Az igy ka-
pott feliiletegységre esd munka a pontbeli dtlagos forgatis
mértéke. Ennek amennyiségnek a hatdrértéke ha AF—0, jellem-
zi a pontbelil 6rvénylés erdsségét. Mivel ez a mennyiség fiigg
a F rfeliiletdlldstél is, ezért egy vektort, az Un. rotdcid-
vektort vezetiink be és az 4tlagos forgatds mértékét a vek-
tor felilletre merdleges Ysszetevljének értelmezzik.

6.1 Definicid:
A

¢ v dr
iim
AF0 AF
hatdrértéket a v(r) vektormezd (xo,yo,zo) pontbeli roté-

cidja (rot v) n irdnyd 8sszetevdjének nevezzilk, ahol F
az (xo,yo,zo) pontot tartalmazdé elemi fellilet, 1n ennek

==

a felliletnek a normélisa is az integrdldst a AF feliiletet
hatirolé zdrt gdrbére kell elvégezni. A fellileti normdlist
Ugy kell irdnyiftani, hogy a felilletet hat&roldé kontirgdrbére
visszanézve, annak irdnyitdsdt pozitivnak ldssuk.

6.1 Tétel:
. av av av v ov ov
rot v = (—2 - —2)3 % (—2% - —2)j + (—2 - Ly ,
az oz ox 2x oy

ahol
v = E(vl’VZ’VB) és r = r(x,y,z)

Bizonyitds:

Vegylink fel az &rvényld folyadék sebességterében egy
AF nagysédgi felilletdarabot, amelyet a (g) =zart gdrbe ha-
tédrol. Hatdrozzuk meg a Vv vektortér (g) zd4rt gdrbementi

$ var

(g}
integrédljdt! Amint a divergencia szemléltetésénél tettilk,
most is specidlis felilletet fogunk védlasztani a levezetés
egyszer(sége érdekében., Legyen a (g) zdrt "gbrbe" a
z =z, = 4llandé sikban fekv8, &x, Ay oldalhosszisédga, az

x illetve y tengellyel pdrhuzamos oldald téglalap keriile-
te (6.1 dbra).

Irdnyfitsuk a téglalapot a matematikai pozitiv kdriiljsrés
szerint. Integrdljuk el8szdr az A B szakaszon. Ennek
egyenlete:
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x=x_ +t (0 £t %aAx)

0
y = yo
Z = Z
o
y . z=dllondd
D, C
yﬂ +Ay s

'
-
———
——t-
[

i
Yo A pr— B
x
Xq Ho¥p X
6.1 &bra

A dr helyébe P dt frandé. Differencidlnunk kell ezért
t

a most felirt egyenletrendszert:

[
i

=0
vagyis r = i. Ha a v vektor felbontdsdt a szokott

Vs ovylotv,g ot VBE

médon vdlasztjuk, akkor

f ?y AX (
2 vdr = v idg = g v,(x_ + t,y ,z )dt =
AB ‘ B 1*% ‘o’ 0

AX

~ g Vl(XO’yo’Zo)dt = vl(xo,yo,zo) Ax.

Az integrandusban feltiintettiik, hogy a v skaldr-vek-

1
tor figgvényt az AB szakasz pontjaiban kell tekinteni. A
CB szakaszon vett integrdlndl r = -1 lesz, ezért
f AX Ax
& vdr = - é' vei dt = - g' vylxg + tyy  + Viz )dt=
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X

0

- f vi(xo,yo + y,zo)dt = - Vl(XO’yo + y,zo) Ax.
A BC szakaszon P = j, a DA szakaszon pedig £ = - j. Az

el8z8 szadmitdsokhoz hasonldan kaphatjuk, hogy .

D_.,E v dr —,y,v2(x,0 +AX,yO,ZO)Ay

.D% v oara - v, (x .Y s2,) AY

A teljes gdrbementi integrdl értékét az

$ zdz=(_fzd£+iy_dz)+(Eicy_dz+£zd£)
(g) AB CD _ DA.

csoportositésban szdmithatjuk ki. Igy

J Vadra —[Vl(x()’yo + y’ZO) - Vl(xosyo,zo)]Ax +

(&)

+[v2(xO + x,yo,zo) - vg(xo,yo,zo)]by.
A szbgletes zdrdjelben levd killdnbségekre alkalmazzuk a ska-=
14r-vektor fiiggvény differencidlhényadosdra vonatkoz6 Bssze-
filggést (14sd a 2.1 definicidét és a 2.2 tételt), amely sze-
rint

Af = f{x + Ax,y + by, 2z +42) - £(x,y,28) =

= £2(x%,y,2)0x + f§(x,y,z)6y + £2(x,5,2)0z +
+E  bx ¥ EEAy + &BAZ.

Ha a mdsodrendben kicsiny
Elea £2Ay, %AZ

mennyiségeket elhanyagoljuk, akkor

av
,( vdr ~ - (—2) Axby +
(g) dy (x.,¥,s2,)
av v av
s (2 Axdy = —2 .4 AxAy =
aX (xo’yo’zo) ax ay (xo’yo’zo)
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= (—= - —) AF.
Ax oy {xo,yo,zo)

Osszuk el a gdrbementi integral, az Un. cirkuldcid értékét
a felillet mérdszdmival, majd zsugoritsuk a téglalapot a-
Ax =0 , Ay—0 hatdrdtmenettel az (xo,yo,zo) pontra.

Fkkor az eldzd kidzelités egyenldsépgbe megy 4%:
é v dr . av2 av1

AFl_EIS AF T 3x " oy

‘Ha a (g) =z4rt gbrbe az y = Yo sikban fekvd, Ax, Aw
oldald téglalap keriilete, akkor hasonldé meggondolédssal
$var Bv, av,

lim = - -
AF—0 oF az ox

az X = X sikban fekv8 Ay, Az o0ldalu téglalap kerliletére
pedig _

$ ¥ dr ’av3 av,

1lim
pF—=0 OF ay dz

adddik, ahol a parcidlis derivdltakat az (xo,yo,zo) pont -
ban kell szdmitani. A

av3 avé avi av3 av2 av1

dy 9z ~ 9z Bx = ax oy

mennyiségek a rot v vektornak a koordindtasikokra merdleges
.Osgzetevdi, vagyis az i, j, k irdnyd komponensei. Igy _
tehdt a rot v vektor egyértelmilen van meghatdrozva. A ro-
t4cisé nem fiigg attél, hogy milyen alakd zdrt gdrbéb8l indulunk.
ki, természetesen a 1evezetes téglalap esetén a legegysze-
ribb.
A rotdcidnak az elektromossdgtanban is igen fontos fizikai
jelentése van. A .
v ov av ov ov,  ov
rot v = ( 3 _ 2’ 1 _ 3 : 2 _ 1)

8y dz 9z dx  Ox ay

vektor komponensei elédllithaték a v(r) fiiggvény derividlt-
tenzordnak matrixidban (14sd a 3.1 tételt) 4116 elemekbdl az
aldbbi séma szerint:
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ov, ov, oV,

9% /féy oz
av2 av2 ov

ox #}§§ /féz
8V3 8V3

v
ox DOy Oz

2

3

A rot v komponenseit formdlisan is klszémithatauk a 2. pont-
ban bevezetett ¢

1=-§i+§y‘i+;§g£

nabla-vektorral alkotott vektordlis szorzatként:

i i ok
robv=yvyxv=19 -8 9]|=
ox 9By 3z
vyov, v3
av v ov av ov v
s (=2 - =B (- =)+ (=2 - i
%y  Jz z *.9x 2% Ay

: B1zony1tas nélkil mngegyezzuk hogy a rot v vektor inva-
ridns a koordindta-rendszer megvdlasztésdval szemben. Ezért
nevezik a rot v vektort a v(r) vektormez8 derivélttenzora
vektorinvaridnsédnak.

Amint ez a definici%bél kitlnik, a rotdcidé az dramlé fo-
lyadek orvenyleset Jellem21- Teklntsunk egy elemi folyadék-
mennyiséget merev testnek és forogjon az valamely rdgzitett
pontjdn dthaladé fix forgdstengely kérill oo szbgsebesseggel

A merev test egy pontidnak: sebességét a v=wzxr
vektorilis szorzat adja. Ha »r befutja a merev testet, akkor
ugy egy v(r) sebésségmezdt kapunk. Képezzilk ennek a v{r)
fliggvénynek a rotdcidjat: . -

6.2 éb;a
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i d k

- 0 3 9

© Px oy z%
W,2 -Q%y a%x -&%z @,y —aﬁx

A kijeldlt derivdlédsokndl az @, Wy W3 41landé, ezért

= oI i ] =
rot v 2( 410t cozl +o.33£) 2 >

adédik. A rotdcid a szdgsebességvektor kétszeresét adja, :
emiatt is kapta a rotécié (forgéds) elnevezést. A divergencia
és rotdcié bevezetése és fizikai jelentésének megvildgosi-
tdsa utdn a vektormezSknek az alédbbi osztdlyozdsdt adhatjuk
meg:

rot v = 0 - rot v#0
div v = 0 forris és 8rvénymentes forrdsmentes Srvény-
mezé mezd :
ivv#0 drvénymentes forrdsmezd forrés- és drvénymezd:

A tovébbiakban néhédny divergenciéra és rotdciéra vonatkozd,
a fizikdban sokszor alkalmazott szabdlyt irunk fel.

a) div grad u = Au, ahol
_ 2. 98, 8%, &
A=Y =m0
Bx oy dz
az vn. Laplace-féle operdtor.
b) rot grad u = 0
=0
grad div v -4V

c) div rot

Y
d) rot rot v

Bizonyités:

Ez & négy allitds koordindtdk segitségével kinnyen iga-
zolhaté, mi esak azt mutatjuk meg, hogy a V szimbolika ezek:
hez is elvezet. P

a) div grad u = V (V u) = Y?u =Au = =5 +

B



"b) rot grad u = ¥ x(Vu) = 0.

hiszen V és Vu pérhuzamos "vektorok"
¢) divrot v = g(¥xv)=0

ugyanis, a vegyesszorzat két tényezdje megegyezik.
d) rot rot v = Vx(V x v) = V(V¥v) —V_'_2v = grad div v -A VY
Itt a kifejezésl tételt alkalmaztuk.
A b) 4111itdst lgy is megfogalmazhatjuk, hogy minden gradiens-

mezd Srvénymentes, a c¢) 4llitds szerint pedig valamely vek-
tormezéhdz tartozd roticidmezd forrdsmentes.

- 7. G6rbementi- és fellleti integralok ataiakitasara
vonatkozé tételek

7.1 Tétel (Gauss-Osztrogradszkij-tétel)
Jydivgd\f:ff_\_(dg
F

ahol F a V térfogatot hatdrold zdrt felillet és az integri-
1d4s kifelé irdnyitott normdlissal végzendd.

Bizonyitds:

A kdnnyebb megértés kedvéért maradjunk az dramlidstani
szdhaszndlatnal. Tlzzlk ki feladatként egy zdrt F felillettel
" hatdrolt V térfogatban bekdvetkezd anyagszaporulat megh--
tdrozdsédt! Osszuk fel ezért a térfogatot

AVi, AVZ,...,AVH

elemi éellékra, amelyeknek zdrt hatdarfelilleteit jeldljik

AF,, OF AF,

PR

jelekkel. Minden cella esetén élmondhatjuk, hogy a benne
keletkezett anyagszaporulatra

laiv v(§,, 75§ + €]V, = § v aF
AF,
érvényes, ahol (§k’ Qk’ %k) a k-adik cella tetsz8leges bel-

sé pontja. (Ez az 5.1 definficié kdzvetlen kdvetkezménye.)
Adjuk Yssze k = 1-t8l k = n-ig a celldkra felirt egyenldt-
lenségeket:



n : ' n

2 [div ¥y Tyeo ﬂk)<4'£k] Ve =3 N v

k=1 . = AFk
N&veljilk a beosztdsok szdmdbt gy, hogy a celldk dtmérdje
egyenletesen nulldhoz tartson. A bal oldali kifejezés akkor
£ >0 miatt az :

Jlf aiv v av
v

hdrmas integrédlhoz tart.
. A jobb oldalon levd 6sszegek minden beosztds mellett
az F hatdrfeliiletre vett integrdlt adja, mivel a celldk
egymdssal érintkezd belsé lapjain mindig kétszer kell integ-
rdlnunk ellenkezd irdnyitdsd normdlis mellett. g
Az {gy adédé ellenkezd eldjelll, abszolit értékben egyen- -
186 mennyiségek az Osszegezésnél kiesnek és csak azokon a ha-
tdrlapokon kapunk megmaradd eredményt, amelyek az F felli-
letre esnek, ezek Osszege viszont az- F felliletre vonatkozd
integrdl. Es az lesz akkor is, ha a beosztdst tetszéleges
slirire vessaziik. :

7.2 Tétel (Stokes-tétele)

[lrot v ap = [ var
F (g)

ahol g az F felllletdarabot hatdrold zért gdrbe és a felii-
let normdlisat gy kell irdnyfitani, hogy vele szembenézve a
g gbrbe pozitiv koériljsardsdi legyen.

V-3

Bizonyitéds:
HatZdrozzuk meg a cirkuldcid, vagyis a ﬁ v dr integ-

rial értékét valamely ¥V sebességtérbe 4gyazott F fellilet-
darabot hatdrolé zdrt ~g gdrbe mentén. A rotacid definicié=-

Jjébsl (6.1_definici6) kivetkezik, hogy ha az F felliletet
AF,, AFZ’ ...,AF‘n
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elemi darabokra osztjuk, akkor

{[mt ACHRY R IR I EK}AFk = $var
_ , : (g))

lesz érvényes minden kis feliiletdarabra &s az azt hatdreld
g, 2&rt gdrbére, ahol (ﬁk"7k"§k) pont a k-adik feliilet-

darab tetszfleges belsd pontja. Gsszegezz@nk k-ra:

k=1

i{[r‘ot _\1( %k’. ?k’ %k)] n +‘é:k}AFk- = Zz‘ é . :E dr

A bal oldali kifejezés az elemi felililetdarabok atmeréJének
csdkkentésével az :

.ﬂ (rot v) _dF = ﬂ rot v dF
F -1 F

kettés integrdlhoz tart. A jobb oldali v1szont minden beosz-
tds esetén az F feliilet hatdrgdrbéjén vett integrdllal
egyenld, mivel az egyes elemi felilletdarabok k&z8s hatdrvo-
naldn vett integrdlok az dsszegezésnél kiesnek.

8. Néhany kovetkezmény

A Gauss- Osztrogradszli és a Stokes-tétel felhasznild-
saval a vektormezdket Jellemzo, tovdbbi tételekhez juthatunk.

8.1 Tétel

Ha a vektormezd divergencidja. zérus, akkor a vektor-
mezd valamely feliileti integrédlja csupan a felillet hatdrgdr-
béjétdl fiigg. ’

Bizonyitds:
A Gauss- Osztrogradszli—tétel szerlnt

gfdivde=_g}_r dF.

Ha
div v = 0, azaz, ha a v = v(r)

Vektormezd forrdsmentes, akkor a bal oldali integrdl zérus,
tehat . ) .
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v ar = o
F

A vektormezd zart feliletre vett integrdlja tehdt zérus.

Ez egyébként természetes is, mert ha egy térrésaben nincs
forrds (vagy nyeld), akkor a térrészt burkols zirt feliileten
ugyanakkora a bedramldgs, mint kidramléds. Azt kapjuk igy,
hogy forrédsmentes vektortérben biarmely zdrt felilletre vonat-
kozé integrdl zérus. A zdrt felilletre vonatkozé integrdl zé-
rus voltiabdl viszont az kdvetkezik, hogy egy forrdsmentes
vektortérbe dgyazott zdrt gdrbe 4ltal hatdrolt felilletre a
vektormezd feliileti integrilja figgetlen a fellllettdl, csu-
pén a hatdrgdrbétdl figg. Két kdzbs hatdrgbrbével rendelkezd

Fl_és F, feliilet ugyanis zart felilletet alkot és mindkét

esetben kifelé vagy mindkét esetben befelé mutatd felllleti
normdlis esetén a z4rt felllletre vett integrdl értéke zérus.

Azt {irhatjuk azért, hogy

qufxdﬂﬁ,f vap= Jf war-o,

172
ahonnan
Jvar=-f v ar.
F1 F2
Ha az F feltlletnél az irdnyfitott felilletelem értelmét

2
ellenkezdre viltoztatjuk, akkor a g peremgbrbén a kdriljé-
rdsi irdny meg fog egyezni és az elbzd egyenléségbdl

Jvap=J var

Fy Fy
kévetkezik. A két killdnbdzd felilletre vett integrdl tehét
egyenld.,
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8.2 Tétel
Brvénymentes vektormezSben a gdrbementi integradl érté-
ke az Uttél fliggetlen, csak a végpontoktdl fligg.

Bizonyités: )
Felhasznalijuk a 6.2.¢) tételben kimondott

div rot v = O

azonossdgot. Alkalmazzuk a 8.1 tételt a rot v vekbtormezdre,
amely szerint k&zds hatdrgdrbéjl és megfelelden irényitott
normalisi Fi’ F2 felllletre a felilleti integrdl értéke ugyan-
az. .
{[rotgdg=ﬂ rot v dF .

1 Fa

Az itt szerepld integrélokat‘Stokes—tétele<szerint; az

'g_rot v dF = § v dr
(g)

képlet alapjdn a g peremgdrbén valé integrédcidval szdmit-
hatjuk ki. Tegyllk fel, hogy rot v = 0, azaz a Vv vektorme-
z8 Brvénymentes. Ekkor az eldzd egyenldségbll

dyree=o

kévetkezik. Ennek viszont az az eredménye, hogy valamely
térgbrbe A &s B pontjail kdzti gdrbementi integrdl értéke
csak a végpontoktdl filgg, az Uttél figgetlen. Lédssuk ennek
bizonyit4sat!

Vdlasszunk két gdrbét, amely A -t B-vel Usszekdtil
A két gbrbét egylittesen tekintve zért gdrbe keletkezik,
amelyre

B - A
{  ydr+ jgdg=§gd£=o.

Ad)) - B(g,)
Ebbdl
B A
AT BT T ey T

Integrdljunk g2-6n forditott irdnyban A-t61l B-ig, akkor a
jobb oldali integrédl eléjelet vélt és

A
v dr = v dr adddik.

algs) E(

e
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8.3 Tétel .

‘Legyen @(x,y,z) skaldr-vektor fllggvény. Azt d1litjuk,
hogy a grad @ gdrbementi integrdlja csak a . @ fliggvénynek
a végpontokban felvett értékétdl fiigg, vagyis az ittol fig-
getlen.

Bigonyitds: »
Haszndljuk fel a 6.2 tétel b) A1l1itdsdt, amely szerint

“rot grad §=

" azaz a skdldrmezd gradiensmezeje Orvénymentes. Az &liitdsunk
igy a 8.2 tétel k8zvetlen kdvetkezménye. Ennek a tételnek.
a fizikai jelentése a kdvetkezd: az iUn. konzervativ erdterek-
ben, ahol az erdtérnek létezik potencidlfilggvénye, azaz olyan
skaldrvektor fliggvény, amelynek negativ gradiense az erd, az
erdtér 4ltal végzett munka az dttdl fliggetlen. Ilyen tér pél-
ddul a gravitdciés erdtér. Nem magdtdl értetddd, de bizonyit-
haté, hogy minden olyan erétérnek van potencidlja, amely 41-
tal végzett munka az Uttél flggetlen, csak a kezdd- és vég-
pontoktsl fligg. Igaz tehdt a 8.2 tdtel megforditdsa, hogy ha
a vektortér dltal végzett munka fliggetlen az uttél akkor a
tér Brvénymentes.

Megjegyezzllk, hogy 6rvénymentes és forrdsmentes terben
a potenelélfuggveny kielégiti a Laplace-egyenletet: A ¢ = 0.
A tér Obrvénymentessége bizonyitja, hogy létezik a ¢ poten-
cidlfiiggvény, a 6.2 tétel a) 41llitdsa szerint pedig

. : ‘ 2 2 2
divgrad(ﬁ:_ﬂff,’:'ag&ag-&ag
o dx~ Oy 0z

mely a tér forrdsmentessége miatt zérus.
: Konzervativ erétér poten01alfuggvenyet meghatarozhatJuk
vonalintegrdl segitségével, azaz kiszamitjuk a tér dltal vég-
zett munkat egy rog21tett ponttél a tér egy tetszdleges
pontjdig:

( ) (x,y,z)
3 -] = d
P(x,y,z . ‘{ v dr

A poten01é1fuggveny meghatarozhaté teljes differencidl in-
tegrdldsaval is.

Mivel

- grad ¢ = v(r)
ezért
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— = - vl(X,y,Z) H

ax

9 . .y (x,y,2) ;
dy 2

2.y e,y,0

0z

egyenletrendszer ¢ megolddsdt kell megkeresni, ahol
z(vi,vz,vj)

az adott konzervativ (8rvénymentes) erdtér.

he1
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