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Ez a példatdr a Dr. FParkas Mikldés egyetemi tandr szer-
kesztésében megjelent Matematika c. 8 k&tetes jegyzet, va-
lamint Dr. Kertész Viktor egyetemi docens Funkciondlanali-
zis c. jegyzet anyagdra épiil és szervesen illeszkedik
Dr. Farkas Miklés ugyancsak 8 kdtetes Matematika Példatdr
c. jegzetéhez. A Matematika Példatdr elsd kiaddsai Sta el-
telt hosszu idd, és az Ujabb, Funkciondlanalfzis jegyzet
tett sziikségessé jelen kiegészités kiaddsdt.

Valamennyi feladat megolddsa a kdnyv végén megtaldlhatd.
A feladat sorszdma elStti = jelzés arra utal, hogy a megol-
ddshoz megolddsi dtmutatdst is kozliink. A bekeretezett sor-
szdmi feladatokat pedig részletesen kidolgoztuk.

Végezetiil néhdny javaslat, megjegyzés e példatdr hasz-
nédldéinak.

A példatdr feltételezi a nappall gépészmérndk képzés
matematika elSaddsainak és gyakorlatainak a ldtogatdsit,
mivel néhdny olyan ismeretet is feltételez, amelyrdl ott
szé esik, a nyolckétetes jegyzetben azonban nem szerepel,
Egy~két feladat, vagy annak megolddsi médszere megsérti a
szigord tematikus rendet (ldasd pl. a I.4/2 feladatot, ahol
a sorozatokndl szerepel a késSbb tanulandé derivdlds).

E feladatck nem az évkdzi gyakorlédsra, hanem a vizsgdkra,
illetve a szigorlatra vald felkésziilésre késziiltek. Ez azon-
ban nem okozhat problémdt, mert e k&tet haszndlatdt amigy

is a gyakorlatvezetSk uUtmutatdsdval egyiitt képzeljiik el.

A haszndld figyelmét arra is fel kell hienunk, hogy je-
1l8léseink egy-egy feladaton beliil ugyan egyértelmilek és
kovetkezetesek, azonban az egész kitetet tekintve ez a ko-
vetkezetesség nincs mindenhol meg (példdul a vektorokat ald-
hizds nélkiil, egy ill. két aldhiizdssal is jeldljik). véle-
ményilink szerint helyes, ha a hallgatdk, akik néhédny év mil-
va nemzetkdzi szakirodalmat olvaséd, gyakorld mérndkdk lesz-
nek, mar most megszokjdk, hogy a jeldlésrendszerben semmi~
féle merev kdtdttség nincsen.

A kidolgozott feladatokndl a szdvegben esetleg nem
szembetind végeredményt ahol csak lehetséges volt, bekere-
teztiik, hogy ezzel segitsilk a k&tet haszndlatdt. Ezt kivdn-
tuk segitenl tovdbbid a lapok tetején a szakaszok sorszémd—
nak a feltiintetésével is.

A szerkesztd

Ll






HHFHH
Bl B =
¢ s s s

TARTALOM

Feladatok Megolddsck

matematika alapjai ......:... veaenns

Halmazok és fiiggvények ......oc... .

Matematikai logika ......... cseencas

Valds Szdmok ....veveen.. cteasenseen

Sorozatok .... crseeanesse sertesea

II. Egyvdltozds valds figgvények «-... cses

ir.1

I1.2.

I1.3

I1I.4.

ITT.

ITT.1. Komplex algebra -
2.
3.

IV. Végtelen SOTOK +evevrnnuennons ceesans

IIT.
III.

Egyvdltozés valos fliggvények elemi

tulajdonsdgai seeeeeeieeinenennonns

Hatdrérték, folytonossdg ..........
Derivdlds és alkalmazdsai .........

Integralszadmitds ...ocevecnneoncans

Algebra ...... ceerennns tesseereanean

MAtrixok ....eev... esensenes cssae
Mdsodrendil felulpbek rreserenene ces

IV.1. Hatvdnysorok .......... crresssanaen
Iv.2.
IV.3. FOUrier—sorok .....eevueesesan.. ene

V. T&bbvdltozds valds fliggvények ........

v.1.

<g g
VT

V.6,

VI,
VI.1

VIL2.
\VTI. 3)

WIT.

VIL.
VII.

ViI.

[ R
. e

i~

Fliggvénysorozatok .....eec... ceeaes

Felliletek szemléltetése, hatdrérték,
folytonossdg ...... st etaeesen et arana

Tobbdimenzids tartomidnyok ..........
T8bbvdltozds fiiggvények derivdlidsa .

Szélsbérték szdmitds ............ .o
Implicit megaddsd fiiggvényrendsze-

rek. Inverz filiggvényrendszerek .....
T8bbes integrdlok ........ Ceesecnans

Vektoranalizis .....eueeeue. e e a e e

Tenzorok ...ceeeeea. rerassnas cee e
Potencidlelmélet ....ovceinreeencses
Integrdl 4talakitd tételek ........

Komplex fliggvények ..... .
Komplex numerikus sorok ..........
Elemi flggvények ........ e e e
Valds vdltozds komplex drték(
fliggvények derivdltiai ...........
Fomplex filggvénvek integrdlasa

5 o0 0 a0 s e areaw

7
7
8
9
10

13

13
14
15
19

21
21
21
23

25
25
26
27

30

¢ a8 s 0 e

LR

“ s s v s e

e s s e v

s e v a0 a

ERC I RN B )

s 0 0 0 a0

* s e e s

-------

.......

-------

100
100
102
103
104

108

108
112
114
135

145
145
146
152

155
155
159
161

167

167
168
169
173

177

193

196
196
198
200

202

202

203

203

o



Feladatok Megolddsok

VvIII. Differencidlegyenletek .......... vee 44 oLl 207
VIII.1. Szukcessziv approximdcidé ......... 44 ....... 207
VIII.2. Allandé egyiitthatés linedris
differencidlegyenletek ........... 44 ....... 210
VIII.3. Stabilitds ....cisvcceccaoacasanas 46 v 218
VIII.4. Parcidlis dlfferen01élegyen1etek.. 47 even.n. 223
IX. Funkciondlanalfizis ..... cesseaseneans . 49 ....... 228
IX.1. Linedris terek ........... ceresscans 49 ....... 228
IX.2. Normdlt terek .....ccceuaen - ) 244
IX.3. Operdtorok normidlt terekben ........ 52 ....... 246
IX.4. Hilbert-terek ...... ceesrsaes ceerans 55 ceveces 257
IX.5. Fourier-sorok ..........: cesesenran er 57 sl . 259
IX.6. Laplace-transzformcid .......ceccnves 59 ....... 267
1. Laplace-transzformicid (eleml)
tulajdonsdgai ..... 1 267
2. A Laplace-transzformdcié alkal-
MAZASAL cowecosocccnseoss cesane 72 veeeae. 278
2.1 Allandd egyiitthatsés diffe-
rencidlegyenletek ..... vasens T2 L..u... 278
2.2 Specidlis egyenletek ..... P 7 281
3 Allandé egyilitthatds diffe-
rencidlegyenlet-rendszerek... 74 ....... 284
2.4 Integrdlegyenletek és integ-
" rdlegyenlet-rendszerek ...... 75 weenan 285
X. Gyakorlati sz&mf{tdsi eljdrdsok ........ 77 ....... 287
X.1. Egyismeretlenes egyenletek megolddsa. 77 ...... . 287
X.2. Empirikus képletek elddllftdsa ...... 82 ....... 292
X.3. Determindnsck és MALrixok .....ce... . 92 L. 296
X.4. Véges differencidk és alkalmazdsaik.. 97 ....... 299



2.

x4,

l. A MATEMATIKA ALAPJAI

. 1. HALMAZOK ES FUGGVENYEK

Rendezziik sorba az {a,+...ta_)(b,+...+b ) szorzat tag-
A 1 n 2 n

Jait!

Szdmldljuk meg a pozitiv egész szamokbdl képezett ren-
dezett pdrok halmazdt!

Szédmldljuk meg a raciondlis szamokat!

Tekintsiik azt a H1

x+c sinn x , XER , nEN, c£ R alakd filiggvények.
Az aldbbi 4liitdsok k&ézidl melyek igazak?

a) f€H,, ahol £(x) = 3 sin’x

b) g€ H1, ahol g{x} = 3 sin x cos x
c) hE H1,
d) k€ H‘l' ahol ki{x) = 1 - gos 2x )
e) ].EH], ahol 1l{x)} = 2cos™ x —_2 sin“x

halmazt, amelynek elemei az

ahol h{x) = 3 sin x coszx - sin3x

Legyen H2 az a halmaz, amelynek elemei az x=c cos n X;
H, az el8z8 feladatban szerepld halmaz; x€E R; n€ N;

c ER alaku filiggvények. Legyen tovdbbd H = H1U H,.

Akkor az el&z8 példdban szerepld £, g, h, k és 1 fiigg-
vények ko&ziil melyek elemei H-nak?

Legyen K az a halmaz, amelynek elemei az
f{x) = f1(x)+f2(x}+...+fn(x), f,EH,s1<i¢<n

alakd f fiiggvények; H az elézé'feladatban szerepld hal-
maz. Akkor a 4. példdban szereplS f, g, h, k és 1 fiigg-
vények koziil melyek elemei K-nak? ,

Legyen H az R-n értelmezett egyvdltozds valds fliggvé-
nyek halmaza. Tekinstiikk azt az F:H—~R funkciondlt,
amely bdrmely f € H-hoz az £(0} valés szdmot rendeli,
vagyis fr=f£{0}.

Mi e funkciondl értékkészliete? Létezik-e inverze?
Adjuk meg F egy leszlkitését és egy kiterjesztését!



(Bd Legyen G4 az az operdtor (T € R valamely rdgzitett

—

szém) , amelyre G;: H—H (ahol H a 7. feladat szerinti
halmaz} és G, H minden f eleméhez azt az fen fliggvényt

rendeli, amelyre f(x) = f£{x-T). (Mds szdval G, f-t

T -val "jobbra eltolja! )

Mutassuk meg, hogy

a) Gp-nak létezik inverze (adjuk is meg az inverz ope-

ratort!);
b) Gr"r1 o Gq-z = GT1+T2
c) (F o Gg)(f) = £(~T), ahol F a 7. feladat szerinti
funkcion4l.
Legyen Gg az az operdtor (g€ H valamely rdgzitett Fligg-
vény; H a 7. feladat szerinti), amelyre Gg:Hr—H és G

H minden f eleméhez az £ = fo g € H fliggvényt rendeli
f—fogqg. '

Mutassuk meg, hogy

a) Gg—nek dltaldban nem létezik inverze

b} Gg o Gh = Gh og

¢) Ha e: R~R az identitds fiiggvény (x+—x), akkor

G, = E
e

az identitds operdtor: f—f.

Legyen ¢ az xw—ax+b; a,b€ R; alakd fliggvények halmaza.
Mutassuk meg, hogy ‘¢ § esetén Gy (1d. a 9. feladatot)
® -t 6nmagdra képezi le. Gp $ -re valé leszikit&sének

milyen esetben létezik inverze?

1.2 MATEMATIKAI LOGIKA

Tagadjuk az aldbbi formalizdlt ftéleteket olyan médon,
hogy a negdcidé 7T jele csak k&zvetleniil a betlkkel je-
181t elemi itéletek eldétt fordulhat eld! Mondjunk olyan
konkrét itéleteket, amelyeket éppen az alanti sémdk
valamelyike szerint lehet formalizdlni! Allapitsuk meg,
hogy az adott ftélet vagy a tagaddsa igaz-e?

a) AA1lB . '

b) TA—+-B

c) Vx({A(x) =-B(x))

d) ¥x 3y (A(x,y)=B(x,y))

e) 3x (A(x) V B(x))

f) vx Jy vz (A(x,y,z) ~B{x,y,2z})
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1.2.,T.3.

Az aldbbi formalizdlt {téletek kozil melyek bizonyitha-
ték példdval? Az adott példa milyen &llitdsnak tegyen
eleget? Mondjunk olvan konkrét itéleteket, amelyeket ép-
pen az alanti sémdk valamelyike szerint lehet formali-
zdlni! :

a) 3x Alx)

b) 3Ix ¥y A(x,y)

c) Ix ¥y A(x,y)

d) ¥x A(x)

e) ¥x1y A(x,y)

£) Tvx3 y Alx,y)

Legyen A C-nek szilkkséges feltétele, B pedlg elégséges

feltétele. Akkor A V B milyen feltétele C-nek?

Legyen B C-nek elégséges feltétele és A pedig B-nek eleg—
séges feltétele. Akkor A milyen feltétele C-nek?

Legyen C-nek B, B-nek pedig A az elégséges feltétele
Akkor A milyen feltétele C-nek?

Legyen A C-nek sziikséges feltétele, A V B pedig C-nek
elégséges feltétele. Szemléltessiik A-t, B-t és C-t
Venn diagrammal! Milyen feltétele B C-nek?

Mondjunk konkrét példédkat a 3. - 6. feladatokra!

1. 3. VALOS SZAMOK
igazoljuk az aldbbi becsléseket:
a) 1 = s{Tix'z1+ = 7; x>0

b) 1< 1+X2 £ 1+x;

20
c) 1a|54a2+bzé]al + % FT

a
Igazecljuk az aldbbi egyenlétlenségdet:
(1 +e)™<1 + 2ne,
1

ha§—>E>0; n=21.
n

Vessiik 8ssze ezt az egyenldtlenséget a Bernoulli egyen-
I8tlenséggel!
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I.3.,I.4.

A 2., feladat felhaszn&dldsdval adjunk alsé és felsd
becslést az aldbbi kifejezésekre:

by 2,0011
c) fa + b); a>10b
Bizonyitsuk be az aldbbi egyenlétlenséget:

2 c 2 2
p-q7"2 /7P ~-cqa,

ahol pER, gqER, c> -1.
Bizonyitsuk be az aldbbi egyenldétlenséget:

ab 2

av2 + b{u - v)2a 3+ 5 Y

ahol wER, VER; a>0; b>0.
Bizonyitsuk be az aldbbi egyenlétlenséget:

ax2+2bxy+cy2£ {a+]{b]) x24 (c+|b| )Yz.r

ahol a,b,ct R.
A 6. feladat felhaszndldsdval bizonyitsuk be, hogy

—5x2 + Xy - 3y25 G.

Mi az egyenl&ség feltétele?

|. 4. SOROZATOK

Hatdrozzuk megn&imxgn, lim a és lim a, értékeket,

tovdbbd a sorozat legnagyobb és legkisebb elemét, véglil
a sorozat elemeib8l képzett halmaz supremumdt és infimu-
mdt, ha

a) a =1+ -1 "

b) a, = n\[_r_;!: n=>0

c) cos n s
4

n+ (-~

d) n + 2




x2,

e) n; n>0
2+
f)
2+
g) log %; n>0
h) an=(—1)n
. _ . .\n 1
1)an—(‘|) (1+n+1~)
. _ n 1
3 oay = G0 4
n
_ (-1
k) qh T ¥ 1
cosn %;
l)an=COSI’lTr+TT—1—

m) a a raclondlis szdmck egy megszdmldldsdban az n-

edik raciondlis szdm (1. az I.1./3. feladatotl):*
Legyen a, = 1 és

a =2+i
a

n+1 !
n

tovabbd bO = 1 és

_ 6
Pheg TV T B
n

Hatdrozzuk meg a lim a_és 1lim b hatdrértékeket!
Nnr— o n—oc n
Melyik sorozat konvergdl gyorsabban?

[3.] Mutassuk meg, hogy az an=(n2+1)/(n2+k) sorozat gyorsab-

ban konvergdl a bn=(n+1)/(n+2) sorozatndl, ahol k>0

tetsz8legesen nagy szdm.

11



I.4.

Legyen a_  és b olyan két sorozat, hogy

lima_ = lim b_ = 0,
n

N = oce N —= oo

- és a, gyorsabban kovergdl, mint bn és bn £ 0,

a
Mit mondhatunk ekkor az —b—n sorozatrdél?
n
5. Tekintsiik az aldbbi a) és b) rekurziv megaddsi soroza-
tokat:
a) X, = 4 b} X, = 4
% - 21 < - 81 -
n+1 i0 - x n+1 30 - x
. n , n

Hova konvergdlnak ezek a sorozatok? Melyik konvergdl
gyorsabban?

[6.] Mihez konvergdl az aldbbi rekurziv megaddsd sorozat:

A_‘_E_z_
Xne1 TP T T p !
n
ahol A>p2; p>0 és az X kezd8 elemr8l feltessziik,

—-p?
hogy X > -p?

Hogyan fiigg a konvergencia sebessége p-t&17?

12
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II. EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK

. 1. EGYVALTOZOS VALOS F_L"JGGVENYEK ELEMI
TULAJDONSAGAI

. Vdzoljuk az

x—-sin 10x + sin Sx , XER
fuggvény grafikonjdt! Harmonikus rezgést f{r-e le ez a
fliggvény?

vazoljuk az
x—~g5in 10x + sin 37 x

fliggvény grafikonjdt! Mi a lebegés jelensége?

Vazoljuk az
X—sin 10x + sin x

fliggvény grafikonjit!
Linearizdljuk a sin32x kifejezést
a) a szbgbsszegezd képletek felhaszndldsdval,

b) komplex algebrai eszk&zdkkel (az Euler &sszefiiggés
felhasznialdsdwal) .

Fejezzik ki tg x segitségével az aldbbi fliggvényeket:

a) sin 2x
b) cos 2x
c) ctg 2x
d} tg 2x
e} sin 4x

Mutassuk meg, hogy az

0 , ha x =10
fix) = 1
x{2+sin ;), ha x # 0

fliggvény az x = 0 helyen lokdlisan ndvekeds, de bdrmi-
lyen kicsiny is >0, a [-¢§, §] intervallumban nem mo-
noton ndvekedS! vdzoljuk a fiiggvény grafikonjét!
Melyek a fiiggvény monoton szakaszai?

13
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Mutassunk példdt olyan R-n értelmezett filiggvényre,
amely egyetlen pontban lokdlisan ndvekedé. Ezen kivil
e fiiggvény egyetlen pontban sem lokdlisan novekedd,
sem lokdlisan csbkkend. Kdvetkezik-e ebbdl, hogy a
fliggvény nem monoton?

Mutassunk példdt olyan R-n értelmezett filiggvényre,
amely teljesiti a 7. feladat feltételeit, azonkivil se-
hol sem monoton!

Konstrudljunk olyan R-n értelmezett flggvényt, amely-
nek az x = 0 helyen abszoldt maximuma (ill. minimuma
van) , és a fliggvény itt nem monoton ndvekeddbdl monoton
csdkkendbe (ill. monoton cstkkendbdl monoton ndvekeddbe)
megy at!

Igaz-e az az &4llitds, hogy ha f(x) periodikus, akkor
{f(x)| is az? Hatdrozzuk meg a kbvetkezd filiggvények
lekisebb periddusat:

a) sin x és |sin x|

b) tg x és [tg x|

Periodikus-e a sin|x|ill. a cos|x|fliggvény?

figgvény?

. . . 1 .
Periodikus-e a sin — ill. az —
X sinx

Il. 2. HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

Bizonyitsuk be, hogy ha f homogén linedris, akkor
f{x) = ¢ x valamely c £ R-re,

Legyen v = mx + b, ahol b # 0 és legyen u = X - X1
V=Y S Y, ahol Yo = X, * b. Bizonyitsuk be, hogy vy
nem homogén linedris filiggvénye x-nek, azonban v homogén
linedris filggvénye u-nak!

Az aldbbi fliggvények kdziil melyek folytonosak és melyek
egyenletesen folytonosak?

Adott 0 < € -hoz hatdrozzuk meg a folytonossdg defini-
cidjdban szerepld d-t. Ha a fliggvény egyenletesen foly-
tonos, akkor § legyen x-t8l filiggetlen.

a) x—=2%x; XER
b) x»xz; XER
¢) x—={x; x20
Q) x-x’; xefo;1]
e) x—=[x; xE[0;:1]
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x2,
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IT.2.,II.3.

£} x-—«»l; x>0
.4

1
g) X-oi XS 60> 0

Mutassuk meg ellenpélda’.kkal, hogy a

a) Bolzano (specidlis eset}
b} WeierstrassIl.,II.

tételek valamennyi feltétele lényeges!

1. 3. DERIVALAS ES ALKALMAZASAI

‘Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvények derivdlt fiigggvé-

nyeit, majd dbrdzoljuk az eredeti flggvények grafikonja-—

it

a) x—~arc tg{1 + x2) + arc tg _____1___2 ; XER

1 + X

b) x—arc tg({l + x}) + arc tg —1——1-—-}-(- ;7 XE [R\{-i]

c) xm—arc ctg g(x) + arc ctg g—(T;)— ; XER,

ahol g(x) >0 és g derivdlhatd minden XE R-re,

1 :
d) xearc ctg g{x) + arc ctg g_(ﬁ H XER\{O ,}~

ahol g(x) >0, ha x>0, g{0) = 0; g(x)< 0,
ha«<x <0; g folytonos és derivdlhatdé minden X € R-re.

Végezziink teljes filiggvényvizsgdlatot az

x+—=xlln x [ 0,1l , x>0
filggvényen!
Végezziink teljes fliggvényvizsgdlatot az f fliggvényen:
1x2 - 2| , ha x£3
fi(x) = ix - 4|- 1], ha 3<x <10
x e® ;, ha =10
Rendezzilkk &t az (x - 2)3 - {x - 2) polinomot
a) x + 1
b) x - 1
c) x

hatvédnyai szerint! 15
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Legyen n>0 rdgzitett természetes szdm. Az (x + 7
polinomot irjuk fel x hatvdnyai szerint, olymdédon, hogy
meghatdrozzuk e polinom X, = 0-hoz tartozd n-edfokid

Taylor-polinomjdt. Mutassuk meg, hogy a binomidlis té-
tel ilymédon is bizonyithatd!

EllenSrizzik, hogy az x7 - x4 - 112 polinomnak az

X, = 2 gybke. Emeljilk ki az ehhez tartozd gytktényezdt

olymédon, hogy az eredeti polinomot (x - 2) hatvényai
szerint 4dtrendezzik!

0ldjuk meg a k&vetkez8 differencidl egyenlétlenségeket
{(x>0):

a) y'<y

b) y'> 2y
c) vi< y+1
d) y'> xy

Az x és y vdltozdk poldr koordindtds dtirdsdval oldjuk
meg a kdvetkezd differencidlegyenlet rendszert:

= -x+ xzy + y3

. -2 3

y=-y-xy -x
{(Utmutatds:

x(t) = r{t) cosyp (t)

y{t) = r(t) siny (t) ).

Az aldbbi filiggvények szélsdérték helyeinek és inflexids
pontjainak kdrnyezetét irjuk le a fliggvény adott hely-
hez tartozd, megfeleld fokszami Taylor polinomja segit-
ségével. (Megfelel$ fokszdmon azt a paros (szélsdérték
esetén), ill. paratlan (inflexids pont esetén) fokszd-
mot értijiik, amelyhez tartozdé Taylor-polinom legmagasabb
fokszami tagjdnak egyiitthatdja nem zérus).

a) x=-x In x2, x>0

b} xvr=x e * , XER

o) xem —£ ;x>0
X

Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvények derivdlt flggvényeit
és magasabb rendd derivdlt fiiggvényeit:

a) x2 sin % , hax #0
f£ix) =
0 , hax =20



b)

X sin — , ha x #0
£i{x) =
0 , hax =20
3
c) £(x) =|x|
d) £(x) = In |12
1 - x

e} fi(x) sin arc sin x

£) E(x) =(x|?

g) _ _____51}1: X s ha x # 0
fi{x) =
1 . ha x =0

%x11. Hatdrozzuk meqg a kdvetkezd fiiggvények bal, és jobb ol-
dali derivédltjait az X, helyen:

al x—(1 - x2)3/2 ; ox_ o= 1
o
b} x=arc sin x . 1
c) xx | i ox, =0
d) xs——xzsg X I S 0
e) xX—=s59 X ; xo =0
£f) xw[x] 3OX = 0
g) xX—=Xx + \[1 -"2x + x2; ;{o = 1
h) - X , ha x>0
fix) = 5 ] PoXg = 0

2x , ha x20
Mutassuk meg ellenpélddkkal, hogy a Rolle-tétel vala-
mennyi feltétele lényeges!

13.] végezziink teljes fliggvényvizsgdlatot az aldbbi filigg-
vényen: .

2
x - 1n[1 + x|- 2 ; cewrmio}-
c 17



Ir.3.

14. Tekintsiik az x~|x|fliggvényt. Ez az x = 0 helyen nem

derivdlhatd, igy a gbrbiilet sem értelmezhetd. Ha a
gbrbililetet dgy értelmeznénk, mint azon maximédlis sugard
kor sugardnak a reciproka, amelyet a fliggvény grafi-

konjdnak "két Aga k&zé ejtve" legaldbb elsSrendben érin-

ti a grafikont az x = 0 helyen (l1d. az abrét!), akkor
a gdrbiilet <o nagy lenne.

1. dbra

Létezik-e olyan pozitiv, paros f(x) fiiggvény, amely
szigortan monoton csdkkendbdl szigortdan monoton ndve-
kedSbe megy &t az x = 0 helyen, £(0) = 0, £'(0) léte-

zik (természetesen £’(o) = 0) és az x = 0 helyen oo
gbrbililetli olyan értelemben, hogy 1lim g(x) =, ahol
x+=0

g{x) a gorbiillet x fliggvényében?

{15.] Mikor ad jo kdzelitést a Bernoulli-egyenl8tlenség?

|T6.] végezziink teljes fiiggvényvizsgdlatot az x*

13

fiiggvényen!



1. 4. INTEGRALSZAMITAS

Szédmitsuk ki az aldbbi hatdrozott integrdlokat:

a) 1
i + 1l - 2{ax

o ™o

-1

b) 4 5
Ix® - 1l-2]ax
-3
C) 3-1 1
2
S ¢ R +,|X) dx
1 + —
-2 (1+x)
d) 2
arc t 1 ax
9 %
-1
e) 35
/ [sin x| dx
0

Szdmitsuk ki az aldbbi hatdrozatlan integrdlokat prdéba-
fiiggvények segitségével:

a} fe—x sin 2x ax

b} f(eZXsin x + e*cos x)dx
c) f(x exsin x + e“cos x)dx
d) fx3e_xsin x dx

e} fxex(cos X + cos 2x)dx

Tekintsiik az {e_x, e * cos kx, e % sinkx}; k=1,2,...

fliggvényhalmazt. Mutassuk meg, hogy ezek az er sily-
fliggvénnyel a [0;27] intervallumon ortogondlis fliggvény-
rendszert alkotnak!

19



II.3.

4] A Por Pqr Poree- nulladfokd, elsdfokld, midsodfoku sth.

20

5.

normdl polinomok ortogondlis filiggvényrendszert alkotnak
a [0:;1] intervallumon. Hatdrozzuk meg e fliggvényrendszer
elsd néhdny elemét, ha Py 11

A felsorolt halmazalgebrai reldcidk koziil melyek igazak
és melyek hamisak (I = [a,b]):

a) ZI C cg
b) €7 €I
c) C?[]X 1= @
a o
e) I € CT
£) (7 Cxg



x1.

x1.

ill. ALGEBRA

. 1. KOMPLEX ALGEBRA

Hatdrozzuk meg az aldbbi komplex sor &sszegét:

o

a) 2 (%)k
k=3

p) X .
2 bk
k=n

Hatdrozzuk meg .az aldbbi kifejezés kanonikus alakijdt:

(x3 . 1 x)e(“i)x; XER

Az
X i b S
X e cos X + e sin x

kifejezést frjuk &t Re p(x)e ax alakra, ahol p(x) meg-
felel8 fokszdmi komplex egytitthatds polinom, a€ C.

A 3. feladat szerinti dtirdssal és komplex prébafiigg-
vény keresésével, végilil kanonikus alakra vald vissza-
{rdssal szdmitsuk ki a k&vetkezd hatdrozatlan integrdlt

X X_ .
Jf(x e"cos x + e"sin x)dx

Lineariz&ljuk a sin’x kifejezést! (1. II.1./4. felada-
tot!)}

1. 2. MATRIXOK

Hatdrozzuk meg az aldbbi mdtrixok inverzét:

a) 1 3 1 0 b} -1 0 0 0
0 -1 1 =2 0 2 0
0 -2 2

0 2 3 3 3 -

21



x2.

22

III.2.

c)

-3

o o o O W o
- o =2 o O O
[as TN (S TR o B oo B o B o

o O O O O N
o O O = O O

0 -
d) A matrix 15x15-86s méretd, diagondlis mdtrix, amely-
nek f8atldjdban feliilrdl lefelé haladva sorrendben
a kdvetkezd elemek vannak:

1371;1;-1;2:-132:1;0;5;2:-2;1;3;3;51.,

e)|0O 1 0o 0 0 0 ©
6o o 1 0 0 0 0
o 0o o0 1 0 0 0
o0 0 0o 0 1 0 0
o o0 o0 0 -0 1 O
o 0 o0 0 0 0 1
(A -8 -12 =14 =15 =7 -3 |

f)- Tételezziik fel, hogy ismerjiik az A,B és C mdtrixo-

1 1

kat, valamint az A" &s C ' métrixokat.

Mi az | A Bl matrix inverze? (0 a zérus matrix)
0 c| '

1 1 2

g} | I 0 % ahol I, nxn-es, I, mxm-es egység mitrix,
Iy I, 0 nxm-es zdrus maAtrix és T mxn-es mdtrix.

Hatdrozzuk meg a kdvetkezd mdtrixck sajatértékeit,
sajdtvektorait!

a) [ o 1. o0 0
-1 0o 0 0
o 0 1 -1
o 0 0 2



%3.

g} 1d. 1.g) feladat
h) 0 1 0 0

I11.2.,II1.3.

b) Az A 3x3-as métrix'sajétértékei h1, Ayy és K3 sajét-
vektorai pedig S1¢5, és Sy A B ugyancsak 3x3-as
matrixé pedig pr“Z és p3, ill, Y e, €8 I,

Akkor mit modhatunk az [A 0] matrixrdl?
0 B

c}) 1ld. 1.a) feladat mdtrixdt
d) 1d. 1.b) feladat mitrixat
e) 1d4. 1.d) feladat mdtrixdt
f) 1d. 1.e) feladat midtrixdt, ahol A = 0

-10 -5 0 0
0 0 3 1

o o S B oo B o T e
- 0 O O o

0 0 -10 -5
0 0 0 0
0 G 0 0 - -5

i e

Hatdrozzuk meg a

-1 p
2 i
[ -p _zJ r P 7! E

madtrix sajdtértékeit, sajdtvektorait a p paraméter
fliggvényébhen!

1. 3. MASODRENDU FELULETEK
Hatdrozzuk meg az aldbbi egyenletd feliiletek egyenleté-

nek kanonikus alakjat és-dbrdzoljuk a feliileteket az
eredeti koordindta-rendszerben:

a) y2 + x - 22 =1
b) %(x2+y2+22+2xy+2xz+2yz)wml—(4[5;1)X+( 3-1)y+22) =0.
6

c) 222 + 2z + x -3y = 6

23



x2. Melyek az aldbbi
pentjai:

2

aj 3x2 + 3y~ + 322

b) 3x2 + 3y2 + 222

c) 4dxy + z = 1

24

IIT.3.

felilletnek az origdhoz 1egkézelebbi

6

il

+ 2xy

n

+ 2xy 6



V. VEGTELEN SOROK

IV. 1. HATVANYSOROK
1

Hatdrozzuk meg 4—; Thi{T + % Maclaurin sordnak elsd 5

tagjéat! o n
X

Igazoljuk, hogy a 2 (-1)}1 Tar77T SOr kielégiti az

%3.

*6.

n=0

xy' + (x +1)y = 1 differencidlegyenletet! .

o
Hatdrozzuk meqg az v’ + xy = 2 (n+1)x™ differencidl-
n=0

-egyenlet megolddsainak Maclaurin sorét!

Hatdrozzuk meg az y' + y = x* - 1 differencidlegyenlet

megolddsainak Maclaruin sordt!

. Hatdrozzuk meg az

: 5
.y’-y + iﬁ—%TlL— =0 diffgrenciélegyenletnek
azt a megolddsat hatvénysof alakijdban, amelyre y(1} =0.

Hatdrozzuk meg az y’ + ay = f£(x) differenciélegyenlet—
nek azt a megolddsdt, amelyre y(0) = Yo ahol :

2
a) a=113: £(x) = ex i vy =0
2 o)
by a = -1; f(x) = e ¥ P Y, < 0
c) Eig-i , ha x # 0
a=2; f(x) = Py, = 0
1 , ha x =0
2
a a=1; f(x) = ex™ M Py, =

25



IV. 2. FUGGVENYSOROZATOK

Legyen

fn(x) (x_'_nﬂ—,‘!)z cosx+n;r i !
ahol x21/ ésn = 1,2,3,... .
Hatdrozzuk meg az I :[1/T,~)=R fliggvényt, ahol
x
I(x) = Llim f £ (t)at.
Doy, P

Keressiik meg azt az N kiiszbbindexet, amelyre N<n ese-

X ;
tén [ fn(t) dt eltérése I(x)-t8l, bdrmely x-re adott
1/m
0 <€ -ndl kisebb lesz! Mit tapasztalunk, mi a jelensdég
oka? (Ld. IV.K&tet, Végtelen sorok 4.2, Definicidjdt)

[2.] Hatdrozzuk meg a- lim f_(x) hatdrfiiggvényt, a
b Nyr—e oo b
lim / £ _({x)dx hatdrértéket, valamint az / lim f_(x)dx
Neowg o an+—— s 1
integrdalt! .
Mit tapasztalunk, mi a jelenség oka? (Ld. IV.KGtet,
Végtelen sorck 5.3 Tételét} :

a) a=0; b= 1"
n . ha 0 x €£1/n

£, (x}
0 , ha 1/nsx <1

by a =0b =1

0 , ha 0£x <21-1/n
fn(x) = 2n2x—2n2+2n, ha 1-1/nex <1 - —2-1-5
-2an’x+2n® | ha 1 - shexe
21 ; 1/n
3.!Legyen fn(x) = — sin ——— ahol x=2 1/ és
= x-od
n T
n=1,2,... . Hatdrozzuk meg az f({x) = 1lim fn(x) fiigg—-

i oo
vényt, ennek f’(x) derivdltijdt, valamint a lim £’ {x)
Ni—= oo n



IV.2.,IV.3.

hatdrfiggvényt! Mit tapasztalunk, mi a jelenség oka?
(Ld. IV.KBtet, Végtelen sorok 5.1 Tétele)

Legyen

®1,

x3.

1 . nw .
5 sin x —— , ha x| 2 1/n

f.x) =
1 sg X hae & [ x]g]x_|
’ = nh il PN ’
ahol xOE R, adott szdm, n=1,2,... .
Igaz-e a
d _ g &
ax lim fn(x) = 1im I fn(x)

e 0o I b—tmo0

reldcia?

V. 3. FOURIER-SOROK

Hatdrozzuk meg az aldbbi filiggvények komplex Fourier-
sordt:

a) |sin x|
b} |cos xi
c) cos x sinzx

d) sg sin x
X

e} / sgf{sg u sin u)du
o

Hatdrozzuk meg a kdvetkezd két filiggvény Fourier-sordt:

a) [sinTx]| ;
b} cosT x, ha -1/2¢x=<1/2

fix) =
0 , ha 1/2z2x 21+1/2

f(x+2) = £(x)

Végezzilk el a kovetkezd integrdldst (az integrandust
tekintsiik véges Fourier-sornak):

X
/'sinzu cos®2u du
o

27



IvV.3.

x4, Mutassuk meg, hogy a megadott (véges vagy végtelen,
valds vagy komplex) Fourier-sorok kielégitik a megadott
differencidlegyenleteket:

a) sin k %
2 k

[~ o
2 ————‘I—sinkx; y"+y=z
=2 k{1t - k) k=

k 2

b)
o0 a b
a + 2 (-——-—k——coskx+—]€‘——sinkx)

2 (1 + k) (1 + x2)

c)

d)'_T__1___ ikx L 2

o Co
¥ k ikx

28



IV.3.
x5, Adjuk meg az aldbbi differencidlegyenlet periodikus meg-
olddsat /haszndlijuk fel az ellzd feladatokban alkalma-
zott eredményeket és mddszereket!):

a) y" + 3y’ + 4y = sin X cos3x

b}y y" + 2y' + y = |sin ¥

c} y' + 2y = cos X sinzx

d) y' - 3y = sinzx cos22x
e) y" + 2y’ + 2y = sg sin x
£} y" + 3y’ + 4y = sin3x

g) y" - 3y’ - 3y = cos3x

29
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V. TOBBVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK

V. 1. FELULETEK SZEMLE'LTETESE, HATARERTEK,
FOLYTONOSSAG

A koordindta-sikokkal pdrhuzamos metszetgdrbék vizsgdla-
ta alapjdn szemléltessiik az aldbbi egyenletd feliiletek
térbeli képét. Ennek alapjidn mutassuk meg, hogy az
{x,v)—2 fliggvény hol nem folytonos. Mit modhatunk eze-
ken a helyeken a hatdrértékekrdl?

a)

b}

c}

d)

e} 2 2

Jellemezzik az f(x) ; X € R fliggvény (hiper)-szintfelii-
leteit! .

a) n = 3; £({x) = x, + X, + X

— PN

b) £ (x}

fl
.
Wi
®
o

c) fi(x)

I
]

d) £ (x)

I
~
Mo
]
o




=1,

x2.

v.1.,V.2.,V.3.

a¥x, ahol d€ R™ adott vektor

xT V x, ahol V nxn-es pozitiv definit mdtrix.

e} f£{x)

£f) £(x)

Mik lesznek az aldbbi feliiletek szintvonalai:

a) sik

b} korhenger
c) korkip

d} ellipszoid

V. 2. TOBBDIMENZIOS TARTOMANYOK

'Milyen'tartoményon értelmezhet8k az aldbbi fliggvények?

Jellemezziik ezeket a tartomdnyokat a tanult szempontok

-szerint (korldtossdg, &sszefiiggds stbh.)!

2 2 2 2

a) (x1,x2,x3,x4)k—-1n (x4 - Xy - X, - x3)
b) x—=\1 - x| ; x€R"
. n
c) x—In{1 - [|x|): xE R
d) X+ 1 ; XE Rn
1 -—1x1 Faoeat xnl :

Jellemezzlik korldtossdg, Osszefliggés, zdrtsdg szempont—
jdb6l az aldbbi egyenlétlenségekkel megadott tartomé-
nyokat:

a) 1le [Xk|< 2; k=1,...,n
b) %, 20 ; k=1,2,3,4

c} X4£ x1 + x2 + x3

-

V. 3. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DERIVALASA

Hatdrozzuk meg az x2 + y2'+ 22 = 1 egyenlet{ feliilet
tetszdleges pontjdban az érint8sik egyenletét!-

31
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vV.3.

Hatdrozzuk meg az alanti fiiggvények elsS és masodfoku
Taylor-polinomjait a megadott helyeken:

a) (x,v,z2h=sin{xy + z) ; {x,y,2)E R3

(x5,¥5r2) = (0,0,0)
b) xr=——— ; ] <1
~lx
X =0

o

c) (x1,x2,x3,x4)H—2x1x2 + X3 + 3x3x4 T XX,

Xi0 ° 0
X5p 1
Xyg T -1
X409 2

Hatdrozzuk meg a megadott filiggvények n-edrendi Taylor-
polinomjait a megadott helyeken:

a) (x,y)——sin(xy) i (GY)E RS 5 (x,v5) = (0,0)
b) (x,7,2h—=(x + vy + 2)°; (x,y,2) € R; (x_,v,,2,)=(0,0,0)

2 2
c) (X,¥)—=x"y + xy ; (X,y)ER" ; (xo,yo) = (1;-1)

Legyenek adottak a g négyvdltozds, x,y €s z egyvadltozds
fliggvények. g parcidlis, valamint x, y és z kdzdnséges
derivdltjainak ismeretében hatdrozzuk meg a

glt,x(t), y{t), z(t)) Osszetett fliggvény derivdltjat!

vdzoljuk-a ¢ : D—R, DC R,

1/x .,
p(x) =/ E&E§§_Z dy
0

fliggvény grafikonjat!

Szdmitsuk ki az aldbbi derivdltat az x = 1 helyen:
2 Xy
d e
L/ el o
-sin x



1.

b) (x,y)—=]1 - x% - y?]

V. 4. SZELSOERTEK-SZAMITAS

Hatdrozzuk meg az

(x,y)—efixi+ly |- 1]

figgvény lokdlis szélsbé8érték helyeit!

Hatdrozzuk meg az aldbbi filiggvények lokdlis szélsdérték
helyeit: )

a) (x,y,zh|x|+|y|*|2|- 1]
2

c) (x,yy—(1 - x2 - yz)2

d) (x,y,zp—=|x + v + z|

[3.] Adjunk médszert az aldbbi fliggvény lokdlis széls&érték

x4,

%5,

helyeinek a meghatdrozdsira

2

a) (x,y,z)»—ax2+by2+cz +dxy+exz+fyz+gx+hy¥izf

b}xHx%m +b%c+c,aMﬂ x € R"; mbERn:

A nxn-es mitrix » ) .
Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvény lokdlis szélsbértékét:
a) (x,y,z)H*Jx2+6y2+522—4xy—4yz+x—2y+1
b) {x,y,z)b—x2—2y2+22+4xy-8xz—4yz+x+z+8

c) {x,y,z)h*2y2+22-3x2—4xy—8xz+12yz+x+y-13z+3

Hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvények lokdlis szélsd-
értékeit: |

a) (r, »—=r>(2sin®2¢ -1)

b) (r,® )=z’ (25in®2%® +1)

33



V. 5. IMPLICIT MEGADASU FUGGVENYRENbSZEF{EK.
INVERZ FUGGVENYRENDSZEREK

Tekintsiik a

cos X Yy - 5 =0

egyenletet! Meghatdrozhaté-e y, mint x fliggvénye az xo=1

pont eqy elég kis kdrnyezetében? Ha igen, akkor adjunk
linedris kozelitést az y(x) filiggvényre az xo=1 pont

kdrnyzetében! Létezik-e itt y(x) inverze, &és ennek mi a
linedris ktzelitése?

2

Az (x2 + y2) - 4(x2 - y2) = 0 egyenlet esetében vizs-
gdljuk meg az el8z8 feladatban felvetett problémdt,
ha x 2 1,7978; Yo ¥ 0,4817. Mit mondhatunk a (0;0);
(-2;0) és (2;0) pontok kdrnyezetében?

23, Tekintsiik az y-lny+x~lnx-a = 0; y =1 egyenletet!
Adjunk Yiendris k&zelitést, ahol lehetséges az y(x)
fliggvényre az X pont kdrnyezetében. E pont kdrnyezeté-

ben adjunk linedris kodzelitést y(x) inverzére, ha le-

hetséges,

a) X, = 1 a = 10
b} X, = 1 a =3
¢y x_ =12 a = 10

o

d) X, = 2 a =10
e} xo =3 a=29
£) X, = 0,5 a = 11

g) xo1= 0,3 a=3

h} X,

12,19911 a = 10

[4.]A (3\l—9-; 3 9; -3) pont kdrnyezetében meghatdrozhaté-e
2z, mint x és y egyértelmii fliggvénye, ha az x,y és =z
vdltozdk kbzdtt az aldbbi Osszefliggés érvényes:

x3 + y3 + z3 -3z =07

Ha létezik e filiggvénykapcsolat, akkor linearizdljuk!
34



Tekintsik az

egyenletrendszert! Létezik-e a glu,v,w), flu,v,w) figg-
vényrendszer, amely x = g(u,v,w) és y = f(u,v,w) esetén
kielégiti a fenti egyenletrendszert és amelyre

2 9(11"1:1)f
2= f(1,-1,1)?

Ha igen, akkor hatdrozzuk meg e fliggvényrendszer
{1,-1,1) pontbeli linedris kdzelitését!

*¥6., Az (xo,yo,uo,vo) pontban hatdrozzuk meg az
F{u,v,x,y} = 0; G(u,v,x,y) = 0 egyenletek dltal defini-
alt x = f(u,v}, v = glu,v) filiggvényrendszer linedris
kbzelitését, valamint ugyanebben a pontban az inverz
fliggvényrendszer linedris kdzelitédsét!
Flu,v,x,y) = uv2 - —%— - exyv2 - av2
uv
G{u,v,x,y) = uv - xvsin{x + y) - % - by
a) X, = 0 Yo = 1 u0 = 2 Vo = -1 a =1 b = -2
b) X, = 1 Yo =1 uO = 2 v, = -1 a= 1,882 b =1
c) X ==3 Yo = 1 u, = 1 Vg T 2 a=1,325 b =-0,456
d) X, = 3 Yo ==2 u, =-1 Vg T 1 a =-4,002 b = 1,012
e).xO = 3 Yo ==2 u, = 2 v, ® -1 a = 2,748 b =-1,012
£} X5 ==2 Yg ==2 u, = 1 Vg T 3 a =-53,52 b =-3,27
g) X, ==2 y_ =3 u  =-1 v = 3 a=-0,928 b = 0,905
7. A 6, feladatban hatdrozzuk meg X és y linedris kézelité-
sét, ha
a) u = 2,001 v = =1,002
b) uw = 2,002 v = -0,998
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1,999 \
1,998 v

-0,998
-1,002

c) u
d) u

Tekintsiikk az

Ax + By = 0 ; XE " ; vE r";
A nxm—-es és B nxn-es mdtrixok

egyenletet. Mi a feltétele annak, hogy y X fiiggvényében
egyértelmiien meghatdrozhatd legyen° Hogyan alkalmazhaté
erre az implicit fliggvénytétel? Ha az y(x) fliggvény lé-
tezik, akkor ennek mi a linedris kdzelitése?

Hatdrozzuk meg a
2.2 .2 .
7% 46y +52 ~4xy—-4yz-6x-24y+182-18 = 0

egyenlét dltal meghatdrozott feliilet merdleges vetiile-
teit az (x,y)} sikra és a z koordindta tengelyre!

Az x e © fliggvénynek létezik inverze az

1
2

al X
b) x
0

pont elég kis kdrnyzetében? Ha igen, akkor adjuk meg az
inverz fliggvény e pontbeli linedris k&zelitését!

Az
x =e ?vcos v
y = e sin v
egyenletrendszert nyilvdnvaldan kielégitik az u, = 0,

v =T, x = -T,y =0 értékek. Adjunk jé kbzellitést
0 o} o)

(kbzelitsiink linedrisan!) arra, hogy milyen u, és V4

értékek mellett lesz X, = -+ 0,01, Yy = - 0,02?

Tekintsik az x2 + 2y2 - xy = 1 egyenletet!

a) Hatdrozzuk meg annak a g(x) flggvénynek a maximdlis
értelmezési tartomdnydt, amely y = g{x) helyettesi-
téssel kielégiti az egyenletet, és amelyre

g(0) = L
2

b) Hatdrozzuk meg annak az f(y) flggvénynek a maximdlis
© értelmezési tartomdnydt, amely x = f(y) helyettesi-
téssel kielégiti az egyenletet, és amelyre £(0) = -11



V. 6. TOBBES INTEGRALOK

1. Szdmitsuk ki az aldbbi hatdrozott integrdlokat
a) :

/M =lxl-ly D) ax dy;
D ,

D= {e,y€r%x|+]yl<]

b) ‘
S av ; v = [xE Rr" :kalsa; k=1,...,n}
A"

c) 1 Xy x3 x2
VA A x, dx, dx, dx; dx,
o 0 0 0

frjuk fel az aldbbi inteyrdlok hatdrait:

[ flx,y) ax dy ; Jf fix,y) dy dx
D D

D ={(x,y)EER2 : 2x2 + 6y2 - xy < 3]
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38

ay [11 [+ [o] 1] [2]  [o]
' 20 5 40 5 |1 11 -1 |
o {1] o {2_ 1] }1_
by F11  [ol [o] L2l (1] [
0] ; : |12 — = (0} {1 ;|2
1y |0 {3_ r2) 3 %1-
o [l Jo 1] 1 } F1]  [o]
2(; o] o] ———12]; 10} |3
b1 3 1 3 | U |

VI. VEKTORANALIZIS

VI. 1. TENZOROK

Legyenek a és b adott vektorok. Hatdrozzuk meg annak a
tenzornak a koordindta madtrixdt, amely az r~=bx{axr)
leképezést valdsitja meg. Melyek a tenzor sajdtvektorai
és sajatértékei?

Hatdrozzuk meg annak a tenzornak a koordindta matrixdt,
amely az aldbbi - koordindtdival adott - vektorokat
rendre az - ugyancsak koordindtdval adott - képvektorok-
ba képezi le:

Hatdrozzuk meg annak a tenzornak a koordindta matrixat,
amelynek sajdtvektorai és sajdtértékei rendre a kdvet-
kezdk (a sajdtvektorokat koordindtdikkal adjuk meq):

a) 2] 0] 0]
01 10 ; -1 5 5; -5; 1
0 3| 0]

» [1] [1] [o]
1] k1 ;o 3; 331
0 o] |1



c) [1] 1

~
1
[
~
o
~
—
+
-
-
—
|
WS
-
bo

d) 1 1 0

Hatdrozzuk meg egy adott tengely k&riil adott szdggel
valé elforgatds, majd adott sikra vald vetités tenzo-
rdnak koordindta mitrixdt!

VI. 2. POTENCIALELMELET

Tekintsilk a v vektormezdt. Legyen adott a térben két
pont A és B, amelynek koordindtdi rendre Xq1¥ 4124 és

2+2#0ésx2+2#0

1Y 27¥; .

Mekkora lehet az J/ v dr integrdl értéke, ahol ¥ az A

Xo1¥prZy, ahel x

pontbdl induld és B pontban végzddd, a =z tengelyt nem
metszd reqguldris gbrbe?

a} yi-=xj
vV = ———

X X2+y2

b) xi+y]
Y= 2
X+y

VI. 3. INTEGRAL ATALAKITO TETELEK.

Tekintsilk a gémbfeldlet aldbbi paraméterezését:

r = R,
03 « 21,
0ep « T

ahol R a gdmb sugara és 3 valamint ¢ értelmezését

az 4brdn ldthatjuk.

Szemléltesslik a Gauss-Osztrogradszkij-tételt a vV =r
vektormezd gdmbfeliileten vett feliileti integrdlja, i1l.
divergencidjdnak megfeleld integrdlja kiszdmitdsdval!
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VI.3.

Q-
N
- y
X
2. dbra
%2. Szédmitsuk ki a v = - 3r vektormezdnek a
22=2—x2—y2;
za 0

egyenletd feliiletre vett integrdljdt, a k vektorral he-
gyesszbget bezdrd irdnyitottsdg mellett!

%3. Szdmitsuk ki a !-= £/|£]3 vektormezd integrdljdt a

5x2+6y2+1022-xy + % xz+zy+x-20=0

felliletre, Az x = y = 0, 2z =J—£ pontban a feliilet nor-
mdlvektora a k vektorral hegyesszdget zdrjon be.

4. Szdmitsuk ki a v = £/|£I3 vektormezé integrdljdt a

6x2+5y2+522-xz-yz+28=0
feliiletre!

x5. Szdmitsuk ki a v=(x-z)i+(y+2xz)j+(2z-xy)k vektor-vektor

40

fliggvény integrdljdt az

x2+y2+22-4x—6y+102+34=0

egyenletli zdrt feliiletre kifelé irdnyuld normalis
mellett!




#1.

%1,

VIl. KOMPLEX FUGGVENYEK

VIl. 1. KOMPLEX NUMERIKUS SOROK

Az aldbbi sorok k&zll melyik konvergens? A konvergens
sornak hatdrozzuk meg az Osszegét:

a) > i (_éi_)k

p) L i (=2l kT

) 5 { i+1 )k

k=3 °

> . i-1 ,k+2
a) éz( 5—)
e) y ( i;Z )k

k=0

og

, i+3 k+1

£) k2:3(1 + 2) ()

VIl. 2. ELEMI FUGGVENYEK

A definicids képletek felhaszndldsdval linearizdljuk az
aldbbi flggvéryeket:

, 2
a) sin 'z cos z
2 ,
b) cos z sin =z
.3
¢) sin” w =
3

d) cos™ W z

e) sin22 z + c0523 z
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V1.3 VALOS VALTOZAS KOMPLEX ERTEKU FUGGVENYEK
DERIVALTJA!

. Hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvények derivdltjait:

a) [(1 + i)t + (1 - 1)] exp({1 + 2i)t)

b) t(it? + 2 - i)exp(it)

c) (2it2 + €2 - 1 - f)exp ((1 - i)t)

. Legyen f£(t) = u(t) + i v{t}) adott komplex fliggvény.

Nyilvdnvaldan teljesiil a

aflt) _ a _ du(t)
Re 3T = 3t Re f£(t) at

reldcid. Szemléltessiik ezt az 1. feladat fliggvényeinél!

Vil.4 KOMPLEX FUGGVENYEK INTEGRALASA

Szdmitsuk ki az aldbbi integrdlckat:

a)
/ g;z‘;‘x: z{t) = t + t3i ; 12 te3
T
b)
S d—;;‘a’: z{t) =t—t4i ; Te t< e
¥ =z :
c} 5
/ (z" + 22z)dz ;¥ « z(t) = sint + i cost;
7
0« £t<2T
d)
S %5 ;9 z(t) = 2cost + (1 + 2sint)i ;
T
De t£dT
e}
/ z dz ;¥ : z{t) = cost - i sint; 0<t<£2m
¥



f)

g)

VII.4.

/ e%sin z dz; ahol ¥ az 1 + i pontbdél az 1 - i

pontig haladd egyenes szakasz és az utdébbi pontbdl a
3i pontba haladd egyenes szakasz egyesitése.

i{e_zzcos z dz; ahol ¥ az y = % egyenletd

gbrbe x ¢ -1 szakasz és az irdnyitds megegyezik x
csdkkenésének irdnydval.
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VIll. DIFFERENCIALEGYENLETEK

VIII. 1. SZUKCESSZiV APPROXIMACIO

Mutaésuk be a szukcessziv approximdcid alkalmazdsdt az
aldbbi Gifferencidlegyenleteken

a) y" + y =0
b) y'V+ y = 0 y(0) = 1; y'(0) = y"(0) = y"’(0) =0
c) y" + y2= 0 y{(0}) = 2; y'(0) =0 '

VI, 2. ALLANDO EG’Y{JTTHATOS LINEARIS
DIFFERENCIALEGYENLETEK

%1. Hatdrozzuk meg az aldbbi diferencidlegyenletek perio-
dikus megolddsait, az amplitudd viszonyt és a fdzis-

a) y"+ 3y = 2cos{wx +¢), ahol

w=1 =20

w = 0,1 LP:—TI/2

w=3 Y =7m7/3
b) y" + 4y’ - y = 3sin (% x - -1

2 3
c) yll - zyl + 2y = J]‘— sin(3x - 12['_’)
day y"' - 29"+ Y’ -y = -94- sin{2x + 1)
e) YVI - 2y"" + y = 4 cos 5x
f) YIV _ ynl - y" + y’ + 3y = sin(ﬁx - 2)
A

gl y - 3y" + y = Tcos(2x + 2)
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VIII.Z.

¥2, Hatdrozzuk meg

az aldbbi differencidlegyenletek perio-

dikus, illetve kvdziperiodikus megolddsait {w = 0):
a) y" + y' + vy = sinwt, ahol
=0,1; 0,2; 0,4; 0,6; 1; 1,5; 2; 3; 10

b) y" + 2y’ + 3y = sin"x cosx + sin3x
c) y"' -y = cos34x
d) yVI - yv +y = cosWt - 2sinwt

W=20,1; 0,3; 1; 3; 10
e) yV - 2yIV = c0522x - 0053x -3
£) yVI - 3yIV + y" o+ 2y = Coszn X = coszxsinx
g} yIV + yIII - y" + 3y = sin %; X + cos X - 2
h) yr - 10y = cos3x cos3x
iy y" + y = cos™x

3. Az aldbbi differencidlegyenletekrdl

doéntsiikk el, hogy

van-e periodikus megolddsuk. Vdlaszunkat indokolijuk!

a}) y" + y = sinfilx - cos x
A A I A A
c) y"' + y" - y = sin 2x

d} v" + ay = sinwx

e) yv - 3y" +y =sin 5 x

£) yVI - 3yIV + y" - yv = sin %%x - XO
g) y"' - 2y" + y = sin 73 X — cos {}x
h) y" + vy’ + v = [sin X|

i) vy +y = 2 + sin’xcos 3x

j) y" + y = sin 3x - sinT x

k) yIV -y = éin X - cos %%x

1) y" +y =

3 - sin WE&

sin 7x - cos x -

19

5 55X
23
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VIII.2.,VIII.3.

Hatdrozzuk meg az aldbbi differencidlegyenlet &ltaldnos

(5]

®6.

#1.

46

megolddsdt:

y" + py’ + qy = £{x),
ahol p>0; g>0 és f egqy 2 T szerint periodikus,
Fourier-sorba fejthetd fliggvénynek a [0, ) interval-
lumra vald leszikitése. Mi a megoldds dllanddsult (pe-
riodikus) és tranziens komponense?

Mi a feltétele annak, hogy az
y" + py’ * aqy = f£(x)

differencidlegyenletnek létezzen

- periodikus megolddsa,
- §llandésult periodikus megolddsa, illetve
- rezonancia lépjen fel?

{(p=0; g=20; £ Fourier-sorba fejthetd periodikus filgg-
vény)

Hatdrozzuk meg az aldbbi differencidlegyenletek egy
partikuldris megolddsdt a komplex prébafiiggvény mod-
szerével:

a) y" -y’ + y =X sin x - cos X

b} v/ + y = xzcos 2x + x sin x

Vi, 3. STABILITAS

Keressiik meg az aldbbi differencidlegyenletek egyensu-
lyi helyzeteit, 4llitsuk eld az egyensilyi helyzetekhez
tartozé elsd varidcids rendszereket, majd ezek alapjéan
- ahol lehet - hatdrozzuk meg az egyensilyi helyzetek
jellegét. Végiil rajzoljuk meg a trajektdridk képét!

a) X = x + x
y = xy
b) % = x + 2xy
y =y - Xy _
c) X =x +y+ a; aeR
¥y = xy + bj bE R



*x1.

x3.

VIII.3.,VIII.4.

d)y x = yx2 -~ x
S/=xzzfz-y2
Z2 =xy +x"z -z - 2x
e) X = x - x
f} % = x - x

Tekintsik az

y + x - x> - xy2

. 2 3

Y=Y - X - ¥yx =Y
egyenletet! Hajtsuk végre ezen az 1. feladat szerinti
vizsgdlatot, majd {irjuk 4t a differencidlegyenletet po-
lar koordindtdkba az

p's

X r cosy

Yy = r siny
egyenletek felhaszndldsdval! Mit tudunk megdllapitani?

VIII. 4. PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

0ldjuk meg az aldbbi linedris hévezetési problémdkat:

a) ué = u;x $ OgexeT ; u(x,0) = 1 + %; :
uf{0,t}) = 1; u{mw,t) = 2
b) u/! =u" ; 0cxzh ; u({x,0) = cos3 lx,
t XX h
u’(0,t) = u'¢h,t) =0

Az 1. feladatban dllapitsuk meg az dllanddsult megoldd-
sokat! Magyardzzuk meg minél tSbb oldalrdél az eredményt!

Adjunk kbzelitd megolddst az aldbbi hévezetési problé-
mara:;

ué=u;{;ﬂéxeh u’(0,t) = u’(h,t) = 0;

ufx,0) = x° - 3x + 2
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VIII.4.

Hatdrozzuk meg az u;t = czlku térbeli hulldmegyenlet

staciondrius megolddsdt

a) hencerszimmetrikus
b) gbmbszimmetrikus

esetekben!

[5.] Tekintsiik az aldbbi azonossdgokat:

sin(x - vt) + sin{(x + wvt) = 2sin X cos vt,
cos{x - vt) + cos(x + vt} = 2cos X cos vt.

Ezek felhaszndldsaval milyen magyardzatot tudunk adni
arra a tényre, hogy két merdben eltéré fizikai képet
szolgdltatd matematikai médszer (a Fourier- és a
d’Alambert-féle médszer) egyardnt alkalmas a hulldm-
egyenlet megolddsdra? (ld. Pt.VIII.kdtet 260. felada-
tdt is!}



IX. FUNKCIONALANALIZIS

IX. 1. LINEARIS TEREK

. Allapitsuk meg a Pt.III.351-361. feladataiban szerepld

linedris terek dimenzidéjdt! Ezek valds vagy komplex 1li-
nedris terek?

Legyen  R™-ben (n=3) egy bdzis PR ERRRL-Np Ebben a ba-

zisban az gEﬁRn vektor koordindta oszlopvektora legyen

r. Legyen most &,,...,8 egy R"-beli mdsik bazis,

= =n
akkor ebben a bdzisban mennyi r koordindta oszlopvek-
tora r? (Ellenérizziikk, hogy jél adtuk-e meg a bizisokat!)

(1;0;...;0); g, = (0;1;0;...;0); ...

a) =2

[Liey
"

n {0;0;...:;0:1);

{(1;1:0;...:0) ;

1Y
It

(0,;1;1;0;...;0); ...

bz
—_—
]

2
= (0;0;...;0;1;1); § = (1;0;...:0;1}).

D2,

=
1
vy

g
o
1]

(0;1:;...51): g, = (1;0;1;...;?); e

=y

(1;1;...;1;0);

D
=]
il

It

nme
I

(0;0;1;...:1); 8 (1:0;0;%:0..31); ..

1
= {1;1;...:1:0;0

Y

i € 0= (0;1;...:1;0).

n-1 n

Tekintsilk a valés polinomok P linedris terét! Nyilvdn-

vald, hogy P-ben az x™; neEwN polinomok linedrisan fiig-
getlen rendszert alkotnak. Hasonldéképpen egyszerd beldt-

ni, hogy az (x - xo)n; n€ N polinomok ugyancsak lined-

ris fiiggetlen rendszert képeznek, ahol xOE R valamely
régzitett szdm.

a) Valamely p€ P polinomnak a kétféle rendszerben érvé-
nyes koordindta oszlopvektora kdzdtti milyen mdtrix
teremt kapcsolatot?

b} Adjuk meg az (x + 1)2(x ~ 2) polinom koordindta osz-
lopvektorait a kétféle koordindta-rendszerben, ha

X, = 1.
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IX.1.

Nézziik meg a "Funkciondlanalizis" c. kdtet 6.1 Defini-~

50

ciéjdt! Bizonyitsuk'be, hogy

a) L1T valdban linedris tér

b) L1T—b61 a t-szerinti derivdlds valdban nem vezet ki

c) -b81 a [T,t]; t2 T intervallumon a t-szerinti

Lir
integrdlds valdban nem vezet ki

d) L. valdban linedris tér

[\

e} 1

n.+1E L2'
(z - ai)

Tekintsiik az 1;cosx;sinx;cos2x;sin2x;cos3xX;sin3x;...
fliggvények linedris kombindcidibdél felépililé linedris
teret! Allapitsuk meg az aldbbi fliggvényekrdl, hogy
elemei~e ennek a térnek és ha a vdlasz igen, akkor ad-
juk meg koordindtdit a fenti linedrisan fiiggetlen rend-
szerben.

.3
a} sin"x

ahol a,E(; n,eEN
i i

=k

1

b) |sin x|

c) 2 -|cos x|2

d) |3 + sin’x]|

e) cos"x sin 2x

£f) tg x

g) arc sin x

h} arc sin x + arc cos X

Mutassuk meg, hogy a
Tn(x) = cos(n arc cos x); nEN; x€ [-1:1]

formuldval definidlt filiggvény n-edfokd polinom! Mutas-
suk meg tovdbbd, hogy a Tn(x); n€ N polinomok (ezek az

alkalmazédsckban igen fontos szerepet jatszd, Gn. elsd-
faju Csebisev-polinomok) a polinomck linedris terében
linedrisan fliggetlen rendszert alkotnak. Hatdrozzuk
meg e rendszerben az aldbbi polinomok koordindtdit:

a) x2
b) x>
4
c) x° - =
a) x° - x2



IX. 2. NORMALT TEREK

Legyen | .| n elemd vektorokon értelmezett adott vektor-
aorma. Mutassuk meg, hogy a
|]A” = sup ”Av” ; A nxn-es mitrix
vl =1

%x2.

5

x7.

def:inicidé mdtrix normdt definidl!

Mutassuk meg, hogy a polinomok linedris terében az aldb-
bi definicidéval normdt adtunk meg.

lon | = max - [ay ]
ahol
p, (x) = anxn + an_1xn_1+ ceo +oal

Mutassuk meg, hogy [4-ben a

z = max 2
21 = max |z

6sszefliggés normdt definidl, ahol

n
zEQD ; =z =(z1,22,...,zn}!

Bizonyitsuk be, hogy a Co[a b] linedris térben az
i !

l£§= max |£(x) |
a£x<b

egyenlet normdt hatdroz meg!

Mutassuk meg, hogy a Cﬁa B] linedris tér konvex!
7

Konvex-e a QC R2 halmaz, ahol

2

Q [(x,y)E R : 0<x; O<vy; x/y racionélis} ?
Zidrt-e a 6. példdban szerepld Q halmaz? (Az euklideszi

normdt haszndljuk.)

A 2, feladatban definidlt normdval a polinomok linedris

tere Banach tér-e?
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IX.2.,IX.3.

Tekintsik c° [0_1] teret a maximum normdval. Mutassuk
¥

10.

x=1.

52

kx

meg, hogy az fk(x) = e **; kE N fliggvénysorozat kon-

vergens! Hatdrozzunk meg egy olyan n_ kiisztbszdmot,
hogy

a) ﬂfn - fm||<E legyen n,m>n_ esetén;
by £ - fn]l <€ legyen n>n_ esetén,

ahol £ a hatdrérték.

. o] _ ~kx
Korldtos-e C -ben az £, (x}) = x e ; KEN soro-
zat? [-1:1] k

IX. 3. OPERATOROK NORMALT TEREKBEN

o0
Tekintsiik a C [a b linedris teret a maximum normdval.
?

Hatdrozzuk meg az aldbbi operdtorok derivdltjait (vagy-
is a "Funkciondlanalizis" c. jegyzet 3.7. Definicidja-
ban szerepld A homogén linedris operdtort):

a) f£: C[a,b]»R : g€ C‘f’a’b]—re
b

f(g) =/g(x) dx
a

b) f: Cr

[a,0] " F 7 9 Cfa,p) 7FE
b,
fig) = /g ({x}dx
a

- b - ol —
c) f: C[a'bj_'lR H gE C[a,b] re
b

f(9g) =fgn(x)dx valamely n-re {n€ N).
a

. 2 — . @ -
ay f: C[a,b] R ; gEC[a,b] re

b
f(g) =/g{x} g(b + a - x)dx
a



IX.3.

£f: C - C ; gECH. .-
e) C [a,b] Ta,b] g C [_a,b] re

fl{g) = g’', ahol g’ g-nek a derivdltfiiggvénye.

<o

£y £: C[a,b] R ; gEC[a’b]—re

1 gla+ 22k - (b-a
flg) = % n '
k=1

valamely n-re (n€E N).

9 Cha,pl T p) 798 CTa,n) T
. p:¢
f{g) (x) = g(u)du.
a

g Qo L)
M Cla, b T C a,p) F 9 CLa,n) T
b

filg) (x) = g(x) fg(x)dx.
a

%2, Az 1. feladat eredményeinek mintdjidra szdmitsuk ki

0,1
f q’sin X dx
0

linedrisan kdzelitett értékét!

Mutassuk meg, hogy r" aldbbi részhalmazai Osszefiiggdek
(az euklideszi- normdt haszndljuk):

a) {xE R” : [ x|< R}

b) {Goyre R xe ™ yeRM)xl = Ryl = R, )
c) {xE r" : [R1<|]x[f<€R2}

Hogyan hatdrozhatd meqg az A mdtrix valamelyik sajdt-
vektorra szukcessziv approximdcidval?
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IX.3.

Tekintsik Qn-t! Legyen A o"-ben homogén linedris ope-
rator. Mutassuk meg, hogy milyen esetben konvergdl a
szukcessziv approximdcidé! Mivel reprezentdlhatd A és
mi a fix pontja?

Hova konvergdl az iterdcid, ha f(x) = 2x - axz? {aE R)

Legven A az nxn-es matrixokon (n rdgzitett) értelmezett
aldbbi operdtor:

A(b) = 2B - B A B,

ahol A valamely régzitett, nxn-es reguldris mdtrix.

Mi a feltétele annak, hogy a szukcessziv approximdcid
konvergens legyen? Adjuk meg A -nak valamely fix pont-
jat! (IX.2.1. feladatdban szerepld normdt alkalmazzuk,
ahol a definicidban az euklideszi vektornorma szerepel-
jen} .

Tekintsiik az 1.g) feladatban szerepld operdtort.

*9.

54

Legyen 0<b - a< 1. Mutassuk meg, hogy ekkor a szuk-
cessziv approximdcid bdrmely kezd8elemmel konvergens!

2 2

Tekintsiikk az f:S2=R“ ;$2C R fliggvényt. Az adott uoE R

kiinduldsi elemmel hovd konvergdl az u

1=f(un) szuk-
cessziv approximdcid:

n+

a) u = (x:;y) b) u = (x;v)
u_ = (0,1; 0,1) u_ = (0,1:2)
e 2 2 © 2 2
f](u) = X7 -y fT(u) =x" -y
2 3 2
£.(u) = x3 - yz f,o(u) = x -y
2 2
cr u = (x;¥) d} u = (X;¥)
u, = {2;1) u, = 1:2)
f1(u) =1 - x/y f1(u) =1 - x/y
fz(u) = Xy + X fz(u) = Xy + X
e} u = (X;y) £f) u = (x:vy)
u, = (0,1;0,1) . u, = (-1;-2)
fi(u) = 1 - x/y f1(u) =1 - x/y
fz(u) = Xy + X fz(u) = XY,+ X
g) u = (x;y)
u, = {(-1,1;=-2)
f1(u) =1 - x/y
fz(u) = Xy + X
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IX.3.,IX.4.

Az 1.a), 1.f), és 1.g) feladatban szerepld operdtorokrdél
mutassuk meg, hogy homogén linedrisak. Léteznek-e sajdt-
vektoraik?

Az 1.a) - 1.g) feladatockban szerepld operdtorok kbéziil
melyik elfajuld?

Hatdrozzuk meg az aldbbi homogén, illetve inhomogén
egyenlet Ssszes megolddsat:

X
S glu)du = 0; as=zx<b

a

X X

Jf gfluldu = 1n 3 0D<azxezb
a

‘Az 1.e), 111l. 1.g) szerinti operdtor legyen D, ill. I.

Az aldbbi operdtorck milven leképezéseket valdésitanak
meq:

a) D+ I
b) DI
c) ID
a) 1°
e} D2
£) 17
g) b7

Mutassuk meg, hogy
h) D nem korldtos
i) I korlétos

(Alkalmazzuk a "Funkciondlanalizis" c. jegyzet 3.7 Té-
telében szerepl$ normdt, ahol a vektornorma a supremunm
norma legyen!)

IX. 4. HILBERT TEREK

Az aldbbi definicidk k&ziil melyik tekinthetd c° ok
!

ben skaldr szorzdsnak:

) b
a) (x,y) = x(b) y(b) *+/ x(s) v(s) dx
a
b
b) (x,y) = x(a) y(a) + x(b) y{b) + / x(s) y(s) ds
a
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56

IX.4.

b
c) (x,y) = x(a) y(b) +/ x{s) y(s) ds
- a
b
d) (x,y) = x(a) y(b) + x(b) y(a) +/x(s) y(s) ds
’ a
b
e) (x,y) =/ x({s) y{b + a - s} ds
a

Az aldbbi definicidk k&zilil melyik tekinthetd Qn-ben
skaldris szorzdsnak:

a) (x,y) = xTVy, V nxn-es matrix
b} (x,y} = xTVy, V nxn-es pozitiv definit mdtrix
Legyen V nxn-es pozitiv definit mdtrix.

Az x| = deV x definicié szerinti Q"-beli normdnak
mi az "egységgbmbije"? .

Bizonyitsuk be az aldbbi egyenl&tlenséget:

leﬁTWyLEJXTWTWx . dyTWTWy ,

ahol x,vE Qn, W nxn-es requldris matrix.
1
Cl-1,q]7ben az (x,y) = / x(s) yl(s)ds skaldris
¥
-1
szorzdst alapul véve ortogonalizdljuk az

{1: x; x2; cend x5 ...} figgvényrendszert!

Alkalmazzuk Q" -ben egy olyan ortogondlis b&zistransz-

formdcidét, hogy az xTVx kvadratikus alak (V pozitiv
definit mdtrix) ne tartalmazzon vegyes tagokat (f&ten-
gelytranszformdcid)! (Ez mdsképpen azt jelenti, hogy
az adott bdzisban a 3. feladat szerinti norma kiszémi-
tdsa leegyszerisddik egy vegyes tagokat nem tartalmazd
kvadratikus alakra}

aj 3 1
vV =
1 3



IX.4.,IX.5.

b) 2 1 0 o0
v - 2 0 0
0o 2 1
i o 1 3
c) 5 0o o o 1]
0 2 0 0 0
v=1l0 o 2 1 o0
0 0 1 4 0
L1 0o 0 0 5

IX. 5. FOURIER-SOROK

Mutassuk meg, hogy a IX.1./6. feladatban szerepld Cse-
bisev polinomok ortogondlis fliggvénvrendszert alkotnak,

a (~1;1) intervallumon az 1/{1 - x2 sulyfiiggvényre vo-
natkozdan!.

x2. Normaljuk a Csebisev polinomockat!

Teklntsuk a "Funkciondlanalizis" c. jegyzet -98. oldalan
1évd példa allitdsat. Mutassuk meg, hogy az

{1; cos X; Sin x; cos 2x; sin 2x; ...}

drtoconélis fliggvényrendszer nem képez teljes rendszert
pl. a 4 T szerint periodikus, negyzetesen integrdlhatd
fliggvények terében!

Fejtsik trigonometrikus Fourier-sorba a |sin x| fiigg-
vényt kétféle médon: egyszer, mint 2T szerint, mdsszor
pedig, mint 7T szerint periodikus fliggvénvt!

Magyarédzzuk meg az eredményt!

=

5. Fejtslik trigonometrikus Fourier-sorba az f 2T szerint
pericdikus figgvényt 2kT ; k21 szerint periodikus fligg-
vényként!

Magyardzzuk meg az eredményt'

#6. Hatdrozzuk meg az aldbbi 1ntegralokat a Parseval for-
mula felhaszndldval

a) 2T
/S sin’x ax
4]

b) T
/ 00562}{ dx
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IX.5.
kL

/ sin62x dx
0

c}

0ldjuk meg a "Funkciondlanalizis" c. kdtet 5. fejeze-
tének

a) 1. feladatét,
b) 2. feladatdat,
c) 3. feladatidt!

Bizonyi{tsuk be a "Funkciocndlanalizis" c. jegyzet 4. fe-
jezetének 5.3. példdjdt! (k egész szdm). Az e fliggvény-
rendszer szerint haladé sort o = 0 esetben komplex
{trigonometrikus) Fourier-sornak nevezziik. Itt tehdt

k nemcsak pozitiv, hanem negativ egész is lehet. Hatd-
rozzuk meg a kdvetkezd figgvények komplex Fourier sordt:

a) sin x
b} sin3uJ X
c) f(x) = x, ha |xi<1

fix + 2) = £(x)
d) cosTMx sinzﬂ X
Hatdrozzuk meg az £ filiggvény trigonometrikus sordnak
azt az F_ véges szeletét, amelyre £ - F, l<e 1
a) £(x) = x , ha ix|<T
E(x + 2T7) = f(x)
e = 0,01
b) £(x) = x2, ha 0£x<2T
fix + 2M) = £(x)
£= 0,01
Tekintsiik azt a homogén linedris operdtort, amely az x
2T -periodikus fiiggvényekhez az
V+ 3% + 2y = x(t)

differencidlegyenlet 2T -periodikus y megolddsdt ren-—
deli. Hatdrozzuk meg ennek az operétornak a D-vel je-
181t koordindta mdtrixdt az

{1; cosx; sinx; cos2x; sin2x;...
fliggvények dltal létesitett koordindta-rendszerben!

Létezik-e D~ '? Ha igen, ezt is hatdrozzuk meg!




IX. 6. LAPLACE TRANSZFORMACIO

1. Laplace transzformacio (elemi) tulajdonsagai

1.1 Definfcid

Jelsljik Cx—gal azokat az £ : R—C filiggvényeket, ame-
lyekre f(t)=0, ha t<0, £(t) minden véges intervallumon kor-
latos, integrdlhatd és véges sok szakaddsi ponttal £endelke—
zik, szakaddsi pontjaiban jobbrdél folytonos. A fE C* fiigg-
vény J{ f Laplace-transzformdltjdn az

m—
Lf=/e % g(r) at =
UJO
= lim-f e
o}

) ~—=oca

Zt £(¢) dt = Flz) (1.1.)

integrdllal definidlt fiiggvényt értjiik, amennyiben értelme-
zési tartomdnya nem lires, vagyis van z €C, hogy a fenti imp-
roprius integrédl kovergens.

(Az £(t)-t az F(z) inverz Laplace-transzformdltjdnak
hivjuk, tovdbbd a kdvetkezd jeldldseket is alkalmazzuk:

f{t)—F(z2), Fl{z)—Ff(t).)

Az 1.1. definfcidé alapjdn igazoljuk a kdvetkezd &sz-
szefliggéseket:

1 1, ha £t=20
1. n(t)——; , ahol n{t) = (egységfiiggvény)
0, ha t<0
£(t), ha =0

(Megjegyezzik, hogy £{t)n (t) =
0 , ha t <0,)

3, ¥t o 1 (1.2.)
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IX.6.
1.1 Tétel. {Homogén linearitdsi tulajdonsag.)

Ha « és 3tetszdleges komplex szdmok ill. f£(t}—F{z),
g{t}—=G(z}, akkor

af(t) + Bg{t)-—=aF(z) + {3G(z)}

Az eldzdé tulajdonsdg és az (1.2.) képlet felhaszndldsd-
val ldssuk be a kivetkezdket:

4, sin3t = 513 (ePBE _ iB t)———z—ﬁ—r—— (1.3.)
z +p
5. cosf3t = -;— {ei{gt + e-i{3 t) 22(32 {(1.4.)
z% %
B
6. sh3 t—=——
22—
7. ch Bt~——5"—
T

1.2, Tétel., (Elsd differencidldsi tétel.)

Legyen f € c® n-szer folytonosan derivdlhatd, és legyen

fe-zot-f(k) (t)dt abszoldt konvergens, k =n.
0
Akkor

f'(t)—=z-F(z)~-£f(0),

£ (£)—ez’F(z) -2F (0) £’ (0), (1.5.)

-1

£ M) M (2 -2 £(0) =227 (o) . .. —£ P ()

Ellenérizziik a tételt £(t) = et-re!
Az elsd differencidldsi tétel segitségével hatdrozzuk

meg az f(t) = sinzt fliggvény Laplace-transzformdcidjét!
Szdmitsuk ki az aldbbi filiggvények Laplace-transzfor-
maltjdt! Utmutatds: jdrjunk el a 9. példa megolddsdhoz
hasonldan!
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2
10. cos™t
11. t et
12. £t sinf3t
[13.] Hatdrozzuk meg az £"(t)-£’'(t)-£(t) flggvény Laplace-
transzformdltjadt, ha f(o)=£’(0}=0, és f{t)—F(z)!

14. Hatdrozzuk meg az EVV(t)-5E"(t)-4 £"(£) + 2£7(t)—f(t)+8
kifejezés Laplace-transzformdltjdt az f£{o) = 5,
£'(o0) = 0, £"(0) = -1, £11l(0) = 2 feltételek mellett!

1.3. Tétel (Mdsodik differencidldsi tétel.)

Legyen fE c* és F(z) analitikus és f{t)—=F(z)! Ekkor

(-0 " £ £(e)—F ) (). (1.6.)
Igazoljuk, hogy az f(t) = £h fliggvény Laplace-transz-
formdltja:
n n!

£ —

P (1.7.)
z

16. A 4-7. példdk eredményei alapjdn igazoljuk a kdvetke-

z8ket:
t $inf te——sy 22(32 5 (1.8.)
{(z7 + (37)
22 _ 2
tCOSBt'—-——E———z—Z (1.9.)
(z° + 3%)
t sh(st————zzigﬂ (1.10.)
(2 - 3%)
"2 2
tchBt—-—zz—Lz—@-i- (1.11.)
{(z" - (37)

Allitsuk eld a k&vetkezd filiggvények Laplace-transz-
formdltjait a mdsodik differencidldsi tétel segitségé-
vel:

17. t(et + ch t)
18. (£ + 1) sin 2t
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19. t2 cos t

20, t sh t sin t

1.4. Tétel., (Integrdl transzformdltja).

o

Ha./ £(t) e"Zt dt abszoldt konvergens, fE Cx, és f(t)—rF(z},
0 t

akkor [/ f£(T)}d T Laplace-transzformdlja is abszoldt konver-

gens és

t .
_. Flz} .
‘é f(r)dr - {(1.12.)

t

Hatdrozzuk meg az O/ e d¥ fiiggvény Laplace-transzfor-

madltjdt az 1.4. tétel segitségével!

22. Ellendrizzik az 1.4. tételt f(t}) = cos t-rel
szdmitsuk ki a kdvetkezd filiggvények Laplace-transzfor-
méltjait az integrdl Laplace-transzformdltja tételének

segitségével:
23, t
f sinTdr
0
- 24, t
/ tcos@r dr
0
25.

t
jr? e far
0

1.5, Tétel. (Eltoldsi tétel.)

x N
Ha fEC” és f(t)—~F(z), akkor tetszlleges z € ¢ szamra tel-
jesiil, hogy

z t . : ’
e @ - f(t)—=F(z - z,) (1.13)
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26. Az eltoldsi tétel alapjdn ldssuk be a kSvetkezbket:

et sing t— 8 —— (1.14.)
{z ~a)™+ 3 . :

eo‘t cos3t— 2-20( 5 {1.15.)
{z ~a}™+ (3

n

t t !

Eeot 1 _ (1.16.)

{z -oa)

27. Allftsuk eld a Laplace—transzforméltakai::

at
e

a) tcosf3 t

by
e o‘ttsinﬁ t
c) {(chat)t sin3t

Figyelem! A leggyakrabban elSforduld fiiggvényeket és
Laplace-transzformdltjaikat -~ ezek a (1.2.)-(1.4.),
(1.7.0=(1.11.}, (1.14.)-(1.15.) Osszefiiggések - a

2. pont elején tdbldzatba is foglaltuk, a tovdbbi szd-
mitdsokban érdemes lesz felhaszndlni Sket. :

1.6. Tétel. (Késleltetdsi tétel.)
Ha £EC™ és f(t)-—F(z), akkor tetszéleges t;)> 0 szdmra

-t =z .
£lt - £ )—e ° F(z) : C{1.17.)

Tekintsiik az dltaldnositott egységfliggvényt:

1, ha tzt

o

nt - t)) = .
6, ha 1:<tO
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f(t)

3. &bra

A késleltetési tétel felhaszndlasdval igazoljuk, hogy

-t z
le}

=]
it - t)— S

A késleltetési tétel segitségével hatdrozzuk meg a ko-
vetkezd fliggvények Laplace-transzformdltjait:

29 1, ha 0gst<T
f(t) = ’
0, ha t<0, vagy t 27T

fit)

4, abra

(Utmutatds. Fejezzik ki f(t)-t az M (t—to) dltaldnosi-
tott egységfiiggvény segitségévell)

o

t , ha 0=t <a,
f(t) = 2a - t , ha ast<2a,
0 , ha t =z2a, vagy t<0.
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f(t}

[~ YN

2a t

5. &dbra

Allitsuk eld a kvbetkez8, részben csak grafikonjukkal
megadott figgvények Laplace-transzformdltjdt:

31.
flt)
LIS
i
1 -
f |
1. 2, t
i ;
L]
6. dbra
32.
0 , ha 0=t<a
f{t) =
—b(t—a)' ha t=a
fit)
L E—
|
N
a t
7. dbra
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33.
fit)
af————2
|
|
!
]
a
8. dbra
34.
f{t
b-of——— —— —
a
9. 4bra
35. o, ha t=< 0
fle) = n+1 ha n<t<n+l
! n=0,%,...
fit)

!
3 r——j

|

™
:

[ [
W = —————

10. dbra
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1.7. Tétel. (Periodikus filiggvény Laplace~transzformdlt-—
ja) .

Legyen fecCt és £(t+T) = £(t}; T> 0 adott,

£(t), ha 0=t=<T
£, (8} =

0 ;, ha t=T, vagy t<0

és ha fo(t)h-Fo(z) ;, akkor

{(1.18.)

T
(A definicishbdl kévetkezik, hogy F_(z) =/ e *Pf(g)at).
0

A periodikus filiggvény Laplace-transzformdltja tdteldnek
a segitségével hatdrozzuk meg a kévetkezd periodikus
flggvények Laplace-transzformdltjait:

1, ha 2nast <(2n+1}a,
fi{t) = £(t+2a) =
0, ha (2n+1)a= t < (2n+2)a, vagy
t<0, n=0,1,2,..

fie)
1 , T"——i
I |
l I |
l J [
0 la 2a 3a t
11. 4bra

®37. sin t , ha 2nT <t < (2n+1) 7,
£(t) = E(t+2T) =

0 , ha (2n+1)® < t <(2n+2) 7 ,
n=0,1,2,...

67



IX.6.

fit)

N N

0 U 297 39T t

12. dbra

{Hatdrozzuk meg Fo(z)-t annak alapjén is, hogy

f(t) = sin t- M (t)- sin{t-MW)- N (t-1T) !}
38.
1, ha 2TUns=st < (2n+1) T ,
£(t) = £(E+2T) =9 4 pa (2net) T = t < (me2) T,
0, ha t<0 '
n=0,1,2,...
Tt
L 1
] i ! ;
| ; |
7 20 3T I
i i I 5
13. 4bra

1.8. Tétel. (Konvolucid tétel).

z t
o

«° -z t % -
Ha of e © f(t)at és 0/ e © g(t)dt létezik és abszolit

konvergens, £,g€ Cx,vakkor minden Re z E Re z,~ra
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43,

46.

47.

IX.6.

t
J £(T)g(t- T)d; —F(z) G(z) (1.19.)
0
(A bal oldalon 4116 integrdlt az f és g fliggvények kon-
volucidjdnak nevezik, és f x g-~vel jeldlik).

Hatdrozzuk meg a cost és t fiiggvények konvolucidjdt, és
annak Laplace-transzformaltjat!

A konvolicid tétel segitségével 41llitsuk el a kdvetke-
z8 filiggvények inverz Laplace-transzformdltjdt:

(22 R 1)2

Hatdrozzuk meqg a kdvetkezd konvolucidkat:

A konvolicid tulajdonsdgait felhaszndlva egyszerisitsiik
a kovetkezd kifejezéseket:

cos2t ¥ bt + t oz sin2t

(1 -E) % sin t + (1+\[:) xcost+(‘!—\l-::) ¥ cos t +
+ (t +w;; % sin t '

Szamitsuk ki a kdvetkezd8 fliggvények Laplace-transzfor-
mdltijdt:

t .

/S sin't'et-T aT

0

t
/ (chT)(t - 1)%t
0
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48. t
S o2 2Ty
0
A konvolucid tétel felhaszndldsdval dllitsuk eld a
40., 41. példdk megolddsdhoz hasonldan az aldbbi fligg-
vények inverz Laplace-transzformdltjait:
49, Z2
(z° + 9) (2% + 4)
50. 1
(z + 1) (z + 2)°2
51. 1
(z - N2z-2)°>
51. z
B
(z - 1y (2" + 4}
53. . 1
22(2 - 1}
54,
z 1 1
a} b) — c)
24 - 24 - z(z% - 1)
aj ] e) 2
(z - 1) {z" + 1) {(z - 1)(z" +1)
£) L

z(z - 1) (z% + 1)

{0tmutatds. -Az a) és d) inverz Laplace-transzformdltjai-
nak a felhaszndldsdval az 1.4. tétel. illetve az 1.2.
tétel segitségével Hatdrozzuk meg a fennmaradd filiggvé-
nyek inverz transzformaltjait!)

%55, Bizonyitsuk be, hogy

tt t ne1 1 ¢ n
S/ ../ fin)d = o7/ (- T)UE(T )dr
00 0 0

(Cauchy-formula)
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Inverz Laplace transzformdltak elédllitdsa

1.9. Tétel. (Kifejtési tétel)

A pn(z) n-edfokld polinomnak legyen csupa egyszeres
gytke (Zkr k=1,...,n és z; # Zj' ha i # j)! Legyen
qm(z) m-edfokid polinom {m< n}! Ekkor

I (2 ) i
Po(2) " Ty pPrlz) z - 7

I
M

Hatédrozzuk meg a k&vetkezd filiggvények inverz Laplace~
transzformdltiait:

F(z) =

wl
-]
.

F(z)

It

Szdmitsuk ki az alédbbi fliggvények inverz Laplace-transz-
form&éltjait az eldz8 példdk megolddsainak mintédjéra:

58. 5z + 3

(z - 1) (2% + 22 + 5)
59. L3

2
z(z° - 4z + 3)

60.

1 . ’ 1

a) b) -
(z - 2)%(z + 3) (1 + 22) (22 + w9
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jainak a tdbldzata

2. A Laplace transzformacié alkalmazasai

A legfontosabb elemi fiiggvénvek Laplace-transzformdlt-

72

54t

E(t) (t = 0) F(z) £(t) (t =0) F(z)
I 1 % vitr | e ®fcosB t ———2—‘7"———2-
(z~ a) "+ (3
n
1T % n11 IX e *FsinBt ——6—2——-—2—
(n=0,1,...) | 2 (z=a) "+ @
n
111 at L x L eot !
z-o nl (z- 0()m-‘l
(n=0,1,..})
, L2 g2
v cos Bt 5 XI tcos Bt 55
z7+ (3 (z+ 37)
v sin(3 t 2(3 5| XTI| tsinfit 22282 5
z%+ 3 (z7+ 37)
. 22 02
VI ch{3 t 5 S XIIT tch3 t 5 55
z= 3 (z"-(37)
VviI| sh@3t 5 £ 51 XIV tsh 3t ——2—2-2—(3-2—2
z°- @3 (z"= 37}

2.1 Allandé egylitthatds differencidlegyenletek

Hatdrozzuk meg Laplace transzformdcié alkalmazdsdval

az aldbbi differencidlegyenlet megolddsdt!
t2e3t+e—t

+ X -

X + 4% + 4x =

12x =
3 -2t
e

1]

= (0)

[ x{0) =

X %x(0) =




IX.6.

'>'<+x=2<:ost , X(0) =0, =x{0Y = -1
. _ -t . _
64, X + x - 2x = e , %(0) = 0, %(0) =1
65. % — 3% + 2x = 2e°%, x(0) = %(0) = 0
66. % - 2% - 3x = %,  x(0} = %(0) = 0
67. % - x = (2t + 3)e*  x(0) = x_, %(0) = x, adott
68. % + 4x = 2 sgin t , x(0) = -1, %(0} = 0
69. % + 2% + Sx = t e%, x(0) = x_, %(0) = x, adott
%#70. Igazoljuk, hogy az aldbbi (1) egyenlét x{t) megolddsa
‘és a (2) egyenlet x1(t) megolddsa kdzdtt a kdvetkezd
Osszefiliggés 411 fenn:
t
x(t) = / cosT - iT(t -T})dT
0
v - . . .
(1) x7) + 2% + x = cos t, x(0}) = X(0) = %(0) = %(0) =0
(2) xTV & 2% + x = 1 , %(0) = %(0) = %(0) = ¥(0) = 0
(xq(t) kénnyebben megkaphatd, igy mdr x(t)} is meghats-
rozhatd lesz.)
0Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket:
71. 1, ha 0st<2
#rox= , x(0) =0
C, ha t=2
(Haszndljuk fel a 29. pé€lda megolddsdt!)
72, 1, ha 0s t <1

% o+ 4x = £(t); £(t) =
F(t) = £(t+2) ' 0, ha 1st<2

(TAmaszkodjunk a 36. példa eredményére!l)
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2.2 Specidlis egyenletek

Laplace-transzformdcidé segitségével hatdrozzuk meg az
aldbbi differencidlegyenletek adott kezdeti érté&khez
tartozd - illetve értelemszerlien az 4dltaldnos - megol-
ddsédt:

tkx - 2% =0 {(Nem d1llandé egylitthatds)

th + (1 - t)%x + nx= 0, x{0} = X %{0) = x., (Laguerre
egyenlet)
0, x(t) = 0, ha -1<t<?{

{késleltetett egyenlet)

X(t) = x(t - 1} + 1, x(0)

H

R{t) - x{(t - 1) = t, x{0) *%(0}) = 0, x(t) = 0,
ha -1=t<0

Hatdrozzuk meg a kdvetkezd egyenlet x(t) megolddsdnak
Laplace-transzformaltjidt t> 0-ra:

%i{t) = x(t - 1), =x(t) =1, ha -1=t=0.

2.3 Allanddé egyititthatés differencidlegyenlet-rendszerek

0ldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet-rendszere-
ket Laplace-transzformdcid segitségével!

i+>’c+'§-y=etl
. x(0)

2 +2x -y +y=¢e °©

y(0) = ¥(0) = 0, %(0) =1

i+3x-4y=9e2tl
, x{0)

]
N
-
¥
—
<
o
il
o

362t

2x + ¥ - 3y

X = X + 2y
;, x(0) = 0, y(0) =5

v = 2x + y + 1

Hatdrozzuk meg az aldbbi differencidlegvenlet-rendsze-
rek dltaldnos megolddsdt:



IX.6.

= % =x"' = Y =yt
x{O)-xo, X(0) x/, v (0} Yoo v{(0) yo
3 - ¢ + 2y=0

82. 1 , ha 0.t <1
Xty =
0, ha t=1
1, ha 0=st<2
g+ x=

6 , ha tz2

2.4 Integrdlegyenletek és integrdlegyenletrendszerek

0ldjuk meg a kdvetkezd integrdlegyenleteket:

€
1 -cos t =/ £(1) shit-1)dT
0

RCZER

S oyttyret T ar = yr) - et
0

85, t
/ x(T)(t-7)%dT = sh t - sin t
0

86. t 3
x(t) = sin t + / x(t)et™ T ar

0

0ldjuk meg a kovetkezd feladatokat:

®87. t t
xp(e) =t + [x (7 yem (" Tlgr . /x,07) (£ -T)arx
o 0
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t t
x,(8) = 1+ / % (T)sh(e-trar -/ xy(r)e™  ax
0 0
{integrdlegyenletrendszer) .
88. t
% + / sin{t - T)}% + x)aT = 2cos t, x(0) = %{0) = O.
0

{integro-differencidlegyenlet).

76



X. GYAKORLATI SZAMITAS!I ELIARASOK

(A fejezet Obadovics J.Gyula:'Gyakorlati szdmitdsi
eljdrdsok (Gondolat, 1972) kényve alapjdn késziilt.)

X. 1. EGYISMERETLENES EGYENLETEK MEGOLDASA

A gybkdk elkiilonitése

Az f£({x) = 0 egyenlet valds és képzetes gydkeinek meg-
hatdrozdsdra haszndlt médszerek alkalmazdsdhoz ismerniink
kXell a keresend$ gydk intervallumdt, illetve annak tartomd-
nydt. Az ilyen egyetlen gydkdt tartalmazd intervallum vagy
tartomdny meghatdrozdsdt a gytksk elkiildnitésének nevezziik.
A gytkdk elkiildnitését grafikusan és analitikusan végezhet-
juk. '
Grafikus _mdédszer: Az f(x) = 0 egyenlet valds gydkerinek szi-

e e e ——

mardl és elhelyezkedésérsl tdjékozddhatunk, ha az y = f(x)
fliggvény grafikont védzoljuk. Gyakran az y = f(x) grafikon
nehezen dbrédzolhatd, de f£(x} felbonthatd f(x) = g1(x}-gz(x)

alakban és az Yy = g1(x), ¥y = g2(x) grafikonok egyszeriibben

és peontosabban dbrdzolhatdk. Ilyenkor célszerl a megoldandd
egyenletet g1{x) = gz(x) alakban irni. Az egyvenlet kdzelitd

gytkeit a g,(x} és g,(x) gbrbék metszéspontjainak abszcisz-
1 2

szaértékei szolgdltatjdk.

A komplex gyokok kdzelitd értékeit is meghatdrozhatjuk gra-
fikusan, ha az f£(z) = 0 egvenletben z-t x+iy alakban irjuk és
az f(z) fliggvényt valds és képzetes részre vdlasztjuk:

£4z) = u(x,y) + ivi(x,y) = 0,

és az ezzel ekvivalens

uf{x,y}
vix,v}

egyenletrendszert vizsgdljuk. A két gbrbe metszéspontjait a
komplex sik z, = x *t iyo pontjainak tekintve, kapjuk az

egyenlet kdzelitd gydkeit. )
ABnalitikus médszer: Az f(x) = 0 egyenlet valds gydkeit két
dltaldnos mdédszerrel hatdrolhatjuk be. Az egyik mdédszer azon
alapszik, hogy a megadott egyenlethez hozzdrendeliink egy 1é-
nyegesen egyszeriibb egyenletet, amelynek gydkei kdzelitdleg
az adott egyenlet gydkeivel egyenldk. Gyakran kénnyen eld-
dllithatunk ilyen egyenletet dgy, hogy az adott egyenletben
az abszolutértékben kicsiny tagokat elhanyagoljuk vagy alsé,
ill. fels8 korldtjukkal helyettesitijiik.
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X.1.

A gybkdk elkiildnitésének mdsik mddszere a matematikai anali-
zisb8l j61 ismert tételen alapszik. Ha az f(x} fliggvény a

[a, b] intervallumban folytonos, és f{a) - £(b) <0, akkor

az f£(x) = 0 egyenletnek az (a,b) intervallumban van legaldbb
egy gytke. Pontosan egy gydkeé van, ha f(x) az a,b inter-
vallumban szigoridan monoton.

A valéds gydktk kdzelitd meghatdrozdsdra alkalmazott legismer-
tebb médszerek: kdzelités felezési eljdrdssal, hdr-, ill.
érintémddszer, a fokozatos kdzelitések v. iterdcids mdédszer.
Ezek részletezésére itt nem tériink ki (ld. Matematikai jegy-
zet II.)

Komplex gydk&k meghatdrozdsa

Az f(z) = 0 egyenlet komplex gyBkeinek meghatdrozdsa, mint
midr emlitettilkk, visszavezethet$ két valds egyenlethdl 4116
egyenletrendszer megolddsdra, amelyre az érintémdédszert a
kévetkezdképpen alkalmazzuk:

Legyenek Xov ¥, az egyenletrendszer kdzelitd gytkei, akkor az

n

értékek behelyettesitésével:

1}
@

u(xn + hn; Y, t kn)

x{xg *+ by + k)

1]
(=]

rendszert kapjuk. Alkalmazzuk erre a Taylor formuldt, akkor
hy és kn linedris tagjaival bezdrdlag az

t
o

L !
u(xn,yn) * hnux(“n’yn) * knuy(xn’yn)

{
<

L, , .
v(xn,yn) * hnvx(xn’yn) * knvy(Xn’yn)
egyenletrendszer adédik. Ha a

. u;(xn,yn) u;(xn,yn)
J(xn'yn} =

r 7
v x 4y ) Vy(xnfyn)
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X.1.

Jacobi-determindns nem zérus, .akkor .innen:

1 u(xn,yn) u;{xn,yn)
1 T *n T T,y
V(xn'yn) V§(xn’yn)
1 u;(Xn'yn) uﬁxn,yn)
uy(xn,yn) V(xn,yn)

adédik. Az Xor ¥ kezdd gydkkdzelitéseket pl. grafikusan

hatdrozzuk meg.
Az )

ui{x,vy})
vix,y)

kétismeretlenes egyenletrendszer gybkeit fokozatos kdzeli-
tések médszerével is meghatdrozhatjuk, ha ismertek az Xor¥,

durva k&zelitd értékek. Az iterdcids sorozatot a fenti
egyenletrendszerrel ekvivalens

X = g,(x,y)

It

y gZ(XrY)

egyenletrendszerbdl képezzik a

X4 9 xoey ) v ¥y =g,y )

X1 Xy )y v Y T gt 0y)

képletek szerint. Ezen iterdcid sorozat konvergens, ha van
olyan D kornyezete az x,v megolddsnak, mely tartalmazza az
Osszes XY, iterdcids pontpdrt, D-ben a 9, és g, figgvények

differencidlhatdk, és fenndllnak a k&vetkezd egyenldétlenségek:

29, 39,
+a—5.q1<1
N v
29, 292
3 e =9
X y
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Polinomok gydkeinek kozelitd meghatdrozédsa
Abban a specidlis esetben, amikor az f(x) = 0 egyenlet-

n-1 _
X oo ta,x *a, = pn(x}, az

ben f(x} = a xn + a
n n-1

el8z8 eljdrdsok teljes egészében alkalmazhatdk, azonban a
polinomok specidlis tulajdonsdgai mdédot adnak a szamitdsok
egyszerfisitésére. A polinomokra vonatkozd ismert tételek
mellett megadunk néhdny jSél haszndlhatd szabdlyt:

Legyen pn(x) elsd negativ egyiitthatdja ay és a negativ

egyitthatdk koziil a legkisebb a s akkor a zérushelyek egy
felsé korldtja:

a

1 - EE (McLaurin szabdly)
n
vagy
1+ {Lagrange szabdly)
A szabdlyt a pn(-x) = 0 egyenletre alkalmazva felvildgositdst

kaphatunk a gytkék alsd korldtjardl.
Legyen A = max [aof v als aeey ]an_1|} , akkor az

egyenlet Osszes gybdkére fenndll a

% |<1 2 _ R (k=1,2,...n)

anl

egyenlétlenség. Mds szdéval a gydkdk a komplex szdmsik R su-
gari ktrébe esnek. EbbSl kdvetkezik, hogy ha a, # 0 és

B = max “a1‘,132|, ...,Ian ”,

akkor

1 _
=TT
\a

nl

80



X.1.

Feladatok:

Hatdrozzuk meg a sin x - %—E—% = 0 egyenlet gydkeinek

szdmdt és kiildnitsiikk el Sket!

Haté:rozzuk meg az %% + lg x - 9 = 0 egyenlet gydkeinek

szdmdt, és kiilonitsiikk el Sket!

3.| Hatdrozzuk meg az f£(x) = 2 cos x - x2 = 0 egyenlet leg-
g

4.

kisebb pozitiv gydkét felezési eljdrdssal, 10-4 pontcos—
sdggal!

Hatdrozzuk meg az f£(x) = e* + x2 -2=0 egyenlet leg-

kisebb pozitiv gydkét 5-10—5 pontossaggal, érintémdd-
szerrell )
Szémitsuk ki a fokozatos kdzelitések mdédszerével a

fix) = sin x + 1 - x = 0 egyenlet gydkét 10-5 pontos-—
sdggal!

Az aldbbi egvenletek gytkeinek grafikus elkiilénitése
utdn szdmitsuk ki a legkisebb pozitiv gydkdt 10-5 pon-
tossdggal

a) 2 lnx -

t
o

b) e™X + x° -2

cl 3 cos2 1,0dx - x = 0

d) 2 sin® + 2x% - 5 = 0

e) ch x + % -2 =20

Szdmitsuk ki az algebrai egyenletek valds és komplex
gybkeit 10_4 pontossaggal:

a} x4 + 3x3 -4x -1 =0

b) x* - 8x3 - 2x% + 16x - 3 = 0
o) x* s 4x3 - 4x® - Tex - 8 = 0
a) xt -2 ax? -2+ 3 =0
e) x4 - x3 - 3x2 + 5% - 10 =0
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Szédmitsuk ki Newton médszerdvel agz

ulx,y) =y - 2sin’2—‘- 1 =0

3
vix,y) = xy" -y -4=20

egyenletrendszernek a legkisebb pozitiv y gydkét tartal-
mazd gydkpdrjat!

Szdmitsuk ki a

0,1 sin x + In{y + 10} - x = 0

yx + y2 -1=20

egyenletrendszer pozitiv gytkpdrjat a fokozatos kdzeli-
tések médszerédvel!

%¥10., Hatdrozzuk meqg kézelit8en az x4 + 39x3 + 958x2 - 1080x -
- 2000 = 0 egyenlet vald gytkeit, analitikus médszerrel!
x11. Szdmitsuk ki kézelit8en az x4 - 2,25x3 + 2,265x2 -
- 2,25%x + 1,265 = 0 egyenlet gySkeit, analitikus mdéd-
szerrell :

X. 2. EMPIRIKUS KEPLETEK ELOALLTASA

Altaldban empirikus képleteknek nevezzilk azokat a meny-
nyiségi Osszefliggéseket, amelyeket kdzvetlen megfigyelés,
mérés Utjdn nyert tapasztalati eredmények alapjdn 4llitot-
tunk fel. A gyakorlati matematikd&nak legtdbbszdr a termé-
szettudomdnyok és a miszaki tudomdnyok teriiletén kell ilyen
problémdval foglalkozni.

A legt8bb természeti tdrvényt is egy, a kisérleti ada-
toknak megfeleld empirikus képletbe valé foglaldsdval ad-
hattdk meg. Célunk, hogy lehetdleg egyszerl képlettel ki-
fejezzilk az Gsszetartozd (xk;yk), {(k=1,2,...,n) tapasztalati

eredmények kapcsolatdt. A probléma megolddsa két 1lépésbél
all:

1. Megdllapitjuk az empirikus képlet tipusdt,
2. Meghatdrozzuk a vdlasztott tipusi képletben szerepld
paramétereket a megfigyelés adatai alapjén.

Az empirikus képlet tipusdnak megdllapitdsa sordn arra tb-
rekszlink, hogy annak grafikonja jél illeszkedjék a koordind-
ta~rendszerben dbrdzolt pontok kozé és a legegyszer(bb fligg-
vényosztdlyba tartozzék., Igy az empirikus képlet tipusdnak
meghatdrozdsa négy lépésre bonthatd:

52



X.2.

a) A tapasztalati dton kapott értékpdrokat koordindta-rend-
szerben abrdzoljuk;

b} A pontok k&zé jél illeszkedd gbdrbét {egyenest) rajzolunk;

c) A gOrbét Gsszehasonlitjuk a legfontosabb elemi fliggvé--
nyekkel és kivdlasztjuk az empirikus képlet tipusit;

d} A kivdlasztott empirikus képlet alkalmassdgdt a lineari-
z4lé mdédszerrel ellendrizziik.

Linearizdl6 médszernek nevezzilk azt az eljdrdst, amely réuvi:.

a siknak valamely fix,v) , (1)

gix,y)

Mo

leképezésével a fliggvénykapcsolatban 4116 (xk,yk) pontokal

olyan helyzetbe hozzuk, hogy az (§,§) sikon egy egyenesrc
illeszkednek, vagyis linedrisan fiiggnek &ssze. (Példdul az
y = E_§—a§ fliggvény grafikon esetén az X = x, y = X lekdpe-
zés a ¢ + dx = y linedris kapcsolatot 41litja eld.) A gva-
korlatban a kivdlasztott empirikus képlet alkalmassdgdnak el-
déntéséhez az adott (xk,yk) értékekkel kiszdmitjuk az

(Ek,§k) értékeket és megvizsgdljuk, hogy az (ik,§k) Ertékpd -

rok 4ltal meghatdrozott pontok kbzelitdleg egy egyenesre es-
nek-e. Ha igen, akkor az empirikus képlet tipusa megfeleld.
A paraméterek numerikus értékének meghatdrozdsa az empirikus
képlet megfeleld tipusdnak kivalasztasa utin térténik, day,
hogy a k&zelités valamely feltdtel szerint optimdlis legyen.
Leggyakrabban az

a) kivdlasztott pontok mddszere,
b) kbzepek ndédszere,
c) legkisebb négyzetek mddszere haszndlatos.

a) A_kivdlasztott_pontok mddszere

A tapasztalati tdton kapott n szdmu (xk,yk) (k=1,2,...,n)

értékpdrhoz az eldzd pont szerint megalkottuk a megfeleld

Yy =l9(x;a1,a2,---am) {m<n) {2)

empirikus képlet tipust, ahol Ajs8g,ee-,a) paraméterek.
k,yk) {k=1,2,...,n)

pontok k&zé illesztett gdrbén kivdlasztunk m szamd
(xi,yi) {i=1,2,...,m) pontot és ezeket behelyettesitve

A koordindta-rendszerben dbrdzoit (x

az eldz8 képletbe, az Qyra5,000,a paraméterekre m
egyenletbdl 41146

v,

i =tp(xi; a1,...,am) (i=1,2,...,m) (3}
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egyenletrendszert kapunk. Ennek megolddsa szolgdltatja
az a,,a85,0 a0 paraméterek numerikus értékét. El&for-

dulhat, hogy az egyenletrendszer ellentmondé, ilyenkor
a gbrbe (xi,yi) {(i=1,2,...,m) pontjainak alkalmasabb vé-

lasztdsdval megsziintethetd az ellentmondds. A g&rbén ki-
v4lasztott pontok ne legyenek se til kdzel, se tdl tévol
egymdstdl. A legnagyobb segitséget néhdny példa megoldd-
sdval szerzett tapasztalat nydjt. Amennyiben jél vdlasz-
tottuk a pontokat, s az egyenletrendszer megoldhatd, ak-
kor az ismert mdédszerek eqgyikével megoldjuk az egyenlet-
rendszert és a paramétereket behelyettesitjik a (2) kép-
letbe. Ellendrzésiil az igy meghatdrozott empirikus kép-

let felhaszndldsdval kiszdmitjuk a ¥ {xk;a1,a2,...,am)

értékeket és képezzik az y, tapasztalati értékek és a

$(x

k:a1ya2,...,am} értékek

dk = yk _Lp(xkf a1 fazl"'fan) (k=1:2:---_n) {4)

kiildnbségét, a kiildnbségek abszolutértékének

n
d
%]

d == {5)

dtlagdt és a kiilénbségek

n
a =5 di

4 k=1

(6)

négyzetiisszegét.

képlet tipusba helyettes{itsiik be a tapasztalati dton ka-
pott X, {k=1,2,...,n) értékeket és képezzik az

e, = v, ~WPxag,a,,..0,3) (k=1,2,...,m) :(7)

. eltéréseket, ahol tapasztalati Uton kapott érték.
Yy

Az CRRL DY R RNL paraméterek numerikus értékét abbdl a

feltételbdl hatdrozzuk meg, hogy a ({7} eltérések algebrai
&sszege zérus legyen, azaz



c)

n
S e =0 (8)
K=1 %

feltétel teljesiiljon. Mivel 1igy csak egy feltételiink van
az m szadmi paraméter meghatdrozdsdhoz, ezért az adott n
szdmi tapasztalati dton kapott pontokat m csoportba oszt-
juk és mindegyik csoportban az eltérések Osszegét zérus-
sal tessziik egyenlévé, s igy jutunk a sziikséges m szdmd
feltételi egyenlethez. Természetesen a

=0 (9}

k=1 k=n1+1 k=n

részfeltételekkel egyiitt a (8) is teljesiil.
Ellendrzésiil a kiszdmitott PR SRR . paramétereknek

{2} képletbe vald behelyettesitése utdn, képezziik a (4),
{5) és a (6) értékeket.

Megjegyzés: a k&zepek mddszerével leggyakrabban az (1)
transzformdcid utdn kapott x és y k&zdtti linedris kap-
csolatot hatdrozzuk meg, melynek &ltaldnos alakija

y = a x + b. Igy a tapasztalati dton kapott (xk,yk) érték-

parokkal X, vagy y, vdltozd ndvekedésének sorrendjében
felirjuk az Yy = ax, +b (k=1,2,...,n) feltételi egyenle-

teket és a rendszert kb. megfelezve, két csoportra oszt-
va kildn-kildn osszeadjuk. Az igy kapott két egyenletbdl
4116 egyenletrendszerbdl meghatdrozzuk az a és a b érté-
két. Az y és x helyére az eredeti vdltozdénak megfeleld
kifejezések behelyettesitésével kapjuk az x és y kdzotti
kapcsolat empirikus képletét.

A paraméterek numerikus meghatdrozdsdnak legelterjedtebb
és legpontosabb médszere. A legkisebb négyzetek médsze-
rével a paraméterek numerikus értékét az eltérések négy-
zetbsszegének minimum feltételébdl hatdrozzuk meg.
Képezziik a

n n
2 2
5 e = > [yk-w(xk;a1,a2,...,am)] =F(a1,a2,...,a )

m
k=1 k=1,
(10}
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fliggvényt, amely az R P YRR . vdltozdk nem negativ

fliggvénye, majd a minimum létezésének sziikséges

IF _ I3F _ 2 F _
da, = Or 3a, T Oreeey da_ 0 an

3]

feltételi egyenletrendszeréb$l meghatdrozzuk a paraméte-
rek numerikus értékét, melyeket a {2) képletbe helyette-
sitve, megkapjuk az empirikus képletet. Ellendrzésiil ké-
pezzik a (4}, az (5) és a (6} értékeket.
A legkisebb négyzetek mddszerének eldnve, hogy ha a kii-
l6nbségek négyzetdsszege, dq kicsiny, akkor a kiildnbségek
dk értéke (k=1,2,...,n) is kicsiny, aminek forditottja a
ktzepek mdédszerénél nem mindig 41l fenn. Hétrdnya, hogy
az elébbi médszerekhez viszonyitva tdbb szdmitdsi munkdt
igényel. Haszndlata akkor célszerili, ha a tapasztalati dton
kapott adatok is elég pontosak. ’

A legkisebb négyzetek mdédszere igen alkalmas az tn.
parabolikus tipusd empirikus képletek meghatdrozdsdra,
melyek a megfigyelés eredményeként kapott Xy ¥y értékek

k&z6tti kapcsolatot polincomok alakjdban fejezik ki. Ilyen-
kor a linearizdld mddszer elhagydsdval a

. _ m m-1 2
@ i(x) = amx + ap.1¥ t...tagx + a, (m>0, egész)

(12)
polinom egyilitthatdit Ggy vdlasztjuk meg, hogy a

M s

2
®x

k=1
mennyiség minimdlis legyen. A ¢ (x} polinom m fokszdmdnak
megvdlasztdsdra is ismertek mdédszerek, ezekre itt nem té-
riink ki, de nyilvdnvald, hogy m minél kisebb pozitiv szdm,
anndl egyszeribb az empirikus képlet, azonban a polinom
fokszdmanak tdilsdgos csdkkentése a megfeleld

n
T e
k=1

minimumdnak n&vekedéséhez vezet. (Megjegyezzik, hogy
m =n - 1 esetén egyetlen polinom biztositja, hogy a



X.2,

n .
2 ei = 0
k=1
egyeniéség teljeslil, s ez az m-ed foku interpoldcids po-~
linom.}
Feladatok
Az adott
X190 5 l 10 | 15 [ 20 ’ 22,5 ‘ 25 ’ 26
¥ ’0 0,0143|0,0276l0,0426]0,0572'0,0648]0,0715]0,0758

tapasztalati adatrendszerhez hatdrozzuk meg az ¥y = ax
tipusd empirikus képletet az

a) kivalasztott pontok,
b) a kdzepek,
c) a legkisebb négyzetek médszerével,

és hasonlitsuk Bssze a dk kiildnbségek értékét, vala-
mint a kiildnbségek d dtlagdt é&s dq négyzetdsszegét!

2.-8. A kdvetkezd egyszer( képlettipusbkhoz adjunk meg li-
nedris kapcsolatot el8411itdé leképezést! (Az egyes tipuso-
kat a megfeleld gbrbékkel szemléltessiik.)

2] y=-ax

14. dbra
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15. dbra

4, y = ax" +c {n adott}

i6. &bra
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Y
17. &bra
bx
a e +
¥
\
\
o X
18. abra
I S
c x +d
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19. dbra

=

20. &bra

’ 9.-10. Az adott adatrendszereket fejezzilk ki alkalmas empi-
rikus képlet segitségével:

> xl 8,6 | 12,0[ 14,8| 16,6| 18,8 | 20,2| 21,0 | 21, |

yl 0,4 | 0,09! 0,18| 0,29| 0,51

o,73l 0,90 l 1,10 |
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x’ 6,5 l 7,5 | 9,3 |-11,6| 18,0' 21,2| 25,0 |

v 1,29| 2,02 | 2,75 3,18 | 3,98] 4,10 4,30 |

11.-17.
rikus képlet tipust!

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

Az adott adatrendszerekhez keressiink alkalmas empi-

x 26,43|22,40|19,08,16,32'14,04'12,12'10,51’9,147]7,99#
y 14,70]17,53[20,80|24,54]28,83[33,71|39,25|45,49|52,sﬂ
x 29,1] 48,2 ’ 72,7| 92,0| 118 |‘140 I 165 | 199 t

y o,o493|o,0821 0,12310,154[0,197!0,234[0,274 0,328]

X 0 ’ 3,45|10,85 19,30,28,80'40,10|53,75|70,95|

v 19,9{ 18,9[16,9 14,9 |12,9 |10,9 l 8,9 [ 6,9 f

X 5 | 7 9 11 i 12 |

vl 290 l 560 | 1144 1810[2300 f

X 44,7| 53,8 73,5| 85,8 113,2|135,8l

y 7,03[ 5,85 4,3o| 3,50 2,50| 1,90[

x| 8 110, 15 { 20 | 30 | 40 | 60 | 80[

y 13|14| 15,4| 16,3|17,2 17,8{18,5 18,8

x 0,65[ 0,87| 0,88' 0,9 ’ 0,93| 1,16' 1,8 2,12| 3 ’

vl 6,129 0,21710,228 0,234|0,275|0,318| 0,410,41[0,434

18.-19. Az adott adatrendszereket fejezusilkk ki az adott fok-
szdmi parabolikus empirikus képlet segitségével, legkisebb
négyzetek mdédszerével!
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x| 1,2| 1,4| 1,6| 1,8! 2,o| 2,2|

yl 0,7516[ 0,7628| 0,7728[ 0,7836| 06,7956 0,8065'

fokszam = 1

-3
(el
.

x| 0,1 | 0,2 | 0,3 l 0,4 | 0,5 | 0,6 | 0,7| 0,8 1

yi 1,77|1,74711,73911,748!1,772'1,8};11,87311,941l
fokszam = 2

20.-21. Az adott adatrendszereket milyen empirikus képlet-
tipussal fejezhetjiik ki?

20.
x 0,2. 0,3 ] 0,4 | 0,5 | 0,6 | 0,7 ' O,SI 0,9 J

y 2,11912,142|2,150|2,141 2,117|2,070[2,01611,948 l

2t x 8"| 9|10|11|12 13!14'15|16l17 118

y 1000]1400'1900‘2500!3250 4200'S40016950|8950!11450[15405

X. 3. DETERMINANSOK ES MATRIXOK.

Determindnsok kiszdmitdsakor a gyakorlati-szdmitdsok
k&vetelményeit kielédqitd mdédszerek koziil legjobban haszndl-
haté a Gauss-féle elimindcids eljdrds, a Gauss-Chié féle el-
jards, 111. a determindnsok szorzdstételeire alapozott
eljards.

A Gauss-féle elimindcids eljdrds a tananyagokbdl jél ismert,
ezért ezt itt nem ismertetijiik.-

849 292 3 19 T3q2 o T3p

a a e a, ‘ 0 a ce. O
det A = 21 22 “Dl 65 a det B = 11

an1 an2 4n 0 0 a11
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determindnst az A sorainak és B oszlopainak kompondldsdval:

2
a11 0 ce . 0
291 2 2197 *n
ad *a s 0.
11 21 a a a a
det AB = 21 222 21 %2n
4 -a 11 %92 11 %n
11"%n1 .
a’n1 an2 an1 ann

Az egyes determindnsok fédatldjdban levd elemek indexeit fel-
haszndlva, vezessiik be a kbvetkezd jeldléscket:

a1 22 811 %1n
=det A PR =detA P
a1 a5, (11,22) an? an {11,nn)
illetve dltalédnosan:
a11 alz PR a1n
821 822 -t 9y
e vevnl] T9etAg 5o .., nn)r akkor
2n1 an2 e ann
Ati1,22) " B(11,2n)

2 e,

det AB = a11

B11,2ny 0 B(11,0m)

alakban irhaté. Mivel B = a ezért (feltéve, hogy a4 # 0,

n
117
amit dtrendezéssel elérhetiink}

Ac11,22)y 00 B(11,2m)
N
(11'22’...’nn)_ n—2 llllllllllllllllllll E N I )
a9

det A=deta

Az eljardst ismételve az (n-1)-edrendd, (n-2)-edrendd stb.
determindnsokra, megkapjuk A értékét.
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Az n-edrendd A mdtrix determindnst &1llitsuk eld egy alsd
hdromszdg mitrix determindns {C) és egqgy felsd hdromszSg mat-
rix determindns (B) szorzataként. (Ezt szimmetrikus és po-
zitiv definit mdtrix determindnsokra mindig elvégezhetjiik.)
A felsS hdromszdg mdtrix determins fédtldjdban csupdn egy-
ségelemek dlljanak. A determindns értékét akkor a C métrix
determindns értéke adja, ez pedig a C f84tldéjdban 4116 ele-
mek szorzatdval egyenld. Ugyanis

411 %42 *** Fp
det A = 821 %22 *°* Con| _
4ht %n2 ' %nn
C11 202 *°* %00 1 oby, P14
) €51 Chp +v 0 0 1 . b2n
e e e | oo 1

A determindnsok szorzdstétele értelmében C sorainak és B
oszlopainak kompondldsdval a k&vetkezd egyenleteket irhat-
juk fel:

a

byy = o
11
i1 T q41¢
Ay T CpqPy2 * Copd A
3y3 = CoyPy3 * Cpoboai Ca2 = @33 T S21Pq2
a4 T CoqPyg * Ca2Pp47 by = (ay3 = cyqbq3) ciz
a3y T C3qPqyy * C3pi
agg = C3qbyg ¥ Cyobog Focygr by, = {agy = Cyqbyy) Ei;
C3p T 833 T C3¢byp
33 7 333 T ©31P13 7 %32P23



X.3.

Vagyis az 4ltaldnos szdmitdsi formula:

a,.
. = _1J :
Ciq T A4y 7 byy =g 3>1
11
j-1
Ciy = 34 T % Cixbry 7 1<d=i
k=1
1 i=-1
b,. = a,. - Y ¢c,b . ; j>i>1
ij €4 ij =1 ik“ k3
(i,j = 1+2,0..,1n),
és a determindns értéke:
n
det A = 011022 . cnn = igq cii'

Ha egy A mdtrixon olyan elemi &talakitdsokat végziink, melyek
az A-b6l az E egységmdtrixot dllitja eld, akkor ugyanezeket
az elemi sor és oszlopmiveleteket azonos sorrendben alkal-
mazva az E egységmdtrixra, abbdl az A-1 inverz midtrixot kap-
juk.

Feladatok

Szdmitsuk ki a kdvetkezd determindns &rtédkét a Gauss-
féle elimindcié médszerével:

2 -2 2 4 2
=21 -1 1T
1 2 -2 1 -1
-1 -1 2 1
21 1 2 1

2. Szdmitsuk ki a determindns értékét:

0,21 0,00 3,28 =~2,51
10,017 2,18 0,33 1,65
4,21 0,68 2,35 1,06

| 1,72 -2,13 3,62 0,88
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A Gauss-Chidé-féle eljdrds alkalmazdsdval szdmitsuk ki
az elsd feladatban szerepld determindns értékét!

Szorzdstételre alapozott eljdrds segitségével szdmit-
suk ki az elsd feladatban szerepld determindns érté-
két.

Szdmitsuk ki (esetleg tdbbféleképpen is) alkalmas mdd-
szer segitségével a kidvetkezd determindnsokat:

a) 1 1 1 1 b) 1 -2 3 -4
1 2 3 4 2 -4 1

-1 -3 -6 -10 3 4 -1 2

1 4 10 20 4 1 -2 3

Elemi sor és oszlopmidveletekkel hatdrozzuk meg a kd-

vetkezd matrix inverzét! Mutassuk meg, hogy szinguld-
ris esetben formdlisan sem dllithatd eld ezzel a mdd-
szerrel az inverz matrix!

Szamitsuk ki elemi sor és oszlopmiiveletekkel az

A= (2,20 4,84 8,91
6,38 -3,19 0,55
0,55 3,74 1,10
mdtrix inverzét!
szamitsuk ki az aldbbi mdtrixockhoz
a) a determindnsok értékét
b) az inverz matrixokat
a, =[0,75 0,81 1,19] A, =[ 0,13 -0,25 1,15]
2,55 1,23 0,96 -0,25 2,41 0,78
0,78 1,51 2,36 1,15 0,78 1,59
a, =[ 0,217 0,00 3,28 -2,51
10,01 2,18 0,33 1,65
4,2t 0,68 2,35 1,06
1,72 -2,13 3,62 0,88
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A, =[3,06 ~2,18 1,63 0,85]
-0,72 0,88 1,13 -2,25
1,41 -3,18 2,11 0,63
| 1,21 0,82 -3,12 0,61

a. =[2,28 0,56 1,37 0,85]
0,67 1,88 1,28 -1,56
1,93 0,82 2,57 -0,62
12,11 -1,07 1,65 3,34 ]

X. 4. VEGES DIFFERENCIAK ES ALKALMAZASAIK

Ebben a pontban a numerikus differencidkra, ill. integ-

raldsra és kdzdnséges differencidlegyenletek kezdetiérték -
feladatainak kdzelitd megolddsdra adunk feladatokat. A méd-
~szerekkel kapcsolatban 1d. pl. Dr. Bajcsay Pdl: Numerikus
Analizis ¢. jegyzetét. .

Feladatok

[1.] Hat&rozzuk meg az y = sh x
- 4
2
X yk=shxk Ay ATy A3y NY
0,85 10,9561 0,1434
0,95 1,0995 1o, 0,0170 o (o .
. r
1,05 1,2539 0,1669 0,0125 0,0017
1,15 1,4208 0,1811 0,0142

1,25 1,6019

tdbldzatosan adott értékei alapjdn az y' = ch x érté¥“
két az x6‘= 0,85 helyent! :

Alkalmazzunk egy, a negyedrendli differencidlndl =zdrddd
numerikus differencidldsi formuldt arra, hogy megha-
tdrozzuk az y" + ay’ + by = 0 differencidlegyenlet
egyiitthatdéit, ha azt az aldbbi tdbldzattal megadott
f(x) figgvény kielégiti: ,

X: 0,85 0,95 1,05 1,15 1,25

fix}): 0,9561 1,0995 1,2539 1,4208 11,6019
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Szdmitsuk ki f(x) = 1/{(1 + x) elsd derivdltjdnak érté-
két az x = 0,005 helyen! Vdlasszunk ekvidisztdns alap-
pontokat, és legyen h rendre 1; 0,1; 0,07. Induljunk
ki az f({x) négy tizedesre kerekitett értékeibdl!
Végezzilk a szdmitdsokat a mdsocdrendl differencidkkal
bezdrdélag!

Szamitsuk ki

a) trapéz képlettel az

y = ar sh tg %
X .
fuggvény I(x,) =/ ar sh tg 5 integrédlja
X
o

értékét a [0;2 ] intervallumban h = 0,2 1lépéstdvol-
sdggall

b) Végezzilkk el a szdmitdst Simpson-képlet segitségé-
vel is, h = 0,4 1épéstdvolsdggal!

Szdmitsuk ki az aldbbi fiiggvények
b
I =/ f(x)dx

a

integrdlértékeit adott intervallumban, adott h 1lépés-
tdvolsdggal. 5'10—6 pontossdggal:

a) y = 1ln sin %; a = 3,00, b= 5,00, h = 0,20;

b) y = la cos 3% ; a = 40,00, b = 43,00, h = 0,30;
c) v = 1ln tg x?ﬂ ;s a=1,70 , b = 2,70 , h = 0,10;
d) y = arc sin e_ (2%, 2 - 0,80, b= 1,30, h = 0,05;
e) y = ar th sin 3; a = 1,00; b = 2,00, h = 0,10;

Oldjuk meg az y’ = 2x + 0,1y2 differenciélegyénletet
az y(0) = 0,2 kezdeti feltétel mellett a [0;1] inter-
vailumben Runge-¥utta médszerével

= 0,1 1lépéstavolsaggal;
b) h = 0,2 1lépéstédvolsdggal;

és vessikk Ossze a két kdzelités értékét x = 1,0 helyen!



X.4.

0ldjuk meg numerikusan az aldbbi differencidlegyenlete-
ket adott kezdeti feltétel, adott intervallum &s adott
1épéstdvolsdg mellett!

a) y' = 2,0x + 1,1y%, y(0) = 0,2, [0;1] , h = 0,1;
b) ¥y’ = 1,0x* + 1,0y, y(0) = 0,1, [0;1] , h = 0,1;
o) vy’ = 1,06° + 1,0y%, y(0) = 0,5,[0;1] , h = 0,1;
da) y’' = x% + xy , ¥(0) =0,2,[0;1] , h = 0,1;
e) vy’ = x + sin¥ , y(1,6) = 4,6, [1,6;3,117 h = 0,15;

Tekintsilk a kdvetkezd kezdetiérték feladatokat:

a) y' +y =20 , y(0) 1

b) y' + 2xy = 2x3 y v10) 0

Haszndljunk 5todfokd Taylor polinomot y-nak az
x =0,1;0,2; és 0,3 pontokban vald kiszamitdsdra.
Oldjuk meg a 8.a) és 8.b) feladatot Picard mdédszerével!

0ldjuk meg a 8.a) feladatot Runge-Kutta médszerével.
Adjuk meg a k&zelitd megoldds értékét a x = 1 helyen!
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MEGOLDASOK

L.

1. Természetesen igen sokféle sorbarendezés lehetséges.

100

Fontos az a specidlis sorbarendezés, amelyben az azonos
indexdsszegli tagokat egy-egy csoportba gyfijtjik és a
sorrendet egyébként az index ndvekedés hatdrozza meg:
a1_b1, a, b2, a, b1, a1 b3, a2 b2, aq
8 Py 3y

ey a1>bn, a, b2, a4 b3, ceey B, bn tesey @_ b

b2, ceer 3y bk""’ a b1, a bz...

n

A feladat végtelen sokféleképpen oldhatd meg. A legegy-
szeribb, ha az 1. feladat megolddsdnak javasolt méd-
szerét alkalmazzuk. Most egy csoporton belidl azok a
rendezett pdrok szerepelnek, amelyeknek az elembssze-
ge 4llandd:

(1:13, (2:1), (1;2), ..., (k; 1), (k=-1;2), (k-2;3), ...
sveey (13K ,.0s
Egy adott (n;m} pdrhoz a fenti sorozatban elfoglalt he-

lyét meghatdrozdé természetes szdmot rendeljikk egy-egy
értelmi mddon, és ez a megszdmldlds pl.:

T=—(1;1)
2=—(2;1}

12=——(4;2)

El8szdr szdmldljuk meg a pozitiv raciondlis szdmokat.
Ezek egyértelmfien irhaték fel p/g alakban, ahol p és
q pozitiv egészek és relativ primek. E szdmokat a 2.
feladat elve szerint sorba rendezhetjiik:

1 1 2 1 3 1 2 3 4 1

Tz 73T s 21 r s e

.Ezutdn ugyanilyan elv szerint sorba rendezhetjik a

negativumokat:
1 T 2

Tr 51! Tr “ee



n

-~ o

9.

M.I.1.

A két végtelen sort és a zérust most Osszefésiilhet]jitk
az aldbbi mddon:

1 _ 1 1
Tr T: 7:

0,

=N

r

1 2
j’ T,c--
Végil a raciondlis szdmokhoz (egy-egy értelmii médon) a
fenti sorozatban elfoglalt helyiik sorszdmdt rendeljiik .
Ezzel megoldottuk a feladatot, ami egyben annak a
bizonyitdsa is, hogy ugyanannyi raciondlis szdm van,
ahény természetes szdm.
(A feladat természetesen végtelen sokféle egyéb médon
is megoldhatd).

. A feladat egyszerlen megoldhaté, ha az adott fliggvénye-

ket linearizdljuk. Pl.
£(x) = 3 - 3 cos 2x, amelybSl £¢ H, .

Hamisak: a), ¢}, d), e), igy:

b) és e)

Valamennyi

. Az értékkészlet nyilvdn R. Inverz nem létezik, mivel

a leképezés nem egy-egyértelmi: pl. F sin x-~hez és

tg x-hez egyardnt a zérust rendeli. Egy lehetséges
kibdvités:

fr—=£{0) minden olyan fiiggvényre, amelyre f(o) értel-
mezett. Egy lehetséges leszlkités: F-et csak a polino-
mokon értelmezziik.

a) Az egy-egyértelmiség kbvetkezménye, hogy létezik

inverz. Gr| f-hez azt az ¥ fliggvényt rendeli,
amelyre %(x) = f{x+ T} ("balra tolas").

) ({Grq 0 G1,) (£)) (x)=(Gry {Gr,y (£))) (x)=(GT,(£)) (x-T,) =

= E(x=T=T,) = £(x={(T,+T,) ) =(Gr *+ T, (£)) (x)

¢} ((F o GT)(f))(x}=(F(GT(f)))(XJ=(GT€ff)(0) =
= flo=-T)= £(-T) 2

a) Mutassuk meg, hogy Gg dltaldban nem egy-egy értelmd.

Pl. legyen g(x) = 2.
Ekkor

(Gg(f))(XJ = (fog)ix) = f{g(x)) = £(2).
Ezzel Gg az f1(x} = x2 és fz(x) = 2 + x fliggvényhez
egyardnt az E(x) = 4 fliggvényt rendeli.
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M.I.1.,M.1.2.
b) ((GgwaGh)(f))(X)=(Gg(Gh(f)))(X)=(Gh(f)c)q)(X) =
=(Gh(f))(g(X))=(f(3h)(g(X)) = f{higi{x}}})=f({hog)(x))=

=(Ghoq(f)) (x)

c) (G (f)) (x}=(foe)(x) = fle(x))= £(x)
10. (Gp(v)) x)={vcy) (x) =v{p(x))} =v(ax+b) = clax+b) + d =

= acx + c¢cb + d,
ahol v(x) = cx +d és @w(x) = ax + b.
Ezzel GW(V)E b ; Gw(v)(x) =AX + B.

Inverz akkor 1létezik, ha A = ac és B = ¢b + d ismere-
tében (tehdt Gy(v) ismeretében) egyértelmien meghatd-
rozhatéd ¢ és d {tehdtv ). Ennek egyetlen feltéiele:
a# 0. Ezzel: ¢ = Afa; 4 = B - Ab/a.

1. a) TA V B
b) 1TaATB
S)ix(A(XINIB{(x))
dyixv y (A(x,y}NIB(x,y})
e})vVx (MA(xIANTB(x))
£} 3 xVydzalx,y,z)VIB(x,y,2})

Konkrét példa a c} esetre:

A{x) = az x raciondlis szdam;
B(x) = x felirhatd két egész hdnyadosaként;
¥ x{(A(x) —=B(x)) = minden szdmra igaz, hogy amennyiben

raciondlis, akkor felirhatd két egész hdnyadosaként.
Egyszerilbb nyelvezettel: Minden raciondlis szdm felir-
haté két egész hdnyadosaként. Ez az d4llitds nyilvén
igaz. Tehdt 'a tagaddsa hamis: Nem igaz, hogy létezik
olyan szdm, amely raciondlis és nem irhatd fel két egész
hdnyadosaként.

2. Példdval bizonyithatd: a) b) és f).
" Az adott példa rendre a kdvetkezd d&llitdsoknak tegyen
eleget: A(xo), Yy A(xo,y), vy A(xo,y).

Pl. f) egy konkrét realizdldsa:

Tétel: Nem igaz, hogy minden x valds szdmhoz taldlha-

t4 olyan.y valds szdm, hogy x = yz.

Bizonyitds példdval: x_ = -1; Bdrmely y valds szamra
102 -1 7 y2. °



M.I.2.,M.I.3.

C—A és B-—C egyardnt igaz. Akkor B —=A is igaz,

amelyb&l AVB = A. Tehdt AVB C-nek feltétele.

Elégséges.

Szikkséges.

Elégséges. (A = C ; BcC)
Példa a 3. feladatra:

B = az adott szdm oszthatd 18-cal
C = az adott szdm oszthatéd 9-cel
A = az adott szdm oszthatd 3-mal

Hasonldan adhatdk példdk a tdbbi feladatra.

I. 3.

. Az egyenlétlenségeket egészen addig kell alakitanunk,

amig nyilvadnvald 4llitdshoz nem érkeziink. (KSzben
ligyelniink kell, hogy az alkalmazott dtalakitdsok for-
ditott irdnyban is végrehajthatdk legyenek: vagyis az
egyik egyenlétlenség (v. egyenldtlenség ladnc) a misik-
nak szillkséges és elégséges feltétele legyen! Megenged-
hetd az is, hogy az dtalakitott reldcid az eredetinek
csak elégséges feltétele legyen. Nem engedhetd meg
azonban az, hogy az djabb raldcidé az el8zének csak sziik-
séges feltétele legyen!) Ldssuk pl. a ¢} feladatot!

2
lal <fa® + p¥<jale 32
4
a2< a +b2< a2+b2 + % 27 '
4 a
2 2 1 b
0=b " =b +>4‘?.

Az utdbbi nyilvdnvaldan igaz.

Matematikai indukcidval bizonyithatunk.
Ha n=1, akkor

1 +e< 1 + 2¢

nyilvdnvald. Tegyiik fel, hogy
(1 +e)%<1 + 2ne .
akkor n+l-re
(1 + e)n+1=(1 + e +€)<(1+2n€)(1+€)=1+2n€+2n52+

tE<|1+2n€ + E+E = 1+2{(n+1) e 1
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A Bernoulli-egyenlétlenséget is alkalmazva elég kis
0<€-ra viszonylag sziik korldtck kdzé tudjuk az

(1 +e)" kifejezést szoritani.

a) 1,023<1,0023 %< 1,046

b) 1024-1,0055< 2,0011 9=210

.1,0005519< 1024.1,011

) ad+3alb<(ab)? = a2 (1r BP<a’(1e6 D) - &’ + 6a’p
2 C 2 2

(p-al"zgg7P - cq

2 . 2 c 2 2
P -2pq + 92 7 P - €q

1 p2 + (‘]+c)q2—2pq = (_&__. - 1+c q)2> 0!
c+1 WT:—* { =V
c

(1. az 1. feladathoz flzdtt megjegyzéseket is!)
A 4., feladat egyenl8tlenségében hajtsuk végre az aldbbi

helyettesitéseket:

v =D = g,
= Pr
c = b/a.

A 4. feladatban szerepld megjegyzéseket szem eldtt tart-
va, egyszerli 4talakitdsok utdn nyilvdnvaldé igazsdghoz
jutunk. :

Az a = -5, b = 1/2, x = =3 behelyettesitéseket végre-
hajtva az 4llitds nyilvdnvald.
Ha

- 5x2 + Xy - 3y2 =0

akkor nyilvén
- 4,5x% - 2,5¢y° = 0
is igaz lesz. Az utdbbinak egyetlen megolddsa azonban

x=y=0. Ekkor a kérdezett egyenl8ség valdéban fenndll.

i. 4.

a) nem létezik, 2, 0, 2, 0, 2, O
b) e, o0y =, nem létezik, 1, nem létezik, 1
c) nem létezik, 1, -1, 1, -1, 1, -1




d)
e)
f)
g)
h)
i)
i)
k)
1)

m}

1, 1, 1, nem lete21k

M.T.

' , 33, 1, 3r'

1, 1, 1, nem létezik,

- Ca -0a, —oo

!

nem létezik,

nem létezik,

nem létezik,

0, 0, 0, 1,

nem létezik,

nem létezik,

nem lét.,

A - fix pontok az

illetve

egyenlet Xy 9

r

1,
1,
1,
-0,5, 1,
1,

-%o , 00, nem létezik,

X

2

2
b4

3

.
r

-1,
-1,
-1,

_1’

1,

e,
0, nem létezik,
-1,
1,33..

I

5

4.

1,

!

1.,33...

-0,
_T'

2,

5

- 2Xx - 3

- X - 6

0

-1 illetve x

0 .

1

1,

r

2,

0

1,

, 0,5

o,
-1
"1151

nem létezik

1,33...,

nem létezik, 1

-1

2

nem 1lét.,

-1,5

¢33...,-1

nem lét.,

= 3; -1,5 megoldédsai.

r
Az adott indulé elemekkel|[mindkét sorozat 3-hoz kon-
ahol a jobb ol-
dalt” reprezentdld filiggvény a fix pont k&rnyezetében

vergdl.

(

(

r

2+

1 +

igy

"laposabb":
vor | 3] 3
Mivel ‘ 3 < 3
vergdl. Az elsS néhdny
a, = 1
a, = 5
a, = 2
a, g3

A konvergencia ott gyorsabb,

n sorozat gyorsabban kon-
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3. Mindkét sorozat nyllvdn 1-hez konvergdl. Azt kell beldt-

5.
6.

106

nunk, hogy lim (an~1)/(bn—1) = 0.

Nn—= o

Valéban:
n2+1 _n2+k
a 2 2
lim A=V o gy Dtk ntk gL D2 gy = o1
n —= n-1 —- .Il-t_l_._ - &tg o 1Y +k
* n=== 573 n+2 n

Konvergens. Az an/bn sorozat "0/0" tipusi, azonban

a, gyorsabb konvergencidja miatt| lim an/bn = 01. Pl.:

N—= oo

_ 2 = e
a, = 1/n° és bn = 1/n.

3; a b) sorozat gyorsabban konvergdl.

A sorozat csak a leképezés fix pontjdhoz konvergdlhat:
A - 2
x=p o+ ATE,

amelybél'x = + QA. Rajzoljuk fel az iterdcid dbrdjét!
EbbSl nyilvdnvald, hogy ha x_>-p, akkor| lim x = T?iJ

(1. dbra)

21, &bra



M.I.4.
A konvergencia gyorsasdgdra az aldbbi derivdlt jellemzd:
2 2 -
A-p"i__Aa-p° _p-Y&A .

é% (P + = pl = 2
x=yx (VA+P) p+ (&

Ebb81 l14thatjuk, hogy [—’mlnel k&zelebb van A- hoz, anndl

gyorsabb a konvergenc1§J
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i 1.

1. Nem ir le harmonikus rezgést.
A fliggvény 2T -periodikus.

5 /\\/\"\/\ - 27 X

, 22, dbra

2. A fiiggvény nem periodikus, mert 10 raciondlis, 3 T pe-
dig irraciondlis szdm, Igy sin 10x-nek és sin 37 x-nek
nincs k&zds periddusa. Az ilyen fliggvényt kvdziperiodikus

fliggvénynek nevezzilk. Az 4dbrdzoldshoz az aldbbi atalaki-
tds célszeri:

10+3 70 10-3T1
——— X C08 ——F5—

sin 10x + sin 3x = 2 sin 5 5

X.

Az dbrén ldthatd, lebegésnek nevezett jelenséget az
idézi eld, hogy

10=-371 < 10+3 T

0 < 5 < 5
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4, a)

b)

M

LII.T.

23, é&bra
Y
of N/ - J U~ X
24, 4abra
sin® 2x = sin 2X-l:£E§L£§ = % sin 2x - % sin 2x cosdx =
-1 sin 2x - 1 (sinéx - sin 2x) = 3 sin 2x - 1 sin 6x
2 4 4 4 =
3 _(e21x__e—21x 3) e61x_3e21x+3e—21x_e—61x B
sin” 2x = - = - =
21 -8 i
2ix -2ix 6ix -61ix
=%gﬁ—_?}_2—ei_=%sm2x—%sm6x

aldbbi azonossdgokat
b} feladat megoldédsa

haszndljuk, amely egyben az a)
is:

, _ 2 s8in X cos X _ 2tgx
sin 2x = 5 5 = 5 ¢
sin“x + cos'x 1 + tg™x -
2 .2 _ 2.
cos 2x = coszx 51n2x 2 tgzx .
cos" X + sin"x 1 + tg™x
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M.II.1.

Ezekkel:
2

_ 1 - tg™x
c) ctg 2x 7t x

d) tg 2x = _Z_Eﬁiﬁ_
1-tg™x

3
e) 51;‘14){:43&_%%
(1 + tg™x)

Lokdlis ndvekedés bizonyitdsa:

ha x >0, akkor f({x)

I
b
V
o

[t

x{2+sin %}z ®x{2-1)

ha x =0, akkor £(x) o,

I
kS
A
=}

ha x< 0, akkor f({x)

x(2+sin %)s x(2-1)

A nem monotonitds bizonyitdsa [— é;(ﬂ—ban:

_ 1 P _ 1
legyen x, = Ok=0,517% €S X, = T3R+0,5) 7 ahol k

természetes gzam.

Ekkor 0< :><2<x1 és

o 1 . B 3
fx) = Grmoomw LX) v s yw e
Annak fcltétele, hogy [xz, x1]—ben f{x) ne legyen
monoton ndvekedd:

B 3 1 = .
£} = x5y (OR-0,5)m - L ¥qp)d

amelybél: k>-%.

Ha k elég nagy, akkor ez a feltétel teljesiil, tovdbbd
bdrmilyen kicsiny is 0< ¢

<< <<
0<%, X, S

45 e 4 ~hoz valdban létezik alkalmas k!

A monoton szakaszok az x # 0 helyeken értclnezett
derivalt fliggvény zérushelyei k&zdtti szakaszok.
A grafikon:



M.II.1.

25. dbra

7. A monotonitds hidnya nem szukségszeru, amelyrdl sgx
monoton névekedd fliggvény példdja gySz meg minket.
Ez a fliggvény az x=0 hely kivételével (ahol lokdlisan
névekedd) sehol sem lokdlisan ndvekedd, vagy csGkkend.

8. A keresett példa
( 2, ha x>0 és x irraciondlis
1, ha x>0 és x raciondlis
f{x) = 9§ 0, ha x=0

-1, ha x< 0 és x raciondlis

-2, ha x <0 és x irraciondlis

Ez a fliggvény az x=0 hely kivételdvel ahol lokilisan
ndvekedd sehol sem lokdlisan ndveked$, vagy cstkkend
és sehol sem monoton.,

9. A 6. feladatban szerepld fliggvény abszolut értéke,
|f(x)|11yen Hiszen
= 0, ha x=0
[£(x) ]
> 0, ha x#0.

{



10.

11.

t2.

M.II.1.,M.II.2.

Ezzel az abszollt minimumot igazoltuk. Tekintettel arra,
hogy |f(x)| = £(x), ha x>0, igy a monctonitds hidnydnak
bizonyitdsa megegyezik a 6. feladatban k&6zdlt bizonyi-
tdssal. A -|f{x}| fiiggvénynek a kivdnt feltételek mel-
lett abszolit maximuma van az x = 0 pontban.

Igaz: |f(x)|=If(x+p)=|, ahol p a periddus.
a) sin x 27

lsin x}: 7
b) tgx « W

[tg x|: T

sin|{x | nem periodikus, cos|x| periodikus

sin % nem periodikus, 1/sin x pedig az.

i 2.

I

Definicidszeriien legyen c £(1).

Akkor
f(x) = £(x*1) = x £(1) = ¢ x!

f{hx) = mAx + b #NE(x) A {mx+b) , ha A £0!

v = mu, amelynek homogén linearitdsa egyszerlien be-
lathatd:

1t

V(K1u1+k2u2) = k1 v(u1) +k2 v{uz).

Mind folytonos, egyenletesen folytones: a}, c), 4), e},
g) . ZArt intervallumban folytonos fiiggvény egyenletesen
is folytonos, igy d) és e) esetén ez teljesiil. A t&bbi
feladat kildn vizsgdlatot igénvel. Derivdlhaté fliggvé-
nyek esetében mindig abban a pontban kell & -t keres-
niink, ahol a filiggvény a legnagyobb abszolut értékd
derivalttal rendelkezik, ha ilyen létezik. Ennek alapjédn
megdllapithaté, hogy az a), c) és g) esetben is teljesiil
az egyenletes folytonossdg.

A keresett ¢

a) é<%

c} é<:gz
a) 6 <=
} v 5



M.II.Z.

e) o < EZ

2
gl & =< éo [

A b) és f) esetben f(x) és f'(x) egyiittesen a oo -hez
divergdl, igy az adott € -hoz sziikséges ¥ is minden ha-
taron tidl csokken. Nézzikk pl. a b) esetet:

0<(x +6)° - x°<e ,

0 < 2x8 < 2% + 62 <e,

. £ _
0<(5<2X llmﬂ—()!

K —e oo

Tehdt a b) és f) esetben az egyenletes folytonossidg
nem teljesiil.
A folytonossdg mindegyik esetben fenndll.

—1

\ 2 2
b) o< xo+€-v&f f)0<cxo/(?+€xo}.

4. A meggybzd ellenpélddk olyan fuggvenyek amelyek gra-
fikonjai az &brdn lathatdak:

a) a figgvény nem folytonos [a,h}-n, ill. sgf(a)=sgf(b),
igy lehetséges, hogy a fiiggvény nem veszi fel a zérus
értéket

[~ Y S —
ol —— —Jd

a) ’
26. abra
b) a figgvény nem folytonos [a,b]-n, igy lehetséges,

heogy nem korldteos, vagy ha korldtos, lehetséges,
hogy nem veszi fel infimumdt és supremumdt
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b)

27. &bra

I | <}

1. a) £'(x) = 0; XER amelybél

arc tg L1+x2)+ arc tg 1 = 411andé.

£x) 1+x2

Az 411landé pl. az x=0. helyen meghatdrozhaté, ezzel

= L
=72

1
1+x2

arc'tg (1+x2) + arc tg

Jiz

28, 4bra

by £'(x) = 0, ha x #.-~1
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2

-1

F
!
|
|
|

— -7

29. 8dbra

c) £f(x) = 0; xER

arc ctgg(x) + arc ctg =T /2

1
g{x)

w2

30. &bra
d) £'(x) =.0; ha =x#0,

/2 ha x>0

- 1
arcctgg(x) + arcctg TE) '
-N/2 ha x<0
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M.II.3.

——T -T2

31.

dbra

2. Mindenekel&Stt az x {n x filggvényen végziink fliggvény-

vizsgdlatot a szokdsos eszkdzdkkel

(derivalasok, hatdr-

értékszdmitds). Ezutdn az abszoldtérték filiggvény isme-
retében a keresett fliggvény minden tulajdonsdga egy-
szeriien meghatdrozhaté. A grafikont célszerfien 1épésen-

ként rajzoljuk fel.

Y b
xtnx Ixnx|
1ie—
|
|
>, — , S
|‘1/e X 3 1/e X
|
e >
konvex konkdav konvex
|
Y b
txlnx| -0 [Ixtax|~0il
1le-01 .
AN TSN
X X
-0 _\‘/ kv !kx BY ey
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M.II.3.

A médszer lényegében megegyezik a 2., feladat médszeré-
vel. A fontos, hogy a derivdldsos médszereket ne "ész
nélkiil" alkalmazzuk, ahol szilkséges megfeleld transzfor-
midcidkat haszndljunk. A fliggvény grafikonija:

106°

—_

33. &4bra

4. Legegyszerlbben az aldbbi azonossdg felhaszndldséaval

jarhatunk el:

(k}
3 plk) iy
_ 3 o) - k
P3(X) = ki:() % (x Xo) '
ahol
P, (x) = (x-2)3 - (x-2),
PI(x) = 3(x-2)% - 1,
Pl = 6(x - 2),
PU(x) = 6.
Ezzel: 2 3
a) P3(x} = =24 + 26({x+1)-9(x+1) + (x+1)
B) Py(x) = 2(x ~1)-3(x -1)% +(x - 1)°
x) P3(x) = -6 + 11 x - 6x2 + x3.
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- A n P{k)(o) K
P(x) = (D)= T Py x,
X=0 !
ahol P(k)(o) ) nl
n {n-k} !
nt _ (N
T (k)
igy n N
(1+x)? = ¥ (E)x !
k=0
27 - 2% _ 112 = 128 - 16 - 112 = 0.
_ o 7 4 : _
97(x) =x'" - x" - 112 P7(2) =0 0! 1
Pl (x) = 7x% - 4 Pr(2) = 416 11 = 1
Py (x) = 42x° - 12x° P8(2) = 1296 21 = 2
PU(x) = 210x” - 24x Pr(2) = 3312 31 =6
ng(x, = 840x° - 24 pIV(2) = 6696 41 = 24
pg (x) = 2520%° Pg(Z) = 10080 51 = 120
Pgl(x) = 5040% _ p¥1(2)= 10080 6t = 720
pgzl(x)= 5040 9211(2)= 5040 71 = 5040
7 (k) |
P {2) _
x - xt o112 (x-2y 2 L (x-2) %71 =
. k=1 k1 .
_ 2 3 4 5
= (x-2) [416+648 (x~2) +552 (x-2) 24279 (x-2) +84 (x-2) "+ 14 (x=2) "+,
+”fx-§[6] .
a) y'<y
y'-y=<0 ,
(y'-y1e ¥ = E ye™)<0; (e7F>01)
X X
f-é%—y e™® ax</ 0 ax H x>0

0 ¢



b)

c)

d)

M.II.3.

yix)e® - y(o)< 0

vy (x) >y{o)e®

y'> 2y
y'-2y=>0 ) »
(Y'-ZY)E_ZX = % (v e—2x)> 0 (e_2x> 0!)
X .
f c;ix y e-2x adx >0; x>0
0

y(};)e_zx - y(0)> 0

y(x)> ylo)e®*

y'< y+]
y'-y <1
(y'-yle ® = cfix (y e )<e™ (e *>01)
X 7 X
.f 'ad; {y e-x)dx<f e_x dx; x>0
0 0 ’

X

yixie™ - ylo)<1-e

y(x) < (y(o)+_1)e*=1

y'< xy
y’—xy<0
_ % _ % _x°
[ 2 - _i M 2 2 '
(y'-xy) e ax ‘ve )< 0O (e “>0!)
2
X - X
d 2 .. ’
[ 3z lye ) ax<0 x>0
0 _ 2{_2
yix)e Z . v(0)< 0 _
_ 1{_2
y{x)< y(o} e 2 .
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M.,IT.3.
os? - ry'sin¥ ,

in¥ + rycosY .

X =% c
v =+t s
Ezekbdl:

r$ =

.
AT

= % cos¥+ ¥ sin¥ ,

cos¥® - % sin' .

A jobb oldalakba helyettesitsiik be a feladatban x-re
és y-ra megadott kifejezéseket, majd ezutdn x és y

poldr

k

¥

"

(

oordindtds alakjat:

_ 2 3 2 3, . _

= (-x+x“y+y’)cos® + (~y-xy<-x")sin® =
(—rcos@+r3sin@) cos¥ + (—rsin—r3cos¢)sin@ =
-x

-r sin"¥ - r3cos¢)cosWL(—r cos'P+ r3sinm) gin®¥ =

E differencidlegyenlet megolddsai:

r = 0,
vagy ha r#0, akkor az

¥ = -r
egyenletbdl r(t) = r(o)e_t. Ezt a

G = —r2
egyenletbe helyettesitve:

o = —rz(o)e—Zt
amelybd&l:
Pty =9 (o) +(1 e - ) r(o),

Most visszatérhetiink az x és y véaltozdkra (és az

r{o)

0 esettel az r = 0 esetet is tdrgyalva):
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x(t) = r(o) ¢ © cos (plo) + £ e 2t -1,
~yl{t) = r(o) et sin (plo) + % e 2t % '
r(o)z 0O, p{ol € R,
x{o) = r{o) cosy (o),
y(o) = r(o) sin® {0).
9. a) f(x) = x 1n x% = 2x 1n X3 x>0
f'{x)= 2 Inx + 2 = 0 => X = 1/e
f“(xo)= 2e>0 = lok.min. wvan!
f(xo) = -2/e
K. -ban
%o
. Z
[f(x)a;—Z/e + e (x - 1/e)
f¥({x) = 2/%x >0 == inflexids pont nincs!

b) f(x) = x e *

fr(x)= e ® - xe™® = 0=—=[x_=1

£"(x )= (x - 2) e * = -1/e < 0—> lok.max. van!
==|x=1 .
f(xo} = 1/e
K =ban
x )
O

| £ 176 - (1/2e) x-1° |

" = P "X= =
£ (x) = (x 2) e Oém

B (k) = (3 - x,) e ¥ = 1/e2> 0==inflexiés pont van!

1
f(xT) = 2/e2
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f’(x1) = -e—2

Kx -ben
1

F(x) oo 2/e% e 2 (x-2)/(1/6e2) (x~2)°

I3

) E(x) = 1/x°- 1/x

£1(x)= -2/%3+1/%% = 0 —s E

f"(xo)= 6/xo4-—2/xo3 = 6/16=-4/16 = 1/8 >0=1c0k,max.van!

f(xo) = =-1/4

Kx -ban
o

£ (x) ~ —1/4+1/16 (x=2)

f'{x) = 6/x4—2/x3 = Q== x.=3

£ (%) = -24/x15+6/x14 = 2/81 >0==1inflexids pont van!
f(X1) = -2/9
f'(x1)= 1/27

Kx1-ben

F(x) mo=2/9+(1/27) (x~3) +(2/81) f>£:3’3

Abrdt példaképpan a b) feladathoz kozliink.

34. &bra



10.

a}

b)

c)

M.IT.3.

Ha x#0, akkor f'(x) = (xzsin %)' =

= 2X sin L cos 1
X X

Ha x=0, akkor a definicidét kell alapul venniink:

2 .1
x“sin ;-—f(o)
£f'(c) = 1lim e = lim x sin
X —=0 Mo

1]
o

Ri=

Tekintettel arra, hogy a lim (2x sin % ~ COs %)
X—=0

hatdrérték nem létezik (£’ (x)-nek lényeges szakaddsa

van az x = 0 helyen), igy a magasabbrendd derivdlt

fliggvények csak az x#0 helyeken 1léteznek:

£ ) xy = (xPsin D x>0 k= 1,2,..

.1
X sin X 0

nem létezik; ha x = 0

£{o) = lim = lim sin 1 nem létezik.
x - 0 X
X —=0 X—=0
igy
f(k)(x) = (x sin %)(k); Xx #0: k=1,2,... -
£{x) =|x[3
3x2 ha x=z0
£r{x) =
—3x2 ha x<?0
£"(x}) = 6|x]|
6 : , ha x>0
£ (x) = nem létezik, ha x=0
-6 ; ha x<0
0 ha x #0
f(k)(x) = ; k=4,5,...
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d)

e)

f)

g)

M.II.3.
A fliggvény a (-1; 1) intervallumon van értelmezve,

igy derivdlt fliggvényekrdl is csak itt beszélhetiink.
Ekkor:

2
£(x) = 1n |1—3‘—x7 =21 1+ xH-F a0 - XA,
1 - x

f O
EC-1:1)
’ - X hid _ 2%
£fr(x) = 5+ 5 = T i sth.
1+x 1-x 1-x
£(x) = sin arc sin x=X ; x€[-1; 1]
£r(x) =1 x€ [-1; 1
eX ) xy =0 xe [-1; 11 k=2,3,...
f(x)=|x|4 = x4 : XE R
£7(x) = 4x> , stb.
sinx__1
£7(0) = lim _E—E__— = 1im E&E_E_%_E =
X ——0 X —=0 X
= 1lim cos x-1 _ lim -sin x _ 0
2x 2
X —=0 X—=0
£7(x) = X cos X ; sin x . x # 0
X
lim £’ (x) = lim XG0S X - sin x _
e X—=0 x2
- 1im SoS % - s‘gin S - oS X _ g
X—=0
—x3sin X - 2xzcos X + 2X sin x_
" (x) = 2 ; x £ 0

X



11. a)

b)

M.II.3.

X COoSX - sinx

2
. E'{x) - £f'{o) . X
L1} —_ P —
£' (o) = lim < =5 = lim ra— =
X—=0 X—=0
- 1jp ¥.€0s X - sin x _ ;, COs X - X sin x - cosx _
3 2
X—*=0 X bl q— ix
= lim -sin x _ _ 1
3x 3¢
X—=0
sthb.

Ezen a mddon folytatva meglehetdsen komplikdlt, de
mis médon egyszer( kimutatni, hogy

fEC R
f(k)(x) _ sin x (k); x # 0
X
. (k)
e%) (o) = 1 SiD X )
X—=0 X
Tekintettel arra, hogy fi(x) = (1—x2)3/2; fECl{,
igy
D" £(x) = D‘f(x)l = £7(1) =
x=1 x=1
2 1/2
= (3/2) {(1-x7) (—2x)1 = 0.
x=1

Tekintettel arra, hogy a filiggvény csak a [-1; 1]
intervallumon van értelmezve, igy jobb oldali deri-
vdlt nem értelmezhetd, a baloldali derivalt meg
maga a derivdlt, amennyiben ez létezik:

(arc sin x)!' = 5 -
1-x

Nem létezik! (Erintd y tengellyel pdrhuzamos!)
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c)

~a)

e)

£)

g)

h}

M.II.3.

-1; D+lx|‘ = 1
x=0

= (xz)'
x=0

x={0 x=0

Egyik sem létezik. Pl.:

1
8

s S5 X — s O ‘
lim —(ﬁL = lim
K—=0t0 X—=0+0

LR

A figgvény egyébként egyik oldalrdél sem folytonos.

D [x]

x=0

nem létezik; D+[x =0
x=0

A figgvény egyébként balrdél nem folytonos.

fix) = x + Q1—2x+x2 = x + m1-x)2 = x +|1-x|, az

f(x) filiggvény grafikonja az dbrdn ldthatd.

Y
1 X
35, abra

Ennek alépjén
D f(x) = 0; p £ (x) = 2

x=1 x=1
D™ £ (x) = 9 . pt £ (x) =0

x=0 x=0




M.II.3.

12. A folytonossdg lényeges:

b X
36. &bra
A derivdlhatésdg lényeges:
Y
a b ¥
37. &bra

Az f{a) = f£(b) feltétel lényeges:

38. dbra
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13. x # =1; vyilo) = 0,

" (x) =1—_T__22‘.=_£___2_9_=CX—2x-2x2
! T+x o c T+x c (1 + x) ¢ ’
y'{o) = 0,
C —
y' (-1 =0
pe - —1y -2,
(1+x)
yn ( '.!I_%-_ 1) = 0'
v' (- "‘E—— 1) = 0,
w = -2
(1+x) 3

1. eset %:>1. Fkkor a filiggvény grafikonja az &dbrdn 1lat-
hatd, ahol

X, = 0; X, = c/2-1; Xy = Ve/2-1; Xy == c/2-1.

Tovdbbd figyelembe vettiik, hogy
y(-Vc/2-1) = - {c/2-1-1n\ c/2-(1+ {¢/) %/c <0,

yilc/2 - 1)> 0.
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Y
' 39. &bra
c _
2. eset 5 = 1;
X2
y = x - 1lnjt+x}|- =5 v{-2) = -4,
2
) - n 1 u "
y:=x, = -2, y"{o} = 0, y"(-2) = 0,
1+x (1+x)2
ynl_ -2
(1+x)°
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M.II.3.

\ |
\
\
\
\\ y*
v
\
\ o d
Y, \
\
\
\
40. &bra

3. eset 0<%<'}

Az 1.eset eredményeit felhaszndljuk, tovdbba:

2
-1
c C 2 _
ylxy) =5 -1-1n§ -2 — =
_c _ _c _1 c _
) 1 4+1 c in 3 =
e _l_q,e-1¢_.2 8
=3 - g~ Imz=3 -3 -1nj3

Ha c/2 fliggvényében &brdzoljuk az % (% - 3) és

C

ln—g— fiiggvényeket (1d. az aldbbi dbrat!) és figye-

lembe vessziik, hogy 12-(-(25 - Z?;-

ldgos, hogy most y(xz) < 0.

f< - (1n %) ', c#2 akkor vi-



M.II.3.

ing _(s._é)_

/2

41. &bra

Vizsgdljuk végil meg y(x4) elSjelét!

c . ._Jc (1+ JS)Z _ C 1
y(x4) = - 5-1._1111\]?_____(:___ '-]"2'_1'6 -
142

2 1 S _ 1he _ 12\ c_3{c_ _
“E'i'ln 5-5(\15 c) l“‘ri A VAL

1
c

1
|

El8bb 1ldttuk, hogy

% (a- %)— ln a<0, ha o< a<1.

Ezzel y(x4) <0.
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42, dbra
4, eset _% <0
Ekkor y"({x)> 01!
c 2
: (= - 1)
2
vop=§ -1 - gl I - -l gL
[cl 1 3 1 el
3 +1+lc|— Elc|+ o] In =5,
amelyb8l ha ¢ = -2, akkor y(x,) <0, ha ¢ = —2e_5
akkor y{x2)> 0. A grafikont aZ y(x2)>-0 esetre dbré-
zoltuk.

132



M.II.3.

43, &bra
14, Igen, pl.: x+—=x F/Z.
15. Linearizdljuk az (1+x)" flggvényt az x=0 helyen!

é% (1+x)'n = n (1+x)n_1 = nj n#0.
X=0 X=0

Ezzel: (1+x)n'g 1#nx linedris k6zelités, amely anndl
jobb,[minél kisebb |xﬂ. A Bernoulli-egyenlétlenség: -
(1+x)n:>1+nx, ahel x#0; x>-1;: n= 2.

A grafkion pdros n esetében:
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S/

44, &bra

mig ha pdratlan (de n>1}:

45, &bra

16. £{x) = ¥ = e¥INX

£7(x) = (1n x +1) ™ = (1n x + 1) x¥
£ ) = 2 X"+ (lnx+ DZEF

Ertelmezési tartomdny: x>0,

Ezzel £"({x)> 0, a fliggvény konvex. Zérushelyve nincs:
f(x) > 0. Széls8értékhely x = 1/e (minimum). Végiil
lim x* = 1;  lim £/(x) = -0 ; lim x* = e .
X—=0 - X—=0 X— 00
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(1ie)”e

1.4

1. Az a} és b} feladatndl célszerli a grafikont lerajzolni
és elemi teriiletszdmitdst alkalmazni.

2

y 712022 9 |
a St 2 5+ 5= 24,5+ 4+ 40,5 =

10 3 a1 |y _ 10 X

47. &bra
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b) Vegyilik figyelembe, hogy az alanti dbrdn lathaté T
teriilet: .

3 3 3
T = b - a _ {(b-a) a2 = %r - ba2 + % a

Ezzel a keresett teriilet: |20,52

49, dbra

c) Kénnyen durva hibat koévethetilink el, ha a Newton-
Leibniz formuldt az idevonatkozdé tétel feltételeil
teljesiilésének ellendrzése nélkiil alkalmazzuk.
Ugyanis: :

1

2
(arc ctg ._1_.) L __ﬂi(_).—— ’
T+x i
1+ 5
{1+x)
Ugyanakkor:
R — =
f 1_—('1—*%‘ dx# arcctg —FE—X- =arcctgq_—%-_—
+ —
-2 (1+x)2 -2
T 3m 1
-— -— [ A A | §
arcctg{-1) 3 7 TS 1



M.IT.4.

A hiba onnan ered, hogy az arc ctg T:—i—; fiiggvénynek
az X = -1 helyen szakaddsa van {1d. az &brdt), ezért

a Newton-Leibniz formula a [—2- \]—5_ -1] intervallum-
mon nem alkalmazhaté. Helyesen:

E_q ___1—2 -1 1 E-‘] 1

2 2
7 O4x) " g = [/ 4x)7 o0, / (1)~ . -
; 1t B g
(1+x) (1+x) {1+x)
= 1lim arcctg x - arcctg(-1) + arcctg - lim arcctg x=
X—w— oa . 3 X—=oca
3T T - 7
=]T— —— - = —n
7 + 3 0 1271’.
(Ugyanis: lim arcctg Tix = lim arcctg x;
X
X—==1=0 K== oo

lim arcctg = lim arc ctg X.)
1+x

Mds médszerrel:

{3 -1 —r {5 -1 BREE

/ {1—4'—&1}—— dx = / ———1—2 dx = arcctg{i+x =
- 1+ —s 1+ {1+x) .

-2 {1+x) -2 . -2
- - ) = XL L7
= arcctg |3 arctg{-1) = 3t = 5T
Ugyanis. az arctg(1+x). figgvény az —1—2 fligg~-

’ 1+ (1+x)
vénynek az egész szdmegyenesen primitiv fiiggvénye,
1
(1+x) 2 )

tovdbbd az figgvény az x = -1 helyen 1évé

1

2
{(1+x) :
megsziintethetd szakaddsidtdl eltekintve (ami nem be-—
folydsolja az inteardl értékét!) azonos az

1+

5 figgvénnyel,
1+ (1+x)
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\\

—+
T !
|

B

50. d&bra

d) Az arctg % fliggvény grafikonja az dbrdn ldthatd.

qf2 X

-z

i
51. dbra

Vegyillk figyelembe az aldbbiakat:

(arc tg x + arctg
arc tg 1 * arc tg
arc tg(-1) + arc fg é% = -T/2,

n/2 - arc tg X , ha x>0

’
arc tg = =
X -T/2 - arc tg x ; ha x<0.



M. II.4.

Ezzel: 7

2 0 2

18 T
J arctg % dx = [ (- J-2~ - arctg x)dx + S (—Zi—arctgx) dx=
~1 ' =1 0
2 2
= - —;i+Tf -/ arc tgx dx = —T,,[——- (x arctgx = %11’1 (1+x%)| =
-1 |

- X 1 r 1 ~
= 5 - (2arctg 2~ 5 1n5)+ (- - 5 1n2)m

35 T 0,4425
flsinxldx“='1'l/sinxdx+/ sin x dx =

0 G 0

= 22 + 1 - cos 0,4425% |22,096
fe™®sin 2x dx = | ae ¥Fsin 2x + Be *cos 2x + cﬁ,ﬁ]
amelyb&l:

(Ae”®sin 2x + Be Fcos 2x)’ = -ae Xsin 2x + 2 Ae Xcos 2x-
- Be *cos 2x - 2 Be *sin 2x = e—xsi_n 2x
-A-2B=1.

2 - B =0

=~ 1 o= - 2
,A = T | B o= E

Erdemes a problémdt dltaldnosan is megoldani:

x

/ e®FsinBx ax = Aeaxsinﬁx + Be®*cosBx + C

(Ao - BBle Xsin6x+(AB + Ba)cosf3x = echsian

ol
]

It
i

Aa - B(3
A(3 + Ba

Iy

2
0 AR + BAB

1} At - Bo(3
e
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a/(a? + 3%

=g
I}

0.
]

-B/(a? + Y

x

Je®*cos B xdx = Ae®*Fsin Bx + Be®cosfix + ¢

(Ao - B{S}eaxsin[3X+(AB + Ba JcosfBx = eaxcosB X
Aa- BB =0 ad? - BaR = 0

AQR+ Ba = 1 A Bz + Baf3= (3

A = B/(of+g?

B = o(/(a2+(32)

BEzzel:

S sinBx dax 2& > eaxsin(3x-—~§E—§ e*¥cosBx + ¢
a“+(3 e+ (3

o X

G e “cosf3x ¥ C

/éqxcosﬁx dx = ——— e Xsian 5
' a”+(3 a“+3

b) Az utdbbi Osszefliggések alkalmazdsdval:

2X 1 2x%
e"“sinx - =e"“cosx +

/(ezxsinx + excosx)dx = 3

Ui

1 x 1 x .,
+ 3 e'cosx + 5 e sinx + ¢

c} A fentiek alapjdn a masodik tag integrdlja: i

X X .
fe cos x dx = e’ (cosx + sinx) + c.

1
2

Az elsd tag:

/kxsinx dx = (Ax + B) e®sinx +{Cx + D)excosx + k
Mindkét oldalt derivdlva:
ae¥sinx +{Ax + B) eXsinx + (Ax +B) e*cosx + Cexcosx +

x X . X .
+ (Cx +D) e"cosx - {Cx +D) e"sinx = xe& sinx
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Az egyltthatdk Osszehasonlitdsdval:

A-C=1 A=20,5
A+ C=20 B =20
=
A+B-D=0 c=-0,5
B+C+D=20 D=20,5
Tehdt ,
/ xe¥sinx = % xe®sinx +(% - %x)excosx,+ k

(Ax> + Bx® + Cx + D)e Fsinx +

d)_/x3e—xsinx dx

+(Ex3 + Fx2+ Gx +H)e_xcosx + k.
Mindkét oldalt derivdlva:

(3Ax2 + 2Bx + C}e_xsinx - (Ax3 + sz + Cx + D)e—xsinx+

+(Ax3 + sz4—Cx+~D)e_Xcosx-+(3Ex2-+2Fx + Gle Xcosx -

—(Ex3+ Fx2+ Gx + H)e—xcosx - {Ex3+ Fx2+ Gx + H)e-xsinx=

3. -x_,
= x e “sinx

Az egylitthatdk Osszehasonlitidsdbdl:

A - E = 1 E = -0,5
A-E=0 A = -0,5
3A-B-F =0 F = 0

B+ 3E ~-F =0 B =1,5
2B-C-G6=0 [ "G=1,5
C+2F -G =0 c=1,5
C+D+H=0 D= -1,5
D+ G-~-H-=20 H=20

Ezzel:

/'x3e_xsinx dx = (- % x3;+% X ~r% x-—%—)e—xsinx +
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X, - .
e) fxe cosox dx = (Ax +B)exs:Lnux+ {Cx + D) excosax + k
Minkét oldalt derivdlvas
X . X . X
Ae“sinox + (A + B)e sinux +d(AxX + B}le cosux +
X X x
+ Cecosax +{Cx +D)e cosox -a(Cx + D)je " sinax =
ex
= X COosSaX

Az egylitthatdk Osszehasonlitdsdval:

A -aC =0 A=0t/(1+0t2)
OB + C = 1 | c = 1/01+ o)
= ‘ 2.2
A+ B-aD =0 B = -2a/{1+d")
GB +C + D=0 D =(a?-1)/(1+ «?)?

Ezt felhaszndlva:

fxex{cosx + xos- 2X}dx = LJ? - %) e®sinx + %xexcosx +
+ (% X - %) e*sin 2x +(-;— X +§%)excos 2x + k
3, 2T o 27
S e?* ¢ Xcos nx e ¥Fsin mx dx = / cosnx sinmxdx = 0,
0 . 0
27 2T 0 ha n#m
/ e®® e ®cos nx e Fcos mx dx = / cos nx cosmx dx =
0 0 TTha n=m
27T 21 0 ha n#m

2x  -x ., ~-X . B f . .
f =] e "sinnxe “sin mxdx = sin nX sinmx dx = .
0 0 T ha n=m#0
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A jobb oldali integrdlok egysierﬁen kisza&mithatdk a
kdvetkezd azonossdgok felhaszndldsdval:

2 cos nx sin mx sin{ntm)x + sin(m-n)x,
2 cos nX ¢cos mx = cos(n+m)xX + cos(m-n)x,

2 sin nx sin mx = cos(m-n}x - cos{m+tn)x.

E1=X+A1J

1

2 1 —_—
. x7 -1 = = - 41
/ T{x + A1) dx = > + A1X . 5 + A1 = 0=¢>A1 = 2’
0 -
- x> + A.x + B
Py, = X 2% 2
1
3 2 1
) 2 = X X -
f P(x"+ A2x + B2) dx = 3 A2 5 + B2x =
0
0
A
=1, 2 -
=3t 3 *By=0
1
S (x - 3 (x%? + Ax + B, dx =
2 2 2
0
1 A B
- 3 1y y2 -2 -2 -
= f(x +(A2 2) X +(B2 2} % 2) dx =
0
4 3 A, 2  B. .1
—-x_ -l.}.{.__ —7_2 3‘_....2 =
=7t By- ) 5t (B 2,’,2_»2"IO
A B
21 -1 2 o2y X2 .
=7t By g 3+ By - =) 5 -5 =70
A két egyenletbdl:
A, * 2B, = - 2/3
3+ 4Ry =2+ 6B, ~3A,-6B, = A, +1= 0
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M.II.4.

Ezekbdl | A, =-1; B2 = 1/6

Az eljdrds hasonldképpen folytathatd.

igaz: b), d) és f)
hamis: a), c¢) és e)

¥



HI. 1.

1. Az aldbbi Ssszefiliggést alkalmazzuk:

(> o]
s = X aq'k=1—f—; a,q€C ; |g|l<1.
k=0 4
L \3
i i
a) a=(§-) H q =3
s = 1-34
90
.o I
i i
B a=(3) 5 q-3
.n' .
: - L0
103
1, ha n = 4k
P i, ha n = 4k+1
-1, ha n = 4k+2
-i, ha n = 4k+3 , k=0,1,2,...
2. {x3-ix)e(1+i)x = ex(x3cos X + X sinx) +
+ 1e¥(x3sinx - x COSsXx)
3. xe¥cosx + e¥sinx = Re(x - i) e(1+i}x
4. [(xe®cosx + e¥sinx)dx = Re f (x - i) e l1+1)x dx =

(1+i}x

= Re(Ax + B) e + k

Mindkét oldalt derivdlva x szerint:

Re [Ae(1+1)x +.{Ax+-B)(1+-i)e(1+ilX] = Re{x -1} e
Az egylitthatcék Osszehasonlitdsdval:
A(1+ i) = 1 L A = {/{1 + iy=(1 - i} /2
=
A+ B(1+i)= -1 J B = - %

{(1+i)x
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1-i _1 (1+i)x _
Re (5~ x 5 )e =
_ x_1_.x b4 . . ~
= Re(2 5= i 2) e” (cosx + 1 sinx) =
= eX x-1 cosx + eX z inx

5 5 S .

Tehdt:
/(x excosx + exsinx} dx = ex E%l cosx + eX % sinx + k.

ix —ix 4 etix_ (4)ezix +(4)_(4\e-2ix , o-dix
. _(e -e ) _ 3 2/ \1J
5. sin'x = =

2i 2

4ix -4ix 2ix =21
e ‘e o2l ix

+ 3 = I3—4 cost*—coséxJ

. 2.

1. Sok zérust tartalmazd mdtrixndl dltaldban nem célszerl a

A—1 - adj A
det A

képlet alkalmazdsa. Sokkal egyszerfibb lehet, ha gL

oszloponként hatdrozzuk meg a kdvetkezd OGsszefliggést
felhaszndlasaval:

Aa =e

-1 . .
ahol ap A k-adik oszlopa, e pedig az Capr Copr e

ceer € elemekbdl 4116 vektor:

0 ha 3Jj#k
e. =
ik 1 ha 7J=k
Az Aak = e algebrai egyenletrendszer nl. az a) fel-

adatban éppen olyan alaki, mint amilyen alakot a Gauss-
féle elimindcids eljdrds végén nyeriink.
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c)

a}

e)

)

M.III.Z.

1 3 -4 3 b [-1 0 0o 0
0 - 1 - o 0,5 0 0
0 1 0,5 0,5 0,5 0
0 0o 0,5 -1,5 3 1,5 -1
0 0 0 -1/30
/20 0 0 0 0
0 1/30 0 0 0
o 0 0 0 0 1
0 0 0 0 -1/20

o 0o 1 0 o0 0

Az inverz is diagondlis. Az elemek az eredeti elemek
reciprokai:

P

8] 2

1
i1 25 5 -

o)

-

LT E

1. 4.1,
1, 1, 1, 1, Er 11 3:
0.

Csak akkor létezik inverz, ha A #

[8/N 12/x 14/8 1S/N T/N 3/N 0 1/N]
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
VI 1 o o 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0

L0 0 0 0 0 1 0 |

Az inverzet ilyen alakban irjuk fels

D E
F G|,

L

ahol D, E, F és G rendre a feladatban szerepl$ A, B,
0, és C mdtrixokkal egyezd renddek, D és G természe-
tesen kvadratikus.

Ekkor
A B D E|(_|AD + BF AE + BG|_|I ©
. - = ’
0 C F G CF CG 0 I

ahel I megfeleld rendd egységmdtrixok.
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M.III.Z2.

AD + BF = I,
'AE + BG = 0,
CF = 0,
CG = I.

Ezekbdl az egyenletekb8l (az utolsd egyenlettel kezd-
ve a megoelddst):

G =C ; F = 0;

]
I
i
b=
1
o]
(@

-1

T I -7 I

2. Az a) feladatndl mdr célszerd a b) feladat megoldasa-
nak eredményét is alkalmazni. A t&bbi feladat (és egy-
ben akdr a) is) mesoldhatd a szokdsos eljdrdssal,
vagyis:

- elész8r mnegoldjuk a

det (A -AI) =0
karakterisztikus egyenletet,
- majd az
(A -\ I) s = 0
linedris egyenletrendszereket.
B4dr magasabbrend( matrixokndl ez &ltaldban icen sok

szdmitdst igényel, itt - a sok zérus miatt - a szdmi-
tdsok egyszerlek.
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a)

b)

c)

dj

e}

M.ITIT.2.

i; -i; 1;  2;
1 1 0] [0]
i i 0 0!
0 0 t 1!
o] Lof [of [1]
AN Aoi Agi Hqi Hgoi Mg

ahol a nulldk 3 elemili zérus vektorok.

R

V-3

w © NS N

1
1
Ol 1]:
0
0

Az 1 kétszeres gydk, de ehhez csak egy linedrisan
fliggetlen sajdtvektor tartozik.

.
’

R o B
-
- = O O W

Yy

Mindkét gySk kétszeres, de mindkett8hdz csak egy-
linedrisan fiiggetlen sajdtvektor tartozik.

Ha egy diagondlis mdtrixban a £84tld k—adik helyé
ay 411, akkor hk = a, és az ehhez tartozd sajdt-

eqy

n

vektor csupa zérusbdl 411, kivéve a k-adik elemet,

amely tetszdleges konstans.
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£)

g)

150

[1 I RN

0
O -1 |- -4 | |4 1 4
0

M.ITI.2.

g 10 o o0 o0
6 -p 1 0 0 0 0

0 -4 1 0 o o

0 § w1 0 0 |7 H =387t -
o 0 0 0 -4 1 0

o ¢ 0 0 0 -u 1

0 -8 =12 -14 =15 =7 =3-u

—rapdo12p®ogp = 0 =p(fen) (2ea) (ue1) (ue2)
A sajatértékek és sajdtvektorok: '

0 ; i -i; 2i; -2i; -1; -2;
if [=1] |24 [|-24]]-1|| -2

~i| | 4 [-8i|| 8il|-1! -8
Cow A s el 16531 |7 16 .
U A 324 324 |-1f 32
-64| |64

- —

Egyetlen sajdtérték: 1,

A sajatvektor meghatdrozdsa:

0 0 . s.I ) 0
T 0] |s,| [0 '
ahol s, n és S, m elemii vektorok. EbbSl:

Sy tetszbleges,

T's1 = 0,

Az utdbbi linedris egyenletrendszerr8l &ltaldnossig-
ban csak annyit tudunk, hogy a=z Sq = 0 megoldds.



h)

-A 1 0 0 o
-10 -5-\ 0 0 0
0 ¢ 3-A 1 0
0 0 =10 -5-A°S5
0 0 ] 0 -A
0 0 0 0 -4
3-x 1
-10 -5-A 5
REALSED N PP
0 0 -4

= (A%+5n+10) [ (3-0) (-5-3) (A%+544) +10 (X +5hr ) ] =

=(A2e52410) (AZ+5A +4) (32429 -5)

M

M.III.Z2.

_.2’5 +Ei

2

(=]

0

0

0 =

5

1

-5~ M
0 3-A 1 0
5 -10 -5-A 5
1t +10 0 0 -\
—5-A 1] 0 -4

oA, = A

2

-

S3

0

Sq

0

=5=-N
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M.III.Z2Z,M.III.3.

ahol

-
) Ay * ZKS -5
5 KS + 5
2
__)\6 + 2}\6-—5
C2— .
5 K6-+5

A sajdtvektorok kiszdmitdsa egyszerlibb, ha a megol-
danddé egyenletbe nem helyettesitjik be a sajdtérté-
kek kiszdmitott értékeit.

-1
-P

N2
1

AP 2 2

—o-n| TN 3A+ 24+ p" =0
}\ :-3+ 1_4p2
1,2 2

It
—
+ U
>
IS~ S—
n
3%
=
+ 'O
>
LS B

tl. 3.
X—ZZ. ¢§:§_ 1
s B
z + 2%

—
L.{:l\

"= - {5 ® , parabolikus henger

b)

[ e

e
po—_

<

\1/\51 1/\|? 1/(6‘I X
=§1/q7 -1/(2 1/@? y
o el
- Y- %Z=0

v+ Z ¥ ¥ - Z

T H

V2 2

i



M.ITII.3.

x2 = , parabolikus henger
c) ¥ 1/\l -3/{1s 2/{74 x
Y IE 10 1/°{10 0 v
Z —2/\140 6/y 140 10/%140 z
22° + |14 % = 6
22 = = —%i § H % = g + 6

[Eérabolikus henger:]

2. A feladat fltengely transzformdcidval egyszerfen meg-
oldhatd.

a)

%] "z /{2 olfx)[x) [1/42 -1N2
| F|=|=Z 12 of|yldy 1Az /2 o
p z 0

0 0 11 2 0 1

Nz R X2

A keresett pontok koordindtdi:

%os Ym0 % =02 5 %, =-l2;
rv;o Yo = 0: 21~ (2 ; ) t—{E—LJ

B o 2 g2
Tty s
ahol _
¥\ iz 1z o x|[x] |1/¥2 -1/{2 of|%
\37=-1/\l31/\f2— of| vy Fli/{z 1/{Z ¥
2 0 0 "N zliz 0 0 112

A keresett pontok koordindtdi:
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M.III.3.

x| [0 12 1/{2
y=lo a2z -1/2
Z 1 G 0

AL R

A keresett pont koordindtdi:




V. 1.
0

Irjuk el8szdr f&1 a nevezd sordt:

x2 x3 x4 xS
T+ 1Iln{1+x) = 1+x- 7_+§_—_T4,€__
A keresett sor legyen:

1 = 2 3 4 ‘,5_
T+ In(1 + x) ~ %o © 34X ¥ 3%+ agx” + a,x’ + azx o
A két sort Ssszeszorozva:

- 1,2

1 = a, + (ao + a1)x + (a1 + a, 2)x +

a a a a a

a - Oy3 2,91 _ %o, 4

tlagtaymy ot Flxlayray -5 5 - P)x o«

a a a a

3 2 _ 1 o, .5
Plagragg g o i s

Az ismeretlen egylitthatdk most mdr sorban meghatdroz-
hatdk:

a_ =1

o]

a, = =1

a, = 1,5

? 44 4

33 = —2 - a2 - T = -2 - 1/3 = "‘2,33...
3.2 aT ao

a4=-a3+—2——-T+-—4—=3+2/3=3,'66...
a a a a

- - 2.2, 1 _o_ _ - -
ag = a, + 3 3 + 3 T = 4,95 5/6 = 5,7833..,

A sor tagonként derivdlhatd. A sort helyettesitsiik a
differencidlegyenletbe:

2 n
=1 =X, X I KR LI S
y =1 7t et e (-1 TN LA

155



156

M.IV.1.

n
P g —y -
Y = 5 + 3 oot (=1)77(=1) {n+1) mr 2y 1 t ..
X x2 n x"
r - - e e e
xy' = 3 F gte..t (-1} " n mri) 1 + e

Vegyllkk figyelembe, hogy

1 1

4 _1 T-(n+v1) _ _ __ n
(n+1)! nt (n+1)! {(nt1)!

Ezzel az xy’ + (x + 1)y = 1 egyenldség minden x-re
vald teljesiilését beldttuk!

A megoldédst

) 2 4
y = ag +oayx taxt 4.+ oax 4

alakban feltételezve:
4

5 .
’ —
Yy +xy—a1+(2a2+ao}xf(3a3+a1)x +...+((n+1)an+1+an_1)x +..

Az egyenlet jobb oldaldnak egylitthatdival egybevetve:

a,; = A

2a2 + aO = 2

3a3 + a, = 3

(n+1)an+1 an_1 = n+1i

EbbS1

a; = 1 a, tetszdleges
a, = 2/3 | a, = 1 - ao/2
ag = 13/15 - a, = 1 - a2/4
a; = 92/105 . .

Az a, paraméter pl. a kezdeti feltételbdl hatdrozhaté

‘meg:

a, = y{0).



M.IV.1.

v = [23+c)-(24+c)x+(12+ %)X2 - (4+ %)X3 +
oo k
+ {1+ 5%)x4 +c 2 (-1)k %T
k=5 )
= m1=(x=1)= & (x=11%= Lix-1)3 - Lix-11% -
y = -1={x-1)- 5 (x=1) 7 (x=1) 57 (x=1)
@ k o= k
k=0 : k=6 )

Keressik a megolddst hatvédnysor alakjdban!

_ 2
a) y = a,x + a,X + e

! - . n
yi+y a,; * (2a2 + a1)x+ veo ((n+’|)an aan)x *oan

+1

2 4 6
R S

Ebb&l tetszdleges szdmd egyilitthatd meghatdrozhatd:

+

a, = 1,

a, = -1/2,

a; = 1/2,

ay = -1/8,
stb.

FPigyeljik meg, hogy a megoldds zdrt alakban nem
4l11ithaté eld, hiszen ehhez - az egyenletet inhomo-
gén linedris egyenletként megoldva - az

2 .
/¥ ax integrdl meghatdrozdsdra lenne sziikség és ez
a hatdrozatlan integrdl, mint ismeretes, z4rt alak-
ban nem létezik,

b) A probléma hasonldé, mint az a) esetben.

_ 2
y = a;x + a,x + e
4
- P — -
y'Ty = ay+(2a,-a)x+.. .t (ntl)a  qma )X ..,
2 4 6
-X 2 X b4
a =1 - x 4 -2—"‘3'—!4' .a
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M.IV.1.

s
il

1,

1
a, = 1/2,
ay = -1/6,
ay = -1/24,
stb.

c) {l. az a) feladat megolddsi mdédszerét!)

2
= a,X + a,x +

Y 1 2
2

y'= 2y = a1+(2a2+2a1)x+(3a3+2a2)x +oaa

+ (n+1}) a1 * 2an)xn +

2 4
£(x) = 1 =37+ 57 = ...
a; = 1
a, = =1
L. 13
3 18
stb.

d) v = ag * aq{x=-1)+ ... + an(x—T)rl L

yity = a1+(2a2+a1)(x—1)+...+«n+1)an+1+an)(x-1)n+...

Jx=n? _,r(x__”2+(x;1)4 X (x;])6 .
a, = 1, ‘
a, = -1/2,
ay = 1/2,
a, = -1/8,

sth.

< k

a, = 1- k2=1 a, (=1)
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V. 2.

o]

. . T
1. Nyilvéan Ifn(xﬂ< = ;, tehdt

L, 21t
\TU T

n
L]
.

fn egyenletesen konvergens[_l;oo)—ben, lim £ (x)
El n oo I
Tovdbbd nyilvén fn_EC0[1ﬂE;m ).

Most hatdrozzuk meg I(x)-et!

. X
s n

/ £ (t) dt = sin =

1/n b
X

. n P ;

lim noT =+ igy I(x) = 1lim f fn(t)dt=
n-oX + = N o

= 1lim sip —1 -

’ m

Ugyanakkor bdrmely n-re, ha x = ?;1 , akkor
{n+ Y7

: . n Coas T

j fn(t)dt = sin E:T———EEE = sin & = T,
Vw kY b4

x .
vagyis f fn(t)dt nem egyenletesen konvergens [1/H;o°)-ben.
/7

Ebb6l kovetkezik, hogy |x-t81 fliggetlen kiiszdbindex
nem létezik. 1 -

2. a) lim f_(x) = 0, teh4t [ 1im £ (x}dx = 0.
n—e= n—— o

0
1 1

[ £ (x)ax = 1, tehdt lim [ £ (x)dx = 1.

n—e s
0 .

0
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M.IV.2.

Tehdt azt tapasztaljuk, hogy
1 1

J‘lim £ (x)dx # lim j £_(x)dx.

N-so n—-oe

0 0

Ennek az az oka, hogy az fn fliggvény nem egyenlete-
sen konvergdl. (Rajzoljuk le fn grafikonjat!}
b) Erdemes mindenekeldtt a fliggvény grafikonjit leraj-

zolni:
Y
nbo—
|
R X
52. &bra
Ebbd1l: 1
lim £ (x) = 0, tehdt [ 1im £ (x)dx = 0.
n—a 1l —= o0
0
1 : 1
[ £ (x)ax = 1, tehat lim | £ _(x)dx = 1.
0 %%

Azt tapasztalijuk, hogy

1 1
[ lim £_(x)ax # lim [ £ (x)dx .
o BT 1"
Ennek az az cka, hogy az f fliggvény nem egyenlete-
sen konvergdl.
3. f {x) nyilvén [1/ﬁ-=”) -ben egyenletesen konvergdl
£(x) = 0-hoz, hiszen £ ofs 14n. Bs £7x) = 0
Ugyanekkor

£ (x) = -1 5 cos

nin (X_E;-'l X—___
d nTl niw
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M.IV.2.,M.IV.3.

és _
Ty -1 1 1/n 2
f’n(ﬁ)— 2 cos T__n"—'T:ﬁ L
nyn (l _ n—1) T nw
g n-
1
' — =
lim £ n(ﬂ) 0o
n-—s=oo
Ha x>, akkor lim x-—E:lz-{ —JJ £ 0
T’ (x-55) =(x-=% ’
N—= o
igy lim £’ _(x} = 0. Ez azt jelenti, hogy
n
. e
. a . o4 d . 1.
gz im £ 00 = lim o= f (x), ha xE(K,w),
INN—e= o I] —t=co

p p p 1
de ez az azonossag midr nem all fenn[:ﬁ;uz)—ben.

Ennek az az oka, hogy f’n(x) konvergencidja nem
egyenletes.

. ) . d .
i = —_ = -
Nem 1g§z. ilm fn(x) = 0, igy 3% ilm fn(x) = 0, ugyan
1 r = 4 : d -
akkor f n(0) =T /2, tehdt ilm T fn(x) nem lehet azo

nosan zérus!

V. 3.

El8szbr meghatdrozhatjuk a valds Fouriér—sorokat, majd
az Euler-Osszefiiggés alkalmazdsdval a komplex sorokat.

a) (ld. Pt. IV. kdtet 365. feladatdt!)

@«®©
, _ 2 4 5 cos 2kx
lsin x| = i 5
k=1 4k~ - 1
2kxi -2kix
cos 2kx = = ; €
o % .
in ol - 2 5 e2k1x
i = 5 .

k== 4k™-1

161



M.IV.3.

{A szumma jelnél a # azt jelzi, hogy az 6sszegezést
k-ra és -k-ra egyszerre kell végrehajtani.)

ar
b) ECOS X‘ = 1—_2[- - % Z (_T)k CO; 2kx
k=1 4k~ 1
hisg ]
2 3 * k e2klx
cos x|= - = (-1) .
k=-e° 4k “ -1
20 1 _
¢) cosx sin“x = 7 COsX ~ 7 cos Ix =
= % X1, % X1 _ % e3x1 _ % e_3x1
4 v sink 2 v * Kk kxi
) sg sinx = 2 ELSE - £ 3 3L TN
k=1 k#o
k=-oo

e} A fuggvény nem periodikus, igy Fourier-sora nem 1é-
tezik. A filiggvény grafikonjdt az dbrdan mutattuk be.

4
- T 27 Lar X
53. d4bra
2. a) o
!Sinﬂxlzﬁ%—% Z EP_S_Z_zi(H_:Isin}zl_
k=1 4x™ - 1 X=T X
by fi{x) = % { JcosT x| + cosTx)
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M.IV.3.

o
Ex) = (2 -2 3 (RO IR oy y)-
k=1 4k"~ 1 '
= % + % CosST X ~— % 2 (—1}k 99§~%EE;§
k=1 4k” -1

- Az integrandust linearizdljuk. Ez az egyik lehetséges
médszer.

.2 2 _1_3 1 _ 1
sin"u cos 2L = ) § COs 2U + ) cos 4uU g cos 61 .,

A linearizdlt alakot (véges Fourier-sor) tagonként
tudjuk integrdlni:

%
.2 2 _X _ 3 . a0 1 .
_f51n bucos™2u du = i T¢ Sin 2x + T6 sin 4x 18 sin 6x
0
. Az a) és b) feladatokndl a szuperpozicid elvét alkalmaz-
zuk.
" _ sin kx
a) Ha y"+y = =——— ;7 k#1,

akkor az egyenlet egy periodikus megolddsa:

y = sin kx
P ox(1-%%

A szuperpozicid konvergens Fourier-sorra is alkal-

mazhatd. .
by -y"+y = a; Yp T %
%k
-y"+y = a cos kx ; vy, = cos kx
k P 1+k2
by
-y"+y = b, sin kx; y. = sin kx
k P 1+k2

A c), d), e) és f} feladatokndl is ugvanigy -jdrha-
tunk el. Altaldnosan a kévetkezdt frhatjuk fel:
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M.IV.3.

ax
e

Ha ay" + by' + cy = 4 : o EC

SR S e OLX; feltéve, hogy

akkor 5
aa “+ba +c

Yp

aca 2+b0t ¢ # 0.

5., A jobb oldalakat Fourier-sorba fejtjilkk és a szuper-
pozicid elvét alkalmazzuk.
A periodikus megoldds felirdsa kiilSndsen dttekinthetd,
ha komplex Fourier-sort haszndlunk.

-2x1 1 gdxi_ 1 -4xi
161 161

a) y"+3y'+4dy = é% e2Xl - é% = +

2xi -2x1
e e 1

Yo ¥ Bi(=4+61+4) ~ Bi(-4-61i+4)

4xi -4xi
e : _ e
16i(-16+12i+4} 16i(~16-121+4})

+

_ -,—1_- (e2xi+e—2xi) + 1 (_1_i)e4xi_(_1+i)e"4xi )
48 1921 >
= |- 1 i,
=|- 57 €OS 2x - 55 COs 4x - sz sin 4x
b) y"+2y' + y = % _4 5 cos 2kx
T k=1 4k* -1
o2kxi | —2kxi
y|l+2y'+y = ak cos 2kx = ak 3
g _ ay e2kxi . e—2kx1 )
-k .-
i ? (—4k2+4ki+1 —4k2—4ki+1)
ay e2kxi + e—2kxi 5
=77 5 (1 - 4k%) -

(1-4x%) %+16 k
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c)

d)

M.IV.3.

a, o2kxi_ e—2kxi .
3 72 7 4ki =
(1-4k™) " + 16 k
1 -4 x2 4k
= ay 55 5 coska+ak 53 5 sin 2kx
{1-4k7}) 7+ 16k (1-4k7) "+16k
2 = a
y =2_4 % k ({1-4k?) cos2kx +
Py 2 2,2 2
(4k"-1) [(1—4k } +16k :I
+ 4k sin 2kx)
'+ 2y = 1 COSX - 1 cos 3x
Y Y g “ 4
y. = s cosx + L sinx - " cos 3x - =N sin 3x
p 10 20 26 52
1 3 1 1
f _ = e e —— —
Y 3y 7 g COS 2x + F COS 4x g Cos 6x
y’ - 3y = coswx
ypu): A coswx + B sinwXx
v .
pr = WA sinwx +WB coswx
r —_ = —_ — 3 =
ypw 3ypm (WB-3A)cosw x + (-WA-3B)sinwx=cosw x
WB - 3A = 1 A= -3/(9+w?)
wh + 3B = 0 B=UJ/(9+UJ2)

E részletszdmitds utdn az
kus megolddsa {figyelembe

m3=4, w4=6):
= - 3.0
Y, =~ 7z ~§ " 73 (3co0s
1 1 ’ .
t T 35 {-3cosd4x + 4 sin

eredeti egyenlet periodi-

véve, hogy w, = 0, w,=

22'

2x + 2 sin 2x) +

.
i5

4x) (-3 cos 6x +

0|
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e)

£}

g)

, |- 1 9 _ 3 . _ 3
+'6 sin 6x) = T3 + T4 cos 2% E5 sin 2x 700 cos 4x +
+ A . 1 1 .
3¢ sin 4x + 720 cos 6x - 0 sin 6x.
a o
" 4 sin kx _ 2 ¥ sg k kxi
yv' o+ 2y’ o+ 2y = = > = = 28 2
T k=1 k T k#0 ik
k=—co
x kxi @ kxi
¥ :1% 5 Sgkk 2e - zqgf 2 ”1?( e?_Xl - ez
P pso M —k%e2ki+2 k=1 T\2-k“+2ki 2-k“-2ki)/
k=~=
2 5 2k 2 1
= = 3 (2 ” sin kx - 4cos kx) 5
k=1 (2—k2) +4k
n r 3 . . _
y'" o+ 3y’ o+ dy = 7 sin x - 7 sin 3x =
. 3 . xi 3 -xi_ 1 _3xi 1 -3xi
81 ° 31 © g1 © tg1e©
) 3eXl 3e—x1 e3X1 . e—3x1 _
Yp 8i{~1+3i+d) B8i(-1-3i+4) 8i(-9+9i+4)  8i(-9-9i+4d}"
B | 5 o 9
=|g sin x g COS X+ 757 sin 3x + i34 Cos 3x
3 1 3 Xi 3 -xi
" ! = = —_— = = -
Y 3y 3y 7 Cosx+ g cos 3x g © tge
1 3xi 1 =-3xi
+ g e + —8- e
i} ﬁ( X1 N "Xl)+ l( e3x1 . e—3xi) )
Y57 B\=4-31 & F4+3i /7 B\T12-91 & Ti2+91i
= |- — cos X% —-Ji— sinx - L cos 3x - 1 sin éx
- 25 100 - 75 100



1. a) (1. Pt. V. kdtet 29. feladatdt is.)

x=y=0 helyen hatdrérték nem létezik. A feliilet egy
darabja az dbrdn l4thatd:

54. &bra

b) lim g ==
x—0
y-——0

55. dbra

167



168

M.V.1.,M.V.2.

¢) lim z nem létezik. A grafikon hasonld az a) fel-
x—=0
y-=0

adatbeli grafikonheoz, ha x>0, y>0.
Az x = -y egyenes mentén sem folytonos a fiiggvény.
Itt a hatdrérték (ha x # 0) - ill. + oo ,
d) lim z = 0, de a fliggvény itt nem folytonos.
x—0
y—0
Nem folytonos tovdbbd az x= -y helyeken sem, ahol
a hatdrérték (ha x # 0)- ill. +w .

e) Ha x=y=0, akkor a fliggvény nem folytonos, de
lim =z = 0.

x—0

y—0
A {hiper)=-szintfeliletek az f(x) = d4llandd egyenletd
alakzatok, Feliiletr8l valdéijdban csak az n = 3 esetben
beszélhetlink.

a) Origd kézéppontu gbmbok
(valédi, hdromdimenzids gdmbok)
b) Origd kozéppontd "gdmbdk" {(hipergbmbdk)
(n—-dimenzids alakzatok)
c) 1. b)
d) Ha n = 3, akkor pdrhuzamos sikpdrok,
ha n > 3, akkor pdrhuzamos hipersikpdrok.
e) Hipersikck, ha n=>3

Lﬁikok, ha n. = 3.
f) Ellipszoidok, ha n = 3, hiperellipszoidok, ha n=>3.

a) egyenesek

b) kdrdk vagy ellipszisek, esetleqg egyenesek

c) kérdk vagy ellipszisek v. paraboldk v. hiperboldk,
esetleg egyenesek v. pont {kipszeletek)

d) ellipszisek {esetleg pont)

V. 2.

a) x24>-x21 + x22 + x23
Ez egy négvdimenzids hiperkidp belseje.
A tartomdny nem korldtos, nem dszefiggd, nyilt

{(Gondoljunk a 22 = x2 + y2 kipral)
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M.V.2.,M.V.3,

L2 2 .
b) [[x] = QX g et xn.~1

Ez egy hipergdmb és annak belseje (korldtos, &ssze-
figgd, zdrt)

c) 1d. a b} feladatot, de itt a nyilt tartomdny.
d} |X1 O 3 Xn|<'|.

¥ét pdrhuzamos hipersik k&zdtti nem korldtos, &sz-
szefliggd, nyilt tartomdny.
(Gondoljunk az |x + y + z|< 1 tartomdnyral)

A problémdk - az elbz8 feladatokhoz hasonldan - a maga-

-sabb dimenzidk miatt vannak. Hogy a megolddsokat szem-

léletesen léassuk, célszerd a megfeleld 3-dimenzids eset-
tel analdgidt keresniink.

a) Két pdrhuzamos €10, kdzis kdzépponti hiperkocka ko~
z8tti korldtos, dsszefiliggd se nem zdri, se nem nyilt
tartomdny.

b) A koordindta hipersikokkal 24 = 16 részre szabdalt

4-dimenzids rész Un. elsd ortdnsa (elsd "tér"-ti-
zenhatod) ; nem korldtos, &sszefiggd, zadrt tartomdny.

c) A 4-dimenzids térben az

Xp = Xt X, * X3
hipersik alatti fél-"tér". Nem korldtos, Osszefliiggd,
zart.
V. 3.
xox + yoy + zoz.= 1,

aheol z = \1 - x2 - y2 ill, z = - Q?-—xz - y2.
o] J o o le) o) o

a) Felhasznd&lhatijuk, hogy olyan &sszetett fliggvényrdl
van szdé, ahol a kiilsd fliggvény egyvdltozds.

3 5 K 2k+1
sinuTu- 2+ L -S|
31 * 5T R IT !

23 zzxz 27 axZye
sin{xy+z}) = z + xy - T3 +'§T - _§¥" Fou
+ (~1) 2k+1 §2k+1 %Etl

ot {2k+1)
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T1{x,y,z) = Tz(x,y,z) = Z+XY

) — 2 1 e Pexg e b Ll P
1=l
= 2. .2 2 4 .22 4 .22 .22 4 2k
= THX Rt L X X 2R KSR, F2RURIP2AGX AR K

_ _ 2 2
T1(X) = Tz{x) = 1 + X1+"'+Xn

c) Az adott fiiggvény mdsodfoki (4 vdltozds) polinom,
igy Snmaga mésodfokd Taylor-polinomja. Csupdn az &t-
rendezést kell végrehajtani.

2 x1(x2-1+1)+{x3+1-1)+3(x3+1—1) (x4—2+2)—

-(x2-1+1)(x4~2+2)= —9+2x1+7(x3+1)—4(x4—2)—

-2(x2—1)+2x1(x2—1)+3(x3+1)(x4-2)—{x2—1)(x4—2) =

= T2(x1,x2,x3,x4)-

Természetesen az egylitthaték a Taylor-polinom dlta-
ldnos kifejezésébdl is nyerhetdk. Pl. a -2 a fligg-
vény helyettesitési értéke:

-9. x =X4 egylitt-

1

2% 0% 0% X307 3%30% 407 20%40 T “X10

hatéja:

v = - =
(2x1x2+x3+3x3x4—x2x4)X1 = 2x2, 2x20 2, stb.

TT(X1,x2,x3,x4) = —9+2x1+7(x3+1)~4(x4—2)—2(x2~1)

2k+1
1)k (xy)

3., a) sini{xy) = 2 (- PEEEE

2
b) (x+y+z}3= x3+ 3x2y+-3xzz~+3xy2-+3xz“1—6xyz +

+ y3<+3yzz+—3yzzvrz3
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c) x2y + Xy = -2-3(x~1)+ 2(y+1}+ 3(x—1)(y+‘l)—(x—1)2 +

v (g+1) (x=1)2

L gt x(8) vt ,z(8)= 2L (£,x(t),y(t),z(t)) +

dt dt

» 2 (t,x(t),y(t),z(t))k(t)+—ﬁgy(t,x(t),y(t),z(t))gz(tp

e 2 (e,x () ,y(8) 20 2ty = S0, x(0),y(t) ,2(8)) +
X(t)

+ grad g(t,x(t),y(t),z())" |yt
z{t)

Legyen x eqgy tetszdleges rigzitett szdm, de x # 0.

Ekkor az y~*-§i2§§z figgvény szakaddsa az y = 0

helyen megsziintethetd. EbbSl kdvetkezik, hogy a fel-

adatban szerepld integrdl nem improprius, hanem k&-

zdnséges integrdl és w(x) az x = 0 hely kivételével

mindenhol értelmezve van.

Szdmitsuk most ki a ¢’ ({x) derivdltat felhaszndlva az

aldbbi azonossagot:

g(x)
ha h{x) = /[ f{(x,y)dy, akkor
0
g{x)
h'(x)= / f£/(x,yldy + £(x,9(x))g’(x).
0

Tehdt a keresett derivalt:

1/x sinx l
@' {x) = / cosxydy + "“T——x' ( J_z.)z
0 % X
sin xy y=1/x sin 1 _ 0
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fgy (0, )~-ben ill. (=< ,0}-ban ®{x) azonosan &llan-
dé.
Vegylik most figyelembe, hogy

sin x

1 4
v >0, ha 0<y<§ es

r

S <0, ha ley<o

amelybdl a fliggvény pdrossdga kovetkezik.
Ezek utdn kaphatdé @ grafikonja:

B

<

56. dbra

A C konstans értéke valamilyen numerikus eljdrdssal
tetsz&leges pontossdggal meghatdrozhatd, legegysze-

riibben a
]
C = / Siny dy
Y
0
egyenldségbdl.
6. 2 5
_4a 7 Xy —Xsinx
Ix} = 3% - € gy = / & ay- E——i-cosx) =
) -sinx
-sinx .
i ~-sinx
xyty=2 )
_ et - Cos x _-xsinx _
x| sun X
jy==-sinx
_ e?¥  gTxsinx _ cos x _-sinx
X - sinx sin x :
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5 e—sini

1(1) =|le ‘1'—?]}.—1“ (1 - COSs 1)
V. 4.
Lokdlis minimumhelyek: [x| + |y} =1
Lokdlis maximumhely s x =y =0
Y
1 IXi+iyf=4

al

b}

a)

a}

—{\ 7] P
N

-f
57. dbra
Lokédlis minimumhelyek: |x] + [y| + [z]= 1
Lokdlis maximumhely: X =y =2z=20
és ¢} Lokdlis minimumhelyek: x2 + y2 = 1

Lokdlis maximumhely: X =y =20
Lokdlis minimumhelyek: x + y + z = 0
Lokdlis maximumhelyek nincsenek.

A fluggd vdltozdt nevezzilkk u-nak és vezessitkk be az
aldabbi jeldléseket:

a d/2 e/2 g X
A=|d/2 b £/2] ; s=1|nl; r=|y]|.
e/2 f£/2 c i Z
Ezekkel:
T T
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A lokdlis szélséérték létezédsének szitkséges felté-
tele:

u r
X
grad u = u’ = 2 Ar + s =0
vy o
u F
z
Az elégséges feltétel az
" n L1
Uixx Yoxy Uizx
ull ul! u‘l = 2 A
yX Yy ¥x
u"‘ ulf ull
ZX Zy ZZ

matrix definitdsa. Ha A definit, akkor nem szinguld-
ris és a lokdlis széls8értékhely is meghatdrozhatd:

A szimmetrikus A mdtrix pontosan akkor definit, ha
sajdtértékei vagy egyardnt pozitivak, vagy egyardnt

-negativak. Az elsé esetben minimumhely, a mdsodikban

maximumhely az L.

A feladat megolddsa lényegében egyezik az a) alatti
megolddssal:
Legyen A definit;

Ha A pozitiv definit, akkor r, minimumhely, ha ne-

gativ definit, akkor maximumhely.

4. A jeldlések értelmezéséhez 1d., a 3. a} feladatot!

a)
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7 -2 0
A = -2 6 -2|; k1 = 33 KZ = 63 h3 = 9
0 -2 5
26 10 4 1 10
B DY R SR I
r, = 353 10 35 14 2 T35 42
4 14 38 1 14



- Y A N i
Az X, = "9z 7 Yo TBF P %5 T T 7gz PONt
minimumhely. '
b} 2 -4
A= )2 -2 -2 ;6 =65 A, = ~3; Ay = -3
-4 =2 1
lNincs lokdlis szélséértékhely!
c) -3 - -4 '
A= [=2 2 6|;Ah,=-1;A,=-2; Ay =3
-4 6 1
[Nincs lokdlis szélsBGértékhely!
5. a) A figgvénynek egydltaldn nincs széls8érték helye;
ami a poldrkoordindtds alak alapjén tdrténd dbrdzo-

1l4sbdl egyszerlien kideriil (1d.

58. &bra

az Abrdt!}.

Ha a Pt. V. kétet 10.3. tételét alkalmazndnk, akkor
Ugy tilinne, hogy lokdlis minimumhely az origd. Tér-
jiink 4t ugyanis Pescartes-koordindtdkra:

2 2
Yy

2
re =

26in22 -1 = 8 sinp cosip-1 = 8

rzsinzwrzcoézw
7 ~ 1
r

|83
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[

b}

2.2
=g 2¥ _
2 2 !
(x"+y7)
8 552—5 - x2 - y2, ha X2 + yz # 0
x“+y
z(x,y)=
0 ' ha x° + Y2 = 0.

A flggvény mindenhol folytonos és mindenhol kétszer
derivdlhatdé. Tovdbbid az origdban telijeslilnek az
alabbi Ysszefliggések:

z{0 0) =0

z; (0 0) = z'y(O 0) =0
ZXX(O 0) = zyy(O 0y = -2
zxy(O 0} = zyx(D 0) =0
Z;X(O 0) z;y(o 0) o
Z;X(O 0} z;y(o 0)

A tétel azonban nem alkalmazhatd, mert a mdsodik de-~
rivdltak az origdban nem folytonosak. Az origd va-—
léban nem is szélsdértékhely.

Az idevonatkozé tétel alkalmazhatdsdgdrdl ugyanaz
mondhaté el, mint az a) feladat esetében. Ennek
ellenére [az origé minimumhely.| (Figyelem! A szdban
forgd tétel csak elégséges, de nem sziikséges felté-
telt ad!)
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/\v

59. abra

V. 5.

MindekelStt az x, =1 értékhez tartozd Yo értéket kell
meghatdroznunk, vagyis a cos xoyo—yo/xo= 0 egyenlet

megolddsdt y, ~ra. Behelyettesités utdn a cosy_ = ¥,
egyenlet egyetlen megolddsdt iterdcidval egyszerlen meg-
hatdrozhatjuk: - .

v, & 0,7391.
F(x,y) = cps xy —.y/x
bevezetésével alkalmazzuk az implicit filiggvénytételt!

! = = i - = -
_Fy (XO,yO) = X sinx vy 1/xD 1,6736 # 0,

tehd&t az Xy = 1 pont megfeleld k&rnyezetében egyenle-
tink egyértelmden hatdrozza meg y-t, mint x flggvényédt.
y e pontbeli linedris kozelitése:
ni
Fx(xo’yo)

¥ © Yo ¥R
Ty oo

(X~XO} 14
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amelybdl

]

! P— 3 _E =
Fx(xo,yo) = -y sin x vy * = 0,2412
o]

™

figyelembevételével:

[y~0,14417 x + 0,595. |

Az inverz létezésének feltétele, hogy Fé(xo,yo)#o.
Ez most teljesiil. Az inverz linedris k&zelitése nem més,
mint az eredeti filiggvény linedris kézelitésének inverze.
Tehdt nem kell mdst tenniink, mint az

y = 0,1441 x + 0,595
egyenletben az x és y vdltozdkat megcserélni:

x = 0,1441 y + 0,595,

amelyb8l y-t kifejezve az

[v ~ 6,94 x - 4,1291 ]

egyenletet, tehdt az inverz fliggvény adott pontbeli
érintéjének egyenletét kaptuk.

Mindenekel8tt: F(xo,yo) = 0 valdban.

2 2. 2 2 2 .
Az F(x,y) = (x° + y7) -4 (x"-y") jeltlés bevezetésé-
vel:

ax (x% + y2 - 2),

F&{x,y) = 4y (x2 + y2 + 2).

F;(x,y)

Ebbd1l:
10,5288,

!
Fx(xo’yo)
! =
Fy(xo,yo) 10,5283 # 0.
A keresett filiggvény 1étezik és linedris kdzelitése az

F;(Xo,yo)

Y T Yo% T FIx e = xg)
y

O’YO)

dsszeflugés felhaszndlasaval:
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[ y~- 1,00005x + 2,2796. |

Az inverz linedris kdzelitése:

[ ¥=- 0,99995x + 2,2795. |

A feladat mésodik kérdésének megvdlaszoldsdhoz szdmit-
suk ki F&(x,y) értékét az adott pontokban:

F'(0,0) = F'{(-2,0) = F'! (2,0} = 0.
Y( 0} y( ) y (2,0)

Ezzel a mddszerrel tehdt nem tudjuk megdllapitani, hogy
léteznek-e az adott pontok k&rnyezetében a keresett
fliggvénykapcsolatok, vagy sem. Poldr koordindtdkra vald
dttéréssel és a grafkion felrajzoldsdval (ld. az dbrédt)
azonban egyszerlen meggy&zddhetiink arrdél, hogy ennél a
példédndl F§ eltlinése amiatt wvan, mert nem fejezhetd ki

y mint x fliggvénye e pontok kdrnyezetében. Erdekes,
hogy x mint y figgvénye létezik a (-2,0) és (2,0) pon-
tokban (itt Fi nem zérus!), azonban nem létezik a (0,0}

pontban (itt ugyanis F; is zérus!}). A részletes szdmi-
tdsck:

X = r cos¥P ; y = r sin®¥ ;
2
(x2+y%) —a(x? - yH = r? - 4r? (cosZe-sin%p) = # (rP-4cos2¥) -
= 0,
amelybdl
r = 0 vagy
r =2 Yoos 29 ; /4 < w=T/2 vagy Amse s 2w,
tehdt a grafikon lemniszkdta.
Y
-2 2 X
60. é&bra
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A fliggvény linedris k&zelités legyen X--m x + b,
az inverz linedris kdzelitése pedig X—=m, X + b1.
Akkor a megolddsok:

m b m, b1

- al 0 11,43684 - -

b) 0 3,14619 - -
c) nincs yo—ra megoldds!

d) ~-0,5495 12,19911 -1,81982 22,2002

e) -0,74667 11,57211 -1,33926 15,4981

£}y 1,08835 11,77373 0,%91881 =-10,8179

g) 4,06074 1,13254 0,24626 —0,2789

h) Yo =1 nem linearizdlhatd, inverz nem létezik,
Mindenekeldtt ellenorlzzuk hogy az adott pont valéban

kielégiti az egyenletet.
A feladat megolddsdhoz az F; ’ F§ és Fz derlvaltakra van

szilkségink az adott pontban, ahol

Flx,y,z} = x>+ y3 vz - 3z,
2 3 3 3
Frix,y,z) = 3x ; Fr(y9, {9, -3) =9 3
2 3 3
F;[(XJYJZ) = 3y2 7 F;,(}(g_r 3ﬁr -3)
F!(x,y,2) = 32°-3 ; P9, “fo, -3) = 24

. e 3 3 .
Tekintettel arra, hogy ré( {5} {51 -3) # 0, igy a ke-

resett flggvény létezik &s grafikonja éritnésikjanak
egyenlete:

i
(Ve
[¥8)
gl
:

f

f
., . - F ' (% 'YO'ZO) (x - - FY(XOrYO:ZO) (v -y \
o) Fz(xo,yo,z } %o Fé(xo,yo,zo) o'’
ahol X = . = 3 9 z = =3
o Yo {——’ o '

3r 3
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Vezessiik be az aldbbi jeltléseket:

u 1 X 2 Fﬂ
P=i v i p0= ~-1]:; g= Ir qO: X ; F= .
W 1 Yi 2

F1(p,q) = u—u2v2— %% + 4

1 X
Folp,q) Gvw Y
Ezekkel :
L E] 2 -2
W W
I - . ! =
Fq(p.q) ; Fq(pofqo)
..1_. - X 0,5 ~0,5
2
b y y -

det Fq(po,qc) = 2 # 0.

Az implicit fliggvénytétel értelmében a keresett fiigg-
vényrendszer létezik. Az adott pontbeli linedris k&-

zelités:
- 1 .
- ~ = r ’ -
q-qq, =~ [Fq(pofqoq FoPyrda) (P = p) .

A részletes szdmitdsok:

- -0,25 1
I - -
[Fq(pO,qoq = ;
-0,25 -1
1-20v¢  -2uv Xy
! —_ W -
Fp(plq) - _-] __1 __—i 1
2 2
u vw uv w uvw
-1 2 4

’ .
Fp(po;q ) i
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1 1,25  =1,5 0

r ’ =
{Fq(pofqoﬂ FL(Pgrdy) —l
1-0,75 0,5 -2

—

[—1,25 1,5 0 4,75
g = P T ;

L.O,TS -0,5 2 i -1,25

~

[x~- 1,250 + 1,57 + 4,75

\yq30,75u ~ 0,5v + 2w - 1,25

6. Az aldbbi Osszefiiggéseket alkalmazzuk:

F! + P! £/ + F! g =0

u X v “u
F' + F! £' + p’ gr = 0
v XV y °v
GI + Gl f.l' + Gl gf = 0
u X Tu ¥y “u
g + g’ £ + @’ g’ = 0
v X TV y 2V
- - ] - ' -
x X fu(u uo) + fv(v v}
- - ! - ! T
¥ yO gu(u uO) * gV(" VO)

Mdtrixos formdban:

F' Ff F' r’ £ £ 0 0
u vl v Ty u v o_
r r !’ r I !

6, oyl ey e sl 9l 0 o
X x £ £ u £ £ u \
- |Tol , |Tu v _ u v o

! r ! !
Y ¥q N Iy M Su R Vaj

A derivdltmdtrixckat-az adott (xo,yo,u

,VO) pontban
kell wvenni.

o
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A linedris k&zelitéseket

[ .uw
= M + b
1 1
v v
L L
illetve
o n
=M, * by
v Y

alakban irjuk fel. {Haszndljunk szdmitsgépet!)

Az M1 és M2 mitrixok ill. b1 és b2 vektorok az egyes
T

feladatokban a kdvetkezdk (M b1, M2, bg felirdsi sor-
‘rendben) :

a} Xy = 0 Yo © 1
u = 2 v = -1
@] o]
a =1 b = -2
1,3333333 0
0,60568607 -1
[-2,6666667 -1,211372)
[0,75 0
0,45426451 -1
(2 0]
b} Xy = i Yo = -1
uO:2 Vo:_1
a = 1,8821206 b =
-0,28229147 -1,097604 l
1,5645829 ,0,19520807
[ 0,46697892 -3,9339578 |
0,1174405 0, 66033728]
-0,94127975 -0,16983136
[2,5428968 ~0,22855161 ]
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c) Xy = -3
u, = 1
a = 1,3252129

1,3774618
-0,061846674

1,0894512

[0,92640374
0,10100243

[~0,68482429

dy x_ =3
o
u_ = -1
o
a = -4,0024788

[-5,0683513
5,8127251

[-11,198281

r2,455136
-1,2534042

[2,428015
e} x_ = 3

u_ = 2

w
1

2,7475212

-0,94772988
1,1254527

[-3,7053596

3,2087704
-0,46984449

[-0,44511627

M.V.5.

Yo = 1
v = 2
O
b = -0,45578456

-2,7334564 }
0,56726348

-0,072680279

4,4640355 ]
2,2495468

0,053460474)

Yo = 72

v =1

O

b = 1,0122065

9,1299295}
-11,385817

15,198542

]
—1,9686965]
-1,092894

]

2,5744244

Yo °©

-1,0122065

—8,6008193]
7,6862012

3,4352958 |

3,5905975
~0,38565028

-0,38176707)
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£) x = -2 vy = -2
u, = 1 Vo T 3
a =--53,524076 b = -3,2704075
0,66259556 0,55333851]
-0,67017193 -0,55247247
(-4,3226111 0,32758934]
-115,9164 -116,09811
140,61138 139,02175
[-463,02901 562,26627 |
9) x, = -2 ¥o = 3
u = -1 v, = 3
a = -0,92840468 b = 0,90516419
F5,1492 -1,6678201
~5,9869597 —0,020046274
[28,152661 -2,9268209 |
lo,oo19111127 —0,15900175}
-0,57076722 ~2,3976008
Fo,51917254 9,0512678 )
7. X = Ty =
a) 0,0013333336 1,0026057
b) 0,0026666671 . 0,99921137
c) -0,0013333336 0,99739431
d) -0,0026666671 1,0007886

8. Ha B reguldris mdtrix, akkor egyszerd matrixalgebrai
dtalakitdsokkal kapjuk:

y = - B! ax.

Ugyanez az eredmény nyerhetd természetben az implicit
fliggvénytétel segitségédvel is. Vezessuk be az
Fi(x,y) = Ax + By jeltlést.
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Akkor
F;(x,y) = A,

F'(x = B.
y( ')

Ha det B # 0, akkor birmely (xo,yo) pont kornyezetében

létezik a keresett implicit fliggvény, és ez a kdrnyezet
a teljes tér., Tekintettel arra, hogy az eredeti egyen-
let linedris alakzat egyenlete, 1gy az implicit figg-
vény linedris kozelitése tnmaga. Tehat:

Y=Y¥g LFy(xo,yo@ FX(xo,yo)(x xo)— B 'Alx xo).
Figyelembe véve, hogy Yo =~ B—1 AX s behelyettesités
utdn ismét az

eredménvhez jutunk.

Megmutatjuk, hogyan kell az (x,y) sikra, illetve a z
tengelyre vetiteni. A t8bbi koordindta sikra, illetve
tengelyre vald vetités analdg médon tdrténik.

Legyen F({x,y,z) = 7x2+ 6y + 522— dxy - dyz — 6xX — 24y +

+ 18z - 18 = 0

Az (x,y) sikon 1év& vetiilet hatdrpontjail nem mésok,
mint a fellilet azon pontjainak vetliletei, ahol az érin-
t6sik a z tengellyel pdrhuzamos, vagyis ahol az

FLix,y,z} értédk (az 1xl1-es méretd derivdlt métrix Jaco-
bl determindnsa) éppen zérus. (1d. az dbrdt!)

Tehdt a feliilet e pontjait az
F'(x,y,z) = 10z - 4x + 18 = 0

egyenlettel jellemzhetjiik. Mds széval: e peontokat a
feliiletb&l a 10z - 4y + 18 = 0 egyenletli sik metszi
ki. A

@

4 o1
70 ¥ 7 7

Z =

o

kifejezést a felillet egyenletébe helyettesitve a

35x2 + 26y2 ~ 20xy - 84y - 30x + 9 =0



61. &bra

egyenletet kapjuk. Ez egyben a vetiilet hatdrold gbrbé-
jét leird egyenlet is. Ez a gdrbe - mint ahogyan arrdél
egyszerien meggySzddhetiink - ferde tengelyld ellipszis,
Ugvanis az egyenletet midtrixosan atirva:

[x, ¥] [ 35 —1ﬂ =} « [-30 -84] [x} £ 9 = 0.

-10  26) |y Ly

Az egyilitthatd mdtrix sajdtvektorainak rendszerében és
eltolds utéan:

41,466 %2 + 19,534 2 = k2> 0.

Megjegyezzikk, hogy a tdbbi koordindta sikra vald ve-
tiilet hatdra is ellipszis, ami eleve varhatd is, hiszen
feliiletiinkellipszoid, amelyrél pl. fé8tengelytranszfor-
miacidéval is meggydzddhetiink.

A z tengelyen 1lévé vetiilet két hatdrpcntja a feliilet
azon két pontjdnak vetlilete, ahol az érintdsik az (x,v!
sikkal parhuzamos, vagyis, ahol

F;(x,y,z) = F;(x,y,z) =0

(1d. az ébrét!). Hatdrozzuk meg e két pontot!
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62. &bra
F;(x,y,z) = 14x - 4y - 6 = 0
F§(x,y,z) = 12y - 4x - 4z - 24 = 0

E két egyenletet x-re és y-ra megoldva, megdllapit-
hatjuk, hogy a keresett két pont a fellileten az

z 10,5
. _2_, 10,5

X =95 "% 79,5
3,5 22,5

Y=g5,5%% 55

egyenletrendszerﬁ egyenesen fekszik. x és y e kifeje-
.zéseit a fellilet egyenletébe behelyettesitve megkapjuk
a z tengelyen lévé vetiilet két hatdrpontjét.

2 2
z 10,5) 3,5 22,5) 2 _ z
7(9,5 * 79,5 "6(9,5 z+ —5,5)" 3% 4(9,5 *

10,5\ (3,5 22,5 3,5 22,5
—t =1 - 4 - ! Pradiaudt St V0
* 9,5) (9,5.Z * 9,5) iz (9,5 z + 9,5)
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6 , _ 6-10,5_24°3,5 _ 24:22,5
.5 3,5 3,5 — 9,5

+ 18z + 18 = 0,

amelyb&l z-re a kdvetkezd mésodfoki egyenletet kapjuk:

836 z> + 769,5 z - 1239,75 = 0,

ezt megoldva, a keresett hatdrpontok:

Z, 0,8416,

Zy -1,762.

Megjegyvezzlik, hogy a feliilet tengelyvetiileteit a sik-
vetililetek tengelyvetiileteiként is megkaphatjuk. E méd-
szerrel ugyancsak a Jaccbi determindnsnak megfeleld$ par-
cidlis derivdlt eltlinését kell alapul venni. Pl.

G(x,y) = 35x° + 26y% - 20xy - 84y - 30x + 9 = 0

jeltléssel élve az x tengelyre vald vetillet hatdrpont-
jai a G&(x,y) = ( egyenlet segitségével hatdrozhatdk

meg: ez az egyenlet annak az egyesnek az egyenlete,
amely az (x,y)-sikbeli vetiilet ellipszisbdl kimetszi
azokat a pontokat, amelyeknek az x tengelyre valé ve-
tiiletei éppen a feliilet x tengelyre tdrténd vetiiletének
hatdrpontjai (14. az dbrat!) .

G'y (x4)=0

63. 4bra

10. Az inverz fliggvénytétel értelmében létezik a keresett
inverz fliggvény, ha

£’ (XO) £ 0,
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ahol £{x) = xe = ; x_ =1 ill. x_ = 2
o o
Cfr(x) = e ¥ - xe %,

£r(1) = 0,

£r(2) = e 2 - 2077 = ™% # 0.
az X = 2 pont kdrnyezetében tehdt létezik az inverz.
Az eredeti fliggvény X, = 2 pontbeli linedris kdzeli-
tése:

y~2e"2w-e‘2 (x - 2) ]

amelyb8l az inverz fiiggvény linedris kdzelitése:

y - 2y -e” (x - 2e_2),

vagyis

[;Zs—ezx + 44J

Megjegyezziikk, hogy az inverz flggvény elemi flggvények
segitségével zart alkaban nem fejezheté ki, igy a lined-
ris kézelitésnek itt kildnds jelentSsége van.
Megjegyezzilk tovdbbi, hogy az f'(xo) derivalt eltilinésé-

b1 még nem kdvetkezik, hogy az adott pont kdrnyezeté-
ben nem létezik inverz. A mi konkrét esetiinkben azonban
(1d. az &brdn az xe ¥ filiggvény grafikonjdt!}) valdban
nem létezik inverz az x_ = 1 pont k&rnyezetében, mert

itt lokdlis maximum van.

4
= e
2% ——— — o
| grofxe
|
4 2
64. dbra
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11. A feladat megolddsdhoz a linedrisan kézelitett inversz
figgvényrendszerre van sziikséglink. Vezessilk be a k&-

vetkezd jelSléseket:

p = 7 pO = ;
y} 0
f1(q) e
fz(q) = e
Ekkoxr
p = fiq)
- " v cos
£'{q) =
e sin v
T —1]
f’(qo) =

u 0 f
1
q = H qo = h f =
v I f
2
M v cos v;
uo .
sin v.
i
-u -u .
v e cos vV - € v sin v

U
e cos Vv

det f’(qo)=—75# 0;

P - Py fhla) (g - gg) s

-1
q - gu[fila))] (P - opg)

T [1 B
{f' (qo)] - :
< L. !0 —j‘:i
hegyen T+ 0,01
—-— -|: ’
Py = , akkor
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u, ] 1 -1 0,01 0 -0,01/n
= q1~1-_[ + = ’
vy 0 -m| |-0,02 1 T+0,02
tehdt: u, = -0,003 ; v, = 3,16.

12, A feladatot természetesen elemi algebrai eszk®zdkkel is
megoldhatjuk, ha egyenletiinket y-ra ill. x-re mdsod-
fokld egyenletként kezeljik. Az implicit fiiggvénytétel-
ben felhaszndlt gondolatok azonban olyan megolddsi mdéd-
szert is lehetévé tesznek, amely - szemben az elemi al-
gebrai médszerrel - igen dltaldnosan alkalmazhatd.

Kbnnyen beldthatjuk, hogy a keresett g(x) ill. f(y)
fliggvény maximdlisan_annak a nyflt I ill., J interval-
lumnak a lezdrtjdn (I ill. J) értelmezhetd, amely in-—
tervallumban a Jacobi determindnsnak megfeleld F§(x,y)

ill. Fé(x,y) derivdlt még nem tdnik el (ld. az abrit!),
ahol

Flx,y) = x2 + 2y2 - xy - 1.

/

65. dbra
Hatdrozzuk meg ezeket az intervallumokat!

F’' = 4y - x X
y v

It

I
o
]
I

][R BN

’ -
Fx 2x V%

I
(=)
"

i

Y
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Az y-ra ill. x-re kapott kifejezéseket az eredeti egyen-
letbe visszahelyettesitve: ’

2
2 1 1
"+ 2( E_x) - X (Ex) -1=20,

amelyekbS1l

74254, -+ &, __{é_.\l?

A gxt =1 x = \n | 1=(- {7 3) |,
' 7 .2 2 2 2

b}.—.y :’]’ 3% :i——J:————’___

4 I 1 i S il )

V.6

Az integrdlok elemi dton is meghatdrozhatdk

a} (1. az &brdtl!).

.2
V=3

p) Vv = (2a)"

{n-dimenzids hiperkocka térfogata)
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c) Az integrdl 4 egyszeres integrdldssal egyszeruen
meghatdrozhatd:

x 1
/' X4 dx dx dx dx4 ~/
0 0

4

o E——— -
0“*-ﬁx

»

dx.dx, =

3
)
6 3574

i
o =

o

Meg kell hatdroznunk a D tartomdny vetiileteit az x iil.
y tengelyre. Az V.5. 9. feladat mddszereit is alkalmaz-
hatjuk, de ebben az egyszeri esetben mds it is jdrhatd.
A

2x2 + 6y2 -xy -3 =20

egyenletet eldszdr y-ra, majd x-re fejezzik ki:

+ {y? -816y? - 3)

y+
x1’2: 4 ;
X + QXZ-24(2x2-3)
Yi,2 7 12 !
amelyekb81 az
24 . 24
27 Y = \77 -
illetve
- 72 < |12
7 = = 77

feltételek adddnak.



M.V.6.

Ezekkel:
24 y + 424 - 47y
47 4
f f fix,y) dx ay| ;
22 y - V24 - a7y°
47 4
iz X _+ \‘72 - 47x
47 12
/ ! fix,y) dy dx
=5 \ 2
72 X - 172 - 47x
47 12
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Egymas utdn végezzik el a vektoridlis szorzdsokat a
szokdsos mddon. Ekkor megkapjuk a v = b x{a x 1)
képvektor koordindtdit: -

vy = ~lagh, + azbs)x + asbyy + a;b;z ,
v, = a2b1x - (a3b3 + a1b1)y + a2b3z ’
vy F a3b1x + ajbyy - (a1b1 + a2b2)z .

amelyb8l a keresett matrix:

(- a2b2 - a3b3 a1b1 a1b3 ]
by maghby - aghy ;b3
a3b1 a3b2 - a2b1-—aéb2 '
ahol
a = a;i+ayj+ak,
b = byi + byd + byk .

Az ilyen jellegli feladatokat dltaldnosan a kbvetkezd-
képpen oldhatjuk meg:

Vv=XR,
amelybdl

x=vRr,

ahol V a képvektorokbdl, R a tdrgyvektorokbdl képzett,
X pedig a keresett koordindta mdtrix.

Vegyilk azonban figyelembe, hogy a sok zérus miatt R
inverzét az

R™! = adj R/det R

Ssszefliggés helyett tdbbnyire egyszer(bben is megha-
tdrozhatjuk (1. az III.2.1 feladatot!}.



M.VI.T,

a) b}
1 0 -1 2 1/2 0
-1 1 2 1/3 1/2 1/3
4 -1 -5 8/3 -3/2 2/3
c}

-1/3 5/6 1/3
3 -1/2 0
-2/3 5/3 =1/3

3. Ha s sajdtvektor a tdrgyvektor, akkor A s a képveli«:

gy az eléz8 feladat médszerét alkalmazhatjuk

a) b}
5 0 0 3 0]
0 2 0 0 0
0 0 -5 0 1
c) d) )
1 1 0 -1 0 0
-1 1 -2 -1
0 0 2 -4 0 3

Legyen a az elforgatds tengelyének vektora, és legycn
tovdbbd

al ]l ¢ -

Az a, b, ¢ bazisvektorok dltal meghatdrozott koordind-
ta-rendszerben a forgatds T tenzordnak koordindta mdt-
rixa (a forgatds szdge legyen @ );

coso =-sina O
f = sina cosda O
0 0 1

Akkor az eredeti koordindta-rendszerben a T matrix:
~
T=MTHM

ahol

=

it
]
(o
|Q
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képzett matrix.
~Ha a sik normdlvektora u (|jn]| = 1, n a koordindta
vektora), akkor a vetités tenzordnak P mdtrixa:

vagyis a, b és c eredeti rendszerbeli koordindtdibdl

P=E-non,

ahol E az egymdsmdtrix. A keresett mdtrix P T, tehat:

o) gT) .

[+32

(E -

|=
[§=]

) (M

Vi 2.
3. .2

1. a) v az RB/[(x;y;z)E R™:x" + y2 = 0} nemn egyszeresen

198

osszefiliggd tartomdnyon potencidlos.

Ez azt jelenti, hogy bdrmely olyan zdrt gbrbe mentén
vett integrdl, amely zdrt gdrbe pozitiv irdnyitdsd és
egyszer koriilveszi a z tengelyt (az irdnyitdst a z
tengelyhez képest, a jobbcsavar szabdlya szerint kell
megdllapitani), &llandé. Ha pl. az

X = cos t
vy = sin t
0=t <2 T
z = 0

gérbe mentén integrdlunk, akkor ez az dllandd - 2T .
fgy tehdt e vektormezd integrdlja a végpontokon kivil
a gbrbét8l is flgg. Pontosabban attdél, hogy a ¥ ut
hanyszor és milyen irdnyitdssal veszi koril a z ten-
gelyt.

H az A és B pontok vektorainak (x,y) sikra vald
vetiletei kozdtt 7 vetillete mentén mérve Y szdg van,

67. dbra
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M.VI.Z2.

akkor
-y (i) eset
‘[! ar = L=Woy 2T (ii) eset
T -Pg- n2n {iii) eset

-+ 2T+ n 27 (iv) eset
ahol a kilonbdzb esetek az dbrdn ldthatdk (7' a ¥

gbrbe vetilete az (x,y) sikra, n a z tengely koriili
forgidsok szdma)

B B

b)

7 -

’rkA 7 A , A -2
)

X 2 p

X

n= 'f n= 4
() (c) (LL) @v)

68. dbra

Erdekes médon, v itt is csupdn az a) feladatbeli
nem egyszeresen Osszefiiggd tartomdnyban potencidlis, -
ennek ellenére az integrdl értéke csak a végpontok-
té1 flgg:

- [v.dr = U(B)'-U(A} = 1n
'Bf .

Megiegyezzik, hogy az a) és b} feladatban elé8forduld
érdekes kilildnbségriek fontos fizikai kévetkezményei is
vannak. (l.: a végtelen hosszl egyenes vezetd mag-
neses tere és végtelen hosszd vonalszerld toltés
elektrosztatikus tere). ‘
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1. A feliileti integral:

R cosJcosyw R cosFsing R sin%
v r'qrf = |-R sindcos® -R sin3d sin®P R cosd| =
-R cos3 sin® R cosdcos? 0

3

= =R cosJ
21T

-r3 [ [cos3a®ay =0
¢ 0

A térfogati integrdl elemi dton is kiszdmithatd, hiszen
div v = 3. Ezzel

faivvav = 3 2 R’ = ar’n > o1

\%
Mi ennek a latszdélagos ellentmonddsnak az oka? Az, hogy
a feladatban megadott paraméterezés az egész gbmbre

vonatkozdan a feliilet irdnyitdsa szempontjdbdl hibds.
Ugyanis az x'g X E'Lp vektor hol a gémb belseje, hol

a kiilseje felé mutat.
A hatdrok helyes megvdlasztdsa:

-Mn/2 < & < /2
0=y =20

‘ p 3
Fzzel az eredmény természetesen 4 R T lesz.

2. Erdemes a feliiletet lezdrni és a Gauss-Osztrogradszkij
tételt alkalmazni,

T +// v dr =/f//div v av,
r v

; ' . p 2 ..
anhol I a keresett integrdal, F a z = 0, X2 + y < 2 k6r-

iap -k irdnyitdssal, V pedig a lezdrt tartomény belseje.
Tekirtettel arra, hogy v.ldF , és div v = -3, végil

PEMS
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figyelembe véve, hbgj a tartomdny {5-sugarﬁ félgbmb,
fay:

I =-4y21,

|

Beldthatjuk, hogy div v = 0; r # 0.

Ez azt jelenti, hogy az origdt is magdba foglald, zart
feliileten vett integrdl kifelé mutatd normdlissal meg-
egyezik pl. az origd kézéppontd, egységsugard gdmbdn
vett integrdllal, ugyancsak kifelé mutatd ncrmdlissal.
Az utdbbi integrdl pedig éppen a gtmb felillete (4T),
amit elemi megfontoldsockkal is beldthatunk.

Tekintsilk a 3. feladat megolddsdt is. Most is zdrt el-
lipszoidrdl van szd, de most az origd kiviil helyezkedik
el. fgy az integrdl értéke .

div v = 4, {gy az integrdl négyszer az adott gdmb tér-
fogata:

%% + y2 & 2% - 4x - 6y + 10z + 34 =

= x-22 r (y-32 + (z+5)72 - 4.

Tehdt a gbmb sugara 2. Ezzel az integrdl értéke

1281
3
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Vil 1.

1. Vegyiik figyelembe, hogy

aqk ;: a€ € ; gEC

AT

0

alaky mértani sorokrél van szd. Ezek pontosan akkor
konvergensek, ha a = 0 vagy a # 0 és {gj< 1. Ekkor

(=~
g = Z aqkz

k=0 T-4q
a) divergens
b) a:i(.z_l.)3. —2&
3 i 4773
< = 24 16
117 117
c) ir1,3 341
a = (=571~ i 9= 3
- 2 (L :
s i 7S (-3 + 1)
@ NI A
2 P4 2
g = - % (3 + i)
e) divergens
£) i3, 4 i3

a = (i + 2) (4_1) r q - 4"i

a=-0,71 + i 0,31

[s = -1,29 - i 0,62
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(1.

a}l

.2
sin“zcos z

M.VITI.1, M.VII.2.,M.VII.3.
III.1.5. feladatot is!)
zi _ _-zi
2i

=

1t

= % cos Z - % cos 3z
b) 1 sinz + 1 sin 3z
4 4
3 . 1 .
c) r sinwz - 7 sin ;u:z
1
d) 7 Coswz + " cos 3waz
e} 1 - 1 sin 4z + 1 cos 6z
2 2
Vi, 2.
1. a) ({1 + 3i)t+4+ 2i)exp{ (1 +2i)t)
b} (—t3 + 3it2+(1+2i)t-F2-—i)exp(it)
) ((2+ 2003+ (1+51)€% + 2t - 2)exp ((1 - 1) t)
2. Pl. az a) feladatban:
df (v) _ _t |, _5,._ , _ _ duft)
Re —3— = e [( 3t-2)sin 2t + (~t+4)cos 2t]_ g+ ahol
Ref (t) = et[(t+1)coszt-{t—1)sin2t]= u{t) .
Vil. 3.
1. Az a), b) feladatokndl a Newton-Leibniz formuldt alkal-
mazzuk:
a)
/dz _ - i}
7z In 2z{(3) = 1n z({1) =
= 1n 5%-3—7?1- = 1n(30 + 241) ¥ 1n(38e07%71y
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Y 13,64 + 0,671
dz _ _ 1 . 1 1 1+
b),{;f_ Z (00 ) { z(‘l)) 1-1 2
o) [z v 2zaz = [0]
¥

Analitikus fiiggvény zdrt gdrbe menti integrdlja
zérus.

’KZ

Az origdt pozitiv irdnyban kétszer jarja koéril ¥

e) z nem analitikus, ezért az integrdlt a

[ Z(t) z(v)at
¥
képlettel kell kiszdmitanunk.

2T
f (cost+ isint)(-sint-icost)dt =

G
2T

= f {(-cos sin t + cos t sin t)dt +

0
27

+1 / (-cos®t - sin’t)dt = |- 27 il

o

f) A Newton-Leibniz formuié.t alkalmazhatjuk:

z . z z :
S e“sinzdz = BRe“sinz + Be“cos z + C
Derivdlva:

Z_ . Z . z z Z .
e“sinz = Ae“sinz + Ae"cosz + Be cosz - Be sinz
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Ebb&1
A -B =1 A = 1/2
==
A+ B =20 B =-1/2
3i
2 e?
esinzdz=—2—(sinz—cosz) =
1+1
_ €os3 +isin3 (e_3 - e e e3) _
2 21 2

e . .
5 (cos 1 + i sin 1) -
*{sin1cosi+cos1sini-cosl1cos i+ sinisin i) =

cos 3 + i sin3
2

(-ch 3 + i sh 3) -
—%(c051+isin 1) (sin1ch1+icos1sh 1 -

- cos 1ch 1+ i sin 1T sh 1) =

_ cosz3ch3_ 51n32sh3_%cos 1 ch 1 +

+~§~cosz1ch1+%cos1sin1sh‘l+

sir13ch3+ cos 3 sh 3

e .2 .
+551n1sh1+1[— 5 5

—%cos21sh‘l—%cos1sin15h1-

sin21 ch1 + % sin 1 cos 1 ch ‘!].

[1Rp)
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M.VII.4.

g) A Newton-Leibniz formuldt alkalmazhatjuk.

-2z -2z -2z .
fe coszdz = A e cos z + Be sinz + ¢C

-2

e “%cosz = —2ne”2

z -2z . -2z .
cos z — Ae sinz - 2Be sin z +

Z
+ Be cOos 2

B - 2A = 1 - 0,4
S
-A - 2B = 0 B = 0,2
- D
'ﬁre_zzcos zdz = —0,4e;2zcos z + 0,2e_zzsin z
—1-1
- 0,462 2 00g (=1 - i) - 0,22 % sin(-1 - 1) =

le2e2t(0,4c05(1 + 1) = 0,2sin(1 + 1))
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VIl 1.

Az egyenleteket rendszerré kell Atirnunk

a}

Xj =y
. I
X, =Y
b4 0 1 b:4 X
t= { 1] ;X = A X = 10
X2 -1 0 LX2} X20
t
Xn+1(t) = X +‘f Axn(T)dT
0
t x %
x.(t)y = x_ + 20} dTt = % +[ Zd\t =
1 o) X o) x
0 10 10
= x + Ax t
o
t
- 2 _
Xz(t) =Xt J (AxO * AR T )dT =
0
2
= X _ + Ax t + Azx L
e o) o 2
n
k
k
Xn(t) = Ei A xo %T
k=0 -
o k
lim Xn(t} = ¥ Akxo ]E_' = eAtxo = x(t).
n—"cw K =0
Vegyik figyelembe, hogy
A2 - E
a® = -na
4 - .
AT = E, stb.
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M.VIII.1.

Ezzel: tz t4 t6
x(t) = XO(1 - 5 + aT - i vee)
3 5
t t
+ Axo(t - 3T + BT I T

= x cost+ Ax _sin t =
o] o]
o1 o2 cos £t sin t xo1
-sin t cos L X
02|

cos t - x_,sint
ol

1

X ,cos t + X sint]

XOZ

Ebb&1l egyxészt

cos t sin t
At
e = ,
i~sint cos t
midsrészt
y(t) = y{Dlcost+ y'(0) sint,

y'(t)= y'(0)cos t - y(0)sin t .

b} Xy = Yy o ¥ = X, ;%X = AX
— !
X 7Y )
X3 =y x3
— g ¥
X4 = Y x4
[o 1 0 0
A = 0 0 1 0
P 0 0 0 1
=1 0 0 OJ
t
;
Xn+1(t) = x  + Axn(T)dT '

amelybdl
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M.VIII.O.

tk At
o e

2 Lk
x(t) = lim xn(t) = 3 A'x

n k=0

X
o k! e}

A2,A3, stb. hatvényokat kiszdmitva, a megoldds y(t)-=

re az a) feladathoz hasonldan nyerhetd.

<) X =y 5 %= X 7 %= fixy ; £ = f1 ;
— r
Xy 5 ¥ . fz
B 2
f1 = Xy i f2 = x1
t .
Xpqt) = x v/ fx (r))aT =,
0
t X2,n(T)
= x + / , dt
0 X, {T)
r
2] Yro 2
%, (t) + ar =
0 -4 -4t
L J 0
21 b foav 2-2¢2
X, () = I f y at = | _,.
LYJ] ¢ .
2 t lgq
x5 (t) = + f 4 | 4t =
| 0 0 ~4-4T +87
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M.VIII.?. M.VIII.2.

2-2¢2
1 8,3 4 .5
“itt 3t -t stb.
VIH. 2.
a) cos{wx+ @) = Re expl{{wx+ }i} =
i .
- Re e P o WX
. iarctg —
- Re 2 et wxi _ ReeLp. e 3 oWl
4 3+wi 5
9 + w
Az amplitidé viszony: |A = S S— '

a faziskiilénbség: |p_ = arc tg L.

3
Ezzel
y = Re 2Ae(f.l)x+ P+ (Po)i = 22cos{wx +Q + Lpo)
b) Ty - )i
Y im3 £ ’ 3 —3Asin(lx—l+q;)
—(—2—)2—11*2111 2 3 o]
2
a=[ 1+ % 12 & am 2]71/2
’Lp = arc tg 2T ox
o 2
i
1 't 3




M.VIII.Z.

{3x - Tl:)1
i 1e 2" _ A . _
¢} y = Im 5 R = sin(3x > +qJO)
A = 1/485
LPO = arctg7 -
d) g o(2x+i
y=ImZ—7——_——6—1—=EA51n(2x+1+¢O)
) L, = 6
A L R BTk
e5xi
el y = Re4—6——- = 4 A cos(bx + LPO)
1-5"+ 2501
a = 1/M01-5%2 4 2502
$, =-arc tg #—- + T
5 -1
e(6x—2)i
f)y=1mm=Asz_n(6x—2+lPO)

a = 1/113352 + 2222
- 222
Yo = arcty 4333
L
e(2x+2} i
g) y=Re7m—= 7Acos(2x+2+tpo)
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M.VIII.1.

L A= 1/V¥1193
[ - 32 |
LPO = arc tg 13 ]
o
a)
o WEL
y:]:n'\———--——'—-2 =Asin(UJt+‘~P)
T-w'+ iw
A(w) = 1/\l(1-w2)2 v w?
{ w 2
arc tg 5 ha 1> w
- w
plw) = § T/2 , hal=uw
L T - arc tg 2L, ha ‘I<UJ2
w =1
w = A{w) = P (W)=
0,1 1,005 0,1
0,2 1,020 0,21
0,4 1,075 T 0,44
0,6 1,140 0,75
1 1 1,67
1,5 0,512 2,27
2 0,277 2,55
3 0,117 2,78
10 0,010 3,04
b) ) 3 1 3 .
Sln<x Ccos x + 51nx—zcosx +Zs:mx-
—lcos 3x--1-sin3x
4 4
Alw) = 1/\‘ 3-u?? v 4’



M.VIII.1.

4w 2

arc tg———z- , ha w™< 3
3-w
Plw) =4 T2 , ha w? = 3
Tr—arctgw—z—,ha w2>3
3-w

A1)

y = 21 cos(x+ (1)) + JA(Nsin{x+9(1)) -

- —————-—A£3)cos(3x+kp(3)) - A£3)

c) cos34x = % cos 4x + % cos 12x

a)

6

S
E
]

1/ 01 +w

S
£
i

arc tg w3 —-T

1

y = % A(4)cos(4x+ @ (4))+ 7 A(12)cos(12x+
A(w) = 1/{(1—(.06)2 v Wl
5
arc tg S € ; ha w6 <
1- w
P{w) = - 7/2 , ha w® -
5
arc tg w6 -% , ha wb >
w -1
w = Alw) v Plw)
0,1 1 0
0,3 1 0
1 1 -T/2
3 376 -2,82
10 0 ~-3,04

sin(3x +¥ {3))

P (12))
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M.VIII.1.
y = A(w}[cos(mt+ p{w)) -2sin(wt+ (w))]
e) nincs periodikus megoldds a rezonancia miatt!

f) cosz‘rfx - cos2x sin x = % + % cos 2Mx -~

1 . 1 .
—lenX-ZSln3X
2
Alw) = 1/ q(Z-w -3 w4— w6)
plw) =0
1 1 . 1 .
Yy =7 + 3 A (2T} cos2mx - a—AH)s:.nx-— 7 A{3)sin3x +
+ c1coswox + czsinwox
wo 0,7862
A{2T) =~ A{3}=0
Al 1 Y= - 1/3
6
g} a(w}) = 1/ \l(3+w2+ w4)2+w
w3 2. 4
p(w) = -arctg 3 ha 3 + w+w >0
3+ W+ W
2 .
y = - 5+ asinZx + @)
+ A{1}lcos(x +90 (1))
h) cos3x cos' 3x = 1,32 cos 2x + 3 cosax +
8 8 8
+lcos 6X
8
e 2
A(wW) = 1/ v100 + w
w(w) = N- arc tg s

10



M.VIII.1.

y = - é% + % A(2)cos{2x + © (2)) +_

4 %A(4)cos(4x.+ w(4}) + % A(6)cos(6x+ © (6))

1/ {] - w2 |
it

A(uw)

P{w)

vy = A(TM) cosTWx + c1cosx + czsinx

nincs, mert cos x miatt rezonancia van -
van, mert a gerjesztés pariodikus és nincs rezonancia:

2 4 6 3

D{wW) = -~ w w -y + uw—2w+(§)

D(1}) = 1 # 0

D(7) # 0

van, mert a gerjesztés periodikus és nincs rezo-
nancia:-

D(w}) = -1 —U)2-iUJ3

D(2) # 0

2 , . . ; .
ha a # w”, akkor nincs rezonancia és van periodikus
megoldds

van, mert a gerjesztés periodikus és nincs rezo-
nancia: .

D(w) =1 + 3’w2-+i ws

D{5) # 0

van, mert a gerjesztés pericdikus és nincs rezo-
nancia:-

D(w) = ~1-w>-3 wi-w® £ 0

nincs, mert a gerjesztés nem periodikus (csak kvdzi
periodikus}. .

van, mert a gerjesztés periodikus és nincs rezo-
nancia:

D(w) = 1- W+ iw # C
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M.VIIT.1.

i) van, mert a gerjesztés periodikus és nincs rezo-
nancia: '

D{w) =1+ iw #£0

j) nincs, mert a gerjesztés kvdzi periodikus.

k) nincs, mert rezonancia van:

D{(w) = -1 +w 4
D{1) = 0!
1) van,_mert a gerjesztés periodikus és nincs rezo-
nancia:
D(w) =1+ 1wW #£0
D{w) = g - wz + ipw

Mivel D{(w) # 0 semmilyen w -ra, ezért rezonancia nem
lehet.

A2+,pk +gq=20

. <
Re K1< 9; Re AZ G.

A homogén megolddsrész lecsillapodik, tehdt van tran-
ziens megoldds: .

ALX A X
1 e 2 , 111. c,le?\X + C xe}\x.

Az dllanddsult (pericdikus) megolddsrész

2 A(k) (a,cos (kx + P(k)) + by sin{kx+ @ (k)),

k=0

ahol
Ak) = 1/ \((q—kz)z v poK?

k




5.

M.VIET.1.

arc tg ——915—2— ,h’aq>k2
g-k

Pk) = 9 T /2 , , ha q = k°

(1

1t

T - arc tg —;g]<—,l'afstq<]<2

k" -g
Nézzilk a 3. és 4. feladatok megolddsait is! A vdlasz:
p = 0, g>0 és nincs rezonancia, vagyis £ (x)
Fourier-sordban nincs q frekvencidjli Gsszetevd.

{2)
{3)

a)

Ekkor azonban nem beszélhetiink dllandésult és tran-
ziens Osszetevdrsl.

p>0; g>0. Ez a 4. feladat esete. Ekkor tehdt be-
szélhetiink 4llanddsult és tranziens 8Bsszetevdrdl.

p=0; g = 0 és nincs rezonancia, vagyis f(x) Fouri-
er-sordban nincs konstans (W = 0 frekvencidji) -
komponens. Ekkor a periodikus gerjesztés periodi-
kus megolddst hoz létre. De a megolddsnak nem 1lé-
tezik 4dllanddsult és tranziens dsszetevdre vald
felbontdsa, mert van zdérus sajdtérték.
xi -X1i ®i -xi
. e T —e e T+ e
X sin X -CoOsS X =X : - =
2i 2
= (_1_ix)eXi+ (..l.;.i x)e_Xi:
2 2 2 2
=2 Re (- 5 - 2 x)e" = Re(-1 - 1) e*?
Y(x) = (a + bx)e*?t
y'(x) = 8b + ai + bix)e™?t
A . ’ i
v'(x) = (bi + bi - a - bx)e*"

brix) - ¥ (x) + y(x)

-~ ibx +a+ bx)eXi = (-1 -ix)e

(2ib-a-bx-b-ia-

xi

Az egyltthatdk Gsszehasonlitdsdbdl:

b = 1
a = 2 .
Ezzel vi e e i
y(x) = Re(2 + x3e”t = [(2 + x)cos x
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b} x2cos 2X + X sin x =

a)

v {x)

A
y (%)

M.VIII.2.,M.VIII.3.

Re(xze2Xl - ixeXl)
(ax2 + bx + x)e2Xl + (dx + e)eXl
(2ax + b + 2iax® + 2ibx + 2ic)e?*%

+ (d + idx + ie)e®

i

+

vr(x) + ¥(x) = (x2(a + 2ia) + x(2a + b + 2ib} +
+ (erb+2ic) e b (x(id+a) + (d+ ie+e)) Xt
L 202%E X
1 -2a -2
a = s b = =
1 + 2i 1 + 2i (1 + 21)2
e . D 2
TF 21T, 2q)3
-i -d i
da = - 3 e = ~ =
1 + i 1 + i (1 + i)2
y(x) =|Re¥(x) = (0,2x% + 0,24x - 0,176)cos2x +
+(0,4x° - 0,32x - 0,032)sin 2x + % sin x +
+ . l) cos X
)
_ VHL G
X + x2 =0 X, = 0 X, = —1
1 i 2
‘:‘;;
xy = 0 Y‘IER y2=0

A derivalt mitrix:

1T + 2x

}f

°]

% |



M.VIII.3.

Ebb&l az elsé varidcids rendszer A, egyltthatd mat-

rixa az egyensilyi helyzetekben:

v o -1 0
A1 = H Az =
o | -

A (0,y) egyensilyi helyzetek elfajultak, a (-1;:.
stabilis csomdpont.
A trajektdridk kozelitd képe az dbrdn ldthatd:

<5 X
69. dbra
b) X, = 0 X, = 1
Yy = Yy, = ~1/2
1 0 0 2
A,I = H A2 :
0 1 5 0
instabilis nyeregpont
csomépont



M.VIII.3.

b/
!
/\
70. abra
c) x, = - % - \‘i(%)é-;;;,
Yq ©© % + $%i2 + D—,
ey = -2 \}(g;?’fi
¥, = =5 - \](%)AZW:LT;

A derivalt matrix:

Az egyensilyi helyzet stabilis, ha
1 +x, < 0 ¢és
i

Xy m ¥y >0,

instabilis, ha
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M.VIII.3.
1+ x, >0 és
i

X, T ¥;> 0,

ryeregpont, ha

- <
xi Yy 0.
Minden mds esetben elfajult az egyensilyi helyzet,
vagy nem létezik egyensilyi helyzet

((a/2)%+b<0) .

d) X, = 0
¥y T 0 az egyetlen egyensilyi helyzet,
z, = 0
-1 0 01
A = 0 -1 .
-2 0 —1|
B
Stabilis csomdpont.
e) X, = 0; Xy = 1

Az elsdé instabilis, a madsodik stabilis egyensulyi
helyzet.

0 1 x
71. &bra
f) Xy = -1, stabilis
X, = 0, instabilis
Xy 7 1, stabilis
s o 4 r'e
72. &bra
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M.VIII.3.

2.y+x—X(x2+y2)

= 0
y - X - y(x2 + y2) = 0.
Ezekbdl
y2 4 xy - xy v y%) =0,

Xy - x2 - xy(x2 + yz} = 0.
A két egyenlet megfeleld oldalait egymdasbdél kivonva
2?0,

amelybdl

.

Xy =¥y = 0 az egyetlen egyensdlyi helyzet.

Az origdé instabilis fdékusz.
bz Atirds:

¥ =¢% cos® - rp sin?®,

y =t sin® + r ) cos ¥,

amelybd8l:

= % cos¥W+ ¥ sin¥®

rg=y cos® - & sin®¥ .

A jobboldalakba % és ¥ helvére az eredeti egyenletek
jobboldalait téve, majd x és y helyére a poldr koor-
dindtds kifejezéseket:

(y~+x-—x(x2 + y2)}cos$ + [y-—x-—y(x2 + yz)sin(P =

r o=

={r sin® + r cos?¥ - rzcosLP)cosLP +

+(r sin® - r cos? - rzsinq))sinq}= r - r
r¢g = (r sin® - v cos'? - r2sir1t‘p )cosLp -

-(r sinLp + r cosP - rzcos(‘o)sinLP = -r
¢ = -1



M.VITI.3.,M.VIII.4.

Megdllapithatjuk, hogy r = 1 esetén egy Onmagdban
zdrédd trajektdria van. Ha r <1, akkor £>0, vagyis
a trajektdridk tdvolsdga az origdétdl nd, mig r > 1
esetén csbkken (f<0). Ha r = 1, akkor ¥ = 0, vagyis
r = 1. ‘

73. &bra

VIIL. 4.

1. a) Vezessiink be 43 vdltozdt:

cu-q - X
v o= u T -
Ezzel
r - I —_— 1] n
Vi T Vg T Uy XX
X x2 X X X
vix,0) = u(x,0) -1-% %7 Tw R (F-N
v(0,t}) = u(0,t) - 1 =0
v(T,t) = u(m,t) -1 -1 =20
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M.VIII.4.

v-re a megoldds a VIII. kdtet (bPifferencidlegyenle-
tek) 13.1. példdja szerint nyerhetéd h =T és a = 1
helyettesitéssel. Ebbdl u:

X
(;}x,t) =1+ 75+

[+ =]

2 C_cos n x =
n

n=0

S8
9]
[}

n t
e cos n x ,
n

ahol

2]

ﬁ|N
)
Alx

2
tehdt %5 —,% @,ﬂq—n értelmezett fliggvény paros,

periodikus kiterjesztésének Fourier-sora.

c = — l'
o) 6’

= 1/K2k2; c = 0; k=>0.

€ 2k-1

2k

b) ulx,t) = T{t) § (x)
# (x) = Ae {Bx + Be (6;

T(t) = e Bt
$; = q?;A ewgk - ﬁ?ﬁe-{ﬁk
o2 =\{ga-{gB = 0; {B# 0

A =B
¢ = 2A ch “—‘x ’
¢; = 2“?§A shﬁ§%

b7 (h) = 2\ga shfBh = 0; A0
\c = ik%—-
-{k

']-[ —
¢k(x) = ajcos k ¢ x; T = e

T, 2
Tt
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M.VIII.5.

cos3 R X = 3 cos — X + 1 cos 3 T X
h 4 h 4 h
. 3
72 -9 ot
- ——'é-t h2
ul{x,t}) = 3 cos T X e h + 1 cos3-EL X e
4 h 4 h

Az 1. a) feladatban az dllanddésult megoldds

5 X
ulx,ce) =zt 7|

2
hiszen lim e » t . 0, ha n=>0

t —

Ez dgy is magyardzhatd, hogy a rid a végpontok kdzdtt
linedris hémérséklet eloszldst igyekszik felvenni.

A staciondrius megolddst az ué = 0 azonossdg be-
helyettesitésével is nyerhetjiik:
= "
0 Uy 7
amelybdl
u=ax+hb5
Tekintettel arra, hogy u(o} = 1 és u{m) = 2, az a és

b konstans egvszerlen nyerhetd!

Az 1. b) feladat egy magdra hagyott rdd problémdja.

A rid nyilvdn t = @ esetén az adtlaghdSmérsékletet ve-
szi fel minden pontjdban. Azonban ez az dtlag - az
adott kiinduldsi fliggvény esetében -~ éppen [nullal. Ezt
az eredményt u{x,d )-bSl is nyerhetjik.

u(x,t) az 1. b) feladat mintdjdra nyerhetd:
o 2
ulx,t) = 2 a,cos kTMx e—(k]t) t,
k=0 =%

ahol
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M.VIII.5.

J6 kozelitést kaphatunk, ha a Fourier-sornak csak az
elsd néhdny elemét vessziik, hiszen a tdbbi tag (kT )
miatt egyre rohamosabban csillapcdik.

1
_ 1 3 _ "
ao--z-zf(x 3x + 2)dx =
0

W

1
a, = 2 / (x3-3x-+2)cosTrx dx
0

1t

_ 3 2 3 6
= 2 -(fEE X (——5 + T;E)(cosTEx +

N

3 3 + 5 2

1
7 Tt 3 Xt

. B _ _6 1y _5{__3 __ _B -

u(x,thx % + 0,9 costx e Tt |

" 24 =
4, uf, = 0, amelyb&l Au 0
a) Hengerszimmetrikus esetben 7?% =0
P R
u=1u + —ul = 0.
ry r r
Ennek megolddsa:
ull
rr _ 4 T R - §
g7~ ar Tt Y r ar Inr
r
1n ué = =-1lnr + 1ln <,
at = o1
r x
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M.VIII.5.

——
- _ .2 2
u = c1ln r+oc, = c1ln Jx ty ot oc,
b) GBimbszimmetrikus esetben
oM _ M _ 0
FXU) 39
Au=u" + 2y
ull
__J":.E_-ilnufz—.g:—z_d_lnr
ur dr r r dr
1n ué = - 21lnx + ln{—c1)
-c
1
I -
U ° 73
r
-C

TR T2 T e
yX“+yTrz

Az egyenletek jobb oldala § (x) T(t} alakd (Fourier-
médszer alapgondolata), mig a bal oldalak két, ellen-
kezd irdnyba haladé hulldm &sszege (d’Alambert-féle
médszer) . Tehdt a kétféle médszer ugyanannak a jelen-
ségnek kétféle szemléletét adja.

2
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351.
352,
353.
354,
355,
356.
357.
358.
359.
360.
361.

=
1l
=

A

OO O =

I=

feladat: o« -dimenzids, valds tér
feladat: «©« -dimenzids, valds tér
feladat: n+1-dimenzids, valds tér
feladat: ® -dimenzids, valds tér
feladat: 1-dimenzids, komplex tér
feladat: o -dimenzidés, valds tér
feladat: 4-dimenzids, valds tér
feladat: 4-dimenzids, valds tér
feladat: nz-dimeniiés, valds tér
feladat: {n-1)n-dimenzids, valds tér

feladat: nem linedris tér
E; ¥ = M_1r

=11

0 0 1 1
- 4
z inverz 5x5-0s esetben:

=1 1 1T =1

o —

- = I = B o]

O O = 2 O

o R T = Y )

-0 O O
1}

1 -1 1T -1

csak Eératlaﬁ n esetén létezik:

1}'1 1 1 -1

1 -1 1 1
-1 1 -1 1




TR R TR
-1 1 -1 1
1 -1 1 1 -1
-1 1T -1 1 1
¥l g S
=1 1T -t 1 1
1T =1 T -1 0

b) M '-mZ?M_, ahol M, oszlopvektorai az g _ vektorok és

=2 -1 1 k
0 1 1 ... 1 0
1
M, = 1 0 0
. 0 . .
. . . 1
. 1
1 1 1 0 0.
Az inverz pl. 5x5-0s esetben:
B 17! -1+ -1 2 -1 2]

2 -1 -1 2 -1
-1 2 -1 -1 2

2 -1 2 -1 -1
-1 2 -1 2 -1

B S S U e T o

—_ —_ [an] o -—

—_ o O —_

<o [ N - —
wj—

lo_x_\—\o
il

-1 . . B , .
M2 itt is csak pdratlan n esetén létezik.

Altalédnosan, {2k + 1) x {2k + 1) esetben:
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[ -(k-1) =(k-1) k k]
- ] k -(k-1) -(k=-1) ... —{(k-1)
M =
-2 2k - 1 -{k-1) k -(k-1} ... k
k ~{k=-1} k PN -{k-1)
-(k-1} k -(k-1) ... k
k -{k-1) k s ~{k-1)
L —(k=-1} k -(k-1) ... -(k—1)q

Hogy valdban ez az invert, azt a kdvetkezd8képpen
ladthatjuk be. g;1 i-edik oszlopdt nevezziik vi-nek,

M, j—edik sordt pedig ug-nek. vi+nek az i-e@ik eleme
-{k-1}, tovdbbd az i-1-edik eleme is (ha i=1, akkor
2k+1-edik) . u;?—nek a j-edik és a j-1-edik (ha j=1,
akkor 2k+1-edik) eleme egyardnt zérus. Az u? V. szor-

zatban a kdt zérus tehdt egyardnt -(k-1)-gyel szor-
zédik. Ezenkivil marad k darab k és k-1 darab -{k-1),

“amelynek valamennyien 1-gyel szorzddnak, majd 6sz-—

szegzddnek :

wl viskakor ke1) - (-(ke1)) = k2= (kP o) =1

Az u? Vi J # i szorzatban a két zérus kézil az egyik
k-val, a mdsik —-(k-1)-gyel szorzddik, hiszen a két
zérus sorszdma u?-hen nem egyezik a két egymds utdni

-{k-1} sor szdmdval. A maradék k db -(k-1) és (k-1)
db. k egyardnt 1-gyel szorzddik, majd Hsszegzddik:

u? v, = k(=(k=1)) + (k=1)k = -k* +k + k> -k = 0;
5 #11
Rendezzik &t a pn(x) = x° polincmot (x - xo} hatva~

nyai szerint:



{k)
X = g ®n kfxo) (x - x )k,
n o 5 o
ahol
(k)
Pn (Xo) n/! n-k 1 _(n) n-k
K1 =K1 T Yo ki VK X%g

n .. "
X koordindta oszlopvektora az elsé rendszerben:

o
0

e OO =

- J

ahol az 1 éppen az n-edik helyen 411.
Ugyanennek a vektornak az r koordindta oszlopvektora
a mdsik rendszerben a fenti azonossdg szerint:

-

-(g)xg
(?}xg—1
(g}xg—z
(o)

0
|
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Ennek alapjén:

¥=Mr
ahol
i 1 2
1 (E)X (O)X .
1 2
0 (1) (1)x
2
. 0 (2)
E =
" 0
M oxe méretd miAtrix:

-1

M -t Ugy kapjuk meg - tdbbek kdzdtt -, ha most

(x—xo)n—t ¥ hatvdnyai szerint rendezzilk &at:

e

n
k -k
(x =~ x )" = . (0 x (=x )"
Figyelembe véve, hogy
=N ¥
megkapjuk 2_1—t:
[ 1 2,2, 2 n,n, _n
1 = (y) (=1} " (y)x (=1) " ()2,
1 1,2 n-1,n, n-1
-1 _ 0 (1)Xo (-1} (1)Xo (-1) (1)X
0,2 n-2.,n, n-2
0 (-1} (2) (-1 (2)
0 :
n
(n)
0
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i

3. b) (x+1)2(x-2)

Ezzel: 3 -
--21 -4

-3 0

0 - 3

r= re= 1

0 0

L - ] i

4, a) Re kell ldtnunk, hogy L1T

x3-3x-2 = ~4+3(x-12% x-1)3

elemei eleget tesznek a

linedris tér 1.1 Definicid szerinti axidmidinak.

Vegyik ezeket sorjdban!

Legyen
r; SR
Xg = & Cyyle-T)
i=1
m
2 n.,.
_ . 2i
xy = Z cyy(e-T)
i=1

Vezessiik be a c;+ D
kez8képpen:
- ha létezik j és k, hogy

i

B9 7 4k T
Rqy 7 Oox

akkor legyen
| 19 F Cox <

- ha 1étezik 3Jj, hogy

e

aTi(t_T)

’aZi(t—T)

e

roay szamokat

~e

-
L

(1<i=m) a kdvet-.
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akkor legyen
c, = c1j H

~ végiil, ha létezik k, hogy

1l
ba

8ok T T Mok i
de nem létezik j, hogy

a,ij =a; ; n1j =n;

akkor legyen

- mdsféle a;, ngy Cy szdmok nem 1léteznek.

i
Ekkor a figgvények kdrében értelmezett Osszeadds mellett:

X, t X, =X,
ahol
n, ai(t—T)

I
X = Zci(t*T) e EL

121 1T

Nyilvdnvalsd, hogy Xt X, =X

2 tOXqd tovabba

2

x=€L1T=>?\x L1T és

a A (:»c.l + x2) =A xg ¥ )\xz Osszefliggés is.

A fenti eljdrdst 3 vektoron végrehajtva az
(x1 + x2} Xy =X, t (x2 + x3} axidma is trividlis.

Trividlisak tovdbbd a k&vetkezd axidmék:

{A+p)x =AX +UX

Ay x) (Ap) X%

1x = x

234



M.IX.1.

Az azonosan zérus filiggvény nyilvén betdlti a null-
vektor szerepét. Az ellentett:

ha
m n; eai(t—T)
Xx = 3 c,{t-T)
A |
i=1
akkor
m n, a,f{t-T)
-x = 3 -c.(t-T7) T et !
. i
i=1
b) Ha x a fenti alakﬁ, akkor
n . n.-1 a,{t-T)
=3 ® c.n, {t-T) * et +
. il
i=1
n n, ai(t—T)
+ 3 ca,(t-T) e '
i=1 %

ahol a @ azt jelzi, hogy n, = 0 esetén az i-edik

tag zérus (tehdt (t—T)_1 nem fordul eldl).
Legyen

n n.~-1 a,{t-T)
X, = 2 ®cini(t-T) L e t ;

n ni ai(t-T)
X, = éz ciai(t-T) e .

R : . . _ \
Nyilvédn x1E L1T,‘x26 Lo fgy % R +x, € Lip!

¢) Legyen x a fenti alakd, akkor

t oom t n, a,if{r-7)
S x(vydt= 3 e, S (t-T7) tet ar .
T S
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Parcidlisan, tagonként integrédlva:

£

n, a,(r~T}) 1 n, a, (£-T)
/S -1y t et dt = —(t-T) * e 1
T i
n, © n,-1 ai{T_T)dT ’
- i/ (t-1) * €
a3
T
n a, (t-T)
1 i
ha ng Z 0; a; Z 0;
t n,+1
n i
ey ig. . (E-T)
S (r=T) —4Tt = ni+1EL1T
T
ha a, = 0 és n.z 0;
i i
t a, (t-T) ;A (=T ;
f e dT = -é—.' e - E_.EL?I‘ ‘
o i i ;

ha a; # 0 és n, = 0.

A parcidlis .integrdldst - ahol szitkséges - tovdbb foly-
’ t
tatva, beldthaté, hogy / x(T)dt véges sok L p-beli
T
elem linedris kombindcidja, igy maga is L1T-be tarto-
zik!



M.IX.1.

d) Ismét az 1.1 Definicié axidmdinak teljesiilését kell

e)

ellenSrizniink.
Ha x € L,, akkor L, definicidja értelmében:

m Ci .
X = 2 —gy 7 a;,fc€ € nyEN.
= i

(z-a,)

Eléfordulhat, hogy pl. két ilyen tag szerepel a feali
6sszegben:

o] C

(z—a}n+1 (z—a)n+1

Ez azt jelentil, hogy x-nek a z a helyen megsziintet-
heté szakaddsa van. Ha itt x-t - L, definicidja sze-

rint - folytonossd tesszikk, az nem jelent mdst, mint-
hogy e két tagot egyszerfien td6rdljtikk. Hasonld hely-
zet természetesen t8bb azonos nevezéju tag esetén is
elédllhat. Ekkor valamennyi - zérus 8sszegfi - tagot
toroljik.

Az elsé 8 axidma teljesiilése ezekutdn pontosan ugyan-
igy ldthaté be, mint az a) feladatnil.

Zérus elem az azonosan zérug fliggvény, x ellentettjé-
nél c helyett itt is - cy veendd!

Ez az igen fontos reldcié a legkevéshbé nyilvdnvald
az a} ... e) feladatck kozdtt.

Azt kell beldtnunk, hogy az adott szorzat parcidlis
td8rtekre vald bontdsa L2—beli elemek linedris kombi-

ndcidjat eredményezi. Ha a parcidlis t&rtekre vald
bonthatdsdgot, mint ismert tételt elfogadjuk, akkor
nemcsak ez utdbbi 411{tds, hanem az a) feladatban
megfogalmazott 411itdsndl lényegesen dltaldnosabb
is nyilvdnvaldévd vdlik. Nevezetesen:

g {z)
"
pn(z) 2

ahol dp z-nek m-edfoki, P, pedig n-edfokd polinomja
és m<n. Ha pn(z)—nek csupa egyszeres gybSke van,

akkor a parcidlis tO8rtekre vald bonthatdsdg d1litdsa
a 6.4 (kifejtési) Tétellel és annak egyértelmiségé-
vel ekvivalens. Adjuk meg az ott hidnyzd bizonvi-
tédst!
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dfz) g U 12y ) 1 )
= X - -
p,(z) k=1 Pplzy) 2~z
k=1 27 %x

ahol pn(zk) = 0.

A jobb oldalt kdzbs nevezére hozva:

n n
2 a T lz - z,)
k=1 F i=1 i
q,(2) ) i#k
pn(Z) - . pn(z) d
amelybdl:
. n n
g fz) = ¥ a  T1IT{z - 2,)
m ¥=1 K i=1 i
i#k
n n n
qm(zj) = £E1 ay iU1 (zj~zi) = ay 311(Zj - z,) =
i#k i#]

= ’
aj pn(zj} ’
ahol zj Py tetsz8leges gydke.

Tekintettel arra, hogy pﬁ(zj) # 0, igy aj, j=1,...n
létezik és egyértelmi!

Ha a gydkdk t8bbszdrtsek, akkor a fenti kifejtési tétel
egymds utdni, megfeleld szdmd alkalmazdsdval az egyértel-

mi parcidlis tOrtekre bonthatdsdg matematikai indukcid-
val egyszerlien bizonyithaté.
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Tétel A qm(z)/pn(z); m<n raciondlis t6rtfiiggvény aldbbi

parcidlis tdrtekre bontdsa mindig lehetséges és egy~
értelmi:

( J *1r
qpfz)  ayy 292 1
zYy z -z, " 7 Teeet r. F o
Pp 1 (z-z1) (z-—z1) 1
a a1r
.ot _Tk +...+ —-————kr—
272y (z~2)k

ahol zj; 1=3sck pn(z} rj multiplicitdsd gydke és

Bizonyitds

Ha max (r.) = 1, akkor a fenti kifejtési tétellel az
1295k )

dl1itds mdr bizonyitott. Tegyik fel, hogy létezik egy

1= s=N szdm, amelyre a tételt mdr bebizonyitottuk,
(ahol s = max (r.)). '

12 4=k
Legyen most max (r,) = s + 1.
1=j<k
Akkor
q, (2) a,(z)

pn(z) ) p1n{Z}p2n(z) !

ahol pqn(z) csupa 1-szeres gybkkel rendelkezik, pzn(z)

gydkel pedig legfeljebb s-szeresek. Az indukcids fel=-
tételezéssel:

a
q, {2z} a 1r
—-IE——:t (z) + 11 +...+_——l—+...+
p2n(z) m-k z -

1 (z—z1)r1

a
1re
+

(Z-ze)re
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ahol tm_k(z) m-k-adfokd polinom, ha m~k 20, illetve

zérus ellenkezd esetben, k pzn(z) fokszama;

y 1
P2} = % - .
n i=k+1 z-z;
q,(2) i tm_k(Z) n 1 .
Po(2) Py, (2 i=k+1 2724
a
a 1r
. Moe s —2 .
(2—21) (z—ze)re

Tekintettel arra, hogy m~k< n-k {(p. (z) fokszdéma n-k},
in -

igy a jobb oldal elsd tagja parcidlis tOrtekre bonthatd.
A mdsodik tagot lépésenként bontjuk paricdlis tdrtekre.
El8szdr:

: a
a . ir
L 1 LR +—-———e—— .
Z-2p,9 272 - )re
z -z,
Ha zj = 2y g0 akkor bészorzés utdn az ajz/(z—zjﬁ *+1

tag mdr parcidlis tort, Ha z. akkor az

.E J ?E Zk+1l
aj{(z-zj) (z-zk+1) parcidlis to&rtekre bontandd:
231 _
(z - z'}’2 {z -2 )
3 k+1

b b b
= 1 + 2 F ..+ 1

] (z—zj)2 (z—zj)Jz

b
zZ-z

k+1

K6zbs nevez®re hozva és a szdmldldkat Ssszevetve:

1

a. = b1(z—zj)£- (z

R

a. tehat az azonosan konstans, nulladfokid polinomnak
tekinthetd.

2
-zk+1)+...+b£{z~zk+1}+b(z—zj)
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i T TR L M SO Lk

amelybdl
by = ajf/zj - zk+1).
- ’ = ’ - -
0 i1 ajx(zj) by + b£_1(zj Zpoq) s
amelyb8l
a.p
= - J
e 4 P 7z
3 7 k41
0 = aly = aj{(zj) = 2bp_, 2b£_2(zj Zyeq)
amelybdl
) %34

J
t by g0 = i,
amelybdl
L “brois1 i a0
b = = {-1) :
£-4 Z. Zy 41 (z. -z )1+1
J 3 k+1
Végil
I E 3 I
0 = ajy’ =2lby + 21b,
amelybdl b= -b

1
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Tehdt valamennyi egylitthatd egyértelmlien meghataroz-
haté:

a,
sz =
(z—zj) (z - zk+1)

(=1) . S
i=0 (z. -z }l‘”(z—-z.)z 1
j Tk+i J
a.
- =t i
(257 240" (2o 2,)

Ezt az eljdrdst elvégezziik k+2-re, k+3-ra, n-re.
Igy st+i1-re is beldttuk az egyértelmd parcidlis tdrtre
bonthatdségot!

5. a) (0;0;3/4;0;0;0;-1/4;0:0;...)
b) nem

(2/1M;0;0;-4/37 ;0;0;0; -4/157 ;0;0:0; ~4/357 ;
03030:-4/637 ;0;0;0; -4/1997; ...},
ahol
3=4-1% -1,

15 = 4 - 2% ~ 1

35 = 4 - 3% - 1,

63 = 4 - 4% - 1 ;

199 = 4 + 52 — 1, stb.

Teh&t nem eleme, mert véges linedris kombindcidval
nem dllithatd eld!

c) (3/2;0;0; ~1/2;0;0;0; ...}
d) (3;0;3/4;0;0;0;-1/4;0;0;0;...)
e) (0;0;0;0;1/2;0;0;1/4;0;0;0;...)

£} nem

g} nem

h} nem
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To(x) = cos(0 arc cos x) = 1

T1(x) = cos(1 arc cos ¢) = x

Altaldban:

Tn+1{x)1-Tn_1(x) = cosl{n+1)arc cosx) + cos{(n-1) arc cos~

= 2 cos (n arc cos X)cos arc cos X = 2x Tn(x)

(Vegyilik figyelembe, hogy

cos(n+1) oo+ cos(n-1)a = 2cos nacos al).
Ebbd1:

T (x) = 2x Tn(x) - Tn_1(x).

n+1

E rekurzids képlet alapjén vildgos, hogy bdrmely n-re

Tn pontosan n-edfokd polinom. Igy értelmezési tartomd-

nyukon ([ -1:;1}) valéban linedrisan fiiggetlen rendszert

alkotnak. Néhdny elem még:

T, (x) = 2x% - 1,
T, (x) = 4x3 - 3x
T4(x) = 8x4 - 8x2-+ 1,
To(x) = 16x° - 20x° + 5x.
Ezekkel:
2 _ 1 1 .
a) x° = > TZ(X) o5 TO(X) H

a koordindtdk:
(1/2;0;1/2;0;0;0; ...}
3 _1 3
by x° = 7 T3(x) + 7 T1(x)
{0;3/4;0;1/4;0;0;0; ...)
4 1 1 _ 3
c) X - X = g T4(x) 5 Tz(x) T1(x) + 3

(3/8;-1;1/2;0;1/8;0;0;0;...)
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5 1 10 1
Tela(¥) =7 T (x) + 35 T, (x) + 3

5 2 1
d) x7 -x" = 16 TS{x)+

{(1/2;10/16;-1/2:;5/16:0;1/16;0;0;:;0;...}

IX. 2.

1. A norma hdrom axidmdjdnak teljesiilését kell ellendriz-
niink :
(1) [|a]=0 = sup fav] = sup [aw] = [aw],
| vll=1
ahol w most mdr tetszdleges vektor. igy Aw = 0
bdrmely vektorra. Ez csak dgy lehet, hogy A = 0.
(ii) [ AAl sup| AAv =sup| Alliav] =
I wl=1 I vi=1
=IAlsup [av | ={Allal .
vi=1 :
(1i1) A + Bl = sup fav + Bv| = sup
: v =1 [vi= (IavE + [Bvl)=
sup fav] + sup {Bvi = (a] + [B] !
[vi=1 Ivi=1

(A fenti egyenléség, ill. egyenl8tlenség lancokban ve-
gylik figyelembe, hogy az [[A |, ill. [|Av] jel&lésbhen
(i1l. az ezzel analdg kifejezésekben}) alapvetd kiildnb-
ség, hogy az elsében a definidlanddé mdtrixnorma szere-
pel, mig a mdsodikban az adott és az axidmdknak a fel-
tételezés szerint eleget tevd vektornorma, hiszen Av
vektor!)

2. Az 1. feladathoz hasonldan a 3 axidma teljesiilését
kell ellendrizniink.

6. Legyen x,y EQ és tekintslk a
z = x + t{y-x); 0=t=s1

vektorokat.
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Komponensekkel:

N
I

17 ¥ Y ey moxg);

Z, = X5+ t(y2 - x2).
Legyen pl. Xy =¥, = X3 = 1, ¥y = 2 és t irraciondlis.
Akkor
z
1 _ 1 +
z, 2 fo.

2

Mutassuk meg, hogy nem Q-beli elemek tetszéleges ponivs-
sdggal megkdzelithetdk Q-beli elemekkel. Ezzel beldttuk,
hogy Q lnem zéf?]

Elég egyetlen ellenpélddt mutatnunk.
Legyen

n k
X
p,xX}=% 5 -
n k=0 k!
Akkor (tegylk fel, hogy m>n
| (x) S
P ({x} - X = T = - <€
| n! P (%) | xet 1K! n! '

amnelyb&l bdrmely n,m-re, ha n,m >N, akkor
1
ﬂPn‘X’ - pm(x)l = N

Ugyanakkor 1lim pn(x) = e* nem polinom, igy taldltunk
n—= o

egy nem konvergens Cauchy sorozatot!

1, ha x = 0
. -kx
lim e =

k—=w o, ha 0<x=1.

A maximum normdval ez a filiggvénysorozat tehdt nem ko?—
vergens. Legyen ugyanis k tetszdlegesen nagy és € = 5 -
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Akkor

s % '
ha

KX < 2,
vagyis kx<1n 2, amelyh8l 0< x«< lnk2 !

[Az a) ill. b) feladatban eléirt n,. nemn létezikLJ

i0. Nem.

IX. 3.

1. a) Ez homogén linedris (réviden linedris) opardtor,
igy derivdltja Snmaga.

b) : b
f(g) - flg ) = [/ (q2 - g)2dx =
[e] (o]
a
b b
2
= / (29 (g -g Nax + [ (g-g ) dx
a a
b
/ (g-g ) ax
O
lim & -0,
9796 [ 9- gol
b .
/29 (g = g )dx (g - g )-nak linedris
a

fiiggvénye, igy a derivdlt operdtor a 95 helyen az

fa,b] intervallumon a 29, silyfiiggvényre vett in-
tegrdl:
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b .
ah = / 2g h dx ,
a

flg)= £{g_ } + Alg - go).

b
c) anh = /[ n g2-1h dx
a
b b
d) Bh = [/ g(x)h(b + a - x)ax + / g, (b + a - x)h(x)dx
a a

e) A derivdlds, mint operétor homogén, additiv, de nem
folytonos, s6t, nem is korldtos.
{pl. (sinwx)’ —(UCOSQJX, igy lwcosw x| = w| tetszs-
legesen nagy |[sinwx || = 1-hez képest!) Erdeks médon
tehdt, a fiiggvényderivdlds, mint C[ 1] -beli operd-

tor, [ b]—bell értelemben nem derlvélhaté operator.

Ha a folytonosségot1uﬂn1rtuk volna eld, akkor a de-
rivéléds derivdltoperdtora &nmaga lenne.

f) Linedris operdtor, Igy derivdltoperdtora Snmaga

g) Linedris operdtor, igy derivdltoperdtora Onmaga.

. Az

h) b b
Ah=gofhdx+h/godx.
a a
0,1
f(g);= f g(x)dx Jeldlés bevezetésdvel a
0 .

feladat: f(sin x) kiszdmitdsa.
flg)=~ £(g ) + Alg - g},

ahol
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Legyen g_(x} = x (hiszen x~sin x [0;0,1] -ben). Igy:
0,1
/ sin x - x

S P

dx =

[T

0,1 0,1
S/ QSin X ax = / x1/2dx+
0 0]

+
nof =
N]l

—

1 1
~3 {1000 42

ahol sin x helyére 3-adfoki Taylor-polinomjdt tettiik.
Figyeljik meg, hogy ez az eljdrds mennyivel egyszeribb,
mintha eleve a Taylor-polinommal vald helyettesitést
hajtottuk volna végre:

0,021088 |,

(107)1/2*"1

hiszen az utdbbi integrdl kiszdmitdsa nem tdl egyszerd
feladat. Egyébként a mddszer pontossdgdra jellemzd,

hogy

0,1
/ Y\ 'sin x dx =~ 0,021074
0 .

a} A halmaz nemcsak Osszefiliggdé hanem konvex is.
Legyen fx| , |yl <R, és legyen

z =X+ tly - x); 0=t=s1

Rkkor

n
fzl= 3 |x + 2y, - %07

k=1
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z-nek vagy t = 0-ndl, vagy t = 1-nél, vagy
.valamely 0<t <1-nél van maximuma.
Az utdbbi esetben d [z [/dt = 0

- ha t =0, akkor |z | = [x }=1 ,
;-hat=1,akkorﬁz|j=||yﬂ_<.1,
n .
_ 1 _ 2, 2.2, __ 2 _
ha 4 |z[/dt = 5 kZ:’!Zt(yk %) /\lxkﬂ: {yk x. )" =0,

amelybdl vagy Yy = X k=1,2,...n, és ekkor

Hzll = l=l=1,
vagy t = 0!
'b) Legyen |x| = R, és
X = (x1,x2,...,xn}.

X4 felirhatd (és a felirds egyédrtelmd)

x, = R1cosﬁ1; 0=.3 1£‘Tf

alakban. Akkor

\]—;(2+x2+.. +xr21=\R2-x2=Rsin31.

1 1 1

x., felirhatd

2
Xy = R1sin 31 cos 3_2; O=< 3‘2511

alakban. Ekkor

»
I

x2 bt x° st:i.n2 3. -R%sin® 3 cos® 3., =
n 1 1 1 1 2

2. o
= Rsin 3‘1 sin 3.
Ugyanigy haladhatunk tovébb:

X, = Rysin J.sin J,...sin I -qc0s I 5 k<n.

249



250

M.IX.3.

2 . . .
%, = R151n 31... 51n-3n.

Azonban, hogy X, negativ értékeket is felvehessen,

Akkor

Sn—nél a Os?ﬁhs 27 tartomdnyt kell megengedniink,

igy a felirds itt is egyértelmd lesz.

Végeredményben:
X, = R;sin 3151n Jyee.8in 3y _jcosIFy; 1=k=n
osﬁfks:rr ;i 1sk=n
0 3 =2m,
n

Hasonldéképpen frhatjuk fel az R™pbeli vektorokat is.

Legyen most (x;y) E R g5 (z;w) € RO,

A két vektort az aldbbi dttal k&tjik Sssze:

(%;v)-bbl elbszdr az (z;y), majd onnan a {z;w)-be.
x-hdz, y-hoz, z-hez, ill. w-hez, kOvetkezd szbgek tar-
toznak:

3?; 1< k=n ,
&z; t=k=m,
9g; 1sksn,
3;, T=ksm

(x,y)-bél (z,y)-ba az aldbbi paraméterezésd Ut vezet
az adott halmazon b&lil:

X

k); 0=t=1, 1= k=sn

a(t) =3+ e( 90~

Hasonldképpen, (z,y)-bdl {z,w}-be:

=97y - W_ q¥y, . < k<
(Sk(t) -3k+(t DS -95); 15 £52; 1=ksm

Ha 1= t =2, akkor legyen(lk(t)
akkor legyen Bk{t) = Bk(O)-

@, (1) és ha 0st =1,
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Ezzel az ak(t); 0= t=2; 1=k =n,

{'Sk(t); 02t=2; 1=ks=m

paraméterezésli folytonos Ut az adott halmazon beliil
(x,y)-bdl {z,w)-be vezet,

¢) A b) feladat mintdjdra az xE R" vektorokat dltaldnos
gbmbi kocrdindta-rendszerben irjuk fel.
Adott x és y kdzdtt folytonos utat most dgy vdlaszi-
hatunk, hogy el&szér x-t y irdnydba vissziik 4t, majd
ezutdn a szbgeket 4llandd értéken tartva az abszo-~
ldt értéket a megfeleld értékre ndveljitkk. Az eljdrds
a sikon az Abrdn l4thaté.

X

ah
A

74. dbra

4. Az aldbbi eljdrds akkor jé, ha A-nak létezik egyszeres
multiplicitdsd, legnagyobb abszolit drtéki A1 sajédtér-

téke 4 sajétvektorral. Tételezzitkk fel ezenkiviil, hogy
A-nak létezik n db linedrisan fiiggetlen s,, Sor eee

-r S, sajdtvektora. Tetszdleges v vektor

v = ?\1 Sq *e.ut ?‘k Sy oot >\n S

n
alakban irhatd fel.
Akkor
1 - Mk An
77— Av = c1 s1 ...t ck X sk Fo..t cn 5 Sn,
L 1 1
2
1 .2 _ A 2
—KE ATV = ¢y S, te..t Sy Zk S, teeat oo Azn s_
1 At ATt



- J J

—l— A3v = ¢, s, te..t C A.k 5 t...+ cC An
A1 1T 71 k a3 k n Kj1 n
Nyilvdn 1lim (—X—ﬁ = 0, igy ‘lim — A'v = € Sq-
Iterdcidval:
V.= v
o}
Vme1 AVm'

amelybél

- al - m m m

Vi = AVO <y ?\,] S, LT Sy P\k S) te.ot ?\n Sy*

Az iterdcid konvergens, tehdt ha
| hkl<:1; 1< k= n,

Ekkor

limv_ = ¢

1 s

1"

n— oo

5. A fix pontjai a A=1 sajdtértékhez tartozd sajdtvektorai
és a zérus vektor. A konvergencidrsl ugyanaz mondhatd
el, mint a 4. feladat esetében. A-t egy mdtrix repre-
zentdlja,

6. Ha az iterdcid konvergens, akkor az

X = 2x - ax2

egyenlet megolddsdhoz konvergdl:
1= 0
1 a#0

i X

X2=
Az iterdcidé folyamata az 4brdn nyomonkdvethetd (ha a> 0).
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75. 4bra
Ezzel analdg mdédon rajzolhatd meg az dbra az a<(0 escl-
ben. Ha a=0, akkor konvergencidrdl természetesen nem
lehet sz6.

7. A fix pontok: 0 é&s A~1, de egyéb fix pontok is lehet-
nek.

Pl. ha A = I s B = (8 ?), akkor
B.

A(B) = 2B - BAB =

Konvergens (A~ '-hoz konvergédl), ha

127" - <,
8. Legyen [[g|| = ¢>0,
Legyen 9o = 9 és
x
Ine1 X =/ g (x)ax.
a
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b b
19041 (x)llsafl 9p(¥)| dx =/ max [g, (x)] ax -
a

= (bra)jg ) .
Ebb&1
Hgn(xﬁii (b-a)” ngoﬂ .
lim (b-a)” = 01
N—m oo

9. Az a) esetre megmtutatjuk, hogy hogyan kell itt az
iterdcidt érteni: :

o = 0,1
Yo © 0,1
a) 2 2
R N 0
3 2
Y, = X5 T ¥, T -0,09
_ L2 _ 2
X, = X, Yy = 0,000081
¥, - x? - y? = ~0,000087
S
X3 T X, Yy = 0
3 -9
Yy = X3 - ¥, = -6,56 10
lim x_ = lim Yo T 0
n—e e . =

b} nem konvergens

¢} 1,25 ; -5 a harmadik lépésben mdr eléri a hatdrér-
téket :

d) 0,684; 2,164 a konvergencia igen lassu

e} nem konvergens
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10.

11.

12.

M.IX.3.

f) 0,5; 1 az elsd 1épés utdn eléri a hatdrértdéket
gy (1,157 ; -7,367 a konvergencia meglehetdsen lassd)

Vessiik egybe a ¢) d} e) f) és g) feladatokat! A kon-

vergencidnak ezt a sokféleését az okozza, hogy a fiigg-

vénynek végtelen sok fix pontja van. A fix pontokat az
x = 1 - x/y

Y = Xy + x

 egyenletek megolddsai szolgdltatjdk: vyER {0;—1] és

x = y/{1+y).

A homogén linearitds kimutatdsdhoz a homogenitédst, az

additivitdst és a folytonossdgot kell bizonyitani.

A homogenitds éa additivitds nyilvénvald. A folytonos-
sdgot elég a O-ban bizonyitani. Azt kell beldtni, hogy
ha [g| elég kicsiny, akkor [[f(g)] is az.

[Sajdtvektorok nem léteznek |

[a) - f) elfajuld,| hiszen tdbbféle "tdrgyvektorhoz"
is ugyanazt a "képvektort" rendeli. Pl.

x’ ={x + 1}’

- ox
{ A g) azonban nem elfajuld.] / glu) du ismeretében deri-

a
vdldssal egyértelmien visszakaphatd g.

Itt az 1. g) szerinti nem elfajulé (1. 11. megolddsa)
linedris operdtorrdl van szd:

X
(A g)(x) =/ g(u)au.
0

Az A g = 0 egyenlet egyetlen megolddsa: g = [:],
vagyis g{x) ='0. Az

Afg) =h; h(x) = 1n %
egyenlet megolddsa: g = A-1h, vagyis
d X 1
g{x} = IT= 1n % %
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13. a) X

g’ + /[ g(u) du
a

b) Egymds utdn integrdlds majd derivdlds, tehdt D T
az identitds operdtor

: X
c) {IDg) (x} =/ g’(u) du = g(x) - g(a).

a
X s
a) / / glu) au ds
a a )
e) g"(x)
£} 1_1 = D, hiszen D I az identitds, mind b)-ben
lattuk.

q) 0”1 nem létezik, mert D elfajuld. Ennek ellentmon-
dani ldtszik az f) feladat megoldédsa. Valéjdban
nincs ellentmondds. Az 1. g) feladat operdtordnak,

I-nek értékhalmaza azon CT; b]—beli g fliggvényeket
r

tartalmazza, amelyekre g(a} = 0. Legyen ez a halmaz

mx i mx a2 s
Cla,p] - T inverze a Cla,p) ¥e lesziikitett D.

Az igy leszilikitett D-nek mdr van inverzve. D—T = I.

h) L. az 1. e} feladat megolddséat.

x .
[ /g(u)ydu|
D fr)=sup ol l op 2 .
tad#o 191 yqy#0 Igl
x x
max lf g(u)du‘ max ]g(x)]f du
asxsh asx=b a
= sup = sup <
(%) max g(x)
Jag#o x9Sy max Jglx]
<=b - a
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IX. 4.

A skaldris szorzds axidmdjdnak teljesiilését kell el-
lendrizniink.

a} skaldris szorzds’

b) skaldris szorzds

c) nem skaldris szorzds; (x,y) # (y,x)

d) nem skaldris szorzds: (x,x) = 0 is lehet, ha x#0,

pl. a = ~ {5; b {5‘; x{s) = s/{g—

b= 3; x{g) = s

pl. a = =-3;

Ekkor
3
/ x%(s) ds + 2x(-3)x(3} =
-3
3
53 2
= — -2+9 = =27 - 29 = 01
3 3
-3
e) nem skaldris szorzds : (x,y) # (y,x)

A skaldris szorzéds axidmdinak teljesiilését kell ellen-

Srizni.

a) nem skaldris szorzds; (x,y) # (y,x), ha V nem szim-
metrikus, de a szimmetria sem elég, pl.

-1 0 X
xTvx = (x,,x )( ) LA R %2 Y < 0.
1772 1 2
0 -1 X5

b} skalédris szorzds
V-hez létezik M izometrikus maétrix, amelyre MTVM
diagondlis és “MTX“="X“-

T

Bkkor | = ﬂx MM® VMMIx = dyT Dy =

- 2 ; -
—d h1 y1 +...+/\n y1 =1,

ahol D diagondlis mdtrix a hk' k=1,...,n elemekkel,

y = MTx. Ez egy |hiperellipszoid]egyenlete.
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4. Alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij egyenlétlenségét!
(Vegylik figyelembe a 2. b) feladat megolddsdt is és

azt, hogy Wl ow pozitiv definit.)

5. Legyven e, = U, e, = xX+ta és e L e,
] xz 1
0 = f 1-(x+a)dx==7T +ax = Za==a=0; e,
-1 ~1
lesl = {2 e =V2s3
Legyen e, = x° -ae, -be,, e3_Le2, e3_l_e,I .
1 4 1
o _ 2 _ 2 _ x_ _ 2 _
EbbSl: 0 =/ x e, ax - a |e,|* = & a %=
-1 -1
= - a %::»a = 0
1
- 2 - 2_2_ =1
o-fxe.I dx - bje;)“ = §-2b=b = 3

Az eljdrds (Schmidt-féle ortogonalizdlds) igy folytat-
haté tovdbb. -

A sajétvektorokat kell meghatdroznunk és ehb8l kell
felépiteniink a transzformdlé matrixot.

MT VM = D ,

Ha akkor ¥ = Mx  és

M =

fil

a)

—— —
[ rwliien.d |
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b) 12 1742 o 0 ]
-1/42 1742 o 0
e 0 1 1
0 0 0,5+0,5{5 0,5-0,5{5
c) 1
[ 1742 0 0 o 1/{2
; 0 1 0 0 0
M = 0 0 1 1 0
.00 1+z 1-{2 o
i =142 0 o o 1/42
L _
IX. 5.
1. Tn(x) = COsS n arc cos X Tm(x) = COS m arc cos X
1 T {x) T (x) ﬂTn(cos u) Tm(cos u}
L m dx = —f (-sin u)du =
-1 1—x2 0 4 1—0052u )
T I
= fcos nucosmu du = % f (cos{n+m)u + cos(n-m)u)du=
0 0
0, ha n#m

T, ha n=m=0
/2, ha n=m#0

2. A normdlt Tn(x) pelinom legyen Tno(x). Az 1. feladat
eredményébdl:

s
Tyglx} = Er'ﬁ (=)

2
'Tno(x) = \I—;Tn(x); n>t,.
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3. A cos % X pl. 47 szerint periodikus. Ez 2 T gzerint pe-

riodikug fliggvényekbdl nem d4llithatd eld. A 4T szerint
periodikus fliggvények esetén teljes rendszer:

1 1 , . 3 .3
{@; COs 5X; s;né-x; cOs X; sin X3} cos—z-x; sin 7 x; cos2x;...]

T cos 2 kx
2 =5t ==

4
k=1 4x“-1

Al

4, [sin x|=

Az eredmény mindkét esetben ugyanaz.

Ennek kovetkezd az coka:

A 2T gszerint periodikus fliggvények terében teljes rend-
szer:

H3= b; cosx; sinx; cos 2x; sin 2x; cos 3x, sin 3x; ...}

A T szerint periodikus fliggvények terében teljes rend-
SzZerx: i

H2 = {1;cos2x;sin2x;cos4x;sin4x;cosz;sin6x;..q

» igy
-nek is elemei. Hasonldképpen:

Pehdt H2C H,-H, elemeibdl elddllithatd |sin x

ezek az elemek egyben H,|

ha-[sin x|-t kT szerint periodikus fillggvénynek tekint-
jik (k=1;2;3;...), ugyanezt az eredményt kapjuk. Tehdt
a legkisebb periddus alapvetd szerepet jdtszik.

5. Ld a 4. feladat megoldasat!

6. a) 2T 3
/ sin’x dx = (sin3x; sin3x) = 3 biﬂsin kx 2",
0 k=1
i 3x =2 sinx - L 3
sin =7 X - g sin 3x,
b1 = 3/4; b2 = 0; b3 = =-1/4,
sin kx| =7,
Ezzel: o
. 6 9 1 5T
=TI (- — = ——
gr sin"x dx (16 +16} 5|
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w
=

b)

(8]
5 <

c)

[=)]

1

A IX.3./13. g) feladat kapcsdn mar ldttuk, hogy D-nck
nem létezik inverze, hiszen nem egy-egy értelmi:

Dx =D {(x + c).

Alkalmas lesz(kitésének azonban van inverze. Maga ax
inverz attdl fligg, hogy ezt a leszftkitést hogyan hajt-
juk végre (gondoljunk pl. arra, hoegy a sin x flggvéisy
alkalmas leszltkitésének az inverze miképpen fiigg a lo-
szlkitésts1!)

Tekintsiik most a

Hy:{y €L, +y = x+c; cfE R]

figgvényhalmazt! H_ minden elemét egyetlen elemhe ké-
képezi le D. Ha most Hy—bél badrmely L,-beli y-ra egy-

értelmlien kivdlasztunk egy elemet, akkor az egy-egy
értelmiséget biztositottuk. Mutassuk meg az adott kivd-
lasztds_egyértelmiiségét!

Legyen x EHy egy tetszdleges elem, amelyre

T/w
/ x(t) at = ¢ .
™w-Ww

Legyen most a kivdlasztott elem x = X ~wWG/2T . Erre

/W T /W /W
J ox{t) dt =/ x(t)dt -wc/2m / 4t = 0,
“T/w -T/w T/

A1litjuk, hogy x1(t)E H is eleget tesz a megadott ko&-
vetelménynek: b4

/W
Vé x,(t) dt = o.
-/
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Mivel x1E Hy igy l1létezik Cqs hogy x{t) = x1(t)+ Cqe
Ebb&1
TE/LIJ T':/u} TE/UJ
/ ox{e) at = /o x (t) dt + ¢, / at = o,
_n/w "TE/UJ -Tt/w
Ez azonban maga utdn vonja, hogy szilkségszerfien c, = 0!

1
vVégsdsoron tehdt Hy—bél sikeriilt egyértelmien az x ele-

met kivdlasztani. Ehhez D az x’(t) fiiggvényt rendeli.
Az inverz visszajuttat x~-hez (1. 4abrat!)

f ; (ridT
0

76. dbra

Figyeljikk azonban meg, hogy a 0-tdl t-ig valé integra-
lds visszajuttat ugyan H -ba, de nem feltétleniil x—-t
eredményezi: b4

t
() = [ x'(t) at = x(t) - x(o).
G
Ha tehdt x{o}) # 0, akkor igy valdban nem x-hez jutunk
vissza. x~hez akkor jutunk vissza, ha x¥-hoz hozzdad-
juk még x{o)-ot.
Most mdr csak annyit kell beldtnunk, hogy
Tw
w -
rEa _/ /X’(S) ds dt = x{o0},
_Hﬁuo

ami egyszer(en adddik. Tehdt az igy definidit D~1—zel:
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Dx = x' ; D_1 x’ = x.

A bizonyitandé formuldt most mdr egyszerfien x’Z-= x be-
tlicserével nyerjiik.

b)

c)

‘Mindkét altér 1., valddi altere. fgy ezek elemei

2
Lz—ben nem képezhetnek teljes rendszert: nem pa-

ros fliggvények nem d1lithatdk eld csupdn pdros fiigg-
vényekkel, nem pdratlanck pedig csupdn paratlanockkal.
Mindegyiknek kiildn-kiilén azonban megvan a maga teljes
rendszere, hiszen pdros fliggvény el8411ithatd csupa
pdros fliggvénnyel, pdratlan pedig csupa pdratlannal.

Péros fliggvények alterében teljes rendszer:

{1; COSWX; COS 2wWX; COS 3 WX} .. ].
Pdratlan fiiggvények alterdben teljes rendszer:
- {sinu;x; sin 2wx; sin 3W x; ...].

Az dttekinthetdség kedvéért kdzdljik az idevonatkozd
tételeket (rdviditett formdban):

A.tétel

A ¥ Xy konvergens sorozatok Hilbert teret képez~
k=1

nek. E teretaEZ—vel jeldljlik.

B.tétel
Legyen H Hilbert-tér és benne €47 ©5¢ ... teljes or-

tonormdlt rendszer. Akkor pontosan.az £.-beli soro-
zatok azok, amelyek valamely H-beli elefi koordindtdi.
Ha tudndnk, hogy létezik {e -dimenzids) Hiblert tér,
akkor a B. tételnek az A. tétel valdban egyszerld ko-
vetkezménye. De figyeljilik meg, hogy a B. tétel (és az
5. fejezet valamennyi tétele) éppen e feltevésbdl in-
dul ki. A feltevés kdvetkezményeibSl nem kbvetkez-
tethetlink a feltevés igazsdgdra. Tehdt az A. tételt
valdban bizonyitanunk kell.

ﬂ _
Pt Bt /0 _out “(xtinw)t  (G-imw) t
e 2 e

e™;eM™y =/ at =
_KAD :
g .. Rhw
- ;/wei}n—m)wtdt - ?1(n muwt - 0,
T i{n-m)w -
-w

n # m, 263
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a) sin x = € eix - e X
2i 21

b) sindx = 3 eiX _ 3 gmix _ 1 3ix 1 -3ix
8i 31 61 81

c) f(x} =%[sin‘rrx-— %—sinZT\.’x+%—sin3ﬂ'x—.‘..] =

P SRS SKATX _ ~kiTl x
T, 2 ki
21 1 B
d) cosTx sin Tx = Z CcOSTX - 3 Cos 3IMx =
) eiTIx . e—i?’fx B e3iTtx ) e—3i‘JTx
8 8 8 8
o0
Legyen £(x) ¥ 2 (a,cos kx + b, sin kx),
_ k k
k=0
akkor
n
Fn(x) = 3 (akcos kx + bk51n kx},
k=0
2 2T o
g -7 ¥ =7/ > (aycos kx + by sin kx) dx
n 0 k=n+1
5 2
- ;'t 2. (a, + b))
k=n+7
[=4] k.(.. s
a) £(x) = 2 I (-npft! sdnkx
k=1
_ B k1T 1
ak = 0; bk = 2(-1} i



n>15 000 (.

b)

n >1,7'106.

Figyeljilk meg, hogy a konvergencia egyik esetben

sem egyenletes, és az x= N (a) feladat) ill. a=z
x=2 T {b) feladat) helven a Fourier-sor nem az adott -
fliggvényértékhez konvergdl, tehdt R-n pontonkénti
konvergencidrdél nem beszdélhetiink. .

10.Ha x(t) = cos k x, akkor
2 .
_{2-k%)coskx + 3ksinkx
(2-%X7})" + 9 k

ha x(t} = sin k x, akkor

-3k cos kx+ (2 -k%)sin-kx
yie) = 2,2 2
(2-k%)% + 9 x

Ha x{t) = 1, akkor y(t) =

ST

Ezzel:
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D ={1/2 0 0 0 0 e,
0 1/10 -3/10 0 0
o 3/10 1/10 0O 0
0 0 0 -2/40 -6/40
0 o0 0 6/40 =2/40
0 0 0 0 0
2-k? -3k
2,2 ze

(2-k2) 249k (2-k2) %40k

3k 2-k2
(2-k2)%49k2  (2-kx%) %40k

e

D létezik:

D = 2 0 0 0 0 vt ittt e s
0 1 3 0 0
0 -3 1 0 0
0 0 0 -2 6
0 0 0 -6 2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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10.

11.

12.

13,

4.

Ha £(t) = e, akkor f(t)—=F(z) = E%T az (1.2.) képlet

szerint. Igy £'(t) = etﬂ-E%T és z'F(z)-f(o) =

B 1 _ _Z - Bzzrl 1 L o, p

=z 7 = 207 1 oy o £r(t). Tehdt
£7(t) = e®-re valéban teljesiil az 1.2. tétel &11ftdsa,

az, hogy £'(t)—=z-F(z)-f{o).

f{t)—F{z). Ekkor agz 1.2. tétel szerint
£7(t)——=z"F(z)-£(0). £(0) = sin®(o) = 0, &s

£ (t) = (sinzt)' = 2 sintcost= gsin 2t— g az
7z +4

{1.3.) Osszefliggés révén. Tehdt z-'F(z)-f(o) = g R

ahonnan z" 44

F{z) = ——~§——~—«~—sin t.
z(z” + 4)
22+2

2 (z°+4)

2
(z-1) 2

2z
(zz+ﬁz)2

(z%-z-1)F (2) .

Az 1.2, tétel szerint f(t)—F(z), f’'l{t)-—z F{z)-flo} =
=z F(z), £"(t) =2z°F(z)- z £(0)~£'(0) = z2F(z).

Innen azt kapjuk, hogy f"(t}—f'(t)—f(tr——(z2—z—1) F(z}).

3 2 2 8

(z4-527-42%+22-1)F (2) ~523+2522+212-17 + s
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15. Az 14% (1.2.) képletbdl kiindulva &s (1.6.)-ot egy-

masutdn ismételten alkalmazva adddik, hogy

-t ;%, azaz t—*-;%; —tz—a—i% , tehdt t%*-i% ;
Z Z z z
3 3! c n n!
-t —*-;E, dltaldban t ~a~zn+1

2(22+ z + 1

17.
(22._1)2

222 + 4z + 8

(22 + 4)°

18.

19.

20- —F—Z"

21. z(z-1)

Az (1.2.) Bsszefliggés alapjén e“?_, igy fenndll,

-—g
hogy et—s-E%T . Az integrdldsi 1.4. tétel szerint
t 1

T
fer-"Z1 1
o

- = . {Természetesen az eredmény az
2 z(z-1)

integrdl kiszdmitdsdval is megkaphatd.)

1

23.
z(zz+1)

2 A2
24. __E_:ﬁ___

2(22+82}2

25. —2
z{z+1}
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2 A2
27. a) Jz=9) EB one
{{z-a) "+37)
2(z-a) @8
b)
((z-a) 2+ %) 2
C) (3 Z—- + Z;a
((z=x) 243912 ((z+a) “p?) 2

28. Az 4ltaldnositott egységfiiggvény és grafikonja:
. ', ha t zto
nit-t) =

Y
A= —r——
|
i
S t
77. dbra

Ekkor N (t} = , ésn(t}—-—;- az (1.2.)
0, ha t<0

Osszefiiggéds szerint, tehdt az 1.6. tétel utdn

toz

e
n (k=) ———

29, —— .

Az f(t} flggvény az dltaldnositott egységfliggvény se-
gitségével az f£(t) =1 {t)-N{t-t) alakban irhatdé fel.
Ez az Osszefliggés az n(t) és N{t- 7v) filiggvények dbrdi-
bél is k&zvetlenill leolvashaté. Igy példdul a 28, példa
megolddsa szerint

-7 . -7 z

1 e 'z 1-e

fie) =nit) ﬂ(t-'T)*—E z 2 .
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30.

31.

270

M.IX.6.

(1 -az 2
~-e y .

-
N

y=2a-t

78. dbra

Az altaldnositott egységfliggvény segitségével f{t)
xifejezhetd: £(t) = tn(t)-tn(t-a)+(2a-t)n (t-a)-
-(2a-tin{t-2a). A felirds helyessége az els8 két tagra
vonatkozdan az aldbbi 4brdbdl is kiolwvashatd.

/
Y f."fz({/)//i7(f~a)

]

a ¢

79. &dbra

(Készitsink hasonld &brat a mdsik két tagra is!) At-
alakitdssal f(t)=tn{t)-2(t-aln(t-a)+{t-2a)n(t-2a).

Ha kihaszndljuk, hogy f(t)=tﬂ(t)——j§ - a transzformd-
z
ciés tdblazat IT. képlete szerint - és a késleltetési

tétel szerint f(t-t )=(t-t )Ini{t-t )—-—e_toZ —Ly akkor
o < o 22

az f(t) fﬁgévény transzformdltija a kovetkezd lesz:

S I iz e ???, vagy f(t)=-% (1-e7%)
4 z z z



M.IX.

z+b

6.

n=0 z(1-¢ %)
1
z(1-e 2%)
Yy
£t
1 r___f'“
i |
| L.
[2] o 2a 3q ¢
80. dbra

f(t}) periddusa T = 2a, igy a 0t <2a = T intervallum-
ban fo(t)—t kildn megoldva az addédik, hogy

1, ha 0ft«<a
fo(t) = 0, ha asgst<2a
0 kiildnben

igy az 1.7. tétel szerint

= 1 .
T T
2a
= —1 o~ / e tr(uat
1-e ]

1 -

1
~-2az
e

- T -zt
[ e f(t)at =
0

a
/ e 2t at
0
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37.

272

S = i € = 1 (e +l)=-——--———--—‘1 .
~Z Z

M.IX.6,

a

-zt -az

-2az -2z ~2az
-e -e

az
0 }

z(1+e

(Ugyanehhez az eredményhez a kovetkezd médon is eljut-
hatunk.

1, ha 0=2t<a

.Legyen f1(t) = . A 29, példa megolda-

0, kilonben
£, (0=1(1-c
hogy a peridédus T = 2a, az (1.18.) Osszefliggésbbl

—Za

sa szerint fo(t) ) = Fo(z), és mint-

1 1 1 -za
F{z) = — F (2} = ———- -+ (1-¢e ) =
1-e z2a o 1 z2a Z
= —1 1 sasaik.)
-za z
1+e
F(z} = ! 1 Ezt megkaphatjuk a 36. példa meg-

22+1 1 - e—ﬂz

olddsa szerint integrdldssal, vagy a kovetkezdképpen is.
sin t N(t)-t folytonos, sin(t-T)- N {t-7)-t szaggatott
vonal jeldli a kbvetkezd dbra.

Y Y
1 sinft-7)9(t-a) folt)= sint-yt)+sin(¢-7)- 9 (t~7)
— /’ - b
l J—T\_/ £ l w 4
sint-nit]
" 81. 4bra

Ismeretes, hogy sin tmn {t)— é1 ; fgy az 1.6. tétel

szerint z +1
sin(t-7) - N (t-T0) e "% Sl
z +1
Mindezekbdl
s ~TT
£ (£)m— + &7 1= 1+ ™) = F (2,
© z +1 z +1 z +1 ©



38.

39.

40.

M.IX.6.

és figyelembe véve, hogy a periddus T = 2T ; az {1.18.)
Osszefiliiggés révén

1 1 1
F{z) = ————— . F (z} = - .
1-e z2m © 1-e zn 22+1
b 104
F(z) = 1 1S
1+ e

Az f(t)=cos t és g(t) = t konvolicidja:
/ cosT +(t-T)dT = 1-cos t. Ennek Laplace-transzfor-
0
mdltja - a tﬂ'—% és cos t — é] Osszefliggések ré-

Z z +1

vén - az 1.8. tétel szerint

F(z) -G(z) :_12‘ _— ; )
z7 z7+1 z-(z"+1)

(Megjegyzések. 1. Természetesen a konvolicié Laplace-
~transzformdltja a kdvetkezd mdédon is szdmolhatd:

1 - cos tr—l - ; = L a transzfcrméciék'tébléF

Z2 2% z(z%en
zatdnak I és IV képlete alapjén.
2. A konvolQcid Ggy is meghatdrozhatd, hogy elbészdr a

Laplace-transzformdltjadt szdmoljuk ki, ez 1 .
z{z"+1)

majd - példdul résztbrtekre bontdsa utdn - az utdbbinak

inverz Laplace~transzformdltjdt wvessziik.)

1 sint+ % t cost.

2

A 52 .

F(z) = —5—%— . Alkalmazzuk a konvolhcid tételt!
(z7+1)

Haszndljuk fel, hogy F{z) = ; -——cos8 t = £{t}!

z"+1
Fenndll a kovetkezb:

) t
22 5 = 22 Z_ = F{z)"Glz)=/ £(T) 'g{t-T)dT =
(z°+1) z7+1 27+ 0
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t t
= [ cosTcos(t-T)dT = % [/ (cos(2T-t)+ cost) dt =
0 0
T =t
_ 1 |sin(2T~t) 1. 1
=3 ————TT——-+Tcost =5 51nt1-2 t cost.
T=0
41, cos t - %tsint.
A 73
F{z) = —5—5 - A konvelucid tétel most kdzvetleniil
{(z"+1) 3 2
nem alkalmazhatd, mivel 22 = 2 z ; €és  az

{z +1)2 z +1 22+1
elsS tényezd inverzét nem ismerjilk. Végezziik el a
3

__EE—_E =z ; ; dtirdst! A zadrdjelben 4116
{z"+1) z +1 z27+1 '

szorzat inverzét az eldzd példdban meghatdroztuk, be-
fejezésil alkalmazzuk rd az 1.2. tételt, minthogy a zé-
réjel eldtt a z szorzdtényezd 41l1l. A 40, példa megol-
dédsa szerint

t
; ; -*—'f cosT cos(t-T)dT = £(t}). Tehdt az elsd
z7+1 27+1 0

differencidldsi tétel szerint

2 . t
Z - e = 2 Flz)=—£f"(t) + f(o)=il fcostcos(t-T)dT +
2 2 dt
(z+1) 0
9 a [1 1
+ g cosTcos{0-T)dT = It [E'tCOS‘t+ 5 sin t} =

cos t - % t sin t.

(Megjegyzés. A Laplace-transzformdltak tédbldzata a
IV, XII képleteinek felhaszndldsdval egy mdsik megoldds
a kovetkezd

3 2
22 5 - Z(Zz+1 ;) = 22 - 22 _z-o—cost - -%- tsint.}
(z°+1) (z°+1) 27 +1 (z7+1)
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42. t et.

A konvolucidt az &t definidld inteqrdl kiszdm{itdsdn ki-
viil a 39. példa megolddsdnak megjegyzése szerint is

meghatdrozhatjuk. Ha ugyanis f(t) = g(t) = e?——F(z) =
i

= Glz) = ——3 , akkor a konvolucid 1.8. tétel szerint
Eor teT 1
[e e dT—=F{z) *G(z) = — . mig a transzfor-
0 (z-1)

mdltak tdbldzatdbdl ———l—§<"—t-et.
(z-1)

t t-T t
A két utolsd reldcid miatt [ el (e )dT = t e,
0
1 6
43, 0 t
44. A konvolicidé kommutativ és disztributiv voltdnak ki-
haszndldsdval
cosztxt + tXSinzt = tXCOSzt+tXSin2t =
= tz(cos’trsint) = tx1 = £(t)xg(t) =
t t t2
= [ £(Dg(t-thdT = [rdr = = |
0 0

45, 2(-sin t + cos t - 1}
1

46.
(z - 1) (2% + 1)
2
47,
22(22 - 1)
o, o2
z7{z - 2)
49, % (3 sin 3t - 2 sin 2t)
50. et~ (1+1t) e 2t
51. % e? (£2 - se v 6) - e F(t + 3
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(2 sin 2t -cos 2t + et)

1
2. =
> 5

t 1
53. e —t-1. (F(z) = =7

szeri integrdldsdval is megkaphatd.)

-re a Laplace-transzformdlt két-

54, a) % {ch £t - cos t}
b) % {sh t - sin t}
c) % (ch t + cos t - 2}
4} % (et - sint - cos t}
1 t .
e) 5 (e + sin t - cos t)
£} % (et+ cos t - sint - 2)
55. Ha f(t)—F(z), akkor az 1.5. tételt (n+1}-szer alkal-
mazva a
t t T
n+1 1
[ [ ... [ g(v)de ;r—l-_ﬁ-F(z)
0 0 0 '

tsszefliggés adddik. Mdsrészt a konvolicid tétel szerint
t

L/ =™ gmar —
0

a7 Lz

56. et(coszt +

I. megoldds
A kifejtési tételt alkalmazva q,(z} = z és p,(z}

1 ,
3 sin 2t).

= 22—22+5 polinomra, annak figylembevételével, hogy
pz(z} zérushelyei zy4 = 1+21 és z, = 1-2i a kdvetkezd
adddik .

2 9 ®m  az) 0 dplE) 4
22-2z+5 Pp(®)  Pylz;) zzy " pilz,) zmzp ¢

_ o 1e2i 1 . _1-2i 1
S{T+21) =2 z=(1+25) ' 2(1=21)-2 z-(1-25)
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M.IX.6.

1+21 1+2i)t + 1-2i e{1-21)t

ol

_t 1 .
i3 s = e {(cost+ 3 sin 2t}
II. megoldas
Flz) = —5-—5———— . Elemi dtalakitdsokkal ezt a tdrtet
z ~2z+5

olyan tdrtek &sszegére bontjuk, amelyek inverzei a Lav
lace-transzformdltak tdbldzatdbdl mdr ismertek.

A - z2z=1+1 _ Z—1 + 1 .

2%- 2245  {(z=1)%+4  (2-1)%+4  (z=1)2+14

Mivel a tdbldzat VIII és IX képletei alapjén

Z—; -—-et cos 2t, ——————15———- = % 22 5 —%-ot:aiu?
(z=1) 7"+ 4 (z=-1) "+ 4 (z=1) "+2
ezért 2 et(cos2t+ % sin 2t} .
(z-1)"+ 4
f% &2t _ %% et (cost{3 + {3 sin t{3).
F(z) = ; . Ebben a példdban is az integrdlszdmitdsban
z -8

haszndlt elemi kifejtési médszereket haszndlunk. Bont-
suk fel az adott t&rtet elemi t6rtekre!

1 1 _ A + Bz+C

23-8  (2-2) (z%+2z+4) 272 2,0544

Az egylitthatdk meghatdrozdsdra fenndll az azonossdg:
1=a(z2+22+44) + (Bz+C) (z-2).

z=2 helyettesitéssel A = %7, z=0 helyettesitéssel

c = - %, a mdsodfoki tagok Bsszehasonlitdsdbdl B = -
adddik. Kovetkezésképpen

L
12

277



58.
59.

60,

61.

278

i1 1 1 z+4 S I N
2°-8 12 z=-2 12 224 224 4 12 z-2
1 (zxD)+3 1 1 _ 1 2t 1 -
12 {z+1)2+(\f3.—)2 12 z-2 12 (z+1)2+(\(3—)2
E EX
Z

Innen a transzformdltak tdbldzatdnak IIT, VIII. és IX
képleteinek felhaszndldsdval azt kapjuk, hogy

£{t) = #% e2t —-%i et (cos t¢§A+q5—sin1:{§3.

(Megjegyezziik, hogy az 56. és 57. példa flggvényei az
z ;
{z-1-21i) {(z~-1+21) '

;
(z-2) [z-(-1+ 31) |[z-(-1- 31)]

lisan is és a kifejtési tétel segitségdvel is felbont-
hatdk elemi tdrtekre.)

illetve az

dtalakitds utdn formd-

et - et {cos 2t - % sin 2t)
1 - 2e% 3
a) 2 (7% (se-1) %H
2 . (1—0?) . .
b) {w=1)sint+ 0 sinwt, ha W #0 és w #1
1 tcost - 1 sint, haw =1, t-sint, haw =20

2 2
A jobb oldal Laplace-transzformdltja a transzformdcids

(IX.6.2.) tdbldzat alapjan L

3 Legyen x(t)
{2-3)
Laplace-transzformdltja X{z), x(t)—=X{z}. Annak figye-
lembevételével, hogy az 1.2. tétel szerint

%(t)—=z X8k) - x(0) = z X(z) é&s

%(€)—=z°%X(2) - z x(0)-%(0) = z° X(z)
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2. R

2°X(2) + z X(2) - 12 X(z) = 3 L.
(z-3)

egyenlet dllithatdé fel, innen

X(z) = 2 + 1

(z-3)3 (2% 2-12)  (2+1) (22 + 2z-12)

_ 2 1

) (z—3)4(z+4) ' (2+1) (z=3) {z+4} ~

‘Az 1.9, tétel segitségével a mdsodik tag elddllithatd

résztbrtek Bsszegeként:
1 1 1 1 1 11

- + +

(z+1) (z=3) (2+4) 72 z+1 @ 28 z-3 © 27 z+d

A kaplace-transzformdltak tdblédzatdnak X képletébsl

3 3t
L 2.2 - se) és
(z-3)

Flz) 3

-4t

G(z) -—2e

z+4 = glt).

t T3e3T

3!

Pehdt ———2——— = F(z) Glz)= [

1 28_4(t-T)dT
(z-3) "(z+4) 0
Ezek alapjén X{z) inverz Laplace-transzformdltja

t
x(t) = [ £ 3T 27T g0
. § T3

x(t) = 2% [x_ v (x, + 2x)¢].

Attériink a Laplace-transzformdltakra. Ha x(t)—~—X(z),
akkor figylembe véve, hogy a Laplace-transzformdltak
tdbldzatdnak X képlete alapidn .

£3 -2t 31
e — 7
(z+2) " -
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és azt, hogy az 1.2. tétel szerint X{t)—z X(z)- x(o},

és i(t)——zzx(z) - z x{o) - %{o); a kdvetkezd egyenletet
irhatjuk fel

ZZMZ)—Z>do)—i@)+4ux(z)-XW)+XW))=-—1Lz-
(z+2)
Innen X({z) = x(o) z+4 + X(0) ! +
z " +dz+4 z +4z+4
6 z+4d . 1 6
+ = x(o} ——=+ %(0} +
(z+2) 2 (22+22+4) (z+2) 2 (z+2)2  (z+2)°

A mdsodik és harmadik tag inverzét most is a X képlet
alapjén hatdrozhatjuk meg:

5 -2t
1 1 o2t g 1t

e
(z+42) % (z-{-2))2 (z+2)° 51

Az elsé tag inverzének meghatdrozdsdhoz elemi dtalaki-
tdsokkal bontsuk fel azt résztdrtek Osszegére:

z+ 4 _oz+2+2 1 2 -2t -2t
7~ 7% 72 * 3 e "" +2te .
(z+2) {z+2) (z+2)
Ezzel X({z)} inverze, a keresett megoldds:
5 =2t
x(t) = x{o) " (e 2t, 2t e t)+ X{o)t e ty E““%ﬁ—_“ =
= e'-2t [x(o)+(i(o)-+2x(o))t]
x{t) = (t=1) sin(t).
A transzformdlt egyenlet
22%(2) + 1+X(2z) = —2%— , innen X(z) = ——wles - =i,
2 2 2 2
z + 1 {(z7+1) z +1

és a transzformdltak tdbldzatdnak XII, V. képleteinek
megfelelden

X{z})—t sint~ sint= (t-1) sint= x(t).
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64. x{t) = sh t

65. x({t) = e - 2e t+ e
1 3t 1 3t . 1 _-t
66. xX{t} = 7y t e 16 e + TE e
_ _2 , 1.2t t
67. x{t) = (xO 2)sh-t + x1c11t ) t7 e + te
68. x(t) = -cos 2t - % sin 2t + % sin t
- ot -1y et g 1.
69. x{t}) = e “cos 2t(xO 16) e sin 2t (2 Xt x1) +
t 1 1
ve (gt - 7g)

70. Az (1) egyenletre az x(t)—=—X(z), a {(2) egyenletre az
x1(t)——x1(z) jeldléseket vezetve be, és véve a két

egyénlet Laplace-transzformdltjdt X = z-X_ L {cos t}‘
\ 1

addédik.

Az elsb differencidldsi tétel szerint

k1(t)——z xq(z) - x1(o) = z X1(z).

Tehdt X =L {i1(t)} L {cos t} = 21(t)xcos t =
t
= f % (1) cos{t-T)dT . (Itt kihaszndltuk a
0 -
konvoldcid 8. tételét is.)
1-e”%,  ha 0= t<2
71. x(t) = 1-e F=(1-e7 72 ) (e-2) =
eht(e2—1),ha t=z2
1 _ cos(2t-1) .
77 Bcos1 ¢ M@ 0st=d
72. x(t) =
cos{2t~3)
ER A
t3
73. x{t) = X{0)+C1 3T °

Legyen x{t)—=X(z)! Ekkor

% =2 X(z) -x(0), % =x°X(z) -z x{0) - %{0),
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és az 1.2. tétel szerint

R ——— a {ZZX(z) - ZX(O)-}'C(O)] =

_.2 d Xl(=)
dz z

dz

- 2z X(z) + x{o).

A kiinduldsi t%-2% = 0 egyenlet a kovetkezd alakba megy
at:

- 22 -d—g;—zl - 2z X(z) + x(o) - 2z X(z) + 2x(o) = O,
illetve

d X{z) 4 _ 3x(o)

T X T

Ezt az egyenletet mint X(z)-re vonatkozdan linedris

inhomogén elsérendd differencidlegyenletet megoldva
c

azt kapjuk, hogy X(z} = EéEL + —% , ahonnan a kiindu-
z

ldsi egyenlet megolddsa a transzforméltak tdbldzata

szerint :

t3
z(t) = x(o) + Cq 3T
. dx 2
Az X{z} Laplace-transzformdltra a az (-z%+z) +

+ X (-2+1+n) = 0 szétvdlaszthatd valtozdjd differencidl-

egyenlet adddik, amelynek megolddsa

Zn+1 <, - q.n
X{z) = ¢, =——— = — (1- =) . A hatvédnyozds elvégzése
1 (z-1) " 4 z
utén
n k nl 2 tk
x{t) = 4 Ln(t) addédik, ahol Ln(t) = E (-1} E? =K 7T

az Un. Laguerre polinom.
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= k+1
75. x(t) = > [t7k)

S Ntk ,
oo (K111

1, ha u=0
ahol T {u) =

0, ha u=< 0.

Ha x(t)—=—X(2), akkor az 1.6. tétel szerint

x(t—T)—*—e_ZX(z), igy az egyenlet Laplace-transzformait
jdra dttérve azt kapjuk, hogy

z X(z2) = e %(2) + 1,

ahonnan
-z -2z
1
K(z) = g —— = _% ___1:5 = _%.(1 + &, ¢ . +
z-e z 1 _e z z
Z

e-nz g. e—kz
+ + ... ) = .

zn k=0 zk+2

Minthogy a Laplace~transzformdltak tdbldzatdnak II kép-

1 tk+1
lete szerint zk+2‘_'(k+1)1 T (t)

1, ha t=0
{ahol M (t) =

).
0, ha t<0

{gy Gjfent a késleltetési tétel szerint

k+1
_ 1 (t-k) _
e kz zk+2 k171 n(t-k),

® k+1
(t-k) -
tehdt X(z) k§0 T Mk .
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76.

77.

78.

284
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M.IX.6.

@ 2k+3
{t-k)
x(t) = AR M (t-k).
k=0 {2k+3) !
t 2 (k1) 5
x(£) = (1+ $)0{t) + 2 === N (t-k+1),
; k=2 :
i, hau=z0
ahol n(u) =

0, hau<i0 .

Az egyenlet Laplace~transzformdltjdra
w0

z X{z)~-1 = f e_ZtX(t—1)dt adddik. Végezziik el az in-
0

tegrdlban a t-1 = z helyettesitést, majd bontsuk fel az
integrdlt -1-td8l 0-ig, és 0-tdl w -ig terjedd integra-
lési tartomdnyokral
X = % sh t + % te P é&s vy = % t sht.
Az 1.2. tétel szerint fenndll, hogy

x—‘—-X‘, *——2zX, S'c——zzx—‘l, et~———z—_1_—1— ’

. - 2 -t 1
y ==Y, y~~z2 Y, y-—-—2Y , € =T
irjuk fel a transzformdlt egyenletrendszert!
z2X—1 + zZ X + 22Y - Y = 1
z+1

1
z+1

z X+ 2 -z Y + Y =

Megoldva ezt a rendszert azt kapjuk, hogy

1 oy 3 1 3z

X = - A e I

2(z2—1)2

A Laplace-transzformdltak tdbldzatdbdél a III, X, XIV
képletek alapjdn addédik, hogy

1 —-—et’ ___._1__-—te-_t’ ___52—2_2-——t sh t’

(z+1) 2 (z%-1)

és a rendszer megolddsa



X = % sh £t + % te"t és y=3¢t sh t.
79. x(t) = et+ &2%, y(r) = et - &2t
2 . ~t, 8 3t 1 -t 8 3t
80.x(t)=-§-4e +§e,y(t)=§+2e +§e
2xo—y, xé+ 2yo 3 + Vg
81. x(t) = ——=— ch t - sh t + cos 2t +
5 5 5
3x! + Y
+ ———93———9 sin 2t,
3 x7+ 2y )
=0 "o -3 g -
y{t) = 5 ch t 5 (ZXO y()) sh t
-1 (3%’ +vy ) cos2t + 1 (3x + y') sin 2t
5 o Yo 5 o o .
( -t
82, 1 -e 7, ha 0= £<1
x(t) =41 = e S-sh(t-1), ha 1st <2
~e"F-sh(t-1)+ ch(t-2), ha t 22
‘l—e_t , ha 0=t<1
y(t) =9 -~ %+ ch(t-1) , ha 15t<2
L-e't+ ch(t-1)-sh{t-2), ha tz 2
83. £(t) = 2cos t-1.
t .
i - cos t = f f(r)sh{t~-T) 4T . Az egyenlet jobb oldala
0

az f({t) és sh(t)fiiggvények konvolicidéja. Attérve a
két oldal Laplace-transzformdltjaira

1 Z _ 1
1 cos t Z 5 = .

z + 1 z(zz+ ED]

és a konvolicid tétel révén

t }
J £(Tysh(t-T) 4T = £(t)xg(t)-=—— F(z).
0 z -1
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85.

86.

87.

88.
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M.IX.6.

A transzformdlt egyenlet L = ; F(z).

2(z%+ 1) z%-1

2
Innen F(z) = z -1 = gz - %

z(zz+1) z +1
-transzformdltakat a transzformdltak tdbldzatdnak IV, I
8sszefiliggésel alapjdn megkapjuk a keresett megolddst:

. Véve az inverz Laplace-

£(t) = 2 cos &t - 1.

ylt) = e2t.
€ t-7T € .
F yvitie dr = y(t) - e . Attériink a transzformdltakra:
0 _
1 1 e ‘1z 1
Y(z) e Y{z) - =7 ° Kovetkezesképpen Y(z) = 7o
tehdt
2
y(t)=et.
x{t) = %—[}h t + cos t]
_ 12t _ 1 3 g,
x(t) = E g COS t o+ £ sin t
- 2
X1(z) - z7 o+ z 21 ,
z{z - 1) (z~ + 1}
23 = 22 + 1
X, (2) 7
(z - 1)z + 1} (2" + 1)
_ 1.t 1 _3
x1(t) = 1 + 5 e + 3 sin t 5 COs t
xz(t) = % fcos t + ¢ch t) - sin t
x(t} = t sin t



1.

Az egyenletet sin x = 1;§ alakban frva dbrdzoljuk az
y ='sin X és y = lzz grafikonokat.

} y

| =~

| e et

| L

-

[ N7 Yy =5INX

-{ 0 X 4 a &] ﬁi X
B __’?/
e —

82. &bra

A Pq, P2, P3 stb. metszéspontok az y tengelyt8l jobb-

ra esnek, azaz az egyenletnek csak pozitiv gydkei van-
nak. Bar végtelen szdmossdgd gysk fordul eld

(hisz %5§-<T), mégis azok jél elkiildnitheték, minthogy
a

o 2. [ F) 2% 51, o Jeen s @xen I

intervallumokban az egyenletnek egy és csakis egy gydke
esik. A gydkOk kdzelitd értékét a metszéspontok absz-
cisszdi adjédk.

.
.

x = 0,4; 3,8; 5,5; 10,4;"11,5; 11 5 - €_;
LA -1y X -, -1y X, e
11 2 + 3r {4k 1) > E?n, (4k 1) 3 + E n
ahol 1lim e _, ¢ = 0.
N——co n n

Minthogy az 1< x<10 intervallumba 0< lgx<1

ezért az adott egyenlet helyett két egyszeriibb kdze-
1it6 egyenletet irhatunk fel gy, hogy a lgx-et
O0-val, ill. i-gyel cseréljiikk fel az adott egyenletken,

287



x* -9 =20 X =+ 3

2 - -
x“+ 1 =-9=0 X409 = 2 \2.

Kdnnyen beldthatd, hogy az egyenletnek csak egyetlen
pozitiv gydke lehet, ezért az a [2 {2; 3] intervallumba

esik, azaz 2,82< x<3, Ugyanis f(x) = x2+1gx—9 fiiggvény

értéke az intervallum végpontjaiban:

|+

£(2,82)~ - 0,55

£(3) ~ 0,48,
vagyis £(2,82)-£(3}< 0 és f(x) folytonos, valamint
£/(x) = 2x + 22 >0, ha x>0.

3. A gydkdket grafikusan elkilénitjiik az ¥y = 2 cos x

és Y, = x2 fliggvények metszéspontjai behatdroldsdval.

Yy =x*

Yi=dcosx

Yz Y] { AN

83. abra

Amint az &bradbdl 1d4thatéd, a legkisebb és egyetlen po-
zitiv gydk a [0; /2] intervallumban van. A szdmitdst

a, = 0, by = 1,5 értékkel kezdijikk, és a tdbldzatban

k6vethetjik. Mivel f(ao)> 0, és f(bo)< 0, ezért az

a_+b
n n

értéket akkor irjuk az a, oszlopba, ha

a_+b a +b

£ (2" >0, és a b_ oszlopba {rjuk, ha £ (—-“—;3

1< 0.
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M.X.1.

an+bn an+bn
a, bn 5 f(——)
2
0,0 1,5 0,75 0,90188
0,75 1,225 -0,40327
1,125 0,937 0,30645
0,937 0,984 1,13914
1,031 1,007 0,05475
1,007 1,019 0,01008
1,019 1,022 -0,00116
1,022 1,0205 0,00446
1,0205 1,0212 0,00183
1,0212 1,0217 -0,00004
1,0217 1,0215 0,00066
1,0215
A gydk értéke: x_ = 1202122 10217 o g 4516 4 109074
Mivel £(0,5) = -0,1013 és £(0,6) = 0,1921 és f{x) foly
tonos, ezért az egyenletnek van gytke a £O,5;0,6]
intervallumban és f’(x) = e®+ 2x>0 ugyanitt, vagyis

f(x} monoton. f"(x})=0 e+ 2>0 a [0,5;0,6]—ban, tehdt
f(x) itt alulrdél konveﬁ. A kézelitd gydk
X, = 0,537 265 + 5-107 2. :

Mivel £(1,5) = 0,497 és £(2,0) = -0,091 ezért az

[1,5;2] intervallumban van gy&ke az egyenletnek, to-
vdbbd x = sin x + 1 = g(x)E[1,5;2] ha x €[1,5;2]

és g’ (x)| =|lcos x|<g<1/2 az [1,5;2)] intervallumban,
igy a fokozatos k&zelitések médszere konvergens soroza-
tot 411it eld és az egyenletnek egyetlen gydkéhez tart.
A szdmitdst x1=1,5 kozelitd értékbdl kiindulva az alabbi

sorozatot nyerjiik:

1,5; 1,997; 1,21%; 1,943; 1,932; 1,935; 1,934 4;
1,934 6; 1,934 55; 1,934 57; 1,934 50; 1,934 56;...

A g<1/2 feltétel teljeslilése miatt az eltérés kisebb
-5
10 “=nél,
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6. a) x, = 1,42153
b) x_ = 1,31597
O
c) x_ = 0,93935
o]
a)y x_ = 1,26191
[o]
a) x_ = 0,97398
7. a) 1,0953; =~0,2624; -1,4743; -2,3556
b) 8,0060; 1,2855; 0,1960; -1,4785
c) 2,1462; -0,6821; -1,3178;  -4,1463
day + i 1,0000 + i 1,4142

e) *+2,2361 0,5000 + i 1,3229
8. Az x = 1L1§£ és y = 2 sgin % + 1 filiggvények dbrdzoldsd-

Y
val a gybkpdr durva kdzelitésére X, = 1, Yy = 2 érté-~
keket kapjuk. )
A hn' kn javitdsokat tartalmazd linedris egyenletrend-

szer:
X X
Y, ~ 2 sin = - 1 - hncos -5 * kn =0

2
xnyi —'yn - 4 + hnyi + (3xnyi-1) = 0.
A megoldds négy iterdcids 1épés utdn, négy tizedes jegy-
re kerekitve:
X = O,8990v és y = 1,8690
9. Az egyenletrendszer célszer( alakja:

x = 0,1 sin x + 1ln(y+10) = gi{x,y}

1

= g,y (x,y).

A kezdd gydkpdrt a 0,1 sin x tag elhanyagoldsdval ka-
1
X+y

pott x = ln(y+10), ill. y = eX-10 és az y =
fliggvények dbrdzoldsdval nyerhetijiik:
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10.

11.

M.X.1.

X, = 2,40 ; Yo = 0,35.

Ellenérizzik a konvergencia feltételeinek teljesiilését:

29y 39, 013
3 X 2 dx ~Er ’
(x+y) X=X
i}l. Y=YO
3% 1u0;13 ; % x0,0?,i(—gy—) ~0,10
o o ' o
Yo Yo o

Mivel az Xor ¥, kérnyezetben 94 és 95 parcidlis deri-

védltjai folytonosak, azért az iterdcids sorozat konver—
gens. Az egyenletrendszer gydkei &t tizedesjeggyel:

X = 2,405 25 ; y = 0,361 44.

A legnagyobb abszolutértékd gydkdt az x + 39 = 0 egyen-
let gytkével, Xy = =-39-vel prdbdljuk k&zeliteni, de he-

lyettesitéssel (pl. Horner elrendezéssel) kiszamitva a
polinom értékét meggy8z8dhetiink, hogy ez nem kézelitd

gydk. Az x2 + 39% + 958 = 0 egyenletbsl Xy o5 = -19,5 +
+ 24,04 i, elfogadhaté kézelitd gyokdket '’ kapjuk.

A legkisebb abszolitértékd gydk meghatdrozdsdhoz a

- 108x - 2000 = 0 egyenlet gydkét vdlasztva ugyancsak
rossz kdzelitd értéket kapunk. A 958x2 - 1080x - 2000=
= 0 egyenlet gytkeivel prdébdlkozva X, = .-0,99;

X3 = 2,12 értékek adédnak. Ezek a pontos gyBkhdz
(x4 = -1, Xy = 2) jé kdzelitések.

A gy8ksSk felsS korldtja a McLaurin és Lagrange szabdly
szZerint egyardnt 3,25-nek addédik, alsd becslésként pe-
dig 0,36.

A valds gydkdk kdSzelitd értékei: x, = 1,15 X, = 1,1

A megfeleld gydktényezbkkel vald osztds utdn x =+i
> 3,4 ~
addédik.
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1. a}

b}

c)

292

X 2

A kivdlasztott pontok nédszerével vdlasszuk K= 25
és yq = 0,0715 értéket, amely a pontok kozé illesz-
tett egyenes ordindta értéke. Igy

0,0715 = a0'25
vagyis a_ = 0,00286, y_ = 0,00286-x, d = 5,125-10" %,
' " -4
a = 42110
q
A kazepi¥ médszerghez
= X ({y -
e Y-a X, ) 0,
k=1 ¥ k=1. K Ok
és igy 8
>y
k=1 ¥
aj = = 0,00287,
2 x
k=1 k
tehdt yp = 0,00287:x; d = 4,875-10° 4, dg = 339.107%
A legkisebb négyzetek médszerét alkalmazva
8
d 5 ‘ 2
—— (y, —ax_1" =20,
dao_ =1 k o k
8 v
vagyis xk(yk aoxk} = 0,
k=1
8
és igy éET Xk
a_ = ~ 0,00288,
o 8 5
%
k=1
. L =4 -4
tehdt Yo = 0,00288*x, d = 4,625-10 7, dq = 28710 .

Amint l4dthaté, a legjobb eredményt a legkisebb négy-
zetek mddszere szolgdltatja.



M.X. 2,

= lgx, § = 1lg ¥y . Linedris fliggvénykapcsolat:

X
Yy=1ga+bx=23+Dbx.A pontok kettds logaritmikus
papiron &brdzcolva kdzelitSleg egy egyenesre esnek,
x=x, y=1gy
- n -
X=X, Y=Y
X = 1g x, § = 1lg{y-c). Linedris fiiggvénykapcsolat:
y=1ga+bx=23+bx.
A c értékét elbzdbleg az empirikus gdrbén felvett hdrom
pont (31, y1), (x2, yz}, és (x3 = XXy, y3) segitségé-
vel az
¥y, = a be + C
y, = @ x2b + C
b
Y3 =axy *C€
. P b b b "
egyenletrendszerbdl az Xyo = X T ex,Ty, tovabba
a-xy" = Va x1b-a a#b tsszefliggds -figyelembevételédvel
hatdrozzuk meg: ’ -
2
=y1'Y2_ Y3
Y'Yy T2Y;
X = x, ¥y = lg{y-c}. ¢ meghatdrozdsa (x,,7,), (x5,7,)
X115 ) segitségével:
(x3 = > Y3 - g *
2
Yi°¥y, © Y3
 Y{tY5m2y,
;{:x }_[:-}—:- vagy i:l;:l
? yl ) }'(f . y-
. _ X=X _ )
% = X, ¥y = = , ahol {xk, yk) az empirikus gdrbe

egy pontja. A linedris filggvénykapcsolat y = A + BX.
Az A és B meghatdrozdsa utdn az empirikus képletet
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9.

10.
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M.X.2.

X"Xk

Y= Y Y m T Ex alakban frhatjuk.

A pontok felrajzoldsa utdn az v = a ebX tipusli empiri-
kus képlettel kisérleteziink. Az Osszetartozd pontokat
(x, lg y) koordinatarendszerben dbrdzolva kdzel egy
egyenesen helyezkednek el, ami elképzelésiink helyessé-
gét igazolja. A feladatot pl. a kdzepek médszerdvel
megeldva, a

4 4

Y 1g Y. = 4 1lga+ (blge} ¥ Xy
k=1 k=1

8 8

> lgy =41lga+ (blge)l ¥ x
k=5 k=5

egyenletekbdl meghatdrozhatd az a és b paramétef:
a = 0,000415; b = 0,2570.

A pontokat Osszekttd gbrbe alapjdn feltételezziik, hogy
az '
_ax + b
Y = ox+ a

a megfeleld empirikus képlet. Kiszdmitjuk az y = §E%Lg§
— r

koordindtdkat és (x,y) rendszerben dbdrdzoljuk a ponto-

kat. Mivel kdzelitdleg egy egyenesre esnek, ezért az

Yy = A + BX egyenlet A és B paramétereit kell meghatd-

roznunk és akkor

X"Xk

Y = Yx ' AvBx
alakban felirhatjuk az empirikus képletet.
A pontokat két csoportba osztva a kdzepek mddszerédvel
meghatdrozzuk A €s B értékét. Az egyenletrendszer

5,9861 = 3A + 28,4B

15,6526 3A + 64,2B

melybsl
B = 0,270 ; A = -0,561,



11.

2.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

R R
1]

M.X.2.
tehdt az empirikus egyenlet

x-6,5
-0,561+0,270x

Yo = 1,29 +

= ax

= a,x + a
o}

bx

= ae

a + bx

cx+d
ax+b
cx+d

Yy = a;x+a.A legkisebb négyzetek médszerét alkal-
mazvas:

6 6
S ox *tmag = ¥ oy (10,2 a, + 6 a_ = 4,6729),
k= k=
6 6 6
o kz *nt® 2 *y * k§1 *p¥y (18,042,+10,2a -

= 7,98230),

ahonnana1 = 0,05481; a, = 0,68564, vagyis a keresett
képlet '

y = 0,6856 + 0,05481'x (4 = 4,167-10—4, dq = 115-10—4).
A kivélasitott pontok mdédszerét alkalmazva
y = 0,0506-x + 0,6911 (4 = 17,667-10_4, dq = 3100'10—4).

A kbzepek mdédszerével

4

a = 0,0547'x + 0,6858 (d = 4,333-107%, a, = 126+-1074)
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M.X.2.,M.X.3,

19. Az empirikus képletet ¥ (x) = a2x2 taX +oag alakban

20.

21.

296

1
dllitjuk eld. A megoldandd egyenletrendszer:

8 8 8 8

a, k§1 xi + a, k§1 xi + ay k§1 xﬁ = kgd xkzyk
8 8 8

202 T2 T T 2 R T 2 B T
8 8 8

R I

Az egyenletrendszert megoldva:

¢ (x) = 0,78765-x" - 0,45997-x + 1,80726 (a, = 0,031).

2
Yy = a,x’ + aux t aj

y = a3x3 + azx2 + a1x + ao
X. 3.

2 -2 2 4 2l =211t-1 1 2 1=2(-1){1 -1 -5 -3]|=
-2 1 -1 1 1 0-1 1 5 3 0 014 7

1 2 -2 1 -1 0 3 -3 -1 =2 0 -7 -4
-1 -1 2 1 1 0 -2 3 3 2 0 213 8

2 1 1 2 1 0 3 -1 -2 ‘
2(-1y 07 0 14]=2(-1)7 |1 0 2|[=2(-1)7111 1] =

-4 1 =7 0 1 1 0 -5
8 2 13 0 2 -3

2(=-1)7*1(-5)=70

A szdmitds egyszeriibb kdvetése érdekében a determindns
elemeit egész értékeknek vdlasztottuk és a legnagyobb
abszolit értékd elemet sem vittiik lépésenként a bal
felsd sarck elem helyére {ez a szdmitds pontossidgdt
hévelné) .



M.X.3.

2., A determindns értéke (9 értékes jegyre) 144,982 354,

3f2-2 2 4 2|= ;% 2-2l|2 2|2 4|2 2|-=
2 1 -1 1 1 -2 a2 -all-2 -2 1
1 2 -2 1 =1 -
-1 -1 2 1 1 2 =2fl2 212 4] 2 2
201 1 2 1 21 -2]l 1 {1 -1

-1 =11 -1 -1 1
2 -2 2 il 2 2|
2 1|2 1 2l 2 1
= L2 210 6= 0 -56 -28]= == |-4 28 16
53 : 53 (-2)3 32
6 -6 -2 -4 -4 28 16 0 ~56 -28
-4 6 6 4] -8 =52 ~32 8 52 32
6 =2 -4 =2
_ 1 - - - A =
= q75 224 112 = - 5= (- 8960) = 70
|-432 -256]
4. A determindns a kdvetkezd alakban irhaté fel:
2 2-2 4 2[=[2 0 0 0 of]1 1-1 2 1 F =70
1 2 1 2 1 1 1 0 0 oljo 1 2 0 o
-2 1 2 1 -1 -2 3-6 0 offo 0 -1 -2 -%
17 X
2-1-1 1 1 2-3 7 = offo 0 0o 11/17
-1 -2 1 1 1] F1-1 21433300 0 01
5. a) -1
b) 160
6. Csupa sor mlvelet alkalmazdsdval:
a=ls 3 ot -2 off 3 g off1.0 off1 o of ==
- 7 2 7
31 2113 0 ol -5 offg 1 oflo 1 o
13 2 4|3 2 4j3 2 4 % % 11fo o 1
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Padrhuzamosan elvégezve a transzformicidkat az E egységmdt-
rixon: ~ N

- 4 ~ 2 1 21
TooPgo-1o2-1]0 % -3lo -3
_ 4 2 32 7 17| -1
E=1010]{02-1|g0-1|-50 35 g5 —5|=2a".
114
00 1(lo 01 00 100 L3 -5 -5

Szinguldris esetben det A=0 és elemi miiveletekkel az n-ed
rendd A mdtrix nem hozhaté a kivdnt alakra! Ugyanis ekkor
rang (A)<n = rang (E}.

7., - 0,0304  0,1528 0,2460
a”'- - 0,0367  0,0133 0,3960
0,1400 - 0,0312 - 0,5603
8. a) det A= 0,262 257;  det A,= - 3,316 045;
det A= 144,982 354;  det A,= -30, 993 654;
det A= 8,787 270.
b, 5,5411 -0,4374  -2,6161
A ~20,0917 3,2098  8,8253
| 11,0239 -1,9092  -4,3583
iy [ -0,9721 -0,3904  0,8946 |
LS ~0,3904 0,3365  0,1173
0,8946 0,1173  =0,0756 |
™ 0,0519 0,1939  -0,2717 0,1117]
_ ~0,0010 -0,2390  0,7608 -0,4712
Ay '= 0,0535 -0,1796  0,4419 -0,0428
| -0,3241 -0,2185  0,5547 ~0,0465]
[ 0,4127 0,1250 =-0,2193 0,1126
i 0,4256 ~0,1253  -0,7210 -0,3107
A= 0,3090 -0,0984  -0,3504 -0,4317
| 0,1895 -0,5829  -0,3878 -0,3743]
T 1,0246 -0,6855  0,1503 —0,5531
- ~0,0003 1,0672  -0,7607 0,3573
all- ~0,8270 0,3228  0,3907 0,4332
> -0,2388 0,6155 -0,5317 10,5490



X.4.

1. Mivel h=0,1, igy a harmadrendd differencidval bezdrdlag
véve a tagokat:

1

v/ (0,85)% —— (0,1434 - 1 0,0015) = 1,384,

0,1 3
. af (x) 1 12 1.3 -
lttadx _h(Ayo 2Ayo+3Ayo

X=X
(@]
C1Af, L1 AS - )
127, "5 A7y,

képletet haszndltuk fel. A keresett pontos érték négy tize-
des jeggyel:

= 1,3835,

2. ax~0; b ax -1

3. A szdmitds eredményei értelemszerfen Ssszevethetdk a ke-
resett derivdlt pontos értékével:

£7(0,005) = —1/1?,005)2.
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al
b}
c)
d}
e)

a)
b)

—_

"
-
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WU WNN-O

- - ~ -

-

- - -

-
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-

-0,127
-0,756
-0,174
0,116
0,845

32
84
09
83
88

M.X.4.

a) I(xi)

0,0000
0,0100
0,0402
0,0908
0,1623
0,2557
0,3719
0,5124
0,6791
0,8747
1,1027

x(1,0)= 1,238 88
v(1,0) =1,238 93

a

0,200
0,214
0,250
0,309
0,392
0,504
0,650
0,841
1,094
1,439
1,939

)

b)

0,106 00
0,110 86
0,124 95
0,144 70
0,172 83
0,212 31
0,266 45
0,338 88
0,433 64
0,555 17
0,708 39

b)

c)

0,500
0,526
0,558
0,598
0,649
0,715
0,803
0,920
1,075
1,286
1,580

I(xi)
0,0000
0,4014
0,162 19
0,371 51
0,678 39
1,101 32
a)
00 0,200
66 0,201
37 0,206
06 0,218
17 0,238
92 0,270
74 0,316
00 0,381
30 0,470
11 0,582
09 0,740

e)

4,600
5,001
5,422
5,861
6,314
6,778
7,250
7,726
8,205
8,684
9,163



8. a) yz1—x+x7--3{6—+%-¥—6
4
b)szT

9. a) Az y051 vdlasztdssal az iterdcid n-ik lépéséhen ép-
pen a megceldds (e™®) n. fokd Taylor peolinomjdt kapjuk.

Yo = 1 = To(x)

X
y1=.1+f-ydx=1—x=T1{x)
o
X 2
Y, = 1o+ f—{1—x)dx= 1 -x+7=T2(x)
4]
) X x? i3
Y3 = 1+ f -{1-x+ —2—) dx = 1-x+ 5 = T3(x) s.i.t.
0
x4 x6 x8 -x2 2
b) yo=0 vdlasztdssal YR Tt 3 e (=e +x"=1)

10. Mivel az egyenlet megolddsa y = e-x, a nyert kdzelitd
érték az x = 1 helyen az elméleti 1/ex~ 0.367879 érték-
kel vetendd &Gssze.
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