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11. Komplex figgvénytan

11.1. Komplex valtozés fiiggvények

11.1.1. Definiciék

Ha a komplex szamok halmazinak (C) egy meghatdrozott részhalmaza (X C C) min-
den egyes eleméhez (2 € X C C) egy meghatirozott komplex szdmot (weY C
C C) rendeliink hozzd, akkor komplez értékii komplez vdltozds fiigguényrél beszéliink:

[+ XY,
ahol ze X CC,

weY CC.
X elemei alkotjik a figgvény értelmezési tartomdnydt és Y elemei alkotjik a fiiggvény
értékkészletét:

X=D(f) é Y =R(f).

Ha =z € D(f), akkor

f(z) € B(}}

a fiiggvény helyettesitési értéke. Ezt a helyettesitési értéket sokszor célszerit egyetlen
betiivel jel6lni, pl. :

fz)=w
és szokds ezt a fiiggvény fiiggd viltozéjdnak hivni, mig 2 a figgetlen viltozs {argumentum)
konkrét értéke.
Szokds a komplex fiiggvényt C-bdl C-be vezets leképezésnek is hivni.
Ha
z € D(f)
és
f(z) =we R(f),
akkor a
(z,w) e D(f)x R(flCc Cx C = C*

elemek (rendezett komplex szdmpdrok) Osszessége az f figgvény grafikongdt alkotja.
(Megjegyzendé az, hogy ennek a grafikonnak nincs a szé szoros értelmében véve “me-
grajzolhaté” szemléletes tartalma.)

A komplex fiiggvények konkrét megaddsakor rendszerint a fiiggetlen viltozét is és a
fiiggvényértéket is a komplex szamok algebrai alakjiban adjuk meg:
z = =41y,

w o= u-+tiv;



tehdt
z=Re(z)eR, y=Imn(z)eR,

illetve

#=Re(w)eR, v=Im(w)eR
azaz :
fz)=flzs+iy)=w=u+1v.

Nyilvénvalé, hogy f(z) valés része is és képzetes része is tulajdonképpen egy-egy valds
&rtékii kétvaltozos valds fiiggvény (a komplex z fiiggetlen véltozd valds és képzetes része,
tehdt = és y a fiiggetlen valtozdk), azaz f(z) megaddsa ekvivalens az

u=u(z,9),
v = v(z,y)
kétvaltozéds valds figgvényrendszer megaddsival. Ha megadjuk az
{ uw(z,y),
v(z,¥)
fiiggvényrendszert, akkor ebbdl

u(z, ¥} + i0(z,y) = f(2)

médon kapjuk f(z)-t.
Ebbé] régton kovetkezik, hogy az f(z) komplex fiiggvény egy sikbeli (kétdimenzids)

vektor-vektor figguény (vektoreloszlss, vektormezs) megfelelSje. Ha ugyanis a fiiggetlen
valtozd vektor

r=zi+yj
és a fiiggh véltozd vektor
v=uitvj,
akkor a
vir)=v

vektor-vektor fiiggvény megfelel a

w = u(z,y) + iv(z,y) = f(2)

komplex fiiggvénynek. Az r helyvektor koordintdit a z komplex véltozd valds illetve
képzetes részével és a v fiiggd véltozo vektor koordindtdit a w fiiggvényérték valos, illetve
képzetes részével lehet azonositani.

Az a tény, hogy a komplex szamok tulajdonképpen olyan sikvektorok, melyekre a
miiveleteket azonos médon definidljuk, mint a valds szémokra, bizonyos elényt jelent a
stkbeli vektoreloszlisoknak, vektormezdknek komplex fiiggvényekkel vald leirdsdndl. Az
alkalmazasokn4l (pl. kontinuumok mechanikdjéban, jramldstanban, elektrotechnikdban,
stb) ezt a korilményt messzemenden ki szoktdk haszndlni.



Komplex véltozés fiiggvényeknek a szemiélietése rendszerint dgy torténik, hogy a
fiiggetlen valtozé 2z = = + iy értékeket az (z,y)-sik, réviden z-sik pontjaival, a figgd
valtozd w = u 4 iv értékeket pedig az (u, v)-sik, réviden w-sik pontjaival dbrazoljuk. Ha
tehdt

akkor mondhatjuk azt, hogy az f(z} fliggvény a z-sik pontjainak a w-sik pontjaira vald
leképezését értelmesi: a z-sik bizonyos pontjaihoz, mint alappontokhoz a w-sik megfeleld
pontjait, mint képpontokat rendeli hozzd. Egy ilyen leképezést rendszerint vgy tesziink
szemléletessé, hogy a 2z-stk bizonyos jellegzetes gorhéinek a képgdrhéit adjuk meg a w-
sikban.

A valéshél jél ismert fogalmak megfelels dltaldnositdsdval mondhatjuk, hogy
Ay S =4

allitas, vagyis hogy f(z) hatdrértéke, a z tart zp-hoz hataritmenet mellett, A azt je-
lenti, hogy a 2 alappontnak barmely (t8le kiilonbozd) zq,2y,..., 24, ... pontokkal valé
megkozelitésénél a megfeleld wy = f(z),wy = f{z),...,w, = f(2,),... képpontsorozat
egy &s ugyanazt a w-sikbeli A pontot kozeliti meg. Mds szdval a # elegendd kis §-sugart
kornyzetében fekvd z-pontok képe a w-sfk A pontjanak eldirt e-sugarii kdrnyezetébe esik:

barmely kicsiny pozitiv ¢ inegaddsdhoz létezik olyan, ugyancsak kicsiny pozitiv §, hogy
fennaljon

If(z) - Al <e,

hacsak
|Z - zgl <é.

A hatdrdtmenetet illetéen megjegyezziik azt, hogy

z

I

2+ iy = r(cosp + isin),

20

2o + 1Yo = To(cos g + 1 sin ¢g)
miatt, ha
= 2o,

akkor

& -— ey €8 Y — Yo,
illetve

T—7 &5
egymdsiol fiiggetleniil és egyszerre. (Az arcz tobbértékiisége miatt természetesen az arkusz
féértékére szoritkozunk.)

Ha most még feltessziik azt is, hogy f(2z) a z helyen is értelmezve van és f(z) =
= A, azaz '

lim () = f(z0)
akkor f(z) a zp helyen folytonos.



11.1.2. Komplex valtozés fliggvény differencidlhatdsiga

Az
F7) = u(w,9) + iv(,y) = w

komplex valtozés fiiggvény a z = & + iy helyen differencidlhats, ha — a hatdratmenet
médjatdl fiiggetleniil — 1étezik a kdvetkezd hatdrérték:
. flz4+ Az)— f(z) . Aw  dw ;
Az0 Az Arso Az dz f(z)

Ennek egyik (sziikséges) feltétele az, hogy f(z) valds és képzetes részének létezzenek
x és y sgerint a folytonos elsérendii parcidlis derivéltjai, vagyis hogy a valds u(x,y)
és w(z,y) kétviltozds figgvények az adott helyen totdlisan derivilhatdk legyenek. Kz
azonban még csak sziikséges, de nem elégséges feltétele f(z) derivilhatésigdnak. A de-
rivilhatésdg elégséges feltétele az, hogy u(z,y) és v(z,y) folytonos elsSrendii parcidlis
derivaltjai kielégitsék az tin. Cauchy-Riemann-féle parcidlis differencidlegyenleteket:

du _ dv
5z T By
Ju dv
9y oz’

Hogy ezt beldssuk, vegyiik figyelembe azt, hogy a deriviltat definidls

. [zt 8n) - f2) o
A, = =)

hatarértéknek fiiggetlennek kell lennie a hatirdtmenet médjatdl, azaz e hatdrériék ugyanaz
kell lezyen ak&rmilyen Az — 0 hatdrdtmenet mellett. Rogzitsiik le eldszor y-t, azaz z
képzetes Tészét és tegyiik fel azt, hogy csak z, azaz z valds része viltozik: Az = Az,
Ekkor A 9 9
i . w % .ov
zy= Hm — = —+4i—.
£z az-0 Az dzx Oz

Ha viszont allandé x mellett csak y valtozik, azaz Az = iAy, akkor

F(x) = lm ﬂ 1 (du + .du) _

Ay—0 %Ay = ; 55 36_’!;
oo
T ay  ay’

mert hiszen + = % = —i.

Mivel a két killonboz6 hatdratmenet mellett szdmitott derivélt azonos, azért kell, hogy
duv  dv  Ou

(o Qe v v du
f(z)_8m+zﬂm_8y Yoy

10



fennaljon, tehat

gu  Ov

9z By’
du v
0y ~ oz’

amint allitottuk.

Ebben az esetben az f(z) fiiggvényt reguldris vagy analitikus figgvénynek nevezziik.
(Az analitikus jelz8 arra a késobb targyalandd tulajdonsigra utal, hogy egy differencidlhaté
komplex viltozés f(z) fliggvény akdrhdnyszor differencidlhatd!)

11.1.3. Komplex fiiggvény derivdlhatésdganak néhdny tulajdonsaga
a.} Legyen
f(z) = w = u(z,y) + iv(z,y)

egy reguldris komplex véltozds fiiggvény és tekintsiik a

v(r) = u(e, y)i+ o(z, y)i

sikbeli vektoreloszlist.
Ennek a vektoreloszldsnak a divergenciaja:
vy B B0
dz = Oy dz dy
és a rotacidjanak az (i, y)-sikra merdleges, azaz k-iranyt dsszetevéje:
dv  Ju dv Ju
k-rotv:a—z—%:2£=—25§.

Ha komplexben a nabla vektort, azaz a V operatort igy definidljuk:

a a
V=—+i—
= + 281;
és ennek a konjugdltja:
v = i — zi
Y dy’

akkor 3 a
Vw = (5; - z@) (w+1iv)=

(b 0y (0w
T \0dz ' dy dz By}

=divv+4(k -rot v)i = .
ov | Ov K fOv  Ou  _dw
(i) 2 (5 -5) 5

11



Innen léthatd egyrészt az, hogy egy reguldris komplex véltozds fliggvény deriviltjdnak
a kétszeresét formilisan a V komplex operitorral vald szorzds dtjin lehet szdrmaztatni,
masrészt pedig a Vw valds része a sikbeli v{r) vektoreloszlds divergencidjit, a képzetes
része pedig Totaciéia (z,y)-sikra merSleges komponensét adja:

div v = Re (Vw) = Re (2@) .
dz

k- rotv =Im (Vw) = Im (Z%EU—)

roa

b.) A késSbbiekbsl el6vételezziik azt, hogy a reguldris komplex fliggvény valds és
képzetes részének 1éteznek a folytonos méasodrendii parcidlis derivaltjai is.

Barmely reguldris komplex viltozés fiiggvény valds és képzetes része kielégiti az in.
Laplace-féle parcidlis differencidlegyenletet:

Pu G
Au = 6m2+6y2—0’

v 5%
A’U = @+6—y2—0.

Az olyan folytonos mésodrendii parcidlis derivdltakkal rendelkezd tobbviltozés
figgvényt, amely kielégiti a Laplace-féle parcidlis differencidlegyenletet, harmonikus
fliggvénynek nevezzik., Tehit a reguléris f(z) komp]ex fiiggvény valds és képzetes része
harmonikus fiiggvény.

Az allitds helyessége kbzvetleniil adédik a Cauchy-Riemann-féle parcialis diffe-
rencidlegyenletekbdl és a masodrendd derivéltak folytonossagabdl.

Ugyanis a
ou Ov
oz~ dy
egyenletet z-szerint derivalva
Fu I
Bzt~ Dzdy
adédik, viszont a '
dJu O
dy " oz
egyenletet y-szerint derivalva
v B
oy~ 0yda

adddik. Igy tehdt
P Pu_ P v _
dz2 ' Byt~ Oxzdy Oydr
Forditott sorrendben derivalva a Lauchy-lhemann féle egyenleteket és a két eredményt
egymisbol kivonva, kapjuk:
o P Pu | Ou_
Gx? ' 9y2  fzdy  Oydz

12



Az allitds megforditdsaként adédik, hogy egy egyszeresen Osszefiigpd sikrészben az
u(z,y) harmonikus figgvényhez mindig taldlhaté olyan v(x,y) “harmonikus tdrs”, amel-
lyel egyiitt képezett

u(z,y)+ tv(z,y) = f(2)

komplex viltozés figgvény reguldris. Az adott u{z,y) harmonikus fiiggvény harmoni-

kus tarsit a kvadratira-probléma megold4sihoz hasonléan szdmithatjuk, a regularis kom-

plex véltozés fiiggvények esetén fenndllé Cauchy-Riemann-féle differencidlegyenletek fel-

haszndldsival. Ezek szerint ugyanis az ismeretlen v(z,y) fiiggvény teljes differencidlja:
dv dv du Ou

dv = %dm + a—yd’y = —a—ydm + E’Edy ,

tehdt
du

Ju
z,y) = ——d +—d)+C,
v(z,y) /(L)( 3yt 5

ahol az integralt az (z, y)-sik szébanforgs, egyszeresen Gsszefiiggs részében futd, tetszdleges
L gorbe mentén kell szdmitani, egy rogzitett z5 = x + iyp pontbdl a viltozd z = z + iy
pontig. C tetszbleges valés dllands. (v(z,y) az adott u(z,y)-bdl egy additiv konstans
erejéig van egyértelmiien meghatirozval)

Figyelembe véve azt, hogy

Ay = divgradu,
Av = divgradw

és ezek a fentiek szerint 0-val egyenlék, azért egy teguldris komplex viltozds fiiggvény
valds (vagy képzetes) részét pl. egy sikbeli forr4smentes dramlds sebességeloszldsa skaldris
potencidljanak lehet tekinteni.

Legyen pl. egy sikbeli dramlds sebességvektora:

B,

= grad ~@i+
v=gradu= By']'

Oz

Akkor, mivel v harmonikus figgvény
divv=divgradu=10,

azaz v forrdserésségének a siirlisége mindeniitt 0, tehdt v forrasmentes; mdsrészt pedig
rotv=rotgradu=0,

tehat v rvénymentes is. Teh4t a harmonikus u(z,y) fiiggvény egy forrds- és Grvénymentes
sikdramlds sebességi potencidlja.

u(z, y) harmonikus tdrsinak, a v(z,y) figgvénynek is van mechanikai jelentése. Vi-
zsgaljuk ugyanis egy folyadékrészecske dt id6 alatt torténd vdt elmozduldsa alatt a v(z,y)
fiiggvény megvaltozasit.
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A vdt dtelemnek z-irdnyd komponense:

du
dz
ugyams g—‘i az z-irényd sebességkomponens, amely di-vel szorozva a da elmozdulast adja.

Fs hasonléan az y-iranyd dtkomponens:

du

A o(z,y) figgvény teljes megviltozdsinak a férésze (azaz v(x,y) teljes differencidlja) a
pillanatnyi elmozdulds iranyaban:

dv = 31; -l—?dy_

B @QE_I_dvdu di ;
T\ Oz 0x dydy

azonban a Cauchy-Riemann-féle egyenleteket ﬁgyelembe véve, ebbol lesz:

Sudu Judu
dv = (#d—ya-l_ P dy) dt =0,

tehat
v(x, y) = dllandd

a folyadékrészecskék pillanatnyi sebessége elmozduldsinak az iranydban. vagyis
oz, y} = dllandd

egy dramvonalnak az egyenlete. Ezért a v{x,y) fiiggvényt mmnfugﬂ)enynek szokds neveznl.

Ha valamely regularis komplex viltozés figgvény valds (vagy kepzetﬂs) része a
sikaramlds sebességpotencidlja, akkor a mésik része az dramfiggvény. A

w=1u-+ 1

fiiggvényt szokds a stkiramlds komplex potencidljdnak nevezil.

Megallapodva abban, hogy a kopmex potencidl valds része a sebességpotencial és
képzetes része az dramfiiggvény, az

w(x, y) = allandd
egyenlet a potencidlfiiggvény szintvonalait, az ekvipotencidlis vonalakat, a
?r(:r'\ y] = allandé

egyenlet pedig az dramvonalakat hatirozza meg. Az ekvipotencidlis vonalak— és az
dramvonalak egyiittesen egy ortogoualis trajektdria- hilézatot képeznek az (,y)-sikban-
(azaz a z-sfkban), azaz egymast dprpkszog alatt metszik. Ugyanis egy-egy ilyen vonal

14



metszéspontjaban grad u az ekvipotenciilis vonal, grad v pedig az dramvonal normalisat
adja és e két vektor skaldris szorzata, a Cauchy-Riemann-féle differencidlegyenletek alapjan
belathatéan 0, azaz merdlegesck egymdsra:

gi'adu-gradv:(a—u1+gﬁ)-(av .|_dv)

] dy By
L0y duds
T fadx | Bydy

Még megjegyezziik azt, hogy a komplex potencidl derivaltjanak a konjugdltja a sebesség

komplex vektorat adja:
@\ _ (Bu O\ _du oo
dz) “\oz '8z T 8z oz

_ Ou + it)u
T Br Oy
és ez éppen a

d QE +.QE
grau—dl d

sebességvektor komplex megfeleldje.

c.) Tegyiik fel, hogy a reguldris f(z) fiiggvény (ahol f(2) = w) a z-sik egy tetszéleges és
onmagat nem metsz6é L zart gérbével hatdrolt T' tartoméanydt a w-sik onmagédt ugyancsak
nem metszd L' gorbével hatdrolt T' tartomdnydra képezi le. Legven T-ben mindemitt
f'(#) # 0. Ebben az esetben a leképezés kolcséndsen egyértelmil és megfordithatd (in-
vertdlhato). Ugyanis

f(2) = w = u(z,y) + iv(z,y)

valds és képzetes része eleget tesz a Cauchy-Riemann-féle parcialis differencidlegyenletnek
és igy az ‘ :
{ u(z,y)
v(z,y)

fiiggvényrendszerhez tartozd fiiggvénydetermindns (Jacobi-féle determindns):

Owr) | 8 Bl omow oudn _
Iz, y) g—; g—:: dzdy OByoz

du\? v \? oz
- (55) +(5) e o,
Az f(z) = w fiiggvénynek van tehdt ebben az esethen egyértelmf inverze:
7 w) = plw) = 2
és fennall, hogy

(w)= Tim 2% - 1
plw)= Jim e = 7@



d.) Jelentsen f(z), ahol f(z) = w, egy a zp hely kbrneyezetében reguldris komplex
fiiggvényt. Legyen f(zo) = wo, azaz 2o képe a w -sfkon wg, tovdbbd legyen f'(2) # 0.
plder (20 + A7) - f(z0)
A]izl;n»O - Az ==

f’(Zo) 7& 0,
figgetleniil a Az — 0 hatdratmenet maodjitol.

Vizsgdlva az f(z) dltal 1étesitett lekéﬁezést a zg hely kis kbrnyezetében a kdvetkezoket
allapithatjuk meg.

A ‘3—‘: komplex ' szamsorozat hatarértékét arkuszdnak és abszolit értékének a
hatarértékére bontva, egyrészt

lim arc aw = A]imo(a,rc Aw—arcAzy=arc fi{xn)=a,

Az—0 Az
masrészt A Al
w w
li ——| = lm =— =|f
a0 | Az | T Arso |Az| £ ol »

fiiggetleniil attdl, hogy Az hogyan tart 0-hoz.

G

w-Sik

z-sik

1. abra

Legyen méarmost g egy a zo-bol kiindulé sima gbrbe és k ennek wg-bdl kiinduld ugyan-
csak sima képe; Az a g-nek zp-bdl kiinduld és Aw a k-nak wg-bél kiindulé hirvektora.

Az arkuszokra vonatkozd Osszefiiggés szerint Aw és Az egymdssal képezett arc Aw —
arcAz hajldsszige Az — 0 esetén az o szoghlz tart. Ha tehdt rcAz-nek van hatarértéke,
tehat a g gbrbének a 2o pontban érinidje, akkor a k gérbe wp-beli érint8jérdl is beszélhetiink
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és ez utdbbi az eldbbihez képest a-szoggel fordul el. Ugyanekkora szoggel fordul el azonban
a zo-bdl egy mds irdnyban kiindulé g;-gérbe ki-képének wy-beli érintdje is, mert hiszen
f'(z0) és igy arc f'(2) = o is figgetlen a Az — 0 hatéritmenet médjatsl. Tehdt az
F(2) = w dltal 18tesitett leképezés zo-ban szégtarts.

Az abszolit értékekre vonatkozd Gsszefiiggés szerint pedig a |Aw| és [Az[ hirok
hosszisdgdnak az ardnya, a leképezés torzitdsdnak a mértéke, hatarértékben a g és k,
valamint a g és k; gorbék megfelels hirjai kézott ugyanez: | f'(zq)], Ggyhogy az f(2) = w
figgvénnyel eldallitott leképezés egyszersmind kicsinyben ardnytertd is.

E két tulajdonsdg szerint tehdt a leképezésnél kicsinyben hasonldsdg 41l fenn, vagyis a
leképezés konformis. -

11.1.4. Gorbe menti integral

A valbs egyvéltozés fiiggvényeknél megismert Riemann-integrél fogalmanak komplex
fiiggvényekre valé kiterjesztése egy z-stkban megadott sfma é&s iranyitott [ gérbére kiter-
jesztett gérbe menti integrélra vezet,

Legyen
f(Z) = 'M(:L’, ?J) + ?:’U((B,y)
folytonos &s legyen adott egy sima, irdnyitott, rektifikdlhaté L gorbe a ¢ paraméter
fiiggvényeként:
A1) = 2(®) +ig(t), to<t;

ahol &? + 4% # 0. Ekkor az f(z) fiiggvénynek az L gorbe mentén vett integralja:

/(L) flz)dz = /(L)(u + iv)(dz + idy) =

= f (udz — vdy) + z/ (vdz + udy) ;
£2)] (L)

illetve dtterve a paraméteres alakra:

t dz
f(L) f(z)dz = j F(ate) S =

- / {ul(e), 9()2(2) — v(2(t), ¥(2))i(t)}det

+f/i {o(2(2), ()2 () + u(=(t), y(1))#(2)}dt =
=U+iV.

Az itt szerepld és rovidség kedvéért U-val, ill. V-vel jelolt két valés gorbe menti integral
értéke, folytonosan differencidlhaté u és v fiiggvények esetén akkor és csakis akkor figgetlen
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az L gbrbe megvélasztasitdl, és csak az integrilasi it kezdd- és végpontjitdl fiigg, ha az
L gbrbét tartalmazé egyszeresen osszefliggd tartomanyban fenndll, hogy

du O

oz oy’
du 0w
oy — 9y’

vagyis, ha f(z) e tartomanyban reguldris komplex valtozos fiiggvény.

Ennek az igazoldsira elég azt meggondolni, hogy a gbrbe menti integrdlnak az in-
tegralsi dttdl vals fiiggetlensége ekvivalens azzal, hogy egy tetszOleges zdrt gérbe menti
integral értéke 0. Ezekutén figyelembe véve azt, hogy reguldris f(z) esetén fenndlinak a
Cauchy-Riemann-féle differencidlegyenletek és alkalmazva a sikbeli Gauss-Osztogradszkij-
féle tételt, irhatjuk:

f (ude — vdy) = fJ —?-E—QE dzdy:O
| fu Ov

dz + ud =f ( )dd =%,
}{m(w udy) m/ 5 - 5 ) sy

ahol most L a T egyszeresen dsszefiiggd sikrészt koriilzard zart gorbe.

FEbben az esetben tehit ha az L gorbe a rogziteti zo pontbdl egy tetszéleges, véltozd z
pontba vezet, akkor az

/z f(2)dz = Uz, y) +iV(z,y) = F(2)

fiiggvényre fennall, hogy

ou au
Fm— u(wsy) H 6—y = _'U(za y) s

av v
% ‘U(:ﬂ,y) ) a_y' = ’U.(ﬂ'.‘,y) )

tehat a fenti integrallal definialt
F(z) = Uz, ) + iV(z,9) = f H(2)d=
z0

filggvény szintén reguldris és a deriviltjira igaz, hogy

. _aU AV _
Fz) = g-tig5-=

= u(:z:,y) +iwu(z,y) = f(z) .
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11.1.5. Néhany transzcendens fiiggvény komplexben

A logaritmus figguényt komplexben analég médon definidthatjuk, mint valésban, a
kévetkezd integrallal:
I
Inz= —=.
1 €

Az integrandusz % minden a2z origét tartalmazé egyszeresen Gsszefiiggd tartomdnyban
reguldris, tehit az integrdl ugyanitt figgetlen az integralds tjatsl. Vilasszunk az sbra
szerint egy egyenesszakaszbdl és egy ehhez csatlakozd korivbél 4ll6 integralasi utat.

y4

2. 4bra

Az egyenesszakaszon az integralési it paramétere: t = x € [1,7] és igy
"d " de
/—gz —=lnr=Injz.
1 ¢ 1 T

A koriv mentén a paraméter: t = ¢ € [0, arc 2]; ezzel

T = rcosp, y=rsing,
T = ~rsing, g=rcosyp,
tovdbbi
1 1 _cosp —ising
z  r(cosp+ising) r ’
tehdt

2y " o
f ?C:/ w(—rsin(p+ircosga)dgo=igo:iarcz.
T 1]

Végiil tehat

Inz=In|zf+iarcz=Inr+ip.
Ha az integrilas dtja az origdt egyszer koriilveszi, akkor ¢ megviltozik 2r-vel és Inz
értéke (i2m)-vel. Tehit komplexben a logaritmus figgvény “végtelen sok értékil”, s az
egyes értékek egymdstdl 2mi egészszami t6bbszirosében kiilénbézhetnek egymdstél.
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A definicié alapjén In z derivéltja 1:
dlnz) 1
dz =z
és ez az origd kivételével mindeniitt értelmezve van és nyilvin 0-tdl kilénbdzik, ezért

In z-nek ~ az origd kivételével mindeniitt — létezik az inverze:

a w = Inz egyenlethsl

z = ¥

kivetkezik. Ezzel az inverz kifejezéssel lehet komplexben az ezponencidlis figgvényt de-
finidlni.
Legyen specidlisan |z| = 1, amiker is (¢ = arc z-vel)
z=cosp+ising;
akkor
In(cosp + isinp) = iy,

ahonnan a nevezetes Fuler-féle dsszefiiggést kapjuk:
€ = cosy +isin¢g .

Ennek felhasznéldsdval, most mar tetszdleges (1-tdl kiilonbozd) abszolitértékd z kom-
plex szammal:

z=¢€¥ =7 = Pl = |2l = |2|(cosp + isin ) .

Innen kiolvashatd az, hogy az In z fuggvény tobbértékiiségének az felel meg, hogy kom-
plexben az exponencidlis figgvény periodikus, a periddusa: 271.

Az Euler-féle ssszefiiggést hasznéljuk fel arra, hogy komplexben értelmezziik a trigo-
nometrikus fiiggvényeket és a hiperbolikus fiiggvényeket is.

Ugyanis
&% = cosp+ising
és
e = cosp—-ising
alapjdn
e + e~ .
cosp = ———— = ch (dp)
g — T 1
sing = ————— = < sh{p).
@ 2 ; sh{ie)
Ezekre az Osszefiiggésekre tdmaszkodva sin z-t és cos z-t:
eiz _ e-—iz 1
sinz = - = < sh (iz
57 7 sh(iz) 5
eiz e—iz )
cosz = ———%-— = ch(z).
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illetve megforditva:

shz = l_sin( tz) ,
)
chz = cosfiz).

A sin z és cos z fiiggvények 27 szerint, sh z és ch z pedig 274 szerint periodikusak.

A megfeleld valés viltozés trigonometrikus és hiperbolikus fiiggvényekre vonatkozé
formuldk érvényesek maradnak az egész komplex szémtartomanyban is. Igy egyebek kozott
sin z, cos 2, sh 2, és ch z értéke, ahol z = z + iy, meghatérozhaté a sin{a + A), cos(e + ),
sh (o + 3), illetve cho{a + 3) ismert kifejtései alapjin. Példdul

cos(z +14y) = cosz - cos(iy) — sinz - sin(iy) =
= cosz- chy—isinz- shy,
tehdt
Re{cosz) = cos(Re(2))- ch(Im(z)),
Im (cosz) = —sin(Re(z})- sh(Im (2)).

A tgz, ctg z, th 2, cth z fiiggvények értelmezése:

sin z
~ tgz = ,
cos z
¢ 1 €osz
¢ -A— e
& tgz smz
sh z
thz =
chz’
1 ehz
c¢thz = — =",
thz sh z

A trigonometrikus fiiggvények inverzeinek, az arcus fiiggvényeknek, valamint a hiper-
bolikus fiiggvények inverzeinek, az area figgvényeknek az ertelmezese teljesen hasonl$ a
megfeleld valés figgvényekéhez. Igy példaul ‘

w = arcsin z ,
ha

z = sinw.

Ezek a komplex fiiggvények — ugyanigy, mint a logaritmus komplexben — végtelen sok
értékiiek. A logaritmussal vald kifejezéseik a kdvetkezék:

arcsinz = —iln(zz + /1 - 2%),
arccosz = —iln(z-g- v zZ — 1) ,

arct 141z

tgz = —

8 2 " 1-iz’
1. iz+1

arcetgz = ——1In ;

2 dz-1"
illetve
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arshz = In{z++22+1),
archz = In{z+ /22 -1},

1. 142
t = =1
arth z 2111_2,
arcthz = llnz-!_l .
2 z-1

11.1.6. A Cauchy-féle tétel és kovetkezményei.

Tegyiik fel azt, hogy f(z) a z-sik egyszeresen Osszefiiggé T tartomdnyiban mindeniitt
reguliris. Ekkor egy tetszdleges, T-ben futd, rektifikdihaté I gorbe mentén képezve f(z)
integraljit, az integral értéke nem fiigg az dttdl, hanem csak a kezdé- és végponttél. Ennek
kovetkeztében, ha L zart gorbe, akkor e mentén

j{m f(z)dz=10

(Cauchy tétele).

Ha viszont valamely f(z) figgvényre egy zdrt gorbe menti integral 0-t6l killénbozik,
akkor nyilvinvalé, hogy a gbrbe dltal korilzdrt tartomanyban f(z) nem mindeniitt re-
gularis. ’

Vizsgaljuk meg példaként az

k
f(z) = (2 - 20)
fiiggvény integraljat a zp mint kdzéppont koré hiuzott R sugard zart kérvonal mentén,
pozitiv koriljardssal. A k kitevo tetszoleges egész szamot jelent.

E kor pontjaiban legyen
z =129+ R{cost+isint},
ahol 0 < & < 2r. Ebbd] kdvetkezik:

dz = R(—sint+ tcost)dt =
iR(cost +isint)dt .

Ezt és az ismert
(cost + isint)* = cos ki 4 i sin kt

Moivre-féle képletet felhaszndlva a kdvetkezot kapjuk:

(z — z)tdz =
(L)

27
— Rk(CDSt‘l'iSin t)k-iR(CoSt-{—‘iS‘lnt)dt:
u]

2 :
= R / [cos(k + 1)t + isin(k + 1)t]dt .
0
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Ez az integral pedig (k + I)-nek minden 0-t6] kiilonb6z8, pozitiv vagy negativ egész szami
értéke mellett 0-val egyenld. Ha azonban k + 1 = 0, vagyis k = —1, akkor

2
f dz =~;f dt = 2mi .
(L) %~ %o 0

(o= a)bdz = {270 ha k=1,
wo)as = e, ha k # —1 &s tetszbleges egész szam.

Tehéat végeredményben:

(L}
(Megjegyzendd az, hogy integrilési dtnak valaszthatunk kér helyett barmilyen a 2z pontot
pozitiv irdnyban kériiljiré zart vonalat.)

A Cauchy-féle tételbdl a tobbszorésen dsszefiiggh tartomdnyokban futé zart gérbe menti
integralokra a kiovetkez fontos szabalyt vezethetjiik le.

3. dbra

Az 4brdn ldthatd kétszeresen Osszefiiggd fartoma’,nyba.n az Ly zart gbrbével hatarols
“sziget” nem tartozik a tartomdnyhoz, mert péld4ul a “szigeten” belill f(z) nem reguléris.

Az AB é CD vonalakkal az L;- és Lj-vel hatérolt gyiiriiszerii teriilet két egyszeresen
osszefliggd tartomdnyra (L. és I1.) oszthatd. Mivel ezek egyszeresen osszefiiggok, mindegyik
hatirvonalara (G és Gyy) érvényes Cauchy tétele alap jan:

f{2)dz= j{ fzdz=0,
{Gr) G

vagyis
f(2)dz ~ % flz2)dz=0.
(Gr) (Gre)

Az dbran j6l l4thatd, hegy e helyett irhaté:

f(z)dz+ §

(-L2

flz}dz=0,
{(L1) }
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hiszen az AB és C'D utak mentén kétszer megyiink végig ellenkez6 irdnyitds mellett és igy
az ezek mentén vett integrdlok az Osszegezéskor egymdst megsemmisitik. Tehat végiil is
igaz, hogy

ﬂﬂﬂ=f f(e)dz
(L1} (L2)

Legyen most f(z) egy bizonyos T tartomanyban reguldris és valamely L belsé zart
it minden ¢ pontjiban legyen ismert f((). Ekkor az L zart gorbe Altal hatdrolt sikrész
barmelyik z belsd pontjiban érvényes a kbvetkezd Cauchy-féle integrdlformula:

L G i(9]
fz) = 27 fil’) (- zdc

A jobboldal ugyanis igy irhato:

LI GRS (OB Y G (IS I G (( el (GO
27?2'}}”(—2(1 _Qszﬁ‘L)C—-z C—E—Qﬂ"i o (—=

A jobboldal elsé tagja azonban

REVON OO SIS I
QTFiiL)C—ZdC_ 21t éL}C—z 2 2m HOR

A masodik integrilban L helyett vehetiink barmilyen a z pontot pozitiv irdnyban koriilvevd
zart utat, példdul egy z kozéppontd p sugard kort. Ha p — 0, akkor f(z) folytonossiga
miatt .

f(Q) = f(=) ,
azaz, ha p elég kicsiny, akkor barmilyen kicsin); € > 0. mellett

1F(€} - f(2) < ¢

és igy erre az integrélra érvényes a kévetkez6 becslés:

N GEGY

£ @ |
2w (L) C-—Z S:Zr_fib)(:—z =&y
azZazZ
RO (GEVO P

iy (-2

A Cauchy-féle integralformulabél f(z) akarhdnyadik derivaltjat is kiszamithatjuk, mert
— aminft azt ki lehet mutatni — az integraljel alatt z szerint derivdthatunk. Fennall, hogy

W) = F f(5) :

27t

Ha tehdt f(z) egy tartomdnyban reguldris, akkor ott akdrhdnyszor derivalhatd.
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11.1.7. A Cauchy-Taylor-féle hatvinysor
Ha valamely f(z) fiiggvény a 7' tartomdny minden pontjiban reguldris és zg e tartomany
egy tetszésszerintl pontja, akkor 1étezik egy és csakis egy

o0

z ar(z — zo)k

k=0

hatvanysor, amely a zp pont bizonyos koérnyezetében konvergens és ott az f(z) fiiggvényt
definidlja. E hatvanysor, az in. Cauchy-Tayler-féle hatvdnysor, képzésének szabilya teljes
analdgiat mutat a valés fiiggvények Taylor-sordval:

1
ap = Hf(k)(zo) ;

tehat

[s.0]

)= 3 1 f D)z~ )

k=0

Allftdsunk bizonyitésira vegyink fel zp koril egy teljes egészében a T tartomdanyban
fekvo r sugari kort és legyen z ennek barmely, zo-t61 kiilonboz6 belsd pontja. A z pontnak
zp-tél valé tavolsdaga:

lz— 2| = p<r.

Legyen most p; egy mdasik, ugyancsak zp kdzépponti K; kor és legyen
p<p1<7.

Jelolje { a Ky kor keriiletének futd pontjdt.

Mivel a feltevés szerint

|z =zl =p <[{— 2] =p1,

azaz
Z — 2
{—2 <b
azért
1O _ O _
(-2 ((~2)~(z—2)
_fo 1

C—zo-__l—z"f”“-_
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Mindkét oldalt a“K; kor mentén integralva:

%K 1O 4 - Zf IO oyrac

pé—2 k=g (K1) (¢ — zg)F4

A baloldal a Cauachy-féle integrilformula szerint éppen

2mif(z)

a jobboldal pedig az f(z) derivéltjira vonatkozé formula szerint:
Iri Z f (.Zg) Zﬂ)k .

Tehat valéban
21,
f2)y=3 ﬁfm(zo)(z’— %)*
k=0

hacsak |z — zg| < 7.

11.1.8. A Laurent-féle hatvanysor

Tegyiik fel, hogy a T tartomany belsejében vannak olyan helyek, ahol f(z) nem reguldris,
més széval az f(z) fiiggvény viselkedését olyan tartomdnyban vizsgéljuk, amelyben szin-
guldris helyek vannak. Legyen példdul a zg belsd pont ilyen szinguldris hely. Hogy a
szinguldris pontokat e tartomdanyhdl egyelére kizdrjuk, vonjunk a zy mint kézéppont koriil
Ry sugarii kért (keriiletét az Ly korvonal alkotja), mely az Gsszes belss szinguldris pontokat
mint egy T tartomdanybeli sziget, a T-bél kizdrja. Vegyiink fel egy masik, ugyancsak teljes
egészében T-ben fekvé, zg kdzéppontd Ry sugari kort (R > Ry), amelynek a keriiletét az
L kérvonal alkotja. Tymédon egy korgyfiri alakd, kétszeresen Gsszefiiggd tartomdnyhoz
jutunk, amelynek minden belsé pontjdban most mar f(z) reguldris; az Ly kdrvonalon beliil
és az Ly kérvonalon kiviil viszont a regularitds egyes helyeken megsziinik.

Vegyiink fel a kétszersen dsszefiiggd tartomdnyon belil #; < Rz és r; > Ry sugarakkal
két kért (K2 és K1) dgy hogy fenndljon:

Ri<ri<ra< Ry.
Ekkor Cauchy tétele szerint a K3 és Ky korok kozotti sikrész tetszdleges z pontjdban:

L O 1 Q)
i) = 5 j{m - o j{m)c_zdc

A kériiljards mindkét k6éron pozitiv irdnyi.

A jobboldal elsd integrajdban { a K kér futépontjit jeloli, tehdt
[¢ — 20| > |2 — 20} .
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vagyis
z— 20

(-2

f(C) £(0)
T (=)= (zmm)
_HQ 1

C-2l-Z=2

= Z G f(zC;kH (z = 20)" .

A maésodik integrdlban viszont ( a K; kér futdpontjat jeldli,.tehdt

<1,

tehat

1€ = 20 <lz =zl ,

vagyis

— 2
.C__O <j_’
z—=2o|

tehat most

e _ 1o v

(—= z—2] = b=

_ijz .
- Sy
Z (C f(C) —— (.Z 2’0)_k .

Ezeket az dtalakitdsokat figyelembe véve frhatjuk:
- f(§) k
f(z) - Zeraj{ K2) (C_zo)k_l,ldc (2*20)

© X
- Z%}—Kl) (C _fz(:;)._;;+l dC‘ (Z—Z(])—k =

k=1
-yl 1)
) gﬁf&)md@(z_%)k_'_
! 50) B
' gﬁﬁm)mdc‘(@'—m) :

Bevezetve az

és
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1 G)

L2 R e o e, k=0,1,2,3...
271 Jixy) (€ = =) FH )

jeloléseket, végeredményben ezt irhatjuk:

@)=Y axlz— 2+ ez -2)F =
k=1

k=0

= Zak(z —z)F.

Ezt hivjuk f(z) Laurent-sordnak.

11.1.9. Reguldris és szingularis pontok.

Legyen f(z) a z pont kériil it K kor belsejében mindeniitt, legfeljebb a 2z pont
kivételével, reguléris fiiggvény. Aszerint, amint f(2) a zo pontban is reguldris, illetve nem,
a zp poutot az f(z) reguldris pontjdnak, illetve izoldlt (elszigetelt) szinguldris pontjdnak
nevezzik.

Egy reguldris zo pont kornyezetében a Cauchy-Taylor-féle sorfejtés szerint
(2 (o
f(Z) = f(ZD) + %'())(Z— Z(]) + -'f%(z — 20)2 4o

Ha most f(z) = 0, akkor z az f(z) fiiggvénynek zérushelye, azaz az f(z) = 0 egyen-
letnek gyéke. Mégpedig, ha

flzo) = fl(z0) = f(m) = = F" =) =0,

de
fNz) £ 0,
akkor zp n-szeres zérushely, illetve n-szeres gydk.

Az elszigetelt szinguldris pontokat a kornyezetiikben érvényes Laurent-sor legalac-
sonyabb fokszama szerint osztdlyozzuk. Aszerint, amint ez a sor a (z—2o) n-edik hatvanyat
tartalmazza és

n>0, n<ld, n=-00,
vagyis a {#z — z) negativ hatvany-'t tartalmazd

Qp a3

. + m .o P
in. kritikus, vagy forész

hidnyzik, véges szamid, végtelen sok
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tagbdl all, a szinguldris pont
megsziintethetd, pdlus, lényeges.

Végiil megemlitjiik azt, hogy egy f{z) figgvény co-beli magatartisit a z = % beve-
zetésével adddd

@ =1(3) = Fo

fitggvény ¢ = 0 pontbeli magatartdsdtdl tessziik fiiggdvé. Ha itt F(() reguldris, akkor f(z)
a végtelenben reguldris, ha pedig F({)-nak az origd elszigetelt szinguldris pontja, akkor
f(2z)-nek a végtelen ugyancsak elszigetelt, mégpedig ugyanilyen jellegii szingularis pontja.

11.1.10. A reziduum-tétel

Canchy tétele szerint ha az f(z) fiiggvény a zo pontban és ennek a kirnyezetében regularis,
akkor a zo korili zart L gorbe mentén vett integrdl eltiinik, vagyis

fle)dz=10.
(L)

Ha azonban z szinguldris pont, akkor f(z) Laurent-sora a kdvetkez6 alakii:
f@)= . taw(z—2)"+...a9(z— ) 2+ ai(z - 2) '+

+ag+ a1{z — z0) + az(z - 20)2 + .o tan(z—2)"+ ...

Ha most ezt egy zo-t koriilvevé zdrt L gorbe mentén integriljuk, akkor ezt kapjuk:
f(2)dz = f a_1{z —2) 'dz=2mwi-a_( .
(L) (L}

Innen koévetkezik:

ai= o j{m F(2)dz = Res (§(2))sm,

és ezt nevezzilk f(2) rexiduumdnak.

Ha az L zédrt gorbe tobb izoldlt szingularis pontot zar koriil, akkor az

1
— z)dz
27 (L) f( )
integral értéke egyenld a szinguldris pontokhoz tartozd reziduumok &sszegével. Bz a rezi-
duum tétel.

A reziduum-tételnek fontos szerepe van pl. a sikdramldsok vizsgilatinal, minthogy
a sikdramldsnak azok a pontjai, amelyekben a sik pl. az izoldlt “Grvényszédlakat” metszi,
szinguldris pontok. Az ilyen pontok kériil képezett zart vonalintegralokra a reziduum-tétel
alkalinazhatd, ami a vizsgilatokat messzemenden megkdnnyitheti,

A rezidunm-tétel matematikai alkalmazdsival bizonyos hatdrozott integralok
kiszdmitdsandl taldlkozunk.
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12. Fourier-sor, Fourier-integral.
Laplace transzformacid

12.1. Az approximaciéelmélet néhiny problémajarél

12.1.1. Bevezetés

A gyakorlati alkalmazdsok korében sokszor meril fel annak a sziksége, hogy egy
(példdul megfigyelések, mérések eredményeit tartalmazd) tiblizattal, vagy grafikusan
adott fiiggvényre (valds egyvdliozés fliggvényre) kézelité analitikus kifejezést taldljunk.
Sziikség lehet erre képlettel megadott fiiggvény esetében is olyankor, amikor a képlet
tilsdgosan bonyolult, vagy a kitizétt célok szempontjabél alkalmatlan. Az adott f(z)
fiiggvényt kozelitbleg elballité ¢(z) approvimdld (kézelitd) figguényt rendszerint valamilyen
linedrisan fiiggetlen wi{x) (k = 0,1,2,...,n) figgvényrendszer fiiggvényeinek a lineéris
kombindcidja alakjiban valasztjuk meg:
n
$(z) = Y exenla)

) k=0
(A wi(z) fiiggvények linedris fiiggetlensége azt jelenti, hogy minden szébajéhetd z-re az
azonosan -t add linedris kombinicio csak gy éllhat eld, ha valamennyi cr egyiitthato
egyszerre 0.)

Ha példaul pi(z) = =¥, akkor a
dolz} = Z cxz®
k=0

fiiggvény n-edfoki polinom; vagy ha a vilasztott alapfiiggvények a sin kz, cos kz trlgono—
metrikus fiiggvények, akkor ezek lineiris kombinicidja, a

ﬂ :
Pnfz) = Z(ak cos kz + by sin kz)
k=0
fiiggvény dn. n-edfokd irigonometrikus (Fourier-) polinom.
Kozonséges interpoldciordl beszéliink akkor, ha eléfrjuk, hogy

Plz) = fles), i=0,1,2,...,n

legyen, azaz, hogy n + 1 kiilénbozé z; helyen az approximild ¢(z)} fiiggvény ¢{x;) helyet-
tes{tési értéke megegyezzék az adott f(z;) helyettesitési értékkel. Ezek a feltételi egyenle-
tek a ¢(z)-et definidlé képletben szerepld ismeretlen cx (vagy az ar és bi) egyiitthatdk
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szamara {a felvétel szerinti linedris kombindcié miatt) egy megoldandé {inhomogén)
linedris egyenletrendszerre vezetnek. Ennek az egyenletrendszernek a megolddsaként ka-
pott egyiitthatékkal azutdn ¢(z) mar felirhato.

Az in. Hermite-féle interpoldcié feladata etté] — a kozonséges interpolaci6tdl — abbban
kiilonbézik, hogy a kiilonbdzd z; helyeken nemcsak f(z:) fiiggvényértékeket, hanem még
kiilonbozd rendd fU){(z;) derivaltértékeket is eldirunk.

A kbzonséges interpoldcié feladatdt nem lehet megoldani akkor, ha az adott (i, ;)
értékparok szama (itt 9 = f(;)) nagyobb, mint a ¢(z)-ben felvett ismeretlen ci
egyiitthatok széma. Ilyenkor szoktdk alkalmazni az in. legkisebb négyzetek modszerét.
Fnnek az a lényege, hogy feltessziik azt, hogy 2

m n 2
Qn=2{yi—20k¢k(m5)} , m>n

i=0 k=0
Gin. kvadratikus (négyzetes) eliéréslegyen alegkisebb (azaz minimdlis}. Hogy @ minimum

legyen, annak az a feltétele, hogy

9@ =0, k=0,1,2,...,n
Bck

legyen. Ezek a feltételi egyenletek az ismeretlen c; egyiitthatok szdméara egy megoldandd
(inhomogén) linedris egyenletrendszerre vezetnek, amelynek a megoldasa utan az appro-
ximalé fiiggvény felithaté. (Ezzel a feladattal taldlkozunk pl. a matematikai statisz-
tikiban, vagy a kiegyenlitészamitdsban.)

Gyakran fordul elé az az eset, amikor a kozelités josdgat kifejezd feltételt (vagy
feltételeket) mem (véges szdmi) diszkrét pontokra tdmaszkodva fogalmazzuk meg, ha-
nem valamely adott (véges) intervallumban: « € [a,b]. Legyen pl. é(z) az adott f(z)
fiiggvényt approximalé fiiggvény és eldirjuk azt, hogy az e < z < b intervallumban

|f(z)— (=) < ¢

legyen, ahol ¢ > 0 a megkozelités mértékét jellemz6 allandé. Az ilyen egyen-
letes megkdzelités tényleges realizildsdra — specidlis esetektdl eltekintve — nincsenek
médszereink. Az egyenletes megkdzelitéseket foleg elméleti meggondoldsokban alkal-
mazzik.

A leginkabb haszndlatos az f(z) fiiggvénynek olyan ¢,(z) fiiggvénnyel vald
megkozelitése, amelyre a

b
Qu = ] (/) = dula)}de

kvadratikus (négyzetes) eltérés a legkisebb (minimum). Ha ez a feltétel teljesiil, akkor
azt mondjuk, hogy ¢n(2) az f(z)-et [a,b]-ben azaz az edott intervallumban négyzetesen
legjobban kizeliti meg.

(Megjegyezzilk azt, hogy sokszor a (J,-et definidlé integrdlbart az integranduszt va-
lamely elbre felvett és (g,b)-ben folytonos p(z) > 0 dn. silyfigguénnyel, mint szorzo
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tényezdvel bovitik: .
Q= [ (1(a)— (o) plolio

Dlyenkor, ha &, = minimum, akkor azt mondjik, hogy ¢,(z} az f(z)-et {a,b]-ben a p(z)
silyfiggvény mellett négyzetesen legjobban kozeliti meg.)

12.1.2. Adott fiiggvény négyzetes legjobb megkozelitése adott interval-
lumban

Legyen adott az approximélandé f(z) fiiggvény, amelyrdl feltessziik azt, hogy z € [a,b] és
ebben az intervallumban a négyzetével egyiitt integrathaté. Vilasztunk egy oi(z) (k =
0,1,2,...,n) linedrisan fiiggetlen bazisfiggvényekbsl 4ll6 rendszert. (Feltessziik, hogy
vi(z) fiiggvények az adott intervallumban szintén a négyzetiikkel egyiitt integralhatok.)
A bazisfiiggvények linedris kombindciéjaval képezzik a

6ule) = 3 cupn(s)

k=0

figgvényeket. A linedris kombindciét meghatérozé ¢, egyiitthatdkat dgy akarjuk meg-
hatdrozni, hogy ha = € [a, b], akkor ¢, () az f(z)-et négyzetesen (vagy négyzetes atlaghan)
a legjobban kozelitse meg, azaz legyen

b n 2
Qn = / f(z) - ch(pk(a:) dz
¢ k=0

a legkisebb (minimum).

Lithaté az, hogy Q. az n + 1 hatdrozatlan ¢, paramétereknek kézdnséges valods
tobbvaltozés fiiggvénye. Ennek keressiik a minimumat. A minimum létezésének sziikséges
feltétele az, hogy

0Qx
dc;

b n
:—2/ {f(m)—ch(pk(m)}ga;(w)dw:0, t=10,1,2,...,n
a k=0

legyen. (Be lehet azt Dbizonyftani, hogy annak kévetkeztében, hogy a
bazisfiggvényrendszer fiiggvényei linedrisan fiiggetlenek, a sziikséges feltétel a minimum
létezéséhez egyben elégséges is).

A ¢; paramétereket meghatdrozd egyenletrendszer atrendezve igy fest:

n b b
ch/ wi(x)pr(z)dz :/ fleyoiz)de, i=0,1,2,...,n.
k=0 a n

Vezessiink be egyszeriibb jeltléseket:

b
/cpi(m)(pk(x)dw = (¥i9r),

illetve
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b
j Heyez)ds = (fr) .

(Szoktdk ezeket az integralokat a (v, ¢x) ill. (f,p:) skaldris szorzatoknak is hivni;
(f, ) = || fII? pedig f-nek énmagaval vett skaldris szorzata, azaz f normdjénak o négyzete.)
Tehét a feltételi egyenletrendszer roviden a kdvetkezd lesz:
Zci((piatpk):(fﬂpi): i:0,1,2,...,n.
k=0
Ennek az inhomogén linedris egyenletrendszernek
az egyiitthatémétrixa (a o, 91, @2, .., @y figgvényrendszerbsl képezett tn. Gram-féle
matrix):

("PO) {100) ((pﬂa (Pi) T (9901 (Pn)

(‘Pla (100) ((1911 (1‘91) e ('*1‘911‘191:)
G = : : :

({1‘9111 (PO) (lpn, lpl) . (‘Pan (Pn.)

bizonyithatéan (a bézisfiggvények linedris fiiggetlensége alapjin) definit pozitiv, tehdt
nem szingularis (det(G) # 0), azaz 1étezik az inverze, azért a c; egyiitthatdk egyértelmiien
hatdrozhaték meg. Az ezekkel képezett

T

$n(z) =Y crprl)
k=0

approximalé figgvény valéban @, minimumdt adja. Ezt a minimumot, felhaszndlva a

n

Zci(ﬁoia@k):(f’tpi)1 7::0)1127'--577'

=0
Bsszefiiggéseket és a Q, képletében az integraljel alatt a négyzetreemelést elvgezve, igy
frhatjuk:

n

5 2
(Qn)rm’n:/ {f(w)—zq-%(l‘)} dz =

k=0
b n n n
= / {fz(w) —23 e f()e(@) + DD cmtpk(:rr)w(m)} de =
b k=0 - k=0 {=0
= AP -2 el fipr) + D e (E Ci(‘Pka‘F’i)) =
k=0 k=0 1=0

13

= [IFI? = ex(frw) 2 0.

k=0
Ebba] kévetkezik, hogy a négyzetesen legjobban kozelitd ¢, esetén:

> el fren) <N

k=0
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12.1.3. Ortogonalis bazis-fliggvényrendszer vilasztisa

A négyzetesen legjobb kozelités — el6zé pontban bemutatott — eljardsa messzemenden le-
egyszeriisodik akkor, ha olyan () (k = 0,1,2,. .., n) bézisfiggvényrendszert vilasztnuk,
amely az [a, b] intervallumban ortogondlis, azaz

b 0, ha i # k&,
(i, 08) = / wi(z)pp(z)dz = {”(pk”?’ >0, h: :i k.

Ekkor ugyanis a fiiggvényrendszer Gram-féle métrixa, a csupa pozitiv lxl|* nor-
manégyzetet a fodiagonalisiban tartalmazé diagondlmatrix lesz:

loo? 0 .. 0
go| Ol o
0 P

és a N
$alz) = ) crprfa)
k=0

approximalo figgvényben szerepld ¢, egyiitthatdkat meghatirozs feltételi egyenletrendszer
ilyen alaki egyenletekre redukalédik:

llerllPer = (Frwr) . k=0,1,2,...,n.
Innen pedig a megoldds egyszeriien

o = (f, )
lonil?

k=0,1,2,...,n.

Még egyszeriibb a delgunk, ha a bazis fiiggvényrendszer nemecsak ortogondlis, hanem
normdlt is (ortogondlis és normalt = ortonormdlt), azaz

0, hat#k,

(pintpi) = Bt = { 1, hai=k

Ennek a fiiggvényrendszernek a Gram-féle métrixa (n + 1)-edrendii egyéégmaﬁtrix és igy
az approximalé fiiggvényben szerepld ¢ egyiitthatdk egyszeriien a kivetkezdk:

= (fen), k£=0,1,2,...,n.

Az approximdlandd és approximdld figgvények négyzetes eltérésének a minimuma

a.} ortogonalis bazisfiiggvények rendszere esetén:

b R B
(@i = j {F(@) = bu(2)}2dz = |If — gull® =



n
=If =) apl® =
k=0
n

= AP =3 hllesl® 2 0;

k=0

b.) ortonormalt bizisfiiggvények rendszere esetén:

(Qn)min = ”f”l - Zci >0.

k=0

Ebben az utébbi esetben tehdt teljesiil az in. Bessel-féle egyenlétienség:
n
2 2
Yo <A
k=0
Ha az ortonormalt bazisfiiggvény-rendszer fliggvényei végtelen sorozatot alkotnak és

lim {Qn)min = lim “f - 9611”2 =0,
—00 N~—>0CO

azaz
lm [|f—du]]=0
nN—+00

(a bazisfiiggvényrendszer teljes), akkor azt mondjuk, hogy

c
> erpr(x)
k=0

az {e, b} intervallumban négyzetes dtlagban konvergd! f(z)-hez.

Ekkor érvényes a ¢ egyiitthatdkra az in. Parseval-féle egyenldség:

=5}
dock=NA7.
k=0

A négyzetes dtlagban f(z)-hez konvergilé ¢,(z) figgvénysorozatban szerepld ¢; =
= (f, k) egyiitthatdk sorozata nullasorozat:
lim e, =10.

n—oo

A négyzetes dtlagban valé konvergencia nem tévesztendo Ossze az dn. pontonkénti kon-
vergencidval. Pontonkénti konvergencia (azaz, hogy barmely z € [a, b] mellett

3" cupul®) = f2)
k=0
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legyen) altaldban nem teljesiil. Ez ugyanis azon milik, hogy a ¢; egylitthaték milyen
gyorsan tartanak 0-hoz; ez pedig az f fiiggvény lokdlis tulajdonsdgaitdl fiigg. Ha pl. f(z)
az [a, b] intervallumban kétszer folytonosan derivdlhaté, akkor biztosan

oC

lim ) expu(e) = f(=)

k=0
az [a, b]-ben egyenletesen.
A pontonkénti konvergencia elégséges feltéiele az, hogy fl(z) az (a,b) intervallum-
ban kielégiti az dn. Dirichlet-féle feltételeket, azaz minden = € (a,b)-helyen, legfeljebb

végesszdmi hely kivételével f(x) folytonos és a szakaddsi helyeken létezik f(x)-nek és
f'(z)-nek véges jobb- és baloldali hatarértéke. llyenkor minden zo € (g, b) helyen

> crpr(o) = f(zo = 0) ; flzo +0) ,

k=0

azaz a sor Osszege egyenld az zg-helyhez tartozd f(zo — 0) baloldali és f{zg+ 0) jobboldali
hatérérték szamtani kézépértékével.

12.2. Fourier-polinom. Fourier-sor. Fourier-integral

12.2.1. Fourier-polinom.

Legyen adva egy integralhatd f(x) fiiggvény, amely 27 szerint periodikus, azaz

flz+2m) = f(2) .
Keressiik azt a N

dn(z) = ff_o + Z(a,,ec cos kx + by sin kx)
2
k=1

approximalé trigonometrikus polinomot (Fourier-polinomot), amely f(z)-et a tetszéleges
¢ < z < e+ 27 intervallumban négyzetesen a legjobban megkozeliti. {Az elsé tagban -
.bizonyos képletek egydntetiisége kedvéért — %t irtunk g helyett.)

Mindenekel5tt konnyi azt beldtni,
hogy a ¢..(z)-ben szerepld 1, cos 2, sin «, cos 2z, sin 2z, ..., coskw,sin kz, . .., cos nx, sinnz
figgvények barmely 27 hoszisigi intervallumban ortogonilis fiiggvényrendszert alkot-
nak, azaz e fiiggvények koziil tetszoleges két killonbéz8 figgvénynek a szorzatit barmely
27 hossziisag intervallumban integrélva, eredményil 0 ad6dik.

Valéban

a2 : e 0 H . .5 et .
/ 1. coskzdr = [—Sm:m] = sinka + kiﬂ-) sin ka =0, (k#0)

a
és
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a+-2r - a2 _
/ 1 sinkzdy = [—-—C(: Im] - Zoosthet '22”) tcoska 0, (k#0)

a

mert sin kx és coskz 2 szerint periodikus fiiggvények. Hasonld ok miatt

a+2m 1 a§2r

f cospz - cosqrdr = 5] {cos(p+ ¢)z + cos(p— q)atdz =0, (p# q)
y a+2r 1 aa+2'rr

/ sinpz « singzder = 5/ {cos(p— q)z — cos(p+ q)z}dz =0, (p#q)

a+2m 1 a2
-/ sin pz - cosgzdz = 5[ {sin{p+ @)z +sin(p—q)z}dz=0. (p#q)

Mdsrészt viszont

a+2r
/ 1¥de =27,
a

a+ 2T a+$2x
/ cos? krdz = / sinfkedz =7 .
a a

Ezért az f(z) fiiggvényt approximalé trigonometrikus polinomban szerepls egyiitthatkra
a kovetkezd Gn. Euler-Fourier-féle képletek adédnak:

@ 1 at2r

"22 = g f(ﬂ:)dﬂ? 3
1 a+t2m

ap = ;] flz)coske dz
1 aa+21r

b = ;-/‘ f(z)sinkz dz |

aholk =1,2,...,n.

12.2.2. Fourler-sor

Felmeriil az a kérdés, hogy ha az f(z) fiiggvényt approximalé Fourier-polinomban n értékét
minden hatdron til néveljik, azaz véges tagszamii Gsszeg helyett a

- Q0
a .
d(z) = 2 Z(ak cos kx + by sin kz)
2
k=1
végtelen fiiggvénysort képezzitk (ezt hivink f{z) Fourier-sordnak), akkor milyen feltétel
biztositja azt, hogy ¢(x) konvergens legyen és Gsszegként f(z)-et eldallitsa.

A Tourier-sor konvergenciajit iletden — azon tdlmenden, amiket a 12.1.3. ponthan
mar dltaldnossigban mondtunk — megjegyezziik, hogy mivel |coske| < 1 és |sinkz| < 1
minden k egész szdin esetén, azért — Welerstrass téiele alapjan - ha az egytitthaték abszolit
értékeibdl alkotott végtelen numerikus sor konvergens, akkor biztos, hogy a

Qg ad .
¢z) = 0 + ;(ak cos kx + sin kz)
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Fourier-sor abszolit és egyenletesen kounvergens.
Példdk
1.) Legyen
-z hal <z < 2r
=77 > .
/() {f(:c +2r} egyébként.

Allitsuk eld f(x}-et Fourier-soraval.

A Dirichlet-féle feltételek teljestilnek: flz) az @ = 2kn (k = 0,41,42,...) helyek
kivételével folytonos, tehat e helyek kivételével mindeniitt f(z) egyenld a Fourier-sordval.
Az ¢ = 2kx helyeken pedig, mivel f(z)-nek a jobb- és baloldali hatirértékei szamtani
kézépértéke 0, azért itt a Fourier-sor Osszege is 0.

f(z) paratlan fiiggvény, azért a, = 0 (k =0,1,2,...) és a Fourier-sor tiszta sinus-sor
lesz. Mivel pedig

1 77— 1
bk:;/(] ”stinkzd:z:E,

azért in2 in3
f(z) = sinz + san2 T sm3 z
2.) Legyen
T—z, ha0<z<nw
fla)={ n+=z, ha -7 <z <0,
f(z +2m) egyébként.

Allitsuk elé f(z) Fourier-sorat.

f(z) mindeniitt folytonos, teh4t Fourier-sora mindeniitt eléillitia f(xz)-et. Tovabba,
mivel f(x) pdros fiiggvény, azért by = 0 (k=0,1,2,...).

Legyen elészor k # 0, akkor

ar = i/ flx) coskz dw:E/ (m—=z)coskz dz =
T — Vi 0

0, ha k pdros szam,

B m( ~ coskm) =, =, hak paratlan szém. -

Végiil
ag T f" 1 T
—_ = — dr = = —_ = —
2 2mj_, f(z}ds 7r(7r z)ds 2’

tehat

f(:r)—£+4 CO:B—E—COS&B cos Hx
T2 T\ 37 52

Eredményiinkben = helyébe 0-t helyettesitve, érdekes eredményre jutunk:
Ry U
T2 32 52 !
ahonnan :
1 1 o
1+ 32 + 5 +---=
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12.2.3. Fourier-integral

Legyen f(z) olyan periodikus fiiggvény, amelynek nem 2, hanem (tetszleges [ mellett)
2! a periédusa. Akkor, ha f(z)-et a Fourier-sora el6allitja, akkor ez ilyen alaki lesz:

f()—*“-!-z:(akcos + bys nka) ;

ahol most

ax

b
k

1 a2

= 5 f(CL‘)dQ: )

2 /.

a+2t
= %f fz)cos Mdem,

1 a2 k

= —/ f(m)sinﬂdm
L/ [

= 1,2,3,...

Helyettesitsiik be ezeket az egyiitthatékra nyert képleteket f(z) Fourier-sordba, legyen
tovabbd — a szimmetria kedvéért — o = —I és jeldljik az integricids valtozdt £-vel. Ekkor

lesz:

o~ =

)
+>
k=1

e

[
sy =5 [ re+

lcl;é-cosk—ji-i- nE;—g— sin m}df_

I < 1 k —
— 5 [ fere+ > /(€ cos LGRS

Tegyiik most fel azt, hogy a filggvény 2/ hosziisigi periddusa minden hatdron til
névekszik, azaz f(z) aperiédikus; tovabbd azt, hogy | f(x)|-nek a (o0, co) intervallumra
kiterjesztett improprius integrilja véges érték. Ekkor egyrészt % — 0, mdsrészt a T=s
azaz | = T vélasztdssal (amikor is I — co-nek megfelel £ — 0):

f(z)

Il

Z jif(f) coske(z — £)dE =

- /D ]_oo Fl&) cosv(z — E)dudy .

Ez az f(z) figgvény n. Fourierintegrdlia.

Ugyanezt még igy is irhatjuk:

flz)= / {a{v) cosvz + b(v)sinvz}dy ,
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ahol

=3
—

=
e

]

1 00

;r-[—oo f(2) cosvz dx |
1 f* .

;_/;oo f(z)sinv zdz .

o
—
<
—
It

Be lehet bizonyitani, hogy f(z) Fourier-integralja létezik (konvergens), ha f(z) birmely
véges intervallumban kielégiti a Dirichlet-feltételeket és ezenfeliil az

| ir@es

improprius integrdl véges értékhez konvergil.

12.3. Laplace- transzformaci6

12.3.1. A Fourier-sor és a Fourier-integral komplex alakja.

Legyen a 2! szerint periédikus f(z) fiiggvény a konvergens Fourier-soraval elallithaté:

[s.e]
_ % r —
flz) = 2 +kz=;(&kcoskt:c+bksmklx) .

At akarjuk fogalmazni ezt a sort komplex alakba. Vezessiik be ebbél a célbél a sor valés
egyiitthatdi helyébe a kivetkezd egyiitthatékat:
Qg

= 3

2

ay — ihy _ og + by

) sy C—f ) 1
Ez utébbi két dsszefiiggeshtl azt kapjuk, hogy

cip = k=1,2,3,...

ar=cptcy, b=ilcg—~cp), £=1273,...

Ezeket felhaszndlva, a kévetkezOket frhatjuk:

o0
T T
flz)=co+ kZ} (Ck cos kTa: + c_j cos k?a:) +

+2i(cksmk—m—c ksmkla:) =
k=1
_cg+2ck(coskl:c+zsmk $)+}§c k(cosk a:—-zsmkl:r)
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= i ek (cosk?z-{—isink%m) .

k=—o0c
Es ha most még figyelembe vesziik az Euler-féle dsszefiiggést, akkor végiil:

(e

)= E cpetfTe

k=—o00

Ha feltessziik azt, hogy f(z) ezzel a komplex alakd figgvénysorral allithato el6, akkor
a ¢ egyiitthaték kiszdmitdsara 4j médszert is taldthatunk. Ha ugyanis megszorozzuk az
egyenletiink mindkét oldalit az e~ fiiggvénnyel és mindkét oldalt integréljuk —I-t8l

{-ig, akkor lesz:
! . oo P "
f f(:l:)f!—ml‘_rd$ - Z cﬂf et(n—m)Txdx .
-1 —i

n=—0cd

Azonban konnyen beliathatd, hogy

L =
] ei(n—-m)Trda’_ — { 0, han # m,

! 21, han=m
és igy
17! inx
Cn = 5_/ f(E)e_"ngdEa 71:-"1_21—13051:21---
-

Ha figyelembe vesszilk ezt az egyiitthatdkra kapott eredményt, akkor a Fourier-sort {gy
is fthatjuk:

co ! o
HORIDD %f_, f(g)e R dg .

k=—o00

Tegyiik fel most azt, hogy ! — oo és a nem periddikus f{z) olyan, hogy

[ @yes

konvergens, akkor nyerjiik a Fourier-integral komplex alakjat:

f(e) = 217 /_ . /_m F(&)e™ W dedy =

= [T e [T reeaeay.

Ezt az eredményt szét lehet bontani két képletre:
[ noettae=ow) & 5o [ aweray= s
—00 T J—oo
Még megjegyezziik azt, hogy — a szimmetria kedvéért ~ szoktdk az

=5 [ e [ noestie) a
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Fourier-integrdlban a zardjelbe tett — az y paramétertéd] fiiggd — fiiggvényt g(y) helyett
V2rg(y)-nak vélasztani és akkor

f(z) = % ]_Zg(y)e"wdy
és ) o e
oe) = o= / " @

Ha feltessziik azt, hogy az elsd egyenletben f(x) ismert és g(y) ismeretlen, akkor ennek az
“integrilegyenletnek” a megoldisit a misodik egyenlet szolgaltatja, és viszont.

Adott f(z)-hez a megfelels g(y)-t egy dn. fiigguénytranszformdcid (Fourier-
transzformdeid) rendeli hozza:

F{f(2)) = \/% [ " e de = o(y) ;

és viszont, ennek a transzformécidnak az inverzeként:
- 1 °° ;
FHw) = 7= [ atwedy = (o).
-0

12.3.2. A Laplace-transzformaéacié bevezetése.

Legyen a ¢t id6tol fiiggd F(t) fiiggvény Fourier-integrallal eldallithaté:

P(t) = 5- f { [ F(r)e“iyfdr}eiytdy,

amit a kovetkezd két integrélegyenletre lehet szétvilasztani:

PO = o [ sy,

= [ e,

Az els§ integrilegyenletet figy lehet értelmezni, hogy az az id&tdl fiiggd F(t) figgvényt

fly)e?

“rezgésekbdl”, mint dsszetev6kbol dllitja els, ahol a rezgések “frekvenciaspektruma” foly-
tonos a —oo < ¥ < oo intervallumban. A frekvenciafiiggd f(y) amplitddéfiiggvényt pedig,
amely F(t)-hez tartozik, a masodik integral dllitja el8, hacsak ez a F(t) olyan, hogy ez az
integral konvergens.

Vilasszunk most F(t) helyett egy tetszdleges z > 0 paramétertdl fiiggd

e~= F(t)
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alakd fiiggvényt, azzal a feltevéssel, hogy F(t) = 0, ha ¢t < 0. Ekkor azt kapjuk, hogy

flyiz) = f e~ T F(t)dt .

00
0

Be lehet azt bizonyftani, hogy ez az integrdl konvergens minden olyan F(t)-re, amely
az integrdlds intervalluméban egyenletesen korldtos, azaz

|[F($)] <M, ha t>0.

Az is bizonyithaté, hogy az integra]l akkor is konvergens, ha F'(¥) minden véges [a,b]
intervallumban {0 < @ < t £ b) korldtos és van olyan zg (z > 7 > 0), hogy

i PO 4

fsco e%ot

vagyis t — oo mellett | F(t)|]-nek a nagységrendje megegyezik e?o* nagysigrendjével.
Ezekkel a feltevésekkel tehdt ezt irhatjuk:

1 [ : 0 hai <@

— {=t+iy)t £, - ’ ’

o7 /_me fyio)dy = {F(t), hat>0
és

joa e_(:c+i-y)tF(t)¢t — f(y, $) .
0

Vezessiik be az
s=z+ 1y

komplex viltozét, amikor is az elsd integrilban egyrészt irhatjuk, hogy

flyz) = f(s),

tovbbs az integraldst a komplex s-sikban a rogzitett z > 2¢ > 0 mellett = —ioo és z + o0
kozott végezhetjitk s szerint (ds = idy):

1 fEtie ‘[0, hat <0,
e e f(s)d's:{F(t), ha t> 0, (z>20>0)

2mi T—ic0

és

foo e " F(t)dt = f(s), Re(s)> zo.

0

Ha ez az utébbi integral konvergens, akkor azt mondjuk, hogy ez az in-
tegraltranszformécié, mely F(t)-hez f(s)-t rendeli hozzd, az F(t) fiiggvény Laplace-
transzformdcidja és {gy jeldljiik:

L{F({)} = f(.s) = /000 e F(t)dt, Re(s)> zo R

44



Az inverz Laplace-transzformacié pedig:

1 1 z+ico s
L7HF(8)} = o= e” f(s)ds =

0, That<o,
ami ) { {£ >3 >0).

F(&), hat>0 ,

Szokdsos elnevezések: F(t) a tdrgyfiiggvény és ennek Laplace-transzformaltja f{s) a
képfigguény.

Példaként szamitsuk ki néhdny egyszerfi fiiggvény Laplace-transzformaltjat.

1.} Legyen

1, hat>0
F() = {0, ha,t<0j

(Heaviside-féle “egységugrds” fiiggvény.)

Ekkor ~ feltételezve azt, hogy Re (s) > 0 -

S

L{F(t)} = /:e—stdt - [JE-“]OO -1

2.) Legyen a > 0 valés sllandé és

0= { wmize
o LEWY = [ et [ : -“]m e
= € = f——e = ,
A s u s
Re (s) > 0.

Eredményiinket Gsszevetve az eldz8 pelda eredményével, azt mondhatjuk, hogy ha

L{F(t)} = f(s},

akkor
L{F(t—a)}=e"*f(s); a>0.

3.) Legyen A tetszileges komplex 4llandé (Re (A} < Re(s)) és
F(t)=¢ (t>0).
Ekkor .
L{eM} =/ eMe ot dt =
0

_ / * oMy = [_ 1 )‘e—(s-mr -

0 & — 0 s—A

Erre az eredményre tdmaszkodva kapjuk a kovetkezd képleteket:

E{sinwt}:E{%(e'-w‘~e_i“")} = -1__( LI ):

2 \s—iw s+w
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w
T2 4wk’

c{coswt}=c{%(e"wf+e-*w‘)}=%( LI )

s— i 3+ iw

ahol Re(s) > 0 ésw > 0.

s

T tw?’
Megjegyezziik azt, hogy kiildnbsz8 képletekkel megadott fiiggvények Laplace-
transzformaltjat (és ezek inverz transzforméltjait) kézikényvek tdblézataiban lehet
Ssszefoglaiva megtaldlni.

ahol Re (s) > 0 és w > 0.

12.3.3. A Laplace-transzformacié nehany tulajdonsaga.

fiiggvényekre alkalmazott néhany specidlis miivelet Laplace-transzforméltjara vonatkozé
tételeket foglalunk Ossze.

Hasonldsdgi tétel: ha
L{F(t)} = f(s)
akkor L e
L{Pa)} =-f(2) , a>0;
hiszen

L{F(at)} = /Ome-“F(at)dt - lfome—ifp(r)df _ %f (.Z) ,

a
az at = T helyettesitéssel.

E tételt — inverz médon — igy is lehet fogalmazni:
. 1 (t
L {f(bs)} = EF E y b>0.

Eltolds a valds t-tengely mentén:

Legyen a > 0 valés allandé. Két esetet kell megkiilonboztetni aszerint, hogy F(3)
helyett F(¢ — ¢)-16l, vagy F(t + a}-rél van sz6.

Az elsd esetben egyszerfien, a ¢ — a = 7 helyettesitéssel kapjuk, hogy
L{F(t —a)} = e f(s) .

A mésodik esetben viszont, “balra” toldskor, le kell “vigni” az eredeti fliggvénybdl
annak a-hosszisagh kezdeti szakaszat és igy

L{F({t+a)}=e* (f(s) - / e“"‘F(t)dt) .
o .
Eltoldsi tétel a képfigguényre nézve:

L7 f(s +a)) = ()
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ahol a tetszoleges komplex szam lehet. E tételt szoktsk csillapitasi tételnek is nevezni.
Valésigos csillapitds a térgyfiiggvényben persze csak akkor 1ép fel, ha @ > 0 valds szam.

A tdrgyfigguény deriviltjinak Leplace-transzformiltja.
Feltessziik azt, hogy F(t} minden t > 0 mellett derivalhaté és létezik a

tI—iHylo F(t) = F(+0)

jobboldali hatdrérték.
Induljunk ki a kdvetkezd egyenldségbil:

B 8
] e F/(t)dt = e P F(B) — e~ ** F(a) + 3/ et F(t)dt .

=4

Ha most & — +0 és 8 — co mellett 1éteznek a megfeleld improprius integralok, akkor

o] [ o]
/ e F(t)dt = / e~ F(t)dt — F(+0) ,
0 0
vagyis
L{F'(t)} = sL{F(t)} — F(40) . (Feltessziik, hogy Re (s) > v > 0.)

Analég moédon lehet — megfeleld feltevések mellett — a kévetkezd eredmenyekre eljutni
(Re(s) >y > 0):

L{F"(2)} SSL{F(t)} ~ sF(+0) — F'(+0),

L{F"(t)} = $SPL{F(t)} - $F(+0) - sF'(+0) - F(+0) ,

L{FM (1)}

il

S"L{F(t)} = s" 1 F(40) — s" 2 F(+0) — ... -
—sF=2(40) — FI-1(40)

A képfigguény derivdlasdt illetden megjegyezzilk azt, hogy az

L{F(8)} = f(s)
komplex véltozés fiiggvény analitikus, kévetkezsleg akdrhinyszor derivalhaté.
Tehit az

f(s) = -[]oo e F(i)dt (Re(s) >y > 0)

egyenletbdl kovetkezik, hogy
Fls) = - ] Rt = —L{F()]}
1]
fs) = ] e~ EF(t)dt = L{LFQ)}
g

F"(s)

(-1® /ﬂ ” e F(t)dt = (~1)"L{t"F(2)} .



Vagy az inverz Laplace-transzformaciéval megfogalmazva:

L7Hf(s)} @),
L7Hf (o)} —tF(t)
L)} = £F(Y),

I

L)) = (1)

Fzeknek az osszefiiggéseknek az alapjén lehet igazolni példdul azt, hogy mivel

1, hat>0
F(t)"{o, ha ¢ < 0

Laplace-transzforméltja: )
£{1} = = (Re(s) > 0)

azért
ey M _

.C{t}—g;_‘ﬁ‘, 71.—0,1,2,...

Vagy mivel
LiMy = 5, (Re(s) > Re(A)
azért
My
L{te'} = G (Re (s) > Re(A})) .

A tdrgyfiigguény integrdljdra vonatkozélag érvényes a kiovetkezd Osszefiiggés:

L{f;F(r)dr}z@,

f(s}=L{F®@)} (Re(s)>7>0)
(Feltessziik, hogy ez 1étezik).

ahol

Befejezésiil definidljuk elészér ket figgvénynek (F1(2) és Fy(t)) tn. konvohicidjdt:
t
j AR -rdr=Fi+F,.
0

A konvoliicié (az Fy + Iy jeldlés a szorzésra emlékeztet!) a szorzdshoz hasonléan kom-
mutativ és asszociativ milvelet:

F]*FQZFQ*Fl,

(Fll *Fz)* F-; = F1 *(Fz* F’;) .
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A Laplace-transzformacié alkalmazdsa, pontosabban megforditdsanak gyakorlati kivi-
tele szempontjibdl alapvetd az tn. konwolicidtétel:

L{F(6) * B0} = L{A®)} - L{FR®)} = fis) - f2ls)

ﬁ*l{fl(s) ' fz(s)} - F](t) * Fg(t) .

A tétel érvényességét illetden megjegyezzitk azt, hogy az sllitds igaz, ha L{F{#)} &
L{F,(t)} 1étezik és legaldbb az egyik abszolit konvergens.

49






13. Kozonséges differencialegyenletek

13.1. Bevezetés

13.1.1. Definiciék, osztalyozas.

A valds egyviltozds fiiggvények integrilszamitdsdnak alkalmazdsai kozott targyaltuk
a kvadratira problémadt é&s annak egyik altalinositisaként az n-edrendii kvadratira
problémat, valamint ezekkel Ssszefiiggéshen a legegyszeriibb, kvadratirdval megoldhaté
differencidlegyenletek néhdny tipusdt. A vektor-vektor figgvények egyéridkii skaliris
potencialja létezése kérdésének vizsgdlata és a potencidl meghatirozdsa ugyancsak a
kvadratira probléma egyik altaldnositisira vezetett. Mindezek a kérdések a dif-
ferencidlegyenletek targykorébe tartoznak. A kdvetkezdkben a differencidlegyenleiek
elméletének és gyakorlatanak néhdny, az alkalmazisok szempontjab6l legfontosabb
kérdésének a vizsgalataval foglalkozunk. Mindenekelott lissunk néhdny definiciét!

Az olyan egyenletet. amelyben allanddkon kiviil egy (vagy tSbb) fiiggetlen véltozd,
ennek (vagy ezeknek) valamilyen ismeretlen fiiggvénye (vagy fliggvényei) és ennek a
figgvénynek (vagy fliggvényeknek) a fiiggetlen valtozéd (ill. véltozok) szerinti kozdnséges
(ill. parcialis) derivaltja vagy derivatjai szerepelnek, differencidlegyenletnek nevezziik.

Ha a differencidlegyenlethen szerepl6 ismeretlen figgvény egyviltozss (pl. y(z)), s igy
ennek a [iiggetelen valtozdja (x) szerinti in. kozdnséges derivaltjai (3, 4", ...,y lépnek
fel. akkor a differencidlegyenletet kézénséges differencidlegyenletnek nevezziik. Pl

Fla,y,y' " ...,y =0,
vagy esetleg a legmagasabbrendi derivaltra kifejtett (explicit) alakban:

¥ = Sy, g Y)Y

Ha viszont a differencidlegyenletben szereplé ismeretlen fiiggvény két- vagy tobbviltozds

(pl. w{ay.@e.....2¢)) s Igy ennek a fiiggetlen véltozdi szerinti parcidlis derivaltjai
Pu  Bu lépnek fel, akkor a differencidlegyenletet parcidlis differencidlegyenletnek
Az * Jx; . p gy

nevezziik. Pl

F(ml,xg,...,mk,u Ou du Bu)

t %, E, caey 67}:

Ha az ismeretlen fiiggvények (akar egy-, akar tobbvaltozésak) szdma egynél tobb, akkor
— az ismeretlen figgvények meghatdrozhatdsiga szlikséges feltételének megfeleléen — az
ismeretlen fliggvények szdamaval egyenlé szdmi differencidlegyenletbdl dllé (kézonséges,
illetve parcidlis) differencidlegyenietrendszerrel van dolgunk.

Mind a kozomséges, mind a parcidlis
differencialegyenleteknél és differenciilegyenletrendszereknél alapvetd osztalyozasi szem-
pont az egyenletekben szerepl6 derivdliak rendszdma. A differencidlegyenlet rendszdmit a
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benne szereplé legmagasabbrendd derivdlt hatirozza meg. Ennek megfeleléen beszéliink
elsérendii, masodrendil, ..., n-edrendii kdzdnséges, vagy parcidlis differencidlegyenletrdl,
illetve differencidlegyenletrendszerrdl. -

Egy mdsik, szintén lényeges szempont szerint a differencidlegyenlet (ill. differencial-
egyenletrendszer) lehet linedris, vagy nem linedris. Ha a differencidlegyenlet (ill. diffe-
rencidlegyenletrendszer) olyan, hogy — esetleg megengedett dtrendezés utan — az ismeretlen
fiiggvény (ill. fiiggvények) és ennek (ill ezeknek) derivaltjai csak elsé hatvinyon szerepel-
nek benne és ezek szorzatai egyaltaldn nem lépnek fel, akkor a differencidlegyenlet (ill.
differencidlegyenletrendszer) linedris, ellenkez6 esetben nem linedris.

Pl

v+ a1 ()" + L+ e}y + a (@)Y + ao(a)y = f(=)

egy n-edrendi linedris differencidlegyenlet. Viszont
vy =z’ +sinz
nem linedris elsérendii differencidlegyenlet.

Legyen adva 3ltaldnos alakjdban egy n-edrendili kizonséges differencidlegyenlet, a leg-
magasabbrendii derivaltra explicit alakban:

¥ = fzyy .Y

Ha az y ismeretlen fiiggvény mellett még n — 1 tovdbbi ismeretlen segédfiiggvényt
vezetiink be, amelyek y-nal és egymassal a kovetkezd médon fiiggenek ssze:

" = ¥,
dip
Y2 = y{ = dr = y’ s
dyz
¥ = ==Y s
dyn_1 e
= Y=g = y

akkor az adott differencidlegyenlettel ekvivalens, » ismeretlen figgvényt tartalmazd
kovetkezd elsérendii differencidlegyenletrendszert nyerjiik:

W,
dz 2
G
dt 3o
d'yn—l =y
dz n oy
dy,
—Eyj = f(a:)yl:y'l""ayn—]ayn} .

Eppen ezért alapvetd fontossigi az elsérenddi differencidlegyenletek és dif-
ferencidlegyenletrendszerek targyaldsa, mert minden olyan magasabbrendii diffe-
rencidlegyentetet, ill. differencidlegyenletrendszert, mely a legmagasabbrendii derivaltakra
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nézve explicit alakban adott, az eldzé fogdssal 4t lehet fopgalmazni elsérendii diffe-
rencidlegyenletrendszerre.

13.1.2. Differencidlegyenletek megolddsa, a megolddsok geometriai
értelmezése.

Lgy differencidlegyenletet megoldani annyit jelent, mint meghatdrozni mindazokat a
figgvényeket, amelyek derivdltjaikkal egyiitt az adott differencialegyenletet azonosan
kielégitik. Ezek a fiiggvények a differencidlegyenlet megolddsai. A differencidlegyenletek
elmeletének alapfeladata adott differencidlegyenlet sszes megoldasinak megkeresése és
ezen megolddsok sajdtsigainak a vizsgilata. Mivel a differencidlegyenletek megoldisit
dltalaban integralokra vezetjilk vissza, a megolddst szoktdk a differencidlegyeniet in-
tegrdljdnak is nevezni, magit a megolddsok megkeresését pedig a differencidlegyenlet in-
tegraldsdnak.

A differencidlegyenletek megolddsai kozott megkiilénboztetiink dltaldnos megolddst és
partikuldris megolddsokal; mis szempont szerint reguldris (kozénséges) és szinguldris me-
golddsokat.

Az n-edrendii kozdnséges differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa az a diffe-
rencidlegyenletet azonosan kielégits fliggvény, mely pontosan n tetszéleges, egymastdl
figgetlen allandé paramétert tartalmaz. Pl. az

Flz,y, v, 9", .. y™) =0

differencialegyenlet dltalinos megolddsa ilyen alaku:
¢($,y,6'1, C-'-g, PN ,(-',l) =0 5
ahol C'1,0%, ..., (), tetszileges, egymadstdl fiiggetlen allanddk.

Az n-edrendii kézonséges differencidlegyenlet partikuldris megolddsai olyan, a diffe-
rencidlegyenletet azonosan kielégité figgvények, amelyek legfeljebb n — 1 tetszdleges,
egymastdl figgetlen dllandé paramétert tartalmaznak. Specidlis esetben a partikuldris
megoldds egyetlen paramétert sem tartalmaz. Partikuldris megolddsokat az dltaldnos me-
goldasbdl tgy lehet elédllitani, hogy a benne szerepld allandéknak konkrét értéket adunk.

Ahhoz persze, hogy az 4ltalanos megolddshdl konkrét partikularis megoldésokat
kivalaszthassunk, bizonyos mellékfeltételeket szokds elirni. Ilyen mellékfeltételek lehetnek
Un. kezdeti feltételek, vagy pedig kerileti feltételek (mas néven peremfeltételek). Kezdeii
feltételek elGirasa esetén beszéliink kezdeti értek feladatrdl, peremfeltételek eldirdsa esetén
pedig peremérickfeladatrdl. Egyetlen partikuldris megoldds kivalasztdsdhoz pontosan an-
nyi kezdeti-, ill. peremfeltételt kell eldirni, ahdnyadrendil a differencidlegyenlet.

Pl. ha a megoldandé elsérendil differencialegyenlet

f(iﬂ,yay'} =0,

akkor kezdeti feltételként eldirjuk, hogy az y(z) megoldasfiggvénynek az zo helyen yg
legyen a helyettesitési értéke:

y(xo) = 9o -



Vagy, ha a megoldandé differencidlegyenlet n-edrendii:

f(mﬁy}yt1 y”" "53’(?1)) = D bl

akkor elbirjuk az zg helyen az ismeretlen y(z) fiiggvénynek és az Gsszes derivaltjanak,
egészen az (n — 1)-edrendii deriviltig bezdrdlag a helyettesitési értékét:

¥(zo) = %o, ¥ (o) =9, v (w) =0l .. ..o Vwg) = oV

(Ez 0sszesen pontosan n darab mellékfeltétel!)

Keriileti feltételek, peremfeltételek csak elsénél magasabbrendi
differencidlegyenletekhez csatlakozhatnak. Pl. az

fzoy,y") =0

mésodrendii differencidlegyenlet esetén el8irjuk, hogy az y(z) ismeretlen fiiggvény két
kiilénbdzé helyen {egy intervallum két végén, a “keriileten”, a “peremen”), pl. az z = 2,
és z = z3 helyen (21 < z2) vegye fel a megadott

yz))=wpn, ¥z2)=1p

konkrét értékeket.
Az elsbérendil
F(m:ya 'y’) =0
kozonséges differencidlegyenlet

¢(z,y,C) =0

dltaldnos megolddsa az (z,y)-sikban egy egypuraméteres gorbesereget hatdroz meg. A
mésodrendi

F(z,3,9,9") =0
kozénséges differencidlegyenlet
#(x,y,C1,C2) = 0
altaldnos megoldésa egy kétparaméteres gorbesereget hatiroz meg.
Altalsban az
Flz,y,¢,v¢",... ,y(")) =0

n-edrendi kozonséges differencidlegyenlet
(f)(ﬂ:, u, CI}C% sy C'u) =0

4ltalanos megolddsa egy n-paraméteres gérbesereget hatiroz meg.

Egy elsérendii kozonséges differencidlegyenletnél az

y(zo) = ¥o

kezdeti feltétel megaddsa geometriailag a Po(wo, yo) pont megaddsit jelenti és az ezt az
el8irt kezdeti feltételt kielégitd partikuldris megoldds meghatdrozdsa annak a gorbének a
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kivdlasztasat jelenti, a differencidlegyenlet megolddsait dbrdzold gbrbesereghdl, amelyik az
adott P, ponton keresztiilmegy.

Mdésodrendl kozonséges differencidlegyenletnél az

wWeo) =m0 . ¥(zo) =1

kezdeti feltételek megaddsa geometriailag egy Po(wo, y0) “kezdeti” pont és egy tgaf = ),
“kezdeti” irany megaddsdt jelenti; a kezdeti feltételeket kielégitd partikuldris megolddst
az a gorbe fogja dbrazolni, amelyik a Py ponton dtmnegy és tg ap irdnytangensi érintdvel
rendelkezik ebben a pontban.

Ha a masodrendu
F(z,y,9,9")=0

kdzdnséges differencidlegyenlethez az

yzp=m, ylx2)=1p

keriileti (perem-} feltételek csatlakoznak, akkor az ezeknek is megfeleld partikuldris me-
goldést az a gorbe fogja dbrazolni, amelyik dtmegy mind a Pi{z1,41), mind a Py(ze, y2)
ponton.

Ha az adott
" = eyl et )

n-edrendii kozonséges differencidlegyenlet jobboldalan 4llé f fiiggvény az Gsszes argumen-
tumanak egy D zart tartomanydhoz tartozé barmely
~1
(%0, Yo, y6= yg’ cees y[(]n )) €D
kezdetl értékrendszeréhez egyetlen (unicitas) y(x) megoldds tartozik, akkor azt mondjuk,
hogy egy ilyen y{z) megoldas reguldris (kozounséges).
Egy differencidlegyenlet olyan megoldasit, mely egyik pontjiban sem tesz eleget az
unicitds feltételének, a differencidlegyenlet szinguldris megolddsdnak nevezzik. FEnnek
értelmében egy szingularis megolddst dbrizold gorbe barmely (z, y)-pontjinak tetszoleges

kicsiny kornyezetében legalabb két olyan “megolddsgorbe” 1étezik, amely a kezdeti
feltételeket is kielégiti.

Megjegyzés.

A differencidlegyenletekkel kapcsolatban eisésorban és dltaldban nem a megoldisnak
az elemi figgvényekkel felithaté “zdrt” alakban valé el6dllitdsa irdnt érdeklédiink. His-
zen ez a feladat igen sokszor megoldhatatlan, s ha esetleg meg is oldhaté, de bonyolult
eredményre vezet, teljesen érdektelen. Elméleti és gyakorlati szemponthdl egyarant fonto-
sabb a megoldds letezésérol (egzisztencidjardl) és esetleges egyértelmiiségérsl (unicitdsdrdl)
meggyOzodést szerezni, a megolddsnak killénhdzd sajatsigaira, tulajdonsigaira, egész me-
netére felvilagositdst nyerni és ha zart alakban valé eléallitisa reménytelennek litszana, a
megolddsra jé és gyakorlati szemponthél kielégits kozelitéseket adni.

an
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13.1.3. 6sszef0gialé attekintés a mar targyalt legegyszeriibb kézonséges
differenciilegyenletekrsl

Az integréalszamitds alkalmazdsai kozott targyaltuk mar a “kvadratiriaval” megoldhatd
differencialegyenletek néhiny tipusit. Eredményeinket a kovetkezékben foglaljuk dssze.
a.) Szétvdlaszthato vdltozoji differencidlegyenlet

=)
a(y) ~

Innen
g(y)dy = f{z)dx
és ebbdl integralassal:

fy(y)dy= /f(:c)dmr+() .

Ez az altalinos megoldas.

b.} Viltozé transzformdcidval szétvdlaszthatd wvdltozépire visszavezetheld  diffe-
rencidlegyenletek
o)

y' = flaz +by+e),
ahol a # 0 és b # 0.

Uj valtozét vezetiink be:
w(z) = az + by(z)} + ¢ .

Ezzel végiil is

du \
“fm'fm”

B3.) Homogén fokszdmi differenciilegyenlet:

vezet az altalinos megolddsra.
-

v=£(2), =#0.
ﬁj valtozdt vezetiink be:
uw(z) = y—(fz , =#£0.

Ezzel d
u T
1113: = / m +(

c.} FElsérendd linedris differencidlegyenlet

vezet az 4ltaldnos megolddsra.

«.) Homogén linedris differencidlegyenlet:

¥ +g(zly=0.
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Altaldnos megolddsa
y(:r:) — C.6-fg(x)dx

vagy ha adott az y{zg) = yo kezdeti feltétel, akkor

o) = e 0%

a keresett partikularis megoldds.

A.) Inhomogén linedris differencidlegyenlet:
v +a(z)y = hlz},
ahol A(z) # 0.

Fl6sz6r megoldjuk az
Y+ g(z)Y =0

homogén linedris differencialegyenletet. Ennek dltaldnos megolddsa
Y =C1;

alakd. Az inhomogén linearis differencidlegyenlet egy partikuldris megolddsat y,-t ugya-
nilyen alakban lehet keresni a C' allandd varidlasdval:

%= Clz)h -
Az inhomogén lineéris differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa azutdn
y=Y+uy

alakd lesz. Végil is:
yz)=¢€" f sta)ds {C’ + j efg(”)da’h(m)dm} .

Ha y(=zq) adott kezdeti feltétel, akkor a megfeleld partikuldris megoldds:
- d z d
() = ¢ O o) 4 [ el Opgyac
@0

d.) Hidnyos mdsodrendil differencidlegyenletek.
a.)
y' = f(z)
kozvetleniil kétszeri integraldssal oldhatd meg.
B.) A differencidlegyenletb6l y hidnyzik:

F(z,9',4")=0.

Elsorendiire redukéilhaté az
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helyettesitéssel.
¥.) A differencidlegyenletbol = hianyzik:

Fly,y',4")=0.

Elsérendiire redukilhaté az

dp
I _ 0 _ BY
v=p, ¥=g

helyettesitéssel.

13.2. [Egzakt differencidlegyenlet. Integralé tényezo.

13.2.1. Egzakt differencidlegyenlet.
Legyen adva egy sikbeli (kétdimenziés) vektoreloszlds (vektor-vektor fiiggvény):
v(r) = p(z,y)i+ q(z,9)i -

Mint ismeretes, ez a vektor-vektor fiiggvény {egyértékil) skaldris potencidlbdl
szarmaztathatd (réviden potencidlos) akkor, ha az egyszeresen Gsszefiiggé T tartomdnyban
az ¢ és y irdnytl Ssszetevoibol alkotott

p(z,y)dz + q(=, y)dy

kifejezés teljes differencidl. Ekkor ugyanis az
[ v = [ (p(e,0)is + oo, m)i)
(L) (L)

gorbementi integral értéke figgetlen a (T-ben futé) L integrélasi Gttdl és csak a kezdd- és
végponttdl fiigg. Az u(x,y) potencidlfiggvény gérbementi integrallal szdmithato:

P(z,y)
w(ag)= [ oo, )de + (o0}
Pofzauo)

Ellendrzésiil szolgal az, hogy

Ou, Ou, . .
gradu= it 5j= p(z,1)i+ g(z,y) = v(r) ’

azZaz 6 8
u §/3
e p(z,9) , oy = q(wfy) :

Az u(z,y) potencislfiggvény szintvonalakkael, az in. ekvipotencialis vonalakkal

szemléltethetd. Ezek egyenlete:
w(z,y)=C
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(ahol C tetszdleges 4llandé). Ez a gorbesereg 2

p(z, y)de + ¢(z, y)dy = 0

differencidlegyenlettel jellemezhetd. A gorbesereg egyes gorbél emnek a diffe-
rencislegyenletnek a megoldésait szemléltetik (integralgdrbék, megoldds-gorbék).
A

p(e,y) +alz, )y =0,
vagy .

p(z,y)dz + q(z,y)dy = 0
differencidlegyenletet, egzakt differencidlegyenleinek nevezziik, ha van egy olyan folytonos
els6rendii parcidlis derivaltakkal rendelkezd u(z,y) fiiggvény, melyre fenndll, hogy

B pa) & e =ale).

Ha ez a fiiggvény ismeretes, akkor

w(z,y)=C
a differencidlegyenlet altaldnos megoldasinak implicit alakja.

Ha az (z,y) -sik egyszeresen Osszefiiggd T' tartomanydban p(z,y), ¢(=,y), py(2,9),
¢.(z,y) létezik és folytonos, akkor az adott differencidlegyenlet egzakt, ha teljesiil a
kvetkezd, @in. integrilhatdsigi feltétel:

op _ 94
dy = fz
(Ez ekvivalens azzal, hogy T-ben mindeniitt rot v = 0.)

Ha az integrilhatésag feltétele teljesiil, akkor a differencidlegyenlet &ltalinos me-
goldasat ad6 u(e, y) fiiggvényt az egyszeresen osszefiiggd T' tartomdny valamely FPo(zo, %0)
pontjabél kiindulé, tetszéleges Pz, y) pontba vezetd és teljes egészében e tartomdnyban
futé, tetszésszerinti gorbe mentén vett vonalintegrallal lehet meghatdrozni. Célszeriien ezt
a porbét gy szoktdk megvalasztani, hogy az a koordinitatengelyekkel pirhuzamos egyen-
esszakaszokbdl dlljon. Ha pl. az integrélas dtja Po-bdl kiindulva, eldszor az z-tengellyel,
majd az y-tengellyel parhuzamosan halad, akkor

uw(z,y) = ]:p(a:,yo)dx + ]y glz,y)dy .

0 Yo

Ha viszont forditva, az integralds itja elészdr az y-tengellyel, majd azutin az z-tengellyel
parhuzamosan halad, akkor

u(z,y) = /y: q(wo,y)dy+/

I

T

plz,y)dz .
(1]

Sok esetben kényelmesebb, ha — gorbementi integrdlds helyett — eldszbr integréldssal
meghatarozunk egy olyan ¢{z,y) fliggvényt, amelyre fennall, hogy

d
2 = ple,3)
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majd ezutdn az .
u(z,y) = ¢(z,y) + ¥(y)
Osszegben szerepld ¥(y) figgvényt gy hatarozzuk meg, hogy
du
i q(z,y)

legyen. Eszerint:
(e, = [ plo,u)ds + 9(0)
majd a
dif»

a
oo.1) = 3 f o, uha + o

egyenlethol végiil is

wz,y) = fp(:v,y)dm+ / {q(sv,y)— %/P(w,y)dW} dy -

Ha ennek mintdjara forditott sorrendben szamolunk, akkor

u(z,y) = ]q(xay)dy+ ] {p(w,y)— %/q(ﬂ:,y)dy}d:r: }

13.2.2. Integrild tényezd (Euler-féle multiplikator)
Tegyiik fel azt, hogy a
p(z,y)de + g(2, y)dy = 0
differencidlegyenlet nem egzakt, azaz
9 4 09
8y oz’

egyébként p(z,y), ¢(z,y),p, (%, y), ¢ (2, y) az egyszeresen Osszefiiggd T tartomdnyban foly-
tonosak. Ekkor a folytonosan derivdlhatd p{z, y) figgvényt a differencidlegyenlet egy in-
tegrild tényezdjének nevezziik, ha a differencidlegyenletet ezzel megszorozva a

w(z, y)plz, y)dz + p(z, y)g(x, y)dy = 0
differencidlegyenlet mar egzakt, azaz

p-p) _ dp-q)

8y &z

a T tartomanyban mindeniitt.

Kimutathaté az, hogy az integrild tényezdvel megszorzott differencidlegyenlet me-
golddsai egyben az eredeti differencidlegyenletnek is megoldasai.

60



A p(z,y) integrald tényezdt a
Mp-p) _ 0(p-9)

Oy Ox

feltételi egyenlet, azaz a
op dp dp ]
p(m,y)a—y + #(m,y)ay = q(z,y) 5+ uy)g
vagy rendezve, a
e N/ Ip Eiq)
(e ~ 1o e = o) (- o
elsérendfi parcidlis differencidlegyenlet hatdrozza meg.

Ennek a parcidlis differencidlegyenletnek valamennyi megolddsat {bir a mondott
feltételek mellett kimutathatéan végtelen sok megolddsa létezik) Altaldban nem tudjuk
eléallitani. Azonban — mivel egyetlen azonosan el nem tiné partikuliris megoldds isme-
rete a mi szdmunkra elégséges — sok esetben ez a feladat megoldhatd.

A kovetkezokben bemutatunk néhdny specidlis esetet.

a.) i csek z-i6] fiigg, azaz

7]
Py
Oy
Ebben az esetben kell, hogy
 _ 3g
dy ez - f($
9(z.y) )
legyen, azaz a baloldali tért csak z-t81 fiigghet. A y-re vonatkozd differencidlegyenlet most
igy fest:
du dp g
gz, 9) - = p(e) (0—y ~ 5. )
azaz .
dps
— = f(z)dz ,
" (z)
ahonnan
plz) = ef 12
Példdul az

¥ +g(z)y = h(z)
inhomogén linedris differencidlegyenletnek 1étezik csak z-tol filggd integrild tényezdje.

Az egyenletet igy is frhatjuk:
(9(z) y - h(a))dz +dy =0,
vagy p(z)-szel megszorozva:
#(2)(g(=)y — h(z))dz + p(e)dy =0 .
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Ha most dz szorzdjat y-szerint és dy szorzéjit z-szerint derivaljuk, akkor az integralhatdsig
feltétele szerint ezek a deriviltak egyenlok:

pelg() = L,

azaz J
1
— = g(z)dz ,
; (=)

ahonnan
ple) = o 1

Az ezzel szorzott eredeti differencidlegyenlet mir egzakt:

efg(x)dr(g(m)y — h({z))dz + efy(:”)dxdy =0.

Atrendezve:
ef 9@ g(2)ydo + ef 9@y — J 9@ ()
vagy
d (e fg(x)dmy) = eJ 9@y gy
ahonnan

efg(r)dry - /efg(‘"')drh(m)dm +C,

vagy végil is

y= e~ Jole)i {C + /efg(x)drh(w)d:c}

b.) p csak y-tol figg, ha

x v

azaz a baloldal csak y-tdl fiigg.

A részleteket mellézve most végiil is
wly) = ef Fw)dy

egy integrald tényezd.
c.) Vizsgdljuk meg azt, hogy mi a feltétele annak, hogy a tetszéleges wiz,y) figguény
figguénye integrdl tényezé legyen:

plw(x,y)) -

Ekkor az integrilhatdsag feltétele igy alakul:
dis Ow 0wy Ip Bq)
7o (q(m,y) Fe —p(a,y)ay) = p(w) (ay “5 ]
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Kell tehdt, hogy csak w(z,y) fiiggvénye legyen a kovetkezd kifejezés:

29 _ dp
Bz Jy

p($1 y)% - Q(xa y)g—::

= f(w(z,y)) .

Ha ez teljesiil, akkor
oz, )) = ef 1%

13.3. Elsérendii explicit differencidlegyenlet geometriai
szemléltetése; a megoldas egzisztencidjanak és unici-
tasanak kérdése

13.3.1. Irdnymezo, izoklindk

Tekintsiik az
¥ = f(e,y)

differencidlegyenletet, ahol f(z,y) az (z,y)-sik egy bizonyos T tartomanyéban adott foly-
tonos figgvény. Ez a differencidlegyenlet a T tartomany minden egyes pontjiban meg-
hatdrozza a megoldds gérbéjének érintd-meredekségét. Ha a T tartomdny minden egyes
P(z,y) pontjdban az f fiiggvény f(x,y) helyettesitési értékével meghatirozott érintd
irdnydt egy révid egyenesszakasszal, in. vonalelemmel dbrazoljuk, akkor egy irdnymez6t
nyeriink. Ez az irdnymezd az

¥ = f(=,9)
differencidlegyentet geometriai képe.

A vonalelemek megszerkesztését megkdnnyiti az f(z,y) figgvény szintvonalainak a
megrajzoldsa. Egy-egy szintvonal mentén ugyanis az f(z,y) fiiggvény értéke azonos. Pl
az

flz,y)=m

egyenlettel megadott gbrbe minden egyes pontjiban
¥ =m,
tehat a vonalelem meredksége m. Az
flz,y)=m

egyenleti gorbéket (ahol m helyébe kiilonbozd 4llanddkat helyettesithetiink), azaz az
f(x,y) figgvény szintvonalait az

¥ = f(=y)

differencidlegyenlet  izoklindinak (izoklin vonalainak) szokds nevezni. {Izoklin = azonos
hajldsi; az f(x,y) = m egyenletii girbe minden egyes pontjihoz tartozé vonalelem ugyanis
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azomnos szdget zat be az z-tengely pozitiv szdrdval, ti. a vonalelemek meredeksége a gorbe
mentén mindeniitt m.)

Ahogyan egy vektormezé szemlélietésekor vektorvonalakrdl beszélhettiink, azaz azokrdl
a gbrbékrdl, amelyek dgy haladunak 4t a vektormezén, hogy minden egyes pontjaihoz tar-
tozé vektor irdnya megegyezik a vektorvonal érint8jének irdnydval, ugyanigy beszélhetiink
egy irdnymezd irdnyvonalaircl is. Ezek azok a gorbék, amelyek az irdnymezdbe tgy
simulnak bele, hogy minden pontjukban az érint6jiik irdnya azonos az illetd ponthoz tar-
tozé vonalelem irdnydval. De ez a tulajdonsdg éppen a differencidlegyenlet megolddsgirbéit
jellemzi. Eppen ezért az irdnymezé irdnyvonalai a differencidlegyenlet megolddsgorbéi.

Az izoklindk segitségével az

y’ = f(m,y)

differencidlegyenlet kozelité megolddsait grafikusan dgy szarmaztathatjuk, hogy az “eléggé
stiriin” megrajzolt izoklin gorbék seregén — szintén “eléggé sirfin” - kijeldljik az ott
érvényes vonalelemeket és ebbe az irdnymezébe olyan gérbéket rajzolunk, amelyek a meg-
felelé vonalelemekhez mint érint6khdz hozzdsimulnak. Minden egyes ilyen girbe a diffe-
rencidlegyenlet egy megolddsdnak lesz a kozelito képe.

Megjegyezziik azonban azt, hogy ez a médszer gyakorlatilag kevéssé haszndlatos, mert
a kozelités pontossiga dltaldban igen kevéssé kielégitoé és dltaldban nincsen aranyban az
izoklindk felrajzoldsdnak a nehézségével. Viszont ez a szerkesztd eljards igen sok esetben
elvileg lényegesen hozzdjirulhat a differencidlegyenlet megolddsdval kapcsolatos geometriai
viszonyok tisztdzdsihoz.

13.3.2. Kozelité tortvonalak médszere (Euler-Cauchy)

Tébbszor fordul els az az eset, hogy egy adott elsérendii differencidlegyeniet megolddsainak
teljes rendszerét sziikségtelen meghatérozni, elegendd egyetlen partikuldris megoldast meg-
taldlni. Egy megoldas altaldban jellemezhetd azdltal, hogy a neki megfeleld gérbe a sik
melyik pontjan halad it, mert a sik egy pontjan &t — kivételes esetektol eltekintve - csak
egy megoldisgdrbe halad at.

Az ilyen esetekben felesleges pl. az izoklin vonalak teljes rendszerét meghatdrozni.

Pontosan megfogalimazva a feladat a kovetkezd:

Adott egy

y' = f(r.y)

differencidlegyenlet, amelynek jobboldala az (2, y)-sik egy bizonyos T' tartomdnyaban foly-
tonos. Keresendd ennek a differencidlegyenletnek az a megoldasa, amely az 2g helyen az
1o értéket veszi fel. (Kezdetiériék feladat). Feltessziik azt, hogy a Po(zo,5o) pont a T
tartomany egy belsd pontja.

A kovetkezdkben a geometriai képhez kapcsolédva egy numerikus szamitasra is alkalmas
eljardst, a kozelitd tortvonak médszerét ismertetjik.

Egyszeriiség kedvéért a megoldasgdrhének csak azt a részét kozelitjiik meg, amely
gorberész pontjainak . abszcisszai -wo-nal’ nagyobbak. ~De természetesen, megfeleld
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valtoztatdssal a megoldasgdrbe a masik irdnyban is hasonléan kdzelitheté meg.

Vegyink fel az z-tengelyen egy monoton névekvd abszcisszasorozatot:
Tp < 2 < B < ... < Ty
és jeloljiik két szomszédos abszcisszaérték kiilonbségét a kivetkezdképpen:
T;—mwi = Ax;, 1=1,2,...,n.
{Speciélis esetben lehet ez a sorozat ekvidisztdns is, amikor is
Az;=h>0

minden i-re és az abszcisszdk egymast egyenld h 1épéskdzben, azaz ekvidisztans madon
kovetik.)

Vegyiink fel egy £y ponton dtmend

Mg = f(3301 yo)

meredkségil egyenest, amely az z = z; egyenleti fiiggbleges egyenest az

1 =30 + flzo, yo) - Az

ordinatiju P, pontban metszi.

A Py P egyenesszakaszt a megolddsgérbe linedris kozelitésének tekinthetjilk az zo <
z < &7 intervallumban.

Ezutdn felvesziink egy Pi(zq,y1) ponton dtmend

Ty = f(mlayl)

meredkségil egyenest, amely az ¢ = z, egyenletii fiiggdleges egvenest az

Yo = w1 + flen,3) - Az

ordindtdji P; pontban metszi.
A Py P egyenesszakaszt a megolddsgorbe linedris kozelitésének tekintjiik az 2 < z < 3
intervallumban.

Ezt az eljirdst addig folytathatjuk, amig a PoPi P ... P, tortvonal az f(z,y) figgvény
értelmezési tartomanyaban fekvé T tartomdnyon beliil marad. A tdrtvonal a megol-
dasgérbe megkdzelitésének tekinthetd. A megkdzelités annal pontosabb, minél kisebbek a
valasztott Az; 1épéskozok.

Be lehet azt bizonyitani, hogy ha a T tartomdnyban f(z,y) és elsérendii parcidlis
derivaltjai folytonosak és korldtosak, akkor

maxAz; — 0

esetén a tortvonalak sorozata egy olyan hatirgorbéhez tart, amely a differencislegyenlet
megoldasgorbéje.




13.3.3. Picard féle szukcessziv approximaécié (sorozatos kozelités)

A differencidlegyenletek a természettudomanyckban és a miiszaki alkalmazdsokban a
természeti folyamatok leirdsinak eszkozei. Hogy adott kezdeti feltételbdl, vagyis kezdeti
allapotbdl a folyamat egyértelmiileg zajlik le, az azt jelenti, hogy a folyamatot jellemzé
differencidlegyenletnek egyetlen (egy és csakis egy) olyan megoldésa létezik, amely az

y(ﬂ?o) =%Yo

kezdeti feltételt kielégiti. Nyilvanvalé tehat, hogy az alkalmazdsok szempontjabdl is
alapvetd fontossdgl a megoldds [élezésének (egzisztencidjdnak) és egyértelmiiségének (un-
icitdsdnak) a kérdése,

A differencidlegyenletek elméletében tSbb jelentos tétel foglalkozik a differencial-
egyenlet kezdetiérték feladata megoldasinak egzisztencidjival és unicitasdval. Ezek koziil
a kovetkezOkben csak azzal a tétellel foglalkozunk, amelynek bizonyitdsidban a Picardtdl
szérmazd szukcessziv approximacid (sorozatos kozelités) médszerét haszniljuk fel. Ezzel
a moddszerrel nemcsak az egzisztencia és unicitds kérdése intézhetd el, hanem lehetdség
adédik egyben a megoldas kozelits el6allitdsdra is (konstruktiv bizonyitds).

Adva van a kdvetkezs differencidlegyenlet:

¥ = f(=, )

és az zg, Yo kezdetl értékek, azaz az

¥(z0) = %0

kezdeti feltétel. Tekintsiik a kovetkezd (réviden T-vel jelélt) derékszogii négyszog alaki
zart tartomdanyt:
lz—wo|l <a, ly—wl<h,
azaz _
zg~a<z<xgta, wp-b<y<w+b.

A kezdeti értékeknek megfeleld (zq,%0) pont T-nek a kdzéppontja. A megoldis létezését
(egzisztencidjit) és egyértelmiiségét (egyetlenségét = unicitdsdt) biztositjak a kovetkezd
elégséges feltételek:

1.) flz,y) T-ben folytonos.

Miutan egy zdrt tartomadnyban folytonos fiiggvény ott korlitos is, azért e feltétel
értehmében egyben

2.) f(z,y) T-ben korldtos is, azaz

[flz, ) <M,

ahol M egy pozitiv allandd.

3.) Ugyancsak T-ben az f(z,y) figgvény az y viltozéra nézve eleget tesz egy a foly-
tonossagndl erdsebb feltételnek, az in. Lipschitz-feltételnek, azaz létezik olyan N pozitiv
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szdm (Lipschitz-féle dllandd), hogy tetszdleges z mellett (| — zo| < @) és az y viltozd
tetszoleges 41, yo kiillonbozd értékeire (|31 — yo| < b és jy2 — wo| < B) teljesiil az

[flz,n) — f(z,y2)l < Nl — w2l

egyenlGtlenség.

(Ha ezt az egyenldtlenséget |31 — y2| > 0 mniatt ebbe az alakba rendezziik 4t:

f(mayl)_f(m,yf!) <N
-y -

1

akkor innen lathaté, hogy ez a Lipschitz-feltétel a kétviltozés f(z,y) figgvénynek az y
valtozora vonatkozd parcidlis differencia-hdanyadosai korldtossigit irja eld.

Megjegyezziik azt, hogy a Lipschitz-feltétel biztosan teljesiil, ha T-ben f)(z,y) létezik
és korlitos.)

Ha a fenti feltételek teljesiilnek, akkor az

¥ = fz,y)

differencidlegyenletnek egyetlen olyan y(z) megolddsa létezik, amely az z viltozénak az

[z — xo] < h = min ai
M ELAT ) —_ ’M

intervallumban értelmezett és folytonosan derivdlhatd filggvénye, amely az zg helyen gy
értéket vesz fel:

(o) = po -
(h jelenti az a és -Ab? szamok koziil a kisebbiket.)

A tétel bizonyitasara alkalmazzuk a szukcessziv approximdcidk (sorozatos kozelitések)
Picard-féle modszerét,

Mindenekel6tt nyilvanvals, hogy az adott differencidlegyenlet az el6irt kezdeti feltétellel
egyitt egyenériékii a kovetkezd integrdlegyenleitel:

vy = s+ [ JE N

{Ezt az egyenletet azért hivjuk integrilegyenletnek, mert benne az ismeretlen y{z)
fliggvény szerepel az integraljel alatt!)

Ez az integralegyenlet valéban ekvivalens az adott differencidlegyenletre vonatkozd kez-
detiérték feladattal. mert hiszen derivdlva éppen

y(x) = flz, y(x))

adddik és az g helyen
y(®o} = ¥o -

Picard médszerével ezt az integrilegyenletet oldjuk meg.

67



Nulladrendi kozelitésnek vilasztjuk az adott yp értéket: yo{z) = yo.

Az elsérendi kdzelitést igy szdmitjuk:

wn(z) =3 + /m F(&, yo)dE .

Minthogy most az integrdljel alatt ismert fiiggvény 4all, azért yi{z) kvadratirdval meg-
hatdrozhaté, Nyilvanvald, hogy

yi{=o) = ¥o ,
vagyis az elsd kozelités kielégiti a kezdeti feltételt. Az is nyilvanvald, hogy 3 folytonos
és differencidlhatd. (Folytonos fiiggvény hatdrozott integrilja a felsd hatar folytonos és

differencidlhaté fiiggvénye.) Beldthatd az is, hogy v (=) nem 1ép ki a T tartomanybél, ha
|z — zo| <k, mert

ly1(z) ~ wol =

[ f(E,yo)df‘ <M -Jo—ao < Mh<b

]

és a feltevés szerint h < %

A masodrendil kozelités:
wi@)=w+ [ € n(E©)
g

és altaldban, az (n — 1)tedrendii kozelités felhasznaldsdval, az n-edrendil kozelités:
(@) =10+ [ 16 na(©)e
g

Feltéve, hogy az (n — 1)-edik kozelités az = viltozd folytonos és derivdlhaté fiiggvénye,
az n-edik kozelités is ilyen. Nyilvdnvald az is, hogy

mlTo) = %0 ,

vagyis ez a kozelités is eleget tesz az elbirt kezdeti feltételnek. Konuyt azt is beldtini, hogy
ha az (n — 1)-edik kozelités nem 1ép ki a T tartomanybdl, hacsak |z — xg) < h, akkor ez
az n-edik kozelitésre is igaz. ValGban az {n — 1)-edrendii kozelitésere teljesiild feltételek
szerint

|f($1 Yn—1 ("‘E)I < M 3 ha ]LE - xOl < h
és igy
|yn(z) — 3ol =

[ " HEs g (6))dE| < M|z — o] < M <.

Mivel ezt az egyenlGtlenséget n = 1 esetre bebizonyitottuk, azért minden n természetes
szamra is érvényes. Ennek értelmében a szukcessziv approximdciéval nyert i, (a)
figgvények mind T-hez tartoznak, ha |& — xg| < k.

Most kimutatjuk azt, hogy a szukcessz{v approximdcidval nyert fiiggvények konvergens
sorozatot képeznek, vagyis a lim,,—o, () hatarfiiggvény 1étezik.
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Ennek céljdbdl tekintsiik az

yo + (m(2) — o} + (w2(z) — m(z)) + .. . + (gnl2) — Y1 (z)) + ...

végtelen sort. Becsiiljiik meg a masodik tagtdl kezdve a sor tagjainak abszolit értékét, a
Lipschitz-feltétel felhasznilasaval:

(=) - 3ol /zﬂ&qusﬂﬂz—%h

lwa(a) - () ]ﬂﬂam@»—f@m@wds

< ﬂﬂam@n—ﬂ@qus
slmem—M%k
< MN‘IIE—wwq Yo - aol?

és fgy tovabb. Altaldban (matematikai indukciéval beldthatéan)

UICEEN

¥ () = Yn— 1(z)| € = Y

Ha most még figyelembe vessziik azt, hogy Im—zgl < h, akkor ldthatjuk, hogy a vizsgalt sor
valamennyi tagja, a mésodiktdl kezdve, abszolit értékben nem nagyobb, mint a konvergens

NZN“hn Moy

numerikus sor megfeleld tagja. E szerint a vizsgdlt sor az |z — zg] < A intervallumban
egyenletesen konvergens és létezik az ésszege, azaz

hm ‘yn(z) Y{z) .

Az kozveleniil beldthats, hogy a Y(z) hatarfiiggvény kielégiti az elbirt kezdeti feltételt,
vagyis
Y(zo) = 40 ,
mert hiszen minden n-re
yn{zo) = %0
és igy
Y(zo) = T}I_I'Eo ¥u(20) = %o

Kimutatjuk tovabba azt is, hogy Y () kielégiti az adott differencidlegyenletet. Ugyanié
egyrészt az egyenletes konvergencia alapjan, ha n—1 > no, [t —2o| < h és¢ > 0 tetszOleges
kicsiny pozitiv szdm, akker van olyan § > 0 szdm, hogy

£ .-
|yu—1($)— Y(:B)l <b= TV—]; '
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mésrészt ennek az egyenl6tlenségnek és a Lipschitz-feltételnek a felhasznildsival

/ Hesan-s(e)ie - e Y(s))dg‘ <

<

[ 156 160 - 166 Y(E))IdEI <

< | [ st - Y(E)‘ g€ <
]
€
< th =&,
aZazZ =
Jm (@) =0+ [ lm f(€ 1€,
Ty
vagyis

Vo) =+ [ FEV©O)e.
o
Innen pedig derivalassal adédik:

Y(a) = f(z,Y(2)) .
amint allitottuk.

Fzzel tételiinknek a megoldds egzisztencidjira vonatkozd éllitdsat minden részletéhen
bebizonyitottuk. Most még kimutatjuk azt, hogy a nyert megoldds az egyetlen olyan,
amely eleget tesz az eloirt kezdeti feltételnek (unicitds).

Tegyiik fel ugyanis — dllitasunkkal ellentétben — azt, hogy az Y (z} megolddson kivil
létezik egy masik, téle kiilonbozd Z(z) megoldis, mely kielégiti az eldirt kezdeti feltételt,
azaz

Z(zo) = Y(z0) =10 ,
és barmely zo-t6l kiildnbdzé z-re, mely az | — zg| < h intervallumhoz tartozik:

Z{x) # Y(z).

Viélasszunk tetszolegesen kicsiny, dllandd € > 0 szadmot. Feltevésiink szerint az zg < z <
zg + € zart intervallumban Z nem mindeniitt egyenld Y-nal, kévetkezésképpen az

¥ () - 2(=)| 2 0

folytonos fiiggvény ezen intervallum valamely ' helyén felveszi legnagyobb H ériékét és
biztos, hogy z' # =g, mert hiszen az zp helyen ¥ & Z azonos helyettesitési értékkel
rendelkeznek. Fennéllnak a kivetkezd azonossdgok:

Y{z)

W+ j " je Y (e

w+ [ £6,2(6)d .

o

4(z)
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Vonjuk ki e két azonossigot egymdsbél és tegyiink z helyébe 2'-t:

V(") - Z(z)} = H < <

f " HE () — F(E 2(6))de

1

| - e

Q

<N

Ez az egyenlitlenség annal inkdbb fennall, ha az utolsd integrélban az integrandusz helyére
annak legnagyobb értékét H-t irjuk és ha az integrilds intervallumaként (zo,z’) helyett
az {zg, zg + €) intervallumot vélasztjuk. Ekkor azonban Y-nal,

H<NHe;
ebbél viszont, miutdn a feltevés szerint H # 0, ezt nyerjiik:

1 < Ne,

*

ami viszont ellentmondas, mert & akdrmilyen kicsinynek vélaszthatd, pl. lehetne

<L
£ v

Kovetkezésképpen egy masodik Z(z) megolddsnak a feltételezése, mely az ¥ (z)-t6l
kiilénbézne és azonos kezdeti feitételt elégit ki, ellentmonddsra vezet. Ezzel a megoldis
unicitdsat is bebizonyitottuk. Epp ezért ¥ (z) helyett y(z)-et irthatunk:

lim ga(z) = y(2); y(zo) =10 .
n—ou

El8z6 becsléseink alapjan beldthatd, hogy ha az adott differencidlegyenletnek az eldirt
kezdeti feltételhez tartozé y{z) egzakt megoldisat az

'yﬂ,("*") = %Yo + f f(§1 yn.-]('g))df s = 1121 3; L]

iteraciéval kozelitjiik meg, akkor érvényes a kdvetkezt becslés:

M S (N|z - z|)*
o) v < 5 S0 FEZT e e gy <,
k=n+1 !

Ennek az egyenlétlenségnek az alapjin becsiilhetjiik meg az n-edik iterécids 1épésben nyert
kozelité megolddsnak az egzakt megolddstd] vald eltérést.

Megjegyezziik azt, hogy a szukcessziv approximécidval nyert megolddst — a bizonyitds
sordn — csak 2z |z — zo| < h intervallumban értelmeztiik. Ki lehet azonban mutatni, hogy
az (%o, yo) pontbdl kiindulé megolddst mindkét irdnyban a T tartominy hatardig lehet
folytatni.

A bizonyitds soran az adott differencidlegyenletnek egy bizonyos adott kezdeti
feltételhez tartozd partikuldris megolddsdt hatdroztuk meg. A bizonyitds azonban lehetdvé
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teszi (legaldbbis valamely korldtos intervallumban) az ltaldnos megoldas meghatéarozasit
is. Ehhez csak a kezdeti feltételben szerepld (#g, yo) adatokat kell vdltozé paramétereknek
tekinteni. Ezzel a kerdéssel itt részleteiben nem foglalkozunk. Megjegyezziik azonban,
hogy a tett feltevések mellett azt is ki lehet mutatni, hogy a kapott megoldas a kezdeti
feltételben szereplé paramétereknek is folytonos figgvénye. Ez azt jelenti, hogy az (=0, ¥o)
adatok “kicsiny” viltoztatdsa esetén a megolddsfiiggvény is csak “kicsit” valtozhat.

A szukcessziv approximaci6 kozdlt eljirdsa kozelitd numnerikus szdmoldsra is alkalmas.

13.4. Elsérendii explicit differencidlegyenlet szinguldris
pontjai
13.4.1. Bevezetés
Az elézokben lattuk azt, hogy milyen elégséges feltételek biztositjik az
¥ = f(z,y)
explicit alaki els6érendi differencidlegyenlet

y(xo) = Yo

elditt kezdeti feltételhez tartozé megolddsénak egzisztencidjat és unicitdsat.

A kdvetkezOkben azt az esetet vizsgéljuk, amikor az egzisztencia és unicitds feltételei
“koziil nem teljesiil f(z,y)-ra a korldtossdg. Feltessziik tehdt azt, hogy f(z,¥) az (=0, %)
helyen nem korlitos. Két esetet vizsgdlunk:

1') |f(may)| - 00, ha ("an) - (mo,yo)-

Ekkor biztosan 1
—— — 0, ha (z,¥)— (2o, .
f(:c,y) ( y) ( 4] yﬂ)

Ha most a differencidlegyenletben a fiiggetlen és fiiggd valtozd szerepét feleseréliitk (z lesz
a fiiggd valtozé és y a fiiggetlen viltozd) és a differencidlegyenletet

dz 1
dy *7 f(z,9)

alakban szemléljik, feltételezve azt, hogy erre a differencidlegyenletre az egzisztencia és
unicitds feltételei teljesiilnek, akkor 1étezik egyetlen olyan z(y) megoldésfuggvény, amelyre

z(30) = =0
és ebben a ponthan a % értéke 0, ami azt jelenti, hogy az
z = z(y)
egyenletti megoldadsgbrbének az (g, yo) pontban az érintéje parhuzamos az y-tengellyel.
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2.) f(x,y) azonkivil, hogy nem korldtos az (o, o) pontban, nincs egyértelmii +oo
vagy —oo hatarértéke, ha {z,y) — (o, J0), hanem a hatirdtmenettél fiiggd hatirértékhez
tart. llyenkor f(&,y)-nek & magdnak a differencidlegyenletnek is az (zg,70) pont fn.
szinguldris pontja.

Hapl. fle,y) = S_((ir‘%%' azaz a differencidlegyenlet ilyen alaki:

! [)( €, y)

TER)

és az (g, Yo) pontban P és @ egyszerre 0, azaz

Plro. o} = 0,
Q(zo, wo)

és ha még
Pi(zo, 30} Py, yo) 40
Q2o 0) Qy{zo, o) '
akkor (g, yo) szinguldris pont.

Az altalanossdg megszoritdsa nélkil — és egyszeriiség kedvéért — feltehetjitk, hogy zo = 0
és yy = 0, azaz a szinguldris pont az origs.

Tegyiik fel még azt, hogy P(x,y) és Q{x, y) az origdéban és ennek a kérnyezetében le-
galdbb kétszer folytonosan derivilhaték és helyettesitsiik ezeket a fiiggvényeket elséfoki
Taylor-polinemjukkal, azaz szoritkozzunk az origé elegendden kicsiny kérnyezetére,
Legven tehdt az eredetibd] csonkitdssal nyert differencidlegyenlet a kévetkezd:

1 EnZ + azy
a1z + ey
ahol {4y = Q’I(O.O), 13 = Q;’,(U.G), oy = P;:(U,O) és oy = P;.(0,0)

Kimntathato az, hogy ha az

matrix sajitértékeinek, azaz a

det(AE—A)=0

karakterisztikus egyenlet gytkeinek valds része nem 0, akkor a szinguldris pont jellegének
megallapitisa szempontjabol elégséges az eredeti helyett a csonkitott differencidlegyenletet
vizsgalni. A szinguldris pont jellegét a szinguldris pont kornyezetében haladd me-
goldasgirbék hatdrozzak meg.

Ha ez a sajatértékekre mondott feltétel nem teljesiil, akkor P{z,y} és Q(x,y) Taylor-
polinomjanak els6loki tagjai nem hatdirozzdk meg a szinguliris pont jellegét és tovihbi
vizsgalatra van szikség.

73



13.4.2. A megoldasok jellege a szinguldris pont kérnyezetében.

A kivetkezdkben az origéban 1évé szinguldris pont jellegére vonatkozé kiilsnbézé esetek

attekintésére az
;_ en® + axny

11T + 212
differencidlegyenlet megolddsait fogjuk vizsgdlni az origé kornyezetében.
Bér ezt a differencidlegyenletet t6bb, kiilonbozé médszerrel lehet kezelni, azt a specilis
utat fogjuk kovetni, hogy a differencidlegyenletben szereplé mindkét valtozét (z-et és y-t

is) ugyanazon t paraméter fiiggvényeinek fogjuk tekinteni és az adott differencidlegyenlet
helyett a vele ekvivalens

dx
— = anz+a12¥,
It 11 12¥
et +a
anT
It 21 22Y

differencidlegyenletbsl 16 rendszert fogjuk vizsgdlni. FEz az 2(f), g(t) ismeretlen
fiiggvényekre vonatkozdan egy elsérendii illandd egyiitthatdji homogén linedris diffe-
rencidlegyenletrendszer.

Ha bevezetjiik az ismeretleneket dsszefoglalé

- ()

oszlopvektort és az egyiitthatékbél alkotott

mésodrendid kvadratikus mdtrixot, akkor a differencidlegyenletrendszert métrixalakban
igy frhatjuk:

£0)-G2 20

dt\y/) \en an/\y/’

—r = Ar .

dt )

Ez a differencidlegyenletrendszer egy sikbeli pontmozgést ir le olyképpen, hogy a sik
minden r helyvektori pontjdhoz hozzarendeli az

dz __@
a YT w

sebességidsszeteviket, A megoldéssal felithatd

vagy roviden:

T =

z = z(t)
y = y(t)

egyenletrendszer megadja e mozgis lehetséges palyagérhéit és menetrendjiiket.
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A pélyagtrbék egyébként az
) omztany
T anz + ey
differencidlegyenlet megoldasgérhéi.

A megoldds elSdllitasa és a kiilonbozé esetek 4ttekintése céljabdl dgy lehet eljérni,
hogy az A egyiitthatématrixot hasonlésigi transzformaciéval a lehetd legegyszeriibb ala-
kra transzforméljuk. Tegyiik fel azt, hogy U az a nem szinguldris transzform4lé matrix,
amellyel fenndll, hogy

U'AU=B

és B a kivant legegyszeriibb alak. Ekkor frhatjuk:

d, o ]
H(U7r) = (U AUY(UY),

azaz

#2=Be;

1. _ (€
2=1 r_(n)'

Ez az dtalkitds 1ényegében ast jelenti, hogy z és y helyett egy alkalmas linedris transz-
formdcidval a & és 5 1] véltozékat vezetjiik be. Ez a linedris transzformaci6 jelentheti
egyszeriien csak a koordinitarendszer origd kériili elforgatdsét, de jelenthet attérést egy
altalanos, ferdeszdgi affin koordinitarendszerre.

ahol

Amint az a matrixszamitdsbol ismeretes, a kivint transzforméciShoz elsé 1épésben meg

kell hatdrozni az A métrix
det(AE - A)=0

karakterisztikus egyenletét és ennek gyokeit, az A maétrix Ay, Ay sajdtértékeit. A tran-
szforméciét is, meg a vizsgdlt szinguldris pont jellegét is ezek a sajitértékek hatdrozzak
nmeg.

A kbvetkezd esetek lehetségesek:

a.) Mindkét sajdtérték valds és kilénbozok: M £ Aa.

Ebben az esetben A diagondlalakra transzformdlhatd. Legyen u; a Ay-hez és uy a
Ay-hdz tartozd sajatvektor. Ezek a

(A]E — A)lll
(AzE - A)l.lz

0,
0

homogén linedris egyenletrendszerek nem trividlis megolddsaiként adédnak.

Legyen
U= (ul 112) .

Mivel u; és uy linedrisan fiiggetlenek, ezért det{U) # 0 &s létezik az U~! inverz mitrix.
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A sajatvektorokat dssze lehet foglalni a kdvetkezéképpen:

Al(u; uw) = (Aw Aw)=({Au Am)=
Ay 0
(U1 u'l)(O AZ) 3

azaz

AU=UB.
ahonnan w0

-t 1
AU=B = .
Y (5 »)

Tehdt a differencidlegyenletrendszer a transzformacié ntan igy fest:

¢

— = M.

dt i€

dn

— = A,

dt 2

ahonnan kozvetleniil kapjuk a megolddsok paraméteres alakjat:
(1) = CreMt, qlt) = (et

Ha viszont a differencidlegyenletrendszer egyenleteit egymadassal elosztva a f paramétert
kikoszoboljik, akkor a
dn  Axq

¢ M ¢

szétvilaszthatd valtozdji differencidlegyenletre jutunk, ahonnan az
22
n=Clg™

megolddsokat nyerjiik.

Ha most feltessziik, hogy Ay €s Ay azonos eldjelick, azaz f = k> 0, akkor az 5 = C'|€|*
egyenletbdl lathatd, hogy az integralgdrbék mind atmennek a £ =0, =10 kezdoponton,
valamennyien érintik a £-tengelyl az origéban. A £ = 0 és az 5 = 0 egyenletii egyenesek is
megoldasgdrbék. A (0,0) szingularis pont dgynevezett csomdpont.
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4, dbra
Ha viszont Ay és Ay kilonbézé eldjeliek, azaz % = —k < 0, akkor az
7= Clel™*

egyenletbdl lathatd, hogy az integralgorbék nem mennek &t az origdn, a szinguldris ponton,
hanem azt elkeriilve aszimptotikusan simulnak a £- ill. 7 tengelyhez, a végtelenben.
Kivétel a £ = 0 és 3 = 0 megolddsoknak megfelels két egyenes. A (0,0) szinguldris pont
ugynevezett nyeregpond.

V7

5. abra

b.) A sajdtértékek konjugdlt komplex szdmek:
)\1 = p- qi N
Ay = Pt

(Feltessziik, hogy p # 0 és ¢ # 0.)
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Annak érdekében, hogy valds alakd megolddsokra jussunk, célszerii még egy linedris
transzformaciot alkalmazni:

& = utw,
n = u—tv.
Ezzel valds z,y mellett u és v is valdsak lesznek. A

dn _ dam
€~ M

differencidlegyenletbsl most a kovetkezdt nyerjiik:

du —idv  (p+ gi){u—iv)
du+idv  (p— gi)(u+iv)’

vagy Osszevonas és rendezés utdn:
(pv — qu)du = (pu + gv)dv .

Ezt még {gy is irhatjuk:
udu+ vdv  p —vdu + udv

u? 4 v? g w4+t

ahonnan integrildssal

In /22 + 02 + P a,rctg;% =IlnC
q

adédik és innen az (u,v)-sikban az

() T COS ¢

v = Tsing
Osszefiiggésekkel polarkoordindtdkra térve at, nyerjiik az
r=(Ce 7%

egyenletet. Ez az egyenlet az (u, v)-sikban logaritmikus spirdlisok seregét hatirozza meg,
melyeknek az origd aszimptotikus pontja; mindegyik gérbe kozeledik a kezddponthoz
(p > 0, ¢ > 0 feltételezéssel), anélkiil, hogy az érintd ekdzben valamilyen hatdrhelyzethez
kozeledne. Mindegyik gérbe a (0, 0) pontot végtelen sokszor megkeriili. A szinguldris pont
in. fékusz (Srvénypont).
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6. abra

c.) A sajdtértékek tiszta képzetes szdmok, egymasnak konjugaltjai:
’\1 = _q"" 3
/\2 = qz N

tehdt az el6z8 pontban tdrgyalt eset azzal a kiilonlegességgel, hogy most p = 0 és ¢ # 0.
Igy ugyanazzal a gondolatmenettel a kdvetkezd differencislegyenletre jutunk:

wdy + vdv =0,

ahonnan viszont az
W+ =C

egyenletii gérbékhez jutunk. A megolddsgorbék serege most zart gorbék serege {az (u, v)-
sikban korék}, melyek a szinguldris pontot kériilfogjak, anélkiil, hogy valamelyikiik e pon-
ton keresztiilmenne. A szinguldris pont dn. centrum (kézéppont).
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7. dbra

d.} Egyetlen (kétszeres) valds sejdiériék van:
A= A=A

Ebben az esetben (feltessziik, hogy A nem dia.gonéhhaltrix) A-t nem lehet hasonldsigi
transzformaciéval diagonalizdlni. A-hoz csak egy sajatvektor tartozik (nincsen tébb téle
linedrisan figgetlen sajatvektor), ugyanis a AE — A mdtrix rdngja 1. Legyen ez a
sajatvektor uy, azaz

A'I.l] = /\ll] .

Lehet azonban taldlni egy u;-t6l linearisan fiiggetlen olyan u; vektort, hogy az
AHQ = + Au-z
egyenlet fennaljon. Mindkét egyenletet Gsszefoglalva, irhatjuk:

Ay w)=(Awy Aw)={ iy w+iuy)=

=(w 112)(3 /1\),

tehdt ebben az esetben az A-hoz legegyszeriibb, hasonlésdgi transzformacidval elgallithaté

(3 1)

A transzformdcid utdn tehat a kdvetkezd difefferencidlegyenletrendszert kapjuk:

matrix a kovetkezo lesz:

€

o = et
dy

E - /\’I] .

80



El6szor a masodik egyenletet kell megoldanunk:
7= Cle/\t

és ezt az elsGbe helyettesitve: p
£ _ At
dt - ’\E + Cle ¥
kapjuk, hogy
€ = Cyte?t + Caet .

Tehat a megoldasok paraméteres alakban:

(1) Crte? + Cae™
) = CieM

Ha viszont a ¢ paramétert kikoszoboljiik, akkor a kévetkezé megolddsokat nyerjiik:

£ = yulin(ln] +C)

Lzen kivil még 7 = 0 is megoldds.

<

8. abra

Ezittal a megoldasgérbék dthaladnak az origén és érintdjik itt a E-tengely. A szin-
guldris pont ismet csomopond.

c.) Végil tegyitk fel, hogy A = AE. Lkkor linedris transzformdcio nélkil. az eredeti
egyenlet

dy_y

de =
alaki, ahonnan az

y=Cz
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iltalinos megoldds adédik. Valamennyi megolddsgorbe dtmegy az origén hatdrozott
“érint-irdnnyal”, de — ellentétben az eddigi esetekkel — ezek az érinté-meredekségek min-
den lehetséges valds értéket felvehetnek. A szinguliris pont most is csomdpont.

N/
QA

9. 4bra

13.5. Gorbesereg izogondlis trajektoriai

13.5.1. Az izogonalis trajektoridk problémaija

Legyen adva két gbrbesereg a kvetkezo egyenletekkel:
fla,9.0) = 0,
g(z;9,8) = 0.

Ezekben az egyenletekben « illeive § tetszéleges dllandé paraméterek. a egyes értékei
mellett kapjuk az elsé gorbesereg egyes gorhéit; 8 egyes értékei meliett pedig a masodik
gorbesereg egyes gorbéit. Ha a mésodik gorbesereg mindegyik gdérbéje ugyanakkora (w
= dllandd) szbg alatt metszi az elsé gorbesereg valamennyi gorbéjét, akkor azt mondjuk,
hogy a mésodik gbrbesereg egyes gorbéi az elsének izogondlis trajektoridi. Ha specidlisan
ez a metszési sz0g derékszig, azaz w = 7, akkor az izogonilis tra,jektériéka.t ortogondlis
trajekidridknak nevezziik. Pl. egy kétdimenziés potencidlos vektoreloszlds esetén a vekto-
reloszlis vektorvonalai az ekvipotencialis vonalak ortogondlis trajektériai.

Jeldlje a két gorbesereg egy-egy gérbéjének a metszéspontjiban az érintGk irdnyszogét
@ ill. 1. Fennall, hogy

Y : "»b W,
azaz az érinték irdnytangense kozott a
g — tgw
1+ tgp- tgw
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Osszefiiggés all fenn.

Ha specidlisan w = %, akkor
1

B tg '

tgp =

13.5.2. Adott gorbesereg izogondlis trajektéridinak meghatédrozasa.

Mindenekel6tt az adott egyparaméteres gorbsereg egyenletébdl kell egy a gorbesereget
jellemz6 differencidlegyenletet eléallitani. Az

fz,g0)=0
adott egyenlethdl és az ennek z-szerinti derivdldsdval nyert

af , of ,_

e + By ¥ =0

egyenletbdl kell az a paramétert kikiiszébolni. Ha ez sikeriil, akkor nyerjilk az adott
gorbesereg

F(z,y,9)=0

differencidlegyenletét. Az izogonidlis trajektoridk differencidlegyenletét ebbél dgy nyerjiik
hogy ' helyére az

3

¥ — tgw
1+ tgw

¥~ tgw
F Z 2" ) =
(w’y’1+y’tgw)

Ha specidlisan w = %, akkor az ortogonélis trajektériak differencidlegyenlete:

1
F(I’ya_?) =0. .

kifejezést irjuk:

Példdk:
1.} Hatérozzuk meg az
¥y = azx
egyenletli egyenessereg izogondlis trajektéridit, ha a két gorbesereg egyes gorbéinek a
metszési szoge w # 5. (Legyen a tovdbbiakban tgw = k.)
Az egyenessereg differencidlegyenlete:

=¥
y=2"

Az izogonalis trajektoridk differencidlegyenlete:

y-k _y
1+ky =

¥
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vagy
oy ~kx =y + kyy' .

Ezt még igy is lehet {rni:
zdy — ydz = k(zdz + ydy) .

Ennek a (nem egzakt) differencidlegyenleinek egy integralé tényezdje:
1
72 + y2 '
Ha ezzel végigszorzunk és az egyenletet dtrendezziik, akkor nyerjiik az

m-d:c+y-dy_£a:dy—-ydm
m2+y2 Tk m2+y2

egzakt differencidlegyenletet. Ennek az dltalinos megolddsa:
1 i
5111(:1:2 +y8) = Z aretg % +InC .
Polarkoordinatdkra attérve ezt meg gy is irhatjuk:
7= Cek .

A keresett gorbék tehit logaritmikus spirdlisok.

Ha most specidlisan w = %, akkor az ortogondlis trajektéridk differencidlegyenlete:

1 _ ¥
y oz’
vagy a valtozok szétvilasztdsa utdn:
zdz +ydy=0.
Ennek az dltaldnos megolddsa:
2ty =C.

Ez pedig origé kozéppontd koncentrikus korok egyenlete (C' > 0).

2.) Tegyiik fel azt, hogy homogén testben a staciondrius héiramlds az (z,y)-sikal
parhuzamos sikokban azonosan folyik le (sikdramlds) és fgy a hédramldsi viszonyok
lefraséra elegendS az {z,y)-sikban lejitszédé folyamatot vizsgdini. Legyen az egyenld
homérsékletii pontokat 6sszekitd gérbék (izotermdk) egyenlete:

z2 y?
G + o= 1 (ahol most €' > 0).

Hatdrozzuk meg a hbiramlds dramvonalainak (az adott gorbék ortogondlis tra-
jektdridinak) az egyenletét.
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Az izotermdk konfok4lis ellipszisek, amelyeknek a fékuszai az (1,0) és (—1,0) pontok.
Ennek a gorbseregnek a differencidlegyenletét az

m? yz

A 1’
irc’ ¢

z vy
1+C+C' =0

egyenletekbél, a C' paraméter kikiiszobolésével nyerjiik. A mésodik egyenlethél:

i
c = -W
vy + 2
és igy -
vy +z

1+ ¢

Ha ezeket behelyettesitjiik az ellipszisek megadott egyenletébe, dtrendezés utdn nyerjuk a
kovetkez differencidlegyenletet:

2
ey + (2P -y - 1)y ~zy=0.

A hédramids dramvonalainak a differencidlegyenletét ebbdl gy kapjuk, hogy %' helyébe
(—%)-t frunk. Igy lesz
zy  2t-yf-1
< v ry =0,
2 L.
vagy (—y'" )-vel végigszorozva:
ayy” + (22—t~ 1y —wy =0,

vagyis ugyanazt a differencidlegyenletet kapjuk. Ennek az a magyardzata, hogy mivel az
adott differencidlegyenlet y'-ben mésodfokd, azért minden ponton két megoldsgérbe halad
at, melyek koziil az egyik ellipszis (C' > 0), a masik pedig egy konfokdlis hiperbolasereg
egyik gorbéje (~1 < C' < 0). A konfokalis hiperbolédk a konfokélis ellipszisek ortogondlis
trajektoridi. Tehdt a keresett dramvonalak egyenlete:

—§-—=1: aholmost —-1<C<0.

13.6. Elsérendii differencidlegyenlet kozelitd megoldisa

13.6.1. Kozelité megoldas hatvanysor részletosszegével.

Igen sok esetben a differencidlegyenlet megolddsira elénydsen alkalmazhaté az az
eljirds, hogy a megolddst hatvdnysor alakjiban keressiik. Sokszor a megoldds teljes
hatvdnysordnak eldéllitdsa gyakorlati nehézségekbe iitkdzik és megelégsziink azzal, hogy a
hatvanysornak csak valamely részletdsszegét hatérozzuk meg, Tehit ez a médszer kozelits
megoldasi médszerként is hasznalhatd.

85




A hatvénysor alakd megoldés formalis elGallitdsdra dltaldban kétféle utat szoktak
kdvetni. Az egyik 4t az, hogy felirjdk a varhatd hatvdnysort hatdrozatlan egyatthatokkal
és az egyiitthatdkat figy hatdrozzdk meg, hogy a differencidlegyenletbe valé behelyettesités
utan az azonos hatvanyd tagok egyiitthatéit osszehasonlitva annyi feltételi egyenletet fo-
galmaznak meg, ahdny egylitthatét meg akarnak hatdrozni. Bz a hatdrozetlan egyiitthatok
mddszere. A masik it az, hogy Taylor-sor alekjdban keresik a megoldast gy, hogy a
differencidlegyenletbdl sorozatos derivdlassal elGallitjdk az ismeretlen fiiggvény kiilonbdzd
rendfi derivéaltjait, majd az eldirt kezdeti értékek felhasznaldsdval rekurziv dton kiszamitjdk
a Taylor-sor (illetve Taylor-polinom} egyiitthatéit.

Mindkét mddszer esetében felmeriil az az alapvetd probléma, hogy a formalisan
elddllitott hatvanysor mikor konvergens és ha konvergens, mikor llitja el a keresett me-
golddst. Ennek a kérdésnek az eldSntése utdlagos vizsgilatot igényel. Anélkiil, hogy a
részletekbe bocsajtkoznank, bizonyitas nélkil kozdljik a kovetkezo tételt:

Ha az
v = f(z,9), ylzo) = o
kezdetiérték-feladathan szerepld f(z,y) fliggvény az
|l —zol <a, |y—wol<b

tartomanyban folytonos, korlatos, azaz

|f(z,9)l < M
és analitikus, azaz

flz,9) =3 aij(z — 20){y — 90)°

=0 j=0
alakban konvergens hatvinysorral el6dllithatd, akkor az adott differencidlegyenletnek az
y(xo) = yo kezdeti feltételt kielégitd y(z) megolddsa az z¢ hely kornyezetében a konvergens

y(z) = yo + Y cxlz — 20)*
k=1

hatvanysor alakjaban el6édllithatd, ahol a konvergencia legaldbb az

| | < min b
—z —
ol < Mt} %57

intervallumban biztositva van.

A hatdrozatlan egyiitthatdk niddszerénel az ismeretien ¢ a

zkck Az =)l = Zia,-j(m — o) {Zc;.—(:c - :co)k}
k=1 : - :

i=0 j=0 k=1
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azonossaghél az (z — z¢) két oldalon szerepld azonos kitevéjii hatvanyainak egyiitthatdibol
tsszehasonlitdssal felirhatd feltételi egyenleteket fogalmazunk meg:

l-ey = ago
2-c3 = apotanc

2
3-c3 = az0+ e+ gorc2 + oz

Ezekbél az egyenletekb6l kell az ismeretlen ¢p-kat meghatdrozni. Ha viszont a megolddst
Taylor-sor alakjaban keressik, akkor mivel

y' = flz,y),
azért innen
L E)_f_ + 6_f
V' b By :
62f 9 f Pf . Of
o_ r, 9SS OF
™ R AL Ll ML

és igy tovabb.
A Taylor-sor

y(z)=p+ Z A (320) — zg)*

egyiitthatéiban szerepld y(¥)(zo) derivalt értékek az y',y", v, .. -te kapott kifejezésekbdl
szamithaté egymasutdn az zp, yo kezdeti értékeknek és a mér kiszdmitott de-
rivaltértékeknek a behelyettesitése dtjdn.

Példaként hatérozzuk meg az
y¥=a+y
differencidlegyenlet dltalinos megoldisat hatvanysor alakjiban.
Feltessziik azt, hogy a megoldast az
y(z)=a t+ ez + az? +asz® + ...
hatvénysor adja, amely bizonyos |z| < p intervallumban egyenletesen konvergens és igy

¥'(z) = a1 + 2a37 + 3azz? + daqgz® 4 -

Ez pedig z-ben azomosan csak akkor dllhat fenn, ha z megfelelé hatvényainak
egylitthatdl mindkét oldalrdl megegyeznek, azaz

ay = @p,
201-2 = @i+ 1 3
30’3 = (Iﬁ H
dag = a3,

87



Ebbél kovetkezik, hogy

4 = ag,
G0+l
a’2 - 2! b
Gg+1
T
és dltaldban 41
&g
a, = - (n>2).
Tehat
ag+ 1 apg+ 1 ag+ 1 ag 41
¥(z) = ag + aoz + 02! 2 + 03! 3+ 04! 2 4.+ Un! .=

N A I .
=(wtD{ltet s+t mt ot —+)-o-1=
=(ap+ 1)efF—a2-1.

Minden z-te konvergens, ismert fiiggvény hatvanysorira jutottunk. Ha még ap + 1
helyett tetszéleges C' dllandét frunk, akkor végeredményben:

We)=Ce"~z—1.

Ugyanerre az eredményre jutunk akkor, ha a megoldast Taylor-sor alakjiban keressuk.

Feltessziik eloszor azt, hogy y(0) = ag. Ekkor az adott differencidlegyenlet szerint
¥'(0) = ao .

Képezziik ezutdn az ismeretlen fiiggvény magasabbrendii derivilijait a diffe-
rencidlegyenletet derivalva:

¥(@) = 1+y(2),

yﬂl(m) - y”(il:) ,
Vi) = y"(2),
v = g Nz), (n23).

Behelyettesitve az ¢ = 0, y(0) = ¥'(0) = ¢o értékeket:

y”(U) = 1 + Qg ,
ym(o) = 1+ Qg ,
yIV(O) = l+ao,
y(”)(()) = l4a, (n>2).
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Tehat a keresett Taylor-sor:

a 1 ag + 1 a 1 ag + 1
y(z) = ag + aoz + 0;{ %+ 03! z3 ﬂ;. i+ DnI 2+ .=
z2 g3 gt z"
=(Go+1)(1+$+§+ﬁ+:i—!-l-"'-l-m-l-"')—-’17_1:

:(ag-}-l)e”—m—l y
vagyis végeredményben:

yz)=Ce®—x—1.

13.6.2. A Runge-Kutta-féle kizelitd eljards

Legyen a megoldandd differencialegyenlet:

¥ = f(=,y)
és az eloirt kezdeti feltétel:

y(zo) = 3o -
Vilasztunk egy h > 0 18péstivolsiagot és ezzel egy

zi=zg+ih, 1=0,1,2,...

abszcisszasorozatot képeziink. Az z; helyeken az ismeretlen y(x) fiiggvény helyettesfitési
értékeit jellje

% = ylzi) .
Ezeknek a kozelit6 értékeit kivinjuk meghatirozni, mégpedig oly médon, hogy y;-bél egy
Ay; korrekeids tag hozzddadasdval képezzik y;yq-et:

Yir1 = ¥ + Ay -
Az in. Euler-féle “tértvonalmédszernél”
Yipr = ¥ +h- flznp)+ H

- lenne, azonban ezzel a kozelitéssel 2 H hiba dltalaban tilsigosan nagyra adddnék. Eppen
ezért ezt a mddszert killonfélekeppen szoktdk javitani. FEzek kézill a javitott eljardsok
kézil a gyakorlatban leginkabb a Runge-Kutta-féle eljirast szoktdk alkalmazni.

A Runge-Kutta-féle eljirasnak az a lényege, hogy az z; helyhez tartozd y; kozelitd
filggvényértékbdl az z;41 = x; + h helyhez tartozd iy kozelito fﬁggvéﬁyértéket a Dy
korrekeids tag hozzdaddsival szamitjuk, ahol

1. G i i i
Ay; = 5(k§’+2k§’+2k§)+k§)).
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Az egyes k}i) (i = 1,2,3,4) korrekcids tagokat, amelyeknek a stlyozott szdintani
kozépértéke adja Ay;-t a kovetkezdképpen lehet meghatérozni:

D = hf(enw)

; h kD
kg) = hf(zi-f——,'y.'+%) s

2
i h 1Y)
kg) = hf($;+§,y:+ ;) )

Y = hf(zit by + B
Be lehet azt bizonyitani, hogy az
Yier = Ui + Ay
kozelitd érték hibija a lépéstivolsig Stodik hatvanydval lesz ardnyos, azaz a hiba
nagysagrendje: O(h°). _
Anélkiil, hogy a részletekbe belemennénk, megjegyezziik azt, hogy a Runge-Kutta-féle
eljiras abban az esetben, ha a differencidlegyenletben szerepls f fiiggvény nem fiigg y-t6l

és esak x-nek a fiiggvénye, a numerikus integrildsndl megismert Simpson-féle eljirassal
ekvivalens. Ha ugyanis

¥ = fx),
akkor
ko= hf(z),
ky = k’3=hf($+%) )
ky = hf(z+h)
és ekkor

T+-h

et i) =s(@)= [ fe)ds =

T

Il

Ay

il

%O@H%f@+g)+ﬂx+w)+mmﬁ

amint az a Simpson-formuldval adddik.
Példaként legyen
y=z+y, y(0)=1
ésh=0,2 |
Csak egy l1épést szdmoljunk végig:
ki o= h-f(0;1)=0,200+1)=0,2,
By = h-f(0,1;1,1)=0,2(0,1+1,1)=0,24
ks = h-f{0,151,12) = 0,2(0,1 + 1,12) = 0,244 ,
kBs = h-f(0,2;1,244)=0,2(0,2 4 1,244) = 0,4288 .
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Ezekkel |
$0,2)~ 1+ E(O,Q—i— 2-0,2442-0,244 + 0,2888) = 1,2428 .

13.7. Elsérendii kozonséges differencidlegyenletrendszer

13.7.1. Bevezetés

Az eddigiekben tdrgyalt elsérendii kéz6nséges differencidlegyenleteket két irdnyban lehet
dltalanositani:

&.) a derivilt rendszdmdt egynek hagyva, egy helyett két egyvéltozds ismeretlen
fiiggvényt tekintiink és persze egy helyett két egyenletet adunk meg. Igy jutunk pl. az
y{z) és z(x) ismeretlen figgvényekre vonatkozd, két elsérendii differencidlegyenletbdl 4ll6
kovetkezo elsbrendil kSzonséges differencialegyenletrendszerre:

dy
E — f(ﬁ?,y,z),
dz
o= = 9(@&y2).

b.) az ismeretlen figgvény marad y(z), viszont a differencislegyenletben szerepeltetjiik
az y' elsérendid derivalt mellett az y" mdsodrendil derivdltat is. Igy jutunk pl. az egy
ismeretlen fiiggvényt tartalmazé kovetkezd méasodrendii kozdnséges differencidlegyenletre:

Y = F(z,y,v) .

A két feladat ekvivalens egymdssal. Pl. a mdsodrendil differencidlegyenlet fgy frhatd at
elsérendil rendszerre:

dy

e -

dz

T = F(z,»y,z).

Altaliban egy n-edrendi egy ismeretlen fliggvényt tartalmazd differencidlegyenlet
ekvivalens médon 4tirhaté n elsérendii differencidlegyenletbl 4ll6 rendszerre. Eppen
ezért a kdvetkezékben magasabbrendi differencidlegyenletek helyett elsérendil differencial-
egyenletrendszerekkel fogunk foglalkozni és tételeinket ilyen rendszerekre fogjuk kimon-
dani.

Magasabbrendii differencidlegyenletekbd] dllé rendszer esetén is meg lehet adni az ek-
vivalens elsdrendii egyenletekbdl 4116 rendszert,

Felmeriilhet az a kerdés, hogy lehet-e geometriailag szemléltetni egy diffe-
rencidlegyenletrendszert, illetSleg egy magasabbrendii differencidlegyenletet?

Erre a kdvetkez6t lehet valaszolni:

A héromdimenziés térben maradd szemléltetést lehet adni a két ismeretlen
fiiggvényt tartalmazé elsérendii differencidlegyenletrendszernek: Jelentsenek ugyanis
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z, Y,z derékszogl koordindtikat. Akkora
Z_z f(x, y, z) k]

j—z g9(z,9,2)

differencidlegyenletrendszer a tér P{z,y, 2) pont_]a,hoz két szdmot rendel. Jelenthetl az
{z,y)-sikban egy vonalelem irdnytényez6jét, dx pedig az (z, z)-sikban egy 1ranytenyez0t
Ez a két szam egy térbeli irdnymez6t hatdrozhat meg: a P ponthoz tartozéd térbeli vo-
nalelem (z,y)- és (z, z)-sikon 1évé vetiileteinek irdnytényezdi a %ﬂ ll. j—; szdmok. A
differencidlegyenletrendszert integralni {megoldani) annyit jelent, mint megadm mindazo-
kat az

¥z},
z(z)

egyenletrendszerrel meghatirozott térgbrbéket, amelyek minden pontjukban érintik az
elobbi térbeli irdnymezé vonalelemeit. Ha a differencidlegyenletrendszerben szerepld
f(z,y,2) és g(z, v, 2) figevények bizonyos feltételeknek eleget tesznek, akkor a megoldsok
sokasdgibdl egy egyednek a kivilasztisa az

y(zo) =30, z(z0)=2
kezddértékek elSirdsaval érhetd el. A kezdeti feltételeknek megfeleld megoldds annak a
térgdrbének a kivdlasztisit jelenti az integralgbrbék (megolddsgdrbék) kozil, amely a
megadott FPy(zg, yo, 20} kezdéponton dtmegy.
Ez a tény az
v = Flz,5,v)

mésodrendt differencidlegyenlettel ekvivalens

dy

i

dz

a - F(:v,y,z)

rendszerre azt mondja, hogy itt zo-hoz az y(:cg) = yo, ¥'(zo) = ?Io értékeket lehet kezdeti
feltételként eldirni.

Az y" = F(z,y,y") differencidlegyenletnek pusztdn az {z,y)-sfkban mdr nines a megfe-
leld rendszerhez hasonlé egyszerii szemléltetése. Egy kezdetiértékfeladat esetében leg-
feljebb annyit lehet mondani, hogy most egy pontban megadunk egy érintét (érintd-
meredekséget) és a differencidlegyenletbsl meghatrozva a megfelels ¥y = F(zo, Yo, ¥5)
masodrendi derivalt-értéket, akkor ezzel meg van hatirozva a megadott ponton Atmend,
adott vonalelemhez érintslegesen simulé integralgdrbének e pontbeli gorbilete {gorbileti
sugara, gorbiileti kozéppontja) és akkor ennek megfelelden lehetne e pontban egy korivet
rajzolni, amely kis szakaszon helyettesithetné a megfelels integrilgorbét.
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Sok esetben eldnyds és mechanikai interpreticiéra ad lehetSséget, ha pl. a

dy
E = f(may:z)

dz
E - g("’vay’z)

elsérendil differencislegyenletrendszert 4tirjuk “szimmetrikus” alakba. Mindenekelétt
nyilvdnvalé, hogy az adott differencidlegyenletrendszer igy is irhaté:

. dy dz
. f(wiysz) g(ﬂ?,‘y,z) .

Vagy ha itt minden tagot a “szimmetria” kedveért ugyanazzal a P(z,y, z) figgvénnyel
végigosztjuk és a jelolés egyszeriisitése kedvéért feltessziik, hogy

Q(a:,y,z) = P(mayyz)'f(myyaz) »
R(.’E, ."J,Z) = P($:y:z)'g($7yaz) ]
akkor ithatjuk, hogy
dz dy dz

P(m,y,z) - Q(a:,y,z) B R(m,y,z) ) .
Ha feltessziik azt, hogy P,Q, R egy hiromdimenziés térbeli vektoreloszlds vektorinak a
koordinitdi, azaz
v(r)=Pi+ @Qj+ Rk,
(itt r==zi4yj+zk), akkor ez a differencislegyenletrendszer a vektoreloszlist
szemléitetd vektorvenalak (dramvonalak, erévonalak) diferencisl-
egyenletrendszerének tekintheto,

Ha még bevezetiink egy ¢ paramétert és a differencidlegyenletrendszeriinket bévitjiik,
akkor a kovetkezd “szimmetrikus” alakra jutunk:

% = P(z,y,2},
j—z = Q=9,7),
% = R(z,y,2).
Ugyanezt témdren, vekiorosan igy is lehet irni:
% = v(r)

E bévitett differencidlegyenletrendszer megoldasai, az integralgdrbék (megolddsgdrbék)
a kovetkez0 paraméteres egyenletrendszert fogjik adni:

(1) ,

(1),
z(1) .

z

I}
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Ha ebbdl az egyenletrendszerbdl a { paramséter kikiiszobilhetd, akkor visszajutunk az

y(z),
z(z),

egyenletrendszernek megfelels y(x), z(z) megoldisokhoz.

il

Il

Ha a ¢ paramétert az id6vel azonositjuk, akkor a differencidlegyenletrendszernek kine-.
matikai jelentést lehet tulajdonitani: egy mozgd pont a tér egyes pontjaiban a P,Q, R
megszabta sebességgel mozog.

13.7.2. Elsbrendii koézonséges differencidlegyenletrendszer Cauchy-féle
normalalakja.

Mindaz, amit a bevezetésben két ismeretlen fiiggvényt tartalmazé elsérendii differencial-
egyenletrendszerrdl, illetve egy ismeretlen fiiggvényt tartalmazé masodrendii differencidl-
egyenletrdl mondtunk, megfelels viéltostatdsokkal dltalinosithatd n ismeretlen fiiggvényt
tartalinazé elsérendii differencidlegyenletrendszerre, illetve egy ismeretlen fiiggvényt tar-
talmazd n-edrendii differencidlegyenletre.

Az elsbrendli kozomséges differencidlegyenletrendszer in. Cauchy-féle normélalakja a
kovetkezd:

dy
E = 'fl(a:ayhy%---ayn)a
dy,
d&: - fZ(Zaylay');--wyn) ]
—iiﬂ = fn(maylay'lv"")yn) .

Egy n-edrendii explicit differencidlegyenlet:

v = Fa,y,9,9",...,y")

és az ezzel ekvivalens elsérendd differencidlegyenletrendszer:

di _
dr = Y,
dy2
dz = ¥,
difn1
finm L o= Y 5
d
Ey:;_l = F($1y11925---syn)'

A mechanikai és egyéb fizikai alkalmazdsokra valé tekintettel egy = ismeretlen
fiiggvényt tartalinazé elsdrendii kozomnséges differenciilegyenletrendszernek a kovetkezd
interpretacidt lehet adni:
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A fiiggetlen valtozdt z helyett jeldljiik #-vel és ez jelentse az id6t. Az ismeretlen
fiiggvényecket jeloljék 1,zs,...,%, és ezeknek a fiiggd viltozdknak értékrendszereit te-
kintsiik az n-dimenziés tér pontjai koordindtdinak. Ezt az n-dimenziés teret sokszor
fdzistérnek (dllapoitérnek) nevezik.

A differencidlegyenletrendszer i-edik egyenlete tehat a kovetkezd alaki:

% = fi(t,z1,32,...,2,), i=1,2,...,n.

Azt mondjuk, hogy ez a differencidlegyenletrendszer egy-egy t idépillanatban és a
fazistér valamely P(z1,2s,...,2,) pontjdban meghatirozza egy mozgd pont sebességének
f1s fay ..., fu komponenseit. Az n-dimenziés tér vizsgilt tartomanyat, amelyben a me-
goldds egzisztencidjdnak és unicitisanak a feltételei teljesiilnek, vigy képzelhetjiik el,
hogy azt folytonos, mozgé kozeg tolti ki és a kdzeg részecskéinek a sebességét a diffe-
rencidlegyenletrendszer fejezi ki.

A differencidlegyenletrendszer megolddsdnak a problémdja — e felfogds szerint — abban
all, hogy meg kell hatérozni az z1,%s,...,%, keordindtikat, mint a ¢ id§ fiiggvényeit,
ha meg vannak adva a t = t; kezdd pillanatban a koordindtdk kezdeti értékei:
%10, %205 - -+, Tpo, Vagyis ez azt jelenti, hogy meg kell hatdrozni azokat az z;(t), i =
1,2,...,n figgvényeket, melyek minden szébajbhetd ¢ idépillanatban megadjdk annak
a mozg6 pontnak a helyzetét, amely a ty kezd$ pillanatban a Po(210, 230, - - -, Tno} kezdeti
pontban volt.

Egy ilyen interpretdcié mellett az adott differencidlegyenletrendszert dinamikai rends-
zernek, minden megolddst pedig mozgdsnak nevezhetiink. Azt a gorbét, melyet a pont
mozgasa kozhen leir, a mozgds pdlydjdnak lehet nevezni. A mozgés palydjinak egy pa-
raméteres egyenletrendszere (a ¢ idé a paraméter):

zi=z{t), i=1,2,...,n.

Az alkalmazdsok szemipontjibél fontos az a specidlis eset, amelynél a diffe-

rencidlegyenletrendszer jobboldali fiiggvényei nem fiiggenek explicite a ¢ 1d6t8]l (autondm
rendszer):

dx
—Jt—l = file @0 ,%.) ,
dz
Ef‘ = fz(mlymz,---,xn),
dz.,
o " falz1,22,...,20) .

Ezek az egyenletek a kzegnek egy staciondrius mozgdsdt irjak le: a tér egyes pontjaiban
a sebesség fiiggetlen az 1d6tdl és ezért a2 mozgds egész tartama alatt a kérdéses pontokban
a sebesség dllandd marad. Staciondrius mozgés esetében minden palyan végtelen sok
mozgis mehet végbe; az Gsszes olyan kozegrészecskék, melyek a kezdeti idépontban egy
adott palyan helyezkedtek el, a fizistérben egy és ugyanazt a vonalat irjak le, ezen vonal

95



mentén egymdsutdn haladva. Ezeket a palydkat gyakran dramvonalaknak (vagy &ltaliban
trajekioridknak) szokds nevezni.

Az autondm rendszer vizsgilatdndl fontos megallapitani, hogy mely pontokban lesz
valamennyi sebességkomponens zérus. Egy ilyen pontot, amelyben tehit valamennyi f;
helyettesitési ertéke zérus, az autondm rendszer kritikus (szinguldris) pontjdnak, vagy
egyensilyt pontjdnak hivjik. Az ilyen egyensilyl pontok esetében azt vizsgdljdk, hogy
valamilyen értelemben ez az egyensily stabilis-e, vagy sem.

13.7.3. A megoldés egzisztencidjdnak és unicitdsdnak elégséges feltételei.

Legyen adva a

dy
Ei— = f1($,y11y21---a?1n) ’
dy2
E = fz(z,yhyz,.--,yn) )
d:: = fn(wvylay%""yﬂ) -

elsérendii kozdmséges differencidlegyenletrendszer a Cauchy-féle normilalakban. =z a
figgetlen valtozd, y1,¥2,...,¥, pedig az ismeretlen fiiggvények. Legyen adva a kez-
deti értékeknek egy zo,y1g, Y20, .., ¥no értékrendszere. Az egyenletek jobboldali f; (i =
1,2,...,n) fiiggvényel tegyenck eleget a kdvetkezd feltételeknek:

Az n 4 1 dimenzidés T tartomanyban, amelyet az
le—zol<e, |i—wol<b, i=1,2,...,n
egyenldtlenségek hatdroznak meg.
a.) valamennyi f; folytonos;
b.) és korlatos:
EftISM> i=1,2,...,n,
ahol M > 0 és 4dllandsd;

c.) valamennyi f; az %1,%2,...,¥, argumentumokra nézve kielégiti a Lipschitz-
feltételt, azaz ha egy adott z érték mellett az w1,%2,.-.,9n & 31 + Ay, 3+
+Ayy, ... ¥ + Ay értékrendszerek a T tartomanyhoz tartoznak, akkor fennillnak a
kovetkezd egyenlStlenségek:

|fi{z v + Ay, ye + Ayz, o9 + Ayn) — fi(Z, 10,92, )] <
< K(|Anl+1Apl +---+ Aw]), i=12,...,7,
ahol K > § é&s dllandé.
(Megjegyezziik azt, hogy ha a T tartomdnyban léteznek és folytonosak a g&, (i,k =
1,2,...,n) parcidlis derivdltak és ezek korlitosak, azaz 'g&| < K, akkor biztosan teljesiil
a Lipschitz-feltétel). : )
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Mérmost, ha a fenti feltételek teljestilnek, akkor az adott differencidlegyenletrendszer-
nek egy és csakis egy olyan

w(z), ya(z), ... ayn(m)

megolddsrendszere 1étezik, amely értelmezve van, ha

b
_ < h = mi el
|z — zo| < A = min (a,, M)

és az & = g helyen felveszi az eléirt

?h(wo) = e ,9'2($0) = Y20 »- --,yn(it?o) = ¥no

kezdeti értékeket.

A tétel bizonyitdsdira alkalmazni lehet a szukeessziv approzimdcisk (sorozatos
kozelitések) Picard-féle médszerét. Zérusrendil kdzelitésnek az adott yip kezdeti értéket
valasztjuk. Az els6rendil kozelitések:

x
yi(z) = yio +/ filE o va0, - mo)dl, 1=1,2,...,n.
xp
A maésodrendil kozelitések az elsérendiiek felhasznalasival adddnak:

yi?(w) = Yo + /:E fl'(gayll(f)ayﬂ(f):- e :ynl(E))dE , t=12,...,n,

és dltaldban az (m — 1}-edrendd kozelitések fethaszndlasival, az m-edrendfl kozelitések:
z
y!m(m) = yiO'l'-/ fi(f)yl,m—l(f))y%m—l(g):'"syn,m—l(f))df ) 1= 1721"'1n .
g

Az elsérendd, egy ismeretlen fiiggvényre vonatkozd differencislegyenletnél kivetett gon-
dolatmenet szerint beldthatd, hogy az |z — zp| < A intervallumban a kapott kozelitések so-
rozatai egyenletesen konvergilnak az adott kezdeti feltételeknek megfelelé megoldasokhoz:

mh;rj:lmy;m(z) =y(z), i=1,2;...,n.
Fennall, hogy

(@) = vio + ] T FE O, ©)E, i= 1,2, n

Az m-edik lépesben nyert kozelitésnek az egzakt megolddstdl vald eltérésére a kivetkezd
becslés érvényes:

M & {nKlz - zo|M* .
|'y¢m($)—y;($)|S ﬁ E {____E_E'LI}’ 32-112;"'17%:
k=m+1 !

hacsak |z — zo] < .
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13.8. Els6rendii linearis  differencidlegyenletrendszer
allandé egyutthatokkal

13.8.1. Homogén linedris differencidlegyenletrendszer.

Legyen adva a kovetkezd elsdrendii homogén linedris differencidlegyenletrendszer:

din _

T un +er2y2 +-- -+ Gn¥n

dy;

4z = az1th + G229z + ...+ G2nin
z

dyn

dz Gp1¥1 + Un2tie + ...+ Gunln

ahol az e egyiitthaték megadott dllanddk, y1,9s,..., % pedig az z figgetlen viltozd
ismeretlen fliggvényei. Keressiik a differencidlegyenletrendszernek azt a partikuléris me-
goldasat, mely eleget tesz az

(zo) = 1o, y2(2o) = #20,- - - ¥n(T0) = ¥no

kezdeti feltételnek.  Ttt #io,¥20,--.,Yn0 megadott dllandék.  Esetiinkben a diffe-
rencidlegyenletek jobboldalain 4llé fiiggvényekre

|t —zo| <oo, |gi—wol<oo, i=12,...,n

mellett teljesiilnek a megoldds egzisztencidjat és unicitdsat biztositd feltételek.

Vezessiik be az ismeretlen faggvényekbdl allé

y{z)
y = y(x)= ?12(93)
yn(x)

ismeretlen oszlopvektort és az adott dllandd egylitthatékbdl allé

411 12 Ain

a1 @22 G2n
A= .

p1 @p2 ... fGun

n-edrendii- kvadratikus métrixot. Az adott kezdeti feltételeknek megfelel az
Yo
Y20
Yo = y(zo) =

Yno
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konstans oszlopvektor.

(Még megjegyezzik azt, hogy vektor, illetve métrix derivdltjdn, illetve integrdljin azt a
vektort, illetve matrixot fogjuk érteni, amelynek az egyes elemeit az eredeti vektor, illetve
métrix elemek derivéltja, illetve intergilja alkotja.)

Feladatunkat ekkor réviden, matrixalakban igy lehet fogalmazni:

Megoldandé a

d

Zv=A

dmy Y

homogén linedris matrix-differencidlegyenlet, az aloirt y(zo) = yo kezdeti feltétel mellett.
A megoldds el6allitdsdra alkalmazzuk a Picard-féle szukcessziv approximdciék

mddszerét. Figyelembe véve azt, hogy az adott differencidlegyenlettel, az elGirt kezdeti

feltétel mellett ekvivalens.az
T
y@) =vor [ Ayt
g

integrélegyenlet, képezziik a kbvetkezd iterdciésorozatot:

vi(z) = YO+/IAYU0!E,
va@) = vo+ /szl(ode,
Ym(®) = Vot ] " AYm-i(E)dE |

Ezt azonban igy is frhatjuk, hiszen az integrilokat — A = allandd miatt — egymdisutan
elvégezhetjiik:

yi{z) = {E+A-(z-zo}}yo,

yaz) = {E+A.w+y‘($_2%)2}yn’
m Ak- O k . .

ahol E az n-edrendii egységmatrix és megéllapodds szerint A° = E.

Mivel pedig a megoldds egzisztencidjira és unicitisira vonatkozd tétel alapjin
Jim yo(z) = y(z)
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a differencidlegyenletrendszer adott kezdeti feltételeknek megfeld egzakt megolddsa,
végeredményként irhatjuk:

e k(e —zg)k
y(2) = {mh'_r'anA(k—!o)}Yo,

k=0
aZaz
y(z) = eAlem=oly, .

A megoldds tehdt dgy allt eld, hogy a kezdeti feltételeket tartalmazé yo = y(2o) oszlop-
vektort kell szorozni egy bizonyos, z-t8l fiiggd matrix-figgvénnyel, amely a szukcessziv
approximacidk iterdcid-sorozatdban szerepld, zo-t6l z-ig kijelolt iterdlt integralok végtelen
soraként All el6. Ez — bizonyithatéan - dltaldnossigban is igy van, akkor is, ha az
egyiitthatdkbdl képezett A matrix elemei nem dllanddk, hanem z-nek megadott folytonos
fiiggvényel. Erre utal az

y(z) = Q_lzu)'(zo)
jel6lés.
Az Q[zo kvadratikus métrixot, amely az altalunk vizsgilt specidlis esetben (A =

dlland6) eA(==%0) a7 adott homogén linedris differencidlegyenletrendszer rezolvens
mdtrizdnak fogjuk nevezni. (Szoktdk még matrizdnsnak is neveszni.)

Vizsgdljuk meg a kdvetkez6kben ennek a rezolvens métrixnak néhdny (4ltaldnos esetben
is érvényes) tulajdonsigat.

13.8.2. A rezolvens matrix néhany tulajdonsiga.

a.) A rezolvens matriz nem szinguldris, azaz

det (22 ) #0

(a2,)”

Ennek igazoldsa tobbféleképpen is lehetséges.

és igy létezik az

inverz matrix.

Elészér is az nyilvanvald, hogy ha az y ismeretlen fiiggvénynek az z helyhez tartozé
helyettesitési értékét frjuk elé kezdeti feltételnek és az zg helyen keressiik a megoldést,
akkor fennall:

y{zo) = 2y () .
Tehat
¥(z) = 9 Q[*¥(a) ,

azaz

(e) " =qz
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és ez azt jelenti, hogy a rezolvens matrix inverzét egyszeriien gy nyerjik, hogy a rezolvens
matrix elodllitisara szolgdld iterdcidsorozatban valamennyi integralnal a hatarokat fele-
seréljiik, vagy ami ezzel ekvivalens, valamennyi integralndl a hatdrokat megtartva eldjelet
valtunk,

Az dllandd egyiitthatdji linedris differencidlegyenletrendszernél ez egyszerilen azt je-
lenti, hogy

(eA-(x—Io))_l = e~ Alz-m0)

Mdsképpen okoskodva, legyen a rezolvens matrix részletesen kifrva a kovetkezo:

Lu‘ll(ﬂ)) wlg(z) - wln(z)
Q|:o _ Lu‘gl.(:t) w;gg.(x) . Lu‘gn(m)
wn1(z) waa(zx) ... waa(2)

r " . . T 0 .
Képezziik most a rezolvens matrix determindnsinak, det (leg)'“d( az z-szerinti de-
rivaltjat. Ez n darab determindns Osszege lesz:

w{l(m; wlggmg ... wmgz;
d - whi(z) wealz) ... walz
£ (o)) = | 40 o e

whilz) wea(z) ... waal(z)
wi(z) wi(z) ... w(z) wii{z) wn(z) ... wi(z)
wo(z) why(z) ... wan(2) war(z) waa(z) ... wh (=)

R A I (O

wni(x) wi(e) ... wha(z) wai(x) wna(z) ... w,(2)

Vegyik most figyelembe azt, hogy

() =A 9L,

AZAZ
n
/ — Py .
Wiy = g QijWik
i=1
&s igy
( 3_1 a’l_‘rwﬁ) w19 e Win
d = ( GgiW ) 2%} e W
1 @2;Wi 22 2n
£ (e (al2)) - | (=
x Zo . . .
( =1 aauwgl) W2 e Whp
" n
wi1 (Ej:l aljwjz) cee o Wi Wil Wz ... (2;}:1 alj""jﬂ)
n . n
w1 (E 1 aijjZ) v Mgy Wi Wz ... (z =1 Ct',gjwjn)
T i +..+ !
n . I
w11 (Ej:l a,,jwjg) vee Wig Wnl Wp2 ... (Ej:] a"jwfﬂ')
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Viélasszuk most kiilén ebben az osszeghen azokat a tagokat, amelyekben a;; kozds
tényezoként szerepel,

Beldthaté az, hogy a; csak az Wi, Why, ..., wh, derivdltakban szerepelhet és igy az

elsé determindnsban a szorzéja wi; 1, a mésodik determinansban w2, ..., az n-edik
determindnsban pedig w;,2:,, ahol most ;x-val a det (Qr;u)-ben szerepld w;p- elemhez
tartozd eldjeles aldetermindnst jeldltiik. Tehdt az ai-t tartalmazé tagok, a kdzos tényezd
kiemelese utdn ezt adjik:

n
ai; Zw{jﬂ,'j = Q4 * det (Q';) .

i=1

Viszont az Osszes ag (i # k) elem szorzéi: az elsd determindnsban wr1f1, a mésodik
determindnshan wgaQyo,. .., az n-edik determindnsban pedig win Q. Igy tehdt az a;,-t
tartalmazd tagok, a kdzos tényezd kiemelése utdn

n
ik Ewkj ‘05 =0, mert i#k.
Jj=1

Ezek szerint

% {det (QEO)} =(aj1 + a2 +...+ nn) - det (QIZD) ,

vagy, mivel
a1 tage+ ... Fap, = SP(A)

(A fodtlébeli elemeinek az dsszege, azaz A nyoma), azért
d @ z
o {det (2l7,) } = spca)-det (7)) .

Ebbél pedig o
det (22 = Cols SP(a)e

Ha most még azt is figyelembe vessziik, hogy
Q0 =E,
akkor C' = 1 kell, hogy legyen és igy végeredményben:

det (97)) = ISP o

(Ez az 1in. Jacobi-féle azonossig.)

b.) A rezolvens matriz kieldgiti a

—Y =AY
dr A
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mdirizdifferencidlegyenletet. (It most Y z-t6l fiiggd ismeretlen n-edrenddi matrix-
figgvény.)

Ugyanis, ha
Y=9,
o
akkor ennek a derivéltja:
d d z e
—Y=—(2f)=Aa-9 =AY,

Jeldlje most e; azt az oszlop-egységvektort, amelynek i-edik eleme 1 és a tobbi 0. Ekker
az oszlopvektorokra particiondlt rezolvens méatrixot gy is frhatjuk:

a7, = (@le) wy(@) ... wi(@))
és ennek az i-edik oszlopdt az e;-vel képezett szorzat adja:
wi(z) = QEDG«' , t=12,...,n.

Ez azonban nem mds, mint az eredetileg adott

d

homogén linedris differencidlegyenletrendszernek az a megoldasa, amely eleget tesz az
y(zo} = e

kezdeti feltételnek. Mivel pedig a rezolvens matrix determindnsa zérustdl kiilonbézik, azért
nyilvan az
wy(z)wy(z),... W ()

oszlopvektoral egymdstél linedrisan fiiggetlenek. A regolvens matrix oszlopvekto-
rai tehdt n darab linedrisan fiiggetlen megolddsit adjédk a homogén linedris diffe-
rencidlegyenletrendszernek. Ez az n darab linedrisan fiiggetlen megoldis egyiittesen a
homogén linedris differencidlegyenletrendszer megolddsainak egy alaprendszerét adja. A
homogén linedris differencialegyenletrendszer minden megolddst ezeknek egy tetszéleges
linedris kombinacidja adja:

€1
z €2
Y(@) =0 e=(w(n) @) ... w,e)| ] |=
Cn
= awy(2) + awy() + ..+ eaw, (2)
ahol ¢g,ca,..., ¢, tetszéleges dllanddk. (A megolddsok egy alaprendszerét oszloponként

tartalmazé mdtrixot szoktdk alapmitriznak is nevezni. Tehét az adott homogén linesris
differenciélegyenletrendszer rezolvens métrixa egy alapmétrix. Valamennyi alapmatrixhoz
el lehet jutni dgy, hogy a rezolvens métrixot jobbrél szorozzuk egy tetszéleges nem-
szingularis matrixszal.)
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13.8.3. Inhomogén linedris differencidlegyenletrendszer.

Tekintsiik most a

d
=Y = Ay +f(z)

inhomogén linearis differencidlegyenletrendszert, ahol az A egylitthatémétrix megadott
allandd, n-edrenddi kvadratikus matrix és az f(z) oszlopvektor tartalmazza a megadott
folytonos fi(z) zavardfiggvényeket (i = 1,2,...,n), amelyek a feltevés szerint nem mind
zérusok. Eldirjuk az zg helyhez tartozd yi(zo) = wo (8 = L,2,...,n) kezdeti értékeket,
amelyeket az

Y10

Y20
yo = y{zo) =

Yno
oszlopvektorba foglalunk egybe.

Legyen a megfeleld homogén linedris differencidlegyenletrendszer a kivetkezt:
d
—¥n = Ay .
dz Ya Yh
Ennek az yi(zg) = y(zo) = yo kezdeti feltételhez tartozdé megolddsa:
vi(z) = Q'zuyo = EA'(r._:z:o)yU .

Keressiik az inhomogén linedris differencidlegyenletrendszer megolddsit az dllandok
varidldsdnek a modszerével a kovetkez6 alakban:

y(z) = Q|7 a(x) = Mgz},

ahol z(z) egyelbre ismeretlen. Mivel

£ y(z) = Ay() + 9fF, L),

azért kell, hogy
of, £ 4(z) = 1(a)
legyen, ahonnan
d £\l
(—i;:—z(z (.Q| ) i(x)
és ebbdl viszont

o(e) = [ (0f,) 5O+ vo.

Igy a keresett megoldds:
z z -1
v =9, {vo+ [ (0lf,) " eepae} .
)
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vagyis az dlland6 A egyiitthatématrix esetében:
T

y(a) = ebteen fyg 1 [ htemge)
£

Eredemes megfigyelni, hogy az y(zo) = yo el6irt kezdeti feltételhez tartozd megoldisa
az inhomogén linedris differenciilegyenletrendszernek két megoldds Ssszege:

a.) _Q|:Dyg = eAl==o}y, a megfelels homogén linedris differencidlegyenletrendszernek
az el8irt y(zo) = yo (# 0) “inhomogén kezdeti feltételhez” tartozé megoldasa;

b.)
a7, f “(0lf) 7 f(eyde = eAtemen) j ¥ e Ale-so)g(g )4

az inhomogén linedris differencidlegyenletrendszernek az y{zp) = 0 “homogén kezdeti
feltételhez” tartozd megoldésa.

Még megjegyezziik azt, hogy ha az adott inhomogén line4ris differencidlegyenletrend-
szer dltaldnos megolddsdt keressiik, akkor y(xg) = c eldirést alkalmazunk, ahol a ¢ osz-
lopvektor elemei tetszoleges dllandék.

Az dltalanos megoldds eldsllitdsa érdekében egyszeriisithetjiik a végeredményiinket az-

zal az dltalinossigot nem sértd felte\;éssel, hogy z¢ = 0 kezddértéket vélasztunk. Ezzel
tehat a végeredmény igy fest:

y(@)= A= {or ["ererierae)

[T

13.8.4. A rezolvens matrix konkrét elillitdsa konstans A egyiitthato-
métrix esetén.

Floz6 vizsgilatainkbdl 1ithaté az, hogy egy homogén, vagy inhomogén linedris diffe-
rencidlegyenletrendszer adott kezdeti feltételekhez tartozé partikuliris megolddsinak, vagy
dltaldnos megolddsdnak az el6éllitasdhoz nélkilozhetelen az Q|:D rezolvens matrix isme-
rete.

Feltessziik azt, hogy az A egyiitthatémdtrix elemei dllanddk és megvizsgaljuk azt, hogy

ebben az esetben az
af, = et

matrixfiggvényt hogyan lehet eldallitani.
Erre lényegében két kiilonboz6 mddszert lehet taldlni:

a.) Megkeressiik A-nak valamennyi sajétértékét és attdl fiiggten, hogy ezek az A mi-
nimélpolinomjinak mind egyézeres vagy esetleg tobbszOros zérushelyel, megkeressitk A-
nak teljes sajatvektorrendszerét, vagy pedig teljes fovektorrendszerét. Ha A-nak van teljes
sajdtvektorrendszere (n darab linedrisan fiiggetlen sajatvektora), akkor ezekbdl, mint osz-
lopvektorokbdl meg lehet alkotni azt a nem-szinguldris transzformalé matrixot, amellyel
végrehajtott hasonlésdgi transzformacié A-t diagondlalakra transzformdlja, és akkor ez a
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transzformdacié az A-val felirt homogén linedris differencialegyenletrendszerbél olyan dif-
ferencidlegyenletrendszerhez vezet, amely egyenként csak egy ismeretlen fiiggvényt tartal-
maz, és amelyet kiilén-kiilén meg lehet oldani; a megolddsokbél pedig vissza lehet dllitani
a rendszer megolddsdt, amib8l mar levilaszthatd a rezolvens matrix.

Ha viszont A minimélpolinomjinak van egynél t8bbszéros multiplicitdsi zérushelye
is és igy n-nél kevesebb szdmd linedrisan fiiggetlen sajatvektora van, akkor ezekbdl
a sajatvektorokbdl “léncszeriien” Kiegészité fovektorokat lehet taldlni és a ldncszerfien
osszetartozd fovektorokat oszlopvektorokként egymds mellé irva meg lehet konstrudlni
azt a nem-szinguldris transzformdlé matrixot, amellyel végrehajtott hasonlésigi transz-
formacié A-t dn. Jordan-féle normdlalakra transzformélja. Ezzel a transzforméciéval
elérhetd az, hogy az eredeti differencidlegyenletrendszer szétesik kiilsnalls olyan diffe-
rencidlegyenletek csoportjaira, amelyeknél mindegyik csoportban csak annyi ismeretlen
fiiggvény szerepel, amennyi a Jordan-féle normalalakd méatrixban egy blokk rendszama,;
és ebben a csoportban az ismeretlen fiiggvényeket egymds utdn rekurziv médon meg lehet
hatdrozni. A kapott megolddsokbdl 6ssze lehet dllitani azt a matrixfiiggvényt, amelybél a
mdr ismert hasonlésigl transzformdcid inverzével le lehet vélasztani a rezolvens matrixot.

(A koévetkezokben nem kévetjiik ezt az utat, de megjegyezziik, hogy ezt az utat
lényegében végigjartuk mdr a legegyszeriibb esetben, nevezetesen a masodrendii A
egylitthatématrix esetében a 13.4. fejezetben.)

b.) Elgéllitjuk A minimalpolinomjat. Legyen ennek a fokszdma m < n. Ha az A
métrix f(A} analitikus -figgvényét eldallité hatvanysor skaldris megfeleléje - az f(N)
— hatvanysordnak konvergenciasugara nagyobb, mint birmelyik A; sajatérték abszolit
értéke, akkor f(A) eldllithaté egy legfeljebb (m — 1)-edfoktt matrixpolinom alakjiban,
amelyet a sajatértékekre timaszkodd Lagrange- ill. Hermite-féle interpoldld alappolinomok
segitségével el6 lehet Allitani.

A kovetkezékben ezt az utat fogjuk részletezni.

Mindenekelétt bemutatunk egy algoritmust (Leverrier-, Fagyejev-eljardsa) — az elméleti
hattér részletezése nélkiil — amellyel az A kvadratikus métrix

det{AE— AY= D(A) = M+ an A" 4.+ e A+ agd + ao .

karakterisztikus polinomjdt és egyidejiileg a karakterisztikus métrix adjungaltjat elé lehet
all{tani.

Legyen A=A, akkor Sp (A1) = —a,_y, amivel B; = A; +a,_1E;
ezutan A, = AR, ahonnan Sp {A2) = —2a,_», amivel By = Ay + a,_2E;

ezutin Az = A B, ahonnan Sp (Aj3) = —3a,_3, amivel Bz = Az + a,_3E;

ezutdn  Ay_y = ABy_y, ahonnan Sp(A._ )= —(n— aj,amivel B,_, = An_; + a; B;
ezutdn A, = AB,_;, ahonnan Sp(A,)= —nay, amivel B, = A, + apE = 0;

Ebbdl a sorozathdl:

Op-1 = — Sp (Ai) 3
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1
Q3 = _5 SP (A2) B
1

-z = -3 Sp (As),
- Sp (A
a4 = m_1 p n—l) )
1
@ = - Sp(A,) = (—1)" - det{A)

és végill a karakterisztikus polinom:
DAY =X 4 a1 A T a2 24 b ad 4 ap -
Bizonyithatdan az adj{AE — A) méitrix a kovetkezt:
adj AE— A)= A"TTE4+A"?B; 4+ A" By + ...+ ABp_2 + Boo1 ;

ennek a matrixnak az elemei A-nak legfeljebb (n— 1)-edfokd polinomjai. Ha valamennyiiik
legnagyobb kézos osztdja 8(A), akkor :
D(A) _

az A matrix minimalpolinomja.

(Megjegyezzilk még azt, hogy a AE — A karakterisztikus mdtrix adjungaltjat, az
adj (AE — A) métrixot — aldetermindnsok kiszdmitdsa nélkil — még fgy is kiszdmithatjuk
feltéve, hogy ismerjiik a D(A) = det(AE —~ A) karakterisztikus polinomot:

Egyszerll osztdssal képezzilk a A, u skaldrok kiivetkezfi polinomjét:
D(A
FOu - 2OV = D)
A-p

Ha most ebben A helyére a AE matrixot és u helyere az A miatrixot helyettesitjiik, akkor
eléall a keresett matrix:
adj (AE — A) = F(AE,A) .

Ugyanis D{AE) = D(A\)-E, D(A) =0 és igaz, hogy
(AE-A)-adj{AE- A)=E - det(AE- A),
ami a
(A=p)- F(Ap)=D(A) - D(g)

skaldrazonossdg matrix-megfeleldje, ha a A és u skaldrok helyére a szorzds szempontjabdl
felcserélhetd AE & A matrixokat helyettesitjiik.) ’

Legyenek az A matrix kiilonbozd sajatértékei: Ay, Ag,.. ., As.
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A karakterisztikus polinom gyoktényezds alakja:
D(A) = (A= 20)7(A = 202 .. (A= Ap)%,
ahol s< ¥7 a5 = m.
A minimélpolinom gy6ktényezés alakja:
AQ) = (= AR da) (A= A
ahol .
s < Z fi=m<an.
i=1
Legyen most f(A} egy olyan hatvinysordval adott analitikus fiiggvény, amelynek kon-
vergenciasugara nem kisebb, mint a A; sajitértékek abszolit értékének egy felsd korlitja.

El6 akarjuk allitani az A matrix f(A) analitikus fiiggvényét az A matrix valamely legfel-
jebb (m — 1)-edfokd polinomjdval.

Képezziik az f(}) fiiggvény hatvinysora N-edik részletdsszegének (N > m), az Sy(A)
polinomnak a A()} osztéra vonatkozé (legfeliebb (m — 1)-edfokd) Ry()) osztdsi ma-
radékit, azaz legyen

Sn(A) = AAEN(A) + Rn(A) .
Ebbsl A(A) = 0 miatt kovetkezik:

Sw(A) = Ry(A) .

Mérmost az Ry(A) osztdsi maradék kifejezhetd Lagrange-féle, illetve Hermite-féle in-
terpolacios alappolinomok segitségével. Sn{A) — Ry()) ugyanis maradék nélkiil oszthatd
A(A)-val:

Sn(A) — Bn(A) = A(A)-Qn(A)
és éppen ezért A(A) valamennyi 0-helye legaldbb ugyanakkora multiplicitassal 0-helye az
Sn{A) — Bn(A) kiilonbségnek.

Tegyiik fel elszor azt, hogy §; = 1 minden i-re, vagyis mindegyik \; sajatérték egyszeres
0-helye a A(X) minimdlpolinomnak (most tehit s = m).

AXkor ez azt jelenti, hogy '

RN(/\,') = .S'N()\;) , t=1,2,. ..,'m.(: s) .
Ez pedig pontosan m szami feltetel a legfeljebb (m — 1)-edfokd Ry(z) szdmara.

Ha bevezetjik a
1, hak=¢,
0, hak#¢
osszefiiggésekkel definidlt (m — 1)-edfokd Lagrange-féle interpoléciés alappolinomokat, az
Rn{A) osztdsi maradéknak a kovetkezd elGallitasara jutunk:

Lf(f\k)=§ik={ (i,k=1,2,...,m)

Ry(A) = isN(’\i)Li()‘) .
i=1
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Ebbél pedig
-Sn(A) = Rn(A) =D Sn(A)Li(A) .
=1
Minthogy a jobboldalon illé matrixok N-t6l figgetlenek, az N — oo hatdrdtmenet

nehézség nélkiil elvégezhetd, éspedig tekintettel arra, hogy feltevésiink szerint A
sajatértékel az

OEDILRY
=0
hatvénysor konvergenciakorének belsejébe esnek, azért
Adim Sn(Ai) = f(A)
és fgy végeredményben:
F(A) =3 F()Li(A) .

i=1

Ezt az dltaldnosan érvényes el8éllitist felhaszndlva, az e®? rezolvens mitrixot a
kovetkezSképpen irhatjuk fel:

e = Y eNTL(A).

=1

(Eredemes még azt megjegyezni, hogy mivel rang (L;(A)) = oy, azért L;(A)-nak az
oszlopvektorai az n-dimenzids tér egy pontosan e;-dimenzidjfi alterét feszitik ki és en-
nek o;-dimenziéji bizisrendszere A-nak a A;-hez tartozdé o; szdmi linedrisan figgetlen
sajatvektordt adja. Ha tehdt valamennyi L;(A)-t minimaélis szdmi didd Ssszegére bont-
juk. akkor az Bsszes (3.7, o = n) sajatvektort és ezzel azt a nem szinguldris transzformdld
mdtrixot is megkap juk. amellyel végrehajtott hasonldsigi transzformacioval akar A-t vagy
akdr f{A )t és igy ¢A ot is diagondlalakra lehet transzformalni.)

Tegviik most fel azt. hogy van olyan i-index, amelyre 3; > 1, tehat wen olyan X;
sqpdiértek, amelyik a A(X) mindmdlpolinomnak egynél t6bbszéris 0-helye (most tehdt s <
m). Ez tehdt azt jelenti, hogy ha egy A: a A[(A) polinomnak 5;-szeres 0 helye, akkor

AN =0, ha k=012, 3 -1.
Ekkor tehat

RGP =50, k=012 i—1; i=12..

Ezek az Osszefliggések Ry(A)-ra és derivaltjaira nézve dsszesen

i Si=m
=1
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szami feltételt irnak el8. Mivel pedig Ry()) fokszdma legfeljebb m — 1, azért ez az m-
szami feltéte]l Ra(A)-t egyérieliniien meghatdrozza. Bevezetve

(t} 1, hai=jésk =1egyszerre;
Hi () = 8t = {0, ha akér i # j, akdr k #

(i1j=1721"':3; k71=011a25"')ﬁi_1)

osszefiggésekkel definidlt (m — 1)-edfokid Hermite-féle H;x(A) interpoldciés alappolinomo-
kat, az Rpn(A) osztdsi maradéknak a kovetkezd el6allitdsira jutunk:

3 ﬁ:
Ry =3 Z SOV H(A) -
i=1 k=0
Ebbdl pedig
s Pi-1
Sn(A) = Ry(A) = 33 sSWO)H(A)
i=1 k=0

adddik, illetve végil N — oo hataridtmenet utan:

s Bi—1
FAY=D"Y" fRO)H(A) .
i=1 k=0
A rezolvens matrix végil is:
& ﬁl 8 ﬁ;‘—l
Z Z dAk(eA‘I)Htk(A) = Z z xkel\ixH{k(A) .
i=1 k=0 i=1 k=0

A kovetend6 eljardst két konkrét példin mutatjuk be.
1.) Oldjuk meg a

di _
d:l': - y2 + '.‘JS 3
d‘yg .
P nt+ys,
dys
dz n+ v
differencidlegyenletrendszert.
Mitrixos alakban {rva:
4 [0 011 #
ol B 101 ¥2 | s
¥3 110 Y3

AZaz
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ahol

" 0 1 1
Y=11 és A=1]1 0 1].
Y3 1 1 ¢

Az egyiitthaték A mdétrixa valds, szimmetrikus matrix, ezért a minimélpolinom-
jénak biztosan csak egyszeres 0-helyei vannak, és igy hasonldsagi transzformaciéval dia-
gonilalakra transzformdlhato.

Az A matrix karakterisztikus polinomjat, a
D(A) = det(AE - A) = X 4 a3 2 + a1 d + ap

polinomot, akar a karakterisztikus matrix determindnsinak, a

A -1 -1
-1 A -1
-1 -1 A

determinansnak a kifejtésével, akdr az in. Fagyejev-féle eljirdssal hatdrozhatjuk meg. Ez
utébbi eljdrdsnak ugyan a mi példinkban (A rendszdma csak 3) nem létszik elénye (az
igazi elény csak magasabb rendszdmd esetben nyilvdnvalé), mégis gyakorlasul ezt mutatjuk
be. Képezziik az Ay, Ay, Ag, illetve By, By, By matrixok sorozatét a kiovetkez8képpen:

01 1
A1=A= 1 0 1 H Sp(A1)=O=—a.2; G,2=0
10

1
0 1 1
Bi=A1+E=11 0 1 ;
1 10
2 11
Az:AB;: 1 2 1 H Sp(Ag):ﬁ:—Qal; a1:—-3
1 1 2

-1 1
B22A2+ﬂ,1E= 1 -1 1 3
1 -1

1
2 00
A3=ABy=|0 2 0] ; Sp{A3s)=6=-3ap; ag=-2
0 0 2
Bys=Az+gE=0.
Tehat
DAY= -3-2=(A+1)*1-2).

A sajdtértékek tehdt: A; = —1 és ez a karakterisztikus polinom kétszeres 0-helye (a; = 2);

Ay = 2 és ez egyszeres O-hely (ap = 1).
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Bar a szimmetria miatt nyilvinvals, hogy a sajitértékek a minimalpolinomnak egys-
zeres O-helyei (8, = f; = 1), mégis gyakorldsképpen hatarozzuk meg a minimalpolinomot
gy, hogy DA}t elosztjuk az adj(AE — A) matrix valamennyi elemének a legnagyobb

kdzés osztdjaval, 8(A)-val.
adj(AE - A)= A’E- AB; + B; =
X oo o 0 A A -1 1 1
=10 X 0f+[A 0 A+ I -1 1 =
0 0 A® AA D 1 1 -1

(AM-1) (A4+1) A+ 1
:((A+1) (A -1 (A+1)) .
A+ A+ (-1

adj (AE — A) valamennyi elemének legnagyobb kbzss osztéja:
g =Ar+1,
gy a minimdipolinom:
D) _ 2
=L = A -2= -2).
A(A) 78y A (A+1(A-2)

Allitsuk eld a sajdtértékekhez tartozd Lagrange-féle interpoldlé alappolinomokat. Aq-

nek megfelel az
Li(A) = _)‘1__22 = —%(/\ -2,
Az-nek megfelel az
L) =55 =204

alappolinom. FEzekkel lesz:

. L[ -1 -
LiA)=-3(A-2B)= 2| -1 2 —1)=

-2 1
(e o0 ])o oy
1 -1
L
1
1

. (1!
Lz(A):g(A+E)=§ 11
11

Ezzel mér a rezolvens matrix felithaté:

eA% = e L1(A) + €2 - Ly(A)
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Azonban azt is megtehetjik, hogy Li(A) és L,(A) minimélis diddosszeg alakii fel-
bontdsdabdl kiolvassuk az

-2 1 i
U=(u u wuw)= 1 0 1

transzformals matrixot és ennek az inverzét:

Wi — s

W | |
— e

\-———/

Ezekkel pedig a differencidlegyenletrendszer megolddsas:

y{z) = 2. y(0),

pilz)
wle) | =
ya(x)
-2 1 1 e 0 0 -1 ¢ 1 1(0)
=t o 1o e= ol o 1 -1][wno],
1 -1 1 0 0 e 5 3 3 y3(0)

vagy ha rovidség kedvéért bevezetjiik a kévetkezd jeloléseket:

(—% i-4 )(m(ﬂ) ()
0 1 -1 10| =[],
% % % ¥3(0) €3

akkor végeredményben:

yi{z} -2 1 1 e 0 0 €
yfz) | = 1 ¢ ! 0 e* 0 e |,
ya(z) I =11 0 0 e ca

azaz

azaz
n(z) = (=214 c2)e™ + cze™
() = cpe™ + g€,
w(z) = (e1 =)™ + eze™®
2.) Oldjuk meg a
d
‘dy—l = 31— -2,
€
dy;
2= -8y + 6y + 103
d
% = 5y — 3y2 — Dy
€T

113



differencidlegyenletrendszert.

Most az egylitthatok matrixa:
3 -1 =2
A=]|-8 6 10
5 -3 -5

D) =det(AE - A)= M +apA + a1 h+ag -

A karakterisztikus polinom:

Ennek az egyiitthatdit a kévetkezd sorozatbdl kap juk:

3 -1 =2
Aj=A=| -8 6 10 i Sp(Aq)=4=—ay; wp=-4
\5 -3 -5

-1 -1 =2
Bi=A+x:E=91-8 2 10 ] ;

5 =3 -9

-5 1 2
A;=AB;=| 10 10 -4 ]| ; Sp(Ay)=-10=—-2a3; a1=5
-6 4 5

" 0o 1 2
Ba=A;+,E= 10 -5 14 H

-6 4 10

0 0 2
B3=A3+CLUE=0.

2 00
A;=AB,;=|0 2 0 i Sp(A3)=6=—3ay; ap=-2

Tehat
DAY =X —4d2 450 -2=(A- 1)} A-2).

azaz A = 1 és ez kétszeres 0-hely, A = 2 pedig egyszeres 0-hely.

A karakterisztikus matrix adjungdltja:

adj (AE—A)=XE+ AB, + B, =

A0 0 “A = -2 0 1 2
=[0 A 0 f+[-8 20 w0rA]+|10 -5 -14]=
0 0 X’ BA —3X —9A -6 4 10

(AT=X)  (=A41) (=20 +2)
= ((—8A+10) (A2 4235} (10— 14) )
(5A=6)  (-3A+4) (M-9A+10)/ -
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Koénnyii azt beldtni, hogy ennek a mdatrixnak nem mindegyik eleme oszthatd maradék
nélkiil {A—1)-gyel, tehdt D{A) = A(A), vagyis a minimalpolinomnak van egynél t&bbszéros
0-helye. Figyelembe véve azt, hogy A\; = 1 a minimalpolinomnak kétszeres 0-helye és
Az = 2 egyszeres (-hely, ithatjuk, hogy

EAI = EAI:EH]O(A) + :L‘EI/\IIHH(A) + El\szgg(A) ,

ahol a H;1(A) Hermite-féle interpoldlé alappolinomokat a kovetkezd feltételi egyentetek
hatdrozzak meg: :

H]g(l):l 3 H;](l):O, HQO(I)ZG,

Hig()=0, Hi(1)=1, Hp(l)=0,

Hip(2) =0, Hn(2)=0, Hyp(2)=1.

E feltételeknek megfelelnek:

Hio(A) = —-2242),

Hi(A) = =A% 43x-2,

Hy(A) = A -2)+1,
azaz

Hi(A) = —A?42A,

Hp(A) = —A?43A-2E,

HyfA) = A?_9A+E,

vagyis konkrét elemekkel részletesen kiirva:

-1 1 2
HoA)={ 6 -2 -6},
-4 2 5

0 0 0
Hy(Ay={ -2 2 4 |,
11 -2

2 -1 =2
Hyp(A)=| -6 3 6
4 2 -4
A keresett rezolvens matrix tehit végeredményben:
-1 1 2 0 ¢ 0 2 -1 =2
ATt 6 -2 —6 |4z -2 2 4 |+ -6 3 6
-4 2 5 1 1 =2 4 2 -4

Ezzel pedig
yiz) = A y(0).



13.9. Allandé egyiitthatéji linedris differencidlegyenlet
egy ismeretlen fiiggvénnyel.

13.9.1. n-edrendii homogén linearis differencidlegyenlet &allandé
egyutthatdkkal. '

Az elz6 (13.8) az elsérendii dllandé egyiitthatéji homogén linedris differencidlegyenlet-
rendszert tdrgyald részben kapott eredményeink szdérol szdra dtvihetok n-edrendi, egy
ismeretlen fiiggvényt tartalmazé homogén linedris differencidlegyenletre, a kévetkezd meg-
gondolds alapjan.

Legyen .
¥ 4@y 4t ey Fay +agy = 0

a vizsgdlt differencidlegyenlet és legyenek

y(0) =0, ¥(0)=5, ¥(0) =l ...,y D(0) = "

az eloirt kezdeti feltételek.

Vezessik be a kovetkezo jeldléseket:

y(z) = (=), ¥()=n(), ¥(z)=uwn@E), ... 1" ) = wiz) .

Ekkor az adott differencidlegyenlettel ekvivalens kévetkezd differencidlegyenletrend-
szerre jutunk:

dy

dr Y2,

dyz

E = U3,

dy. a

d = —4glhh .Yz — .- o~ 0n_1ln

amit matrix-alakban igy is irhatunk:

;] 0 1 0 A 0 ;]
d [ v2 ] 0 0 1 ee. .0 Y2
de | @ ]~ : E SR : S
Un —fdg —d1 -~ ... —OQu_1 Un
azaz, ha
vi(2) 0 1 0 0 0
ya(2) 0 0 1 0 0
v{z) = . és A= : ]
Vo 0 0 0 0 1
Yu(2) —dp —a7 —@y ... =8, 3 —Oy_j
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akkor roviden:

d
Zu=A
dx y
és az eloirt kezdeti feltétel:
y(0)=yo.

Ennek pedig y(x) = ehs - ¥ a megolddsa.
{Az A egyiitthatémdtrix dn. Frobenius-féle normdlalaki mdalrir.)

Kénnyt szamolassal ellendérizni, hogy A karakterisztikus polinomja, amely egyben mi-
nimdlpolinom is, a kévetkezd:

A(A) = D(A) = det(AE - A) —

= N Uy AT N T M a A g
{Ezt a polinomot tulajdonképpen az adott dilfforenciélegyf'.ll]etbéil kozvetleniil is fel lehet
irni, ha abban »*) helyére A%t helyettesitiink; & = 0,1,2,...,7.)

Marmost két eset lehetséges: 1.) A karakterisztikus (és egyben minimal-) polinomnak
n darab kiilénbézé 0-helye van; 2.) a karakterisztikus (és egyben minimal-) polinomnak
van t8bbszords 0-helye is. Az elsd esethen A hasonldsdgi transzformdaciéval diagonizdlhaté;
a masodik esetben A hasonldéségi transzformaciéval Jordan-féle normélakra hozhatd.

I. esef. A karakterisztikus (és egyben minimdl-) polinom gydktényezds alakja:
B(AY=(A =M} A= 22)...(d= ),

ahol A; # Ap,hat#kés ,k=1,2,...,n

Be lehet azt bizonyitani, hogy a.A; sajatértékhez tartoz és az
Au; = Ay

egyenlettel meghatdrozott sajatvektor a kovetkezd:

1
A
_ ,\2 .
u; = i , t=1,2,...,n
/\11.—1
Tehat az
U=(w u; ... u)=
I 1 1 1
M Ap Az ... Aa

2 2 2 2
S P C D B SRR
n—1 n=1 n—1 n—1
ApTUoeloanelo e
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transzformalé mdtrixszal (amelynek biztosan létezik U~! inverze, ez ugyanis egy
Vandermonde-tfpusi maétrix, a kiilonbozé A; szdmok hatvanyaival képezve):

MO0 0O
vtau=| % % o 0
0 0 ... A
tovabbd a rezolvens matrix:
eMF 0
syl O FT e 0 g
0 0 et
és ezzel mar felirhatd a megoldas:
y{z) = Ay

Ennek a megolddsként kapott y(x) oszlopvektornak azonban csak az elsd elemére van
sziikségiink, amit az
efl=(1 00 ... 0)

sorvektorral balrdl szorozva allithatunk els. {Ennek a sorvektornak az els$ eleme I, a
t6bbi mind 0.)

e 0 L0
0 et .. 0 _
y(z) = ely(z) = efeAT‘yg =elUu . .. . Ulyy.

0 0 ... g7

Ha most figyelembe vessziik azt, hogy
efU=(1 1 ... 1)

és megallapodunk abban, hogy

€1

Ulyo= | 7

c'ﬂ

akkor végeredményben ezt kapjuk:
y(z) = €M+ 036™F 4.+ cpe™n
Ha tehdt cr,cz,...,cq tetszbleges dllandék (ami megfelel annak, hogy a 0 helyen

tetszoleges y(0),7'(0),...,5(""1)(0) kezdeti feltételeket frunk eld), akkor ez az adott n-
edrendi homogén linedris differencidlegyenlet 4ltalinos megoldasa.
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Az egyes eM® fliggvények egymdstdl linedrisan fiiggetlen megolddsai az adott diffe-
rencidlegyenletnek, és az dltalinos megoldds az n linedrisan figgetlen megold4s linedris
kombindcibja. Azt szoktuk mondani, hogy a linedrisan fiiggetlen e*i= megolddsok a me-
golddsok egy alaprendszerét alkotjak.

Az alaprendszert alkot6 fiiggvényeket jeldljiik {gy:
T =Y i= 1,2,...,n.
Ekkor az dltaldnos megoldas:
yz)=aYi+eat. . teY,.
Ebbél derivaldsokkal nyerjiik, hogy

¥(z) = a¥{+ali+...+e¥),

y(n_1)(m) - clyi(n—l) + l22}/‘2(11—1) ¥ ---+CnYr$n_]) .

Fzeknek az egyenleteknek a matrix-alakba valé ésszefoglalisa:

Y £} , .. Y €1
so=| 0 [=| T e Cwie,
y(“:'i) Yl(’i_l) Yz(’i_l) . Y,ET:—-I) c.n
ahol
Yi Y2 . Y.
W(z) = AU = }T{ Yz’ - YT:
YI(T;:—I) Yz(ri—l} ' '. stri-z)

a differencidlegyenlethez tartozd tin. Wronski-féle mdtriz. Ennek a determinsnsa pedig az
un. Wronski-féle determindns. Ezt a determinanst ki lehet fejezni a differencidlegyenlettel
ekvivalens elstrendii differencidlegyenletrendszer rezolvens matrixdnak a determindnsival:

det(W(z)) = W(z) = det(U) - elh1tdatotda)s _
= det{U)e 1=

(Ez a Jacobi-féle azonossag megfelelbje, az in. Liouville-formula.)

Konnyil beldtni azt, hogy
W(0) = det{U) .

Erdemes még azt kiemelni, hogy ha a differencidlegyenlet karakterisztikis polinomjanak
vannak komplex O-helyei is (ezek mindig pdrosival fordulnak el§, mert hiszen az a
egyiitthaték mind valdsak), akkor az alaprendszer megfeleld fiiggvényeit — az Euler-féle
osszefliggés figyelembevételével — ki lehet cserélni valés fiiggvényekkel. PL. ha

M=a+if és /\,-+1=a—'i,6,
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akkor az ezekkel felirt
)',' = E’(a+i'{j)x és }fl+] = e((‘(—iﬁ)l‘

helyett lehet a kdvetkezd megolddsokat venni:
Yi=e™eosfz é Yy = sinfr.

2. eset A karakterisztikus (és egyben minimdl-} polinom gyoktényezds alakja:
DAY= (A= 2™ (A — A (A= 20",

ahol Aj # A g, ha t £ k(i k=1,2,...,8) és

s
§ < E ;= 1.
i=1

Most minden «; > 1 mellett a megfeleld A;-hez «;-nél kevesehb linedrisan
fiiggetlen sajatvektor tartozik és {gy az A egyiitthaté mdtrixot nem lchet hasonldsdgi
transzformdciéval diagonalizdlni.  Azonban az egyes sajdtértékekhez tartozé egyes
sajatvektorokat “lincszeriien” ki lehet egésziteni megfeleld szdmn — egyiittesen linearisan
fiiggetlen - in. [Ovektorokkal Ggy, hogy ezek Osszessége az n-dimenzids tér egy teljes
bazisrendszerét alkotja. Ebben a bazisrendszerben — a megfeleld hasonidsagi transz-
formacioval elérhetben — az egyiitthatémdtrix Jordan-féle normalalaki lesz. Ez egy olyan
diagonal-hipermadtrix, amelyiknek a f6diagondlisa mentén sorakozé kiilonbozé o;-edrendii
kvadratikus blokkjai ilyen szerkezetiiek lesznek:

Ay 10 ... 0 0
0 X 1 ... 0 0O
0 ¢ XN ... 0 O
Ji=1{| . . . . .
0 ¢ o A1
0 ¢ 0 0 X
Fenndll, hogy
J, © 0
0 J ... 0
a=ul| . P T |u
0 0 J,
és a rezolvens matrix:
elie 0 0
Jor
Ar_y 0 £ :2 0 Ut
0 0 CJ'I
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ahol most

. . 2 . i—1 .
eMT  pehi® z2_!ez\.:c . Z‘:“ : re)«.:z:
: . -2
0 Mt gel® (f:‘_z),e)"
oy —3
e =1 0 0 0 e
0 0 0 . eti®
Ebben az esetben a megoldisként adédd
A
y(z)=e"yo

oszlopvektor els6 eleme ilyen alaki lesz:

y(z)=eTeryy = eM%(ci+cpr+esz®+ ..+ ez 4.+
4+ €M%(Capti + Cay 28 F Cogpat’ oot a2+ +
+ e/\sz(cn—a, + Cn—a,+1% + cn—a,+2x2 +...+ Ca,za’_l) .

A Wronski-féle mitrixot, illetve determindnst most a kovetkezo fliggvényekbol, illetve
derivaltjaikbol kell képezni:

Yi =M% Yy = 2T Vo= aleM® Y, =amTleMT
Yoo, €% Yo, 41 = 267 Yo o 42 = 226, .., Y, = g lghs
azaz

Y: Yo e Y.
Y! Y] . .- Y,
1 2 n

-_1 -_1 . -_1

il oy yet)

13.9.2. n-edrendli inhomogén linedris differencidlegyenlet allandd
egyutthatékkal.

Legyen adva az

y(n) + tp_g y(""—i) +...+ (Iz'y” + alyf + agy = f(:l:)

inhomogén linedris differencidlegyenlet, ahol az a; (& = 0,1,2,...,n — 1) egyiitthatdk
allanddk és f(z) ~ az in. zavarétag — adott, folytonos figgvény.

Az adott differencidlegyenlettel ekvivalens elstrendii differencidlegyenletrendszer a
kdvetkez6:

)1 0 1 0 0 7 0
d | 2| 0 1 0 Y2 0
E - "I" +
Yn —a —a1 —a —an/ \ ¥ (z)
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vagy roviden irva:

d
—y =A f .
7Y = Ay + 1(z)

Tegyiik fel, hogy mar meghatiroztuk az f{z) = 0 esetnek megfeleld

d
EYIL = Ay
homogén linedris differencidlegyenletrendszer altaldnos megoldisit az
vi{z) = W(z)e
alakban. Ekkor az inhomogén linedris differencidlegyenletrendszer 4ltalinos megolddsa igy
adodik:
(2} = W(z)e + W(z) /W“l(z)f(m)d:c .

Az eredményiil kapott oszlopvektor elsd eleme (y1(z) = y(z)) adja az adott n-edrendil
inhomogén linearis differencidlegyenlet dltalinos megolddsit. Amint a végredménybdl
kitiinik, az inhomogén linedris differencidlegyenlet dltalinos megolddsa két részbél tevisdik
Ossze: a megfelel homogén differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa és ehhez hozzdadva
az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megolddsa.

Ha tehat ¥7,Y3,...,Y, jelslik W(z) elsé sordnak elemeit, azaz az adott diffe-
rencidlegyenlethez tartozé homogén linedris differencidlegyenlet linedrisan fiiggetlen me-
goldasait (ez a megolddsok egy alaprendszere), amikor is

)= +eaYo+... + .Y,

a homogén differencidlegyenlet 4ltaldnos megolddsa, akkor az ehhez még hozzdadandd
partikularis megolddsit az inhomogén differencidlegyenletnek az “dllanddk varidldsinak”
modszerével :

ta(z) = ca(z}¥1 4 caf2)Ya + . .. + e (2)Y,

alakban lehet keresni. A cx(z) ismeretlen fiiggvények elsd deriviltjaira a kiovetkezd inho-
mogén linedris egyenletrendszer ithaté fel:

W(z)- ¢'(z) = (),

azaz részletesen:

" Yy Yo ¢i(z) 0
Yy Yy Y, ch{x) 0
Yl(n—l) },2(71—1) . Y’Sn—l) C:t(:l’:) f(il-‘)

Mivel det(W{z)} # 0, azért innen a c}(z) deriviltak egyértelmiien meghatérozhaték,
és ezekbdl integraldssal adddnak a ci(x) fiiggvények, majd ezekkel az Yp(z) keresett par-
tikuldris megoldds, Végiil is az dltalinos megoldas:

y(@) = (2} + pp(z) =
= C‘J}/] + CZYZ +...+ Cﬂ,}/ﬂ. + yp(m) -
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13.9.3. Allandé egyiitthatéji inhomogén linedris differencidlegyenlet
megoldasa kisérletezé feltevéssel.

Ha az 4llandé egyitthatdju
v 4 anay® 4ty + ay + aoy = f(2)

inhomogén linedris differencidlegyenlet jobboldalén 4116 f(z) zavaréfiiggvény csak olyan
tagokbdl all, melyeknek csak véges szdmi linedrisan fiiggetlen derivéltjaik vannak, akkor
az &llanddk varidldsdnak mddszerét el lehet keriilni és az inhomogén egyenlet egy ¥o(2)
partikularis megolddsat kisérletezd feltevéssel (prébafiigguénnyel) is meg lehet hatdrozni.
Hyen fiiggvények az aldbbiak:

e’

acosfz, asinfz,
: - 2
aka +ak_1mk 1 +...taztt+oz+ag,
vagy ezek tetszéleges linedris kombindcidja.

Mindenekel8tt Osszeirjuk az f(z) figgvényben szerepld tagokat és kiilénbézd de-
riviltjaikat (az dllandé egyiitthatdk nélkiil). Mdrmost két eset lehetséges:

1. esef. Ha ezek kozill a fiiggvények kozil egyik sem szerepel az adott diffe-
rencidlegyenlethez tartozé homogén egyenlet megoldésai kozatt, akkor egyszeriien ezeknek
a linedris kombindcidjdt — hatdrozatlan egyiitthatokkal — tekintjiik prébafiiggvénynek és
ennek alakjaban “probaljuk” megkeresni az y,(z) megoldist.

Pl. ha

f(z) = 22* + sin 3z,

akkor, mivel a jobboldalon allé tagok és derivaltjaik (az dllandé egyiitthaték nélkiil):

zte® | ze¥ | €| sin3z, cos3z,
ha ezek egyike sem megolddsa a megfeleld homogén differencidlegyenletnek, akkor fel-
tessziik, hogy
¥p(z) = (Az? + Bz + C)e’ + Dsin 3z + E cos3z ,

ahol A,B,C,D,E egyelére hatdrozatlan Allandékat jelentenek. Ertékiiket a diffe-
rencidlegyenletbe valé behelyettesités utdn, a két oldalon szerepld tagok egyiitthatdéinak
az Osszehasonlitdsdval felirt egyenletekbd] lehet meghatdrozni,

2. eset. Ha az el6bb emlitett fiiggvények koziil némelyek szerepelnek a homogén egyen-
let megolddsal kbzdtt, akkor mindenekeltt gy osztjuk csoportokba az eldbb emiitett
fiiggvényeket, hogy egy-egy csoportban az egymasbél derivilassal szdrmaztatott tagok
legyenek. Ha ezen csoportok valamelyikének egyik tagja a homogén egyenlet megoldisa,
akkor ennek a csopotnak mindegyik tagjit megszorozzuk z-nek azzal a legkisebb kitevdijt
hatvanydval, amellyel megszorozva mar e csoport valamennyi tagja kiilsnbozni fog a ho-
mogén egyenlet megolddsaitdl. A prébafiiggvényben azutén ezekkel a tagokkal cseréljiik
ki a szébanforgd csoport eredeti tagjait.
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Pl ha f(z) ugyanaz, mint el5bb, akkor két csoportunk van:

sindz , cosdz.
Tegyiik fel, hogy a homogén egyenlet dltaldnos megolddsa:
(c1+ c22)e®® + cze” .

Mivel az elsé csoportbdl €% és ze?® szerepel a homogén egyenlet megoldésai kdzott, ezért

a prébafiiggvényt {gy kell megvilasztanunk:

yp(z) = 2%(Az® + Bz + C)e®™ + Dsin3z + Ecos3z .
p

A lengéstanbdl vett analdgia alapjin a 2. esetben azt mondjuk, hogy rezonancia esete
all fenn. z-nek az a kitevéje, amellyel képezett z hatvanyt szorzéként alkalmazzuk, rezo-
nancia esetében jelzi a rezonancia tobbszérosségének a szamait. Igy a felhozott példaban
kétszeres rezonancia 4ll fenn.

13.9.4. Masodrendii homogén linearis differencidlegyenlet allandé
egyutthatdkkal.

Az alkalmazisokban jitszott fontos szerepére tekintettel vizsgdljuk meg az ltaldnos eset
utdn az » = 2 esetnek megfelel6

ay’ +by +ey=0 (a#0)

mésodrendi homogén lineédris differencidlegyenletet, ahol a, b, ¢ dllandék.

Ezzel ekvivalens a kovetkezd elsbrendii rendszer:

u (;’) = (_05 _lg) (3)

Az egyiitthatdk matrixa:

és a karakterisztikus egyenlet:

det(AE — A) = =A2+%)\ 5:0,

RN B
fowry

vagy a-val végigszorozva.

ad’+ A +c=0.
A sajatértékek:

A —b 1 /b2 — 4dac
1p= .

2a
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Mdrmost harom eset lehetséges.

f. eset. b? — dac > 0, azaz A; # Ay, tehdt két kiilonbozd valds sajatérték van. Ekkor
A hasonlésdgi transzformdcidval diagonizathatd,

Figyelembe véve azt, hogy

b vt & =,
a a

0 1
A= ,
(—)\1)\2 (A + /\2))

kénnyii ellendrizni, hogy a sajatértékekhez tartozd, linedrisan fiiggetlen sajitvektorok:

111:(/\11) N ill. 112:(;2)

ésaz U ={w; wuy) transzformdlé matrixszal:

A0
—1 . 1
U AU_(O A2) .

tehat

A megoldisok egy alaprendszere tehdt
Y] = 6"\13: N Yz = 6'\21‘
és az altalanos megoldés:
y = €M 4 cyet?®
A Wronski-féle determindns konnyen kiszamithatd:

Az Agx

€ €
/\] eAla: /\-26”\2I

Yi Y

det(W(z)) = Y v

= (Az— ApJeiFiele <
= (/\g - A])G_%I .
A2 — A1 # 0 nem egyéb, mint a Wronski-féle determinédns értéke az z = 0 helyen.

2. eset. b* —4dac < 0, azaz A1z = a L3, vagyls a sajdtértékek konjugdlt komplex
szamok. Ebben az esetben, az el6z6kho6z teljesen hasonléan

y(z) = c1€MT + c3e™® =
= *%(c;'P% 4 g 7Y =
= e {(e1 + ¢e3) cos Pz + (ic; — iea)sin fz} =
= e™(C cos ffz + Cysin fz) .
Ez pedig az altalinos megoldds valés alakja.

3. eset. b2 — dac = 0, azaz A = Ay = « &s ez valds (e = —2).
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Most tehdt

A (0 1Y_[ 0o 1 NN
TA-E ST e (a4 A T\ e 2a

A -1
e? (A 2a)

Most a-hoz csak egyetlen sajdtvektor tartozik:

és
det(AE - A) =

’:/\2—2(1)\‘}’&2:(/\—01)2.

Ay = aw ,

(1)

Ehhez hozza lehet rendelni egy téle linearisan fiiggetlen uy “févektort” a kovetkezd szerint:

ahol

Any = auz 4 vy,

()

Valasszuk transzformalé matrixnak a kdvetkezét:

U=(w u2)=(; (1)) ,

g (10
Ao 1/

Ezekkel kapjuk az A-hoz hasonié Jordan-féle normélalakot:

o= (L (2 ) (D=6 1)

A megolddsok egy alaprendszere tehdt

ahol

amelynek az inverze:

Y, = P ,yz = 1&°%
és az dltalinos megoldds:
: ¥ =(c1+ cazm)e™® .

A Wronski-féle determindns:

n v
v v

G(YI :ECQ’.’L“

det(W(z)) = T ae™® (14 an)e™ =

a kordbbi eredményeinkkel Ssszhangban.
Megjegyzés. Az
ay’ + by ey =10
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allandé egyiitthatdji homogén linearis differencidlegyenlet
¥ = 1Y + c2Y3

dltaldnos megolddsiban szerepld, alaprendszert képezd Yy és Yy linedrisan fiiggetlen me-
goldasaira — differencidlegyenletrendszerre valé dtfogalmazés nélkil - a kovetkezo egyszeril
meggondoldssal is eljuthatunk.

A differencidlegyenletnek mindig van e** alakii megoldasa, egyeldre hatdrozatlan A-val.
Ha ezt a fiiggvényt, a derivéltjaival egyiitt hehelyettesitjiik a differencidlegyenletbe, az e*®
kozos tényezd kiemelése utdn kapjuk, hogy

e (aN? +bA+¢) =0,

ahonnan {mivel e** #£ 0) az
aX +bA+c=0

karakterisztikus egyenletre jutunk.
Ha 5% — 4ac # 0, akkor Ay # g és

Yl — e)\lx , Y2 — eAgz
egy alaprendszert képeznek, tehat valds Ay és X; esetén (62 — 4ae > ()
y = c1™ + cze™®

lesz az altaldnos megoldas.
Ha pedig A1 2 = a4 i (b% — dac < 0), akkor

y = €"%{cy cos B + casin fz)

lesz az dltaldnos megoldas valds alakja. Ha viszont Ay = Ay = «, akkor tulajdonképpen
csak egy megolddst kapunk:
Yl = &%

és egy ettol linedrisan fiiggetlen megolddst azzal a feltevéssel nyerhetiink, hogy
Y2 =1u- ];1 1
ahol u(x} egyeldre ismeretlen fiiggvény, azonban

Y w'¥] +uy¥!
Y-z” — EH}/] + 2?1’!1/1! + uylfl

és ezeket a differencidlegyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy

a¥iu” + (2aY + bY))w' + (e¥) +0Y] + e¥)u =10,
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azaz, mivel ¥ kielégiti az adott homogén linedris differencidlegyenletet, azért az utolsd
tag eltlinik és tovabba, mivel

LI
}/] — eﬂI — e—ﬁib s
b 5
}/]I — __e—z—a-:l: ,
2a

azért
Z2aYy +8Y; =0

és igy marad, hogy

1
u =0,
azaz
U=z,
tehat
Yo = ge®®

és igy végiil
¥ = (¢ + ca2)e™®

Gsszhangban a kordbbi eredményeinkkel,

13.9.5. A Laplace-transzformicié alkalmazdsa allands egylitthatdéji
linedris differencidlegyenletek megoldasdra.

A 12.3-ban megismert Laplace-transzformécid alkalmazdsival igen egyszerfien lehet
elddllitani az dllandé egyiitthatdjd linedris differencidlegyenletek adott kezdeti feltétethez
tartozd megolddsait.

Anélkil, hogy a részletekbe belemennénk, a-kévetend? eljirast néhany egyszeri példan
mutatjuk be.

1.) Oldjuk meg az
yu _ 3y’ + 2y — e.‘}l ,

y(0)=0,
y'(0) =0

kezdetiérték feladatot. (A 12.3-ban lefrtakkal osszhangban, itt és a kévetkezd példdkban
is t-vel jeloltiik a fiiggetlen valtozét.)

Legyen ¢(t) a megoldis. Alkalmazva az egyenlet mindkét oldaldra a Laplace-
transzformdciét, azt kapjuk, hogy

L{¢"(2) = 3¢(1) + 26(2)} = L{e™}
[S*L{8(1)) — s6(+0) = ¢'(+0)) - 3[sL{H(1)) — S(+0)] + 2£{4(2)} = L{e™} .
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Mivel a kezdeti feltételek szerint ¢{+0) = 0 és ¢'(4+0) = 0, tovdbbi
i3 :f Sto—stgy _ -
(@)= [T eear= 1o

azért )
L{d()}s* - 3s+ 2] = — ,
s—3
azaz, mivel
S -3s+2={s—1){s-2),
végiil is
1 11 P
(s—1)(s—2}s-3) 2s-1 s-2 2s5-3°

L{s(t)} =

Tehat a keresett megoldés, inverz Laplace-transzformadcidval, a kovetkez6 lesz:

11 1 Pl
—p-1) 2 _ : —
o5 =L {23—1 5—2+28—3}

1 1
:aet—e2t+563t'

2.} Allftsuk el§ az
¥ +4y =10
differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat.

Elsirt mellékfeltételek hidnydban feltehetjiik, hogy
y(0) = A,
¥(0) = B,

ahol A és B tetszoleges allanddk.

Ha ¢(t) a keresett megoldds, akkor a felvett kezdeti feltételek figyelembevételével a
Laplace-transzformaciénak alivetett egyenletiink igy alakul:

SL{P(t)} — As— B+ 4L{s(1)} = 0.

Ebbol viszont As + B
S
(o)} = Sy

és igy, inverz Laplace-transzformacié utén:

¢t} = Acos2t + Bsin 2t .

3.} Oldjuk meg az .

v =3y 2y = S,
yW0}=0,
y(0)=0
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kezdetiérték feladatot, ha az adott f() zavaré figgvény olyan, hogy

m KOl

t—roo e:!.‘ot

<A (zo>0,A4>0 allandék.)

Ha ¢(2) jeldli a keresett megoldast, akkor a kezdeti feltételek figyelembevételevel:

L{f@)}
(s—1)0s=2)"

cH ey s

azért a “konvolicids tétel” felhasznilésdval ezt kapjuk:

L{#(1)} =

Mivel

#(t) = fot(—e“f + X f()dE

13.10. Linedris differencidlegyenletek vailtozé egyiitt-
hatékkal.

13.10.1. FElsérendli homogén linedris differencidlegyenletrendszer
valtozé egylitthatdkkal.

Legyen adva a kovetkezd homogén linedris differencidlegyenletrendszer, az tn. Cauchy-féle
norméalakban:

d

% = an(@y +an(z)ye + .+ e (@), ,
dv-

% = an(=hn + en(e)y + ... + aanlz)yy ,
dyn

e an1{Z)n + (22 + ..o+ a2 ,

ahol az ai(z) egyiitthatdk az |a — zg| < @ zart intervallumban megadott folytonos
fiiggvények. Keressiik ennek a differencidlegyenletrendszernek azt a megoldasrendszerét,
amely eleget tesz az eldirt

1 (zo) = 310, ya{zo) = y20 ,--. y¥n(Z0) = Yo

kezdeti feltételeknek. A differencidlegyenletrendszerben a Jobbo]da,h fiiggvények cleget

tesznek az |z — zo| < @, Jyi —yio| < b (2 = 1,2,. ., 7) tartomdnyban a megoldds egzisz- -

tencidjat és unicitdsdt biztosité feltételeknek. Alkalma,zha,tjuk tehat a szukcessziv appro-
ximéaciok Picard-féle médszerét.

Vezessiik be a kdvetkezd mdtrixokat:
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M ann(z) ana(z) ... ara{x) ¥10
y = y':z ’ A(a:): 0:21-(55) 622.($) a2n1($) y?o

Un an1(z) on2(z) ... agu(z) Yno
Ekkor a feladatot réviden igy lehet fogalmazni:

Keressiik a d
Y= A(z)y

homogén linedris métrix-differencidlegyenletnek az eldirt

y{zo) = Yo

kezdeti feltételt kielégité megolddsat.

Ezzel a differencidlegyenlettel ekvivalens az
v =yo+ [ Av(EE
integrilegyenlet. Tehdt a Picard-féle iteracionak megfele] az
vele)=vo+ [ A@Y(©d, k=123,
z0

sorozat. E sorozat az |z — zg| < @ intervallumban abszolit és egyenletesen konvergdl a
differencidlegyenlet egyetlen megolddsihoz:

Jim yi(z) = y(z) .

Mivel .
e = {B+ [ Atende o,
T T 5‘2
Y2($)={E+ [ A+ [ ae [ A(fl)dfldtﬁz}YD,
T z . e
ya(z) = {E-I—/ A(&)dfl-l—/ A(Ez)[ A(&)dEydé+
E [ &2
+/ A(fs)[ A(fz)/ A(fl)dﬁld&dfs} Yo,
azért
y(ﬂf) = Q'iuy'f) s

ahol

z z &2
oz, =5+ [ A+ [ ag) [ A
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z €3 23
+ / A6s) ] A&) / A(6)derdéodes + ...

az adott homogén linedris differencilegyenletrendszerhez tartozé rezolvens matriz.

A rezélvens métrixot iterdlt integrilok végtelen sora dllitja eld. Minden egyes tagot
az elézd tagbdl gy nyeriink, hogy A{z)-szel balrél szorzunk (iigyeljiink a tényezdk sor-
rendjére!) és zp-16] z-ig integralunk. A korabban targyalt, A = dllands esetben kézolt gon-
dolatmenet alapjin igazolni lehet, hogy a rezolvens matrix — tébbek kozétt — a kovetkezs
tulajdonsigokkal rendelkezik:

a.) Q_EE =g
b.} det {Q|F :efIﬂSp(A(E))d’£ 0 (Jacobi-féle azonossdg);
T
c.) :
2\ 1 2o z z &2
(21,) =0k =~ ["acta+ [ A [~ aeande-
Zog Zo Zg

z | & é2 ’
- [ e [T A [ agded + -
To To o3
dyhasg <z <29 <. .. <apg < z, < z, akkor

gl =0F o ...Q”QF‘;
] o

~|mn —lzp—lay, -

e) & (2,) = Al

A b.) é e.) tulajdonsigokbél kovetkezik, hogy az Qlia rezolvens matrix egyes osz-
lopvektorat az adott homogén linedris differencidlegyenletrendszernek linedrisan fiiggetlen
partikuldris megolddsai, tehdt « megolddsnak egy ulaprendszerét alkotjik. Az dltaldnos me-
goldds az alaprendszert alkoté oszlopvektoroknak tetszileges dllanddkkal képezett linedris
kombin&cidja.

Abban a kiilonleges esetben, amikor
€T
Al) & [ Aga
zq
a szorzés szempontjabél fecserélhetsk (ez biztosan igaz akkor, ha A elemei dllanddk), azaz
T &z
A [ a@us= [ A aw),
o g
akkor a rezolvens mdtrix igen egyszerii alakot dit:

Qff = e oy Ale)

lxy

Ugyanis ekkor

[E: A(Ez)/gj A(&1)d6r)dEde; = /; {f: A(El)dfl} A‘(g?)dgz =
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- [ aean}-of [ aean ) - 1{ [ ae)

és hasonléan

] Ate) [ A{fz / A(6))dérdeades =

f {] A®) df} d{jm A(g)dg} :%{L:A(E)d«f}a ;

és igy tovdbb, azaz
b A
on L'{/A df} = ¢t=0 .

A rezolvens matrix el6illitisa — néhdny egyszerli, specidlis esettdl eltekintve -
tilsdgosan honyolult. Eppen ezért gyakorlati szdmitasoknal a rezolvens maitrixot vala-
milyen médon approximdalni kell. Erre t&bb lehet8ség adodik.

Mindenekelstt felosztjuk az [zg,z] intervallumot az zi,22,...,T,_1 abszcisszdk
kozbeiktatasaval ugy, hogy

jz; —wiq}] <h (i=1,2,...,m; z,=x)
legyen, ahol i > 0 elegendSen kicsiny. Es alkalmazzuk a rezolvens métrix szorzatalakjat:
o, = ol ..ol
Feltessziik azt, hogy
Az}~ A{zjq) =allandé, ha 2 <z <z

és akkor
le ~ €{$~$n—1)A{$n—x) . e{mn—l_xn—Q)A{xn—Z) . _e(l‘l—ro)A(Io)

Ki lehet azt mutatni, hogy ebhen az esetben a kézelités hibdja a h “lépéstivolsig” elsd
hatvanyaval nagysagrendben egyez0.

A rezolvens matrix egy masik kozelitése a kovetkezoképpen adddik:

o, ~ {E + A(E)dE} {E+ [ A(E)df} R R

Ki lehet azt mutatni, hogy ebben az esetben is a kozelités hibdja A els6é hatvanydval
nagysagrendben egyezd lesz.
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13.10.2. Elsérenddi inhomogén linearis differencidlegyenletrendszer
valtozé egylitthatékkal.

Vizsgaljuk most a p
-y = Afz)y + £(2)

dz
inhomogén linedris differencidlegyenletrendszert az y{2q) = yo kezdeti feltétel mellett. Ltt
fil=z)
T
f(o)= | )
ful=)

adott, folytonos fi(z) fiiggvényekbsl 31l (¢ = 1,2,...,n).
Ugyantigy, mint az A = dlland6 esetben, a keresett megoldést az dllanddk varidlasanak

a médszere alapjdn lehet el6allitani. Tehdt, ha ismerjik a megfelel6 homogén rendszerhez
tartozd (¥ |z0 rezolvens métrixot, akkor ezzel:

y@) =97, {vo+ [ j(ﬂlio)“f(é)dﬁ} .

13.10.3. A megoldésok stabilitasa.

Legyen

dy; .
E:-fl'(miyl)yl’v“ayﬂ): 7‘21721-"7”
a vizsgalt differencidleggyenletrendszer egy dinamikai rendszer, azaz jelentse a fiiggetlen
valtozé = az idot és az yy,¥,...,Yn ismeretlen figgvények egy-egy értékrendszere
hatarozza meg az n-dimenzids tér egy-egy pontjat. Valamennyi megoldds egy mozgdst
hataroz meg. Tegyik fel azt, hogy a jobboldalon 4ll6 f; fiiggvények teljesitik a megoldds
egzisztencidjanak és unicitdsrak a feltételeit. Legyenek zq, 410, ¥20, - - - , ¥no Mmegadott kez-
deti értékek és tekintsiik az ezeknek a kezdeti feltételeknek megfeleld

yi(m)=‘P{(x;mO)yID,yZO:---:ynO) » t=L12,...,n

megolddsrendszert, mely az > zg mellett egy az w0, ¥20,...,Uno kezdSponton
dtmend pdlyagbrbét hatiroz meg. Az ennek a pilyagbrbének megfeleld megolddst
(Ljapunov-értelemben) stabilisnak nevezziik, ha minden a kezdSpont egy elegendéen kic-
siny kornyezetében fekv6 mas kezd8ponton dtmend pélyagorbe az = > z¢ mellett az eldbbi
gorbéhez eléggé kozel halad, azaz pontosabban, ha minden ¢ > 0 értékhez taldlhaté olyan
8(e) > 0, hogy zg < & < oo esetén minden

yt(x) = TP»(CU; Z0, Thos 720, - - - aﬂnﬁ)a 1= 1’21 ey M

megolddsra teljesiil a

"
E [he(; To; Moy 1204 - - -, o) — ©k(Z; Zo, 10820, - - -1 Yno| < €
k=1
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egyenlGtlenség, hacsak
n
Zlmo — yro| < 6(¢) .
k=1
Ha most még fennall, hogy
I]i_,H(-;to[v'Ji(it‘?;$0,?]‘10,??20,- Mo} — 0i( 2 2o, e V20, - - Bee)] =0, i=1,2,...,7,
akkor az
y:(m) :(Pf(m;zﬂay!(hy‘lda---aynﬂ) ] 1= 152}"')71‘

megoldist aszimplotikusan stabilisnak nevezzik.

A stabilitdra vonatkozd vizsgdlatokat vissza lehet vezetni dllandé egyiitthatdji ho-
mogén linedris differencidlegyenletrendszer egyiitthatémadtrixa sajatértékeinek a meg-
hatarozdsira. Ha ugyanis

fi(m,ylay%--')yn) = Eaijyj +hi(m’yisy2,"-ayn) * i= 1125'--’73
i=1

és az a;; egylitthatokbdl kepezett

@11 212 ... Glp
21 G2 ... G2n
A= ) . A
Gpl Gn2 -+ Opn
matrix
det(AE —~ A) =0

karakterisztikus egyenletének valamennyi A gyoke (azaz A sajitértékei) olyan, hogy valds
része vagy negativ eldjeldl, vagy 0 {azok a A gyokok, amelyeknek valds része 0, az A
minimélpolinomjénak egyszeres 0-helyei), akkor az adott kezdeti feltételeknek megfeleld
megoldés stabilis, ha viszont kivétel nélkiil valamennyi A valés része 0, akkor aszimptoti-
kusan stabilis.

13.10.4. A madsodrendii linedris differencidlegyenlet megoldasairél.

Tekintsiik az
a(z)y” + b(z)y" + e(2)y = f(=)

inhomogén linedris differencidlegyenletet, ahol az a(z), b(x), c(z) egyitthatéfiiggvények
és az f(=z) zavardfiiggvény az ¢ < ¢ < b intervallumban megadott folytonos fiiggvények
és a(x) ebben az intervallumban sehol sem vilik 0-va. Elosztva az egyenletet a(z)-szel és
bevezetve a

w0 =20 @)= 4 = 1D

TON a(z) ' "7 afz)
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jeloléseket, egyenletiinket fgy frhatjuk:
v'(@) +p(z)y' + ¢(z)y = s(z) .

Ezzel ekvivalens a kovetkezd, matrixalakban irt differencidlegyenletrendszer:

d_da?(;”) - (—q(zx) —pl(z)) (3’) ¥ (38’)) '

Eléirva az y(zo) = yo, ¥'(z0) = 3, kezdeti feltételeket (a < zp < b), a megoldds egzisz-
tencidjat és unicitdsat biztositd feltételek teljesiilnek, ezért az eldirt kezdeti feltételeknek
megfeleld megoldds egyértelmilen meghatdrozhaté. Kénnyen beldthaté az, hogy ha az
adott inhomogén linearis differencidlegyenletnek megfeleld

¥, + (@) + o(@)yn = 0

homogén egyenletnek egy partikuldris megolddsdt ismerjiik, akkor az inhomogén egyenlet
altaldnos megolddsat kvadratirakkal (integrilokkal) el lehet allitani. MiclStt ezt megvi-
zsgalnank, elobb lassuk a homogén egyenlet dltaldinos megolddsat.

d_dz (ZZ) - (—q(z:c) —Pl(m)) (zz)

homogén linesris differencidlegyenletrendszer rezolvens métrixa

ﬂlx — (wll(z) wl‘l(z)

g wa () wealz)

Tegyik fel, hogy a

) = (i) o) |
amelynek w,(z) éswy(z) oszlopvekiorai linedrisan fiiggetlenek, mert
det(ﬂ'iu) £0.

Ezért

ya(z) (1 0)Qff (Zz) = wi(x)yo + wiawp

vi(z) (0 12 (Z?) = wn(zhyo + waayh =
o

= Wi (2)g0 + wia(2)yp -
Ha yo = ¢1 és yf = c; tetszdleges dllanddk, akkor
yr{r) = crwin(z) + cawna(z)

az altalinos megoldds. wyi(z) és wyg{e) két linedrisan fiiggetlen megolddsa a homogén
linedris differencidlegyenletnek: e; = 1 és ¢y = 0 vdlasztissal adddik az wy(z) és ¢; = 0,
ey = 1 vélasztés mellett az wiz(2) partikuidris megoldds. E két fiiggvény a homogén
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linedris differencidlegyenlet megolddsainak egy alaprendszerét alkotja. Ezek tetszoleges,
nem szingularis

K= (’““ ’““) (det(K) # 0)
ko ka2
koustans matrix elemeivel képezett

Yi{z)
Yz()

Erwii(z) + kaena(z)
k1gwri () + kygwra(z) ,

linedris kombindcidja szintén egy alaprendszert kepez. wii(z) és wiz(z) egymdéstdl vals
linedris fiiggetlensége ugyanis azt jelenti, hogy

ozw1{z) + aqwiz(z) = 0

csak ugy allhat fenn, hogy o3 = 0 és ay = 0 egyszerre. Ebbdl az egyenlethél azonban
derivildssal kdvetkezik, hogy

aqwiy(z) + cawiy(x) = 0,

vagy figyelembevéve azt, hogy wi,(z) = wa{z) és wi,(2) = wn(z), egyidejiileg fenndll,
hogy

aqwir{z)} + agwia(z)

epwar (&) + opwea(z)

Il

0

csakis akkor, ha @; = @ = 0. Ez azonban valéban igy van, mert — métrixos frdsmédban:
(L«Jn(iﬂ) wn(z)) (al) -0
w1 (.’E) wgg(m) [35] ’

QII _ (wn(ﬂ?) wu(x))
—zo W (HZ) wgg(il:)
determinansanak 0-té] kilonbozd volta miatt egyértelmiien oy = oy = 0 kdvetkezik.
De akkor

ahonnan

x _ Yl YZ _
9 x (Y{ Yz') = W)
determinansa is 0-t6] kflonbdzik és igy Yi(z) és Yo(x) is egy alaprendszert képez.

Jeldlie W(z) = det(W{z)}) az Y1, Y, alaprendszerhez tartozd, in. Wronski-féle deter-
mindnst:

Mivel Y1(z) és Yy(z) kielégitik a homogén linedris differencidlegyenletiinket, azért

Y+ p(e)Y] +¢(z)7 = 0,
Yy + p(2)Y; + g(2)Yz
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Szorozzuk meg a. mdsodik egyenletet Y-gyel és az els6t (—Yz)-vel, majd adjuk Sket
Ossze:

MY - YY) + p(z)(Y; - Va¥() =0,

azaz
W'(z) + p(z)W(z) = 0

ahonnan

W(z) = Ce” I, wleyds

kivetkezik (ahol C = W{xe)). Ha z¢ tetszéleges és figyelembe vessziik azt, hogy a
hatdrozatlan integral csak egy additiv konstans erejéig van meghatirozva,, akkor irhatjuk:

W(z)= e~ i)z

Tegyiik fel most azt, hogy Y1(z) # 0, akkor
W _ny-ny d (Yg)

Y?: Y3 T da
ahonnan integraldssal:

fp z)dz .
Ys(z) = Vi(z) Z(( ))d:n = Yl(a:)/ Vi) ———d=z .

Tehdt valéban Yi(z) ismeretében egy téle linedrisan fiiggetlen Y2(z) megoldds kva-
dratirdval nyerhets.

Az inhomogén linedris differencidlegyenlet iltalinos megolddsinak el8allitdsira fel-
hasznalhatjuk a (rezolvens mitrixbdl csak a tetszéleges, konstans, nem-szinguldris K

métrix-szorzdval képezett)
Y](:It) Yg(ﬂ:) )
A% =
== (3 v

Wronski-féle matrixot:
ve) = (1 YW {e+ [ W@ =

? Ya(z)Vh(£) — Vi(=)Y2(8)
= Y1(€}Y3(6) = Y2(O)Y{(£)

(A végeredmény felirdsandl felhasznaliuk azt, hogy

= C]Yl(ﬂr} + Cng(E) + S(f)df .

W) = ! KO )

Y1{§)Y;(£) - Y2(£)Y{(£) (—Y{(E)' yi(¢)
és {gy

e ! YO () (0 _
M R G GRAGIAG (—Y{(E). nie ) (s0) -
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1 (—Yz(f)S(E)) ’

T YY) - ROY{(E) \ Yi(6)s(6)
tehat
-1 _ ¥ (E) S(E) _
(1 Wewose) = i) ) (30 ) s e -

_ BN - (@)Y
MOV - BEVIE)

Tehdt a madsodrendfi inhomogén linedris differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa
valéban eldallfthaté kvadratirdkkal, ha a megfeleld homogén linedris differencial-
egyenletnek egy partikuldris megolddsit maér ismerjiik. Megjegyezziik azonban azt, hogy
altaldnos esetben nines médszer arra, hogy egy ilyen partikuldris megolddst el64llitsunk.

s(&) )

Az inhomogén linedris differencidlegyenlet dltalanos megolddsdnak szerkezetét tekintve:
y(z) = {a¥i(z) + e2Ya(z)} + 3(2)
lathatd, hogy az két részbdl tevédik dssze:
aYi(z) + ex¥a(z)

a megfelelé homogén linearis differencidlegyenlet dltalanos megolddsa és

_ [* B@)Yi(6) - hi(@)Y(E)
w)= [ v -rene

az inhomogén linearis dfferencidlegyenletnek az a partikularis megolddsa, amelyik az
Yp(T0) = yp(zo) = 0 kezdeti feltételnek tesz eleget.

s(£)d¢

Megjegyzés.
Ha az
v +p(z)y + g(z)y = s(x)

inhomogén linedris differencidlegyenlethez tartozd

¥ + 2 + ezl =0

homogén linedris differencidlegyenletnek ismerjiik egy partikuldris megolddsit, az Yi(z)
fiiggvényt, akkor az egész - kvadratirdikhoz vezet6 — gondolatmenetiinket leegys-
zertsithetjik, a kovetkez6képpen.

Feltessziik, hogy a homogén egyenlet Y1(z) megolddsitdl linedrisan fliggetlen mdsik
megolddsa
Ya(z) = u(z) - Yi(=z)

alakd, ahol u(z) egyel6re ismeretlen. Azonban, ha

Y, = ulh;
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is megoldds, akkor

Il

Y, w'Y) + uYy
Y2” — uHYI + ZR’Y{-F u}/]”

és ezeket behelyettesitve a homogén egyenletbe:
u'Vy + (2Y] +pY)w =0

adédik, azaz

ut! ‘}/{'
;T—I-ZYI-FP—O,

ahonnan integrilissal:

In(#'¥2) = - /p(:c)dw )

vagy
e [ olzydx
o = V2
és végiil
e [ plz)dz
%= / —-le—da: ,
vagyis

—fprlz
YZZKUZYI]EYQ dz .

Ezzel mdr a homogén linedris differencidlegyenlet altalanos megolddsat felithatjuk:
=Y +eYs.

Most még keresiink egy partikularis megolddst az inhomogén linedris differencidlegyenlet
szamdra, az allandék varidlasdnak a médszerével, a kovetkezd alakban:

¥p = cr(2)Y] + co{2)Y2 ,

ahol ¢;(z) és cy(z) egyelire ismeretlen fiiggvények.
Ebhél
Yp = e(@)Y] + e @)Yy + {c) ()Y + e(2)V2}

és — ha nem akarjuk, hogy a behelyettesités utdn kapott egyenletben a ¢1(z) és ep(z)
fiiggvények mésodik derivaltjai is szerepeljenck — feltessziik, hogy

(@)1 + ey(2)¥2 = 0

legyen, {gy pedig
¥p = (V) + ea(@) Yy + i (2)Y] + ()Y .
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Az inhomgén linedris differencidlegyenletbe ezeket behelyettesitve, ezt kapjuk:
(@ {V)" + p(2)Y] + (@)1} + ex(a Yy + p(o)Y; + g(2)Ya}+
+ey (z)Yy + h(z)Y; = s(z) .
Itt azonban

Y+ p(2)Y] +q(z)Yy = 0,
¥y 4 p(z)Y; + q(z)Ys 0,

mert Y és Y, megoldésai a homogén linedris differencidlegyenletnek és igy az ismeret-
len ey{z) ca(z) fiiggvények elsé deriviltjaira a kovetkezd meghatirozd egyenletrendszert
kapjuk: :

I
==

ci(2)11 + ch(x)Y2
c{z)¥] +ey(2)Y; = s(x).

Ennek az egyenletrendszernek az egyitthatdmdtrixa az Yi,Y; alaprendszerrel képezett
nem-szinguldris Wronski-féle métrix, tehdt ¢f(z) és c)(2) egyértelintien meghatdrozhatd.

13.11. A masodrendii homogén
linearis differencidlegyenlet megoldisa hatvanysor
alakjaban

13.11.1. Megoldas hatvanysor alakjaban.

Lattuk azt, hogy egy masodrendil linedris differencidlegyenlet megolddsait eld tudjuk
allitani. ha ismerjiik a homogén egyenletnek legalibb egy megolddsit. Bizonyos feltételek
teljesiilese esetén egy ilyen megoldast hatvanysor alakjaban szokés keresni.

Legyven a vizsgalt homogén linearis differencidlegyenlet a kivetkezo:
y" +p(a)y' +alx)y = 0.

Tegyiik fel azt, hogy az egyiitthatd figgvényeket az |x| < R intervallumban = hatvédnyai
szerint haladé hatvanysorokkal lehet elGéllitani:

bad .
p(z) = Eb,‘:l!!,
=0

glz) = ch:zrj.
i=0

Keressitk a megoldast
oc

Yo=Y oie*

k=0
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alakban. Egyelre feltessziik azt, hogy ez a sor is konvergens és igy a tagonkénti de-
rivdlassal nyert

yiz) = Zkakmk_' .
k=1

ylz) = Zk(k—l)ak:nk_z
k=2

hatvanysorok is konvergensek.

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe, a kdvetkezét nyerjiik:

i kik — Daga*2 4 i ikakb;m”k”! + i iﬂkfj it =,
k=2

=0 k=1 F=0 k=0

Az azonos kitevojii x hatvinyokat dsszevonva és a tagok egyiitthatéit 0-val egyenlévé téve
nyerjiik az ismeretlen ay egyilitthaték szamara a kovetkezd egyenleteket:

21 ay+boa; + cgag =0,
32 a3+ 2boaz + (by + cp)eg + eyag =0,
43 - aq + oz + (261 + eolay + {by + ¢1)ar + cauo = 0,

és igy tovibh.

Ezekhél az egyenletekbdl két partikuldris megoldds hatvanysordnak az egyiitthatéit
lehet meghatirozni: g (x)-et kapjuk az eg = 1, ¢; = 0 valasztdssal és ya(z)-ot az ag = 0.
a1 = | specidlis vdlasztdssal, ami mnegfelel az

n(®=1. 30 =0,

illetve

w(0)=0., y(0)=1
specidlis kezdeti feltételeknek. A differencidlegyenlet dltalanos megolddsa ezeknek a par-
tikuldris megolddsoknak a linedris kombinacidja, tetszdleges 7y és (5 dllanddkkal:

y(z) = Ciga(z) + Cota(z) .

Ami a megolddsként nyert hatvdnysorok konvergencidjat illeti, arra nézve fennill a
kovetkezd tétel:

Ha a
o0 . hd .
ple) = bie' & q(z)=_ cjnl
i=0 j=0

hatvénysorok az |z| < R intervallumban konvergesek, akkor az el5bbi eljardssal nyert
n(z), ill. yo(z) megolddsok hatvdnysorai is ugyanitt konvergesek és az adott homogén
linedris differencidlegyenlet megoldésait adjik.
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Ha specidlisan p(x) és (@) polinomok, akkor a megoldasul nyert hatvinysorok minden’
x-te konvergesek.

Ha a differencidlegyenlet
Polz)y" + Pi(x)y + Pa(2)y =0
alakii, ahol most Py{x), Pi{z) és Pa(2) polinomok, akkor ez a

P](J‘) . . Pg(:l?) _
Polz) plx), Polz) g(x)

valasztassal visszavezethetd az eldzdre, azonban nem minden tovdbbi nélkill. Ugyanis, ha
Po(0) # 0, akkor p(x) és g{x) = hatvanyai szerint haladé hatvénysorba fejthetok és az elébb
ismertetett eljaras szerint meg lehet hatdrozni a megoldasokat. Az eredményiil kapott
sorok konvergencidjira azonban azt lehet mondani, hogy e sorok az |z} < » intervallumban
konvergesek és a differenciglegyenlet megoldasait adjék, ahol most r a Fy(z} =0 egyenlet
legkisebly abszoldt értékii gyokének az abszolit értékét jelenti.

Az eljarast ebben az esetben célszeriibb dgy alkalmazni, hogy a Fo{z) polinommal vald:
osztést nem végezziik el.

13.11.2. Nem lényeges szingularitas.
Az alkalmazdsokban igen gyakran szerepel a kdvetkezd alaki differencidlegyenlet:
22y 4+ apla)y +qlz)y=0.

Ennek a differencislegyenletnek — mint mondani szokds — az « = 0 helyen nem lényeges
szingularitdse van. Itt is feltessziik azt, hogy p(z) és ¢(z) hatvanysorokkal elddllithatdk..

A megoldast most a kdvetkezd, moédositott hatvanysor alakjiban keressitk:
M <]
o) =t Y et
k=0

ahol p cgyelére hatérozatian. Természetes az, hogy most ag # 0. A differencidlegyenletbe
helyettesitjitk a kiovetkezd sorokat:

pa) =Y bt q(z)= e,
i=0

=0

00

yz) = Y apzttt,
k=0

v(z) = d(o+ ka7,
k=0

y'(z) = Y (p+E)p+k - Va2,
k=0
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Ekkor az ismeretlen a; egyiitthatékra a kévetkezd egyenleteket kapjuk:

[plp = 1) +bop + colao = 0,
[(p+ 1)p+bo(p + 1) + eglay + [b1p + e1]ag = 0,
[0+ 2)(p+ 1) + bo(p +2) + colaz + [b1(p + 1) + e1)ar + [bap + co)ag = 0

és igy tovdbb.

Vegyiik észre azt, hogy mindegyik egyenletben egy 4j ismeretlen oy egyutthatd szerepel
és ennek az egyiitthatdja mindig az

Fp)=plp— 1)+ bop+ co
polinom helyettesitési értéke: F(p + k), ahol k = 0,1,2,3, ... (8o = p(0) és co = ¢{0)).
Mivel a feltevés szerint ag # 0, azért az els6 egyenletbé] p meghatérozdsdra az
Flp)=0,
azaz
plp~1)+bgp+eo=10
jellemz6 mésodfoki egyenletet kapjuk.

Legyenek ennek az egyenletnek a gyokei p; és py és allapodjunk meg abban, hogy p,
Jeldli a gyékok kéziil a nem kisebbet, azaz p; > p,.

Ha most az a; egyiitthatokat meghatdrozé egyenletekbe p helyébe p;-et helyettesitjiik,
akkor — ao értékét tetszilegesen megvalasztva — valamennyi ag értékét egymasutdn (k =
1,2,3,...) meg tudjuk hatdrozni.

Ha most még p; olyan, hogy a p; — p, kiilénbség nem 0, vagy egész szam, akkor po-
vel ugyantigy végig szémolva egy misik — az el#z6t8l linedrisan figgetlen — partikuldris
megolddst tudunk elédliitani:

wniz) = =™ Zakzk (g # 0},
k=0

22" Ber® (Bo #0) .

k=0

f

y2(z)

Ha viszont a p;, — p; kiilonbség 0, vagy egész szém, akkor egyelore csak egy megolddsunk
van:

y(z) = z” Zakmk {ag #0) .
k=0
Egy ettdl linedrisan fiiggetlen masik partikuldris megolddst az
v2(z) = u(z) - 3 (x)

alakban kereshetjiik. Az ismeretlen u(x) figgvényre a kévetkezd differencidlegyenletet
nyerjiik:

2, 41 5 2y1(z) ) /

'tz |2+ p(z}]uv =0.

(25 + ot
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Ha itt most w'(z}-et az

w(z) =Yyt (10 #£0)
k=0

hatvanysor alakjdban keressitk, akkor a-ra a kovetkezb eredményt

részletszamoldsokat mellozve):
a=py—p1—1
és {gy

w'(z) = zPr=r! -Z’Yk-’ﬂk {0 #0).

k=0
Ebbdl pedig integralassal adédik:

u(z)=f-lnz + 277 Z'y,::ck ;

k=0

ahol 8 = v, —ps-
Végiil

ya(z} = u(z) - () = f-wlz) Inz + 2 'Zﬂkmk .

kapjuk (a

Eléfordulhat az az eset is, hogy 3 = 0. Ha azonban p; — p2 = 0, akkor biztos, hogy @ # 0.

13.11.3. A Bessel-féle differencialegyenlet.

Az alkalmazdsokban — kiiléndsen hengerszimmetrikus problémék targyaldsdnal - fontos

szerepet jatszik a Bessel-féle differencidlegyenlet:
2yt ey + (2 - pPYy =0,
vagy masképpen irva:
yll+_1__yl+ l_gi y=0
z z? !
ahol p = dllandd.

Keressiik a megolddst az
y(z) =2’ Z arz®  (ag #0)
k=0

hatvdnysor alakjaban.

A p kitev6t meghatdrozd jellemz6 egyenlet:

Flpy=plp—1)+p-p* =0,

azZaz
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ahonnan
pm=p, p2=-p. (p#0).
Az egyik partikuldris megoldds tehdt ilyen alakd:
yi(z) = 2"(ap + a1z + a2’ +...) .

Behelyettesitve ezt a differencidlegyenletbe, az egyiitthatékra a kivetkezl egyenletek
adddnak:

ag = tetszoleges ,

[(p+1)*-plar =0,
[(p+2)" —p*laz + a0 =0,

Mivel a; = 0, azért

|
=]

22041
ésg
@an—2

Qo = _—22n(ﬂ+p) .

Vilasszuk ag értékét a kivetkezbképpen:

1
ag = _QPF(p+ 1) .

(Itt T az in. gamma-fiiggvényt jeldli, melyet a
o
() = / e i 1dt
0
improprius integrdl definidl. E figgvényt a kivetkezd fiiggvényegyenletek jellemesznek:

1) P)y=1,
2.) T(p+1)=pI'(p), tetszbleges p mellett ,
3.) T(p+1)=p! ha p pozitiv egész szam.)

A péros indexii egylitthaték:

a = %o

2T T pr )’

a o as _ [253]

T T2 (pr2) 2+ D+’
dogp = ('-*1) o

n22n allp+1)p+2)...(p+n) ;
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A pératlan indexfiek mind zérusok.

Igy tehit az Gn. p-indexd elséfajii Bessel-figguény (differencidlegyenletiinknek egyik
partikuléris megolddsa, azaz y1{z)) a kovetkezd lesz:

B\ (-D* (%)2"7
7(#) = (3) gr(k+i)-l“(p+k+1) '

Ha specidlisan p = 0, akkor a O-indexd elsdfaji Bessel-figgvényt kapjuk:

(-1)* ) z2 zt x8
JO()_E (k' —1_§+22,42_22.42.62+_

p = 1 esetén adddik az 1-indextl elsdfaji Bessel-fiigguény:

oo 2\ 2hH1
NS SYE Ml Y O U
k=0

{(k)k+ 1)! 2 2-4 2-4-4-6 2-4-6-4:6-8
és sltalaban p = n esetén, ha n pozitiv egész szém, az n-indexd elsdfaji Bessel-fiiggvény:

l)k( )2k+n _

z" z? zd
- (1 - " S
2 nl 202 +2) " 2-4-2n+ 2)(In+4)
E formuldkbél 14tszik, hogy ha n egész szdm 8s pdros (vagy 0), akkor J.(z) paros fiiggvény,
viszont paratlan n egész esetén J,(z) is pdratlan fiiggvény.

10. dbra

Ha n egész szam, akkor (a sor elejérél a 0 értékii tagokat elhagyva)

1)k —n+t2k 1= 2m+n
Tone) Z( kg = - X S = ).

m=0
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A differencidlegyenlet dltalinos megolddsihoz sziikség van még egy, az (-1l
linedrisan fiiggetlen partikuldris megolddsra: (z)-re.

Ha p nem egész szdm, vagy nem 0, akkor J,(z)-tél linedrisan fiiggetlen masik megoldés
a kovetkezd fiiggvény:

, (=1 (3™
~(®) = Er(k+1)1“( -pt+k+1)

és az altalinos megoldds:

y(z) = C1dp(2) + Cod_p(z) .

Ha azonban p = n egész szdm, vagy 0, akkor amint lattuk
Jon(z) = (=1)"Ju(z) ,

tehat ezek linedrisan Gsszefiiggenek. Ebben az esetben egy mdsik megoldést az
cO
volz) = BJp(z) - Ina + 27" Zﬁkmk
k=0

alakban kereshetjlik. Alkalmas dllandé szorzotenyezovel igy jutunk az n-indezd mdsodfasi
Bessel-fiiggvényre:

Yn(z):% n(z)-(ln§+c) Z (n—m —1)'( )2m—
m (g)}Pmdn fmin
;%WQT (Z +Z )

ahol ¢/ = 0,577215... az Gn. Euler-Mascheroni-féle dllandé. Ezzel az dltaldnos megoldas:
#z) = Crdu(2) + C2Yo(z) .

Ha specidlisan n = 0, akkor

Yo(ﬂ:}Z?T-Jg(:c)‘(ln—+C)——Z L (‘—) (1+%+%+...+%) .
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‘ly
/i{,(x}
054
_~ X}
i
11. dbra

13.11.4. Bessel-fliggvényekre vonatkozé néhdny osszefliggés.

Lassunk most néhdny nevezetes dsszefiiggést.

Mindenekeldtt deriviljuk az zPJy(z) szorzatot:

(- l)kz2p+2k

L (@ a(x) = (Z S

( 1 k 2p-}-‘2k

T(k+ D)I(p+k+1)

1

zz;] 2p+2k-1, I‘(k + 1DT{p+ k)

Hasomnléan igazolhaté, hogy

d P
e
5 @Ie))

Ezekbdl nyerjiik a kovetkezd 6sszefiiggéseket:

i

aJy(z) + pJy(z)
zJy(z) — pJy(z)
Jp—1(x) = Jp4a(z)
Jp-1(2) + Jpa(z)

L AOR

e Pd_pa(z) ,

zdp_i(z),

~adyn(),

2J, ()
2 jya).

EPJP_](Q’.') .
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Analég formulak érvényesek a masodfaji Bessel-fiiggvényekre.
Mint specialis esetet megemlitjiik, hogy
Jolz) = —hi=),

Hletve

¥5(z) —hiz).

Most vizsgaljuk meg a p = %! indexii elstfaji Bessel-figgvényeket (ahol n egész
sz4m).
Mindenekel6tt legyen p = —;— Ekkor

Wz ( z? zt -z _
J%(m)_\/ir(g) '"e3ts a3 2463577 )7

St A R
T Var@\ s s m )T

Vagy, mivel kimutathatdan

(-5

2 .
J%(z)= 1/%—2—:5111:::.

Teljesen analdg médon kapjuk azt, hogy

2
J_%(m) =4/ ——cosz .

Konstans szorzétdl eltekintve, ugyanerre az eredményre jutunk akkor is, ha az

azért végiil is

1 P
"4y g _ P —
yroy (1 :1:2) y=0

differencidlegyenletet in. normalalakra transzformaljuk, azaz olyan alakiira, hogy a diffe-
rencidlegyenlethdl hidnyozzék az ismeretlen fiiggvény elst derivdltja. Ezt igy lehet elérni:

Legyen
y(z) = u(z)  o(z),
amikor is
y'(z) = wvtu-v,
y'(z) = o2y +u-v”
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és igy

Ha most
w4+—=0,
azaz
1
v = 75
akkor

V<V

és a differencidlegyenlet ilyen alakira redukalédik:

2_ 1
u"+(1~p$24)u=0.

wtu=0

Ha most p = %, akkor az

differencidlegyentetre jutunk, ahonnan
w(z) = Cysinz 4+ Cycosx

és igy a kordbbi eredménnyel dsszhangban:

sin x cos &

y(m):CI—\/—E+C'2 7

Legyen most dltaldban p = 2%'—1, ahol n egész szdm. Ekkor a

Jo-1{(2) + Jppa(z) = gf p(z)

formula felhaszndldsdval, rekurziv iton valamennyi J %._1(3;) fiiggvényt kifejezhetjik elemi

fiiggvényekkel. Igy pl. ha p = 1, akkor

1
J_y(@) + Jg(e) = —Ju(=)
i 2 . 2
J%(m) = EJIE(:B)— J_%(z) = \/Esmz - ﬁ/acosx

w1y p2
— 1~ = =
i o X 0

ahonnan

és {gy tovabb.
Az
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differencidlegyenletet, mint lattuk az

=%
v="r

2 1
u"+(1—-pm24)u=[}

normal alakra lehet transzformdlni. Innen az

1 9 m
m:Z—pi F:p(z)

transzformacidval az

helyettesitéssel kapjuk az
w4+ (1 + p(z))u= 0

differencidlegyenletet. Ha |z| igen nagy, akkor |p(z)| igen kicsiny és 1 mellett elhanyagol-
hato, igy jé kézelitéssel az

wiu=0

differencidlegyenletre jutunk, ahonnan
2 = Asin(z + w)

(A és w allanddk) adédik.
Ennek alapjin kimutathatd, hogy igen nagy |z| értékekre fennall, hogy

Jp(z) \/’%sin (:r - 772_}0 + g) + lp\(/? 1

Yo(z) = gsin(m—%?_%)_{_i’:\(/?,

ahol |rp{x)] és ]pp(a:)| véges korldt alatt marad, ha |z] — oco. Igy aszimptotikusan, jé
kozelitéssel, nagy || esetén:

Jo(z) =~ \/gsin(a:—%g-f-%),
Yp(z) = \/’gsin(z—%—%).

1 p?
' . _r —
y+$y+(1 mz)y 0

Bessel-féle differencidlegyenlet normadl alakjas:

2_1
u”+(1—p$24)u=0.

Il

Tekintsitk ismét az

Ha ezt az egyenletet a
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egyenlettel osszehasonlitjuk, akkor azt taldljuk, hogy a Bessel-féle dlfferenc;alegyenlet
barmely megoldasinak szomszedos 0-helyei kozti tavolsigok nagyobbak 7-nél, ha p > 1és
kisebbek m-nél, ha 0 < p < . Md4srészt a Bessel-figgvények aszimptotikus viselkedésére
elébb taldlt eredmények alapjé,n, azaz figyelemmel arra, hogy igen nagy |z| értékeknél jo
kozelitéssel

P -3

2

azt talaljuk, hogy a Bessel-féle differencidlegyenlet megolddsainak szomszédos O-helyel
kozti tavolsagok egyre kevesebbel térnek el m-tdl, ahogyan |z| ndvekszik.

1-—-

~ 1

¥

Ezt l4tjuk meger8sitve, ha fliggvénytablazatbol kiolvassuk pl. a kdvetkezd 0-helyeket:

Jo{zx) =0, ha z = 2,4048

z, = B5,5201
z3 = 86537
2y = 11,7915

zs = 14,9309

Ji(z)=0, ha =z = 3,8317
z9 = 17,0156
zz = 10,1735
x4 = 13,3237
x5 = 16,4706

13.11.5. A Bessel-fiiggvények ortogonalitasa.

Jeldlje y(z) az
oy + oy’ +(a” ~ p)y

1l
=)

Bessel-féle differencidlegyenlet egy megolddsét.
Cseréljiik ki a fiiggetlen véltozdt f-re és legyen ¢ = Az, ahol A tetszéleges dllandd

paraméter. Ekkor y(2) a

d? &y dy

2 2,2
2 =

) iy +( =0
egyenlet megolddsa, azonban ¢ = Ax miatt
dy ldy , diy 1d%

dt - Ndr O A T Ndz

és igy egyenletiink a kovetkezd alakot olti:

2d?f

d g
e 2+mgz-+()\)'a:)‘——p2)y=0.
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Ha tehdt y(z) megolddsa az
2y’ + 2y + (2~ pP)y =0
egyenletnek, akkor y(Az) lesz a megolddsa az
2y +ay’ + (W2~ ph)y =0

differencidlegyenletnek.

Megéllapithatjuk tehdt azt, hogy ha a Bessel-féle differencidlegyenletben az y
egyiitthatojat (z? — p?) helyett (A222 — p?)-re valtoztatjuk, akkor ennek eredményeként a
megoldds, vagyis a p-indexii Bessel-fiiggvény argumentuma fog z-r6l Az-re valtozni,

Legyen most A és p két tetszdleges nem negativ szim. Tegyiik fel, hogy p > —1 és
tekintsiik a

Sp(Az) =
Jo(pz) =

IS~ 4

Bessel-fiiggvényeket. Fennill, hogy

2y + 2y’ + (A% — py 0,
2.1

e tad + (Wt - pHz = 0,

I

vagy mindkét egyenletet & # 0-val végigosziva és dtrendezve:

p* :
vy 4y — —y = Xy,
2

e+ - P, —plry .
T

Kombindljuk dssze ezt a két egyenletet tigy, hogy az els6t (—z)-vel és a mésodikat y-nal
szorozzuk, majd Gsszeadjuk:

oy —2y") + (97 - 2¢') = (A - pP)ayz,
vagy
o(yz — 2y + (y7 - 2y = (A~ pP)ayz,

és végiil
(2(yz’ — 2¢")Y = (\* = p)ayz .

Integraljunk mindkét oldalon « szerint 0-tél l-ig:

1
[2{yz' — 2" )leg = (X2 - pz)] zyzde .
0
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Vegyiik most figyelembe azt, hogy y = J,(Az) & 2z = J,(px) & feltettitk azt, hogy
P > —1, amikor is nyilvdn a baloldal z = 0 helyettesitésekor 0 lesz. Tovabba
y(1) Jo(A)s 21 = Jp(p) 5
V(1) = ALY, 2 =)

i

Igy végill ezt kapjuk:

1
BT (1) = Mp()JA(A) = (0% = w2 [ 2y () () da

Most tegyiik fel azt, hogy A és i a J,(2) Bessel-fiiggvény két kiilsnbdzd pozitiv 0-helye,
azaz legyen

Jo(A) =0, L(p)=0, A#p.
Ekkor A% — p? # 0 miatt azt kapjuk, hogy

/1 wdp(Ax)(pe)de =0 .
0

Ez pedig azt jelenti, hogy ha X # p és mindketten a J,(z) Bessel-fiiggvény 0-helyei,
akkor a Jy(Az) és Jp(uw) figgvények a (0,1) intervallumban az z sdlyfiggvényre nézve
ortogondlis figgvények.

Legyen most A # 1 és tetszéleges nem negativ paraméter, amikor is

M) T5(A) = pTp(NT4(11)
#‘2 _ )\'). )

1
/ 2dp(Ax)p(pa)de =
0

A" Bernoulli-I"Hospital szabély alkalmazdsdval hatirozzuk meg ennek a hatirértékét a
j — A hatiritmenet mellett:

Mo(p)y(A) = pdp( M3}
P"2 — A2 -

1
2 1
/(; zdy(Az)dx = ;11]—1»11\

m MU Tp(A) — pdp (NI (0} = Jp (M) (k)

- ﬁllj—v\ 2p -
_ AR ) = AR = LK)
- 2) -
1 2 14 Jp(A) ()
=3 {Jp (A) = Jp(A)(A) - ”—AL} :

Jp(A) mint a A paraméter fiiggvénye eleget tesz a kovetkezd Bessel-féle diffe-
rencidlegyenletnek:

ML)+ AN + (X% - p))(N) =0,
ahonnan

S OIORE

2
P
1- F) 2N
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Ezt figyelembe véve:

jol 2T (Az)dz = %{J;f()\)-i- (1 - i—i) Jg(A)} .

Ha most feltessziik azt, hogy J,(A)} = 0, azaz A a Jp(z) Bessel-fiiggvény 0-helye, akkor
végiil

1 2 1 p

A zJy(Az)dr = EJP (M #0.

(A jobboldal bizonyithatéan nem egyenl 0-val.)

Ha felhaszndljuk ezt az Osszefiiggést:
AT (A} = plp(A) = =Adpa(A)

ahonnan (J,(A}) = 0 esetén)
Ty(A) = =Jpra(A)
akkor a végeredmény igy is irhatd:
1 1
[o zJ2(Az)dx = EJ;H(A) .

Mindezeknek az Osszefiiggéseknek fontos szerepe van valamely négyzetével egyiitt, a
[0, 1] intervallumban integralhaté f(z) fuggvénynek Bessel-figgvények szerint haladé

i exdp( M)

k=1

alakd sorbafejtése esetén (Jo(Ax) = 0, & = 1,2,...). Erre pedig bizonyos parciélis diffe-
rencidlegyenletekkel kapcsolatos peremérték-feladatok megoldésakor van sziikség.
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14. Masodrendi, allandé egyutthatdja
linearis parcialis differenciidlegyenletek.

14.1. Masodrendii linedris parcidlis differencidlegyenletek
osztalyozasa.

14.1.1. Bevezetés

Egy olyan egyenletet, amely valamely két- vagy t6bbviltozds ismeretlen fiiggvény
parcidlis derivaltjait tartalmazza, parcidlis differencidlegyenletnek nevezziik. Az ismeret-
len fiiggvény legmagasabbrendil derivéltja, amely az egyenletben szerepel, meghatirozza
a percidlis differencidlegyenlet rendszdmdt.

A kozonséges differencidlegyenletekhez hasonléan azt mondjuk, hogy a parcidlis diffe-
rencidlegyenlet linedris, ha az egyenlet az ismeretlen fiiggvényben és annak a derivéltjaiban
linedris. Ha a linedris egyenlet valamennyi tagja tartalmazza vagy az ismeretlen fiiggvényt,
vagy annak valamelyik parcidlis derivéltjit, akkor homogén linedris, ellenkezs esetben in-
homogén linedris. '

Peélddul

Py _ 0t

T Sz ¥ egydimenzids hullémregyenlet ;
du c? Pu dimenzids hdvezetési egyenlet
—=c¢"—, aze eze ;
at Jz2 &y &y

a? d*u

(—9:1:_: + vl =0, a kétdimenzids Laplace-egyenlet ;

v O %

—+ss+t=—== 4 i iés Laplace- let
522 + a2 + 372 0, a2 hdromdimenziés Laplace-egyenle

mésodrendii, homogén lineiris parcialis differencidlegyentetek. (Itt mindeniitt u jelsli az
ismeretlen fiiggvényt; a fiiggetlen véltozék kozil ¢ az idd; z,y, z pedig helykoordinitik; ¢
megadott dllands.)

Py %y

S5t ag =

dz®  oy?
ahol f(z,y}) # 0 megadott fiiggvény, misodrendll, inhomogén linedris parcidlis diffe-
rencidlegyenlet.

f(z,¥), akétdimenziés Poisson-egyenlet ,

A parcidlis differencidlegyenlet megolddsdnak neveziink minden olyan tdbbvaltozds
figgvényt, amelynek léteznek a fiiggetlen viltozdk valamely T tartomanydban az egyenlet-
ben szerepld Osszes parcialis derivéltjai és amely a T tartomanyban mindeniitt azonosan
kielégiti a megadott egyenletet.
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Altaliban egy parcialis differencidlegyenlet megolddsainak a halmaza rendkiviil nagy
és dttekinthetetlen. Igy pl. kdnnyen ellendrizhetd, hogy a merSben kiillsnbézd

'ﬂ(:l},‘y) = 2:2 _y‘l )

wlz,y) = € cosy,

w(z,y) = In(z? +47),
kétvaltozés fiiggvények mind megolddsai a

dz2 © oy

Laplace-egyenletnek.

A kovetkezdkben 14tni fogjuk azt, hogy egy konkrét fizikai- problémas leiré parcidlis dif-
ferencidlegyenlet egyértelmii, egyetlen megolddsinak meghatirozdsshoz sziikségiink van
arra, hogy a differencidlegyenleten kivil, a konkrét fizikai kériilményekhez illeszkedd
mellékfeltételeket is eldirjuk. Igy pl. bizonyos esetekben eld kell frnunk a T tartomany
hatérdn (peremén) 1évé pontokban érvényes peremfeltételeket; vagy ha a t idé az egyik
fiiggetlen valtozs, akkor a t = 0 kezdeti iddpillanathan érvényes iin. kezdeti feltételeket
kell ismerniink.

A kozonséges differencidlegyenleteknél lattuk azt, hogy a homogén linedris esetben az
egyenlet megoldasainak barmilyen konstans egyiitthatékkal képezett linedris kombinaci6i
szintén megolddsok. Ez a tulajdonsig a homogén linedris differencidlegyenletek esetében
is érvényes. Ha pl. u; és up egy homogén linedris parcidlis differencidlegyenlet megoldésai,
akkor

U = C1Ut + couty

szintén megoldds.

14.1.2. Madésodrendii egyenletek két fiiggetlen valtozéval.

Altalanossé,gba,n a masodrendii linedris parcidlis differencidlegyenlet az n-valtozds isme-
retlen u fiiggvény szdméra ilyen alaki:

k3 ki3

> ZAij“g,-z, + iBiuL +FPu=G,

=1 j=1 i=1
ahol feltessziik, hogy A;; = Aji és Ajj, B, F, valamint G megadott n véltozds folytonos
figgvények, az (x1,23,...,2,) fiiggetlen véltozdk valamely Gsszefiiggd T tartomanydban.

A kovetkezOkben — egyszeriiség kedvéért - az dltalinos esetet lesziikitjiik a kétvaltozds
eseite. Tehdt az ismeretlen u(z,y) kétviltozds fiiggvényre adottnak vessziik a kdvetkezd
mésodrendi linedris parcidlis differencidlegyenletet:

Az, + 2Bug, + Cuyy + Dul + Bl + Fu = G

ahol az egyiitthatok az (z,y)-sik valamely T tartomanyiban megadott folytonos
fiiggvények.
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Az ilyen tipusi egyenletek osztdlyozdsa hasonlit ahhoz, ahogyan (konstans egyiitthatok
mellett) az analitikus geometridban egy

Az? 4+ 2Bzy + Cy* + Dz + Ey+ F =0

alakd egyenlettel megadott masodrendit gorbérdl azt mondjuk, hogy hiperbolikus, para-
bolikus vagy elliptikus tipus# aszerint, hogy B? — AC pozitiv, zérus, vagy negativ.
Az _
Aug, + 2Buy, + Cuyy + Dup + Euy + Fu=G
parcidlis differencidlegyenlet tipusat annak alapjan hatirozzuk meg, hogy ezt az egyenletet
egy meghatdrozott {20, %) pontban egy alkalmas koordindtatranszformacidval kanonikus

(standard) alakralehet hozni. A differencidlegyenletet hiperbolikusnak, parabolikusnak vagy
elliptikusnak nevezziik az (g, yo) pontban, ha

B*(z0, %0) — A(z0,%0)C (0, ¥0)

pozitiv, zérus vagy negativ. Ha ez fenndll a T tartomany minden pontjiban, akkor a
differencidlegyenlet hiperbolikus, parabolikus vagy elliptikus az egész tartoményban.

A kétvéltozds esetben mindig el lehet érni azt, hogy a differencidlegyenletet az adott
tartomanyban kanonikus alakra transzformaljuk. Ezzel szemben a tobb véltozés esetben
dltalaban (specidlis esetektdl eltekintve) nem lehet ilyen transzformaciét végrehajtani.

Mérmost ennek a transzformaciénak a lényege abban &ll, hogy az (z,y) fiiggetlen
vialtozdk helyett dj (£,7) figgetlen valtozékat vezetiink be. Legyenek

&(z,y),
7z, y}

azok a legalabb kétszer folytonosan derivdlhaté fiiggvények, amelyek az 1j fuggetlen
véaltozdkat a régiekkel dsszekapcsoljak. Feltesszik azt, hogy a

0&n) _ & &

e Ty

T ozy)

fiiggvény-determinins (Jacobi-féle determindns) sehol sem zérus abban a T tartomdnyban,
amelyben az adott differencidlegyenletet vizsgdljuk, tehdt egy-egy értelmi a kapcsolat a
régi és az 1j figgetlen vdltozdk kozott.

Fejezziik ki az u ismeretlen figgvény elsd és masodrendll parcidlis derivaltjait az )
valtozok szerinti parcidlis derivaltakkal:

u, = wl Ui,

vo= wh
W, = et o e+l ol gl +

Ugy = Ugebuly + g (Eom + Ene) + oy + by + 1wy,
Uy = u&fﬁ + 2ug, &y + ""’;irnn;:2 + ugdy, + uyyy -
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Helyettesitsiik most be ezeket az adott differencialegyenletbe:
(A& +2BELE, + CE Yl + (Al +2Bnlyl + Cnl ! +
+2{A&; + B(Eomy + £,1t) + CEny Yugug, =
= H (E,ﬂ’ﬂ'au{aﬂ'n) +

ahol most r8vidség kedvéért a H* fiiggvénybe foglaltuk a részletesen ki nem irt tagokat.

Vezessiik még be a kivetkezd jeldléseket:
A* = AE yoBee yoel
B* ALz + B(Eony + Eyme) + CEyl
C* = Ayl +2Buly,+Crl

Il

Ha tehdt az eredeti differencidlegyenlet réviditett alakja

Aug, + 2Bug, + Cuy, = H(z,y,u,4,,u,) ,
akkor a transzformacié utdn nyert egyenlet ilyen alakid:
C* I.l' . H*

i
A*u& + 2B u&n

Megfeleld szamoldssal ellendrizhetd az, hogy
B* — A*C* = (B® — AC) - A%,

tehdt, ha a feltevésnek megfeleléen A # 0, akkor B* — A*C* ugyantgy pozitiv, zérus,
vagy negativ, amint ez fenndll (B2 — AC)-re, tehit a differencidlegyenlet hiperbolikus,
parabolikus vagy elliptikus marad egy (£,7) pontban, ahogyan hiperbolikus, parabolikus
vagy elliptikus volt a megfelels (z,y) pontban.

14.1.3. Masodrendili (forésziikben) linearis parcialis
differencialegyenletek kanonikus alakja.

A tovébbiakban azt vizsgaljuk meg, hogy amikor az
Augy + 2Bug, + Cuyy, = H(z,y,v,ul, ul,)

parcialis differencidlegyenletet a

&(z,y) }
(=, y)
fiiggvényrendszer kdzvetitésével bevezetett 1’1j valtozdkra 4ttérve az

A*u e+ 2B*u&? + C*uy, = H*(f,n,u,ué,u;)

alakra transzformaljuk, akkor hogyan kell a
valtozé-transzformacit definidlé fiiggvényrendszert megvalasatani ahhoz, hogy ez az ]
alak a lehetd legegyszeriibb, vagyis kanonikus legyen.
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Mindenekel6tt feltessziik azt, hogy az A, B, C egyiitthatok egyike sem zérus. Azt akar-
juk, hogy a transzformdcid utin A* és C* zérus legyen:

A* = AL 42BEg v el =0,
= Ant + 2B, 7, + Cn;z =0.

Ez a két feltételi egyenlet
: ACE + 2B+ CC) =0

alaki, ahol {{z,y) ismeretlen fliggvény jelentheti akér a £(z,y), akdr az n(z,y) fliggvényt.
Feltételezve azt, hogy ¢, # 0, ez az egyenlet igy is frhatd:

N 2 I
AlXE 2B X '=0.
(q) ¥ (c;,)”

A ({z,y) = dllandd egyenlettel meghatarozott gorbe mentén
d¢ = (dz + (udy =0,
azaz
By G
dz G

és igy jutunk a kovetkezo kozonséges differencidlegyenletre:
A(EY ap (2 sooo
dx dz o

Ez a karakterisztikdk differencidlegyeniete. Ez a differencidlegyenlet valdjaban két diffe-
rencidlegyenletet foglal magdban: '

L %(B+\/B2—AC’),

dx
j—z _ —/II(B—\/B‘Z—AC).

E két kozonséges differencidlegyenlet megolddsai az (=,y)-sikban olyan gorbéket
hatiroznak meg, amelyek mentén £ = allandd, illetve n = allandS. E két gorbesereg
gorbéit nevezzitk karakterisztikdknak. Ha tehdt a két kozonséges differencidlegyenlet me-
goldasai

$i(z,y) = Ci,
¢2($=y) = C"la

{ahol €4, C; dllanddk}, akkor a keresett transzformacié a kovetkezd:

f = Q51(.’13, y)
7 P2z, ) .
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Ezekutdn nézziik meg részletesebben a hirom lehetséges esetet.
1.) Hiperbolikus differencidlegyenlet escte.

Feltessziik azt, hogy B? — AC' > 0. Emiatt a karakterisztikdkat két valos kdzomséges
differencidlegyenlet hatirozza meg és ezek megolddsaival két valds karakterisztikus
gorbesereget kapunk:

¢1(u:1y) = C'l :

$2(w,y) = Cz.
Uj valtozéknak vélasztjuk a kovetkezdket:

6 = q’l(Tvy) 1

n = da(z,y}.
Ezekkel

A* = és C*=0,

viszont

B*#£0

és {gy a hiperbalikus egyenlet dn. elsd kanonikus alakja a kovetkezd lesz:
ugn = Hl(E;n;u}urf’uir) )
ahol most
_ i
=2
Megtehetjiik azt is, hogy &, 7 helyett «,f fiiggetlen valtozdkat vilasztunk a

kévetkezGképpen:

Hy

«

E+7,
B o= &=-m.

Konnyli szimoléssal ellen6rizhetd, hogy ekkor

Uy, — Ugg = Ha(e, By, ul, 1)

adédik. Ezt szoktak a hiperbolikus egyenlet mdsodik kanonikus alakjének hivni.
2.) Parabolikus differencidlegyenlet esete.

Most B2 — AC = 0 és {gy a karakterisztikdk szdméra csak egyetlen kozOmséges
differencislegyenletiink van és ennek a megolddsaiként egyetlen valés karakterisztikus
gorbesereget kapunk:

dlz,y)=C .
Uj fiiggetlen véltozéknak a kovetkezoket vilasztjuk:
§ = =z,
1 = ¢=z,y).
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Ezzel a transzformdaciéval uf, egyiitthatéja 0 lesz, viszont ngn egylitthatojara
Anl. + Brl, adédik. Mivel azonban B* — AC =0 és fgy

k= _B
Ty AT
azért uf, egyilitthatéja:
A+ By, =0 .
Ezek szerint a normal alak a kovetkezO lesz:
uge = Hi(€, ot g, Uiy

3.) Blliptikus differencidlegyenlet esete.
— AC < 0 miatt az

dy\* dy
Al=2] —2B=+C=
(d:c) 2 dm+ 0

differencidlegyenletnek két komplex megoldasfiiggvény felel meg, tehédt esetiinkben kom-
plexek a karakterisztikdk. Ha valésban akarunk maradni, akkor a karakterisztikdk difte-
rencidlegyenletébdl nyert ¢1(z,y) és ¢a(x, ) megolddsokkal igy szadmolunk tovabb:

E+WJ = ¢1($)y) ]
E - '”7 = ¢2($, y) )
3ZazZ

3
& = 5(951 + ¢2}
1
n = 5(4’1 — 2} -
$1(z, y) eleget tesz az
Ay + 2B, + Cé, =
egyenletnek és ez azt jelenti, hogy
AEE + 2BELE, + CEY — (Arf) + 2Bun, + Cy )+
+2{ A&, + B(Enl, + Emi} + CEm} = 0.
ami csak tdgy allhat fenn, ha a valds resz is és a kepzetes 1ész is 0.. Tehdt az dj ({,'r])

fiiggetlen valtozékra vald 4ttérés utdn u , egyiitthatdja eltiinik és u’E’E -nek, valamint ;-
nak az egyiitthatdja azonos lesz:

AE” +2BEE, + ce) = Aty + 2Bnln), + Cn,
Ha ide behelyettesitjiik pl. a £ = i(d’l + ¢2) bsszefiiggést, akkor azt nyerjiik, hogy

AC - B?
¢fly¢’2y—'_—}i_— # 0 )
tehét ezzel a transzformacié utdn kapott differencidlegyenletet végig lehet osztani és igy
az elliptikus differencidlegyenlet kovetkezd kanonikus elakjdt kap juk:

ug& + 'U‘:;-n = Hl(E)ﬂau;uI{au;) .
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14.1.4. Allandé egyiitthaték esete.

Ha az

Aug, 4+ 2By, + Cuy, = H(z,y,u,ug, uy)
masodrendii, férészében linedris parcidlis differencidlegyenletben az A, B, (' egyiitthatdk
allandék, akkor B? — AC is 4llandé és a differencidlegyenlet tipusa az egész vizsgdlt tar-

tomanyban azonos lesz.

A karakterisztikdkat meghatdrozd

dy\? dy .
A (%) -2 (@) +c o

(dI)Aben masodfoki egyenletnek most meg lehet feleltetni az

AN —2BM+C =0

egyenletet, ahonnan

B+ +B?— AC

Ao =
1.2 1
és a karakterisztikdk
y—z = (O,
y—dz = Oy,

lesznek.
1.) Hiperbolikus differencidlegyeniet esete.

B? — AC > 0 miatt Ay # Xy é mindkettd valds. A karakterisztikdk két valés,
parhuzamos egyenessereghdl dllnak. Ha a

E = y—A]SE,
7 = Yy— A

osszefilggésekkel 4j valtozdkat vezetiink be, akkor az
ug,, = Hl(&a U, 'lbé, u:,)

kanonikus alakra jutunk.

Ha specidlisan A = 0, akkor persze a Aj-re elébb felirt képletek nem érvényesek,
viszont a karakterisztikdkat meghatdrozé egyenlet igy irhaté:

dz  fdx 2
‘”’(@)*“ (a‘y‘) =0

dx
@—0

ahonnan ezt kapjuk:
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és

~2B+C(i§).—_0.
dy

A karakterisztikdk tehdt a kovetkezok lesznek:

iE:C],

2B
x—?y = C-z.

Uj valtozoknak tehdt ezeket vélaszthatjuk:

£ =
I
"'7—3’" va

és a kanonikus alak a kovetkezs lesz:
‘Mgn = HI(E; W,Uaﬂ'gau;) .

2.) Parabolikus differencidlegyenlet esete.
B? — AC = 0 miatt most B
A=A =—
1 2= 7

és csak egyetlen (valés) karakterisztikus gorbeseregiink van:

B
y—zm:Cl.

Uj valtozdknak vélasztjuk a kivetkezOket:

& = y—%v
n = hy+km,

ahol k és k tetsiﬁleges olyan 4llanddk lehetnek, amelyek mellett a

B(Ea"q) _‘ "% 1
oz,y) | k& h

fiiggvénydeterminans nem zérus, azaz

=_—h-k
Ah

Ak +Bh#£0.
A kanonikus alak:
ﬂ':;q = Hl(f,ﬂa“aﬂ'g,u;) -

(Még megemlitjiik azt, hogy ha B = 0, akkor B? - AC = 0 miatt sziikségképpen vagy A,
vagy C 0-val egyenld és nincs sziikség transzformaciéra. Hasonlé a helyzet, ha megforditva
vagy A, vagy C 0-val egyenld, mert akkor B? — AC = 0 miatt kell, hogy B = 0 legyen.)
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3.) Elliptikus differencidlegyenlet esete.
B? — AC < 0 miatt most A; és X, komplex konjugéltak:

/\1 = a+ b )
Ag = a-—1b )
ahol
o=l g pvACH
T A - A ’
tehdt a karakterisztikdk komplexek:
- /\13 = Cl s

Yy—Ar = Co.
Hogy a komplex mennyiségeket elkeriiljiik, a kévetkezd transzformdciét hajtjuk végre:
£ = - M)+ - Nm)=y-az,
7 = gdv—he)~ (v - Aea)} = b .
Ezzel a kdvetkezd kanonikus alakra jutunk:

'ufg{ + u:]f'f? = HI(E: h uauéau:]) .

(Megjegyezziik, hogy B% — AC < 0 miatt sem A, sem C nem lehet 0.)

14.1.5. Cauchy-féle feladat.

Lattuk azt, hogy a koézonséges differencidlegyenleteknél kitizott feladat esetében
szokdsosan a differencidlegyenletnek olyan megolddsdt keressiik, amely eleget tesz bizonyos
eléirt kezdeti feltételeknek. Pl. ha adott a

d*u du
F = f (tr u, E)

mésodrendi kdzonséges differencidlegyenlet és elbirjuk az

’LL(tO) = «,
du
EIt:to = f

kezdeti feltételeket, akkor ez egy dn. kezdetiérték feladat.

Analég problémdkat lehet definidlni a parcidlis differencidlegyenletek kdrében is.
Szoritkozzunk csak a kétvdltozds masodrendi parcidlis differencidlegyenletekre.

Legyen adva azismeretlen u(z, y) kétviltozds fiiggvény szdmdra egy olyan mésodrendii
parcidlis differencidlegyenlet, amely uj,-ra explicit alakd:

0o [
Uy = Fla, 9,0, ug, 9,4

H
T u:z:y
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Valamely y = yo érték mellett legyenek adva u és uj, a kivetkezoképpen:

uz,30) = flz),
ufez,50) = g(z) .

Ez egy tn. kezdeti-érték feladat. Pl. a rezgﬁrhﬁr

"
uly, = full

differencidlegyenletének kereshetjiik olyan megolddsait, amelyekre eléirjuk az

w(z,tg) = wuolz),

u(z,t0) = wo(x)
kezdeti feltételeket, ahol up(z) meghatdrozza a ¢ = t; id6pillanatban a kezdeti alakot és
vo{x) a kezdeti sebességet.

Az emlitett kezdeti-érték feladatoknsl szokdsosan az ¥ = yo egyenletl vonal mentén
frunk el6 kezdeti feltételeket. Az dn. Cauchy-féle faladatndl ennél dltaldnosabban, az
(z,y)-stk valamely Ly sima gérbéje mentén frjuk el§ a teljesitendd mellékfeltételeket. Tehdt
az emlitett kezdeti-érték feladat tulajdonképpen egy specidlis Cauchy-féle feladat.

Tekintsiik most a kdvetkezd, férészében linedris mdsodrendti parcidlis diffe-
rencidlegyenletet:

Aty + 2Buy, + Cuy, = Flz,y,u,up,4) ,

ahol A, B, C megadott folytonos figgvényei az (z,y) valtozdknak. Legyenek {zo,30) 2
sima Lo gbrbe pontjai az (z,y)}-sikban:

T = a:o(t),
Yo y(](t) )

ahol t a viltozd paraméter.

Legyen adott az Lg gorbe mentén az f(t) és g(t) figgvény. Marmost a Cauchy-féle
feladat a kdvetkezo:

Keressitk az adott differencidlegyenletnek olyan u(z,y) megolddsait az Lo gbrbe
kérnyezetében, amelyek kielégitik a kévetkezd tn. Cauchy-féle feltételeket az Lo gdrhe
pontjaiban:

HO¥
g(t) .

”ILD
du

ng

Itt 3“ = jelenti az Ly gorbe valamely ¢ paraméterti pontjaba,n azt a mormdlis irdnya de-
rwalta,t amelynél a normélis iigy van megvalasztva, hogy a ¢ ndvekedésének megfelelGen
irdnyitott Lo-hoz tartozé érintvektort az (a:,y)-sfkba;n Z-vel pozitiv irdnyban elforgatjuk.

»s

Az Lo gorbe pontjaiban u értéke meg van hatérozva az elsé eldirt feltétel szerint. Az
osszetartozo (z, y, u} koordinata-hidrmasokkal egy L térgérbe van meghatirozva, amelynek
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az (z,y)-stkon a vetdlete az Lo sikgérbe. A Cauchy-féle feladat megolddsai az (z,y,u)
térbeli koordinatarendszerben egy-egy felilletet (integrilfeliiletet) hatiroznak meg, amely
illeszkedik az L térgdrbére és amelynek az [ gbrbe pontjaiban meg van hatirozva az
érintbsikjuk a misodik eldirt feltétel szerint.

Tegyiik fel azt, hogy az f(t) fiiggvény derivithaté az Lo gérbe mentén. Ekkor

du_duds  Oudy df
dt ~ 9z dt  Oydt dt’

Mésrészrdl Ou Odudzr  Oudy
on " Godu Gndn 7
Azonban
Z—z = —% és % = % (ahol s az ivhossz-paraméter)
miatt ezt igy is irhatjuk:
0w Oudy  Oude

on Oz ds B_yds:g

Az Lo gbrbe pontjaiban ismeretlen !, és u/

v Szémdra van tehdt egy inhomogén linedris
egyenletrendszeriink: ' :
de ,  dy , ’
haindd hot-J - ¢
atay = F,
dy , dz , ”
Skt Uy = 4 (t),

amelynek az egyiitthatéibél alkotott determinédnsas:

) |
A B GO G
~% iz dsdt ’

tehdt ), és u egyértelmiien meghatirozhatdk az Lo gorbe pontjaiban.

Az u fiiggvény masodrendil derivdltjait a kovetkezd egyenletrendszer fogja meg-
hatarozni:

Aull_ 2Bu";y + C'u;'y = F,

d d d

—wugr + ——’!iul:c’ = _ﬂ"a: )

dt dt =¥ dt

dz_, dy d ,

Euw + —d—t-'uyy = Eﬂy .
Innen ug,, us,, uy, meghatirozhatdk akkor, ha

A 2B C

2 2

dz  d dy dz dy dz

N 0 = _ —_ — _— .
dt 3?, dy A(dt) 2Bdtdt+c(dt #0
0 % &

168



Feltéve, hogy 'fl—f # 0, ez igy is frhaté:

dy\? dy\ | .
A(EE) —QB(E)+C £0.

Ha most figyelembe vessziik azt, hogy

dy\* . (dy .
A(a) —za(dm)+c_0

az adott differencidlegyenlethez tartozo karakterisztikdkat meghatdrozd egyenlet, akkor ki-
mondhatjuk, hogy annak a sziikséges feltétele, hogy az Lo gdrbe pontjaiban az u fiiggvény
masodrendil derivaltjai meghatdrozhatdk legyenek az, hogy az Lo gorbe ne legyen karak-
terisztika.

Az el6bbi gondolatmenetet tovabb lehet folytatni az u(z,y) figgvény magasabbrendii
derivaltjainak kiszdmitasdra, az Ly gbrbe tetszbleges (zg,10) pontjdban és akkor ezek-
kel formdlisan felirhaté u(z,y) Taylor-sora. Be lehet azt bizonyitani, hogy ha az Lg
gorbe pontjainak elegend8en kicsiny kérnyezetében A, B, F, valamint f és g analitikus
fiiggvények, akkor ugyanott konvergens az u(x, y) megoldést el6allité kdvetkezd Taylor-sor:

e 1 u ) ek
u(z,y) = Z Z kl(n—k)! (a:ckayn—k) w=wo R z‘o)k(’y —30)" 7"

=0 &=0 v=Yo

(Ez a Cauchy-Kovalevszkaje-féle tétel specidlis esete.)

Megjegyezzitk még azt, hogy a matematikai fizika legidbb, pdrciélis dife-
rencidlegyenletekkel kapcsolatos konkrét feladatindl a mellékfeltételek a Cauchy-féle fe-
ladattdl eltéré formdban keriilnek megfogahnazisra.

14.2. A matematikai fizika néhany egyszerii masodrendii
parcialis differencidlegyenlete

14.2.1. Bevezetés

A matematikai fizika  klasszikus, legegyszeribb parcidlis differencidlegyenletei, a
méasodrendii — forészilkben linedris - parcidlis differencidlegyenletekre vonatkezd
osztalyozds szerint a kovetkezék:

1.) hiperbolikus tipustt a kulldmegyeniet:
Pu B v 1 B

e teptaR T @
ahol u(z,y, z,) az ismeretlen fiiggvény, z,y, z helykoordindtak, ¢ az idé és c(> 0) dllands,
a hullamterjedés sebessége; '

2.) parabolikus tipusit a hévezelés egyenlete:

Pu Pu P

gt o o~

1 ou
h? o1
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ahol w(z,y,2,t) az ismeretlen fiiggvény, z,y, z helykoordindtak, ¢ az idd és a k2 4llandé a
hévezetés tényezdje;

3.) elliptikus tipusil a Laplace-egyenlet:

Pu P o
dz2 9y T B2

ahol u(z,v,2) az ismeretlen fiiggvény, z,¥, # helykoordindtdk.

Ilyen egyenletekkel talilkozhatunk killénféle konkrét fizikai problémak matematikai
lefrasakor pl. hullimterjedési, hévezetési, stacionarius héeloszlast, potencidlelméleti és
egyéb hasonlé feladatokkal dsszefiiggésben. A konkrét fizikai feladatok vizsgalatakor min-
dig meg kell adni azt, hogy a fiiggetlen véltozdk melyik konkrét tartomdanydban tekin-
thetd érvényesnek a széban forgd egyenlet, amelyre rendszerint kiildnbézd megengedett
kdzelitések, elhanyagoldsok mellett jutunk el. Mivel egy-egy konkrét fizikai problémandl az
adott tartomanyban érvényesnek tekintett differencidlegyenlet egyértelmii (egyetlen) me-
goldasat keressiik, azért sziikséges, hogy konkrét mellékfeltételeket is megfogalinazzunk.
Ilyen mellékfeltételek lehetnek kezdeti feltételek és peremfeltételek. Az ezeknek is megfe-
lel§ feladatokat szokds peremérték-feladatoknak, illetve perem- és kezdetiériék-feladatoknak
nevezni.

14.2.2. Perem- és kezdetiérték feladat megolddsa a valtozdk szétvé-
lasztasdval.

Altalsnosan elterjedt eljirds bizonyos perem- és kezdetiérték-feladatok megolddsira a
{ Bernoulli-Fourier-féle) véltozdk szétvilasztdsin alapulé eljdrds. Ezt az eljirast a
kovetkezd, dltaldnosan megfogalmazott feladaton mutatjuk be.

Legyen a megoldands differencidlegyenlet a kévetkezd;
9%
dx?
ahol P(z),Q(z), R(z)} az a < = < b intervallumban megadott folytonos fiiggvények. Ker-

essik az @ < z < §, ¢ > 0 tartomdnyban azt az u(z,t) megolddst, amely eleget tesz,
tetszoleges ¢ > 0 mellett az

. g2
Pa)Ss + R&TE + Qayu = T

oo

Ju
au(a,t)—bﬂ%(a,t) = 0,
du
’}"u.(b,t)+6'a—a—:(b,t) = 0

peremfeltételeknek (o, §,7,6 megadott sllandék és a? + 52 # 0, 42 + 62 £ 0), valamint az
g <z < b intervallumban az

wa0) = fz),
) = a()
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kezdeti feltételeknek, ahol f(z) és g(z) megadott folytonos fiiggvények.

Tegyiik fel azt, hogy P(x) sehol sem zérus [g,b]-ben és akkor végigszorozva a diffe-
rencidlegyenletet a

1
plz) = Fﬁf f

fiiggvénnyel, nyerjiik a kovetkezd (az altalinos vizsgdlatok szempontjabdl célszerlibb
alakil) differencidlegyenletet:

" a2
2 (r05) +atom=pn 5

ahol
p(z) = p(x)P(x) & q(z) = p(@)Q(z) -
Keressiik a differencidlegyenlet megolddsdt a kdvetkezd szorzat alakjiban:

w(z, 1) = X(z)- T(tj .

Behelyettesitve ezt a differencidlegyenlethe, lesz:

d dX T
70)- 3 (M) 55 ) + deTOX ) = ) BE K e
ahonnan, a vdltozék szétudfasztéséval ezt kapjuk:
(pXY+gx T
o X B

ahol veésszove] jeloltilk az x-szerinti és folill ponttal a f-szerinti derivaldst. A baloldal csak
z-t5l, a jobboldal pedig csak t-t8l fiigg, ezért az egyenldség csak dgy 3llhat fenn, ha mind
a két oldal egy kézos dllanddval egyenls. Legyen ez az dllandé —A < 0. Ekkor azonban a
kévetkez6 két kozonséges differencidlegyenletet nyerjiik:

XY+ (dpt+g)X =0,
T4+AT=0.

Mivel a keresett u{x,) nem lehet azonosan 0, azért sem X (x), sem T(¢) nem lehetnek
azonosan O-val egyenlék.

Az eldirt peremfeltételek miatt a X{z) megoldasfiiggvénynek ki kell elégitenie a
kovetkezd peremfeltételeket:

aX(e)+ BX'(a)
X))+ 6X(8)

0,

il

és természetesen a homogén linedris
XY +(Ap+ )X =0
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mdsodrendii kozonséges differencidlegyenletet,

Az ilyen tipusd Gn. Sturm-Liouville-féle peremértékfeludatokra érvényesek a kdvetkezd
tételek:

1) A
(PXY + 0+ gX =0

differencidlegyenlettel kapcsolatos,

aX(a)+pX'(a) = 0,
YX(b)+ 6X'(b) =

peremfeltételeknek megfeleld peremértékfeladathoz megszamlalhatéan végtelen sok
Ao < A< A <.
illandé szamérték, iin. sajdtérték tartozik, amelyek koziil mindegyiknek megfelel egy
Xo(z) , X1(z), XZ(T) aenn

in. sajdtfiggvény, mint megoldds.
2.) Ha p(z} > 0 és ¢(z) < 0, akkor mindegyik A, sajitérték pozitiv.

3.} A sajatfiiggvények az a < = < b intervallumban, a plz) stlyfiiggvényre nézve
ortogondlis és normdlt figguényrendszert képeznek, azaz

b
[ Xt Xuee = b = {0 122

ha m = =,

4.) Minden olyan F(z) fiiggvény, mely eleget tesz az

~aF(a) + BF'(a) 0,
¥ F(b) + 6F'(b)

peremfeltételeknek, azonkiviil az ¢ < = < b intervallumban folytonos elsd derivalttal és le-
galdbb szakaszonként folytonos masodik derivalttal rendelkezik, az X,.(x) sajatfiiggvények
szerint haladd, abszolit és egyenletesen konvergens sorha (1in. dltaldnos Fourier-sorba) fe-
jtheté:

oG

F(ﬂ:) = chxn(ﬂ:J )

. n=0
ahol

b
Cn :/ ()X dz, n=0,1,2,...
a
Térjiink most vissza a véltozdk szétvilasztisival nyert msodik differencidlegyenlethez:

T+AT =0.
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Ennek a A, sajatértékhez tartozd sltalinos megoldisa:

To(t) = A cos v/ant + Basin v/Ant , 2=0,1,2,...

ahol A,, és B, egyelbre hatdrozatlan allandok.

Igy a kitfizott feladatunknak megszamlilhatéan végtelen sok, a peremfeltételeket is
kielégitd megolddsa van:

Un(2,1) = (Ap cos /At + B/ Ant) Xnlz) .

Az adott parcidlis differencidlegyenlet homogén linedris, ezért az ilyen megolddsok
Osszege, tetszileges A,, B, egylitthatdk mellett, szintén megoldas. Feltessziik azt, hogy
az e

[e]
u(z,t) = 3 (Ancos v/ Ant + Buy/Ant) Xn(z)
n=0
végtelen sor, valamint az ebbdl tagonként kétszeri « és ¢ szerinti derivaldsokkal nyert sorok
egyenletesen konvergensek. Ekkor a sor kielégiti a differencidlegyenletiinket és a perem-
feltételeket. A kezdeti feltételek szerint teljesiilniiik kell a kdvetkezd egyenlGségeknek:

w(z,0) = Y AuXn(z) = f(z),
n=0

ou
E(:’%O)

> VB Xa(e) = gle) -
n=0

Feltéve, hogy e sorck egyenletesen konvergesek (ez az adott f(z) és g(z) fiiggvények
lokalis tulajdonsigaitdl fiigg), az A, B, egyitthaték meghatérozhatok:

b .
A, = / p(z}Xu(z)f(z)dz ,
b
Bo = o= [ sle)Xulelate)ds
n=20,1,2,...

Ezzel a kitilzott feladatot megoldottuk.
Tovdbbi részletek helyett a kdvetkezs konkrét peldakra utalunk.

14.3. A rezgé hir problémaja.

Az z-tengely mentén kifeszftett s hosszisidgi tOkéletesen hajlékony és rugalmas hir
transzverzalis rezgéseit (j6 kozelitéssel) a kovetkezd hiperbolikus tipusi parcialis diffe-
rencidlegyenlet irja le:

P 1 8%

822 ~ 2o’
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0<z<s, t>0.
¢ > 0 a feltevés szerint dllandé.
Mindenekel6tt vizsgdljuk ezt a differencidlegyenletet d’Alembert eljdrdsa szerint.

Egyszeriisités kedvéért alkalmazzuk az y = et transzformaciét, amivel az

it "o
Ugy — Uy = 0

egyenletre jutunk. Az ehhez tartozé karakterisztikdk:

z+y = Cp,
-y = O
Ha végrehajtjuk a
E = z+y,
= r — y
valtozd transzformaciét, akkor az
N
gy = 0

kanonikus alakra jutunk. Ebbé] pedig az dltaldnos megoldds:

uwé,n) = P+ ),

vagyis
u(z, 1)

Fl(:l': + Ct) + F2($ - Ct) N

ahol Fy és F, tetszdleges kétszer folytonosan derivdlhaté fiiggvények.

Ha most feltessziik azt, hogy a hidr rezgéseit leiré differencidlegyenlet mellett konkrét
perem- és kezdeti feltételek is el vannak irva, pl.

#(0,8) = u(s,t}) =0, ha t>0

u(m,O) = f(z),
u(z,0) = g(=),
ha 0<z<s,

akkor az altalinos megolddsban szerepldé Fj és F, fiiggvényeket ezeknek a feltételeknek
megfelelden kellene konkrétizdlni. Ennél azonban egyszeriibb, ha mds mddszert (o
Bernoulli-Fourier-féle, wiltozék szétvdlusztdsdnek ¢ mddszerét) vilasztunk, vagyis me-
goldasokat keresiink a kdvetkezd szorzat alakjiban:

w(z,t) = X\z)-T(%) .
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Ezt behelyettesitve a differencidlegyenletbe és a viltozékat szétvalasztva, a kivetkezd
két kézdnséges differencidlegyenletre jutunk:

I}
=)

(2
STt

|
S)

ahol w egyeldre hatdrozatlan allandd.
Az eléirt peremfeltételek szerint kell, hogy
X(0)=X(s)=0
legyen.
A X(z)-re vonatkozé differencidlegyenlet dltalinos megolddsa:

X(w):Asingm+Bcos(~U-a: .
c ¢

A peremfeltételek miatt azonban

Ez utébbibél (ha A # 0) adédik:
-‘—“; —kr, k=0,1,2,...

A feladathoz tartozd sejdiériékek tehit

Minden sajitértéknek megfelel egy
. kmz
Xi(z) = AksmT , k=0,1,2,...
sajdifigguény, mint megoldds. (Ezek kozill a & = 0-nak megfelelé Xo(z) = 0 megolddst

elhagyhatjuk!)

A T(t)-re vonatkozé differencidlegyenlet k-tél fiiggd altaldnos megolddsa:
kwet kret
Ti(t) = Crcos e + Dygsin e s

S S

igy tehat

km

1 kwet knx .
up(z,t) = (C;,.cos ¢ + Dy sin e )sin ik , k=1,2,3,...,

S 3 S

ahol C} és Dy, tetszdleges llandék.



Osszegezve minden k-ra (feltételezziik azt, hogy a nyert végtelen sor olyan jé! kon-
vergél, hogy még a tagonkénti kétszeri derivaldsokkal nyert sorok is egyenletesen konver-

gensek maradnak), nyerjik a kdvetkezd, az eldirt peremfeltételeket is kielégits, ltaldnos
megolddst:

o ¢ k
w(z, t) = E (C’k cos ZC—I—‘—:— + Dy sin E?;——Ct) sin —? .
k=1

A kezdeti feltételek szerint kell, hogy teljesiiljenek a kdvetkezd egyenltségek:

ad . kwz
flz)= ch sin ~——,

k=1

u(z,0)

illetve

o kT .
ui(z,0) = g(z)= Z TDk sin ~—— .

Ezek teljesiilnek akkor, ha

2 s
Cr = —/ f(z)sinkﬂ-—zdz, k=1,2,3,...
s Jo s
s k
Di = — [ go)sin ™%z, k=1,23,...
kme Jy s

Ezzel a kitiizott kezdeti-perem-érték feladatot megoldottuk.

14.3.1. Derékszogl négyszog alakdi membrin rezgésel.

A megoldandé differencidlegyenlet a kivetkezd:
Pu  Pu 1 Pu
c? 82’

e T 0<z<a, 0<y<s, t20.

A peremfeltételek legyenek a kovetkezbk:

'U:(U,y,t) = ’tL({I, y:t) =0,
w(z,0,t) = u{z,5,8)=0

és a kezdeti feltételek:

u(z,y,0)
u(z,3,0) =0.

Il

=z 9),

Keressiik a megoldast a kovetkez6 alakban:

u(z,y,t) = e o(z,y) .
Ekkor a
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w?

differencidlegyenletre jutunk, ahol k2 = Y% egyellre hatdrozatlan allandé. A perem-
feltételek szerint -

o(0,y) = v(a,y)=0,
v(z,0) v(z,b)=0.

Feltessziik, hogy van
| (z,y) = X(2) Y (y)
alakd megoldds. Ezt behelyettesitve a v(z,y)-ra vonatkozd differencidlegyenletbe és a

viltozokat szétvdlasztva, lesz

iﬂ = _l,ﬂ_y —k* = —m?
X dz? Y dy? ’
ahol m egyelére hatdrozatlan allandé.

Tehdt a feladat a kovetkez6 kzonséges differencidlegyenleick megoldisira vezet:

&2X L.

m-ﬁ-mX = 0',

2

%-I—qzy = 0, ¢¢=k_-m?.

Mivel a feltételek szerint a membrdn a keriiletén be van fogva, azért a kdvetkezd perem-
feltételeknek kell teljesiilniiik: ' ’

X(0)
Y(0)

X(a)=10,
Y{b}=0.

Az els6 differencidlegyenletbsl és a megfelelé peremfeltételek alapjan:

X(z)= Aysinmsz

. ahol _
me=nr, n=1273,...
és {gy
m="" p=1,2,3,...
a

A miésodik differencialegyenletbél és a neki megfelelé peremfeltételek alapjin:
Y(y) = Azsingy,
ahol

gbh = rm, r=123,... "
azaz o
g = ‘E—, T=1,2,3,...
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Mivel
2

n? 2
k2=m2+f12:ﬂ'2(a—2+b—2) ,
azért a lehetséges korfrekvencidk: '

n? N 72
Wy = WA — + =
P

n=123,..., r=1,2,3,...

Mivel a masodik kezdeti feltétel szerint a membran pontjainak kezdeti sebessége 0,

azért elég, ha ™! valds részére szoritkozunk.

Mindezek alapjin

L7
u(z:,y,t) = Z Z Apr gin 2% by COS Wy, i ,

n=1r=%

ahol egyelSre hatdrozatlanok az A,, egylitthatdk. Az elsé kezdeti feltétel szerint azonban

kell, hogy

n=1r=1
legyen.

Legyen elészor y egy rogzitett paraméter. Ekkor

(F(=9)yman. = ) An(y) sin -n—?- )

n=1
ahonnan

2 . BT
An(y) = EA f(.’l),y) sin Tdﬂ: .

'

Masrészrol azonban

An(y) = Z Ay sin %

r=1
és igy ,
2
s = % / An(y)sin E;Edy -
0

ab/ff(m y)sm—sm—d:tdy, n=123,..

14.3.2. Kéralaki membran rezgései.

Fogalmazzuk meg a '
2, - LO%
T

differencidlegyenletet mindjart poldrkoordinatikban:

Pu du 10w _ 1w
Ort " rdr  rEOpl et ot sr=es
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Legyen eldirva az
uwla,p,t) =0
peremfeltétel és az
‘u.('r, P, 0) = fl(r),
u(re,0) = 0

kezdeti feltételek.

Az adott kezdeti feltételek alapjén feltessziik azt. hogy u nem fiigg -t6l (teljes

korszimmetria esete) és igy szoritkozhatunk az w(r.f) ismeretlen kétvaltozds figgvényre
vonatkozd kovetkezo feladatra:

8% N 1o 1 3% <

Ar? o g’ T

ula.f)
uf{r. )
w(r.0) = 0.

ol
—_— O
—_
~2
—

Keressiik a megoldast »
w(r f) = ¢ <o)

alakban. Ekkor v(r)-re a kovetkezd Bessel-féle differencidlegyenletet nyerjiik:

Pv ldr 2

dr?  rdr

ahol & = %. Ennek a differencidlegyenletnek az dltaldnos megolddsa:

’U(I’] = ."1:][](k?‘) + BYD(A'T') .

ahol A és B tetszbleges dllanddk. Jo és Yy pé(lig‘ a O-indexit elsd, illetve masodfaji Bessel-
fiiggvények.

Mivel Yy az origéban nem korlitos, viszont a megoldasfuggvenynek korlatosnak kell
lennie az origdban is, azért kell, hogy £ = 0 legyen.

Az adott peremfeltétel szerint
w(e) =0 = AJo(ke) .
Ha feitessziik. hogy A # 0, akkor

Jo(kﬂ.) =0.
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Fiiggvénytablazatbsl kiolvashatdk a Jy fiiggvény O-helyei. E szerint {(ke) rendre a
kivetkezs értékekkel kell, hogy megegyezzék:

2,4048 ,
5,5201 ,
8,6537 ,
11,7915 ,
14,9309 ,...
Azaz az alapfrekvencia:
_2,4048¢
a
A tobbi frekvencia hasonidan adédik a Jy fiiggvény tovabbi 0-helyeinek és £-nak a szorza-
taként. Megszdmldlhatéan végtelen sok w, frekvencia lehetséges és ha mindezeket figye-

lembe vessziik, valamint azt, hogy a mésodik kezdeti feltétel szerint uj(r,0) = 0, akkor a
kovetkez6 alakd megoldésra jutunk:

W

uw(r, 1) = i Ay Jo (%’17') - cos{wyt) .

n=1

Az eldirt elsd kezdeti feltétel szerint u(r,0) = f(r), ezért

firy= iAnJO (2r)

ami akkor teljesiil, ha

2 e Wr —
=y [ o (420) £, m=123,..

c

14.3.3. Egydimenzids hdvezetési feladat.

Legyen adva egy s hosszisdgd, &llandé keresztmetszetii, homogén hdévezetd rid
(0 < 2 < s), amelynek a feliilete teljesen hoszigetelt és a két végpontjdban (z = 0,
ill. = s) a h6mérséklet dllandé: zérus.

Megoldandé a hévezetés (Fourier-féle) egyenlete, a

0u _ a

el ol 0<ae<s, t>0

parabolikus tipusi differencidlegyenlet, az
(0,1} = u(s, 1) = 0

peremfeltételek és az

’tL(.’E,O) = f(=)
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kezdeti feltétel mellett. Feltessziik tovdbba azt, hogy u(z,t) korlitos marad, ha t — oo.

Keressiik a megoldast
u(z,t) = X(z) - T(t)

alakban. Ekkor a differencidlegyenletbhdl ezt kapjuk:

X -T=r2X"T,
vagy a valtozdkat szétvilasztva
xt T
X T RT

Mindkét oldalnak egy hatarozottan negativ dllandéval kell egyenldnek lennie (kiilonben
nem kaphatndnk mindeniitt korlitos megoldisokat) és igy:

X'+ 22X = 0,
T+ MR = 0,

Az elsd differencidlegyenlet dltalinos megoldasa:
X(z)= Asin Az + B cos Az

és a mésodiké:
252
T(t) = Ce™ Mt

A peremfeltételek alapjin

X(0) = B=0,
X(s) = Asinds=0.
Feltessziik, hogy A # 0 és igy
As = am,
azaz nr
A = = n=1,23,...

Igy tehdt egy-egy n-t0l fiiggd és a peremfeltételeknek megfeleld megoldas a kivetkezd:
nhw 2 ) ’
Uy (z,t) = cne‘(+) L sin %an i n=1,2,3,...

Osszegezve minden n-re:

hd nwh 2t . nT
u(z,t) = E c,Le"( Pt sin
8
n=1

Az elbirt kezd. ti feltétel miatt:
i nw
flz) = 2cnsin =
n=
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tehat o fs
= ;[ f(z)sinﬂxd:c , n=1,23,...
s

Ha a feladatot dgy moédositjuk, hogy a rid két végpontja hosmgetelt akkor a perem-
feltételek a kovetkezdk lesznek:

ur(0,8) = ul{s,t}) =0 .
Most a X (z)-re vonatkozd
X7+ MX =0
differencidlegyenlethez a
X0)=X'(s)=0

peremfeltételek csatlakoznak. Mivel

X{(z) = Asindz+ Beoshz
és

X'(z) = MAcosAz — ABsin Az,
azért kell, hogy A = 0 legyen és sin As = 0 miatt

Anz%ﬁ n=0,1,2,3,... .

A megoldds tehdt a kévetkezd:

nmhy2

nw
£ )i'COS—.‘E,
3

u(z,t) = By + Z B"e_(

n=1

1 5
;| Hea

2 5
—/‘>f(:n)cosﬂmdm , n=123,....
S Jo S

ahol

By

Il

By

14.3.4. Kétdimenziés h6vezetési feladatok.

1.} Deréksz6gu négyszog alakd lemez esetén keressiik a kévetkezd kezdeti- peremérték
feladat megoldasit:

du o 0% 9%
22— — <z < <y < t>0;
Bt h (6(62—'—83!2), 0._3'_0': O_y_b! _01

a peremfeltételek;

u(0,y,%)
u(z,0,t)

u(e,y,t) =0,
w(z,b,t) =0

)
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a kezdeti feliétel:
u(m,y,(]) = f(xa y) )

ezen kiviil feltesszik, hogy u(z, y,t) korldtos marad, ha ¢ — oo.

Keressiik a megoldast az

u(z,y,1) = e“)‘Z‘X(z)Y(y)

alakban, ahol A% > 0 dlland6. Behelyettesités és egyszerfisités utdn ezt kapjuk:

X XY = A3 (X"Y + XY™,

vagy atrendezve:

TRy
ahol k egyel6re hatdrozatlan allandd.

X" /\2 _.}_/_’i _ k2

Vezessiik be a

2 2
k=

jelolést, akkor a kOvetkezd két differencidlegyenletet kapjuk:

X!I+q‘2X 0’
Y'+ kY = 0,

ahonnan

X(z) = A;singz + Bycosgr ,
Y{y) = Agsinky+ Bycosky.

Az eldirt peremfeltételek miatt kell, hogy By = By = 0 legyen és

singe = 0,
sinkb = 0,
ahonnan
g = E, m=1,2,3,...
a
nir
= 7 n=1,2,3,...
és igy

st (7 () -

A pereinfeltételeket kielégitd megoldds tehdt

aia med
—A2 . (RN
w(w,y,t) = E E Apme*mnt L sin . - sin

m=%F n=1

nry

b
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A kezdeti feltétel miatt kell, hogy

oo o
. mrT . nwy
f(zay): Z EAmnsmT'SIHT

m=1n=1

legyen és igy

. b a
Amnzif / f(z,y) -sin mﬂm-sinwdmdy,
ab 0 o a b
m=1,2,3,..;,n=12,3,....

2.} Kéralaki lemez esetén, a korszimmetria feltételezése mellett a kbvetkezd a feladat:

2
Bu__fg(au lau); 0<r<a, t>0.

" " \or2 Tror
A peremen:
u{a,t) =0
és a kezdeti feltétel:
u(r,0) = f(r).

Keressiik a megoldést
u(r,t) = e - (7)

alakban, ahol A > 0 egyel6re hatérozatlan dllandé. Behelyettesitve ezt a diffe-
rencidlegyenletbe és egyszerisitve, lesz: :

Py 1dv .
LI 4y =
dr2+rdr+’ v="0,
ahol )
2 _

Ennek a Bessel-féle differencidlegyenletnek az dltaldnos megolddsa:
v(r) = AJo(kr) + BYo(kr) .

Mivel az u(r,t) figgvénynek korlitosnak kell lennie az origéban, azért B = 0. Az el6irt
peremfeltétel miatt (A # 0) .
Jo(ke) = 0.

Jeldljiik ennek az egyenletnek a gytkeit (k,a)-val, ahol n = 1,2,3,.... Minden k,, értékhez
tartozik egy A, érték is:
A= (kah)?, n=1,2,3,...

A peremfeltételnek megfelelé megoldas tehdt

u(r,t) = Z Alue_k'z'h2t - do(knr) .

n=1
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Az el6irt kezdeti feltétel alapjin:
o0
flry= Z AnJo(kar) ,
n=1
ahonnan végiil

2 a
An = J—(k")/ rf(r)Jolkur)dr i m=1,2,3,...

14.3.5. Kétdimenziés stacionarius hdeloszlasi feladatok.

A hovezetés differencidlegyenlete:

Ou 4
Bt_hVu.

Staciondrius esetben, vagyis amikor u nem fiigg a ¢ id6t6l, akkor ez az egyenlet az elliptikus
tipusd
Viu=10
Laplace-féle differencidlegyenletre redukalodik.
Két specidlis problémat vizsgdlunk.
1.) Egy vékony lemezben keressiik az ismeretlen u{z,y) hémérsékleteloszldst, ha a
lemezt az z = 0, z = 8, ¥ = 0 egyenesek hatdroljdk. A lemez a pozitiv y-tengely irdnydban

“vyégtelen” kiterjedésti. (Az (x,y)-sikban 2 0 < z < s, y > 0 tartomanyrdl van tehit sz6.)

Itt &rvényes a
P u
bl Ty
oz oy?
differencidlegyenlet.

A peremfeltételek legyenek a kovetkezok:
u(0,y) = u(s,y) =0,
wz,0) = f(=)

és
yiillgo u(:r, y) = 0 *

Keressiik a megoldist
u(z,y) = X{(2) Y (y)
alakban. Ekkor a differencidlegyenletbdl ezt kapjuk:

LdX _ 148Y

X de? ~ Y dy2
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ahol k£ egyel6re hatarozatlan dHandé. Azaz

X
hrae kl{ =
) +EX 0
és 2y
——k Y = 0.
dy?

Ezekbdl az egyenletekbd] kapjuk, hogy

X{z) = Cicoskz + Cysinkz
Y(y) = 36" 4 Cpe™™v |
Ahol €y, Cy, €3, Cy tetszdleges dllandék.
Ennek alapjin

w(z,y) = e *( A cos ki + Bsin k) + M (M cos kx + Nsinkx) ,

ahol A, B, M, N tetszSleges 4llandék.
Mivel

lim w(x,y)=0

Y=o

kell, hogy legyen, azért M = N = 0. Hasonldképpen u(0,y) = 0 miatt A = 0. Ha most
végiil figyelembe vessziik azt, hogy u(s,y) = 0, ha y > 0, akkor fenn4ll hogy

Bsinks =10,
ahonnan B # 0 feltételezésével adddik, hogy

ks = nw |
azaz

nmw

k=

. n=1,2,3,...

3
Miuden pozitiv egész n mellett kapunk egy-egy
nx, . RET
wp{®,y) = Bpe™ = ¥.sin ——
s

alaki megolddst. Ezeket 8sszegezve lesz

o nrx
—RIT . v
= E Bne™s ¥ .sin
n=1

)
S

ahol a B, egyiitthaték egyelére hatirozatlanok. Azonban u(z,0) = f(z) adott és {gy
fennall, hogy

flz) = ZB,Lsmﬂ '

n=1
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ahonnan

2 3
= —f f(m)sinﬁdz , n=1,23,...
s Jo s
2.) Véges kiterjedésti lemez esetén tegyik fel azt, hogy a peremfeltételek a kovetkezdk:

u(0,3) = u(s,y) =0,
uw(z,0)=0,
u(z, 1) = f(z) .
Az elézd feladathoz hasonléan jarva el, azt fogjuk taldlni, hogy

—nny Tiwx
un(my)_e = Bsm——+eaNsm—S—=

_nay nmyy , MNAT
:-(Bne g —|—Nnes)sm—, n=123,...
s

ahol B, és N, egyeltre hatirozatlan allanddk.
Mivel u(z,0) =0, ha 0 < z < s, azért kell, hogy

B,+N,=0
legyen, azaz pl.
B, = -N, = ”Ci
2
és akkor
un(z,y) = Cush Ty - sin n::':c , n=1,2,3,....

Ezeket Osszegezve:

nry . RTT
?1h ¥
(e, y) = Z( 5 -

n=1

ahol a (', egyiitthatdk egyelére hatdrozatlanok. A még figyelembe nem vett utolsé perem-
feltétel alapjan azonban fennall, hogy

=, aml | nrz
fla) = ZCnsh —sin——,

n=1

ahonnan végil

2 s :
= ———1/ flz)sin Ll ;o on=123,...
s.sh B2 g $
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14.3.6. A karre vonatkozé Dirichlet-féle feladat.

Tekintsiik a Laplace-féle differencidlegyenletet polarkoordinatikban:

Py 10u 1 5%

W+;‘(9—T+;§5;§=0i 0<r<p, 0<p<ar.

Keressiik ennek a megoldasit
u(r, ) = R(r) - ¢(p)
alakban. Ekkor jutunk a kévetkezdkre:
2 2
L AR AR)_ 184,
dr? ¢ dp?

ahol n egyelére hatirozatlan allandé. a feladat tehdt a kovetkezt kozonséges diffe- ._

rencidlegyenletre redukélodik:

d2¢ 2
dtp2 né=0,
d*R dR
2 et zp_
T 72 +Tdr n“R=190

Ha n# 0, akkor ezek iltaldnos megolddsa:

o) = Apcosnp+ Bysinneg,
R.(r) Cpr™ + Dyr™™

ha pedig n = 0, akkor

do(w) Apip + Bo
i Ro('f‘) = C()].DT+DO:

ahot a kiilonboz6 indexti A, B, C, D egylitthatdk hatdreczatlan dllandok.
Igy tehdt lesz

(Ao(p + Bg)(Co].Il T+ Do) s
{An cosnp + By, sin np){(Crr™ + Dyr™") .

il

HU(Ta <P)
1"'?1(""7 {P)

A legtobb esetben (az alkalimazdsokban) kell, hogy u(r, ¢) egyértékii legyen, ezért tel-
jesiilnie kell az
(7,0 + 27) = wa(r,0)
feltételnek, amibol kﬁveﬁkezik, hogy n csak egész szdm lehet,

Mivel a Laplace-egyenlet homogén linedris, azért az el6z6 megolddsok Gsszege is me-
goldas. Igy jutunk a kovetkezo altalinos megoldésra:

w(r, ) =eglnr +ao + Z 7™ (an cos ny + by, sin np}+

n=1
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+ Z (cn cos e + dy, sin ne) ,

ahol a kiilonb6z8 indexii a,b,c,d egyiitthatok lehetnek tetszbleges sllandék. A konksét
meghatirozasuk adott peremfeltételek alapjén lehetséges.

Igy pl. az dn. Dirichlet-féle feladatndl eldirjuk azt, hogy
u(p, ) = fle)

legyen. Konkrétan lehet arra gondolni, hogy az origé kézépponti, p-sugard kéralaki tar-
tomany egy végtelen hosszi, kérhenger-alakd test keresztmetszete; keressiik a staciondrius
homeérsékleteloszlist, ha a peremfeltétel a p-sugari kor keriletén az f(p) figgvénnyel
adott.

Mivel a megolddsunknak korlatosnak kell lennie az origdban, azért
cg=cp=dp=0.

A megoldéds tehat ilyen alaki:

w(r,¢) = ag + Z (e cos n + by, sinng) .

n=1

Az eldirt peremfeltétel miatt kell, hogy fennaljon:

o)
fl@)=an+ D p"{(@n cosnp + by sin nep)

=1
és igy
1
ay = 273’ f( )d‘P ’
1 2
an = fly) cosnpdyp
P Jo
1 . '
P :, P fleysinmpde , n=1,2,3,...

Helyettesftsiik be ezeket az egyiitthatékat a megoldasra nyert képletiinkbe és a félreértések
elkeriilése végett jeldljiik 4-vel az integraciés valtozdt, akkor ezt kap juk:

27 x n 2w
u(r,p) = QLT[' A Fldy + % Z (%) {sin T ) F(4)sin nipdep+
' n=1

2m
+ cos nip f()cos 1;1,’)(11,/’} .
0

Ezt még igy is lehet {rni:

gy o [ [ i+ Ly ] 1) (—) cos n(4 — @)dp

n=1
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Mivel 7 < p esetén a
o0 , n
Z (—) cos n{¥ — @)
n=1 P

sor a 1) valtozéra nézve egyenletesen konvergens, azért a tagonkénti integrélds megengedett
és igy az Gsszegezés &s az integrilds sorrendje felcserélhetd:

u(r, ) = %jjﬂfw){% " i (g)“cosnw—w)}d«p .

A kapcsos zéréjelben 1év0 sor Gsszegét zdrt alakban el6 lehet 4llitani, ha figyelembe
vessziik azt, hogy

cosn{y — ) = Re (e{"(""“")) .
Igy ugyanis

Lo (Y o= LS (Y Re (eintv-aty
2+n=1(P) cos n{1p (P)—2+nz=:,(.0) Re (e )=

1 T "
= Re{-+ (—-e‘w’_“’)) =
EXE

%e‘W‘*’)
= Re + _—~1 ~ %ei(¢~¢) =

(p - 're"(!ll—‘ﬂ))(p - Te'—"(tb—ﬁﬂ))

1 (p + refli—el(p — pe=ild—e))

2

1 p* —rt+i2prsin(vp - )
2

1

p? — 2pr cos(yh — @) + 72
1 p? — 2
2p% — 2prcos(p — ) + 72

Végiil (ha még figyelembe vesszitk azt, hogy a pérossig miatt cos(ep — ) =
= cos{p — 1))}, ezt kapjuk:

1 27 p2 . ,',.2
wre) = 2 fo ﬂt’b)p2 — 2p7rcos(p — ) + r? d -

Ez a potencidlelméletben fontos szerepet jdtszd Poisson-féle integrdlformula.
Segitségével a Laplace-féle differencidlegyenietet kielégité u(r, ) harmonikus fiiggvényt
eld lehet allitani az r < p kbrlap belsejében, ha adott a p sugard kér keriiletén az

u(psﬁo) = f((P)
fiiggvény.
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