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1. Fejezet

1.1 Valésziniiségelméleti alapok

1.1.1 A véletlen esemény fogaima

A valdszinlségelmélet tdrgya a véletlen t8megjelenségek
cbjektiv tdrvényszerliségeinek feltérdsa, matematikai megfo-
galmazdsa és vizsgdlata.

Rviden megvildgitjuk, mit értiink véletlen ttmegjelen-
ségen., Mindenekel&tt vizsgdljuk meg, hogy mit értlink vélet-
len jelenségen.

A természeti jelenségek lefolydsdt dltaldban szdmos koS-
riilmény, ok hatdrozza meg. Vannak a természetben olyan jelen-
ségek, amelyekre vonatkozdélag mindazokat a feltételeket, k-
rilményeket szdmba tudjuk venni, amelyek a jelenség lefolyéa-
sdt befolydsoclidk. Ismeretes pl., hogy a desztilldlt viz 760

mm légnyomdsndl 100 Oc-on felforr. Jeldljlik A-val azt az
eseményt, hogy a viz felforr. Ha fenndll az a hdrom feltétel,
hogy a viz kémiailag tiszta, a légnyomds 760 ©C mm és a viz

hémérséklete 100 °C, akkor az A esemény sziikségszeriden be-
kovetkezik. ’

Azokat a jelenségeket, amelyek olyan természetfiek, hogy
ha a kdriilmények bizonyos figyelembe vett egylittese fenndll,
akkor ezek a jelenség lefolydsdt egyértelmifen meghatdrozzik,
determinisztikus sémdval leirhatdé jelenségeknek nevezziik.

A természeti jelenségek kizttt nagy szdmban vannak olyanck,
amelyek lefolydsdt a szamitdsba vett (szdmitdsba vehetd)
feltételek, okok egylittese hatdrozza meg egyértelmlien. Ez
azt jelenti, hogy az ilven jelenségeknél a szdmitdsba vett
feltételek mellett lehet, hogy bek&vetkezik valamely A ese-
mény, de az is lehet, hogy nem kdvetkezik be (mds események
kdvetkeznek be). Az ilyen jelenségeket sztochasztikus sémé-
val leirhaté jelenségeknek vagy mds néven véletlen jelensé-
geknek nevezziik.

A determinisztikus sémdval leirhatd jelenségek és a
sztochasztikus sémdval leirhatdé jelenségek k¥zdtt nincs anta-
gonosztikus ellentét. Ha egy determinisztikus sémdval leir-
hatd jelenség lefolydsdt eagvértelmien meghatdrozd feltételek
valamelyike hidnyzik, akkor a jelenséqg sztochasztikus sémd-
val irhatdé le. Ha pl. valahol egy folyébdl kimeriink egy li-

ter vizet és 100 °C-ra hevitjik, akkor 760 mm léanyomds mel~
lett is vagy bekdvetkezik az A esemény (felforr a viz) vagy
nem, attél flggden, hogy mennyire szennyezett a viz. Mdsrészt
sztochasztikus sémdval leirhatdé - tehdt véletlen ~ Jjelenség
is determinisztikussd vAalhat, ha mindazokat az okokat fel-



tdrja a kutatds, amelyek a jelenség lefolydsdt meghatdrozzdk
és ha médunk van ezeket az okokat (feltételeket) szamitédsba
venni (pl. mérni tudjuk S8ket). Egy folyé vizdlldsdnak ala-
kuldsa eqgy adott folydé adott vizmércéje meghatdrozott idé-
intervallumban -~ egyelére csak sztochasztikus sémdval {frha-
té le, tehdt véletlen jelenség, mert nem tudjuk szémitdsba
venni mindazon okokat és azok bonyolult lAncolatdt, amelyek
a vizdllds alakuldsdt befolydsoljdk. Ha pl. szeretnénk elé-
re latni, hogy a Tisza folyén Szegednél az év elsd hdrom hé-
napjdban lesz-e drviz vagy nem, akkor pontosan szdmba kelle-
ne venniink a vizgydjtére lehullott hé és esd csapadékot,

az olvad4s ilitemét, amely a hémérséklet alakuldsdtdl fiigg,

a mellékfolySkbél érkezd viz mennyiségét, amihez a mellék-
folyék vizgydjtSire lehullott csapadék mennyiségét is tudni
kellene stb. Ezen feliil még azt is tudni kellene, hogy a
Tisza és a mellékfolydk nagyvizei Osszetaldlkoznak-e, tehdt
a nagyviztbmegek pontos levonuldsi {itemét is eldre kellene
l4tni. Ha mindezeket az Arvizet okozé tényezbket egyes évek-
ben pontosan szdmitdsba is tudndnk venni, nem sokra mennénk
vele, mert ezek a feltételek évrdl évre vdltoznak. Ilyen-
formdn az drvizek alakuldsdt {egyeldre) sztochasztikus sé-
mdval {rhatjuk le.

Mindez nem jelenti azt, hogy a sztochasztikus sémdval
lefrhaté jelenségek okozatilag kevésbhé meghatdrozottak, mint
a determinisztikus sémdval lefrhatdk. A véletlen jelenségek-
nek épplgy megvannak az okai, mint a determinisztikus jelen-—
ségeknek, csak éppen nem tudjuk szdmbavenni mindazokat az
okokat (vagy az cokok bonyolult ldncolatdt), amelyek a jelen-
ség lefolydsdt meghatdrozzdk. A "véletlen" és az "okozati-
lag meghatdrozott" jelz8k tehdt egydltaldn nem ellentétesek.
A "véletlen" a "szilkségszerliség" ellentéte, ami azt jelenti,
hogy A esemény nem sziikségszerfien kdvetkezik be, lehet, hogy
bekdvetkezik, de az is lehet, hogy nem k&vetkezik be. Tehit
olyan jelenséget neveziink véletlen jelenségnek, amelynek le-
folydsdt a figyelembe vett feltételek, okok nem hatdrozzdk
meg egyértelmileq.

. A tbmegjelenség kifejezése olyan folyamatokra vonatko-
zik, amelyek (nagyjdbdél) azonos k&riilmények kdzdtt igen sok-
szor (elvileg akdrhédnyszor) megfigyelhetdk.

A valészinliségszdmitds csak olyan események vizsgdlatd-
val foglalkozik, amelyek bek&vetkezése vagy be nem kdvet-
kezése azonos k&rlilmények kdzdtt sokszor megfigyvelhetd.

Az ilyen véletlen t&megjelenségekben statisztikai tdrvény-
szer(iségek mutatkoznak és éppen az ilyen tdrvényszerliségek
feltdrdsa a valfiszinlisdgszdmitds feladata. A statisztikai
tdrvényszerliségek feltdrdsdval nem kiisz8bdlhetjilk ki a vé-
letlen jdtékdt a természeti folyamatokbdl, mégis e t&rvény-
szerliségek megismerése és figvelembevétele jelentds elébre-
l4tdst tesz lehetdvé nagy tomeqgld véletlen jelenségek kimene-
teleinek megoszldsdt illetdleq.

A valészin(ségelmélet és a matematikail statisztika a vélet-
len elleni harc jelentés eszk&ze. Egyszeri, nem ismétldéds
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, véletlen jelenségekkel kapcsolatban a tudomdny nem tehet
"mést, mint megdllapitja azok véletlen jellegét. Ezért egy-
szeri véletlen jelenségekkel a valdszinlségelmélet nem fog-
lalkozik. " .
. A véletlen eseményekkel kapcsolatos eddigi fejtegetése-
ink jobbdra filozdéfiai jellegfiek voltak. R&térilink most a
véletlen események matematikai megkézelitésére.
Térgyaldsaink sordn a véletlen jelenségekre vonatkozd
minden megfigyelést, mérést kdzbs névvel véletlen kisérlet-

nek fogunk nevezni.® ]

A megfigyelés eredménye a kisérlet kimenetele. A kiséxr-
let kimenete a maga egészében dltaldban igen bonyolultan le-
i{rhaté objektum, ezért dgy jérunk el, hogy kivdlasztunk a
folyamattal kapcsolatban egy vagy tobb jellemz8 ismérvet (pl.
az &rhulldmmal kapcsolatban a tetézési értéket, idStartamot,
vizhozamot) és ezek numerikus értékét tekintjiik a kisérlet
kximenetelének. Ha példdul a kisérlet egy folyd viz4dlldsénak
megmérése adott helyen és idfben, akkor a kisérlet kimenete-
le egy adat, a mért vizdlldsérték. Ennek a kisérletnek annyi
lehetséges kimenetele van, ahdny .kiilénbdzd vizdlldsa az adott
helyen el8fordulhat O és egy ésszerlien vdlasztott k felsé-
hatdr k&zdtt. Annak ellenére, hogy a viz&lldst a gyakorlat-
ban cm~es pontossdggal mérjik, valéjdban ezen kisérlet Osszes
lehetséges kimeneteleinek . halmaza a (0,k} intervallum. A viz-
4114s mérésének mint véletlen kisérletnek tehdt végtelen sok
{kontinuum-sck) kimenetele van. A (0,k) intervallum tetszdé-
leges pontjdt a kisérlet elemi kimenetelének vagy rszokdsos
terminolégidval elemi eseménynek nevezzilk. A kisérlet Gsszes
elemi eseményeinek halmazdt eseménytérnek nevezziik. Van bi-
zonyos dnkény abban, hogy egy kisérlettel kapcsolatban mit
tekintiink elemi eseménynek (és ennek kdvetkeztében a kisér-
iet eseményterének), ezért ezt minden kisérlettel kapcsolat-
ban pontosan meg kell mondanunk. Az eseménytér a vizsgdlt
jelenséggel kapcsolatban a valdsdgnak egyszer{isitett modell-
je, vetililete. A lényeges itt az, hogy ez a modell 'a gyakor-
lat szdmdra érdekességgel biré szempontbdl, a vizsgdlt prob-
léma szempontidbdél a valésdgot helyesen -tlikrdzze vissza.

Ha a kisérletiink abbdl &11lt, hogy megfigyelijik egy adott
év marcius hénapjdban az esés napok szdmdt egy egy adott he-
lyen (megdllapodvdn pl. hogy esds napnak szdmitunk minden
olyan napot, amikor legaldbb 5 mm csapadék hullott), akkor
ennek a kisérletnek a lehetséges kimenetelei; elemei esemé-
nyei a 0, 1, 2,...31 szdmok. E szdmok egylittese alkotja most
a7z eseményteret. :

Valamely kisérlettel kapcsolatban az elemi eseményeken
kiviil m&s eseményeket is megfogalmazhatunk. A Duna folyd jég-

X . « .
A "véletlen" jelz8t a kisérlet szé melld8l elhagyjuk a to-

védbbiakban, mivel k&nyviinkben csak véletlen kisérletekkel
foglalkozunk.



" mentes nagyvizi viz4lldsdra vonatkozélag Pozsonyndl hosszd
évek sordn megfigveléseket végeztek és azt tapasztaltidk,
_hogy a viz4llds 4 m és 10 m kdzdtt vdltozott. A viz4llds in-
gadozdsdnak vizsgdlatakor rendszerint nem az érdekel benniin-
ket, hogy milyen gyakran volt a vizdllds pl. pontosan 637 cm
{lehet, hogy egyszer sem mértek pontosan ennyit), hanem sok-
kal érdekesebb pl., hogy milyen gyakran volt a v{z&llds na-
gyobb mint 7 m, milyen gyakran esett a vizAdllds értéke 8 m
és 10 m kdzé stb. ‘

Ennél a kisérletnél az eseménytér a szdmegyenes vala-
mely (0,k) intervalluma (ahol valamely ésszerfen vdlasztott

felsd hatédr). Az eseményteret az ¥ szimbdlummal Jjeldljik,
amely Jjelen esetben egy intervallum, vagyis az

¥ = {x:x e [0,k]} halmaz.

Az X halmaz mindgn x € X pontja egy elemi esenény. Az ese-
ménytérnek tetszdleges részhalmazdt eseménynek nevezzik.

Az eseményeket latin A, B, C, ... betilkkel fogjuk jel®lni.
Magdt az X halmazt biztos eseménynek nevezziik és I-vel

jeldljuk, mivel adott kisérletnél valamelyik x elemi esemény
bekOvetkezik., Amikor a mért vizdllds x értéke a [8 m, 10 m]
intervallumba esik, akkor azt mondjuk, hogy bekdvetkezik az

A={x:ix€[8m 10 m]} esemény.
Minthogy az esémény matematikai modellje a halmaz, beszél-
hetiink események Gsszegérdl, szorzatdrdl, egy esemény ellen-
tétérdl (komplementer eseményérdl), amely fogalmak mindegyiké-
nek egy-egy halmazalgebrai (Boole-algebrai) fogalom felel
meg.

Ha pl. A = {x:x f4 m; 6ml} , B ={x:x [5m 7 nl}

akkor az A+B esemény mindannyiszor bekbvetkezik, wvalahdnyszor
az x vizdllds-érték a [4 m, 7 m]rintervallumba esik, azaz:

A+B={x:x[¢ m; 7 m]} ={x:x €[4 m; 6 m]} U{x:x €[5 m; 7 m]]

A.B={x:x¢€4 m; 6 m} N {x:x e {5 m; 7 ml}={x:x€[5m 6 mh}

0 2 3 4 5K 7 3 K
e
: A+B
1. &bra
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Két esemény szorzatdn tehdt a két esemény egyideji bekdvetke-
zését értjlik, aminek halmazalgebrai szempontbdl az A és B
halmazok k&zds része (metszete) felel megq.

Az A esemény ellentétes vagy komplementer eseményének

azt az A eseményt nevezzilk, amely az X alaphalmaz mindazon
s pontjaibdél 411, amelyek nem tartoznak A-ba:

A ={x:x¢a}=X -a

Ha tehdt pl. mint az el&zd példdban A={x:xe¢ [4 m; 6 m]},
akkor )

A ={x:x €[0,4 m] U {6 m; K}

Természetesen A = A, vagyis egy A esemény ellentétének el-
lentéte maga az A esemény.

Az I biztos esemény ellentétét lehetetlen eseménynek nevez-
zilkk és a @ szimbdélummal jeldljiik:

I=06; @F=1
Ha A ={x:x [4 m; 6 m]} és B ={x:x [5 m; 7 m]}

és a viz4dllds mérés sordn pl. X = 450 cm, akkor az A esemény
bek8vetkezett, B pedig nem Ilyenkor azt mondjuk, hogy a

C = A-B = AB

esemény kbvetkezett be. _
Konny( beldtni, hoay A+B = B+AB = B+C

/A7<8\
o 1 2 3 4/15 6 7 8 ... K
C=AB
Z.
2.4bra

a B és C események egymdst kizdrjdk, mert egy kisérlet so-
rdn ha B bekdvetkezett, C nem kdvetkezhet be és viszont.
Az egymdst kizdré eseményeknek diszjunkt (kbzds pont nélkiili)
halmazok felelnek meg. Két esemény sszege mindfig el8411{it-
hatd két egymdst kizdrd esemény Osszegeként. Azt a tényt,
hogy B és C egymdst kizdrdé események a B.C=f szimbdlummal
fejezzik ki. :

A fenti példa kapcsédn azt is kdnnyd beldtni, hogy

A+B =A+AB  tovdbb&, hogy  B=AB+AB
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A példénkban szerepld C ={x:x € [4 m; 5 m}}
esemény benne van az A ={x:x € [4 m; 6 m}}

eseményben, tehdt valahdnyszor a C esemény bekdvetkezik, be-

k&vetkezik az A esemény is. Azt mondjuk, hogy a C esemény

bekdvetkezése maga utdn vonja az A esemény bekdvetkezését,

amit a CcA szimbdlummal jeldlink.

Kénnyd beldtni, hogy ha CeA, akkor AC = C, tovdbbéd A+C=A.
Osszuk fel a példaként emlitett [0;K] intervallumot,

az X alaphalmazt az O=x0<x1<...<xm=K osztdépontokkal n rész-
re

A A, A,

] El } } 1 5 1
(] 1 T T ¥ T t

—+ t
X,"O Xy Kq Kot fo

3. dbra
és legyen Ai az az esemény, hogy az [Xi—1' x1]intervallumba
esd elemi esemény kovetkezett be.
Ekkor az AT’ Az,..., An
események egymdst kdlcstndsen kizdrjdk:
Ai.Aj = @, ha i # 3

és kdziililk egy kisérlet sordn egy és csakis egy feltétleniil
bekdvetkezik:

A1+A2+...+An =T AzZ 'A1, A2,...A

eseményekbdl 4116 eseményrendszert teljes eseményrendszernek

nevezzik.
A teljes eseményrendszert rdviden az eseménytér particidjé-

nak nevezziik.

n

1.1.2 A val6sziniiség fogalma

vValdszin(ségszdmitdsi axidmdk

- Az olvasdé valamilyen formédban mar bizonydra taldlkozott
a valdszinfiség fogalméval, s6t valamely véletlen eseményrdl
az esetek nagy részében minden tovdbbi nélkil meg tudja mon-
dani, hogy nagyen valészinid, vagy nagyon valdszinfitlen. Vala-
mely kisérlettel kapcsolatban a kiildnbsdz8 benniinket érdekld
események valdsziniiségét igyekszink szdmszer( formdban kife-
jezni, egy méréskdldt bevezetni a valédszIiniségre vonatkozé-
lag, mint ahogyan a hémérsékletet, silyt stb. mérjlik. Erre
a tdrekvésre els&sorban nyilvdn az indit benniinket, hogy a
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jév8re vonatkozdlag bizonyos el8reldtdsunk legyen, hogy a
benniinket érdekl& esemény kb. a megfigyelések (mérések) hény
szdzalékdban fog bekdvetkezni.

valamely esemény valészinlségének fogalmdt egy mésik
fogalom, az illet8 esemény relativ gyakoriségénak fogalma
segitségével kdzelitjik meg. )

Tekintslink egy kisérletet, amely nagyjdbdl azonos koriil-
mények kdzdtt sokszor megismételhetd, s amely kisérlettel
kapcsolatban az érdekel benniinket, hogy valamely A esemény
‘bekdvetkezik~e vagy sem. Tegylik fel, hogy a kisérletet n-
szer megismételve az A esemény Kn—szer kévetkezik be. Fel-~-

tételezziik, hogy az a koriilmény, hogy a kisérlet végrehajta-
sa sordn az A esemény bek&vetkezett, nem befolydsolja a ki-
sérlet kdvetkez8 végrehajtdsdnak kimenetelét. A Kn szdmot
%
relativ gyakorisdgdnak nevezziik A kisérlet sordn.

az A esemény gyakorisdgdnak, a hé&nyadost az A esemény

Valamely A esemény EE relativ gyakorisdga n nagy érté-
n

kei esetén meglepd stabilitdst mutat. Ha pl. sokszor feldo=
bunk egy szabdlyos érmét, az eseteknek kb. a felében "fej"-
et dobunk. Erre vonatkozélag megemlitijlik, hogy Buffon 4040
dob&s sordn 2048 esetben kapott "fej"-et, Pearson 24000 do-
bésndl a "fej" dobdsok szdmdt 12012-nek taldlta. A-val je-
151ve azt az eseményt, hogy.az érmét feldobva "fej"-et ka-
punk, azt mondhatjuk, hogy a fenti példdban szerepld A ese-

mény relativ gyakorisdga az —%— szdm k&riil ingadozik és nagy

I esetén attdl kevéshé tér el.
. Azt a tdrvényszerliséget, hogy bizonyos kisérletet igen
‘sokszor - azonos kdriilmények kdzdtt - elvégezve, valamely
esemény relatf{v gyakoriséga stabilitdst mutat, a nagy szdmok
t&rvényének nevezziik. (Ldsd: 2.3 pont) Ez a stabilitds abban
mutatkozik meg, hogy valamely A esemény hosszd kisérletsoro-
zatbél szamitott relativ gyakorisédgai gyakorlatilag ugyan-
akkordk, ugyanazon meghatdrozott szdm k&riil ingadoznak, amely
szémot az illet8 A esemény valészin(ségének nevezzik és
P/A/-val jelbljuk.

valamely esemény valészinfisége chjektiv mértékszam,
amely éppen ugy megkdzelithetd (megmérhetd}, mint bizonyos
fizikai mennyiségek pl. a hémérséklet, stily stb. Valamely
véletlen esemény valészinilségének meghatdrozdsa, "megmérése"
statisztikai uton, a relativ gyakorisdg segitségével tértén-

het. Azt a tényt, hogy az A esemény Eg relativ gyakorisdga,
n
ha n igen nagy szdm kdzelitbleg megegyezik az A esemény P/B/
valészinliségével, a
K
g/a/ = — = P/A/

szimbdlummal jeldlijlk.



A valészinliség numerikus értékének a relativ gyakori-
sdg segitségével tBrténd kdzelitdsét ("mérését™) illet8leg
meg kell jegyezniink, hogy egy esemény relativ gyakorisdga
tehdt csak kbzeliti meg az illetd esemény valdszinliségét, ha
az egyes kisérletek kimenetelei nem befolydsoljdk egymist
{ezt Ggy mondjuk, hogy a kisérletet sokszor végrehajtva az
egyes kimenetelek "fliggetlenek" egymdstél), tovdbbd ha a ki-
sérletet azonos k&riilmények kdzdtt hajtjuk végre. A Duna
¢vi maximdlis viz4lldsai &ltaldban fiiggetleneknek tekinthe-
ték, hiszen a jové évi maximdlis vizdllds aligha fligg attdl,
hogy mekkora a jelen évben vagy az elmilt években mért é&vi
maximdlis viz4d114s. A k&zblt példdban nehezebb annak megité-~
lése, hogy a Duna vizdlldsdnak alakuldsdt befolydsold ténye-
zékben 1901 &és 1970 k&z8tt t&rtént-e lényeges viltozds.
Ennek eld&ntéséhez igen sok kdrlilményt kellene figyelembe
venniink. Ha nincs tudomdsunk jelent8sebb folyészabdlyoczéds—
rél, a kdrnyezeti hatdsok lényeges vdltozdsirdél, akkor magd-
nak az évi maximdlis vizdllisadatsornak a statisztikai elem-
zése Un. "egydntetfiségvizsgdlat" Gtjdn vdlaszolhatunk a kér-
désre. (L&dsd: 3.5.2 pont.)

Megjegyezzilk, hogy egy A esemény fg relativ gvakorisé4-
_ n
ga véletlen mennyiség. Ha sok n hossztisdgd kfsérletsorozatot
végziink és minden egyes sorozatban megszdmlédljuk az A ese-

nény K/A/ gyakorisdgdt, valamint kiszdmitjuk a "1, “2,...,

o} n

Ei,mrelativ gyakorisdgot, akkor ezek stabilitdsuk ellenére

n R

is klildnbdznek egymédstél. A relatfiv gyvakorisdg tehdt vélet-
len mennyiség, amelynek értéke kisérletsorozatonként vidltoz-
hat, mig az A esemény P/A/ valdszin(isége objektiv mértékszém,
tehdt egy esemény relativ gyakorisdga és valdszinlsége k&-
z8tt ilyenforman elvi kiilénbség van.

Mivel elég nagyszdmi kisérletnél a relativ gyakorisdg
igen kevéssel tér el a valészinfiségt8l, a valészinfiség tu-
lajdonsdgait a relativ gyakorisdg tulajdonsdgaibsl szdrmaz-
tatjdk. :

A relativ gyakorisdgra vonatkozdélag mindfg teljesiilnek
az aldbbi Ssszefliggések:

1. Tetszdleges A esemény g/A/ relativ gyakorisdgdra

O<g/A/<1

2. Az T biztos esemény (amely minden kisérletnél be-
kdvetkezik) relativ gyakorisdga:

g(I) =1

3. Ha A és B egymdst kizdrdé események, akkor
g/A+B)=9/A/+g9/B/
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Ez a tulajdonsdg tetszdleges véges sok egymdst kizdrd ese-
mény egyesitésére igaz.

A relativ gyakorisdg ezen tulajdonsdgait alapul véve
valamely A esemény P/A/ valészinliségén olyan mértékszdmot
értiink, amely kielé&gfti az aldbbi axidmdkat:

I. axidéma: Barmely A esemény P/A/ valdszinliségére fenn-

411, hogy

0 < P/A/ < 1
II. axidéma: A biztos esemény valészinfisége:
P(I) =1

ITI. axidéma: Ha A1, A .,An,... egymdst kizdrdé

27"
események, azaz i#j esetén AiAj=¢
akkor

P(A1+A +...+An+...)=P(A1)+P{A2)+...+P(An)+...

2

Megeml{itiink most néhdny olyan &sszefliggést, amelyek az axid-
mdk k&zvetlen kdvetkezményei s amelyek a tovdbbiakban hasz-

nosnak fognak bizonyulni, mert bizonyos események valdszin(-
ségeit ismerve lehetdvé teszik mds - esetleg Ssszetettebb -

események valdszinfiségének meghatdrozédsdt.

1. Tétel: _
Ha az A esemény valdszinlisége P(a), akkor az A ellen-
tétes esemény valdszinfisége:

P(R) = 1-P(A)
A tétel bel&tasihoz vegyiik figyelembe, hogy

A+A=I, A.A=§

a IT. és III. axidémdk alapjédn
P(I) = P(A+A} = P(A)+P(R) = 1

amib8l nmdr addédik a tétel &1llitésa.
Az 1. tétel alapjdn kdévetkezik, hogy a @ lehetetlen esemény

valdszinlisége 0.2

2 Megjegyezziik: abbdél a ténybd8l, hogy valamely A esemény
valészinliséde 0, nem k&vetkezik, hogy A lehetetlen ese-
mény!

15



Ugyanis P(#)=P(I}= 1-P(I})= 1=-1 = O

2. Tétel:
Ha B és B tetszdleges események, akkor annak valdszinl-
sége, hogy kdziiliik legaldbb egyik bekdvetkezik:

P (A+B) = P(A)+P(B)-P(AB)
Az 411it4s beldtdsdhoz fejezziik ki mind az (A+B) eseményt,
mind a B eseményt két diszjunkt esemény Osszegeként. Az 5.
dbra alapj4n is koénnyd beldtni, hogy

A+ B =23+ AB és B = AB + AB

. §g§<\§

dbra

A II. axidma alapjdn:
P(A+R)=P{A+AB) = P(A)+P(AB)

P{B) =P (AB+AB)

P (AB) +P (AB)
A két egyenletbdl kivondssal nyerjiik a
P(A+B)-P(B) = P(A)- P(AB)

amibdl a 2. tétel 4dllitdsa kovetkezik.
A 2. tételbdl kdvetkezik, hogy

P (A+B)<P (A) +P(B) tovédbbé, ha
P(A)+P(B}) > 1, akkor

P(AB)>P (A)+P{B) -1
3. Tétel:
Ha A, A2,..., tetszé8leges események, akkor

P(A1+A +...+An}=iP(Ai)

=, ]

2 l1<12P(Ai1A12’+i F.<iP(A, A, A, )-
IR 191 BT By By By

vt (=™ i Eodi P(AL A, ...A. )

1 2 n 11 12 1n

Ezt az Osszefliggést teljes indukcidval ladthatjuk be. Az &11{i-
tds n=2 esetén jigaz a 2. tétel alapjédn. Tételezziikk fel, hogy
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I
P(A A +...+A)= L, (P(A,)~- 2P(A 1A 2)+2$i X 1,2, Ai

2<i <1
1 172 1 i,

A, }
13

Tovdbba:
n

P(A, A +A B _+. +A1An)= Z P

(R AR, Ay~ 2 P(AAiAi)+

1 1 "

i=2 2311<12

+ > P(A,A, A, A, )~ ...

o . . 172 73
2—11412<13

Alkalmazva a 2. tételt:

P(AT+A2+...+An)=P(A1)+P(A2+...+An)—P(A1A2+A1A3+ +A1An}=
=% ra) - £ P, A I+ T P(A, A, A, }-...

S i i i,i 21 i <F 1,771,771

4.=1 1_11<12 17 72 1 11412413 1 72 73
A kbvetkezd tétel ismertetése elétt egy fontos - megjegyzést
tesziink, amely véges -~ vagy megszdmldlhatd - sok- elemi ese-
ménybdl 4116 eseményterekre vonatkozélag érvényes: bdrmely
esemény valészinlisége az &t alkotd elemi események valdszi-
niiségeinek Osszegével egyenld. Alljon az A esemény az €118y,

SR elemi eseményekb8l. Az elemi események nyilvén kizdr-
jdk egymédst, hiszen egy kisérlet sordn csak egyetlen elemi

esemény kovetkezhet be.

X

5. &bra

P{(A) = P(e1+e2 toaat em) = 121 P(e } |
Tekintsiink most egy clyan kisérletet, amelynek véges n szdmi
lehetséges kimenetele van, legyenek ezek ©qr€yrenry és le-

gven mindegyik kimenete egyforma valédszinliségl:

1 .
P(ei) == (i =1, 2,...,n)

Ha most B a kisérlettel kapcsolatos olyan esemény, amely k
sz4mi elemei eseménybdl 411, akkor megjegyzésilink alapjdn:
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k
P(B) = 7 Ple,) = n
eié B

Ezzel a kdvetkezd tételt nyertiik:

4. Tétel:

Ha egy kisérletben n elemi esemény valamelyike kdvetkez-
het be és mindegyik elemi esemény egyforma valészinlségd,
akkor k - szdmG - elemi eseményt tartalmazd B esemény valéd-
szinfisége:

k

P(B) = o
Megjegyezziik, hogy a valdszinliségszamitds megsziiletésének
kezdeti id&szakdban f&8leg olyan kisérleteket vizsgdltak,
amelyeknek véges sok kimenetele van és minden eset egyforma
valészinliség(.

A kdvetkezd tétel a valdszinfiségnek a monotonitdsdt
fejezi ki, amely szerint valamely halmaz valészinlségi mér-
téke nem kisebb bdrmely részhalmazdnak valdszinlisé¢gi mérté-
kénél.

5. Tétel:
Ha A D@ B, akkor P(A)} 2 P(B)

A tétel beldtdshoz vegylik figyelembe, hogy ha A = B,
akker A = B + AB
tehdt:

P(A) = P(B + AB) = P(B) + P(AB)

ahol P(AB) = 0

1.1.3 Kombinatorikai alapok

A valészinGségszdmitdsban és a modern matematikai sta-
tisztikdban nagy szerepet jé&tszanak egyszer( kombinatorikus
neggondolésok. Ezért rdviden ssszefoglaljuk a legegyszeriibb
kombinatorikai alapfogalmakat, amelyekre a tovabbiakban szd-
most esetben hivatkozni fogunk.

A kombinatorika véges halmazokra vonatkozd megszdmla-
14si problémdkkal foglalkozik. Legyen az A halmaz az elsé n
természetes szdm halmaza:

A={1,2,...,n}

a) Permutdcidk.

Az els8 probléma, amelyet halmazzal kapcsolatban
vizsgdlunk, hogy hényféle sorrendben tudjuk felirni az A
halmaz elemeit, az 1,2,...,n szdmokat Ugy, hogy mindegyik
szam csak egyszer szerepelhet. Az elsd helyre az n darab
szam bdrmelyikét frhatjuk, a mdsodik helyre a fennmaradd
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1.1 tdblézat

Faktordlisok tdblézata '’
n n! n n!
1 1 26 | 40 329 146 1017
2 2 27 {10 888 869 10°
3 6 28 |30 488 834 1022
4 24 29 | 88 417 620 ‘1023
5 120 30 [ 26 525 286 1027
6 720 31 |82 228 387 102°
7 5 040 32 | 26 313 o084 10°8
8 40 320 33 | 86 833 176 102°
9 362 880 34 |20 525 280 103!
10 3 628 800 35 {10 333 148 10°°
11 39 916 800 36 |37 199 333 10°%
12 | 47 900 160 .10 37 |13 763 753 10°°
13| 62 270 280 10° 38 [ 52 302 262 10°7
14| 87 178 291 10° 39 |20 397 882 10°°
15| 13 076 774 10° 40 {81 591 s28 1040
16 | 20 922 790 10° 41 |33 452 527 10%?
17| 35 568 743 107 42 |14 o050 o061 1044
18 | 64 023 737 10° 43 |60 415 263 10%°
19| 12 164 510 100 44 |26 582 716 10%7
20 | 24 329 020 10" 45 |11 962 222 10%°
21 51 090 942 102 a6 |55 o026 222 10°°
22 | 11 240 007 10'% 47 |25 862 324 10°2
23 | 25 852 017 107° a8 |12 413 916 10°4
24 | 62 044 840 10'° 49 {60 828 186 10°°
25 | 15 511 210 108 50 |30 414 093 10°’

n-1 darab szdm bdrmelyikét, harmadik helyre a még nem irt
n-2 darab szdm bdrmelyike keriilhet stb.

Az Osszes lehetséges sorrendek széma:

nin - 1)

Az 1,2,...

3. 2

1

,h szdmok minden egyes sorrendjét egy permutdcid-
nak nevezziik.
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Jeldlitik pn—nel az 1,2,...,n szémbél alkothaté Ssszes le-

hetséges permutdcidk halmazdt.
A @n elemeinek szdmdt P -nel jeltljik. Ekkor:

Pn= nfn - 1)...3 . 2. 1 = n!

(n faktordlis)
Tehdt n! értékét Ugy szdmitjuk ki, hogy 1-tdl n-ig a
természetes szaémokat Osszeszorpzzuk.
(0! = 1. Ez megdllapodds, amely késdbb célszerinek fog mu-
tatkozni.)

: Az Ssszes n-elemfl permutdcidk nl szdma igen gyorsan
ndvekvsé filiggvénye n-nek.

A permutdcidk szdménak értékeit a 1.1 tdbldzat tartalmazza.
Ha n értéke nagy, az n! értéke rendkiviil nagy, oly-
annyira, hogy pontos értéke rendszerint nem tul érdekes szé~-
munkra, inkdbb csak a nagysdgrendje. Felmeriilt ezért annak

szlikségessége, hogyan lehet az n! értékét jé kdzelitéssel
becslilni. Igen jé becslés érhetd el az Un. Stirling-formula
segitségével:
n n
nt = ( s ) 2% n

(ahol e = 2,718281... a természetes logaritmusrendszer alap-
szama) .

10 10
) 20T = 3 598 600

Pl. n = 10 esetén (
e

Ezt 8sszehasonlitva 10! = 3 628 800 pontos értékével, kdnnyen
kiszdmithatd, hogy a relativ hiba: 0,8 %. Minél nagyobb az

n szédm, anndl jobb kdzelitést eredményez n! értékére vonat-
kozélag a Stirling-formula, azaz anndl kisebb a kdzelités re-
lativ hibdja.

b) Ismétléses permutdcidk ,
Tegylik fel, hogy az A ={a1,a2,...,an} halmaz elemei

kdz6tt rendre k,,k .kr sz4dmd elem egyforma, ahol k1+k2 +

177200

«s. + k_ =n.
r
Ha most az A halmaz elemeit minden lehetséges sorrendben fel-

irjuk, akkor az Osszes megkiilonbbztethetd sorrendek szdma:

p (ism) nl

n

k1! k21 se. k!
r
Az ismétléses permutdcidra példaként vizsgdljuk megq,
hdnyféle sorrendben irhatjuk fel a MATEMATIXA szd betdit.
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Az Osszes megkiildnbdztethetd sorrendek szdma:

101 10.9.8.7.6.5.4.3.2.1
= = 151200
20 30 21 1111 2 .6 .2

¢) Varidcidk

Az A ={1,2,...,n} halmaz elemeib6l vdlasszunk ki egy-
mids utdn k darab elemet és frjuk fel Bket a kivdlasztds sor-
rendjében. Az igy nyert szdm k - ast varidcidnak nevezziik.
Hany k-elemi varidcidé képezhet az A halmaz elemeib{ll?

Az elsd helyre n db elem barmelyikét vdlaszthatjuk, a mé-
sodik helyre n-1 darab elem bdrmelyikét, a harmadik helyre
{n-2) darab elem (a megmaradt) bdrmelyikét stb. A k-adik
helyre {n-k+1) szdmd elem bdrmelyikét vdlaszthatjuk. Ilyen-
formdn az A halmazbdél képezhetd k-elemd varidcidk szdma:

- - - - - ot
Vk = n{n 1) (n k+ 1) = M= K1
Tekintsiik most a kbvetke;é,elhelyezési problémdt: legyen
adva k darab szamozott elem: a1,a2,...,ak.

Helyezziik el 8ket n db. szdmozott celldba (n = k), de dagy,
hogy egy celldba legfeljebb egy targy kerililhet. Hdnyféle
elhelyezkedés lehetséges?

Az a, elemet n cella bdrmelyikébe tehetilik, az a, elemet
(n-1) db cella bdrmelyikébe stb. Az Ysszes lehetséges el-
helvezkedések szdma:

nin -1 ... n-%k+ 1)

d) Ismétléses varidcidk

Tekintsik az elfz8 elhelyezési problémdt, de dgy, hogy
nem kotjiik ki, hogy egy celldba csak egy elem keriilhet.
{Akdr mindegyik elem is ugyanazon celldba kerililhet), tehdt
37 BqrBgse ey elemek bdrmelyike részére bdrmely celldt vé-

laszthatjuk. Hanyféle elhelyezkedés lehetséges ilymdédon?
Az a, elem szdmdra n cella bArmelyikét, az_'a2 elem szidmdra

ugyancsak az n db cella bdrmelyikét vdlaszthatjuk stb. Az a
és a, elemek elhelyezésére tehdt n2 lehetéségiink, az ay,
a, elemek elhelyezésére n3 leheté&ségiink van stb. Az a1,a

1
a1
2!
-8y elemek Osszes elhelyezkedési lehet&sége' n

n,. _ .k
Vk(lsm) =n
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e) Kombindcidk

Tekintsik ismét azt-az elhelyezési problémat, hogy az
a. elemeket n celldba helyezziik el dgy, hogy egy

A, 1B ens
1772 k
celldba legfeljebb egy elem keriilhet, de feltessziik, hogy
az a1,a2,...,ak elemek mindegyike azonos: a1 = a2 = ,.. = ak.

Ugy is mondhatjuk, hogy k db megkiilénbdztethetetlen tdrgyat
Helyeziink el n celldba. Hinyféle médon lehetséges ez?
| a a a

s 2

1 2 3 n

A k db megkiildnbdztethetetlen tdrgy valamely elhelye-
zése n db celldban ekvivalens azzal, hogy n db szdmozott
cella k&ziil k db kiildnbdz8 celldt kivdlasztunk, ezek sor-
rendje azonban kdzdmbds, mivel nem tudjuk megkiilénbbztetni,
hogy milyen sorrendben vdlasztottuk ki &ket. Minden ilyen
elhelyezkedést kombindcidnak neveziink. Az 8sszes megkiildn-
bdztethetd kombindcidk széma most:

n nin-1) ... {n-k+1) _ n! _ 4N
Ck = = = (k)
1.2 . ...k k!l (n-k)!
A CE = (E)szémosség az A = {1, 2,...,n} halmaz Osszes k

elem részhalmazainak szdmdt adja meg. Ez azt jelenti, hogy
az 1,2,...,n szdmok kdzil (E) féle médon lehet k db kiildn-

bdzé szamot kivdlasztani.

Alkalmazdsként megemlitjik a binomidlis tételt, amely
arra vonatkozik, hogyan kell egy kéttagui kifejezést akdr-
hanyadik hatvényra emelni:

1 2 n
Nt = S
P+ =+ *Fq... (p+a

A szorzdst Ugy végezzilkk el, hogy minden tényezd&bdl kivé-
lasztunk egy tagot, ezeket Osszeszorozzuk, majd az igy nyert

szorzatokat 8sszeadjuk. Ha minden tényezdbdl a g-t vdlaszt-

juk, akkor qn—t kapjuk. Ilyen kifejezést csak egyféle mdédon
nyerhetiink. Ha k szdmi tényezdéb8l a p-t vdlasztjuk s a tdbbi

n-k tényezbb8l a g~t, akkor pkqn-k tipusd tagot kapunk, s
ezt annyviféle mdédon nyerhetjiik, ahdnyféleképpen n tényezd
kézlil k kiilonbdzd kivdlaszthatd, a kivdlasztott k szdmd té-

nyezbb8l p-t vesszdk, vagyis (E)—féle médon.
Tehdt

n_0

-1 k n-
n k+...+(2)p q

(1.1 e+ = p0™+ (pa" e - 4 () P"g
Megjegyezziik, hogy az (E) kombindcidé kiszdmitdsa az
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n és a k nagy értékeire igen nehézkes, éppen a faktorédlisock
nagy értékei miatt. Felmeril tehdt a probléma, hogyan lehet
(E) értékét nagy n és k értékeire becsiilni. Az esetben, ha

az n paros szdm, azaz 2m alakd, a stirling-formula felhasz-
ndliasival egyszerfl alakd becslést kapunk a hdromszdg 2m-e-
dik sordnak k&zépsd (legnagyobb) elemére:

(2m) 1 &2 oW om 22m
{2m) - * ~ _
2 ~ -
m {m!) (2)2m 2T m Vit. m

A valdszinliségelméleti alkalmazdsok sordn erre a becslésre
t5bbszdr sziikségiink lesz.
Megemlitjiik a kdvetkezd szimmetria-tulajdonsdgot:
n, _ , n '
(k) e (n_k)
Ennek beldtésa a faktoridlisok segitségével igen egy-

szeril:
nl! n!

kin-k)! _ (n-k)Ik!

Ramutatunk még, hogy az {(1.1) tsszefliggés specidlis eseten-
ként a

(1.2)  (+n% = () + () + ooe +

dsszefliggést nyerjiik.

Az (1.2) Bsszefliggés alapjdn kdnnyen vdlaszolhatunk
arra a kérdésre, hogy mennyi az A = { 1,2,...,n}véges halmaz
Ssszes részhalmazainak szdma:

A-nak (?) db egyelemi részhalmaza van,

(2) db kételemli részhalmaza,
(3) db hiromelemid részhalmaza,

(k) db k-elemfi részhalmaza stb.

* Ha az A részhalmazai kBzé szémitjuk az lres halmazt:
g-t és magdt az A = 1,2,...,n} halmazt is, akkor az A 6sz-~
szes részhalmazainak széma:

(3) LNt BEPPR M =2
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f) Ismétléses kombindcidk.

Az ismétléses kombindcid fogalma legegyszerfibben a kd-
vetkez8 elhelyezési problémdval kapcsolatban érthetd meg.
Van n celldnk 1-t8l n-ig megszdmozva, ¢és k db egyforma (meg-
kiildnbdztethetetlen) t&rgyat helyeziink el benniik. Hényféle
médon helyezhetd el a k szdmi megkiilonbdztethetetlen térgy
az n kiildnbdzd celldban?

1) P1l. n = 4 k = 5 esetén egy elhelyezkedés:

.l[. . l.
6. &bra

Mivel n celldt n-1 vonds segitségével reprezentdlhatunk,
ezt az n-1 vondst kell elhelyezni minden lehetd (megkiildn-
bdztethetd) médon az egyforma tdrgyakat jelképezd k pont
kSzdtt. Minden elhelyezkedés n-1+k szdmd jel egy konfigurd-
ciéja, ahol a jelek kdzlil n-1, illetve k egyforma. Az 8sszes
megkiilénbdztethet esetek szdma nyilvén ismétléses permu-
tdcid:

(n+k-1)! n+k-1, _ (n+k—1)

_ = ( k ) = n-k
ki{n-1}!

1.1.4 Példak valoszinliségek kombinatofikus kiszamitasara

a) Legyen a kisérletiink, hogy egy szabdlyos pénzérmét
{pl. 1 Ft-ot) n-szer feldobunk.

Mi a valdsziniisége, hogy k~szor dobunk {rdst?

Gondoljuk el, hogy elvégezziik az n dobdst és minden do-
bds utdn 1-est frunk, ha frdst dobtunk és 0-t frunk ha fejet
dobtunk. Minthogy minden dobds eredménye kétféle lehet, az
Ssszes esetek szédma nyilvdn 27 (ismétléses varidcid). A ked-
vez& esetek szdmdnak meghatdrozdsdhoz azt kell megdllapita-
nunk, hogy a 0 és 1 jegyekb$l hdny olyan n hosszisdgli soro-
zat képezhet$, amely pontosan k darab l1-est tartalmaz.

Az ilyen sorozatok szdma (E) hiszen ennyli médon tudunk ki-

védlasztani n hely k&ziil k-helyet, a kivalasztott helyekre
1-est irunk, az Osszes t&bbi (n-k}) helyére 0-t.
A keresett valdszinlséqg:
()
p, = ——
k n
2

Lathatd, hogy a keresett valészinlség k-tdl valé fiiggését
a szamldlé fejezi ki. Minthogy a binomdlis egyiitthatdk soro-

1 Most tehdt egy celldba tdbb tdrgy is keriilhet (akdr mind-
egyik tdrgy is egy celldba kertiilhet).
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zata k-val egyiitt eleninte né, majd csdkken és legnagyobb

értékét k = [—%—] esetén veszi fel, legvalészinlbb az az

eset, hogy a dobdsok fele eredményez irést.

b) Bolyongds a szédmegyehesen

Mozogjon egy bdbd a szdmegyenes egész koordindtdjd
pontjain dgy, hogy az origdébdél indulva jobbra vagy balra
1ép egy egységgel —%~ - —%— valészinfiséggel. Jobbra lépés
esetén (+1)-gyel, balra 1épés esetén {(—1)-gyvel vdltozik a
bdbd koordindtdja. A baby Utjin szemléltethetjiik dgy, hogy
a vizszintes tengelyen a lépésszdmot, a fliggéleges tenge-
lyen pedig az elmozduldst tiintetjiik fel, s jobbra lépésese-

tén felfelé, balra 1épés esetén lefelé (45°-0s szbg alatti)
vektort rajzolunk.

A
N "

7. &bra

Mi a valdszinlisége, hogy n 1lépés utdn a bdbit az x = { pont-

ban taldljuk?
Tegylik fel, hogy n lépés sordn a bdbi a-szor lépett jobbra

és b-szer balra.

Ekkor:

+ b =n

- b ={

_ n+ & _ n -4

a=—Fp —— b= 2
. L

A béabut tehdt akkor taldljuk az x = { pontban, ha —2—%——— -
szer lépett jobbra és —E—%—E— - szer balra. Ez az eset

n
(Egi)—féle médon kdvetkezhet be. A keresett valdészinliség:
n§£
2

P = -
21'1



Mivel mind a jobbra, mind a balra lépések szdama csak

~egész lehet, n;t pedig csak akkor egész szdm, ha n és ¢

vagy mindkettd pdros vagy mindkettd pdratlan szdm, k&vetke-
zik, hogy pdros szdmdi lépés utdn csak pdratlan szdmon 4llhat.
Specidlisan az az eset, hogy a bdblé visszatér az origdba,
azaz kiinduldsi helyére, csak pdros szdmi lépésben kdvet-
kezhet be.

Szdmitsuk ki annak valdszinfiségét, hogy a bdbid 2n szé-
mi lépés utdn visszatér a kiinduldsi helyére!

2n
( n) 1 {2n)!
P = =
0 22n 22n (n!)2

Alkalmazva a Stirling-formuldt:
2n 2n
: == y2 . 2n 1

A kbvetkezd példa a modern matematikai statisztikai eljéri-
sok szempontj&bdél igen hasznos, ezért kiildndsen az olvasé
figyelmébe ajdnljuk.

c) Az el8z8 példdhoz kapcsolédva, tételezziik fel, hogy
a bdbd 2n lépésben visszatért az origdéba. Mi a valdszinf-
sége, hogy a bdbl bolyongdsa sordn nem érte el vagy lépte
til az x = k pontot? A kérdést dUgy is fogalmazhatjuk: mi a
valészinlisége, hogy n db (+1) és n db (~-1)~b&81 2n hosszi-
sdgd sorozatnak nincsolyan részletdsszege, amely nagyobb
mint k , ha minden lehetséges sorrend egyforma valdszfnliségd?
A kérdés megvilaszoldsa céljdbdl vezessiik be a kdvetkezd
szemléletes interpretdcidt. Tegylik fel, hogy 2n=8 esetén a
lépések a kdvetkez8k voltak:

+1, 1, =1, +1, =1, =1, +1, -1

§. dbra
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Feleltessiink meg a lépéssorozatnak miként az eléz8 példédban,
egy vektorsorozatot. Ily médon egy utat, dn. trajektéridt
nyerlink. Az Osses lehetségeg trajektéridk szdma n db +1

és n db (-1) esetén (22)

A kérdés most az, hogy hdny olyan 2n vektorbdl 4116 trajek-
téria rajzolhatd {amely a (0,0) ponttdl indul és a (2n,0)
pontban végz8dik), amely nem éri el az x = k magassdgd egye-
nest.

9. dbra

Rénnyebb meghatdrozni azon traktdridk szdmdt, amelyek elérik
vagy metszik az x = k magassdgl egyenest. Ha ezek szdmidt is-

merjiik, akkor ezt a szdmot kivonva (22)—b6l, az Jsszes trajek-

téridk szdmdbdl, megkapjuk a k-magassdgot el nem érd trajek-
téridk szdmdt. Az x = k egyenest elérd (vagy metsz8) trajek-
téridk szdmadt a k&vetkezd egyszerl fogdssal hatdrozzuk meg.
Ha egy trajektdridt, amely az x = k egyenest eléri, az els8
elérési pontbdl kezdve tilkrézzilk az x = k egyenesre, akkor -
a tikrdzétt trajektdéria (2n,2k) pontban végzédik. Ez minden
olyan trajektdridra igaz, amely az x = k egyenest eléri.
Minden olyan tiikrdzdtt Ut megfelel egy bdbd bolyongédsdnak,
amely bdbi 2n 1lépés utdn a 2k pontban taldlhatd.

Ez (ﬁ?k) = (ifk) féle médon lehetséges.

Ezek alapjén annak valdszinfisége, hogy n db (+1)=b&1 és n
db (=1)-b&l 4116 2n hosszlisdgui sorozatnak megfeleld trajek-
téria elérje vagy meghaladja az x = k magassdgd egyenest:
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2n 2n
(n_k) (n+k)
2n 2n
“0) (“)

Ezek alapjén annak valészfinlisége, hogy egy trajektdéria nem
éri el az x = k egyenest:

2n 2n
(Z7) { ) 2n
n n+k { }
(1.3) =1 ntk
2n 2n
(0 (2

Megjegyezzilk, hogy az (1.3) formula gyakorlati célckra alig-
ha haszndlhatd, mivel a jobboldalon 4116 binomidlis egyltt-
haték kiszdmitdsa igen nehézkes, viszont nagy n esetén igen
aszimptotikus k&zelitést nyerhetiink a kdvetkezd mddon:

niyz2n
2n I
(ner) (2n) ! (n1)? (e) 2% n
an (n+k) ! (n-k) ! (2n) N(n+k)n+k n-kyn-k 2 T(n+k) mn-k)
n ——— .
1 € ( e )

G (o () %)

2 3 .

Felhaszndlva az In{1+x} = x - %— +.,x ~ ... sorfejtést,
egyszer(l szdmoldssal kimutathatijuk, hogy

2n

2
(1.4) n+k’ ~ -
- (2n) e M
n

ami statisztikai alkalmazdsok szempontjdbdél kénnyen kezelhe-
t8 eredmény és a 6. fejezet (6.4.3) pontjdban fel fogjuk
haszndlni.

d) Futamok

Az el&z8 bolyongdsi példdval kapcsolatban szdmos érde-
kes statisztikai vizsgdlatot végezhetiink, amelyeknek igen
fontos gyakorlati alkalmazdsai vannak (l4sd: 6.4 pont).
Ilyen vizsgdlatok egyike a "futamok" vizsgdlata. Futamon

-egyforma jegyek megszakitatlan sorozatdt értjlik. Pl. az
aldbbi
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sorozatban négy darab (+1)-es futam {2,1,3,1 hosszisdgdnak)
és négy darab (-1)-es futam taldlhaté (2,2,1,1 hosszisdgu
ak). {A bolyongdst trajektdéridval dbrdzolva egy futam a
trajektdéria egy téretlen szakasza).

Tételezzilk fel, hogy egy N hosszisdgl sorozat n darab
1-est és m darab {-1)-est tartalmaz. Szdmfitsuk ki mi a vald-
szinlsége, hogy az 8sszes futamok szdma R = 2k legyen.

Jeldljlik R+1-gyel a {+1)-es Jegyekbd&l 4116 futamck

szdmit, R_T—gyel a (-1)~es futamokét.

A sorozat vagy (+1)-gyel vagy (-1)-gyel kezddédik.
Tegyiik fel, hogy a sorozat (+1)-gyel kezd8dik, akkor (-1)-
gyel kell végzddnie ahhoz, hogy R = 2k lehessen. Mivel a so-
rozatban n db +1-es szerepel és a +1-es jegyekbdl 4116 fu-
tamck szempontijdbdsl a —-1-es futamok csak elvdlasztd szerepet
jétszanak, R+1 = k annyiféle médon kdvetkezhet be, ahdnyfé-

le médon n db (+1)-es jegyb8l 4116 sorozat k szakaszra tdr-
delhetd. Egy ilyen szakaszokra tdrdelést k-1 szAml vondssal
elvégezhetink:

pl. n = 8, kX = 3 esetén egy lehetséges eset:
1M1 111 | 11

Mivel n db {+1)=-es k&zdtt (n - 1) hely taldlhaté a vo-
n~1)-féle médon kovet-
kezhet be. Hasonldan lathaté be, hogy az {R_1= k} esemény

{E_])—féle médon dllhat elé.

Ha most az n db (+1)-es jegybdl 411lé sorozatot valahogyan
felbontottuk k - 1 vonds segitségével k szakaszra, akkor

a vondsok helyére beépithetjlik az m db (-1)-es Jegyb8l 4116
sorozat k-szakaszra tOrtént minden felbontdsdt. Ha tehdat

a sorozat {+1)-gyel kezdb6dik és (-1)-gyel végzddik, akkor

az {R = Zk} esenény (E:])(E:])—féle médon kdvetkezhet be.
Vildgos, hogy ugyanennyi médon kdvetkezhet be az {R = 2k}

ndsok szédma, az {R+1 = k} esemény (

esenény, ha a sorozat (-1})-gyvel kezd8dik és (+1)-gyel vég-
z8dik. Mivel N dobds sordn az n db {+1)~es és m db {-1)-~es

(g)—féle médon helyezkedett, a keresett valdszin(séqg:
n-1. ,m-1
o 2 ) Geg)
P(R = 2k) =

N
n

()

Hasonlé meggondolédsokkal léthaté be, hogy az {R = 2k + 1}
esemény bekdvetkezésének valdszinfisége: :
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n-1, ,m-1 n-1, ,m-1
{ X )(k-T) + (k_1)( k )
N
(n)

P(R = 2k + 1)

Ha n és m nagy szdmok (kbvetkezik N is az, hiszen ¥ = n + m).
akkor a fenti valészinlségek kiszdmitdsa rendkiviil munka-
igényes (K&zelftd kiszdmitdsukat 1ldsd: 6.5.1 pont).

1.1.5 Feltételes valoszinliség és fiiggetlenség

A feltételes valésziniség fogalma igen fontos és alap-
vetd fogalom elméleti ¢s gyakorlati szempontbdl egyarédnt.

E fogalom jelentéségét elsSsorban az adja meg, hogy a ter-
mészetben, {gy a miszaki folyamatokban a kiildnbdz8 jelenségek
dltaldban nem fiiggetlenek egyméstdl. Bizonyos jelenségek
bekdvetkezése egyiitt jar mds jelenségek bekdvetkezdsével.

Pl. ha valamely folyé vizgylijt8jére nagyobb csapadék hullott,
akkor &ltaldban nagyobb vizdlldsokra és vizhozamokra szémit-
hatunk. Bizonyos események bekdvetkezésének valdszinlségét
tehdt igen jelent8s mértékben befolydsolhatja mds események
bekbvetkezése.

Amint egy esemény valdszinliségének megvildgitdsakor a
relat{v gyakorisdg fogalmdbdl indultunk ki, dgy a feltéte-
les valészinlis€ég megkbzelitéséhez a feltételes relativ gya-
korisdg fogalmdt vildgitjuk meg.

Az 1.2 tdbldzatban feltlintettlik a Tisza folydé 4rhulla-
mainak Tokajndl mért tdllépéseinek nagysdgdt a 600 cm-es
elsdfokd drvizvédelmi késziiltségi szint felett, valamint az
drhulldmok id8tartamdt (napokig kifejezve).

Az adateok minden év II. negyedévére (4pr. 1-jét8l- idn.
30-ig) vonatkoznak 1901-1970 id&szakra.

Legyen A az az esemény, hogy az 4drhulldm id&tartama
meghaladja a 14 napot. A téblédzatbdsl olvashatd, hogy az A
esemény a kérdéses helyen és id&szakokban 11-szer kdvetke-
zett be 41 tullépés sordn, tehét az A esemény relativ gya-
korisdga:

_ K@) _ 111
9(B) = = g

Legyen most B az az esemény, hogy a tdllépés nagysdga meg-
haladja a 150 cm-t. Példdnkban a B esemény gyakorisdga, mint
az az &brdrdl konnyen megszdmldlhatd K(B) =12 . Szémoljuk
meg, hogy a 150 cm~nél nagyobb tdllépések k&ziil hdny tartott
14 napndl tovdbb, azaz hdnyszor kdvetkezett be az AB esemény.
Ez a szim a

XK(aB) = 9
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1.2 TABLAZAT

Tokaj [II. negyedév (4pr.1. - jan. 30)] 4rvizi adatok
1900-1971.

Tullépések adatai.

Ev: X(cm) Y (nap) Ev: X (cm) Y (nap)
1907 159 021 1942 024 003
056 014 1944 051 011
1909 021 006 1945 065 008
1912 125 013 026 005
1913 027 002 1951 013 003
1914 072 007 1952 164 . 023
1915 058 007 1955 088 005
1916 052 003 1956 071 014
1922 160 017 1958 045 005
008 001 006 002
024 003 002 003
1924 202 013 1962 194 026
128 013 1964 257 015
1932 256 020 1965 123 010
1933 028 001 1967 132 023
1935 006 001 1968 055 012
1937 017 002 1970 151 020
1940 217 012 258 021
042 004 153 014
1941 133 017
185 023
116 010

Az A eseménynek a B eseményre vonatkozd feltételes relativ
gyakorisdgdn a

K{(AB)

g(alp) = LA

hdnyadost értjiik.
Példdnkban:

)
12

-
4

g(A|B) =

Lédthatjuk, hogy ez esetben agz A esemény g(A|B) feltételes
relativ gyakorisdga kb. hdromszor nagyobb, mint az A ese-
mény g (A} relatfv gyakorisdga, azaz a 150 cm-nél nagyobb
tdllépések hdromnegyed része két hétndl hosszabb ideig tar-
tott.

Minthogy egy 4rhulldm tet&zése dltaldban kb. az id&tartam
felénél kdvetkezik be, adott drhulldm esetében mir a tetbzés
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idépontjdban nagyjdbél el8re lathats a feltételes relativ
gyakorisdg ismeretében, hogy adott valészinliséggel mennyi
idé alatt vonul le az &rhulldm.

A g(A|B) feltételes relativ gyakorisdg tehdt azt je-
lenti, hogy csak azokat a kisérleteket tekintve, amikor a
B esemény bek®dvetkezett, az esetek hdny szdzalékdban kdvet-
kezett be az A esemény is B-vel egyltt.

(&

10. dbra

Hosszd kisérletsorzatokndl a feltételes relativ gyakorisdg
is stabilitdst mutat (csakigy, mint a relativ gyakorisdg).
Azt a szdmot, amely k&riil a g{A|B) feltételes relativ gyako-
risdg ingadozik, az A esemény B-re vonatkozd feltételes va-
16szinliségének nevezzilk és P (A|B)-vel jeldljik.

Mivel
K(AB)
K(AB) _ n - __P{(AB)
g(alB) K(B) =~ _K(B) ® TP (B)
n

a P(A|B) feltételes valésziniliséget a kdvetkezd Osszefiiggés—
sel definidljuk:

P (AB)
P(A|B) =
P (B)
Innen:
(1.5} P{(aB) = P(A|B} P(B)

Az (1.5) Bsszefiliggést a valdszinlségek szorzdsi szabdlydnak
nevezzik.

Azt mondjuk, hogy az A esemény fliggetlen a B esemény-
t&1, - ha

P(A|B) = P(A)
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vagyis
(t.6) P(AB) = P(A) P(B)

Ez azt jelenti, hogy fiiggetlen események szorzatdnak
valdszinlisége a valészin(ségeik szorzatdval egyenld. (Ez a
szabdly csak fiiggetlen eseményekre igaz!)

Analdég médon definidljuk a B események A-~ra vonatkozd
feltételes valdszinlségét:

P (AB)
(1.7) P(B|A) =
P (A)

Az (1.5) és (1.7) Ysszefilggésekbdl adddik, hogy

P(A|B) P(B) = P(BIA) P(a)
azaz

P{A|B) P (A)

P(B A) ) P{B)

Kénnyl beldatni, hogy ha az A esemény fiiggetlen a B esemény- -
t&1l, akkor B is fliggetlen A-td8l, azaz

P (A|B)

P(A) -bdl kdvetkezik

P(B[A) = P(B)

ekkor ugyanis (1.7) alapijén

P(A|B) P(B) P(A)P(B)
P(B|R) = = = P(B)
‘ P(A) P(A} .

Ugyancsak k&nnyd beldtni, hogy ha A fliggetlen B-t&1, akkor
A fiiggetlen a B eseményt8l, valamint A filiggetlen B-t&1 és A

fliggetlen B-t&1.

A mondottak alapjdn az (1.6) osszefdggés az A és B események
fliggetlenségének definfcidéjaként tekinthetf. Hasonldképpen
definidlhatjuk ketténél tdbb esemény filiggetlenségét. Mieldtt
erre rdtérnénk, rdmutatunk arra, hogy mé&r hdrom esemény A, B,
C figgetlenségének definidldsakor bizonyos dvatossdgra van:
szlikséqg.
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Tekintsilkk pl. a kOvetkezd hdrom eseményt:

%
7
%
A B C
“11. 4bra
Legyen
1
P(A) = P(B) = P{C) = ——
2
| 7
AB AC BC ABC
12. &bra
Kénnyd beldtni, hogy
_ 1 _ 1 1T _
P (AB) = i > = P(A) P(B)
1 _ 1 1 _
P{AC) = ) 5 = P(A) P(C)
T 1 1 '
P(BC) = — 3 5 = P (B} P(C)

Ezek alapijdn az A, B és C események pdronként fliggetlenek.
Ugyanakkor

P(ABC) = —— # ; I

1 .
y 5 5~ = P(A) P(B) P(C)

tehdt a hdrom esemény egyiittesen mdr nem fliggetlen. Eppen
ezért n > 2 esetén az A1,A2,...An események fliggetlenségét

a kdvetkez8 médon definidljuk:
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Az A1,A2,..

vagy r&viden filiggetleneknek nevezzilk, ha a

.An eseményeket teljesen fiiggetleneknek

P(A;AL) = P(A;) P(A)) i< 3

P(AjAAL) = P(A;) P(Ay) P(A) 1 < <k

P(A1A2...An) = P(A1) P(Az)...P(An}

reldcidk teljesiilnek. ézek a reldcidk.
n) n

)+ + {) =2 -n -1

(3) ‘e n

feltétel teljesﬁiését k8vetelik meg. (Ugyanis a binomidlis
tétel alapjédn:

n
(5 +

n

k=0 k) 27, (0) 1, (1) n
Kimutathaté, hogy ha az A1’A2""'An esenények filiggetlenek,

akkor ezek bdrmelyikét (vagy akdr mindegyiket) az ellentété-
vel, Ai—val helyettesitve ugyancsak filiggetlen eseményrend-

szert kapunk. :
Az (1.5) formuldval kifejezve szorzdsi szabdly 4ltaldnosit-
haté n eseményre. Altaldnos szorzdsi szabdly:

Ha A1,A2,...,An tetszfleges események, akkor

P(A,A,...A ) = P(An]A1A21..An_q)P(An_1|A1A2...An_2)
..P(A2|A1) P(A;)

Itt feltételezzlik, hogy a vondsok mdgdtt 4116, vagy
feltételként szerepld eseménysorozatok valészinliségei pozi-
tivak.

A tétel bizonyitdsa trividlis:

P(AA,.. A LA ) = P(AnIATAZ.,.An_1) P(A,A,...A )
P(AA,...A _4) = P(An_1i ARy AL o) P(ALA,LLLAL L)
P(A1A2) = P(A2|A1) P{a,)

Az események fliggetlenségén kiviil haszndlni fogjuk a
kisérletek fliggetlenségének fogalmdt, ami egy kicsit 4lta-
lédnpsabb, mint az események fiiggetlensége. Lényegében két
kisérletet akkor tekintiink filiggetlennek, ha kimeneteleik
nincsenek egymdsra semmiféle befolydssal. Ez azt jelenti,
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hogy az egyik kisérletnél bekdvetkezd bdrmely esemény filg-
getlen a mdsik kisérletnél bekdvetkez8 birmely eseménytsl.
. A valészinliségszdmitdsi k&nyvekben dltaldban bizonyos trivi-
4lis példdk taldlhatdk, pl. tdbbszdr ismételt kockadobéds,
érmedobds, stb. fliggetlen kisérletek sorozatédt képezik.
Ugyanugy filiggetlen kigsérletsorozatrdl van szé, ha egy urnd-
ban szdmozott golydk vannak, &és taldlomra kivesziink egy go-
lydét, feljegyezziik a szémét, majd visszatessziik az urnéba,
s a kovetkezd hiizds el8tt jé1 Bsszekeverjiik a golydkat.
Ilyen urna segitségével tdriténhet pl. egy statisztikai
sokasdg tagjainak véletlenszer kivdlasztdsa. {Sorsolds).
Levezetlink most egy fontos &sszefiiggést, amelyet a tel-
jes valészinliség tételének neveznek, s amelyre a tovébbiak-
. ban tObbsztr fogunk hivatkozni.
Alkossanak a B1'52""Bn események teljes eseményrend-
szert, azaz legyen B1+B2+ +Bn = I és B BJ = @ ha i # 3J.
Ez azt jelenti, hogy kisérletiink, megflgyelésunk sordn a B,
események k&ziill egy és csakis egy feltétlenlil bekdvetkezik™
Legyen most A egy tetszdleges esemény, amely a B1, ...,Bn

események mindegyikét8l kiildnbdzik.
Ekkor

P(a) P(A.I) = P[A(B1 + B +...+Bn)]=

; 2
P(AB + AB2 + ...t AB }
Itt a zdrdjelen beliili &sszeadanddk ugyancsak egymdst ki-
zdrd eseményvek, ezért:

P{A) = P(AB1 + P(AB2) teaot P(ABn)

ugyanis ha B és BJ diszjunkt halmazok, akkor AB és AB.,

mint részhalmazok ugyancsak duszjunktak, s mint események
kizdrjdk egymést.

Az (1.5) formula alapjédn
P(ABi) = P(A|Bi) P(Bi)
tehdt

{1.8) P(a)

P(A[B )P(B 1+, .+P(A|Bn)P(Bn) =

z P(A B )P(B )
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Az (1.8) Osszefliggést a teljes valdszinfiségek tételének ne-
vezzilk. Ha ismerjiik az A eseménynek mindegyik Bj eseményre

vonatkozdé feltételes valdszinlségét és a Bj események valé-

szintségét, (j=1,2,...,n), akkor kiszdmithatjuk valamely
B;j eseménynek az A eseményre vonatkozdé feltételes valdszind-
ségét.

Az (1.7) formula alapjdn:

_ _P(ABj) _ P({A}B;) P(B;)
(1.9) P(B,|A) = P(A; = =N

Behelyettesitve az (1.9) formula nevezdjébe az (1.8) kife-
jezést:

P(A]Bi) P(Bi)

(1.10) P(BiiA) =

n
> P(alBy) P(By)

3=1

Az (1.10) Osszefiiggést Bayes-féle formuldnak nevezziik.
A Bayes-formula a statisztikai gyakorlatban, kiildnbsen a
dontéselméletben igen fontos szerepet jétszik.

E fejezet befejezésélil egy megjegyzést tesziink a teljes
eseményrendszerekre vonatkozdan. Valamely B1,B2,...Bn tel-

jes eseményrendszer adott I alaphalmaz diszjunkt részhalma-
zokra vald felosztdsdt Jjelenti tgy, hogy I minden pontija
benne wvan valamelyik Bj részhalmazba (€s csak abban). Fel-

mertil a kérdés, hogy adott I alaphalmaz esetén hény teljes

eseményrendszer képezhetd. Ha I végtelen sok elemb8l (pont-
bS6l) 411, akkor a bel8le képezhetd teljes eseményrendszerek
(halmazparticidk) széma természetesen végtelen. Ha I véges

halmaz, pl. I, = {1,2,...,n} , akkor a bel8le képezhetd

teljes eseményrendszerek szdma rekurzidval kiszdmithatd.
Jeldlijiik az In halmazbdl képezhetd teljes eseményrendszerek
szdmdt T(n)-nél. Definidljuk: T0 = 1. Ekkor fenndll a kdvet-
kez8 rekurziv reldcid:

n n
T =X M, =Y O
n+1 k=0 k n-k k=0 k k

Ez az Osszefliggés abbdl kdvetkezik, hogy I Ssszes parti-

n+1
cidt osztédlyozhatjuk aszerint, hogy az (n+1)-es szadm hény

mds szdmmal van egy osztdlyban.

Ha ez a szdm k és k értékét rdgzitjiik, az igy kivdlasztott
particidkat osztdlyozhatjuk aszerint, hogy melyik k darab
szdmrél van sz6 az 1,2,..., Szdmok kdziil. Ha ezeket is r&g-
zitettiik, nyilvén annyi ilyen particié adhatéd meg, ahdny par-
ticidja van a t8bbi (n-k) szédmnak. 37



2. Fejezet

2.1 Valosziniiségi valtozok és valosziniiségeloszlasok

2.1.1 A valdszindiségi valtozd és a valdszinliségeloszlds fogalma

A miszaki gyakorlatban egy kisérlet kimenetelét iayek-
sziink numerikus formdban jellemezni. LegtSbbszdr magéanak a
kisérletnek eredménye numerikus formdban jelentkezik. Ha
pl. a viz4llds mérésérdl van szdé egy adott helyen, akkor a
kisérlet eredményeként egy szdmértéket kapunk, amely szdm-
érték, ha a méréseket kiildnbdz8 idépontokban végezziik, a
véletlent8l fiiggd ingadozdst mutat, hiszen a vizdllds alaku-
ldsdban szdmba nem vehetd szdmos tényez$ jdtszik szerepet.

A Duna vizszintje adott helyen kiildénbdzd idbépontokban mérve,
az esds napok szdma mdjusban (kiildnbdz8 években figyelve)
mind olyan szdmadat formdjdban jelentkeznek, amelynek érté-
ke véletlenszer( ingadozdst mutat. Hasonldéan numerikusan
fejezziik ki egy betonkocka tdrési szildrdsdgdt, aszfaltke-
verédk bitumentartalmdt stb. Ezek ugyancsak véletlen ingado-
z4st mutatnak kisebb-nagyocbb mértékben.

Az olyan mennyiségeket, amelyek értéke a véletlentdl
filgg, véletlen mennyiségeknek vagy valdszinségi véadltozdk-
nak nevezzilk. Azokat a szdmértékeket, amelyek a kisérlet
eredményeként felléphetnek (a kisérlet Osszes lehetséges
szdmszerd kimeneteleit} a valdszinliségi vdltozd lehetséges
drtékeinek vagy értékkészletének nevezziik.

Ha az X valészinliségi vdltozdé egy folyd adott helyen
mért vizdlldsdt jeldli, akkor X értéke egy ésszerfen vdlasz-
tott intervallum tetsz8leges pontja lehet, értékkészlete
tehdt egy intervallumon kontinuumnyi sck pontja.

Ha az 'Y valészin(ségi vdltozd a mdjusi csapadékos napok
szadmdt jeldli, akkor Y lehetséges értékei a 0,1,2,...,31
szdmok.

Ez a két példa is mutatja, hogy a valdszinlségi vdlto-
z8k kilildnbbzd tipusidak lehetnek. Az olyan valdszinfségi vdl-
tozdék, amelyeknek értéke a szdmegyenes egy intervallumdnak
(vagy akdr az egész szdmegyenesnek) tetsz8leges pontjdba
eshet, folytonos valdszinliségi vdltozdnak nevezziik. A méré-
si eredmények dltaldban folytonos valdszinliségi védltozdk.

Az olyan valészinlségi vdltozdt, amelynek csak véges sok
*vagy megszdmlédlhatd sok &értéke lehet, diszkrét valdszinii-
ségi vdltozdénak nevezziik. A gyakorlatban szerepet j4tszé
diszkrét valdszinlségi vdltozdk legtdbbjének értékei csak
‘nem negativ egész szdmok lehetnek, ezeket egész értékd vals-
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szinflségi v&ltozdnak szokds nevezni. Eléfordulnak olyan vald-
szinfiségi vdlitozdék is, amelyek sem a diszkrét sem a folyto-
nos eloszlédsdak csalddjdba nem sorclhatdk, ezeket kevert
eloszldsdaknak nevezziik.

Matematikai szempontbél tekintve az X valdszinlségi
vdltozd az elemi események ¥ halmazdn - az eseménytéren -
értelmezett fliggvény, amelynek értéke attél figg, hogy me-
lyik e elemei esemény kdvetkezett be: X = X(e)

Az X eseménytér lényegében a kisérlet matematikai mo-
dellje. Alljon a kisérlet egy érme n-szeri feldobdsbél.
Allapodjunk meg abban, hogy 1-est irunk, ha a dobds eredmé-
nye "irds" &s 0-A&t {runk, ha a dobds eredeménye fej. Ekkor
a kisérlet lehetséges eredményei - az elemi események:

e1=0'00...oo
e, =000 ... 01
e3 =000 ... 10
X={911927 -:ézn]
€ q=1 00 ... 00
e,n =111 ... 11

Jeldlje az X{e) valészinliségi vdltozé az "{rist" ered-
ményez& dobdsok szdmadt az n dobds sordn. Ekkor X(e1) = 0,

X(ez) =1, X(e3) =1, «oo & X(ezn) =n . Ha ey olyan elemi

esemény, amely, k szdmi 1-est {(és (n-k) darab 0-t} tartalmaz,
akkor X(ei) = k. Az X valészinlségi vdltozé lehetséges érté-

kei a 0,1,2,...,n szémok. Jeldljik Ak—val mindazon ey elemi

események halmazdt, amelyek pontosan k darab 1-est tartalmaz-
nak (ilyen nyilvan (}) darab van), akkor

P{X = k} = P(Ak) (k = 0,1,2,...,n)

Tételezzilk fel, hogy a dobdsckat homogén, szabdlyos érmével

végezziik, ekkor mind az "{irds", mind a "fej" —%— valédszini-

séggel k&vetkezik be, s mivel az egyes dobdsok eredményeil
fiiggetlenek, bdrmelyik e, elemi esemény valdszinlsége:
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P(ei) = {(i=1,2,...,27)
2
Ezek alapijédn: n
()
P(X=k) = P(A) = 5 ©Ple,) = —=
2

eie Ak

(Pé1ddnkbél ldthatd, hogy az X{e) valdszinlségi vdltozd mint
az eseménytéren értelmezett filiggvény kiildnbdz8 értékeket

rendel. A fenti Ak

ugyanazt a k értéket rendeli. Annak valészinlisége, hogy az
X(e) valdszinfiségi vdltozd egy adott k értéket vegyen fel,
megegyezik mindazon e elemi események A halmazdnak P (A} va-
1l6szniliségi mértékével, amelyekre

esemény (i) szdmi e, pontijdhoz X(ei)

X{e) = k .

Az n szami érmedobdsi kisérlethez rendelt X valdszin(-
ségi vdltozdé véges sok értéket vehet fel. X lehetséges érté-
kei a 0,1,2,...,n szédmok. Az ilyen valdészinliségi vdltozdnadl
ha ismerjiik, hogy az X valdszinlségi vdltézé a lehetséges
értékeit milyen valdészinlséggel veszi fel, akkor azt mond-
juk, hogy ismerjik a valészinfiségi vdltozd eloszldsdt. PEl-
dénkban

1

21‘1

Ha pl. a kisérlet egy szabdlyos érme 5-sz6ri feldobdsabdl
411, akkor

P (X=k) = (E) (k=0,1,...,n)

5 1 1

PO=0) = () —g— =
.. _ 5 1 _ 5
POX=1) = () —— =
_ - 1 _ ¢
Px=2) = () —g— =
P(x=3) = (5} — 10
5 2 32

P(X=4) = (4) 1 5
2° 32

oy _ 5 1 1
P(X=5) = (3} — ”
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Nyilvdn:

5 i
L P(X =k =1
k=0

Ezt a valdszin(ségeloszldst grafikusan is szemléltethetjuk
Un. valdészinliség-diagram segitségével:

P
10 TN
¥ N
32 g v
’ \\
/
/ LY
s A\
II \‘
n” “\
5 ! \
7 \
’ \
/ \
/ AY
/ . \
7 Y
II ,
1 r \\
;ﬁ
32 ~—
T T T o
2 3 & 5

14. &bra

Ha kisérletiink egy Jjdtékkocka egymds utdni dobdsdbdl
4ll és mindaddig folytatjuk a dobdssorozatot, amig a dobés
6-ost nem eredményez, akkor 1-gyel jeltlve azt az eseményt,
hogy 6-ost dobtunk, 0-val pedig azt az eseményt, hogy a do-
bds eredménye nem 6-0s, a kisérlet elemi eseményei a k&-
vetkezdk: '

ey = i
e, = 0 1
ey = 001
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Jeltlje az Y valdszinlségi vdltozé az elsé 6-os eléréséhez
szilkséges dobdsok szdmdt, ekkor Y lehetséges értékei az
1,2,... szédmok. Az Y valsSszinfiségi vdltozdnak megszdmldlhatd
sok értéke van. Ha ennél a kisérletnél P(1) = p, P(0) =

=1 -p =g. (szabdlyos kockdndl p = é , g = _%_ )

akkor annak a valdészinlsége, hogy az Y valdszinliségi vdlto-
zé a k értéket veszi fel:

P(Y=k) = g1 . p (k=1,2,...)
Természetesen
b X-1 2
P{¥=k) = Z: q p=p(1 +g + g +...)= —FB o

1

Az Y valdszinlségi vdltozd eloszldsdt a kdvetkezd valdszinl-
ségi diagram szemlélteti:

Definicid: .

Az olyan X valdszinfiségi vdltozdét, amelynek véges vagy
megszamldlhatd sok lehetséges értéke van, diszkrét eloszld-
s -valészinliségi vdltozdnak (vagy roviden diszkrét valdszi-
" nlisédgi vdltozdnak) nevezzilkk. A diszkrét valdszinliségi val-
tozé eloszldsit ugy adjuk meg, hogy megadjuk minden lehet-
séges értékének a valdszinfségét.

Az eddig példdnkban szerepld diszkrét valdszinlségi
vdltozék mindegyikének a lehetséges értékei nem negativ egész
szdmok voltak. Az ilyen valdészinfségi vdltozdkat egész ér-
tékl valdszindségi vdltozdéknak nevezziik. A gyakorlatban,
kiiléndsen a megfigyelési eredmények statisztikai feldolgo-
zdsa sorédn vizsgdlunk olyan diszkrét eloszldsd valdszinid-
ségi vdltozdkat is, amelyek nem feltételeniil egész-értékiek.
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Ha X diszkrét valdsziniségi vdltozd, amelynek lehet-
séges értékei az x,,X ree e X ogee szdmok (véges vagy meg-
szadmldlhatd sok) s ezbket az értékeket rendre adott
P(X=X1 = P»I.r P(X=X2) = pzr ey P(X=Xk) = Py

valésziniségekkel veszi fel, ( P = 1) és annak valé-
k

szinlsége érdekel benniinket, hogy X értéke adott a és b ha-
tdrok kvzé esik, akkor &sszegezni kell mindazon Xy értékek

valészinliségeit, amelyekre a < Xy < b teljesiil:

Pla £ X < b) = 2
Xi € [arb)

A miszaki gyakorlatban a vizsgdlat igen sokszor olyan
valészinliségi vdltozdéra vonatkozik, amelynek értéke a szam-
egyenes valamely intervallumdban bdrhovd eshet, azaz kon-
tinuum sok lehetséges értéke van. Mint emlitettiik, az ilyen
vdltozdkat folytonos valdszinliségi vdltozdknak nevezziik. Ha
pl. az X valdszinlségi vdltozd a Tisza folyd vizdllésa
Szolnokndl adott id&pontban, akkor rendszerint annak vald-—
szinlisége érdekel, hogy a viz4llds 600 cm és 700 cm kdzé
esik, vagy hogy a v{zdllds kisebb mint 850 cm stb. A pél=-
dédnkban szerepl8 X valészniiségi vdltozd eloszldsidt ismert-
nek tekintijik, ha tetszbleges (a,b) intervallumra meg tud-
juk mondani az {a <& X < b} esemény

Pla £ X < b)
valésziniségét.

Definicid:

Az X valésziniliségi vdltozd eloszlds&t folytonosnak
nevezzitk, ha megadhaté hozzd a szdmegyenesen értelmezett
olyan nemnegativ, integrdlhaté f(x) filiggvény, amelyre:

b
Pla4 X <b) = [ f£(x)dx és
J£(x) ax =1 '
Az ilyen f(x) fliggvényt az X valészinidségi vdltozé srliség-
fliggvényének nevezziik.
A folytonos valdszinliségi valtozd fenti definiciéjdbdsl
kdvetkezik, hogy

P(X = x) = 0
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tovdbbd annak valdszinfsége, hogy X értéke az x szdm kicsiny
Ax hosszisdgl kdrnyezetébe esik:

P(x - iéfi— £ X < x+ ZEX ) =~ fi{x) Ax

fix)

16. dbra

A Pl(a € X < b) valésziniség kiszdmitdsdhoz elegendd ha tud-
juk, hogy a szdmegyenes tetsz&leges

F(x)

17. dbra

X pontjdra vonatkozélag mi a valdszinlsége, hogy X értéke
kisebb, mint x. A P(X<x) valészinlsédg az x viltozd figgvé-
nye, jeldljiik ezt a fiiggvényt F(x)-szel. Nyilvan

X

F(x) = [ f£(t) at
-0 .

Az F(x) flggvényt a valdszintliségi v4dltozd eloszléasfiiggvényé-
nek nevezzlik. Az F(x) eloszldsfiliggvény értéke tetszdleges
valds x esetén megadja annak valdszinfiségét, hogy a kisér-
let végrehajtdsa sordn X megfigyelt értékét x-nél kisebbnek
taldlijuk. .

Vegyllk szemligyre az F(x) eloszldsfliggvény tulajdonséd-
gait. )

1. Az F(X) eloszldsfiiggvény értéke mindig 0 &s 1 kdzé
esik, hiszen F(x) valészinlséget fejez ki, az {X < x}ese—
mény valdszinlsdgét:

0 £ F{x) £ 1
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2. Az F({x) eloszlasfilggvény az x mennyiség monoton nem
csBkkené fiiggvénye, azaz b > a esetén F(b) 2 F(a). E tulaj-
donsdg teljesiilését kdnnyd beldtni, mivel b > a esetén az

{X < b} esemény mindf{g bekdvetkezik, ha a {X < a} esemény
bekdvetkezik, de az {X < b} esemény még akkor is bekdvet-
kezik, ha a £ X < b, tehédt:

{x <p} ={x<a} U{a<x <b}

Itt a jobb oldaleon egymdst kizdré események 4llnak, ezért
a III. axidéma alapjédn

P(X<b} = P(X<a) + P(a £ X < b)
azaz
F(b} = F{a) + P{a < X < b)
Az utébbi Ssszefliggésbdl:
F(azX<b) = F(b) - F(a)
Ez az Ossefliggés mutatja, hogy F(x) értékeinek ismeretében
tetszlleges (a,b) intervallum esetén meg tudjuk mondani an-

nak valészinlségét, hogy X értéke az (a,b) intervallumba
esik:

F(b}- Fia)=P{agx <h)

ty
Fa) F(b)

a b

18. dbra

Mutatunk egy példdt, amely joél érzékelteti, mennyire
természetes tulajdonsdga az F(x) eloszldsfliggvénynek a mo-
noton nem csdkkend volta. Tegyilk fel, hogy kfsérletiink egy
foly6 vizdlldsdnak megmérésébsl 411 adott helyen. A viz4llés
nagysdgalegyenaz X valdszindségi vdltozé. Legyen a = 5 I,

b =7m az {X< 5} esemény akkor k&vetkezik be, ha a viz-
dl1ds alacsonyabb, mint 5 m. Az {X < 5}esemény maga utin
vonja az {X<7} esemény bekdSvetkezését is, de ez utdbbi ese-
mény még akkor is bek®vetkezik, ha a vizdllds 5 m és 7 m
kdzé& esik. Kdnnyd beldtni, hogy az {5 £ X <7} esemény gya-
korisdga az {X < 7} és {X<5} események gyakoris&gainak kii-
l&nbségével egyenld. Természetesen ugyanez igaz az illetd
események relativ gyakorisdgdra is. Pl. a tdblézat adatai
szerint az {X<5} 45



2.7 Tabl&zat

Duna, Pozsony évi jégmentes nagyvizi vizdlldsa

1892 - 1961
Vviz4dllds (cm) ki gyakorisdg
Ay 450 - 499 1
oy 500 - 549 1
4j 550 - 599 7
Ay 600 - 649 11
Ag 650 - 699 15
Ae 700 - 749 12
Aq 750 - 799 15
Ag 800 - 849 2
By 850 - 899 3
Aq0 900 - 949 1
By 950 - 999 2
n
OUsszesen: E: ki =70
1

esemény relativ gyakorisdga 78 az {5 £ X < 7} esemény re-

lativ gyakoriséga gg »az {X < 7} esemény relativ gyakori-
sdga 33 és mivel a relatfv gyakorisdgokra érvényes Sssze-

fliggések a valdszinf@iségekre is teljeslilnek, fenndll, hogy

P(X< 7) =P(X <5) +P(5< X<7)

3. Az eléforduld valészinliségi valtozdk csak véges ér-
téket vesznek fel; az {X <+ oo} eseményt biztos esenény-

nek, az {X < - °°} eseményt lehetetlen eseménynek tekint-
jlik, tehdt:

F{(+ @) = lim F(x)

|1}
—_

X —> oo

F{- =) = 1lim F{x)

1}
[e
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. A gyakorlatban eléfordulé valészinfliségi valtozdk leg—1
tobbszbr nemcsak végesek, hanem korlétosak is; ez azt jelen-
ti, hogy léteznek olyan k és K szdmok: -~o2 < k £ XK < + oo,
amelyekre F(k) = 0, F(K} = 1. Ha pl. X a kockdval dobott
pontszédmot jeldld valdszinlségi vdltozd,; akkor :

F(1) = 0, F{(7) =1

A kockadobds pontszémét jeldld X valdszinfiségi vdltozd el-
oszldsfliggvényét kdnnyen megkonstrudlhatjuk. Ha az 1,2,3,:4,
5,6 értékek mindegyikét —%— valészinﬁséggéi veszi fel, akkor
. az {X<x} esemény valészinfisége, azaz F(x) értéke annyiszor
~%— ahdny szdm esik x-t81 balra az 1,2,3,4,5,6, szdmok k&ziil.
?2l§égleésfﬁggvényt ekkor az aldbbi lépcsds fiiggvény szem-

Fooy
1
: T
]
1}
1
1 I
i
1 2 3 4 5 &6
19. dbra
Ha a P{a< X<b) = F(b) - F(a) kifejezésben a-t r8&gzitjik,

b-t pedig_a—hoz kdzelitjuk, kapjuk:
F{(a + 0} -~ F(a} = P(X = a}

ha viszont b-t rdgzitjiik és a-t k&zelitijilkk b-hez, akkor az
F(b) - F(b = 0) = 0 ’ |

eredményre jutunk.

4 .Az utébbi Osszefiiggés is mutatja, hogy az eloszlds-
fliggvény balrél folytonos x minden értékére. Az eloszlds-
fliggvény jobbrél nem folytonos minden olyan x = a pontban,
amelyre P(X = a) # 0.

Ilyen pontokban az eloszlésfiiggvénynek P(X=a) nagysdgd ugri-
sa van. A kockadobds esetében az a=12,3,4,5,6, pontokban
P(X =a) = —%—, ezekben a pontokban, mint a 19. dbrdn l4thatd,
az eloszldsfliggvénynek —%— nagysdgd ugrdsa van. ' '
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Hasonldéan lépcsés (szakaddsos) fliiggvény az eloszlésfuggvény,
ha X egy adott hdénap vagy év csapadékos napjailnak szdmdt je-
lenti, amelynek értéke k¥ = 0,1,2,... lehet. Ebben az eset—
ben az ugrdsok nagysdga természetesen 4ltaldban nem egyfor-
ma. Az F{x) eloszlésfiliggvény ugrdsa az x = k pontokban az

{X = k} esemény valészinliségével egyenld.

A valdészinliségeloszl4dst szemléletessé tehetjiik az
aldbbi analdgidval. Képzeljilk el az x tengelyt végtelenil vé-
kony drétnak, amelyen egységnyi tdmeget oszlatunk el. A drét
kiildnbdzd szakaszaira jutd tdmegmennyiség igen vdltozd le-
het. Lehetnek olyan szakaszok, amelyekre egydltaldn nem jut
tdmeg, egyes izoldlt pontok pedig pozitiv mennyiségl tomegek
horodzéil lehetnek. Ha F{x) az x ponttdél balra jutd tdmeg
mennyiségét, akkor F(x) az eloszldsfliggvény tulajdonsdgai-
val rendelkezik. Az (a,b) intervallumba jutd tdmeg mennyi-
sége F{b) - F{a), ami annak valésziniliségével ekvivalens,
hogy az X valészinfiségi vdltozé értéke az {(a,b) intervallum-
ba esik, csak t&meg helyett valdszinlséget kell gondolnunk.

Diszkrét eloszléds esetén csupdn azokban az X, pontok-

ban helyeziink el tbmeget; amelyekre P(X=xi)=pi>'0's a to-
meg nagysdga éppen Py - Ilyen értelemben beszélhetiink vald-

szinliségtdmegrdl. Litni fogjuk, hogy ez a mechanikai szd-
haszndlat a valészinlségelmélet mads fogalmaira is kiter-
jeszthetd.

2.1.2 A tobbdimenzi6s eloszlas fogalma

Sok esetben valamely jelenséggel kapcsolatban két vagy
t3bb valészin(ségi vdltozdét egyidejiileg kell vizsgdlnunk.
Ha pl. arra vagyunk kivdncsiak, hogyan fligg a Duna vizdlla-
sdtél valamely partmenti terileten a talajvizszint, akkor a
Duna vizdlldsdt X-szel, a talajvizszinttet Y-nal Jeldlve
vizsgdljuk_az (X,Y) valészinﬁségl vdltozdépdr vagy misként
nevezve a % = {X,Y) véletlen vektor eloszldsadt, mert ez szol-
gdl kiinduldsi alapként az Usszefliggés felderitésére.

Ha egyidejleg egy folyé vizdllédsdt, a lehullott csa-
padék mennyiségét és a talajvizszintet vesszik szemigyre,
akkor beszélhetlink az

X = (XT'XZ'X3)
véletlen vektor eloszldsdrdl, amelyet az X1,X2 és X3 vald-

sziniiségi vdltozdk egyilittes eloszlédsdnak is szokds nevezni.
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Ha egy X mennyiségre vonatkozdlag n szami mérést vég-
ziink, amelynek eredményei az X1, 2,...,X mennyiségek, ak-

kor vizsgdlhatjuk ezen méré51 eredmények egylittes eloszlé-
sdt, azaz az

X = S SN N

véletlen vektor vagy valészinlségi vektorvdltozd eloszldsdt.
Még gyakoribb, hogy az (X1,X2,...,Xn) véletlen vektor he-

lyett egy Y = f(x1,X2,...Xn) valdszinliségi vdltozd eloszlé-

sa érdekel benniinket, ahol f egy n-vdltozds fiiggvény. A ma-
tematikai statisztika legfontosabb teriiletein: a becslés-
elméletben ‘és a statisztikai hipotézisek vizsgdlaténal 1lyen
tipusd, véletlen argumentumi fliggvények eloszldsa elsb8dle-
ges fontossdgu.

Foglalkozzunk elészdr a kétdimenzids véletlen vektorok
eloszlédsédval. Legyenek X és Y valdszinliségi vdltozdk és te-
tekinsik az (X,Y) véletlen pont sikbeli eloszldsdt.

Jelsljlik P(a < X-(az, b1 £ ¥ < b )-vel annak valdé-
szinliségét, hogy a véletlen pont, Vagyls ag = (X,¥Y) vélet-
len vektor, a fent szerepld szdmokkal megjeldlt téglalapba
esik:

A&
N

a, a3, X

20. dbra

Ha ismerjiik ezt a valészinlséget minden a1,a2,b1,b2 szdm

esetére, akkor azt mondjuk, hogy ismerjik az X és Y vald-
szinliségi vdltozdk egylittes eloszldsit.
Az X és Y vdltozdk egylittes eloszldsfliggvényét a

H{x,y} = P(X < ¥, Y < y)

reldcié definidlija.
Kénny(d beldtni, hogy

(2.1) Pla; 2 X <a2, b1é ¥ £ bz) =
= - - =
= H(az,bz) H(a1,b2) H(az,b1) + H(a1,b1) 0
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amely 8sszefliggés mutatja, hogy a H(x,y) kétvdltozss elosz
ldsfliggvény ismeretében tetszdleges sikbeli téglalap valé-
~szinliségi mértékét meg tudjuk hatdrozni.

Bizonyfitds nélkiil megemlitjiik, hogy H(x,y) mindkét vil-
tozdéjdnak monoton nemcsdkkend fiiggvénye, tovédbbd

(2.2) H{+o°,+) = 1, H(x,~°) = H{-oo,y) = 0

A kétdimenzids valészinfiségeloszlds matematikai tdr-
gyaldsa lényegében teljesen analdg a sikbeli tdmegeloszlds
vizsgdlatdval, ha egységnyi tbmeget képzeliink eloszlatva az
{X,Y) sfkon. Egy adott téglalapba es8 tdmeg mennvisége azon
esemény valdszinliségének felel meg, hogy az (X,Y) véletlen
- az illetd téglalapba esik. A H(x,y) fliggvény adott (xo,yo)

pontbeli értéke most y< y, végtelen sfknegyedbe esik.

Ha ismerjik az (X,Y) pdr (x,y) egylittes eloszldsfiiggvé-
nyét, ebb8l kdnnyen megkaphatjuk az X, ill, y valészin(ségi
vdltozdék F(x}, ill. Gly) eloszlésfiiggvényeit, az un. vetiilet
vagy peremeloszldsokat:

(2.3) H{x,+o0) = P{X<X, ¥ < + o0) =P (X< x)

= F(x)
H{+o0,y) = P(X<+o00, YL y) = (¥Y<y) = G(y)
Ha a (2.1) formuldban a; = x,, b, =y, a, = + 9,

b2 = + o= értékekekt helyettesitiink, akkor a (2.2) és (2.3)
formuldk alapjdn a '

(2.4) PX>x, Y>y) =1 - F(x) - G(y) + H(x,vy)

Gsszefliggés addédik.

Szdmukra az alkalmazdsok szempontjdbdl legfontosabb az
az eset, amikor mind X mind Y folytonos eloszldsdak f(x),
iil. g(y) sdrlségfiiggvénnyel és a Z = (X,Y) véletlen vek-
tor folytonos sikbeli eloszlédsu.
Ez esetben, a folytonos tdmegeloszlds analdgidjdra az (x,y)
pontbell valészinfiség sfir(ségét egy kétvadltozés h(x,y) filigg-
vény segitségével adjuk meg, amelynek geometriai képe egy
kétvdltozéds feliilet. Ha létezik olyan kétvdltozds h(x,y)
filggvény, amelyre h(x,y) = 0 tovdbbd [/ h(x,y)dx = 1, akkor
h(x,y) kétvdltozés slrlségfliggvény és annak valészindségét,
hogy az (X,y} véletlen szdmpdr a sik egy adott T tartomdnyd-
ba esik, a h(x,y) filggvénynek a T tartomdnyra szdmftott
kettés integrdlja szolgdltatia:

P((X,Y)€T) = [/ nhix,y)dx dy
SO
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21. &bra

Ha a tartomdny az (X <x, Y<y) sfknegyed, akkor

Xy
(2.5) P{X < x,Y < y) = J/ hiu,v)du av = H(x,y)
s -]
vagyis a kétvdltozds eloszldsfliggvényhez jutunk.
Fenndll tehdt a k&vetkezd Ssszefliggés a kétvéltozds
eloszldsfliggvény és a silrdségfiggvény kdzdtt:

2
— 'E
hix,y) = ;}JXH(IEJ Y)

Tehdt a kétvdltozds slriségfiiggvény {(ha létezik) a kétval-
tozds eloszlédsfiliggvény vegyes parcidlis derivdltija.

A hix,y) kétvaltozds slir(ségfiiggvény ismeretében meg-
hatdrozhatjuk az X, ill. Y vdltozdk perem eloszlésfiiggvé-
nyeit, illetve a perems(riiségeket az aldbbi Osszefiiggések

alapjén:
X oo %

F(x) = H(x,+ ) = f]‘h(u,v)du av =f[f hiu,v}dv] du
G{y) = H(+ oo ,v) =Tfyh(u,v)du dv =Yf [ja'c hiu,v)du] av -

Ezekb8l az Osszefiliggésekb8l differencidlds utén nyerjtik az
X, ill. ¥ vdltozdk striségfiiggvényeit:

{2.6) £{x) = F'{x) = [ h(x,v) dv

=09 oo

(2.6") gly) = G'(y) = [ h{u,y) du

-0
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2.1.3 Feltételes eloszlas- és slirliségfiiggvény

Az eseményekre vonatkozdélag értelmeztilk a feltételes
valdszin(séget; ennek alkalmazdsdval meghatdrozhatjuk az
egyik vdltozd feltételes eloszldsfiiggvényét a mellett a fel-
tétel mellett, hogy a mdsik vdltozdé bizonyos értékeket vesz
fel: |

. _P{X < x,¥ < vy} . _H{x,v)

PX<x | ¥ <y) = P(Y < Y) G(y)

P(x,< X < x,,Y < y)
P{Y<y | X8 X<x, = P(x1<X<x2} =

= H(ery) - H(X1;Y)

F(xz) - F(x1)

P(X2x,¥Y<y) _ Gly) - H(x,¥)
P(X > x) 1 - F{x)

P{Yy<y | X 2 x)

Ez utébbi formuldndl kdzvetleniil beldthats, hogy az {X 2x,
Y <y} esemény az {¥ <y} és {X<x, Y < y} események kii-

18nbsége, a mdsodik.eredmény viszont része az elsének és
igy a valdsziniliségiik kiildnbsége képezhetd.

A nevezd8rdl mindig fel kell tenni, hogy a zérustdl kii-
16nbézik.
az {X = x} eseménynek folytonos vadltozd esetédn ugyan O a
valdszinlisége, azonban sziiksége mutatkozik annak, hogy e fel-
tétel mellett is meghatdrozzuk Y eloszldsdt. Bizonyos meg-
szoritdsok mellett ez sikeriil is, éspedig a kdzépsd formu-
14b61l. frijunk abban x, = x és Xy = X + Ax értékeket, majd
osszunk mind a szémléiéban, mind pedig a nevezdben Ax-szel:

Hix +AX!Y) - H{x,vy)
AX

Fix + Xx) - F(x)
Ax

P(Y <y | x<€< X< x + AX)=

Ha Ax -» 0 esetén a nevez8ben 4116 kifejezéds az f(x) # 0
hatdrértékhez tart, a keresett feltételes eloszldst kapjuk:

__QH(X,¥)
(2.7) Gly I x) = P(Y<y|X =x)= — raf}?x)

~le’l(x,v} av

S hix,v) dv
-
Ez utdébbi el8d1llitds mutatja, hogy valdban eloszlésfiiggvény-

hez jutottunk: G{y ! x) monoton nem csdkkend fiiggvény, amely-
nek értéke a - o -ben 0, a + o =ben 1. A feltételes sirtiség-
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figgvényt differencidldssal kapjuk:

(2.8) gty Ix) = 2&lrlxl . )

Hasonldan X eloszlds- ds slrlségfiiggvénye az Y = y feltétel
mellett x
J hiu,y)du

(2.9) F(xly) = “};h(u,y)du

- oo

és
hix,y)

(2.10) F(xly) = ‘TFETET§T_33

a nevezd mindkét esetben az Y vdltozd slrlségfiiggvénye, az-
az gly).

Az eddigiekben azzal az esettel foglalkoztunk, amikor
mindkét vAdltozd folytonos. Egyszeriibb a helyzet, ha mindkét
vdltozd diszkrét. Erre nézve nincs egydntetlien kialakult je-
1561ésméd, hanem a feladattdl fiiggBen vdlaszthatjuk azt meq.

Legyen mind X mind Y diszkrét eloszldsu és lehetséges
értékeik legyenek a nemnegativ egész szdmok. Szokdsos az
értékpdrok valészinfiségeire a kdvetkezd jeldlds:

P{(X =k, ¥=1) =r k.1 =0,1,2,...

kl
Y r = 1
k1 kl

Ezekb6l a mennyiségekb&l a gyakorlatban felmeriils események’

valdszinlisége meghatdrozhatdk. A peremeloszldsokra és az
eloszlasfiiggvényre a kdvetkezbket nyeriiik:

(2.11) P(X = k) = Py =§ £ { Zpk = 1)
(2.12) P(Y = 1) = q =£ ry, (2Zap =1
k-1 l:i
(2.13) H{k,1) = P(X<k, ¥Y<1) =% Zrij(h 1=1,2..
i=0 j=0
Néhdny feltételes valdszinlség:
r r
P(Y =1]Xx = k) = —X  , p(x =k |y =1) = KL
Py eS|
k-i 1
2 r. .
2 2L T
P(X<k | 1,&v<1) = 2203511
1 2 I,
2. a.
3=1 )
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A matematikai statisztikdban sziikségiink lesz kettdnél
tilbb dimenzids valdszinlségi vektorvdltozdk vizsgdlatdra.
Ha X1, X2""’Xn valamely véletlen mennyiségre vonatkozd

n szdmi mérés vagy megfigyelés eredménye, akkor ezeket a
'vdltozdkat egy
X = (X Xy, 00X )

n-dimenziés véletlen vektor komponenseinek tekintjiik. X most
az n-dimenzids tér véletlen helyzetf pontja. Az X vektor
eloszldsdn az X1,X2,...,Xn vdltozdk egyilittes eloszldsdt

értjlik. Vizsgdljuk azt az esetet, amikor a szd&ban forgd
valdszinliségi vdltozdédk folytonos eloszlédsdak. Az xq,xz,...x

valészinliségi vdltozdk egyliittes eloszldsat a
= Y
H(x1,x2,...,xn) P(X1 x1,X2<Ix2,...,Xn < xn)
n~dimenzids eloszlédsfliggvény, vagy - ha létezik - a
BnH(XT,xz,...,xn)
qu 3x2...3x

h(x1,x2,...,xn) =
n
n-dimenzids slrlségfliggvény segitségével jellemezhetiiik.

Az n szdmi valdszinidségi vdltozd egylittes eloszl4sfiigg-
vénye tehdt az {Xi < xi} (i =1,2,...,n) n-szdmi esemény

egyeidejl bekdvetkezésének valészinliségét adja megq.
Az n-dimenzids H(x1,x2,...,xn) eloszléasfiliggvény mind

az n vdltozdjdnak monoton nem csBkkend fliggvénye &s minden
vdltozéjdban balrdél folytonos,—H{x1,x2,...,xn) = 0 ha bdr-

mely vdltozdja helydbe - o0 -t irunk (ha ugyanis Xy helyébe
- o -t f{runk, akkor az {Xi < = c0} esemény is be kellene,

hogy k&vetkezzék, ami lehetetlen esemény), tovédbbd H(+ o,
+ ..., 90 ) =1 (H értéke tehdt csak akkor, ha mindegyik
védltozéja helyébe + o -t frunk). __

Annak valdszinilisége, hogy az X n-dimenzids véletlen
vektor végpontja az n-dimenzids tér egy eléirt tégldjdba
essék, azaz a

<< < <
P(a1 = X, < b1, a, = X b a_ = Xn £ bn)

1 2 2 2’ “n
valészinliség kifejezhetd a H{x1,x2,...xn) eloszldsfiiggvény

segitségével. Ez azt a kézenfekvé kikdtést is jelenti a H
fligvénnyel szemben, hogy a fenti valdszinfiségek H értdkei-
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vel valé kifejezése nemnegativ kell legyen. Pl. n = 3 esetén
a H figgvényre teljeslilnie kell a kdvetkezd feltételnek:

Z

22. 4bra
H(azrbzlcz)_ﬂ(a1lbzlcz)-H(a21b1 fcz)-H(azrb21c1)+
+H(a1,b1,c2)+H(a1,b2,c1)+H(a2,b1,c1)—H(a1,b1,c1) Z0
Ha van olyan h(x1,x2,...,xn) 2 0 n-vdltozds filiggvény, hogy
az n-dimenzids tér tetsz8leges E tartomdnya esetén
P(X €E) = ff.E.. fh(xi,xz,...,xn)dx1dx2.. ~dx

akkor i'folytonos eloszldsd és a H(x1,x2,...,xn) és h(x1,x2,
""Xn) fliggvényekre teljesiil a (2.2) és (2.3) reldcid, vala-

mint a (2.5) formuldval ekvivalens:
x1x2 %n
{2.14)]] -ol hity,ty, ..., t, )t dt

~09 -00

2...dtn

= H(x1rxzr---rxn)

és

oo oo oo
(2.15)_4-:[0..._!0h(x1,x2,...,xn)dx1dx2...dxn = 1
A (2.7) ill. (2.8) formuldk kbnnyen dltaldnosithatdk tdbb-,
dimenziés eloszlédsok esetére, csak X ill. Y helyébe vélet-
len vektorokat kell helyettesiteni &s természetesen agz

£(x), gly) £(x y), gly x) figgvények mindegyike X ill.Y di-
menziéjdnak megfeleld szdmi argumentummal biré tObbvdltozds
figgvény.
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Ha pl. a=z X1,X2,...Xn vdltozdk egylittes eloszlédsa foly-

tonos eloszlds, akkor az X1,X2,...,Xk vdltozdk egylittes fel~-
tételes eloszlésfiiggvénye azon feltétel mellett, hogy Xk+1
= xk+1,...Xn = kn

H(x1,x2,...,xk |xk+1,...,xn)

a kdvetkezd® hatdrértékkel értelmezhetd:

H(x1,x2,...,xkl Xk+1""'xn)

= 1lim ... lim P{X1<(x1,...,Xk < x

k’
Axk;v1 0 Axn—— 0

A XS X < x o+ AX
n n n

Xpsq = Xyaq <¥pug Ka1? "
A megfeleld feltételes slrlségfliggvény:

’dH(x1,...,xk | Xk+1""’xn)

= h{x1,...,xn ka+1...xn) =

,ax .. 'BX
11’ ¥ ];
h- (:{1 LA '::}1}

Xy yqree xp)

ahol az (n-k) vdltozd g filiggvény az X7 Xk+2""’xn val-

tozdk egyiittes sfirliségfiiggvényét jeldli.
A tSbbdimenzidés feltételes slirliségek fontos szerepet jdtsza-
nak a regresszidanalizisben.

Tsbb valdszinliségi vdltozd egyiittes eloszldsdnak isme-
retében most egy igen fontos fogalmat, a valészinilségi vdl-
tozdk fiilggetlenségét értelmezziik.

Definicid.
Az X1,X2,...,Xn valészinliségi vdltozdkat teljesen fiig-
getleneknek nevezzilk, ha tetszdleges a, < bi (i = 1,2,...,n)
sz4dmok esetén
a £ b

Pla,<X, <D < X < X < b)) =

1 ) 2 2118 =

= < Pd
P(a1 < X1 < b1) P(a2 < X2 £ bz)... P(an__ Xn< bn)
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Specidlisan a; = - oo, bi = X vdlasztédssal (i=1,2,...,n)

1! X2 < xz,..

= P(X1 < x4 P(X2 < X5) .. P(xn< xn)

P(X1 < x .,Xn < Xn) =

azaz:
(2.16) H(x1,x2,...,xn) = F(x1)F2(x2) . en Fn(xn)

Mds széval n szdmd valdszinliségi vadltozdt akkor neve-
ziink teljesen fiiggetlennek, ha egyiittes eloszlédsfiiggvényik
az egyes vdltozdk eloszldsfiiggvényeinek szorzatdval egyenld.-
Ha a v&ltozdék folytonosak, egylittes eleszldsuk is folytonos
eloszlds, s akkor a filiggetlenségb8l kdvetkezik, hogy egylittes
sfirdségfiiggvényiik is az egyes vdltozdk slriségfliggvényeinek
szorzata:

(2.17} h(x1fx2,...,xn) = f1(x1) f2(x2) ‘e fn(xn)

A fliggetlenség fogalma szdmunkra azért is kiildnds fon-
tossdgy, mert a matematikai jé1 kidolgozott médszerek . tdl-
nyomé részben fiiggetlen valészinliségi vdltozdkra vonatkoz-
nak. Statisztikai médszerek kidolgozdsa nem filiggetlen valé-
szinliségi vdltozdk esetére egyike a matematikai statisztika
legsiirgésebb feladatainak, amely irdnyban jelenleg is inten-
ziv kutatdsok folynak.

Annak tapasztalati tdton valé elddntése, hogy adott X0
X2,.
matematikai statisztika feladata. Erre vonatkozdé médszereket
a 6. fejezetben ismertetiink.

el X valdszinliségi vdltozdk valdban fliggetlenek-e, a

2.1.4 Valészinfiségi valtozod monoton fiiggvényének eloszlasa

A gyakorlatban eléfordul, hogy ismerjiik valamely X va-
1észinlségi vdltozé eloszldsdt és sziikséglink van az X val-
tozdé adott Y = ¥ (X) filiggvényének eloszldsdra. Az Y vdltozd
természesen ugyancsak valészinlségi vdltozd. Az Y vdltozd
eloszldsét egyszerfien meghatdrozhatjuk X eloszldsa alapjén,
ha az X és Y kdzdtti fliggvénykapcsolatot kifejezd Y = ¥ (X)
fliggvény monoton névekvd vagy csbkkend és differencidlnatd
fliggvény, tehdt létezik az inverz fiiggvénye. Ez esetben ugyan-
is, X eloszlésfiiggvénye F(x), akkor az Y vdltozd eloszlés-
fliiggvényét G{y)-nal jeldlve:

-1 -1
Gly) = P(Y<y) = P [w(X) < yv]= P[x<y )] = Fly (v)]
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Ha az X vdltozdnak létezik a siiriségfliggvénye és az £(x},
akkor az Y vdltozd slirfségfliggvénye:

—1
(2.18)  g(y) =dd§=(y) - d[Fray; ()]
= =1 d v (y)
=ty )} -
Ha pl. Y = aX + b, azaz y(x) = ax + b és X slrdségfiigg-

vénve f (x), akkor
(2.19) x = ()9_1(1,) - _ Y- b

a
_ 1 Yy - b
gly) =y £ PO
Ha Y = ex )
) -1

azaz y = y(X) = ™y k= Y {y) = Iny

» S

(2.20) g{y) Vi f(1n y)

2.1.5 Két valoszinfiségi valtozé osszegének eloszlasa

Elébb a folytonos eloszldsd vdltozdk esetét tdrgyalijuk.
Legyen az X és Y folytonos valdsziniiségi v4dltozdk egyiittes
sriségfliggvénye h(x,y). A Z = X + ¥ eloszldsfiiggvényének
meghatdrozdsdhoz az

{z <2} = {x+ Y<z]
esemény valdszinliségét kell meghatdrozni minden z-re. Ez azt
jelenti, hogy a hi{x,y) stirlségfiiggvényt integrdlni kell a
siknak ama T; tartomdnydra, amelynek pontjaira az x + vy < 2z
feltétel teljesiil. Teh&t ha z eloszldsfiiggvényét K(z)-vel
jeldlijiik, akkor

K(z}) = P(Z < z) = Jh(x,y}‘-dx dy

T2

Az integrdlt ugy is kiszdm{thatjuk, hogy régzitett x~re
eldszbr y szerint integrdlunk a (-oco, z~-x) intervallumban,
majd x szerint a (- oo, + o )} intervallumon, vagyis a ket-
tés integrdlt kétszeres integrédlra vezetjik vissza:

m, Z2—X
(2.21) K(z) = [ ( [ hix,y) dy)ax
~00

- o0

58



Ha X és Y fliggetlen valészinliségl vdltozdk, vagyis

hix,y) = £(x) . aly)
akkor

(2.22) K(z) = j'f(x) ([ g(y)dy)dx

Itt azonban a belsd 1ntegrél az ¥ vdltozd eloszlésfuggvé-
nyének értéke a z-x helyen, vagyis

(2.23) K{z) = ‘f G(z -x) £(x) dx

- 00

Ebb8l a slrlségfliggvényt z szerint differencidldssal kapjuk:
oo
(2.24) XK' (z) = k(z) = [ glz - x} £(x) dx

Azonos eloszlédsd, filiggetlen vAltozdk esetén, vagyis, ha
£({x) = g(x}, akkor X + Y sriségfiiggvénye
oo

(2.25) k(z) = [ f(z - x) £(x) dx
- '
Az Osszeg eloszldsdt illetben a diszkrét esetben csak flig-
getlen vdltozdkra jegyezziik meg a kdvetkezdket:
Legyenek X lehetséges értékei XyrXpreee s Az X-t81 flig-

getlen Y lehetséges értékei Yqr¥yreoer és jeldljilk az érté-
kek valdszin(ségét a kdvetkezd méddon:

P{X = xi) = pi {i=1,2,...)

P(Y=Yj) qj {(i3=1,2,...)

Ekkor a 2 = X + y vdltozdra érvényes

(2.26) P(z2 z) = P9,
xgvyg=z 7
vagyis az Osszegezést mindazon (i,j) indexpdrokra kell kiter-
jeszteni, amelyekre X; * Yj = Z.

Ha z nem &l1{thatdé elé ilyen ®Bsszeg alakjdban, akkor a vald-
szinlsége 0.

Legyenek mind X mind Y lehetséges értékei a nemnegativ
egész szdmok. Akkor a Z2 = X + Y vdltozé értékkészlete szintén
a nemnegativ egész szdmokra terjed, és a valészinlségek a
kovetkezék:

k

(2.27) P{Z = k) = 2 PGy

i=0
ahol most

p, = P(X = 1), q, = P(Y = J)



2.1.6 Két fiiggetien valdszinfiségi valtozd szorzatanak
és hanyadosanak eloszlésa

Legyen X sfirfiségfliggvénye f(x) és az X-t8l figgetlen
Y srségfiiggvénye gly). Jeldlje T§ az (x,v) sik azon tar-
tomdnyat, amelynek pontjaira xy < z mig Té azt a tartomdnyt,

amelynek pontjaira 2_ <« z; ekkor nyilvénvaldak a kdvetkezd
bsszefliggések: 4

R(z) = P(XY<z) = J[ £(x) gly) dx dy
TZ
s(z) = P(=-<z) =f[£(x) gly) ax ay
TZ
Ha Y csak nemnegativ lehet: Y 2 0, vagyis gly) = O,

ha y € 0, akkor az 8sszeg eloszldsdnak meghatdrozdsdra al-
kalmazott meggondoldssal az eloszlds-, ill. slrliségfiigg-
vényekre a k&vetkez8 kifejezéseket kapjuk:

oo z/y oo
(2.28) R(z) = [aw)[ [ £(xax]ay = [ F(~§~) gly)dy
] —co 0
oQ z _ o<
(2.29) s{z) = fg(y)[f:{ f(x)dx ] dy = [ Flzy) gly) dy
0 —0 0
(2.30) r(z) = R'(z) = [ £(-2) gly) —— dy
5 y %
{2.31) s(z) = 8"{z) =

[ v £(zy) gly) dy
0

Ha Y negativ értéket is felvehet, akkor a kévetkez8kép-
pen alakulnak a slrdségfiiggvények:

oo
(2.32) riz) =ff(%) giy) |—;Tdy

(2-33) s(z) = [lyl £(zy) g(y)dy

2.1.7 Valosziniiségeloszlasok jellemz6 adatai

Valamely valdszinfiségli vdltozdé ingadozdsdnak tdrvény-
szerliségeit az eloszldsfiiggvény vagy (ha létezik) a slrl-
ségfiiggvény segitségével tudjuk pontosan megfogalmazni.

A gyakorlat szdmdra sokszor elegend$ (és sziikséges), hogy

a valészinlségeloszldsrél néhdny jellemzd szdmadat segitsé-
gével szemléletes Attekintd képet nyerjiink. Utaltunk mar a
valészinliségeloszlds &s a tdmegeloszlds analdgidjdra. A to-
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megeloszldssal kapcsoclatban rendszerint elésorban az érde-
kel benniinket, hogy hol van az eloszlds sdlypontja, centruma,
mdsrészt, hogy milyen szorosan tdmdriil a tdmeg a sdlypont
k&riil, amire az inercianyomaték utal. Hasonlé médon, a va-
lészinfiségeloszldssal kapcsolatban is elsédleges érdekessé-
gli, hogy mely érték kdril tdmdrilnek a valdsziniliségi vdlto-
26 felvett értékei, hol van a valdszinfiségeloszléds sidly-
pontja, amelyet vdrhatd értéknek neveziink. Ugyancsak érde-
kel benniinket, hogy a valdszin(iségi valtozd értékei mennyi-
re szorosan ~ mint kdzéppont - kériil révid vagy hosszd in-
tervallum fogja tartalmazni a valdszinliségi vdltezd felvett
értékeinek nagy szdzalékdt (mondjuk 70-90 szdzalékat). A va-
lészinliségeloszldssal kapcsolatban az inercianyomatéknak
megfeleld fogalom a szdérds, ami lényegében a valdszindségi
vdltozd értékeinek a vdrhatd értéktdl vald négyzetes dtlag-
eltérése.

A varhatd értéken és a szdérdson kivil egyéb numerlkus
jellemz&kkel is meg fogunk ismerkedni.
Megadunk korldtszdmot, amelyek kdzre fogjdk a valdszinlségi
vdltozd értékeinek 25, 50, 75 %-4t, tovédbbd olyan mérdészdmot,
amely az eloszlds szimmetrikus vagy aszimmetrikus voltat
jellemzi. Vizsgdlni fogjuk t8bb valdszinliségi valtozd érté-—
kei k&zdtti sztochasztikus kapcsolat mérészdmait.

a) A vdrhatd érték fogalma és tulajdonsdgai

Valamely valészinlségeloszlds vdrhatd értékének vagy
centruménak kiszdmitdsa a tOmegeloszlds slUlypontjdnak kiszd-
mitdsdval analdg médon térténik. Legyven X diszkrét eloszléd-
st valdszinliségi vdltozs, amelynek lehetséges értékeit je-
181jik az XyrXoreoorXopons szdmokkal és legyen

P(X = x) =p,  (ks1,2,...)

Definicid:
A diszkrét eloszldsd X valdszinldségi vdltozd vdrhatd

értékén, amelyet E(X)-szel jeldliink, a kdvetkezd kifejezést
értilik:

(2.34) E(X) =} X P
k

amennyiben a [xklpk Osszeg véges érték, azaz ha az |Xbnek
k

is létezik a vdrhaté értéke.
Tekintettel arra, hogy Py = 1, ldthatjuk, hogy diszk-
rét eloszldsd X valdszinlségi vdltozd varhatd értéke az
X lehetséges értékeinek siloyzott szdmtani k¥zéparéinyosa,
ahol a sulyok az egyes értékekhez tartozéd valészin(iségek.
Definfcié:

Ha X folytonos eloszldsG valdszinliségi vdltozd f(x)
sir@ségfliggvénnyel, akkor X vdrhaté értékét a folytonos td-
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megeloszlds stlypontjdnak analdégidjdra az

o

(2.35) E(X) = J x £(x)dx

—-oa
kifejezés értelmezi, feltéve, hogy az improprius integrdl

4
abszolut konvergens,
o

azaz fIX| E(x)dx < + oo
-0
A vdrhatd érték néhdny fontos tulajdonsdgat fejezik ki
az aldbbi tételek.

1. Tétel:
Allandd vdrhatdé értéke Snmaga:

E{c) = ¢

Bizonyitds: -
A ¢ 4llandé ugy tekinthetd, mint olyan valészin(ségi

vdltozé, amely az egyetlen c értéket 1 valdsziniséggel veszi
fel, tehdt a vérhatd érték definicidja alapjdn
Ef{fc) =¢c . 1 = ¢

2. Tétel:
Ha X korldtos valdszinl(ségi vdltozd, azaz

a<X=<hb
akkor létezik a vdrhatd értéke és
a <E(X) = b

Bizonyitds:

Ha X diszkrét valésziniliségi vdltozd KyrXyreoor X, lehet~-
séges értékkel, s az egyes értékeit rendre PqrPyreeesP vals-
szinfiségekkel veszi fel, akkor, mivel az RysXogreosrX oun ér-

tékek mindegyike az a és b hatdrok kdzé esik:

= <
a ap, + a,P, Fe.n < x1p1 + X,Py +... __.bp1 + bp2 te..

azaz a aZpi_éinpi < b Zpi = b

Ha X folytonos eloszldsd, akkor

a=a [f(x)dx = fa £f(x)dx<fx £(x)dx<fb £(x)dx =

—y

b—f f(x)dx = b

Megjegyezziik, hogy a £ X <b esetén

b
éf fi{x)dx = 1
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3. Tétel:
Ha ¥ = aX + b, azaz az Y valdésziniliségi vdltozé az X
valdészinlségi védltozdnak linedris fliggvénye, akkor

(2.36) E(Y) = E(aX + b) = a E(X}) + b

Bizonyitds:
Ha X diszkrét eloszldsd KyrXyreon lehetséges értékek-

kel, amelyeket rendre PqrPorse. valészinliséggel vesz fel,

akkor az Y valdszinfiségi vdltozd lehetséges értékei az

ax1 + b, ax2 + b, ... szdmok, amelyeket ugyancsak rendre

PirPoree- valdszinfiségekkel vesz fel, teh4t
E(Y) = Z(axk + blp, = a % X Py + b E P = aE(X) +b
feltéve természetesen, hogy a Zka!pk sor konvergens,
k

azaz |X|-nek létezik vdarhatd értéke.

Ha X folytonos eloszldsd f(x)} slr(ségfliggvénnyel, ak-
kor X = x esetén Y = ax + b és Y slr@iségfiiggvénye az (2.20)
formula alapjén: :

1
lal

y - b
gly) £ ()

ppt:

Y f(Y;—b) dy

8

E(Y) =_fy gly)dy = ,—;l—

_Z_é_é_ = u helyettesitéssel

E(Y) = 1or [ (au + b) £(wdu = a [ u f(wau
T+ pffwau=aEE® +b

Specidlis esetenként megemlitjiik, hogy ha Y = X - E(X)
akkor

E(Y) = E(X) - EE (X) = E(X) - E(X) =0

Definicid: ,

Legyen az Y valdszinliségi vdltozd az X valdszindiségi
vdltozd valamely folytonos fiiggvénye, Y = Y (X}. Ekkor az Y

valészinliségi véltozé vdrhatd értéké diszkrét eloszlds ese-
tén az '

(2.37) E(Y) = ¥ yi(x)p,
k

folytonos eloszlds esetén az

(2.38) E(Y) = [ux) £(x)ax
- oo 63



formuldkkal definidljuk, feltéve, hogy az Osszegqg ill. in-
tegrdl abszolit konvergens.

Analég médon definidljuk valészinfiségi vektorvéaltozdk
fiiggvényének vdrhaté értékét. Pl. folytonos eloszldsd valé-
szinliségi vdltozdk esetén, ha Y = (x1, 2,...,X ) és az x1,

xz,...,x valdszin(iségi vdltozdk egylittes surﬂségfuggvénye
h{xq,xz,...,x ), akkor
oo oo
(2.39) E(Y) =.‘£o';" _ofct,ﬂ(x1, ceesX) MRy X)) =
= dx

1,...,dxn

amennyiben az improprius integrél abszoldt konvergens.

4. Tétel:
Legyenek X és Y tetsz8leges eloszlést valészin(iségi
vdltozdk, amelyek vArhatd értékeil léteznek, ekkor

{2.40) E(X + ¥) = E(X) + E(Y)

A bizonyitdst el8szdr diszkrét eloszldsi vdltozdk ese-
tére mutatjuk meg. Legyenek X lehetséges értékei az Xq1¥oy
cenr X szdmok, Y lehetséges értékei az Yqr¥ore ¥y szdmok.
Legyenek tovdbba

P{X = x1) =Py P(Y = yj) = qj ; P(X = xi,Y=yj) = rij

(i,3 = 1,2,...)

itt tehdt az rij valdszinliségek az (X,y) vAdltozd padr egylit-

tes eloszldsédt adjdk meg. A vdrhaté érték definicidja alap-
jén

E(X + ¥) =2 2 (x; +¥3) ry4 =
ij
=3 ) x.r.. 27 Y.r.. =
ljlljlj J 13
= Z‘ Xi( Z’r Zﬁ ( Y r;
i j i i
A (2.11) és (2.12) bsszefiiggések alapjdn:
.Z r.: = P.s & T.. = d.
3 1] i ;13 5
Tehdt:

E(X + Y) =2 XP; * X v.q E(X) + E{Y)
3
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{ Folytonos eloszldsd valédszinlségi vditozdk esetén, ha X és |
Y egyiittes siirdisége h (x,y), akkor az (2.39) osszefugqés
alapjén (x,y) = X + y helyettesitéssel

E(X + Y) Jif(x + v) hix,y} dx dy =

‘-D'J 0:

T % nix,yrax ay +ffy hix,y) dx dy =

-cx)-co —(x)...cO

= J x(fh(x y)dy)dx + fy( f h(x,y)dx)dy=

-oo —y

- [x fxax + [y giy)di = E(X) + E(Y)

amibsl az 4ll1itds leolvashaté.
A valdsziniiségi vdltozdk Bsszegének vdrhatd értékére

vonatkozdé tétel teljes indukcidval tetszdleges véges szdmi
8sszeadanddra dltaldnosithatd:

(2.41) ]3(X.| + X2 +...+Xn) = E(X1) + E(X2)+...+ E(Xn)

Legyen ugyanis X = X1 + X2 ...t Xn—T; Y = Xn
és tegyllk fel, hogy a tétel n-1 Bsszeadanddra érvényes, az-
az igaz, hogy

E(X) = E(X; +...+ X ) = E(X;) + E(X )+...+E(X

n—1)

akkor a bizonyitott tétel alapjén kdévetkezik, hogy

E(X1+...+X +Xn) = BE(X) + E(Xn) = E(X) + E(Y) =

n-1 n
Sl k) + BX) =% E(X,)
L& i n T i
i=1 i=1
5. Tétel:

Fliggetlen valdészinliségi vdltozdk szorzatdnak védrhatd
értéke vaArhatd értékeik szorzatdval egyenld, azaz ha X és Y
fiiggetlen valdszinliségi vdltozdk, akkor

{2.42) E{(X . ¥} = E(X) . E(Y)
A bizonyitdst el&szér folytonos eloszldsd valészinfiségi vdl-
tozbk esetére végezziik el. Az X és Y vdltozdk filggetlensége

miatt egyiittes sfirfiségfiiggvényiik az egyes vdltozdk stxriség-
fiiggvényeinek szorzatdval egyenldé (ldsd:

2.1.3 pont) azaz
hix,y) = £(x)g(y)
A (2.39) formula alapjén yix,y) = X,¥ helyettesitéssel:
E(X.Y) j xy £ (x)g(y)dxdy —fxf(x)( fy gly)dy)dx 0

-0 = -

=/ xf{x)ax .f yg (y)dy

(o)}
w



Ha X és Y diszkrét eloszlésdak ésP(X = x,) =p, , P(Y = y.)
= qj . tovdbbd egylittes eloszlésdak:

P(X = Xy Y = yj) = rij

" akkor az X és Y vdltozdk fliggetlensége folytén

rij = pi . qj (i, 3 = 1,2,...}
Ekkor
E(XY) = X, ¥u.T.,. = Y.P.g. =
(XY) ZlE_; 1Y5%15 Ziijxlyjplqj

=Zixipi( % y9y) =0 %Py -ijjqj = E(X) E(Y)

J i

Utébbi tételiink ugyancsak kdnnyen dltaldnosithatd tetszdle-

ges véges szdmi egymdstél fliggetlen valészinliségi vadltozd

szorzatok varhaté értékének kiszdmitdsdra. A bizonyitdst

teljes indukciéval végezhetjiik miként az Osszeg esetében.
Igaz teh&t, hogy filiggetlenség esetén

{2.43) E(X1.X ...Xn) = E(X1)E{X2)...E(Xn)

2
feltéve, hogy az egyes tényezdk vdrhatd értéke létezik.

b) A feltételes vdrhatd érték

Legyenek X és Y diszkrét valdszinlségi valtozdk az
aldbbi elosgzlédsokkal:

.X1,x2,...,§n,... Y'3(1,3/2,...,yn,...
'p1,pz,...,pn,... )

X
q1rq2:---ran---

Legyen tovdbbé

P({X = Xy Y = yj) = rij {i,3 = 1,2,...)

Definicid:
Az Y valoszin(iségi vdltozdnak a feltételes varhatd
értékén azon feltétel mellett, hogy a X vdltozdé adott x

értéket vesz fel az:

X = x,)

(2.44) E(Y |X = x,) Z v.P(Y = y.

3 J ]
kifejezést értjik.
Formuldnk segitségével az Y vdltozd feltételes varhatd ér-
tékét az X vAltozd minden aktudlis értékére - mint feltétel-
re - kiszdmithatjuk. Az fgy nyert mennyiség ércéke attdl figg,
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hogy X melyik Xji értéket veszi fel, az pedig a véletlentdl -
fligg, E(Y|X) tehdt valdszindségi vdltozd, amelynek lehetsé~
ges értékei az

E{Y | X = x,) E{Y]lX = xz),...,E(Y | X = xn),...

1
Kénny( beldtni, hogy E(YI[X) az E(Y|X = x1) értékét ép-
pen p, valdszinfiséggel veszi fel.

Szémitsuk ki az E(¥IX) valdszinlségi véltozé varhaté ér-
tékét!

E[E(Y!V] = T EW¥IX=x)p,
i

Felhaszndlva a (2.44) 8sszefiiggést, az aldbbi érdekes ered-
ményt kapjuk:

(2.45) E [E(¥IX)] =0 ( Ly vyl X o= x0py) =
i

]
=Zfz y.r,. = g V. r,. =
1] ]

(Itt felhaszndltuk, hogy

P(Y = y}.( X = x,)P(X=x;) = P(Y = Yy X = xi)___ iy
Azt az eredményt kaptuk tehdt, hogy az Y védltozd X-re vonat-
kozd feltételes vdrhatd értékének a vdrhatd értéke az Y v4l-
tozé feltétel nélkiili vdrhatd értékével egyenld.

Ha X és Y folytonos valdszinlségi vdltozdk £(x), ill.
gly) silrlségfiiggvénnyel, akkor az Y vallszinfiségi vdltozd
X~re vonatkozdé feltételes varhatd értékét az

E(Y|X = x) = f hé%‘)’— = [ v glylx)dy

formuldval értelmezzuk Ebben az esetben is érvényes az

(2.46) E [B(Y|%)] - f( [y 2RI ay) £ -

—Ty [fh(x,y)dX] dy —fyg(y)dy = E(Y)

Osszefliggés.
(Feltéve természetesen, hogy a fenti improprius integ-
rdl konvergens.)

A w(x) = E(Y|X = x} fliggvényt, amely az x-v4ltozd figg-
vénye, az Y - vdltozd X-re vonatkozd regresszids g8rbéjének
nevezzik.

Teljesen analdg médon definidljuk az X valészinuségl
vdltozd Y-ra vonatkozd feltételes vdrhatd értékét. 6%



Definidlhatjuk az E(¥IX1,X2,...,Xn} feltételes védrhatd

értékét, amely. agz X1,X2,...,Xn vdltozdk fiiggvénye, tehdt n-
vdltozds fiiggvény.

Ennek a fliggvénynek az aldbbi érdekes minimum-tulajdonsédga
van: ha g(x1,X2,...,Xn) az X1,X2,...,xn vdltozdk tetszdle-

ges filiggvénve, akkor
2
(2.47) E{[x - g{X1,X2,...,Xn)] b2

2E{[¥ - E(Y1X,,X,,...,x )]

¢) A szdérds fogalma és tulajdonsdgai

Mint emlitettiik, a vdrhatd érték a valdszinliségelosz-
l4snak csak egyik szdmszerd Jjellemz&je, amely azt mondja
meg, hogy melyik az a {centrdlis) pont, amely kériil a vald-
szinliségi vdltozd értékei ingadoznak, az ignadozds mértéké-
re vonatkozdélag azonban nem mond semmit. A valdszindségi
vadltozd értékeinek a centrdlis pont kdrili szdérdddsdt a

(2.48) D(X) = + V E [ X - E(X)] 2

kifejezéssel szokds mérni. A gybkjel alatt lényegében a
valésziniségi vdltozd értékeinek a vdrhatd értéktdl vald
négyzetes 4dtlageltérése szerepel, A szérésrsl akkor be-
szélhetlink, ha létezik E(X) vdrhatd &érték, tovdhbid létezik

az [X - E(X)]2 valészinliségi vdltozd vdrhatd értéke.
Definicid:
A valdszinlségi vdltozd szdrdsnégyzete:
(2.49) D?(X) = E [X - E(X)]?

A szdrdsnégyzet kiszdmitdsit megkdnnyiti az aldbbi 6ssze-
fiiggés:

(2.50) D2(X) = E {xz - 2X E(X) + E2(x)] =
- E(x%) - 2 E(X) E(X) + E2(X) =
= E(x%) - B2 (x)

Mivel D2(X} = 0, kdvetkezik, hdgy
E(x?) = B2 (x)

A szdrdsnégyzet kiszdmitdsa diszkrét valdsziniliségi vdltozd
esetén:

2 _ _ 2 2 _ .2
D™ (X) _E[Xi E(X)] P, = lei 12 EC{X)
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¢ -

‘Folytonos valészin(aégi vdltozd esetén
2 o0 (=]

p’(x) = [Ix - E®]? fax = [x’fxiax - £X(x)
—-—00 -0

A szdrdsnégyzet fogalma segitségével az E(X) = m vdrhatéd

é¥tékének egy Ujabb igen fontos tulajdonsdgédt fejezhetjiik
ki, amelyet Steiner-tételének neveziink.

Tétel: Ha a tetsz8leges valds szdm, akkor

(2.51) E [(x - &%) = B [(x - m?]

Bizonyitds:

E [(x-a?]-e[X-n+n-a?]-

sE[(X-m?] +2m-a) BEGX-m + (m-a)’

Tekintettel arra, hogy E(X - m) - m = 0 kdvetkezik, hogy

E[(Xx-a?]l=-E[x-m?]+m-a?-=

=p%() + m- a)l:x i

Tehdt az E(X) = m vdrhaté érték a szdmegyenesnek az a pontja,
amelytdl a valdszinliségi vdltozd értékeinek négyzetes dtlag-
eltérése kisebb, mint bdrmely mds ponttdl szdmitott négyze-
tes 4dtlageltérése. ’
A (2.51) Osszefilggést Steiner-formuldnak nevezziik.
Tételek a szbérdsnégyzetre vonatkozdlag.

1. Tétel:
Ha az Y valészinlségi vdltozd az X valdszinlségi val-
tozdénak linedris fiiggvénye, Y = aX + b, akkor

(2.52) D2(¥} = a’p?(x)

Bizony{tds: _
A szdrdsnégyzet definicidja alapjén:

D2(Y) E{[(ax+b} -_E(aX+b)]2}=

E{[a x - B(a x]%}= a%e{[x - B(®]?}= a?p?(x)

2.Tétel:
Ha X és Y filiggetlen valdszinlségi vdltozdk és Z = X + ¥,

akkor
(2.53) p%(z) = p2(x) + D2 (V)
Bizonyfitds: Ha X és Y figgetlenek, akkor X - E(X) és
Y - E(Y) is fiiggetlenek. Figyelembe véve, hogy fiiggetlen
valdszintiségi vdltozdk szorzatdnak vdrhatd értéke a vdrhatd
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értékeik szdrisdval egyenld, tovdbb4&, hogy E[X - E(X)] = 0,
E[LY - E(Y)] = 0, a szé;ésnégyzet definicidéja alapjdn:

p?(z) = D2(x + ¥) = E{[(x + ) - E(x + ]?} =

E{[x -E® +Y-EW]? -

E{{x - E(x}]2}+ 2E[Xx - BE(X)]. E[Y - E(V)] +

2

+ B{ly - EmI1% =020 + by

A 2. tétel tetszdleges véges szdmi fliggetlen valdszinlségi
vdltozdé esetére dltaldnosithatdéd teljes indukcidval:
Ha X1,X2,...,Xn fiiggetlen valészinlségi valtozdk, akkor

2 2 2 2
(2.54) DT(X; + X, +...+ X ) = DT(X)+D7(Xp) ... ¥ DUUX)

A valdszinlségi vdltozd vdrhatd értékének és szdérdsdnak is-
meretében a valdszin(ségi vdltozdé ingadozdsdt a varhatd ér-
tdke k&riil jél jellemezhetjiik. Ezt fejezi ki a Csebisev-
féle egyenlétlenséqg.

3. Tétel:
Csebisev-egyenlétlensédg. Ha az X valdszinliségi vdltozd
értéke és szdrdsa létezik, akkor

(2.55) P[]x - E(X) | >ap(x)] £ "’1‘5
a

A Csebisev-egyenlétlenség azt jelenti, hogy pl. annak vald-
szinfisége, hogy egy valdészinlségi vdltozd értéke a vdrhatd
értéktdl abszolutértékre nézve Jjobban eltérjen, mint 2D (X)

kisebb, mint —%—, mig annak valészindsége, hogy X megfigyelt
értéke az [E(X)-3D (X}, E(X)+3D(X)] intervallumon kiviil essék,
kisebb mint —%—. Mds szdéval a szdmegyenesen felrajzolva a
fenti intervallumot,

t t 4
Et)-3 D) Bt Efx3+3000)

23. dbra

ha X-re vonatkozdélag nagyszdamd mégfigyelést végzink, akkor
a megfigyelt értékek kb.. 90 %-a ebbe az intervallumba esik,
feltéve, hogy X vdrhatd értéke és szdérdsa létezik. Ha a

(2.55) Osszefliggésbenib{X}=€ helyettesitést alkalmazunk,
1 _D2(x) . i . N .
.akkor 5 = 2 . gy az Osszefliggés ekvivalens a k&vetkezd

éllitéséal:

2
(2.56) P(| X - E(x)] >&)g 2K
£



Bizonyitds:
Egyszer{iség kedvéért vezessilk be az E(X)=m, D(X) =6

jeldlést. Ha X diszkrét eloszlési KyrEgrees lehetséges
értékekkel, amelyeket rendre PqrPyree. valészinliségekkel

vesz fel, akkor

62 =8 (x, - m?Py 2% (x; -m’pze® L p, =
i iv[x,~m|>¢ i:ix.—ml%a
: i i
=2 p(lx - m| >€)
Innen:
52
£
Hla X folytonos eloszldsd f(x) slrfiséggel, akkor
5 oo 2 m-e 5 g 2
6 = f(X - m) f(-x)dxzf {(x - m)“f({x)dx+ f {x = m)
-0

— oo m+E

n-e i
f(x)ax > €2( [ f(x)ax +[f(x)ax =
-0 m+E

EP(IX - mf> €)

amib8l a tétel 4llitdsa leolvashatd.

Megjegyzés: A Csebisev-egyenlétlenség igen dltaldnos
érvényl, minden olyan valdszinfiségi valtozd ingadozdsdnak
mértékére vonatkozik, amelynek vérhaté értéke és szdrédsa 1é-
tezik. ¥ppen mert a tétel rendkiviil d1ltalédnos érvényl, nagy
pontossdg az adott nagysdgi eltérés valdésziniliségére vonat-
kozdlag nem is vdrhaté téle. Latni fogjuk, hogy pl. a gya--
korlatban igen fontos normélis eloszlds esetében a valdszini(-
ségi vdltozd értékei sokkal szlkebb intervallumba t&mdriil-
nek a vadrhatd érték koriil és pl. az [X - m| > 2 eltérés
valészin(sége, ha X normdlis eloszldsd, kisebb, mint 0,05.

A tétel jelent8sége mégis abban 411, hogy olyan esetben is
tdjékozttatdst nydjt az eloszldsra, amikor csak a vérhaté
értéket és szdrdst ismerjilik.

d) A valészinliségi vdltozd momentumai

Az el&z& pontban a (2.37) és (2.38) Osszefiiggések se-
gitségével definidltuk egy X valdészinliségi vdltozd valamely
w(X) figgvényének a vdrhatd értékét. A w(X) fliggvény spe-
cidlis megvélasztdsdval nyerjilk a valészinliségi vdltozds mo-

mentumait.

Definfcid: K
Legyen g(x) = X7, akkor az

(2.57) o= E (x5)
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1
vdrhatdé értéket az X valészinlségi vdltozd k-adik mo-
mentumdnak nevezziik. A vdrhatd érték X elsd momentuma.

Definfcid: K
Legyen ?(X) = [X - E(X)] ekkor

(2.58) p, = B {[x - 2(x)]*}

az X valdszinliségi vdltozd k-adik centrdlis momentuma.
A valdszinfdségi vdltozdé szdrdsnégyzete nem mds, mint
a midsodik centrdlis momentum:

p?(®) = p, = E{[x - B]%= B - BP0 = e« -o,?

Egyszer( szdmoldssal bheldthatd, hogy a t&bbi, magasabbrendd
centrdlis momentumok is kifejezhetd8k a nem centrdlis momen-
tumok segitségével.

Pl.

(2.59) py = B [(x -x)’]= BOO) -3 o) BxY)

2 E{(X) - « 32 o4

] o+ 2 o0

*3 x -3 Xq%, 1

1
(2.60) F = B Dx— m1ﬁ]:=a4—4a1m3+6m$a2—-3a$

A momentumok kiszdmitdsa diszkrét eloszldsd valdszinliséqgi
vdltozdk esetében az

k
oy = 2 X Py
i
ill.
k
= - X
Pr = L & 1) Py
2
formuldk segitségével torténik, mig folytonos eloszldsi
valdszinliségi vdltozd esetén, ha X slr(ségfliggvénye f(x),
o0
ooy = [ ¥rax
—- 0o
il1.
oo
k
=[x x )t fax
- co

1 Amennyiben ez a vdrhatd érték létezik!

2 Feltételezzilk, hogy a szdéban forgd Bsszegek és integrdlok
abszoldt konvergensek!
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Megemlitjiik, hogy ha egy X valdszin(iségi vdltozs elosz-
ldsa a vdrhaté értékére nézve szimmetrikus, akkor pdratlan
rendd centrdlis momentumai zérusok. ElSfordulhat, hogy X el-
oszldsa a vdrhaté értékre vonatkozdlag aszimetrikus, ferde.
A ferdeség mérdszamiul a

M3
(2.61) T1 = 53
mennyiséget haszndljdk. (Altaldban folytonos eloszlds eseté-

ben haszndlatos).
A silrldségfliggvény lapultsdgdnak mérése haszndlatos a

(2.62) 7, = at
' 2 % ¢4
6

mennyiség. Normdlis eloszlds esetében ﬁé = 0. Ha valamely

-3

folytonos eloszldsra vonatkozélag ¢, > 0, akkor az illeté

eloszléds sfir@ségfliggvénve magasabbra ugrik ki, "cstcsosabb",
mint a normdlis eloszlds slrdségfiiggvénye (ldsd: 2.2.7. pont),
mig Tz < 0 esetén lapultabb annél.

Folytonos eloszldsok szdmszerd Jellemzésére hasznélatos
mennyiség méqg a medlén, jele M o

Definicid:
A medidn az az érték, amelynél a valdszinfliségi vdltozd

—%— valészinliséggel vesz fel nagyobb értéket,.vagyis amelyre

Bbban az esetben, ha az F(X) = ; “egyenletnek t&bb megolddsa
van, vagyls ha az F(X) eloszldsfiliggvény az X, pontban eléri
az ———értéket és 411landé marad valamely x_t pontig és csak
ettél kezdve emelkedik, akkor

X + X
M =-—Q_—1_,
e 2
Definficid:

Az F(X) = p egyenlet megolddsdt (fételezzﬁk fel, hogy
egy megolddsa van), a valdszin(iségeloszlds p-kvantilisének
nevezziik, és qp-vel jelsljik.

=M

Nyilvédn gq o

1
2
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24. &bra -
A 94 1ll. g3 kvantiliseket alsé-, ill. felsé kvantili-

4 4
seknek nevezziik.

e} A korreldcids egyiitthaté

Két vagy tbbb valdszin(ségil vdltozd egylittes.eloszlé-
sdval kapcsolatban is szokds kiildnbdz6 szdmszerd jellemzd-
ket alkalmazni, amelyek k&ziil kiemeljllk a kovariancia és a
korreldciés egylitthaté fogalmdt. Ha valamely kisérlettel
kapcsolatban két véletlen mennyiséget, X-et és Y-t egyideji-
leg kell tekintetbe vennilnk, akkor elsdsorban az szokott ér-
dekelni benniinket, hogy fliggetlenek-e egymdstél a kérdéses
valészintiségi vAltozdk, vagy pedig értékeik k8zdtt valami-
féle fiiggvénykapcsolat 411 fenn. Gyakori eset, hogy X és Y
drtékei kdzdtt bizonyos tendencia mutatkozik, pl. hogy X
nagy értékei Y nagy értékeivel, mig X kisebb értékei dltald-
ban Y kisebb értékeivel szoktak egylitt jelentkezni.

Ha pl. X a Duna viz4dlldsa adott pontban mérve, Y pedig
a talajszint egy Dundhoz k&zeli pontban, akkor ha X és Y ko-
z&tt nincs is szigord fiiggvénykapcsolat, de kizds tendencia,
sztochasztikus kapcsolat tapasztalhatdé kozdttilk. Ezért a
sztochaasztikus kapcsolatot igyeksziink numerikus formdban ki-
fejezni a kovariancia, 11l. a korreldcids egylitthatd segfit~-
ségével. :

" Legyenek X és Y valészinliségi vdltozdk. Ha X és Y flig-
getlenek, akkor a (2.) Osszefiiggés alapjén

IE{[X -ex)] [y -em)}=©ex-8EX]. E[Y - E(Y)] = 0

Ha X és Y nem filiggetlenek, akkor a fenti védrhatd érték vala-
milyen ¢ szémmal egyenld

Definicid: A
(2.63) c = E{[x -Ex)] [y - E(Y)]}

mennyiséget az X és Y valdszinfiségi vdltozdk kovariancidjdnak
nevezzilk., Ha Y = X, akkor ¢ = E[ X - E(X}] 2 = az X vdltozd
szérdsnégyzete.
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A ¢ kovariancia értéke, attdl filigg8en, hogy milyen eloszl4-
si valdszinfiségi vdltozdékrdl van szd, tetsz8leges valéds

sz&m lehet, tehdt ¢ numerikus &értékébdl a két viltozd ko-
z6tti sztochasztikus kapcsolat szorossdgdra vonatkozdélag
nehéz lenne k&vetkeztetést levonni. Célszeriibb olyan mérték-
szdmot vdlasztani, amely csak valamilyen r&gzitett hatdrok
kdzé eshet, s amelynek numerikus értéke utalni fog a két
vdltozdé kozbtti kapesolat jellegére, szoros vagy laza voltd-—
ra. Ilyen mér8szdm a korreldcids egyiitthatd.

Definficié: :
Az X €s Y vdltozdk k&zdtti korreldcids egyiitthatét a

. BE{[x -] [¥ - EM]}
(2.64) ¢ = DX} DY)

formuldval értelmezziik.
A korreldcids egylitthatd tehdt az X és Y vdltozdk kova-
riancidja osztva a szdérdsaik szorzatdval: .

Tétel: :

A o korreldcids egylitthatd értéke -1 és +1 kdzdtt v4l-
tozik. .

Bizonyfitds:

Ha X és Y olyan valdszinfiségi védltozdk, amelyek négy-
zetének vdfhatd értéke létezik, akkor )

(2.65) |E(x . )] ¢ VE(X?) E(YD)

Ugyanis tetszfleges valds Q -ra

E{A X - Y)2 2 0
azaz
A%E(x%) - 2AE(XY) + E(YY) > o

$

\

" 25, dbra
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Ez a kifejezés A -ban mdsodfokud polinom, amely legfeljebb
érinti az x-tengelyt, azaz diszkrimindnsa nem pozitiv,
" tehdt

4E(X .Y -4EEXDENY <0
amibél az 4l1litds mdr leolvashaté.

_Ha most a (2.65) Osszefilggésben X helyébe X-E(X)-et,
Y helyébe Y~E(Y)-t frunk, akkor az

E{lx-Ex] [¥- E(Y)],]éUE [x - ex)]? E[Y - B(V)2=
= D(X) D(Y)
Bsszefliggést nyerjiik, amib8l kdvetkezik, hogy
ol £ 1

Abban az esetben, ha az Y valdszinlségi vdltozd az X
vdltozdénak linedris fliggvénye:

Y=aXx+b

akkor © =1 vagy e = -1 aszerint, hogy a > 0 vagy a < 0
Ennek belétdsa egyszérd:

E{(x - E(X)] [a X+b-aBX -bl}_

¢ = ,
VDz (x) p%) a X +b)
aB[x-8X]% _a L
lal D?(x) lal  ~

Az &11{tds megfordftdsa is igaz, ha |¢l= 1, akkor egyik

valészinfségi vdltozdé a mésik vdltozdnak linedris fliggvénye.
Gyakorlati szdmitds céljdra mind a kovariancia, mind a

korreldcids egyilitthatd képlete némileg egyszerfisihetd:

(2.65) ¢ = E{[x - ()] [¥ - E(W)]}=
=E[XY - E(X)Y - :EY}x + E{X) E(Y)] =
= E(XY) - BE(X) E{Y)
innen:
(2.66) 0 E(X . ¥) - BE(X)E(Y)

D(X}) D(Y)

76



Ahhoz, hogy az X és Y valdészin(ségi vdltozdk kdzdtti kova-
riancidt és korrelicidt ki tudjuk szdmitani, ismerniink kell
az egylittes eloszléisukat.

Ha X és Y diszkrét eloszldsdak:

P(X = xi) = Py P(Y = yk) = q és P(X = xi,Y =yk) =T

(i,k=1,2,...)

akkor

c =§§[Xi - Ex)] [y, - BEOM] r, =
=L L %y, - Ty - E(X) E(Y)
ik

Ha X és Y folytconos eloszldsdak hix,y) egyiittes sfirfiség-
figgvénnyel, akkor

¢ =[[xy hix,y) dx dy - E(X) E({Y)

-0 -0
itt alkalmaztuk a {2.65) Osszefiliggést.

Abban az esetben, ha X és Y fiiggetlenek, a k3ztttiik
1év4 kovariancia zérus. Ugyanis mivel fliggetlen valdszind-
ségil vdltozdk szorzatdnak vdArhatd értéke vaArhatd &rtékek
szorzatdval egyenld

c = E(XY) - E(X)E(Y) = E(X)E(¥) - E(X)E(Y) = 0

Ennek kdvetkeztében, ha X és Y fiiggetlenek

_ c
£ 7 TTX DM 0

Az 411{tds megforditdsa dltaldban nem igaz. Abbél, hogy az
X és Y koz6tti korreldcid zérus, 4ltaldban nem kédvetkezik,
hogy fliggetlenek. A korreldcids egyiitthatd nem annyira a
sztochasztikus kapcsolat szorossdgdt, mint a kapcsolat 1li-
nearitdsdt méril

(Példaként emlitjiik, hogy ha pl. X egyenletes eloszldsd a

[-1, +1] intervallumban és Y = 5%° - 3%, akkor ¢ = 0,
j6llehet az X és Y valészinlségi vdltozdk kézdtt fiiggvény-
kapcsolat van.)

Ha az X és Y valészinfiségi vdltozdk k&zdtti korreld-
ciés egylitthaté: ¢ = 0, akkor az X és Y vdltozdékat korre-
ldtlanoknak mondjuk. Mint emlftettiik, két valdszinfiségi v4l-
tozd korreldtlansdga 4ltaldban nem jelent filggetlenséget,
ha azonban X- és Y egylittes eloszlds, akkor a korreldtlanség-
bS8l kdvetkezik a vdltozdk fliggetlensége. Ugyancsak maga utén
vonja a korreldlatlansdg a fiiggetlenséget, ha X és Y két
klildnb8z8 esemény indikdtor vdltozdja. (ldsd: 2.2.1 pont)
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2.1.8 A generétorfiiggvény és a karakterisztikus fiiggvény

a) A generdtorfiiggvény

Ismertetiink két igen hasznos analfzisbeli segédeszkdzt,
a dgenerdtorfiliggvényt &és a karakterisztikus figgvényt, ame-
lyek segitségével a valdszinfségi v4ltozdk momentumai egy-
szerden kiszdmfthatdék, tovdbbd fiiggetlen valdszinliségi v4l-
tozdk Osszegének eloszldsa egyszer(ien meghatdrozhatd. Ugyan-
csak hasznosnak bizonyulnak, s&t szinte nélkiildzhetetlenek
ezek a fiiggvények kiilénb5z8 hatdreloszldsok meghatdrozdséd-
ndl.

A generdtorfliggvényt egész értékd valdszinfségi valto-
26k eloszldsdnak vizsgdlatdra haszndljuk.

Definfcid:
Legyen X valdszinliségi vdltozd, amelynek lehetséges
értékei a

0,17,2,...,n,... szdmok, amelyeket rendre
po,p1,p2,...,pn,... valdészinliségekkel vesz fel.
Ekkor a

(2.67) 6(X) = 3 kak

k

fiiggvényt, amelyet az X valdszinliségi vdltozd generdtorfiigg-
vényének neveziink.

Mivel a Py szdmok valészinliségeloszlést képeznek, azaz

by Py = 1-a generdtorfiiggvényt értelmezd hatvénysor (amennyi;
k

ben k megszdmldlhatd sok értéket fut be) iXi < 1 esetén egyen-
letesen konvergens és G(1) = 1. EbbSl k&vetkezik, hogy ixi<'1+
esetén a G(x) filggvény akdrhdnyszor differencidlhatd és

G’ (x) '=§ k pkxk-1

Ha ez a hatvédnysor az x = 1 helyen is konvergens, akkor

G' (1) =¥ k Py = E(X)
K

G (x) =L k(k - 1)p, x5 2
X k

Ezen Osszefllggések alapjdn érvényes a kévetkeéé.

Tétel:
Az X egész értékli valdszinlségi valtozd varhats értéke:

{2.68) E(X) = G"(1)



szdérdsnégyzete:
(2.69) D2(x) = G'" (1) + &' (1) - [er (]2 -
Vegyiik észre, hogay a

G(X) = Z kak
k

generdtorfliggvény maga is egqgy vdrhaté érték, mégpedig az xX
valdszinlségi vdltozs vdrhatd értéke (a vdrhatd érték defi-
nicidéja szerint) azaz

(2.70) E(x*) =L x"p, = G(x)
' K

Ebb&l az észrevételbdl fontos tételt szdrmaztathatunk fiigget-
len valészinliségi vdltozdk OGsszegének generdtorfiiggvényére
vonatkozélag.

Tétel: .
Legyenek X1,X2,...,Xn fiiggetlenek, egész érték{ vald-

szinliségi vdltozdk és legyen Y = X1 + X2 +euot Xn' Ekkor az

Y valdészinlségi vdltozd generdtorfiiggvénye:
X, +X +...+Xn

Gy (x) = E(x?) = E(x | 2 ) =
X X X X X
= E(x | .x 2. ...x™ =2Ex )} .Ex?Y ...
X
L E(x ) =G, (%) . Gy (%) ... Gu (%)
X1 Xz Xn
Bizonyitds: X

Az X;(,Xz,...,xn vdltozdk fliggetlensége miatt az x 1,
X

X 2,...,x D y4ltozdk is figgetlenek és filggetlen valdszind-
ségi vdltozdk szorzatdnak vdrhatd értéke a véarhatd érték
szorzatdval egyenld. )

Litjuk teh&t, hogy filiggetlen valdszinlségi vdltozdk
Usszegének generdtorfliggvénye az egyes vdltozdk generdtor-
fliggvényeinek szorzatdval egyenld. Ezt a tételt az egyes ne~
vezetesebb valdszinliségeloszldsok tédrgvaldsa sordn alkalmazni
fogjuk fiilggetlen vdltozdk Usszege eloszldsdnak meghatdrozé-
sdra, mert generdtorfiiggvények segitségével dltaldban sokkal
egyszerilibb az Ssszeg eloszldsdt meghatdrozni, mint a konvo-
ldcidés szabdly alkalmazdsdval, amely inkdbb elméleti jelentd-
ség(l.



Az alkalmazdsokban gyakran el&8fordul, hogy fiiggetlen,
azonos eloszldsd valdszinfiségi vdltozdk Osszegének elosz-
ldsdt kell meghatdroznunk. Ekkor a GY(x) a k&vetkezd alakot

51ti (ha n tagu dsszegrfl van szd)

n
(2.71) G (x) = [Gxi{x)J

A Gy (x) generdtorfiiggvény explicit kifejezésében xk egylitt-
hatéja adja meg a P(Y =k) valdszinliséget.

b} A karakterisztikus fiiggvény

A generdtorfiiggvény csak nemnegativ, egész értékd vald-
szinliségi vdltozdk esetére van értelmezve. Tetszdleges valsds-
szinliségi vdltozdk esetéhen a generdtorfiiggvényhez hasonld
szerepet jdtszik az Un. karakterisztikus figgvény.

Definicid:
Az X valészinliségi véltozé karakterisztikus fliggvényen

az el komplex értékfi valdszindségi vdltozd vdrhatd érté-~

két értjuk

Jelljiik az X valészinliségi vadltozdé karakterisztikus
fliggvényét VX(t)—vel, ekkor:
1tXy _ E(cost X) + i E(sint X) (12 = =1)

?X(t) = Ele
Tdrgyaldsaink sordn a karakterisztikus figgvényt csak foly-
tonos eloszldstd valdszinfiségi vdltozdkkal kapcsolatban fog-
juk haszndlni. Ez esetben:

o2

(2.72) Y (0) = [ M Fe(x)ax
-0

ahol f{x) az X valdszinldségi vdltozé slirliségfiiggvénye. A ka-
rakterisztikus fliggvényt az analizisben Fourier-transzfor-
mécidnak nevezik.

A karakterisztikus fﬁggvény néhdny fontosabb tulajdonsédga:

(2.73) ()] ]feltxf(x)dx|<f|eltx|f(x)dx

- 00

1

mivel
|eitXl= +

Vcosztx + sinztx = + f; = 1
Megjegyezziik, hogy
?x(-t) - E(e-ltx

E(cos tX) - iE(sin tX) = yx(t)

) = E [cos(~tX) + i sin(-tX)]

il
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A Four1er—transzforméc16 elmélete szerint, ha

fiso(t)i dt < +oo

akkor oo :
(2.70) £(0) = 5=— [ e rmax
-0

azaz a karakterisztikus fliggvény ismeretében a sdrliségfiigg-
vény meghatdrozhaté. A karakterisztikus fliggvény egyértelmi-
en meghatdrozza a valdszinliségeloszldst. Targvaldsaink so-
rdn a (2.74) inverziés formula alkalmazdsdra sem lesz szilk-
ségiink, mert csak néhdny folytonos eloszlds karakterisztikus
figgvényét fogjuk meghatdrozni, s az ismert karakterisztikus
fiiggvényb8l k&zvetleniil tudni fogjuk, hogy milyen eloszléds-
rél van szdé.

. Ismertetlink most a karakterisztikus figgvényre vonatko-
z6 fontos tételt, amelynek alapjén fiiggetlen valészinlségi
vdltozdk Osszegének valészinﬂségeloszlésa meghatérozhaté

Tétel:
Legyenek X1, 2,...,X fﬁggetlen valdszinfiségi vdltozék

és legyen Y = X1 + X2 oo kX . Ekkor az Y valdszinfségi vél-

tozd karakterisztikus fiiggvények ‘az .8sszeadanddk karakterisz~-
tikus fliggvényeinek szorzatdval egyenld, azaz

ity

(2.75) lf?Y(t) = E(e ) = E eit(x1+...+Xi—1)
= B(eltRL oitX2 | | oitKn
= g(e*ty | E(eitXZ).,,E(eltXn)

‘Fx (t) "r"x (t) ‘f’x

Ugyanis az X.,¥X,,...,X véltozék fuggetlensége folytén az
. 1772 n
itX1 1tX2 1tXn-
e e fees € valészinﬁségi .v&ltozdk is fiiggetlenek
és szorzatuk vdrhaté értéke vérhaté értékelk szoxzatéval

egyenld.

Tétel:
Ha az Y valészindségl véltozé egy ‘mésik X valészinﬁségl
vdltozdnak lineérls fuggvénye._ = aX + b, akkor

E(eitY) ; E4 [ it(ax+b)]

1th[ i(at)X] Fb

(2.76) py(t)
yﬂx(at)
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Megmutatjuk most, hogyan lehet a karakterisztikus fiigg-
vény segitségével meghatdrozni, egy folytonos eloszlédsu va-
16szinliségi vdltozé momentumait, amennyiben azok léteznek.

A

oo
itX
Wx(t) = -i,e f{x)dx
kifejezést t-szerint differncidlva:
[ ..
Pty = ifx et e(x)ax

A -0

Az Y = eltX = cos X + i sint X = x1 + i X2 komplex ér-

ték( valészinfiségi vdltozd varhaté értékét az

E(Y) = E(X1} + i E(Xz)

szérasnégyzetét a D2(Y) = E(IY - E(Y)|?) formuldkkal értel-
mezziik, és - .
(2.77)¥,(0) = i [x £(x)@x =1 o) = 1 B(X)
Tovabbd: ;jo
o' (8] = ojo'(ix)z e £ (x) ax
és -
o'y (0) = i20_£x2f(x)ex - 1%5(x%)
Innen:
B(X) = _11__ &”'xm = - i (o)
p2(x) = E(x?) - [Ex]? = 1—270';((0) -[——11— y)x(o)]2 =

(2.78) D2 (X) = [y5(01]% ~p' 7y (0)

Altaldban:

k/,X(J-:) (£} = if kaeitxf(x)dx
-2

.79, () = ik_,ofoxkf(x}dx = iF ok

ahol oc, az X valdszinliségi vdltozd k-adik momentuma. Ennek

alapjén a yk(t) fiiggvény Taylor-sorfejtése a k&vetkezd alak-

ban {irhaté:
Py (0) ¥y (0) 2

(2.80) @, (t) =4 (0) + — g —— t + ——5 — t7«

s o= 1w it +oc, (it)?
) 1 2 == o+
82 21
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2.2 Nevezetes valosziniiségeloszlasok

a) Diszkrét valdszintiségeloszidsok
Egyszerid alternativa

2.2.1 Egy esemény indikator-valtozdja

A legegyszerlibb diszkrét eloszlis az egyszerd alterna-
tiva. Ilyen eloszlds 1lép fel, valahdnyszor egy kisérlettel
kapcsolatban csak az érdekel benniinket, hogy valamely A ese-
mény bekdvetkezik-e vagy sem. Ha pl. a kisérlet egy adott
helyen a folydé vfzdlldsdnak mérése és csak az &rdekel ben-
niinket, hogy a vizdllds a mérés helyén kisebb-e vagy nagyobb,
mint 3 m, akkor jeldljiik_A-val azt az eseményt, hogy a viz-
szint kisebb, mint 3 m, A-sal pedig az, hogy 3 m-nél nagyobb
a vizszint. A kisérlet eredményeként vagy A vagy A kdvetke-
zik be. Tegyilik fel, hogy nagyszdmdi mérés alapjén ismerijiik a
P(A) = p, P(A) = 1 - p = q valdszinlséqget.

Rendeljik most hozzd kisérletiinkhdz az X valészinliségi
vdltozdt, amely az 1 értéket veszi fel, ha az A esemény k&-
vetkezik be és vegye fel X és 0 értéket, ha az A esemény
k&vetkezett be. Ekkor tehdt P(X = 1) = p, P(X =0) =.q = 1 - p-
Az X v4ltozd eloszldsdt a kdvetkez& sémdval szokds megadni:

1 0
p q

X:

Hasonld egyszer( alternativdval 4llunk szemben, ha a kisér-
let abban 411, hogy megfigyeljiik és regisztrdljuk, hogy egy
adott napon adott helyen esett az esd vagy sem {vagy hogy
a lehullott csapadék meghaladott egy adott szintet vagy sem).
Definfcid: :
Az olyan X valészinliségi vdltozét, amely az 1 értéket
veszi fel, hogy egy kifsérlet sordn_a szémunkra &rdekes A ese-
mény kovetkezett, mfg X = 0 ha az A esemény kdvetkezett be,
az A esemény indikdtor v4ltozdjdnak nevezziik. Ekkor tehdt:

P(A}) = P(X =1) =p, P(RA) =P(X =0) =1 -p =g

Szamftsuk ki az indikdtor vdltozdé vdrhatd értékét és
szérdsnégyzetét. A varhatd érték definfcidéja és X eloszldsa
alapjén:

(2.81} E(X) =1 . p + 0 . q =p

(2.82) B(x?) =12 . p+ 0% . q=p
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2 2
p?x) = B(x*) - E2(X) =p - p” = p(1 = p} =pq
Az indikdtor vdltozé generdtorfliggvénye:

(2.83) G(x) =X px* = qx’+p x = px + g
K ,

222 A binomiélis eloszlas

A miszaki gyakorlatban mind elméleti, mind gyakorlati
szempontbdl a diszkrét valdszinlségeloszldsok kdzil egyik
legfontosabbnak a binomidlis-, vagy Bernoulli-eloszlést
tekinthetijiik. Nagyon gyakori eset, hogy valamely kisérlet-

" nél csak az érdekel bennilinket, hogy bizonyos A esemény be-
k&vetkezik-e vagy sem (tehdt az A esemény kdvetkezik be) és
a szébanforgé kisérlet sokszor egymdsutdn ismétlddik.

Ha olyan kisérletsorozatot tekintilink, amelyben minden
kisérlet egyszerll alternativa és az egyes kisérletek kime-
netelei fliggetlenek egymdstél, akkor az ilyen alternativa
sorozatot Bernoulli-féle kisérletsorozatnak nevezzlk. Ilyen
Bernoulli-féle kisérletsorozat pl. a fej—-, vagy irds jéték
az érmedobdssal. Mutatunk most egy példdt az alternf{tva-so-
rozatra a hidroldgial gyakorlatbdl. Tekintsiik pl. a Tisza
folyéra vonatkozélag Szegednél az elmilt 100 év sordn ész-
lelt évi maximdlis vizdlldsokat. o ' :

Jeldljilkk most A-val azt az eseményt, hogy Szegednél az
évi maximdlis viz41ll4s nagyobb mint 700 m.

Legyen az A esemény valdszindsége P(A) = p.

Szamftsuk ki mennyi a valészin@isége, hogy n-év sordn
az A esemény k-szor k&vetkezik be! Jeldljlk X=-szel az A ese-
mény bekdvetkezéseinek szdmdt n-év sordn. Ekkor X lehetsé=-
ges értékei a 0,1,2,...,n nemnegativ szdmok. Keressiik a
Py = P(X = k) valdszinfiséget. (Az évi maximdlis viz4dlldsérté~

keket fiiggetleneknek tekinthetjlk, 14sd: 6. fej. 5.1. pontja).

Ha minden évben regisztrdljuk, hogy az évi maximdlis
viz&lldst illet8leg az A vagy az A esemény kdvetkezett-e be,
pl. Ggy, hogy A bekdvetkezésekor 1-est, A esetén 0-t ifrunk,.
akkor az n megfigyelésb8l 4116 kisérletsorozat eseménytere
az Osszes-n hosszisdgd 0 és 1 jégyekb8l 4116 sorozatok
halmaza. .
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Ilyen eseményteret mdr a 2. fejezet 1.1 pontjdban vizsgdl-
tunk. Most azonban nem mindegyik elemi esemény egyforma va-
lészinlséqgfi.

Pl‘ P(e»l} = qn
P(e2) = P(e3) = L., = P(eﬁn) = pqn_1
P(e;n) = Pn

Ha valamelyik ey elemi esemény k darab 1-est (és n-k darab
0-t) tartalmaz, akkor

k -
Ple;) = piq" ¥

Az {X = k} esemény akkor kévetkezik be, ha a kisérlet (n db
megfigyelésbd8l 41168 sorozat) eredménye olyan ey elemi esemény,

amely k-darab 1-est és (n-k) darab 0-t tartalmaz. Ilyen e,

elemi esemény {E) szdmdi van és mindegyik pkqn—k valészin(-

séget. Kdvetkezdbleg:

(2.84) B(X = k) = (1) pg K

Amikor az A esemény bekdvetkezésekor 1-est, A esetén pedig
0-t frunk, akkor minden egyes megfigyeléshez az A esemény
indikdtor-vdltozéjdt rendeljiik hozzd. Nyilvén:

X=X1+X2+.r..+Xn

ahol Xi a sorozat i-edik megfigyelésének indik4tor védltozd-

ja. Az indikdtor vAltozdk felvett &rtékeinek Ssszege éppen
az A eseménybekdvetkezéseinek szdmdt adja meg, hiszen {X = k}
akkor k&vetkezik be, ha az Xq,Xz,...,Xn indikdtor valtozdk

kézbtt k szdmd az 1 értéket (n-k) szdmi a 0 értéket veszi
fel.

Hasonldéan, ha pl. X egy adott év midjusdban az esés na-
pok szdm&t jeldli és xj,xz,...,xn az egyes napok karakterisz-

tikus vdltozdéi, amelyek tehdt az 1 vagy 0 értéket veszik

fel aszerint, hogy az illetd napon esett az esé vagy sem,
akkor X értéke nyilvén annyi, ahdny 1-es van az &sszeadanddk
k&zbtt: :

X=X, + X5 + ... + xn =1 +0+0+ 1+ ... +0
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A binomdlis elopszldsi X valdszin(iségi vdltozd vdrhatd ér-
téke:

(2.85) E(X) = E(X1) + E(Xz) + ...+ E(Xn) =np

mivel az Xi karakterisztikus vdltozdk mindegyikének vdrhatés

értéke p. A binomidlis eloszldsd X valdszindségi vdltozd
szdérisnégyzete az (1.66) Bsszefliggés alapidn:

(2.86) D?(x) D2(X1) oa.. D2(Xn) =

Pqg + Pgd + ... + Pq = n pq
Tehdt a binomdlis eloszlds szdrdsa:
(2.87) D(X) = n pq
AZ X véltozdé generdtorfliggvénye a (2.71) Bsszefiiggés szerint:

n
(2.88) G(X) =L px* =T G, (x) = (px + qn

ahol G, (x)
i

fiiggvénye. A G(x} generdtorfilggvényben xk egylitthatéja éppen
apg = P{X = k) valészinliséget szolgdltatja, ez pedig

n k n-k
P = () pg"

px+d az Xi karakterisztikus vdltozd generdtor-

Mind a vdrhatd érték, mind a szérdsnégyzet egyszerlen kiszd-
. mithaté a

G(x) = (px + q)"

generdtorfliggvény segitségével is, ugyanis a (2.68) ésr(2.69)
formuldk alapidn:

(2.89). E(X) = 6’ (1) = [n(px + @™ "p ] %=1 = 0P
(2.90) D2(X) = ¢'" (1) - [6"(1]? =
= [nin-11p° (px+a) "2} __+ np - n%p? -
= n2p2 - np? + np - nzp2 =np(l-p}) =npgq
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A binomdlis eloszldsd X valészinliségi vdltozd eloszldsédnak
sémdjaz .

K 0 l 1 [... | k | s
Py |Po=(p%"™ | py=(hpg” 1‘ p = ()P " E
|
pn=(g}phq0

Felmertil a kérdés, hogy adott p esetén az X valdszinfli-
ségi vdltozd, melyik k értéket veszi fel legnagyocbb vals-
szinlséggel, azaz melyik Py valészinlség a legnagyobb?

A Py szdmck sorozata addig né, amig

Py .

> 1
Py-1

azaz amig
n, k n-k
()P g n -k +1 P
= > 1
n k=1 n-k+1

(o) a” k 1-p i

vagyis amig
(n + 1p 2 k

Amennyiben {(n +1)p egész szdm, az eloszlds maximdlis
tagja a k = {n + 1)p index( Py valészinliség. Ebben az eset-

ben Py = Pp_q azaz két egvenld nagysdgl maximdlis valdszin(-
ség létezik. Ha (n + 1)p nem egész szdm, akkor a P valdészi-

nliség olyan k-ra maximdlis, amely az {n + 1}p p-ben foglalt
legnagycbb egész szdmmal egyenld. Ha n nagy szdm, akkor mi-
vel p < 1, jérformdn mindegy, hogy (n + 1)p-t vagy np-t
vesziink. Azt mondhatjuk tehdt, hogy ha egy kisérlet sorédn
valamely A esemény p valdszinliséggel k&vetkezik be, akkor n
kisérlet sordn az A esemény legnagyvobb valészinfiséggel np-
szer, azaz a kisérletek p-ed részében kdvetkezik be. Ez azt
jelenti, hogy binomdlis eloszldsd X valdszinliségi vdltozd .
Py legnagyobb valdészinfiségi értéke nagyjdbdél a vdrhatd érté-

kével egyezik meg.
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Egy példdval szemléltetjilk a mondottakat.

Budapesten a csapadékos napok megoszldsa az utébbi 50
év megfigyelési adatainak dtlaga alapjédn (csapadékos napnak
szdmitva azon napokat, amikor legaldbb 1 mm csapadék volt):

X

t . . . .
hé T | 11 | 11T IV‘ \' I‘VIIVH vxnl IX ’
dé-
csanadé |2 ) 60 2,3 7,4 0,5 |8,0] 64|63 6.2 |
hé X XI XII

csapadé-
kos nap 7.5(8,8% 9,1

Ennek alapjdn pl. annak»valészinﬁsége, hogy egy adott év

dprilisdban 7 csapadékos napot észleliink p =~ f%—
mellett
323
= 2035 800 —_?;b—_ ~ 0,16
) 4

30 1.7 23

- 373
p7 - (7 )( 4 } ( 4 )

Az ilyen valészinliségek kiszdmitdsa a binomdlis egylitthatdk
miatt kellemetlen, ezért kdzelfteni szoktunk. {ldsd: 2.2.5

és 2.2.8}) Jelen példédnkban (30) értéke megtaldlhaté a bino-

7
mdlis egylitthatdk téblédzatdban, a 323.4 30 ériékét pedig lo-
garitmussal hatdrozhatjuk meg.

A fentiekbdl lathatd, hogy a binomidlis eloszldsid vald-
szinfiségi vdltozé még a legnagyobb valészinlségi értékét is
viszonylag kis valészinliséggel veszi fel. Mds a helyzet, ha
azt kérdezziik, mennyi a valészinfisége, hogy az dprilisi esfs
napok szé&ma mondjuk 5 és 11 k&zé esik. Ennek valdszinlsége:

0
30
P=2 (%) (—)
K=E k 4

E valészin(ség. kiszdmitdsa igen munkaigényes lenne, ezért
kdzelitjlik. {(l4sd: 2.2.8 pont).
2.2.3 A polinomilis eloszl4s

Ha egy kisérletnek s szdmd kiildnbdz6 kimenetele lehet,
amelyeket jeldljlink A1,A2,...As—sel {mds szdéval az A1,A2,...,

AS események teljes eseményrendszert alkotnak), tovdbbd

P(A»]) = P1r P(Az) = pz!"‘l P(AS) = ps

88



( ¥ pi=1), akkor a kisérletet n-szer egymds utdn megismé-

telve, az tn. polinomidlis eloszlédshoz jutunk. ‘Ez a foga-
lom lénvegében a binomidlis eloszlds Adltaldnositésa és s = 2
esetén megegyezik wvele.

Annak valédszinlisége, hogy az A

esemény K, -szer, az A

1 1
esemény Kz—szﬁr, az As esenény Ks—szer kovetkezik be:

_ K X K
PK1,K2,...,KS' KT KT ... K_! Pyl Py2 ... pgs

2.2.4 A geometriai eloszlds

Tekintsiink egy olyan kisérletet, amelynek két lehetsé-
ges kimenetele van, tehdt egyszeril alternativa, s jeldljiik
az egyik kimenetelt A-val, a mdsi¥at A-sal. Legyen

P(A) = p, P(BA) =1-p-=g

Tegylik fel, hogy a kisérletet t8hbbszdr eqgymds utdn meg-
ismételjiik mindaddig, amig az A esemény eldszdr bekdvetkezik.

Annak valészinlisége, hogy az A esemény eldészdr a k—-adik
kisérletnél kdvetkezik be:

k-1
{2.91) pk = g . P

Konny# beldtni, hogy 2 P, = 1 ugyanis
k

- k-1 _ p - P _
P, = P % i i
A geometriai eloszlds generdtorfiiggvényes
(2.92) G(X) =4 pa X =p x{(qx) T o
Mivel
p(1 - gx) + pgx P
G’ (X) = =
(1 - gx)° (1 = gx)?
és 2
2pg (1 - gx) 2pd - 2 P9d X
LGy = T~ 7
(1 - qgx) {1 - gx)



A geometriai eloszlds vdrhaté értékére és szdrdsnégyzetére
a kdvetkezé formuldk adddnak:

P P 1
(2.93) E(X) = G’ (1) = 7] = 5 =
(1 - a) o) p
(2.94) p2(x) = 6 (1) + G (1) - [6'(M]? =
2
= 2p q + 1 - 12 = q
p4 P p p2

2.2.5 A Poisson-eloszlas

A diszkrét valdszinségi eloszlédsok k&zdtt a binomidlis
eloszlds mellett kiemelkeds. elméleti és gyakorlati jelentd-
sége van az dn. Poisson-eloszldsnak, amely legegyszer(bben
a binomidlis eloszldsbél szarmaztathatd, annak hatdresete-
ként adddik, ha a kisérletek szdma, az n nagy szdm, a p pe-
dig (a benniinket érdekld esemény bek&vetkezésének valdészinfi-
sége egy kisérlet sordn) kicsi. A Poisson-eloszldst a kis
valészinGségii, vagyis ritka események eloszldsi tdrvényének
is szokds nevezni. A Poisson-eloszlds jelentSsége azonban
kordntsem csak az, hogy vele a binomidlis eloszlds kdzelit-
heté.

Szamos természeti folyamatndl a Poisson-eloszléds a vé-
letlen ingadozdsok tdrvényszer({ségeként 1ép fel. Az dn. vé-
letlen eseményfolyamatok pl. adott [0,t) id8intervallumban
(mondjuk adott negyedév sordn) fellépd &rhulldmok szdma (mint
azt a {2.2.6) pontban latni fogjuk) Poisson-eloszldst kdvet.
Ugyancsak Poisson-eloszldst ktvet adott idegység alatt egy
dtszakaszon &thaladé gépkocsik szdma, adott. idbintervallum-—
ban elbomldé rddidaktiv atomok szdma, stb.

Szdrmaztassuk el8szdr a Poisson-eloszldst a binomidlis
eloszlds hatdreseteként. Legyen P(A} = p, ekkor P{A)= 1 - p.
Itt egyszerd alternativdval &llunk szemben, tehdt annak va-
1észinfisége, hogy n év sordn az A esemény k-szor kovetkezik
be: (az évi maximélis vizdlldsokat filiggetleneknek tételezziik
~ fel) :

Pén) = (E)pk(1 - p 7k
Ezt a formuldt n nagy értéke esetén rendkiviil nehézkes lenne
kiszdmitani, ezért &talakitjuk a kdvetkezd alakra:

(n) _ 1 n{n-1)...(n"k+1) (np)k(1 _ np )n-k
n

p
k k! nk
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Ha most n—> oo, p — 01' dgy, hogy np =4 4llandé akkor

a fenti formuldban az np helyébe A -t irva:

b n-k
(p)_ _1_ -4 - 2 - k=1 2k A
Pk = (1 = ¥ (1 n ) IR & | 5 YA o
Elvégezve az n — oo hatdrdtmenetét:
2.95 = A S
(2.95) p = =7
Gondoljunk arra, hogy az e = 2,718281 ... szdm nem més, mint
az (1 + —%—) n (n=1,2,...), sorozat hatdrértéke, azaz
. ) 1 .n _ . a.n _ a
nBE (e )t = és Um0 s )7 = e
Ugyanis:
n a
lim [(1 + ——) 2 = &2
a
A e -
. a
tetszdleges valéds szdmra. Az a = - } esetdn kapjuk a (2.95)

formuldban 1év& hatdrértéket. .
Tehdt ha az Y valdszinfiségi vdltozd jeldli az A esemény be-
kdvetkezéseinek szdmdt, akkor Y eloszldsa:

k| |

I 0 _ T
pk—P(Y—k) ) {3){1 e A | i\! e ].l

|
B L

22 -
77 ©

A Py valdszinliség értéke adott k esetén a } paramétert8l

fligg. Mivel A= np és np a binomidlis eloszl4s vdrhatdé ér-
téke - ha n kisérletet végziink €s p valdszinfiséggel kdvet-
kezik be egy kisérlet sordn a benniinket &rdekld esemény =~ ,
azért A is vdrhaté értéket jelent. Ezt formdlisan is beldt-
hatjuk, ugyanis a Poisson-eloszlédsi valdszin(ségi v&ltozd
vdrhatd értéke: ’

oo k oo k-1
= ¥ g A A, -4 _A L
(2:96) B0 =50 k gr— e =2\ E &y
= .?te_?\.e‘?l = A
1.) Megjegyzés: A gyakorlatban P rendszerint adott. Ha

p<—%L%%l— + akkor a Poisson-eloszl4ssal vald kdzelités
n

indokoclt.
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Emlékeztetiink, hogy az ex-fﬁggvény Taylor-sora:

2

e =1+ X+ 2! o =§:
k=0

k
X
k!

Nyilvdn az x = A esetén

= k
A -E A
k=0 )

Kiszdmitjuk a Poisson-eloszlédsd Y valdszinliségi vdltozd
szérdsnégyzetét is.

n

E(y?) - [E(m)]? =

(2.97) D2 (Y)

= A% e + A e e —ﬂz = A

Tehdt a Poisson-eloszldsd Y valdszinliségi valtozd
szérédsa:

(2.98) D(¥Y) = + [A

Ahhoz, hogy a Poisson-eloszlds tdbldzatdban szerepl$
Pk valdészinlségeket ki tudjuk szdmitani, ismerni kell a

paraméter értékét. A gyakorlatban A értékét rendszerint sta-
tisztikai dton kell becsiilni. (Ldsd: 5.1.4 pont). A 1 pa-
raméter ismeretében a Pk valdszinliségek értéke dltaldban

tdbldzatb6l kikereshetd. :
A Poisson-eloszlés Pk valészintiségeire egyébként érvé-

nyes a kdvetkezd rekurzid:

= A - '
P = —3%— P, (k=1,2,...)
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b) Folytonos eloszldsok

2.2.6 A normélis eloszlas (Gauss-eloszlas)

Amikor egy kisérlet kimenetelét nagyszdmi, egymdstdl
csak kevéssé vagy egydltaldn nem fiiggd véletlen tényezé ha-
térozza meg, mégpedig Ggy, hogy az egyes tényezdk kiilén-kiilén
csak igen kis mértékben jarulnak hozzé az &sszes véletlen
hatdsbdl ered8 ingadoz4sokhoz, tovdbbd az egyes tényezdk
hatdsai egyszerden Ssszeadddnak, akkor dn. normdlis valészi-
nfiségeloszlds 1ép fel. Az ilyen koriilményekkel a gyakorlitat-
ban nagyon sokszor taldlkoztunk, s innen ered a normdlis
vagy mds néven Gauss-eloszlds kdzponti szerepe a valdszind-
ségelméletben. A normdlis eloszlds leggyakoribb alkalmazdsi
teriilete a statisztikai sokasdgok vizsgdlata, a hibaszdmi-
tds és a binomidlis eloszlds kdzelitése.

Definfcid: _
Az X valészinfiségi vdltozdt akkor nevezziik normdlis el-
oszlédstnak, ha slirliségfiiggvénye:

_ _{x-m) 2

(2.99) £(x) = e 262

1
e {21

ahol m és 6 41landdk, 6 >0. A formuldban szerepld8.m é&s 6
mennyiségeket a normdlis eloszlds paramétereinek nevezziik.
A (2.99) formuldt szemiigyre véve kdnnyd beldtni, hogy bédr-
mely véges szdm is az m, és 6> 0, az f(x) fliggvény értéke
minden x értékre pozitiv, az elsd tényezf a 6 >0 kikdtés
miatt, a mdsodik tényezd pedig:

g2

mindig pozitiv. A kitev8 jelen esetben ugyancsak pozitiv
vagy zérus. EbbSl az is kiolvashatd, hogy f(x) értéke akkor
maximdlis, ha e kitev& zérus, azaz x = m. Ekkor

1

502%

. Minél kisebb a © paraméter értéke, anndl nagyocbb f(x)
maximdlis értéke. 6 = 1 esetén a maximum &rtéke

f({x) =

. ~
frax (X} = ———— = 0,4

Wff
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Ha a 6 paraméter értékét rdgzitjiik, akkor f(x) értéké

csak (x-m)2—t61 figg, ez az érték pedig ugyanakkora pozitiv
szédm, akdr pozitiv, akdr negativ az x-m kiildnbség. f(x) ér-

tékét tehdt az X védltozénak az X, = m ponttdl vald tdvol-

sdga hatdrozza meg, f£(x) az x, = m pontra szimmetrikus.

0
Az fi(x) fliggvény képe tn. haranggdrbe. A filiggvény alakjét
kiildnbtz8 6 értékeknél az dbra szemlélteti.

Ahhoz, hogy az (2.99) alatti kifejezés slirdségfliggvény
legyen, az kell, hogy a gérbe alatti teriilet eqységnyi le-
gyen.

T -m?
(2.100) I = —l——je 2 62 ax

Nem nehéz kimutatni, hogy ez valdban fgy van. Vezessilk be
az {(2.100Q) integrdlban az) u = Eéﬂ helyettesités;, ekkor
x = Bu+m, dx = 5du tehdt az

-—1_— [e7 T2 au
V2 e
integrdlt nyerjiik, amelynek természetesen ugyanaz az értéke,
mint a (2.100) integrdlnak. Ebbd&l ldthatd, hogy barmilyen m
és 6 >0 paraméterekkel biré normdlis siriséggbrbe alatti
teriilet ugyanakkora, mint az m=0, § =1, paramétex( slr{iség-
gbrbe alatti terillet, vagyis

G=1
fix)

27. dbra
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a normdlis slrdségfiiggvény alatti teriilet nagysdga nem fiigg
az m és 6 paraméterekt8l. Elegendd tehdt kimutatni, hogy

(2.101) T = ——o fe' 2 du = 1

UZ'—TE ~co

Ennek igazoldsdt a legegyszerilibben Ugy végezhetjiik el, hogy
kimutatjuk az 12 = 1-reldcid. fenndllasit.

o0 u2 2
S g— [ &7 aw? -
{21 oo
oo 2 - 2
X 1 ~___
1 -— dx) (——— - dy} =
= | e 2 e
T _{o U2I_°o 2
2.2 2N oo 2
oo _ B4y 1 ©_ .« dr]dy,
- 1 f.[ 2 dx dy = jwj; e 2
2T -oo ~oo 2T 00
2T
- 1 -
= IR f ay =1
0
Itt alkalmaztuk az
X =1 cosy
Y = r siny
polidrkoordindtds transzformdcidt, ekkor
2x Ix cos - r sin
- 3r 3y | .
dx dy= 3y dy dr d% = dr dy = r dr d?
dr 3¢ sin ¥ cos

Ezzel kimutattuk, hogy az (2.100} alatti folytonos po-
zitiv értékd f(x) gbrbe alatti terilet egységnyi, azaz f(X)
stiriségfiliggvény.

A slriségfliggvény és eloszlédsfliggvény kdzOtti Osszefiig-
gés alapjdn a normdlis eloszlds eloszlésfliggvénye:

X 2
1 . ot =-m
(2.101) Fi(x) =—T——?E——fe 252 dt
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A (2.101) Osszefiiggésben ismét elvégezve az u = 3
helyettesitést, az
' X m

xm i ‘-
(2.102) F(x) = __1___J‘Ge au = g (X

f 21 -0
reldcidt. nyerjiik, ahol @(x} az m = 0, 6= 1 paraméterekkel
biré normdlis eloszlds eloszlédsfiiggvényét jeldli. A @(x)
filggvény értékeit az I. téblazat tartalmazza.

A (2.102) Bsszefliggés értelmét kissé részletesebben
megvildgfitjuk. Legyen X normdlis eloszldsui valdészinliségi
vdltozd m és 6 >0 paraméterekkel (r3vid jeldléssel:

X :N(m, 6 ), akkor X eloszlésfﬁggvénye az

ot - mZ m)2
F(X) = 1 f 26 dx

s\fz—zr

adja annak a valészinuségét, hogy X értéke kisebb, mint x.
Az X valészindségi vdltozé felvett értékei (a kisér-
let kimenetelei) helyett tekintsik az x* = _E_ETE; érté~
keket. X* természetesen ugyancsak valészinfiségi vdltozs,
amelynek értékeit X felvett értékel egyértelmlen meghatdroz-
zdk. Az XX valdszinlségi valtozdt standardizdlt valtozdnak

nevezziik. Ha az X valdszindségi vdltozd egy kisérletnél

_u?
2

az X = Xg értéket geszi fel, akkor az x® véltozd ugyananndl
a kisérletnél az ——g7§—5—— értéket képviseli. Az x¥ valto-
zé eloszléasfiiggvényét jeldljilk @(x)-szel. Nyilvédnvals, hogy
az {X < x}esemény valdszinlisége ugyanaz, mint az{Xx<

X -~ m ‘ .
<-———€———}esemeny valdsziniisége,

P(X x) =P(B X® +m <x) =P(x*¥ < 2T

o

azaz

F(x) = § (%)

Annak valdszin(isége, hogy az m és 6 >0 paraméterekkel bi-
ré normidlis eloszldsd vdltozd az (a,b} intervallumba essék:

(2.103) F(b) - F(a) = P(a £ X < b) =
Pla < 6X° +m<b) =

b - m

b - m a - m )

gy - g (2
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Az @(x) flggvény értéktdbldzatdt &ltaldban pozitiv
x-értékekre adjédk meg. Megmutatjuk, hogy igen egyszerd mé-
don nyerijik f#(x) értékeit negativ x értékekre is.

Az x* standardizédlt normélis valdszinlségi vdltozd
slirfiségfligvénye az (2.99) slrliségfiiggvényb8l m=0, 6 =1 he-
lyettes{téssel nyerhet§:

1 -
(2.104) (x) = —— e 2
! VZI

A (x) fliggvény az x = 0 pontra szimmetrikus, I1gy

. s ) o - b4
(2.15) 8 (-x) = J y(t)at = [ ple)at = 1 - [pe)de =

- % oo

= 1 - @#(x)

amely &sszefiiggés a #(x) eloszldsfliggvény grafikonjérél is
leolvashaté.

- b

-X X -X X

- 28, 4bra

Annak valdszinfisége, hogy az x* valészinﬁségl vdltozd érté-
ke az (-x,x) intervallumba esik:

(2.106) B(x) - B(-x) = g(x) - [1 - @dx)] = 28(x) - 1

Az (2.103) Ssszefliggés alapjén kdnnven beldthatd, hogy
a kbvetkezd két tdbldzat teljesen ekvivalens:

¥ox)
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x*:u(o,n X : N{m,& )

P(0,67 < x¥<0,67) = 0,5 P{(m-0,676< X < m+0,67¢)= 0,5

P(-1 € Xx®¥ < 1) = 0,683 Pm-6 < X <6) = 0,683
p(-2 £ x¥ < 2) = 0,954 Pm-26 < X < m+26)= 0,954
P(-3 < X¥< 3) = 0,997 P(m-36 < X < m+36)= 0,997

E t&bl&zatbdl pl. kiolvashatd, hogy igen kicsi, kisebb mint
0,05 annak valdészinfsége, hogy egy m és 6 paraméterekkel
biré normilis eloszlédsl X valészinfiségi vdltozd megfigyelt
értéke az m ponttél 6 -ndl nagyobb tédvolsdgra essék. Ezt

a tényt a matematikai statisztikdban gyakran fel fogjuk
haszndlni, ez az Un. 26 -szabdly. Az pedig gyakorlatilag
ugyszélvan biztos, hogy X megfigyelt értéke az (m-3§
m+36 ) intervallumba esik. A fenti tidbldzat adatai azt
sugalljdk, hogy m paraméter az X valészinfiségi vdltozd var-
haté értéke, amely koéril X megfigyelt értékei t8moériilnek,
a 6 paraméter pedig az eloszlds szdérésa.

Valdban:
co _ _{x-m)2 .
1 2 62 3 -(——z—x'“"z '
E(X) = —V——z-ﬁ_mxe dx = W\f (x-m+m)e 2 g< dx=
o oo -ee 2
__"& ‘f X-m _ (x—m)2 m _ (x=m)
= gqjﬁf;m’ 5 e 5 o2 :igx Y EIT e‘262 dx
Ha most alkalmazzuk az U = ‘5”%73‘" helyettesitést,
akkor azt kapjuk, hogy
oo u2 oo u2
1 - , 2
(2.107) E{X) = ———— fue 2 qu+ Pfe ? au=m
V2% 7
2 - —o00
Tovabbd
oo - (x-m) %
(2.108) D2(X) = — f(x—m)z e 26° ax =
' 6 V2L Yo -
2 2
= 6 [uze - —%—— du =
27 Zeo
Lo ]
62 Fo _ u2 62 - u2
= u.ue 2 du = ——|-ue 2 *
BT, ‘= 7z e
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A tovdbbiakban tdbkbszdr fel fogjuk haszndlni a normid-
lis eloszlds karakterisztikus fliggvényét, amelyet eldszdr

az N(0,1) standard normdlis eloszlédsd x* valdszinlségi
vdltozdra szdrmaztatunk.

oo 2
oK : . X
(2.109) w(t) = B(eX™¥) o I [ itX 7 5 gy -
2N, Zoo

o

f_ (x--it)2 - 2 - 2
= _—T?ﬁf—of 2 e 2 d# =a 2

Itt alkalmaztuk az x-it = 2z helyettesitést, és mint az ana-
l{zisben kimutatjdk:

+oo-~it
1 J[ 22
—_— - dz = 1
21 ¢ Tz
~co=1it -

Ha most az X valdszindségi vdltozdé N(m, § } eloszldsi,
azaz

akkor a (2.109) Gsszefiiggés alapjan

. .4 N :
(2.110) ¢, (t) = B(e'* (6 X7+m), _  itmg 16 4%
itm - & % itm - 6%t
= e e 2 = g 2

Természetesen a yx(t) karakterisztikus fliggvény t = 0

helyen vett derivdltjai segf{tségével igen egyszerfien szir-
maztathatdk a normdlis eloszlds momentumai. {(Ennek elvég-
zését az olvasdra bizzuk). :

Legyenek most az X1 ég X2 figgetlen normdlis eloszlé&sd

valészindségi vdltozdk N(m1;"61), illetve N{(m,; 62) el-
oszldsokkal. Legyen X = X1 + Xz. Hatdrozzuk meg az X el-

oszldsdt. Mivel a karakterisztikus fliggvény az eloszlédst
egyértelmiien meghatdrozza, elegend szdmunkra X karakterisz-—
tikus figgvényének meghatdrozdsa, ennek képletébdl az ered-
mény kiolvashaté. A (2.110) formula alapjén:

_ it (X, +X,)]_ itX,. _itx ~ ~
.?x(t) = E[é 1 22 ]— El(e 1 2e 2) = Wx(t). VX (t)y =
itm t itm 2 it {m,+m,). =2 2. 2
1 — 2 — 1772 61 81)t
= e 2 . e 2 = e 2
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Ebb&l 14thaté, hogy X ugyancsak normédlis eloszldsd és

(2.111) E{X) = m, + m,

2 2 2
(X) = 61‘ + 62

Azt az eredményt kaptuk tehdt, hogy filiggetlen normélis elosz-
l4dsd valdszin(ségi vdltozdk bsszege ugyancsak normdlis elosz-
14sd. Ez az eredmény, amint az a karakterisztikus fliggvény
alkalmazdsdval kdzvetleniil lidthatd, tetszd8leges véges szémd
fiiggetlen normdlis eloszldsd valdszintiségi vdltozd bsszegé-
nek eloszldsdra igaz:

A tovAbbiakban a normdlis eloszlas néhény olyan tulaj-
donsdgra hivijuk fel a figyelmet, amelyek a gyakorlati al—
kalmazdsok szempontjdbdl rendkiviil fontosak.

Ha X normdlis eloszldsid, E(X) = m vdrhatd értékkel és
D(X) = 6 szdéréssal. rendelkezik és Y = aX + b az X vdltozd
linedris fiiggvénye, akkor Y ugyancsak normdlis eloszlédsdy,
E(Y) = am + b vadrhaté &értékkel é&s D(Y) = a6 szdrdssal bir.

Allitdsunkat az (2.76) Bsszefliggés segitségével kdny-
nyen bebizonyithatjuk.

Mivel az X valészinliségi vdltozd slrliségfiiggvénye:

(x - m)2
_1 - 52
fi{x) = e 2

6\2T

és a (2.76) formula szerint az Y vdltozd silriiségfiiggvénye:

(_L_;__L_m)2

_ 1 y.- b _ 1 ' 262
g(y) EY ol 2 ) 2l e
AzZaz
' __(y-am-b)?
(2.112) gly) = —+—— & 2a° &2

al 6 V2T

- Az utébbi formuldbsél dllitdsunk mdris kiolvashatd, hi-
szen a (2.112) formuldban szerepld fiiggvény normdlis sdrﬁ-
ségfuggvény, amelyben am + b a vdrhaté érték, és a 6 a szd-
rés.

Mivel a kiil®nbdz8 normélis eloszldsockat az m és 6>0
paraméterek értéke egyértelmfen meghatédrozza, az elbbbiek-
b8l az is kdvetkezik, hogy ha két normdlis eloszldsdi v4l-
tozdval van dolgunk - X : N(m 6 } eloszldsd és Y : N (m,,

6,) eloszldsd -, akkor mindig talélhaték olyan a > 0 és
b > 0 szémok, hogy az Y = aX + b eloszlédsa N(m,, g
100
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Mds széval egy normdlis eloszldsd valdszinliségi vdl-
tozd linedris transzformdcidval médsik eldirt normdlis el-
oszldsba vihetd &t. Az a>0 és b > 0 szédmokat dgy Kkell

csak megvdlasztani, hogy am, + b = m, és'a2 612 = 622
legyen. Mivel a > 0, elegendd, ha
a 6, = 6, azaz '
1 2
& 13
a = 2 és b =m, - 2 ™
& 2 6 1
21 1
teljesiil.

2.2.7 A binomidlis eloszlds kdzelitése normalis- eloszlassal »

A Moivre-Laplace tétel

A binomidlis eloszlds tdrgyvaldsdndl emlitettiik, hogy a

(2.13) py = (ﬁ) pX(1 - p) ° k

valészinfiségek kiszdmitdsa nagy n értéknél igen fdradsdgos,
szinte reménytelen, s ezért arra todrekszlink, hogy az (2.113)
formuldt valamilyen egyszer@bb, kdnnyen kezelhetd kdzelitd
formuldval helyettesitsiik. A p paraméter értékétdl fiiggden
kxétféle eljdrds haszndlatos a binomidlis valészinliségek ko-

zelit$ kiszdmitdsdra. Ha p értéke a kdvetkezd hatdrck kozé
esik:

0,637 : 0,637
5— <P < 1-—5—
Tn Vo

fahol n a kisérletek szdma), akkor a célszer( kdzelités:

_ __(k—ng)2
(2.114) p, = (E)pkﬂ-p)n Ky —— ™2 npq

V2112 npgq

Ez a kdzelit8 dsszefliggés azt jelenti, hogy ha n szémi
kisérletnél a p értéke a mér ismertetett hatdrok k&zé esik,
binomidlis eloszl4s helyett np vdrhatd értéki, y{npg szé-
rédsdi normdlis eloszldssal célszer( szdmolni. Amenn¥iben rdg-
zitett n esetén p az emlitett hatdrokon kiviil esik {azaz p

a 0-hoz, vagy 1-hez esik k¥zel), a binomidlis eloszldst
Poisson-eloszldssal célszerd kdzeliteni.

A (2.114) formuldval tOrténd kdzelités andll jobb, minél

nagyobb az n értéke és minél kdzelebb 411 a p értéke az —%—-
hez, vagyis amikor p'w qg=1-rp.
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Ha a (2.114) formuldban bevezetjlik az x = konp
helyettesitését, akkor ﬂnpq

__ X
{2.115) pﬁu———l~— e 2 — 1 - Y (x)

V2x Vnpq

ahol Y(x}) a standard normdlis s{rdségfiiggvény.

A gyakorlatban ritk4n van szilkségiink a binomidlis el-
oszlds egyes tagjainak értékére, sokkal tSbbszdr bizonyos
tagok Ysszegére vagyunk kivédncsiak.

A (2.115) Osszefiiggés matematikai szdrmaztatdsa az ana-
l{zis eszkdzeivel egyszerili, nem igényel mdst, csupdn a
Stirling-formula alkalmazdsdt és az y = In(1+n}) figgvény
Taylor—-sordnak ismeretét.

A Stirling-formula alkalmazdsaval:

n
n, _ n! e 2 Tn

1

f npq

% = oo = K n-k =
5 &y famk {21 k)
- _T 7 a”
{212 0-5 k¥ (n-k) 7K

Ennek alapjdn a Py valészindség a kdvetkezd alakban irhatd:

_ (h k n-k np ,k
p.= () Pg ~ { )
ko k f2an £ (-2 k

- n n .

( ng )n-k

n-x%k

Alkalmazzuk az x = k - np helyettesitést, azaz legyen
k = np + x

n -k =ngq - x

ekkor
(2.116) px }1{ .
2% nip + 2—) (q - =—)
(1+ ip ) PPFX ﬁq)nq—x
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Kénnyt beldtni, hogy n ndvekedésével

tényez§ ——————
VZﬂ npq’

szerepel. A mdsodik tényezdé nevez8jiének logaritmusa:

- 0 igy az elsé
-hoz tart, amint az a {2.114) formulédban

(np+x)1In{1 + ip ) + (ng - x)in{1 - ﬁq ) =
2 3
- e [ zp i 2nJ,2{P2 ' 3n§’cq3 S } )
- - l: X X2 X3 - _
- [ng-x) ng +2n2q2 + 3n3q3 .. .] =
X2 X3 X2 X3
=X - —h5 + 3n2p2 - .. . F nD - 2n2p2 o
32 x> % xS
27 2nq 3n2q2 - T Thq * 2n2q2 Toeee F
_ x2 ( i, 4 y - x3 ( 1 _ 1 ) - x2
2n o) q 6n2 p2 q2 2npg
A mdsodik tagtdl kezdve a tagokat elhanyagolhatjuk, mert
mar xg ~— 0, ha n-> oo . Ennek beldtdsdra gondoljuk- meg,
n :

hogy x = k - np vagyis a k valdészinlségi vdltozénak a vér-
hatd értékétdl vald eltérése Vn nagysdgrendil, ez a Csebisev-
egyenl&tlegséghdl adsddik. Kdvetkezbleg
x2 x3/2 1
7 ¥ 2 = -0
n n Vn
Az (2.116) formula jobb oldaldnak mésodik tagjdban szerepld

2
X

nevezé tehdt =~ e  2npq 19y a p, valdszinliség:

2
X

1
Py ~ e 2npg

VZ'K npg
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2.2.8 Kétdimenzi6s (sikbeli) normalis eloszlas

A t8bbdimenzids valdszinliségeloszldsok kdziil részlete-
sen csak a gyakorlatban legnagyobb jelentdségd sikbeli nor-
mélis eloszldst vizsgdljuk.

A Z = (X,Y) véletlen vektort kétdimenzids normdlis el-

oszlédsinak nevezziik, ha slrliségfliggvénye:

1 - 1

{2.117) hix,y) = e (- 02
| 2T 6,6, |1- - f
[ (;f-m1)2 (x-m1) (y-mz) (y-mz_)z jl
——— = 2p +
6,2 . B9 6, 82

E kétvdltozds sfrdiségfiiggvény geometriai képe egy foly-
tonos feliilet, amelyr8l k¥zelitd képet kapunk, ha egy ha-
rangot képzeliink magunk elé.

A formuldban &t paraméter (41landd) szerepel, amelyek
értékét8l fiiggben a feliilet vagy valéban harang alakd, vagy
pedig két oldalrél Bsszenyomott haranghoz hasonlit. Ennek
a hozzavet8leges hasonlatnak pontosabb tartalmat fogunk ad-
ni a tovédbbiakban végzend8 geometriai jelleg( vizsgédlatok
alapjédn. El&zéleg azonban megvizsgdljuk a (2.117) formuld-
ban szerepld paraméterek jelentését.

Kimutatjuk, hogy m, s ill. 6, az X vdltozdé vdrhatd ér-

1
tékét és szérdsét, m, , ill. 6, az Y vdltozé virhatd driéd-

két és szérdsdt, ¢ pedig az X és Y vdltozdk kdSzdtti korre-
l4cids egylitthatdét jelenti.
Ennek beldtdsdt a kdvetkezd mddon végezzilkk. A kétdimenzids
eloszl&srél mondottak alapjédn (ldsd: a {1.15) formuldt) az
X vAdltozdé slrlségfiiggvénye:

o

£(x) = [ hix,y)ay
- o
A (2.117) formuldban vezessiik be az
X -~ m y = my
u = e ettt v = -
61 . 62
helyettesitést, s ekkor
o oo 1
f(x) = { hix,y)dy = fe - ~ 2
,J; ' 2'!‘6’1 f1- o 2(1-97)
2
[u2-2§> uv+v2] dv = \f _i!:__H%__ dv
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_ v-opu . 5
Alkalmazva a % = vdltozot, .dv = 1 - dz
és {gy:s ) Q1 - ¢ 2 §

2
e _u? o 2?
e : 2 1 2 1 2
flx) = —————1 e dg = e e dz=
20 &4 J 621 \2x
-
2
_ _u
I 2
T —— e
8, f2ﬁ
azaz: (x - m1)2
26, *

f(x) =

1
51“ 2%

amely eredmény mutatja, hogy X normdlis eloszlési, m, vir-

hatdé értékkel és 61 szérédssal. Mivel a (2.117) formula az

X és y vdltozdkban szimmetrikus, teljesen analdég meggondo-
l4ssal nyerijilk az Y vdltozd gly) sfiriségfiiagvényét:

:(y - m,)2

2
2 6
gly) = ————e 2

tehdt Y is normdlis eloszlésy, m, vidrhaté értékkel és 62
széréssal.
Meggondoldsunk eredményeként nemcsak az my. M, és 6,, 62

paraméterek jelentése vdit vildgossd, hanem egyben azt is
14thatjuk, hogy ha X és Y valdszinlségi vdltozdk egylittes
eloszldsa kétdimenzidés normdlis eloszlds, akkor az egyes kom-
ponensek kiilén-kiildn is normdlis eloszldst kdvetnek, vagyis

a kétdimenzids normdlis eloszlds vetiileti egydimenzids nor-
mélis eloszldsok.
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Kimutatjuk, hogy a (2.117) formuldban szerepld paramé-
ter az X és Y vdltozdk kbzdtti korreldcids egylitthatd. Az X
és Y vdltozdSk k&zdtti kovariancia az (1.46) Osszefiiggés
alapjén:

E(X - m) (Y = my) =[f(x = m)(y - my)h(x,y)dx dy =

c =
{y ='mp)2
. 7 o2
- 1 - zfe 26 dyf(x-m1)(y—m2).
2166, V1-9" =, —eo
- ——l—‘z“— (_x_—_m1_ - i 2
2{1=- ) 3 6 ’
. e § : ! 2 2 dx
Ha most bevezetjlik az
. ] ( X - m, _ y - m, o y -.m,
= 5 , ____ET____
T-9 & 6, 2
helyettesitéseket, akkor
2
_ u
oo o9 2
c = — 1 (6, 6. Y 1- 2 uv +96’ & v2)e du dv =
g 1°2 § 1 92
00 -0
o0 v om W
o 61 62 ) p 2
= — ve e dv| e du +
2T —'oo
- 2
e o v oo _ 1ot
61 6]21./1*_ ? S 2 2 ,
+ I ? ve dv ue du =§g 62
27T
— oo —
vagyis
o = c _ E [(X - m1) (Y - mz)]

amely éppen a korreldcids egytitthatd definicidja.
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A (2.117) Osszefliggést szemiigyre véve ldthatjuk, hogy
ha X és Y korreldlatlanck, azaz p= 0 a

e [(x—m1)2‘<y-m2)2}
) 7 7 |°
(2.118) hix,y) = ——— & & 1 %,
27 5’1 6,
2
- (x m1) (Y - m2)2
2 . - ——
I I 6, A 26,7
5, V2= 6, V2%

Ekkor tehdt az X és Y vdltozdk egylittes slrliségfliggvénye az
egyes védltozdk slrilségfiiggvényeinek szorzata. Ez azonban

azt jelenti, hogy X és Y fiiggetlenek. Azt az eredményt kap~-
tuk tehdt, hogy ha két valdszinliségi vdltozé egyiittes elosz-
ldsa kétdimenzids normdlis eloszlds és a vdltozdk korreldlat-
lanok, akkor egyben fiiggetlenek is.

2.2.9 A lognormalis eloszlas

Az Y valdészinlségi vdltozdét logaritmikus normdlis el-
oszldstdnak vagy rdviden lognormdlis eloszldstnak nevezziik,
ha 1n Y normdlis eloszldsd.

Legyen X = 1n Y és legyen X normélis eloszldsd valamely m

és & paraméterekkel, vagyis X sirfségfiiggvénye:
x - m)?
2
1 2 6
6121

f(x) =

A valdszinlségi v4ltozé fliggvényének eloszldsdra vonat-
kozé formula alapjdn Y sdrlségfiiggvénye:

_{lnx - m)2
{2.119) g(x) =——f(ln x) =—0— . 1. o 26
: RET .
& V2%
{(x > 0}
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Meghatdrozzuk az Y valészinlségi vdltozd vdrhatd érté-

két és szdrdsnégyzetét.
oo (lnx—m)2

= e

(2.121) p2(v)

2

_ 82 6

(e - 1)

2
E(Y) = S B— j‘ e 26 ax
6Y27x
Alkalmazzuk az
ln X - m _
= = u
. helyettesitést, akkor
6 u+m 6 u+m
X = e , dx = 6 e du
Ennek alapijén:
u
1 T Gu+m 2
{(2.120) E(Y) = jﬂe . e du
- 2%
. 62 o0 -
m+ 1 - (u-8)
= e e
Vox
9 0 .
5 . T - —~—————(lnx"§) m+2 6 2
E(Y") = X e 2 67 dx = e
621
2m+2 6 2

2 2
E(¥?) - [E(N)] % = 2267 | 2m6T

du = e

o0 (- 26)°
L e 2 du
f2x

Lognormdlis eloszlds &dltaldban apritdsi, osztdddsi,
mdlldsi folyamatokndl 1ép fel, mint a végtermék stlydnak,
kébtartalmdnak vagy valamilyen méretének eloszlésa.
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2.2.10 Az egyenletes eloszlés

. Az érmedobds, kockadobds stb. esetdben a kisérlethez
rendelt X valdszinliségi vdltozd mindegyik lehetséges érté-
két egyforma valdszinfliséggel veszi fel. Az ilyen valdszind-
ségi vdltozdt egyenletes eloszldsdnak nevezzilk. Megkiildn-
btztetlink diszkrét és folytonos egyenletes eloszldst. Le-
gyen X diszkrét valdszinfségi vdltozd x1'X2""’Xn (véges

sok} lehetséges értékkel, és legyen

(2.122) P(X = x,) = % {i=1,2,...,n)

Ekkor az X valészinliségi vdltozét egyenletes eloszldstnak
nevezziik az x1,x2,...,xn szdmokon. A valdészinfiségszdmitds

klasszikus korszakdban csak ilyen valdszin(iségi vdltozdkra
vonatkozd problémdkat vizsgdltak.
Diszkrét egyenletes eloszlds csak véges sok kiildnbtz8 kime-
netel esetében értelmezhetd., Diszkrét egyenletes eloszlésd
valészinliségi vdltozdéra vonatkozd valdszinliségi kérdések
kombinatdrikus médszerekkel vdlaszolhatdk meg. (ldsd:1.1.4
pont) .

A (2.122) aloszldsd valészinliségi vdltozd védrhatd ér-
tékét és szdrdsnégyzetét a kSvetkezd formuldk szolgdltat-
1dk:

' n
X, + X, + ... + X
E(X) = 1 2 n _ _1 Z: X. =%
i=1

n n 1

ami nem mds, mint a lehetséges értdékek szdmtani kézepe.

p?(x) = %2

n

_.\M:j
=
1
>
N
il
™1
e
o
[

Egy folytonos X valdszinilségi vdltozét egyenletes eloszlist-
nak neveziink az [a,b) intervallumon, ha slriségfiiggvénye a
kdvetkezd:

1

=3 haa£x<b

(2.123) f(x):J
[ 0o ., egyébként
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A (2.123) sidrliségfiiggvénnyel bird valdszinliségi vdltozd
sirliségfliggvénye: (1.10.3. fi(x;«,p}

fexy
'1_' | S —
b-a |
1
|
!
a b voX
30. &bra
0 , ha x < a
(2.124) Fix) =4 X & ha a £ x < b
: b - a ! =
1 , hax 2b

A vdrhatd értéket és a szdrdsnégyzetet egyszerfen kiszdmit-
hatjuk:

b
{2.125) E(X):ibfad}{:bla b2£a2=a;b
b .
(2.126) Dz(x)=f5’i§_a ax - (22 2 . - a) 2
a

2.2.11 A gamma-eloszlascsaldd: Gamma-eloszlas,
éxponencidliseloszlas y*-eloszlas
Definfcid: Legyen a folytonos eloszldst X valdszinGsé-
gi vdltozd slrfiségfliggvénye:
p "X
o6 p=1 - X
J’——FTET— X e ; ha x>0

(2.127) f(XF DC-;P) = l 0, egyébként

Ekxkor az X valdszinfiségi vdltozdét gamma~-eloszlédstnak nevezziik.



Itt a formuldban szerepld I (p) fliggvény az Un. p-para-
métert gamma fliggvény, amelynek definicidja

(2.128) F(p) = [ x®71  &™X ax
0

Kénnyd beldtni, hogy £(x; «,p) valdban slriiségfiiggvény, mi-
vel

o o0
(2.'128')fo'1 e ¥ ax ~—‘—pf( oo x)P1 T XX (k) =
o

0

0
M{p)
o P
tehét:oc

[eexs w prax = 1
0

Az f(x; o« ,p} sdrdségfiiagvénnyel biré X valdszinliségi
vdltozd p-paraméterd gamma eloszldsidnak nevezzik.

Szdmitsuk ki a p-paraméterd gamma eloszlds karakterisz-
tikus flggvényét!

< . P r _ _ s
(2.129) i) = [eM*e(x; ,prax = r?‘(fop Tem (it X gy
-0 Y
- AR

o

Itt felhaszndltuk a{2.128') Osszefiiggést, amely komplex «
esetén is érvényes feltéve, hogy annak valds része pozitiv
eldjeld.

Az f({xX; o¢,p) slrliségfiiggvényben az « és p paraméterek
éritékének kiildnbdzd megvdlasztdsdval kiiltnbdzd, a gyakor-
latban fontos eloszldsokat nyeriink.

Definicidé: A (2.17) siiriségfiiggvényben p = 1 vdlasztd-
sa mellett

(2.130) £(x; «,1) = oce &%

az Un. exponencidlis eloszlds, slrlségfiiggvényét nyerjiik.
Az exponencidlis eloszlds eloszlasfiiggvénye:

(2.131) F(x) = 1 - e %%

Az exponenciédlis eloszlds karakterisztikus filggvénye:

- _EE_)'1

(2.132) p(t) = (1 =



A karakterisztikus filiggvény segitségével kiszdmithatjuk az
exponencidlis eloszlas varhatd értékét és szdrdsnégyzetét
a (2.77) és (2.78) formuldk alapjén.

(2.133) E(X) = ——}— p' (0) = -17—
VW on2 _ 2 T
(2.134) D°(X) = [ ()] ° - »'’"(0) = —7
tehdt D(X) = ——
Lithatd, hogy az exponencidlis eloszlds vdrhaté értéke és
szérdsa numerikusan megegyezik. 1
Definfcid: Ha a (2.127) sdriségfiiggvényben « = =

p= —%; értéket vdlasztunk, akkor az un. X%-eloszlds figg-

vényét nyerjiik:

g =X
1 2 2

; ' 2 ) = n n X €

(2.135) kn(x) = f(x;

(x > 0)

Ez az eloszlds igen jelentés a statisztikai alkalmazd-
sokban.

Tétel:
Fliggetlen normdlis eloszldsd valdszinliségi vdltozdk
négyzetdsszedge xz—eloszlésﬁ, azaz ha X1,X2,...,Xn fliggetlen

N(0;1) standard normdlis eloszldsti valdszinlségi vdltozdk és

o +X2

X =X/ + X
n

2 2
1 2

akkor az X vdltozd slrliségfiliggvénye a (2.135) formuldval meg-

adott filiggvény.

Bizonyitds: 2
Ha X N(0;1) normdlis eloszldst és Y = X, akkor Y el-

oszldsfiiggvénye:

{2.136) G(x)

P(Y < x) = P(X°< x) = P(- VX< X<x) =

2 80 Vx) -1

]



Az Y vdltozd slrlségfliggvénye

X
1 1 2
(2.137) gi{x) =2 g'( Vx). = e =
2 ¥x 27 x
]
R
(——) 2 2
= X e
M (——)
2
L2 s : 1 1
Tehdt az ¥ = X° valdészinliségi vdltozd o = 5=« P =

paraméterekkel biré gamma eloszldsa. Az Y valtozd karakte-
risztikus figgvénye a (2.129) formula alapjén: :

(2.138) @, (t) = L -

(1 - 2 ity "2

Tekintettel arra, hogy az X = f;xi' bsszegben szerepld
1
mindegyik Xi {i=1,2,...,n) valészinliségi vdltozd eloszlédsa

megegyezik az ¥ vdltozé eloszldsdval, az X vdltozd karakte-
risztikus filiggvénye

n

—_

n
(2.139) Px!&) =% P2 e T
i=1 %y (1 - 2 it) 2

1

n
(1 - 2 it)2

A {2.139) formuldt Ssszehasonlitva a {2.129) fliggvény-
nyel, ldthatjuk, hogy az utébbi filiggvény az

paraméterekkel bird gamma eloszlds karakterisztikus figgvé-
nye, vagyis X slrlségfliggvénye a (2.135) formuldval megadott
fiiggvény, amelynek alakjét n=1, n=2 és n=6 esetében a 31.
dbra szemlélteti. : :



0,5
0.4 1-rl’ n=1
0.31 )

\
0,21 \\

0.1+ X

31. &bra

A (2.135) formuldval kifejezett kn(x) sdr{iségfiggvényt,

amelyet n darab fliggetlen N(0;1)} eloszldsi valdszinfiségi val-
tozé négyzetdsszegének eloszldsaként nyertiink, szokds n sza-
badsdgfokd eloszldsnak is nevezni. A szabadsdgfok értelmét
a 3.5.1 pontban vildgitjuk meg. A (2.139) karakterisztikus
flilggvény segitségével kdnnyen szdrmaztathatjuk az n-szabad-

sdgfoku %z—eloszlés momentumait. A vdrhatd érték, illetve a
szdérédsnégyzet kiszdmitdsdhoz elegendd tekintetbe venni, hogy

oy
‘ 2
Wig(0) = = 5= [(1 - 2it) (-2i) ), =1in
_n o,
) __L[_ (.i_)+1]|:(1_2 it) 2 ] _
Y x (0 = 2 2 ) i k=0~
= i2(n2 + 2n)

Ezek alapjdn a (2.77) és (2.78) formuldk figyelembevételével

i
=
=]
>
]
1
=]
+
=]
£y
™
=3
I
™
=t

(2.140) E(X)

5]

D(X)

Ugyancsak a karakterisztikus fliggvény felhaszndlédsdval
igazolhatd a %2-eloszlés tn. additiv tulajdonsdga, amely
abbél 411, hogy két fliggetlen 1%-eloszl4sd valdszinliségi
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vdltozd Osszege ugyancsak Xz-eloszlésﬁ. Ha ugyanis Xin1

szabadsdgfokd xz-eloszlésﬁ és X1 és X2 figgetlenek, akkor

az X = Xy o+ X2 Usszeq karakterisztikus fliggvénye a megfeleld

karakterisztikus fiiggvények szorzata, vagyis a (2.139) for-
muldt figyelembevéve:

- D2
(2.141) y (£) = yo (&) . oy (6) = (1 - 21t) 2 .
| 2
nz - _ _nt+n2
2 2
(1 - 2it) = {1 - 2it)
vagyis az X vdltozd ugyancsak xz—eloszlésﬁ n,+n, szabadsdg-

1 72

fokkal. 5
Tehdt filiggetlen X" -eloszlédst valdsziniiségi vdltozdk
bsszeaddsakor a szabadsdgfokok Ssszegezddnek, az eloszlis
tipusa nem vdltozik. Meg kell azonban Jjegyezniink, hogy ha

sok Xz—eloszlésﬁ valészinliségi vdltozét adunk 8ssze, amikor
is a szabadsdgfok midr elég nagy lesz, akkor a centrdlis ha-~
tdreloszldstétel érvényesiil és normdlis eloszldshoz jutunk.

Mar pl. n = 30 esetén a xz-eloszlés stirfségfiiggvénye alig
kiilonbbzik egy normdlis eloszlds slrliségétdl!
2.2.12 A Student-féle t-eloszlas

A matematikai statisztika néhdny fontos probléméia az -
alédbbi tipusd hdnyados eloszldsdnak vizsgdlatdt kdveteli meqg:

fn X

(2.142) t =

2 2 2
\’x1 LR S RPN

ahol X, X1, Xz, ey Xn figgetlen N{0;1) normidlis eloszldsd

valészinlségi valtozdk. o

A t valdsziniliségi vdltozé slrlségfiiggvényének meghatd-
rozdsdhoz ki kell szdmitanunk mind a sz&mldls, mind a neve-
z8 slriiségfliggvényét, majd alkalmaznunk kell a fliggetlen va-
l6szinfiségi vdltozdk hdnyadosdnak sirliségfiiggvényére vonat-—
kozd formuldt.

A (2.1.4) pont alapjdn ismeretes, hogy ha az Y valdszi-

niségi vdltozd egy X valdszinliségi vdltozdnak folytonos filigg-
vénye:

Y= px)
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és az X vdltozd slrliségfiiggvénye f(x) akkor Y slrliségfiigg-
vénye a 2.1.4 pontban mondottak alapjén:

-1

hiy) = £ [T (] . —2 T )

Szdmitsuk ki ennek alapjédn az (2.142) tdrt szdmldlsjdnak
sliriségfiiggvényét. Most

v=fnx, ¢l = ;_ y, igv a  {nx

n

vdltozd slrlsége:

1 2n
hix) = ———- e
{2 T n

2 A tért nevezdjének silrliségfliggvénye az n szabadsdgfokd
X"-eloszlds slrlségfliggvényének ismeretében kdnnyen adddik,

ugyanis a nevezé X ahol X n-szabadsdgfoki Xz—eloszlésﬁ, igy
a nevezd slrlsége: .

2yn-

1
n
—_ n

22 (%)
Ha most a t a valdszinségi vdltozd slrlségfiiggvényédt sn(x)—
szel jel&ljlik, akkor

gly) =

x2
= Tl

2
s, (x) =vh(x,ylgly)dy = . fyn e day
0

2T n 22!"(—‘2‘—)
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2 2
Alkalmazva az u = ( X + 1) —%—— helyettesitést, az
5 n+1l
(1 + X ) 2 oo n-1
n 2 -u
(2.143) sn(x) = u e du =
Vxn P(-%—) 0
) n+t
'E -
F(L} 2 2
- — 2 (1 2—)
T n _n
M2
%)

i
Lg

i
T

32. dbra

Osszefliggésre jutunk, amely a t vdltozd silriségfiiggvénve,

S
amely sliriséggel bird eloszldst Student-féle t~eloszlésnak

nevezzik.

2.3 A nagyszamok torvényei '

2.3.1 A nagy szamok tO6rvényének Bernulli-féle alakja

A gyakorlatban igen sokszor 1ép fel az a probléma, hogy
yalamely benniinket érdekld A esemény ismeretlen P(A)

= p va-
1lészinfiségét n szdmdi kisérlet alapjdn a .

relativ gyakori-
sédggal k¥zelitve, mennyire tér el a relatfiv gyakorisig az
ismeretlen valdszinlségtdSl. Arrél a tényrdl, hogy nagy n ese-
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tén a —E— relat{v gyakorisdga tetsz8leges kevéssel tér el a

p valdszinliségtdl, meggydz benniinket a nagy szdm tdrvényé-
nek Bernoullitdl szdrmazdé megfogalmazdsa.

Alkalmazzuk a Csebisev-egyenldtlenséget a binomidlis
eloszldsra.

A (2.55) formuldval kifejezett

1
)\2

P(|X - E(X)] > 26 ) =

Bsszefliggésben X = k, E(X) = np, 6 = {Ynpg helyettesitéssel:

P(|k -nplx XA Ynpg é—;—i

A zdrdjelen beliili egyenlétlenséget n-nel osztvas:

POl -pis MBI 2

]2
Vezessiik be a lv——%%—— =& jeldlést, ekkor
A -9 0 1
3\.2 n € 2 4n£2
Tehdt:
k_ 5 e 1
(2.145) P(| pl2¢&) ¢ >
in €

A {2.145) Ysszefliggés a nagy szé&mok tdrvényének Bernoulli-
féle alakja. A (2.145) egyenldétlenség jobb oldala n— + o=
esetén nyilvdn zérushoz tart, ami azt jelenti, hogy a kisér-
letek szédmdt korldtlanul ndvelve, a relativ gyakorisdgnak a
valészinlségtdl vald eltérése tetszdleges nagy biztonsdggal
eléirt kicsiny lesz. A gyakorlatban nincs médunk a kisérle-
tek szdmdt korl4dtlanul ndvelni, ezért elsd8dleges érdekes-
ségll szdmunkra, hogy rdgzitett n esetén mekkora lesz nagy

valészin(séggel a —%— relatfiv gyakorisdgnak a p valdszinfi-
ségtbl vals eltérése, illetve milyen nagyra kell n-et, a

kisérletek szdmdt vdlasztani ahhoz, hogy a —%— - p[ elté-
rés eld{rt € -ndl kisebb legyen. Erre a kérdésre a (2.145)
6sszefilggés alapjén is vdlaszolhatnédnk, ekkor azonban a sziik-
ségesnél nagyobb n értéket nyernénk. Ennek okdta 2.2.8 pont
végén tett megjegyzésiink vildgitia megq.
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Littuk, hogy a binomidlis eloszldsa 2.2.8 pontbanemli-
tett feltételek kdzdtt normdlis eloszldssal kdzelithetd.
A 29. &bra alatti tédbldzatbdl ldthatd, hogy egy normilis el-
oszldsd X valdszinlségi vdltozd igen nagy valdszinliséggel
tér el a vdrhatd értéktdl, mint szdérdsdnak a hdromszorosa,
azaz

P(|X - m| €36 ) =~ 0,997

Tehdt k&zelitdleg ugyancsak 0,997 annak a valdszinfisé-
ge, hogy az A esemény k gyakorisdga az np vdrhatd értéké-
t81 kevesebbel térejen el, mint szdrdsdnak a hdromszorosa,
tehdt

{2.146} P{lkx - np|< 3 npg) & 0,997

Mds szavakkal olyan kevéssé valdszinfi, hogy a k - np
nagyobb legyen, mint 3 V npg hegy gyakorlatilag alig kell
vele szdmolnunk. Ez az dn. 36 -szabdly.

A (2.146) képletben szabad az egyenlétlenséqg mindkét
oladdt n-nel osztani, anélkiil, hogy a valészinliség megvdl-
tozzék, azaz

(2.147) p(}-X- - p] < 3 |[-BL) = 0,997

Ez azt mutatja, hogy igen nagy valdszinliséggel a relativ
gyakorisdg kevesebbel tér el agz ismeretlen p valdszinliség-

N vy
t81l, mint 3 f-%?—
Figyelembe véve, hogy a pq = p{1 - p) kifejezés értéke
nem lehet nagyobb, mint —%— gyakorlatilag biztosra vehetjlik,
hogy

_p]é_}__ S 2

2 iIn V?;

azaz csaknem biztos, hogy a p valdszinlséa a

|k

(2.148) A

k 1,5 k 1,5
n Vﬁ. n V};

szdmok k&zé esik.
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Ez a hibahatdr akkor tekinthetd jdénak, ha az ismeret-

len valésziﬁﬁség —%— kzeldben van. Ha a p valdszinfiség
lényegesen eltér ; -t81, akkor pg is kisebb, mint

——%— ,(1)' tehdt a relativ gyakorisdg szdrdsa q—%?—s

1

2{n

33. 4bra.

Ilyen esetben a p valészin(ség helyett a —%— relativ gyakori-
sdg értékét frjuk és g =(1-p) helyébe 1- k. n-k -et

irunk, gy n n

Pq o~ 1 kin - k) .
V n ~ n J n

Még jobb becslést kapunk a szdérdsra, ha a gydk alatti kife-
jezés nevezbjében n helyett n-1-et irunk.

Igen nagy valészinfiséggel, gyakorlatilag Ugyszdlvéan
biztosan igaz tehdt, hogy

k 3 k{n - k)
’ n pl é n V~ n -1
Ha arra akarunk vdlaszolni, mekkordra kell n-et, a

kisérletek szdmdt védlasztani, hogy a —%— relativ gvakorisdg

{1). Ugyanis az f{p) =P {1 - p) figgvény maximumdt csak

ott veheti fel, ahol £'(p) = 1 - 2p = 0 vagyis a
p = —%—- helyen. Mivel £'7(p) = - 2, valéban maximum-
rél van szd.
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az ismeretlen p valdszinfiségt8l csaknem biztosan kevesebbeoel

térjen el, mint pl £ = 0,1 akkor a {2.148) &sszefliggés
alapjdn csak az

1,5
Vn

egyenletet kell megoldnaunk, amelyb8l n = 225 adédik.
Az &= 0,1 érték a gyakorlatban sokszor nem kielégi-

= 0,1

t8 pontossdg. Ha nagyobb pontossigra tSrekszlink, akkor vi-
szont nagyon megn&vekszik a szilkséges kisérletek szdma.

Ha pl. €= 0,05-6t vdlasztunk, a (2.148)
n = 900

adédik, mig £ = 0,01 esetén (ez mdr igen nagy pontosség,
amire a gyakorlatban ritkdn van szilkséqg) a sziikséges kisér-
letek szdma:

n = 22 500

2.3.2 A kbézponti hatéreloszlastétel

A kozponti vagy centrédlis hatdreloszldstétel magya-

rdzza meg annak elméleti hdtterét, hogy miért 1lép fel a
természeti jelenségek vizsgdlatdndl olyvan gyakran normdlis
eloszlds. A tétel tartalmdnak lényege abban 411, hogy ha a
vizsgdlt X valdszinliségi vdltozd véletlen ingadozdsa sok
egymdstdl fliggetlen véletlen komponens eredménye, amely
komponensek kiilén-kiildn is mértékben hatnak, de hatdsuk
Osszegezddik, akkor x normélis eloszlédsu.

A binomidlis eloszlds vizsgdlatdndl lattuk, hogy a
binomidlis eloszldsd X valdszinfiségi vdltozd n darab fligget-
len karakterisztikus vdltozd Osszege: :

X=X1+X2+...+Xn

ahol az egyes Xi vdltozdk egymdstdl filggetleniil veszik fel

a 0 vagy 1 értéket, és mint kimutattuk, a binomidlis el-
oszlds nomrdlis eloszldssal kdzelithetd, hacsak a p para-
méter értéke nem tul kicsi, vagy nem tdl nagy, mds szdval,
ha az egyes vdltozdk nem olyan természetliek, hogy csaknem
mindig egyik értékiiket veszik fel. {Ugy is mondhatjuk, hogy
ha az Xi vdltozdk eloszldsa nem tilsdgosan elfajult).

A binomidlis eloszldsnak normdlis eloszldssal vald kd-
zelithet8sége, csak specidlis esete, bdr nagyon fontos spe-
cidlis eset, egy sokkal dltaldnosabb tdrvényszerlségnek,
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amelyet dgy fogalmazhatunk meg, hogy ha igen nagyszdmi egy-
médstdl figgetlen valdszinfiségi vdltozdt adunk Ossze é€s az
egyes komponensek véges szdrdsnégyzettel birnak, akkor az
Bsszegllk normdlis eloszldstd lesz, fliggetleniil attdl, hogy
az egyes komponensek milyen eloszldsdak.

A centrdlis hatdreloszlds tételének t&bbféle matema-
tikai megfogalmazdsa ismeretes. Mivel a matematikai sta-
tisztikdban rendszerint fiiggetlen, egyforma eloszldasd kom-
ponensekkel &llunk szemben, elészbr a tételnek azt a vé&l-
tozatdt ismertetjiik, amikor a filiggetlen komponensek azonos
eloszlésltak.

Tétel:
Ha X1, X2""'Xn azonos eloszldsd filiggetlen és véges

gz6rédsi valédszinlségi vdltozdk,

2 2

E(Xk) =m, D(X,) = 6° (k=1,2,...,n), akkor

k

X, +¥X +...+X = nm
(2.149)  1lim P{(——2 n

n SVE

< %) o=

2
x _ U
1 f 2 du
e
2% 2o

A tétel bizonyitdsa karakterisztikus figgvény alkalmazédsd-
val végezhetd el legegyszeriibben.

Jelsdljiik y(t)~vel az Xk-m valdszinliségi vdltozd karak-

X, =m
terisztikus fliggvényét. Ekkor az ——JL—--véltozé karakterisz-
n
tikus fliggvénye:
t
¥l —)
&{n
Legyen:
n
- X1+X2+...+Xn - nm ) S X, - m
Y = — = L —
5{5 k =1 &yn
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A komponensek filiggetlensége miatt az 6sszeqg karakterisztikus
fliggvénye az Osszeadanddk karakterisztikus fliggvényeinek
szorzata, tehdt:

(£) = —<)"
Yy () [WSV}T })
t

Vezessllk be a ——— = u jeldlést és fejtsiik ki Taylor-
sfn
sorba a ?(u) fliggvényt:

s

(u) = Lf(o)i._ﬂL w s —F£ 0 2,
11

21

A karakterisztikus fliggvény u = 0 helyen vett derivdlt-
jai kifejezheték az (2.80) formula alapjdn a momentumok se-
gitségével:

2
_ : {iu)
y(u) = 1 + dﬁ in + <x2 B + ... 4 X
LK
+ xk% +O{uk)
ki
Xk—m l
ahol *%. az —————— v&ltozd j-edik momentuma.
J & ﬁ;
X = m .
951=E(—k.—_)=0
&Vn
X, -m :
6 |n n 6 n
Ezek alapjdn:
2 2 2 '
t .
Pl =1 - v o(—E) =1 - B 5Ly
&Vn 2n n 6 2n n
Tehdt:
t Tn t2 1 n
(2.150)  lim [p(——)]" = 1im [ 1 - + 0 (—) "=
n — oo 2 6VH n ~»oo 2n . no-
_ Tz
= e
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Mint a normdlis eloszlds tdrgyaldsdnidl l4ttuk, ez a filigg-
vény éppen a standard normdlis eloszlds karakterisztikus
- fliggvénye:

A tétel k&vetkezd megfogalmazdsa nem kdti ki, hogy az
Ysszeadanddk azonos eloszldstak leayenek, de feltételezi
azok harmadik abszolit momentumainak létezését.

' Laplace-Lijapunov tétel: Ha X1,X2,...,Xn fiiggetlen valé-

szinlségl vdltozdk, amelyek harmadik és kdvetkezb8leg ala-
csonyabb rendff momentumail léteznek, E(Xk) = 0, (k=1,2,...,n}

tovédbbd
n
2 Py
lim —Xd -0
N — oo S 3
n
ahol
- 3 2 _ 2
Ba = BCIXIT) o8 = By = DX ),
akkor
X _ u2
X1+X2+...+Xn " 2
{(2.151) 1lim P{( <x) = — e du
N—>» oo Sn jZ']l', oo

A centrédlis hatdreloszldstétel igen nagy gyakorlati
jelent8ségli. Egyrészt, ha a tétel feltdtelei teljesiilnek leg~
aldbbis Jjé kbzelitéssel, akkor jogossd teszi azt a feltéte-
lezést, hogy normdlis eloszldssal 41llunk szemben, amelyet a
megfigyelési adatok alapjédn a matematikai statisztika méd-
szereivel ellendrizni tudunk. Mdsrészt a matematikai sta-
tisztikdban szerepld Un. statisztikai fiiggvényekben az ese-
tek nagy részében fliggetlen valdszinliségi vdltozdk Bsszege
szerepel és nagyszdmi megfigyelés esetén maguk a statiszti-
kai fliggvények mint valdsziniiségi vdltozdk ugyancsak normd-
lis eloszlédslak, Igy a normdlis eloszlds sajdtsdgal és a
normdlis eloszlds filiggvénytdbldzata a statisztikai ddntések
meghatdrozataldban alapvetd segédeszkdziink lehet.
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3. Fejezet

3.1 A matematikai statisztika elemei

3.1.1 A matematikai statisztika tdrgya és modszerei

A matematikai statisztika a valdészinliségelmélet 5nédlléd
fejezete, amely a gyakorlat szdmdra igen nagy jelent&ség(.

A matematikai statisztika tdrgya a véletlen tdmegijelen-
ségekben rejlé statisztikai t¥rvényszerlségek vizsgdlata.
Problémdi, és ennek kdvetkeztében médszerei sajdtosak, a
valdészinlségelmélet mds fejezeteihez képest.

A valdszinfiségelméletben ismertnek tételezziik fel vala-
mely valdszinfségi vdltozd eloszldsfilggvényét és annak para-
métereit, ezek birtokdban vdlaszoltunk valdszinfiségi jelleg(
kérdésekre. ‘

A valdszinliségelméleti részben a feladatokat pl. igy

fogalmaztuk: Legyen X normdlis eloszldsd ismert m vdrhatd
értékkel és ismert 6 szdrdssal. Szédmitsuk ki annak valdszini-
ségét, hogy X megfigyel. értéke adott [a,b} intervallumba

esik! A vdlasz a kbvetkezd volt:

b
- (x = m)?

262

Pla £ X <b) ax

~ 1
6121[
Konkrét m, & , a és b értékek esetén ezt a valédszinlséget

tdbldzat segitségével pontosan meg tudtuk mondani. A gyakor-
latban (és a matematikai statisztikdban) azonban arra a kér-
désre keressiik a vdlaszt, hogy pl. bizonyos tipusd hdzgydri
panel esetében mi ‘a valdszinlisége, hogy a hosszabbik oldal
hossz4t jeldlé X valdszinliségi vdltozdé értéke a[399,401) in-
tervallumba esik. Tapasztalatbdél tudijuk, hogy a panel hossza

- X = normédlis eloszldsd valdszinlségi vdltozd. Nem tudjuk
azonban, hogy az adott gydrtdsi technoldégia alkalmazdsakor
milyen m vdrhaté érték &s 6 szérédsd normilis eloszldsd va-
16szinfiségi vdltozdval szdmolhatunk. A paraméterek ismerete
nélkill a kérdéses valdszinfiséget nem tudjuk kiszdmftani. Ah-
hoz, hogy ezeket a paramétereket meghatdrozhassuk, meg kell
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mérniink az adott tfpusd panelbdl minél t¥bb darabnak a hosz-
szabik oldaldt. Legyenek a mérési eredmények XqrXgpeooX o
A matematikai statisztika foglalkozik azzal a kérdéssel,
hogy a kapott mérési eredményekb8l hogyan kaphatjuk meg pl.
a varhatdé értéket. L&tni fogjuk, hogy ha kiszdmitjuk a mé-
rési eredmények szdmtani kdzepét, az

mennyiséget, akkor az - elég nagy n esetén - "jS1" kdzeliti
az ismeretlen m vdrhatd értéket (1l4sd: 8.3.1. pont). (A gya-
korlatban a z n mindig véges szdm).

Ha azonban tovdbbi n panel hosszdt megmérnénk, &s ismét
kiszdmitandnk a szdmtani kdzepet, akkor az mds szdmszerl ered-
ményre vezetne. Ez azt mutatja, hogy a vdrhaté &rték pontos
meghatdrozédsa helyett meg kell elégedniink annak k#zelitd
meghatdrozdsdval, becslésével.

Az emlitett becslési eljdrds az m vdrhatd &rték szdmdra

egyetlen szdmmértékhez x-hez vezet. Ilyen esetben a paramé-
ter a pontbecslésér8l beszéllink. Mivel a becsléssel kapott
érték gdltaldban nem azonos a Keresett elméleti értékkel, ezért
szokds, hogy a midszaki biztonsdg érdekében az ismeretlen
paraméter szdmdra alsd és felsd hatdrt dllapitsunk meg, tehit
intervallumbecslést adjunk. Olyan intervallumot kell megha-
téroznunk, amely nagy biztonsdggal tartalmazza a szébanforgd
elméleti paraméter ismeretlen értékét.

Valamely elméleti érték becslésének, a becslés médsze-

- rének, megbizhatésdgdnak (4ltalsban tulajdonsdgainak) vizs-
gdlatdval a matematikai statisztika becsléselmélet cimi fe-
jezete foglalkozik, melyet a 10. pontban részletesebben is-
mertetiink.-

A mdszakl gyakorlatban igen sokszor nem ismerjiik a szé-
banforgd valészinilségi vdltozd eloszléasdt, s6t annak t{ipu-
sdt sem. Pl. az 4rvizekkel kapcsolatos valészin{iségi kérdé-
sek megvdlaszoldsdhoz ismernilink kell valamely folys, mondjuk
& Tisza adott helyen, pl. Szegednél mért évi maximdlis viz-

d11l4s értékeinek valészin(ségi vdltozé jelsli az évi maxi-
mélis viz4114s4t, akkor eloszldsfliggvényét, a V. €E€R esetén

P( X <x) = F(x) eloszldsfliggvényt kell meghatdroznunk {be-

cslilnink) az eddig feljegyzett évi maximdlis vizdll4sértékek
alapjén. :
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A mszaki gyakorlatban sokszor el8fordul a kdvetkezé
tipusd feladat is: valamely kisérlettel, gydrtdsi folyat-
tal kapcsolatban ismerijiik az azt jellemzé valdszinfiségi vdl-
tozd eloszlédsfiiggvényét. Bizonyos id8 eltelte utdn a kdriil-
mények, gydrtdsi feltételek megvdltoznak. Ilyenkor mérési
eredményekbdl ellenérizniink kell, hogy megvdltozott-e vagy
sem a kérdéses valdszinliségi vdltozd eloszldsa. A folyamatos
gydrtdskdzi ellenérzésben rendszeresen vizsgdljuk, hogy pl.
megndvekedett-e valamely gydrtmdny mérete, aszfaltkeverékek
esetében megvdltozott-e a keverék &sszetétele valamely kom-
ponens szempontidbdl stb. A hidroldégidban érdekelhet benniin-
ket, hogy valamely tdrozé megépitése befolydsolija-e a folyé
vizjdrdsédt és 1gy tovdbb. Ilyen esetekben kordbbi ismerete-
ink alapjdn a vizsgdlt valdsziniiségi vdltozd eloszldsat ille-
téleg feltevéssel €liink, statisztikai hipotézist dilitunk
fel, és a matematikai statisztika mdédszereivel dontiink, hogy
elfogadjuk vagy elvetjiik hipotézislinket. Valamely hipotézis
helyességének eldéntésével a matematikai statisztika hipo-
tézis vizsgdlatrdl szdld fejezete foglalkozik (ldsd: 11. fe-
jezet). A hipotézis vizsgdlat a matematikail statisztika ma-
sik nagy problémakdre, amelynek alapjdul ugyancsak megfigye-
lési (mérési) adatok szolgdlnak, miként a becsléselméletnek.

Minthogy a gyakorlatban mindig véges szdmd minta alap-
jdn szdmolunk, a helyes d&ntés 100 %-os biztonsdggal nem
tudjuk megadni. A matematikai statisztika megdllapitja a hi-
bds ddntés meghozataldnak valdszinliségét, és olvan médszere-
ket szolgdltat, amelyek alkalmazdsa esetén hibds déntés vi-
szonylag ritkdn fordul elé.

A becsléselmélet és a statisztikai hipotézis vizsgdlat
a matematikai statisztika két alapvetd - immdr klasszikus -
fejezete, amelyeket a mfiszaki alkalmazdsok szempontjdbél is
elsb8dleges jelentdséglieknek tekintiink.

A mondottak alapjdn a matematikai statisztikai alapve-
té feladatdt nagy &ltaldnossdgban igy fogalmazhatjuk meg:
K&vetkeztetés tapasztalatai (megfigyelési, mérési) adatok-
bél események ismeretlen valdszinfiségeire, valdszinfiségi
vdltozd ismeretlen eloszldsfiiggvényére vagy azck paraméte-
reire. A matematikai statisztika ezen alapvetd feladatdt a
statisztikusok olyan mdédszerek kidolgozdsdval igyekeznek
megoldani, amelyek segitségével a megfigyelési adatokbdl a
keresett elméleti értékekre, ill. a felvetett problémékra a
lehetd8 legtdbb informdcidt nyerijiik.

A matematikai statisztika fenti alapvetd feladatdnak
megjeltlése egyben rdmutat a matematikai statisztika nagy
gyakorlati jelentd8ségére, hiszen a valdsziniiségelmélet té-
teleit, eredményeit csak akkor alkalmazhatjuk, ha a valdszi-
niségeloszldsok kielégitden meghatdrozottak.
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3.1.2 A statisztikai minta fogalma

A mifszaki gydkorlatban valamely kisérlet elvégzésekor
egy vagy néhdny jellemz8 (valdészinliségi valtozd) értékét
mérjlik. Ha pl. hdzgydri panelt vizsgdlunk, akkor annak geo-
metriai méretei, t8rési szildrdsdga stb., lehet érdekes
szdmunkra a felhaszndlés szempontjdbdl. Arviz elleni véde-
kezésnél az Adrhulldm tet8zési értéke, a vizhozam alakuldsa,
az drviz id&étartama stb., érdekel benniinket. Tekintsiik eld-
szdr azt az esetet, amikor egyetlen valdszinliségi vdltozdé
{pl. egy panel hosszabbik oldaldnak hossza) értékeire ird-
nyul a figyelmiink. Ha n panelt megmériink, akkor minden egyes
panel hossza véletlentdl fiiggd mennyiség, valdszinliségi val-
tozd.Ha a megmérendd paneleket taldlomra vdlasztjuk, akkor
a mérési eredményeket dltaldban fiiggetleneknek tekinthetjlik.
A statisztika elmélete szempontjdbdl n fiiggetlen kisérlet
kimenetelér&l beszélink.

Definfcid:

A statisztikai minta valamely valdszindségi vdltozdra
vonatkozdé véges szdmi fliggetlen kisérlet vagy megfigyelés
{mérés) eredménye: véges sok, azonos eloszldsd fliggetlen
valészinliségi vdltozé egylittese. Az egyes megfigyelési
eredményeket a minta elemeinek, a megfigyelések szdmidt a
minta nagysdgdnak vagy elemszdmdnak nevezziik.

Jeldljilk X-szel a megfigyelendd valdészinlségi vdltozdt,
ekkor az X-re vonatkozdé n elemd minta:

X1, X2,..., Xn

A mintaelemek sorrendje az észlelések sorrendjének, vélet-
len sorrendnek felel meg. Az n szdmdi kisérlet tényleges el-
végzése sordn mindegyik X mintaelem egy konkrét .szdmérté-
ket vesz fel,

9 = Xgr eeey Xn'= X .

Az {XI'XZ""’Xn) értékhalmazt vagy mds néven szdm-n-est

X1 = %40 X

a tovébbiakban ugyancsak statisztikai mintdnak fogijuk nevez-
ni, ami a jeldlés kiilénbdzd8sége miatt nem fog félreértésre
vezetni.

Ha t&bb elemd mintdt wvesziink X-re vonatkozdlag, akkor
mind a X1 elsd mintaelem, mind a X2 mdsodik mintaelem,...,

mind a Xnn—edik mintaelem dltaldban mindegyik mintdban kii-
16nbdz8 értéket vesznek fel, {igy a X1, Xz,..., Xn mintaele-

mek maguk is valdészinlségi valtozdk.
A definicidban két alapvetd tulajdonsdgot kitdttlink ki
a mintdra vonatkozdlag:
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a) A mintaelemek eloszldsa megegyezik a vizsgdlt X valészind-
ségi véltozdé eloszldsdval ¥ hiszeh Tindegyik kisérletnél
. X értékét figyeljlik-meg - vagyis :

VX € R esetén P{ Xi < XY = FP(x)(i=1,2,...,n).

A mintdnak ezt a tulajdonsdgdt a minta reprezentativitdsdnak
nevezzilk, azaz mindegyik mintaelem "reprezentdlja" a vizs-
gdlat valdszinfségi vdltozdét.

b} -A mintaelemeket Bsszességilikben filiggetlen valédszinlségi
vdltozdéknak tekintjiik. A kisérleteket ennek érdekében egy-
méstsl filggetlenlil végezzilik. {(ha pl. acélrudak térési szi-
14rdsdgdt vizsgdljuk, akkor az azonos technolégidval gydr-
tott nagyszdmd rdd kézitl pl. sorsolédssal vdlasztunk ki n
darabot.)

A fiiggetlenség feltétele bizonyos esetekben csak k&-
zelit8leg teljesiil. Pl. valamely folyé évi kbzépvizdlldsai-
nak adatsora jé k&zelitéssel filggetlen sorozatnak, tehdt a
folyé kozépviz&lldsdra vonatkozélag statisztikai mintdnak
tekintheté. A havi kSzépvizhozamok sorozatdra ez midr dltald-
ban nem érvényes, még kevésbé a napi kbzépvizhozamok soro-
zatdra, hiszen egyik napi vizhozam befolydsolja a kdvetkez§
napi vizhozamot.

Nézziink példdkat a statisztikai mintdra:

1. Példa. Jeldlje az X valdszin(ségi vdltozé a Duna évi maxi-
milis viz4dlldsdt Budapestnél. Ekkor az X-re vonatkozé n ele-
md mintas x1, Xz,.,., Xn. E minta konkrét értékeit a viz-

rajzi évkdnyb8l kikereshetijlk, pl. a legutébbi n évre vonat-
kozélag. Ekkor egy (x1,x2,...,xn) szdm-n-est kapunk. Ha a

ndsik n &vet vdlasztunk, akkor 4ltaldban mds szadm-n-est lesz
a minta konkrét értéke. .

2. Példa. Aszfaltit épitéséhez keverd telepen 41llitjdk eld
az aszfaltkeverdéket. Minden keverékb8l naponta néhdnyszor
adott mennyiségli keverékadagot vesznek ki, és laboratdrium-
ban meghatdrozzdk az aszfaltkeverék kiildnbdzd jellemzdinek
numerikus értdkét. Jeldlie az Y valdszinfiségi vdltozd az

egy keverék adagban levd bitumen tartalmat. Ekkor n adag
mindegyikében levd bitumen tartalom rendre Y Yz,..., Yn'

statisztikai minta. A mintaelemek megfigyelt értékei egy
Yqr Yoreeer Yy szdm-n-est adnak. Md&s n adagban mért bitumen-

tartalom &dltaldban mé&s szdm-n-eshez vezet. A kapott statisz-
tikai mintdbél kdvetkeztetiink az Y valészin(ségi vdltozd
eloszldsédra, illetve az eloszlds paramétereire.
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3.1.3 A tapasztalati (empirikus) eloszlasfiiggvény

Mint mdr az el&z8 pontban védzoltuk, a matematikai sta-
tisztika feladata, hogy a statisztikai mintdbdl - tapaszta-
latai adatokbdl - a vizsgdlt valdszindségi vdltozé elosz-
ldsdra és az eloszlds jellemzdire (paramétereire) kdvetkez-
tessen.

Legyen a vizsgdlt X valédszin(ségi vdltozd ismeretlen
eloszldsfiiggvény Vx € R esetén P(X < x) = F(x). Az X vald-
szinfségi vdltozdéra vonatkozdé statisztikai minta X1, X2,...,

Xn elemeiben elrejtve benne van az eloszldsra és annak para-

métereire vonatkozd informdcid. AbbSl a célbél, hogy a min-
tabSl ezt kiolvashassuk, az informdcidét célirdnyosan kell
tomdritentink a feltett statisztikai kérdések szempontjdbdl.
Hogyan olvashatjuk ki példdul a statisztikai mintdbsél
valamely X valdszinfiségi vdltozd F(x) eloszlésfiiggvényére
vonatkozé informdciét? Mint tudjuk, az F(x) eloszlédsfligg-

vény értéke adott x helyen megadja az {X < x} esemény valé-
szindségét. Egy-egy mintaelem értéke az {X < x} esemény

valészinliségére vonatkozdlag nem sokat mond. Tekintsiik az
Koo Xgreny X mintaelem megfigyelt értékeinek Bsszességét.

Tetszbleges x,értékre megkapjuk az {X < x] esemény relativ

gyakorisdgédt, ha az x-nél kisebb mintaelemek szAmat eloszt-
juk n-nel, a minta nagysdgdval. Ez a relativ gyakorisdqg az

{X < x} esemény valészinﬂéégét, tehdt F(x) értékét kdzell-
ti adott x helyen.

A
1
Fix
M~ Fw

i

ik

n

I

i [l - L 3 L >

X X
34. &bra

Az {X <Ix} esemény relativ gyakorisdgdt kézvetleniil
szemléltetjiik azdltal, hogy a mintaelemeket a szdmegyenesen
dbrdzoljuk, majd egy lépcsés fliggvényt rajzolunk, amelynek %
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nagysdgd ugrdsa van minden egyes mintaelemnél. (34. &bra).
Jeldljik ezt a lépcsés fliggvényt Fn{x)—szel, és nevegzzik el

az X valdészintiségi vdltozd tapasztalati {empirikus) eloszlds-
fliggvényének.

Definicid:
Az Fn(x) empirikus eloszldsfliggvény valamely x helyen
az x-nél kisebb megfigyelések szdmdnak relativ gyakorisdga:
Fn(x) = 1 zr 1

n X,<x
1

-

Mivel a nagy szdmok tdrvénye szerint elég nagy minta ese~
tén az {X < x} esemény relativ gyakorisdga Vx € R-re ezen
esemény valdszinfiségét kdzelfiti, ezért

POIP () - Fix)| > € ) & ——n |
4n £ :

Az Fn(x) empirikus eloszldsfiiggvényt a minta eloszlésfiigg-

vényének is szokds nevezni. A minta eloszldsfiiggvénye a minta
elemszdmdnak ndvelésével minden x-re egyenletesen konvergél
az F(x) elméleti eloszlédsfiiggvényhez. Ezt a tényt fejezi ki
szabatosan V. J. Glivenkd tétele: :

Tétel:
Legyen Xqr X2,..., Xn az X valdszinfiségi vdltozdra vo-

natkozé n elemi statisztikai minta, és legyen eloszldsfiigg-
vénye F(x). Legyen Fn(x) a minta empirikus eloszldsfiliggvénye,

tovdabbd legyen é&n az elméleti és az empirikus eloszlés-
figgvények kozdtti abszolit eltérés maximuma, azaz ’
A = max | F (x) - F(x)| ,
X
ekkor A l-valdszinlséggel egyenletesen 0-hoz konvergdl.

A tétel bizonyftdsdval itt nem foglalkozunk, rdmuta-
tunk azonban a tétel nagy gyakorlati jelent8ségére, amely-
nél fogva Glivenkd tételét a matematikai statisztika alap-
tételének nevezzik.

Az a tény, hogy az Fn(x) tapasztalati eloszlédsfiliggvény

€s az F(x) elméleti eloszldsfliggvény kdzdtti abszollit elté-
rés maximuma szinte biztosan egyenletesen 0-hoz konvergdl,
azt jelenti, hogy elég nagy minta esetén Fn(x) értéke minden

¥-re tetsz8leges kdzel van F(x) értékéhez, és n-et névelve
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mindeniitt annak. kdzelébern marad. Amikor valamely valdszind-
ségi védltozd eloszldsdra kdvetkeztetiink mintavétel Gtidn,
akkor eljdrdsunk jogosultsdga Glivenkd tételén alapszik.

3.1.4 A gyakorisagi és slrliséghisztogram

Folytonos valészfinfiségeloszldsok esetében az eloszlés-
rél szemléletesebb képet kapunk a slrliségfiiggvény segfitsé-
gével, mint az eloszlésfiiggvény alapjén. A slrdségfiiggvény-
nek tapasztalati adatokkal vald k&ézelitése céljdbdl az
X1 Xqs X2 = Kgreees Xn = X, megfigyelt mintaelemeket fel-

mérjlik a szdmegyenesre. Az Abrdzolds sordn kapott értékek
valamely [a,b} intervallumban helyezkednek el Osszuk fel
az [a,b) intervallumot r része az

a'd0<d‘l ...<dr—b
osztépontok segftségével.

A felosztds médjédra nincs 4ltaldnos szabdly. A rész-
intervallumok r szdma a mintanagysdgtsél fiigg dltaldban 6-12
részintervallumct képeziink; igen nagy mintdndl enndél t8bb
is lehet. A részintervallumok hosszdt vdlaszthatjuk egyenlé-
nek, esetleqg a szélsé intervallumokat, ahovd kevesebb minta-
elem esik, hosszabbnak vdlasztjuk.

Adjuk meg az egyes Ai_= Edi_1, di) részintervallumba

esd mintaelemek k szdmdt (i=1,2,...,r), és mindegyik rész-

intervallumra rajzoljunk az oda esd mintaelemek gyakorisdgi-
val ardnyos magassdgd téglalapot. Az i-edik részintervallum-
ra (jeldljtik ennek hosszit Al-vel) rajzolt téglalap magas-—

séga legyen. .

Ky

1 =95 A

d

Ekkor a téglalapok teriileteinek Hsszege:

X r

X
L d._——id— (d; - dy_4) =) ky =n.
i=1 | i=1

Az {gy kapott 4dbra a gyakorisdgi hisztogram. (35. 4bra).
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Ha az egyes részintervallumokra rajzolt téglalapok
magassdgdt az oda esé mintaelemek relatfiv gyakorisdgai
segi{tségével szédmitjuk ki, akkor az i-edik részintervallum-

ra rajzolt téglalap magassdga legyen

k

L (i=1,2,...,1).

n{d; = dy_4)

Ez esetben a téglalapok terilileteinek Ssszege 1 lesz:

i
e §

r

3 ! @, -4, ,) = L
n(di - 4, 1 i i=-1 n "
1=1 i-1

Az 1gy kapott dbra a sdrfiséghisztogram, l4sd 36. 4bra.

G
o 4 dy-gfg - b

35. 4bra

36. 4bra

. Kimutathaté, hogy elég nagy n €s jél vdlasztott rész-
1ntervallumokesetén (dgy v#lasztunk, hogy -mindegyik részin-

tervallumba kb. f— szamd mintaelem ‘jusson) az [a.b) inter-
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vallum tetszéleges [a', b',) részintervallumdra a sdrlség-
hisztogram alatti teriilet kzelft8leg a silirliségfiiggvény
alatti terlilettel egyezik meq; azaz a kdzelitdleg a
Pla’ £ X < b’') valdszinfiség értékét adja.

Megjegyezzlik, hogy a sr@séghisztogramot az empirikus
slirdségfliggvény grafikonjdnak is szokds nevezni. Ennek alap-
jdn a sfir(séghisztogramot fn(x}—szel jeldlijlik. Az i-edik

részintervallumba esd minden x értékre

i AF_(x)

[o))

I

sl }=a]
t

~

i i-1 Ay

d 4 x < di (i=1,2,...,1).

i-1
ahol é&Fﬁ{x) az Fn(x) tapasztalati (empirikus) eloszlésfiigg-
vény ndvekménye a [di—T’ di) részintervallumon. A két fligg-

vény koézti kapcsolat analdg az elméleti slriiségfiiggvényre is-
mert £(x) = F’{x) reldciéval, csak itt differenciahdnyadost
kell venni.

Ha csak szemléletes képet akarunk nyerni az eloszldsrdél,
akkor a gyakorisdgi hisztogramot haszndljuk, mivel a sfir(iség-
fiiggvény alakjédt ez is szemlélteti.

Példa:

A Tisza folyé drhulldmaira vonatkozélag Tokajndl az
1903-1971 iddszakban a tet6zési értékek az aldbbi gyakori-
sdgokkal estek a feltiintetett intervallumokba {(mindegyik év
elsé félévében bekBvetkezett drvizeket vizsgdlva):

A = 600 - 650 cm 37 drhulldm

A; = 650 - 700 cm 24 4rhullém
£x3 = 700 - 750 cm 15 drhulldm
134 = 750 - 800 cm 14 &rhullédm
A5 = 800 - 850 cm 4 drhulldm
A6 = 850 - 900 cm 3.4rhullédm

Osszesen: 97 Arhulldm

Készitsiik el a tet8zési értékek gyakorisigi hisztogramjét!
Megoldds. Minthogy egyenletes feloszldst haszndlunk, az
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egyes részintervallumok hossza Ai,= di - di_1 = 0,5 m.
A gyakorisdgi hisztogram a 37. &dbrédn l&athatd.

24
37 15 14
I i
/42//;;/i;2/i;2/;;h%:on >
4,

A, A, Ay Ay om
600 650 700 750 800 850 300

37. &bra

A gyakorisdgi hisztogram alatti teri{ilet most:

6

R

I - (@; = d, 4) = (74 + 48 + 30 + 28 +
i i-1 1

i=1 + 8+ 6). —— = 97.

azaz a terililet a mintaelemek szdmdval egyenld. Ha a gyakori-

sdgi hisztogramban minden ordindtdt 97-tel osztunk, a sGré-
séghisztogramot kapjuk.

3.1.5 A statisztikai fiiggvény fogalma. A legfontosabb
tapasztalati jellemzék

A valdészinlségszdmitds cimi részben littuk, hogy a
valésznliségi vdltozd eloszldsdt néhdny szdmadattal, a varhatd
értékkel, medidnnal, széréssal és mds jellemz8kkel a gyakor-
lat szdmdra sokszor kielégitden tudjuk jellemezni. A vdrha-
té érték az eloszlds "sdlypontjdrél", a szérds a vdltozd ér-
tékeinek szétszdrtsdgdrdl ad felvildgositdst. Ezekre az el-
méleti jellemzd8kre is a mintaelemekbd8l igyeksziink kdvetkez-
tetni a matematikai statisztika médszereivel oly médon, hogy
az X1, X2,..., X, mintdan kiilénbdzd (n vdltozds) filiggvényeket

értelmeziink. Valamely o, = mn(x1, Xorenns Xn) n-vdltozds

fdggvény egyetlen szdmadatba tOmdriti a mintaelemekben rejlé
informdciét a kérdéses elméleti jellemzSkre vonatkozélag.

A kérdés tehdt az, hogy milyen fliggvényel8{rds szerint szd-
moljunk a mintaelemekkel ahhoz, hogy 36 k¥zelitéssel megkap-
juk az eloszlds varhatd értékét, és milyen fliggvény szolgdl-
tatja a szdrdsnégyzet vagy mds elméleti jellemz8 kdzelitd
értékét. Ezekre a kérdésekre vdlaszolunk a kdvetkez& pontban,
e fliggvények kdzelitésének jéségdt a 3.5.2 pontban vizsgdljuk.
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Definiciﬁ
A nmintaelemek valamely o (X1, Xz,..., X ) fiiggvényét

statisztikai figgvénynek, wvagy roviden statlsztikénak nevez-
ziilk. Minthogy a mintaelemek valdszinfiségl vdltozdk, ezek
fiiggvényei - a statisztikdk - is valdszinfiségi vdltozdk. igy
beszélhetiink ezek elosz14sdrdl, vérhatd &értékérdl, szorédsd-
_rél, stb. Ezek ismeretére szlikséglink lesz ahhoz, hogy a sta-
tisztiké&t a gyakorlatban fel tudjuk haszndlni.

Az aldbbiakban dttekintést adunk a leggyakrabban hasz-
ndlatos statisztikdkrél, amelyek egy ismeretlen, a vizsgdlat
tdrgydt képezd eloszlés legfontosabb elméleti jellemz8inek
statisztikai kdzel{itései.

Definfcid:_
Az X valészinfiségi vdltozdra vonatkozé_x1, X2,..., X

_ n
statisztikai minta elemeinek szdmtani kdzepét, a
X, + ¥, + ... + X
X = 1 2 . n
n
statisztikdt mintak&zépnek nevezzik.
A mintakdzép az elméleti vdrhatd érték kdzelitésére
szolgdl, amint az aldbbi tételbdl léathatd.
Tétel: .
Ha az X valészin@ségi vdltozé vdrhatd értéke M(X) = m,
szdérédsnégyzete DZ(X) = 52, akkor az X-re vonatkozd X1,X2,...

X, statisztikai mintdbdl szdmitott X mintak®zép vdrhatd ér-
téke: -

M(X) = M(X) = m

szdrédsnégyzete:
2
2,5 1 .2 6
D(X)—TD(X)—n
szdréasa:
— &
D(X) =
n

ﬁizonzités.
A varhatd érték és a szdérdsnégyzet ismert tulajdonsdgait
felhaszndlva (l4sd: 2.1.7 pont)

ME) = - [M(Kg) + MKy +...+ MK)] = 5 mMX) = m,
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p? (%) = 12 [Dz(x,l) + D2(X2) toot Dz(Xn)]=
N
2
c w2 = ——

2
om -| £

E formuldk mutatjdk, hogy az X mintak®zép az m vdrhatd ér-
ték kdriil ingadozik, és szdrésa n ndvekedésével zérushoz
konvergél.

A mintak®zépnek az a tulajdonsdga, hogy nagy n esetén
kicsi a szdrdsa, a gyakorlatban rendkiviil jelentds. Ha pl.
az elézbekben példaként emlitett hdzgydri panel hosszabbik
oldaldt jelentd X valésziniiségi vdltozd normdlis eloszlé-
s M{X) = 300 cm) varhaté értékkel és D(X) = 1{cm) szdrds-
sal, akkor 100 taldlomra vdlasztott panel hosszét megnérve
és az adatok szdmtani kozepét képezve, az X mintaktzép
szérdsa: D(X) = 0.1{cm).

Megjegyzzilk, hogy valamely A esemény relativ gyakori-
sdga a mintakdzép specidlis esete. Ha ugyanis n fiiggetlen
kisérletet végziink, és X, az A esemény indikdtorvdltozdia,
vagyis, +

1, ha A kdvetkezik be

Xi— _ (i=1,2,...,n).
0, ha A kbvetkezik be

akkor

Pl
fl
I

ahol k az A esemény bekdvetkezéseinek szdma. Az

X = X1 + X2 ...t Xn= k
valdszinliségi vdltozé binomidlis eloszldsd M{k) = np vérhatd
értékkel és D2(k) = npg szdrdsnégyzettel.
Tovédbba
ko - 2. k4 o1 - _Pg
M(—~) = = M{k) = p, DU )—nznpq— h
vagyis
k
D= B



Eredményilink azt mutatja, hogy valamely A esemény —§~ relativ
-gyakorisdga olyan valdszinfiségi v&ltozd, amelynek varhatd

értéke a P(A) = p (ismeretlen) valdszinfdséggel egyezik meg,

szérdsa pedig ?;7 nagYségrendﬁ.
n

Definfcid:
Empirikus szdérdsnégyzetnek nevezziik a mintaelemeknek az
X mintak&zéptél valéd négyzetes  dtlageltérését, az

(X, - )2 + (X, =X)2 +...4 (X - X2
S2 - 1 2 n -
n n
Ch
= 1 ' -T2
=5 Ej (Xi X)
i=1
statisztikat.

Az empirikus szdrdsnégyzet (pozitiv eldjeld) négyzet-
gytke az empirikus szdérés:

n
=1 2: - 32
S, = = (Xi X)° .
i=1
Az empirikus szdrdsnégyzet az elméleti DZ(X) = 52 szlérds-

négyzet kdzelitésére szolgdl, mivel az Sﬁ valészinlségi v4l-
tozé 62 kéril ingadozik. Erre vonatkozik az aldbbi tétel.
Tétel:
Az Si empirikus szdérdsnégyzet vdrhatsd értéke:

M(Sil = n ; 1 62-

Bizonyités.

n n
L 351(xi - ?)2 I Z: [(Xi - m} - (X - mﬂz .
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¢

ié.hol m-mel az M(X) elméleti varhatd értéket jeldljiik.

Tovéabbi :
n n
1 = 2 _ 1 5: 2
| [(X-m)—(X-m)] =5 L (X;-m)
i=1 i=1
n
1 = . - 2
-2 — ®-m . > (X, - m) + X -
i=1
Mivel
n — —
Z: (Xi -m) =nX -nm = n{X - m),
i=1
ktvetkezik, hoay

n
S

(X; - m2 - (X - m?

Felhaszndlva a vdrhatd érték additiv tulajdonsdgdt (ldsd:

2.1.7 pont)

gl
M(Sn)
Mivel:
n
1
L
i=1

elméleti szdrdsné

M(X - m)2 =

adddik, hogy:

n
MX, - m2 - M(X - m)°.
i
i=1
—m)z —_--——-11] n 62 = 62
gyzet, és
X, + X, + +X
p2(X) = p2 (. 2n n,
n 62
1< 2 _
—) DX = —
n“ n
: i=1
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ezért

2 . 2 2
2 ~ 2 _ & _ _ 1 _ n - 1 .
Minthogy nagy n esetén 1 - —%— kevéssé tér el 1-tdl,

nagy elemszdmd mintdbdl szdmitott empirikus szdrdsnéayzet
vdrhaté értéke kdzelitéleg az elméleti szdrédsnégyzettel
egyenld. Kisebb minta esetében célszerlbb 6 2 kdzelitésé-
re az Un. korrigdlt empirikus szdérdsnégyzetet haszndlni.
Definficid:
Korrigdlt empirikus szdérédsnégyzetnek nevezzilk a

n 5 2
I - x
X2 n g2 o _i=1
n n - 1 n n - 1
statisztikédt.
Tétel:

Az Si korrigdlt empirikus szdérdsnégyzet vdrhatd érté-
ke az elméleti szdrdsnégyzettel egyezik meg:
=2 6'2

M(s, ") =

.

Bizonyitds.

22, n 2, _ n 2y _
M{S.") = Ml7—=— 85)) = -7 M(s,} =
o n n - 1 2 _ .2
T oon -1 n 6% =6

A fenti tulajdonsdga folytdn az Sﬁz korrigdlt empirikus szdé-
rdsnégyzetet eld8nydsebb haszndlni a 62 elméleti szérédsnégy-
zet statisztikai kzelitésére, mint si—et.

Mind az empirikus szdrdsnégyzet, mint a korrigdlt empi-
rikus szdérdsnégyzet kiszdmitdsdt egyszerlbbé teszi az un.
Steiner-formula alkalmazdsa, amely szerint

I n
ns2 = (- ST =T x, B2 =7 [x, - a) - (X -a)=
i=1 =1
n ] n
=£§1(xi —a)? - 2(X - a)f%%(xi - a) +n(X - a)? -
n
=i Xy - a?-n@®- a?
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Ha itt a = 0 értéket vdlasztunk, akkor

n
__1_2 X_z__iz ,
n 1

i=1

ez a szdérédsnégyzetre vonatkozd tétel empirikus megfeleléje
(ldsd: 2.1.7 pont).
A Steiner-formula 4ltaldnos alakjdbdél az is lathatd,

hogy

=

s2 < 102 x. -a2.
n n 1

azaz az X mintakdzép az a szdm, amelytdsl a mintaelemek négy-
zetes dtlageltérése a legkisebb.

Definicid:
Az empirikus szdrdsnak és a mintak®zépnek a hdnyado-
sdt, a

statisztikdt varidcids tényezdnek nevezziik.

A varidcids tényezd azt fejezi ki, hogy a szdrds hény
szdzaldka az Adtlagértéknek. Ezt a tapasztalati mérészdmot
csak pozitiv értékd valdszin{iségi vdltozd esetében van ér-
telme haszndlni. A varidcids tényezbt relativ szdrédsnak is
szokds nevezni. ’

Az elméleti momentumok statisztikai kOzelitésére hasz-
ndljuk a megfeleld tapasztalati momentumckat.

Definfcid:
Az X1, X2,..., xn statisgtikai mintdbdél szdmitott

k-adik tapasztalati momentum a mintaelemek k-adik hatvdnyai-
nak szédmtani kdzepe:

n
_ 1 7 k
me = oist Xy

Az X mintakdzép az elsé tapasztalati momentum:

n
-—Z X, =X .
i=1 7i
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A mdsodik tapasztalati momentum:

= +
m2 Sn X

Az

n
_ 1 3
m3 = o Xy
i=1

harmadik tapasztalati momentumot az eloszlds ferdeségének
megftélésére haszndljuk. Az empirikus ferdeségi egylitthatd:

T 3
n

A negyedik tapasztalati momentum az eloszlds lapultsd-
gédnak jellemzésében Jjdtszik szerpet. A lapultsdg szokdsos
tapasgztalati mérdszdma:

3.1.6 A rendezett mintak elmélete

A folytonos eloszldsd X valészin(iségi vdltozd eloszléds-
figgvényét jeldljiik F(x)-szel, tovdbbd legyen a vdltozdra
vonatkozé n elemd minta:,X1, Xz""'xn‘ A mintaelemek indexe

itt az észlelés sorrendjének felel meg. Rendezzilk a minta-
elemek megfigyelt értékeit nagysdg szerint ndvekvd sorrend-
ben! Ezt Ugy végezziik el, hogy az n darab mintaelem k&ziil ki-
vdlasztjuk a legkisebbet - jeldljiik ezt Xj-gal -, majd a

fennmaradd (n-1) darab k&zill ismét a legkisebbet vdlasztijuk,

legyen ez X§ stb. Ily médon az

3 * x
X, < X5 < Lo <K X

rendezett mintdt nyerjiik. Mivel feltevéslinkszerint X folyto-
nos eloszldsi, ezért a mintaelemek 1 valdészinfiséggel mind
kiildnbdz8k, nagysdg szerinti rendezésilk egyértelmien végre-
hajthatd.
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A rendezett mintdnak a matematikai statisztikdban igen
fontos szerepe van, mint azt a késébbiekben latni fogjuk
(14sd: 3.5.1-3.5.2 pontok). A rendezett mint&bdl nyerhetd
tapasztalati jellemz&k igen egyszerfiek, ugyanakkor szemlé-
letes képet adnak az eloszldsrél.

Definfcid:

A nagysdg szerint rendezett mintaelemek k&z{il a kdzép-
58 mintaelemet tapasztalati medidnnak nevezzilk. Ha a minta-
elemek szdma pdratlan szdm: n = 2m + 1, akkor a tapasztalati

medidn: X = X ; mig ha n = 2m, akkor a tapasztalati
0,5 m+ )
medidn:
x b4
X - Xm * Xm+1
0,5 5

A tapasztalati medidn az eloszlds elméleti X (mds jels-

0,5
léssel: me) medidnja k&riil ingadozik. Az %0 5 az a szdm,
r

amelyre F('Si0 5) = 0.5 (Ez a mennyiség csak akkor egyértelm@-
1

en meghatdrozott, ha a folytonos eloszlé&sfliggvény szigordan
monoton.) A rendezett mintdbdl a tapasztalati medidn meg-
dllapftdsa szdmolds nélkiil, egyszer( megszdmléidssal térténik.
A tapasztalati medidn eloszldsdra vonatkozik az aldbbi té-

tel, amelyet bizonyitds nélkiil kdzliink.

Tétel:

Ha a valédszinlségi vdltozd F (x) eloszlédsfliggvénye szi-
gordan ndvekvd és differencidlhatd fliggvény, akkor a minta
e

XO 5 tapasztalati medidnja nagy n esetén k&zelit8leg normi-
, _
lis eloszldsd, és vdrhaté értéke megegyezik az eloszlds
§0 5 elméleti medidnjdval.

r

“~ _~
MXy,5) = Xg,5 -
szérdsa pedig:
D(X. ) L
!’
0,3 26(%, o) nm
r

ahol f(§0 5) az X valészinldségi vdltozd slirlségfliggvényének

értéke az elméleti medidnpontban. Ha n = 2m + 1 &s n nagy
szdm, akkor

< 1

b3 ~
P ('Xm+1 - % g,5)]

— ) ~ 0.95 ;
f(XO,S) n
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vagyis a tapasztalati medidn az elméleti medidntdl nagy va-
1lészinfiséggel kevesebbel tér el, mint

1

£ixg,5) /n

Normilis eloszl4s esetdben az elméleti medidnmegegyezik a var-
hatd értékkel. Mivel

_ {x - m)2
1 2672
¥ x £ R esetén fi(x) = ———— e
6 Y21
F(X o) = E(m) ! ! 622
P = £f(m) = ; = 7
0,5 5 {2m £(%, ) {n L n

ezér ekkor

V 2T
P (|x;’;+1 - M(X}| < 6 —5———) ~ 0,95 ;

tehdt norm&lis eloszlds esetén, nagy mintdndl a tapasztalati
medidn j61 k&zeliti az eloszlds védrhaté értékét. (Amennyiben

a B szdrdst nem ismerjlik, a fenti formuldban a korrigdlt
empirikus szérds értékét helyettesitjlik.)

Mint mar vdzoltuk, a statisztikal minta elemel valdszin(-
ségil vdltozdk, mégpedig fliggetlen és egyforma eloszldst val-
tozdk. A rendezett minta elemei természetesen ugyancsak valé-
szin@ségi vdltozdk, hiszen értékiik és sorrendjik a véletlen-
t81 fligg. Az Xf, Xg,..., Xi rendezett mintaelemek azonban
mir nem filiggetlenek, ami abbdl is l4dthaté, hogy pl. XT nem
lehet nagyobb, mint X§ stb. Az egyes rendezett mintaelemek

valésziniségeloszldsa sem azonos. Ezt feJezi ki az alébbi
tétel.

Tétel:
% rendezett mintaelemek eloszldsfilggvényei kdzdtt a
nagysdgrend a kodvetkezd:

=y < : > > >
¥ x €& R _esetén Fn,i(x) = Fn’z(x) > vee 2 Fn,n(x)'

ahol

(x) = P(x}f ¢ %) (k=1,2,...,n).



Bizonyitds.

Az {X§+1_ 4 x}esemény maga utdn vonlja az {Xﬁ < x}
. = ® , % -4
eseményt: {xk+1 < x} (o {Xk < x} hiszen Xk+1 > Xk+1 X,

kdvetkezik, hogy Xi < X.

Ennek k&vetkeztében:
® %
P(Xk+1 < X)) £ P(Xk < xY ,

azaz

¥ x € R esetén F (x) £ F_,(x) (k=1,2,...,n).
n,k+1 n,k
Az X valdszinliségi vdltozd F(x) eloszldsfiiggvénye ismereté-
ben az XT < g; <oww <1X§ rendezett mintaelemek eloszlds-
fliggvényei kifejezhetdk. Az aldbbi tétel ezt fejezi ki.

Tétel:
Ha a folytonos eloszldsd X valdsziniliségi vdltozd el-
oszlédsfiiggvénye F(x}, akkor az X-re vonatkozé rendezett minta

nagysdga szerinti k-adik elemének, Xi—nak az eloszldsfiiggvénye:
n . .
_ = _ n 5 i _ n-i
Foox () = POX < x) = igk(i) [ F{x}] _[1 F(x)]

{(k=1,2,...,n).

Bizonyitds.

Az {Xi < x} esemény akkor kdvetkezik be, ha legaldbb
k szdmd megfigyelés kisebb, mint x.
Ez az aldbbi egymist kizdrd esetek valamelyikével valdésulhat
meg: pontosan k darab mintaelem kisebb x-nél, a t&bbi (n~k)
darap pedig nagyobb anndl; vagy (k+1) darab mintaelem kisebb,
mint x, a tdbbi (n-k-1) darab pedig nagyobb, mint x;...; vagy
mind az n darab megfigyelés, mint x. Annak valdszinlisége,
hogy n fliggetlen mintaelem k&ziil k drab kisebb, mint x, a
t8bbi pedig nagyobb anndl - binomidlis eloszldsrdl 1lévén szd -

k -

@) Fe® [1 - PR

Az {X§< x} esemény valdszinlsége tehdt, mivel egymdst

kizdrdé eseményekrdl van szd:

x -— —
¥ X € R esetén P(X, < x) = Fn,k(x) =
n
=2 (M Frelt 1 - F] PR
i=k

ami a tétel 4llitdsa.
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Ha Fn k(x) képletében k = 1-et helyettesitilink, kapjuk
r

az X? legkisebb rendezett mintaelem eloszlédsfliggvényét:

n
p(x’f<x) ) =2 (Y [1-Fre)™d =

[}
-
1
-
-
1
o)
—_
b
—
P

n . .
(Itt felhaszndljuk, hogy } (1) [FG)] 7 [1 - Fix)] ™7F =
i=0

= [F(x) + 1 -Fx)]" =1 .)

Az Fn k(x)-et meghatdrozdé Osszeg k ndvekedésével csbk-
!

ken, hiszen az &sszeadanddk nem negativ mennyiségek, igy a
rendezett mintaelemek eloszldsfliggvényel k&zdtti kapcsclat
ennek alapjdn is beldthatd; s8t az is kiolvashatd a formu-
14bé1, hogy

Fo(x) k

"k (x) = (OF el [1 - Pea] P

= F kT

Az Fn k(x) konkrét meghatdrozdsdhoz a binomidlis eloszlés
r

tdbldzata sziikséges {Fiiggelék I. tdbldzat.) Meghatdrozhatd
a rendezett mintaelemek pdrjainak, hdrmasainak stb. egylittes
eloszldsa is.

L statisztikai elemzésben, kiildnfsen a mindségellendr-
zésben, hasznos szdmunkra a rendezett minta terjedelmének, az

valédszinlségl véltozdnak az eloszlésa.
Kimutathatd, hogy az Rn vidltozdé eloszlésfiiggvénye:

oo
¥ r € R esetén P(Rn < r) = Wn(r) = n ‘f[F(r+x) -
n-1 —ee
- F(x)] £(x)dx.
Megjegyezziik, hogy a rendezett mintdk nemcsak a matematikai
statisztika elméleti kérdéseinek vizsgdlatdban, hanem az

ipari gyakorlatban, a gyartdskozi mindségellendrzésnél is
fontos szerepet jdtszanak.
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3.2 Becsléselmélet

3.2.1 A becslés fogalma

A miiszaki gyakorlatban szdmos esetben eléfordul, hogy
a vizsgdlt X valdszinfiségi vdltozd eloszldsdnak tipusdt is-
merjiik. Tudjuk pl., hogy a Duna évi k&zépvizdlldsa Budapest-
nél jé kdzelitéssel normdlis eloszldsd, azaz slrdségfiligg-
vénye:

(x - m)?

2
’ 26

6 V27

Ugyanilyen alakd a Tisza évi k8zépvizdlldsdnak sfriiségfiigg-
vénye pl.. Szolnokndl, csak éppen m&s m és 6 paraméterekkel.

¥ X € R esetén f(x) =

Altaldban nem ismerjiik az m és 6 paramétereket, tehdt a vdr-
hatdé érték és szdérds részleges értékét.

Az m és 6 paramétereket az X-re vonatkozé statisztikai min-
tdbé1l kell kézelitdleg meghatdroznunk, becsiilniink, mert csak
ezek ismeretében tudunk az évi k¥zépvizdlldsra wvonatkozd
valészinlségi kérdésekre vdlaszolni.

Ha m és 6> 0 értékét ismerjiik, akkor annak valdészinfi-
sége, hogy a fenti normédlis eloszldst X valészintiségi vélto-
zé adott a,b) intervallumba esik:

P(aéx<b)=P(a;méX;m<b"6m)=
b - m : a - m
=g (%) -8 (—%) ,

ahol @ a standard normdlis eloszlésfiiggvény, amelynek érté-
kel a Fliggelék IV. tdblézatdban taldlhatdk.

Ha valamely nagy darabszdmd tétel, pl. téglatdmeg selejt-
ardnydra kell k&vetkeztetniink n elemd minta alapjédn, akkor
a mintdban taldlhaté selejtes darabok Vv szdma binomidlis
eloszldst kdvet, tehit

POv=k) = ) p"0 - "% (k=1,2,...,m).

Feladatunk ekkor a binomdlis eloszlds p paraméterének (a se-
lejtardnynak az egész tételben) becslése statisztikai mintd-
bél.

A tapasztalat azt mutatja, hogy t8bb folyé (pl. Tisza,
Ré6rts, Maros, Drédva) esetében egy &év sordn fellépd a&rhulldmok
szdma Poisson-eloszldst kdvet.
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Jeldlijtk V¥ -vel az egy év sordn bekdvetkezd drvizek szamat,
ekkor

A
k!

-A

e .

P( Vv =k) =

Kilonbdz8 folydkra a A paraméter értéke kiildnbsdz8, ezért
minden folydra kiildn kell becsiilni a A paraméter értékét
az illetd folyé drvizeire vonatkozd statisztikai mintdbsl.
(A vizrajzi évkdnyb&l kiolvassuk az illetd folydéra vonatko-
zélag értékeit mindazon évekre, amelyekrdl a feljegyzés van.)
Mindegyik valdszin(iségeloszlds tartalmaz ismeretlen pa-
ramétereket, amelyeket statisztikai médszerekkel kell minél
" jobb k&zelitéssel meghatdrozni. Az egyik alapvetd statisz—
tikai probléma tehdt a kdvetkezd: A vizsgilt valészinliségi
vdltozdkrdél tegyiik fel eldszdr, hogy folytonos eloszldsd és
slirliségfiiggvénye

¥ x € R esetén f£(x;a),

ahol a ismeretlen paraméter (t¥bb paraméter esetén paramé-
tervektor). Az X valdszinlségi vdltozdra vonatkozd n elemi
mintdbsl kell becsiilniink az a paramétert (vagy annak vala-
mely fliggvényét). Az a paraméter lehetséges értékeinek hal-
mazdt paramétertérnek nevezziik.

Normdlis eloszlds esetén a = m vagy a = 62 vagy
a{m, & ); exponencidlis (Poisson~eloszl4s) esetdben a =2 '
s.i.t.

Az q paraméter becslése az X-re vonatkozd X1, Xz,...,

Xﬁ statisztikai mintdbél dgy tbrténik, hogy képezzik a min-
taelemeknek valamely o, = oy (X1, X2,...,Xn) statisgtikai
fliggvényét, és ennek értékét tekintijiik az a paraméter kdze-
1it8 értékének. Az a4 paraméter konkrét esetben egy meghatd-
rozott érték - 4llandé-, viszont mint mdr a becslés, vald-
szinfségi vdltozé. Nem arrdl van tehdt szd, hogy a mintdbdsl
kiszdmitjuk az a paraméter értékét. A mintdbdl kiszdmitunk
&gy % szdmot, amelynek értéke fiigg a véletlentdl. Annak

megitélése, hogy az o statisztika mikor tekinthetd az a

elméleti jellemzd (paraméter) "jg" becslésének, t8bbféle
szempontbdl tdrténhet.

Az aldbbiakban felsoroljuk azokat a legfontosabb tulaj-
donsdgokat, amelyekkel pontbecslés esetében a "36" becslés-
nek rendelkeznie kell.

El8szbr is megkdveteljiik, hogy az < statisztikdnak a

varhaté értéke megegyezz€ék a becsiilt paraméterrel, azaz
M xn) = a legyen. Az ilyen becslést torzitatlan becslésnek

nevezzik. Misodszor megk&veteljiik, hogy x értékei lehetdleg
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kismértékben ingadozzanak az a paraméter kdriil, azaz torzi-
tatlan becslés esetében N gzérésa minél kisebb legyen.

Ugyanazt az elméleti paramétert a mintébél dltaldban t&bb-
féle médon becsiilhetjiik. Két kiildnbdz8 becslés (statisztikai
fliggvény) koziil azt tekintjiik efficiensebbnek (hatékonyabhb-
nak), amelyiknek kisebb a szdérdsa.

Minél t8bb eleml mintdt vesziink, d1ltaldban anndl meg-
bizhatébb kivetkeztetést tudunk levonni az ismeretlen para-
méterre vonatkozélag. A jé becsléstdl megkdveteljiik, hogy
a minta elemszdmdnak ndvekedésével az %y statisztika szto-

chasztikusan konvergdljon az a paraméterhez. Ezen azt ért-
jlk, hogy tetsz8leges £ > 0 megaddsa esetén

lim P(]ocn - al>€)=0

n— oo

legyen.
Végiil arra tdreksziink, hogy az cﬁn statisztika a min-

tdban rejlé minden informdciét magdban foglaljon az a para-
méterre vonatkozdlag. AZ ilyen statisztikdt elégséges sta-
tisztikdnak nevezziik.

Ezeket a kdvetelményeket a tovdbbiakban részletesen t4r-
gyaljuk.

3.2.2 A becslés tulajdonsagai

a) Torzitatlan becslések

Ha az X valészinfségi vdltozé valamely elméleti jellem-—

zdje az a paraméter és a statisztikai mintibdl az mn = Mh

(XI’ Roreens Xn) statisztikdval kivénjuk értékét becstiilni,

akkor elvarjuk, hogy o értékei az a szém kdriil ingadoz-

zanak; azaz M({ <xn) = a legyen.
Definicid.
Ha az cxn = ¢xn (X1, X2""'Xn) statisztika az a elmé-

leti paraméter becslése és < vdrhatd értéke megegyezik a
becsiilt paraméter értékével, azaz

]

M “rﬂ a ,

akkor txn az d paraméternek torzitatlan becslése. Ha M(“h)
# o, akkor a becslés torzitott.

A mintak&zép az elméleti vdrhatd értéknek torzitatlan
becslése, mivel M(X) = M(X) = o (ahogy ezt mdr 3.1.5 pont-
ban bizonyitottuk). A vdrhatdé értéknek mds torzitatlan becs-
lése is létezik (s8t végtelen sok ilyen van).
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Tétel:
Az X1,

XZ""’Xn minta-elemeknek valamely

I -— N’.—
%p = X = PgXyrpyXy 4ot pp X
n

silyozott szdmtani kdzepe, ahol£E1 P, = 1, vdrhatd érték-

nek torzitatlan becslése.

Bizonyitds.

) _ T -
M{ :xn) = M(X) = M(p1x1 + p2X2 teoot P Xn)
= PqM{Xg) + p M(X,) +...+ P M(X ) =
= MX)(py * py *...¥ p ) = M(X)
Tétel:
A relativ gyakorisdg torzitatlan becslése valamely

A esemény P(A) = p valészinliségének.

Bizonyitds.

k _ 1 _
M{— ) = n~ 0P = p.
Tétel. 5
Ha az X valészinlségi vdltozd eloszldsdban szereplé 6
paraméter a szdrdsnégyzetet jeldli DZ(X) = 52, akkor az
n
> x; - X) 2
s® - i=1
n

n -1

korrigdlt empirikus szdrdsnégyzet torzitatlan beéslése az el-
méleti szérdsnégyzetnek. A tétel bizony{tdsdt nem részletezziik,
mivel az k&nnyen beldthatd a 3.1.5 pontban tanultak felhasz-
ndldsdval. 5

A 3.1.5 pontban megmutattuk azt is, hogy az S empiri-
kus szdrdsnégyzet vdrhatd értéke: n

2, _ n =1 2 _ 4 1, .2
M{s) = —— §°= (01 --—) 6

"Az empirikus szdérédsnégyzet tehat 62-nék torzitatlan becs-
lése.
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Ladthaté, hogy az M(Si) értéke n-t&1 fligg. Altaldban

valamely dh = ‘Xn (X1, XZ""' Xn) becslésnél "az xn sta-
tisztika értéke fligg n-t81l, azaz oy “2""’ e becs-
léssorozat.

Definicid.

Az a paraméternek egy qr Kprewey O yene becsléssoro-

zatdt aszimptotikusan torzitatlan becsléssorozatnak nevez-
zik, ha

lim M{ x_) = a
n-—>oo n

Tétel.

Az Si empirikus szdrdsnégyzet aszimptotikusan torzi-

tatlan becslése 62-nek, az elméleti szdrdsnégyzetnek.

Bizonyités..

lim M(si) = lim (1 - ) %= §%.

n—oco Nn = oo

b.) Konzisztens becslések

Definicid.

Ha az Cxi’ Kgrener olyens becsléssorozat sztochasz-

tikusan konvergdl az a paraméterhez, azaz bdrmely tetszble-
gesen kicsi & > 0 szdm esetén

lim P{ loc.n—a|'>£) = 0,

n— oo

akkor az {ccn}becsléssorozatot az o paraméter konzisztens

becslésének nevezziik.

Tétel.
Ha (xn torzitatlan becslése az a paraméternek és
. 2
tim D™ ( a:n) =0,
n-—--soo

akkor cxn konzisztens becslés.
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Bizonyitéds.
A Csebisev-egyenlétlenség alapjdn (ldsd: 2.3.1 pont).

P(le = M{et )| 2 E) = P(|x_- M>5)4.jfiﬁﬂﬁ_
n n'' — n - - 2 .
Mivel D2{<xn)—* 0 esetén a bal oldalon 4116 valdszinlség
is 0-hoz tart, ezért

lim P(lec - a| 2 €) = 0

Il -2 oo

1. Példa. _

A 3.1.5 pontban ldttuk, hogy az X mintakdzép torzitat-
lan becslése az M{X) védrhatsé értéknek, tovdbbd, ha létezik
az eloszlds madsodik momentuma, akkor

2
D2 (%) = —P—nﬂ .

Nyilvdnvald, hogy n-» o esetén:

p?(x)
.

Iim 0

nNn—-oo
vagyis ekkor az X mintakdzép konzisztens becslése az M{X)
virhatd értéknek.

2. Példa.

A —%— relativ gyakorisdg {mint ldttuk) minden n-re

torzitatlan becslése valamely A esemény P(A) = p valdszin(-
ségének, és mivel

2 pg Al
D(§)= n P an - (0, ha n - o .

ezért a relativ gyakorisdg egyben konzisztens becslése

is az ismeretlen p valészinliségnek.

Kimutathaté, hogy ha X valdszinfiségi vdltozd negyedik
momentuma létezik, akkor az Si és Sﬁz
tens becslései a D2(X) szorasnégyzetnek. Specidlisan, ha X
normdlis eloszldsd, 0 vadrhaté értékd és &2 szdérdsndgyzetd
valdszinlségi vdltozd, akkor

statisztikdk konzisz-

D™ (S )=_—T___’O' ha n— e,
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ElSfordulhat, hogy valamely X valésziniiségi vdltozd
vadrhatd értéke, szdérdsa stb. nem létezik. Ez a helyzet, ha
pl. az X valészinlségi vdltozd Cauchy-eloszlédsii, azaz slir(-
ségfiiggvénye:

1

Fx) = ——eo
T+ xz)

Kénnyill beldtni, hogy az X vdrhatd értékét definidld

[» =]
MK) = = f X ax

+ X

formula jobb oldaldn 4116 integrdl nem abszolut konvergens,
tehdt X vdrhatd értéke nem létezik. Hasonld a helyzet X el-
oszldsdnak magasabb momentumaival. Ilyen esetben a mintdbdl
szédmitott X, si

becslések.

stb. se nem torzitatlan, se nem konzisztens

c.} A becslés hatdsfoka (efficienciaf

A miiszaki gyakorlat szempontjdbdél nyilvédn fontos kove-
telnény, hogy a becslésiil szolgdld statisztika lehetbleg
minél kisebbk ingadozdst mutasson. Valamely a paraméter becs-
lésekor az o< torzitatlan becslést nagycbb hatdsfoki, mds

széval efficiensebb, becslésnek tekintjilk, mint egy mésik
!

“ﬂ torzitatlan becslést, ha Dz( cxn) < D2( a:n) .

Bizonyos esetekben meg lehet taldlni a szdmitdsba j&vS
becslések kdz8tt a legkisebb szdrdsnégyzetlt.

Definicid: .

Ha az a paraméternek van olyan < torzitatlan becslése,
amelynek més o< torzitatlan becslésnél kisebb a szdrédsnégy-
zete:

p2{ «¥) 2 p% o< )

akkor 06§ a legjobb hatdsfokld torzitatlan becslése az a

paraméternek. Az ilyen becslést efficiens becslésnek nevez-
zilik.

Ki lehet mutatni, hogy ha valamely paraméterre vonat-
kozdlag létezik efficiens becslés, akkor csak egy ilyen van.
Ak&r van efficiens becslés, akdr nincs, valamely a paramé-
terre vonatkozdlag, mindic létezik az a paraméter Osszes

lehetséges < becslései szdérdsnégyzetének alsd hatédra,
legyen ez D2.



Definfcid:
5 Az o paraméter valamely <y becslése hatdsfokénak a
__gg____ hdnyadost nevezzilk, amely mindig 0 s 1 kdzé esik.
D (“5) :

A becslés hatdsfokdt nem mindig vonatkoztatjuk az &sz-
szes torzitatlan becslés szérédsnégyzetének a legkisebbikére,
hanem esetleg a becslések bizonyos szfikebb osztdlyaira. Ek-
kor a becslések adott osztdlvdra vonatkoztatott hatdsfokrél
beszélliink. Tekinthetjiik pl. a valdszinlségi vdltozd M(X)
vdrhaté értékének Ssszes linedris torzitatlan becslését a

n
i =i§‘! Pi %

n
alaki becsléseket, ahol 2 p, = 1. Ekkor érvényes a kdvet-
kez8 &1llitdés. i=1 1

Tétel. n a

s Y- by _
Az M(X) vdrhatd érték Ssszes X iz1 Py Xi (i=1 py = 1)

alakd linedris becslései k8ziil az
n
3{’:—1—.2 X,
n i=1 i
szdmtani k8zép a legkisebb szdrédsnégyzet(.
Bizonyitds. Mar ldttuk, hogy

p? (x)

p¥(x) = 2 &)
n
Tovdbbé:
’ n

p2X) =02 (L p.x.) = p2%(x.) + p?D2(x.) + ...
&~ P 1 ] 2
i=1 2

=i DPx) = F v b2+ ...+ DY) .

Az X mintak®zép kisebb szérdsd, mint ¥, ha

1, .2 2 2
n S Pp TPy te-t Py
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Ez az egyenl8tlenség teljesiil, amit az anal{zisb&l is-
mert Cauchy-féle egyenldtlenség alapjdn mutathatunk ki.
Eszerint, ha By Breeey Ay és b1, b2,..., bn valds szamok,

akkor mindig fenndll a kdvetkezé egyenlétlenség:

W

akb

n n

2 2 2
) éz: a Z: b
k k=1 k

FJ
k=1 K

és egyenl8ség akkor és csak is akkor 411 fenn, ha a, = cb

- k k'
k=1,2,...n.
Legyen ebben az &sszefiiggésben A = Py bk = 1
(k=1,2,...,n) ekkor
n n
R
k=1 =1
azaz
n
_l“ £ 2— Pi ’
T ke
és egyenldéség csakis a Py =Py, = ... =p_ = " esetben 411
fenn. n n

A 3.2.2 pontban ldttuk, hogy a _—%— relativ gyakorisédg

torzitatlan becslése a p valdészindségnek. Bebizonyfthatd,
hegy a relativ gyakorisdg a legkisebb szdrdsud becslése a
valészinfiségnek az Ssszes lehetsdges torzitatlan becsldsek
kozlil.

d.) A Cramér-Rao egyenl8tlenség

Ha az o< statisztika torzftatlan és konzisztens becs-
lése valamely paraméternek, akkor elég nagy n esetén o

nagy valészinliséggel tetsz8leges k8zel van a becsiilt para-
méterhez.

Felmerlil a kérdés, hogy valamely u paraméterre vonatko- -
zélag létezik-e olyan torzitatlan becslés, amelynek szdéris-
négyzete mdr adott véges n mintaelemszdm esetén tetsz8lege-
sen kdzel van zérushoz.

Az olyan f{x;q) slrdségfliggvényd eloszldsok Bsszeségé-
re vonatkozélag, amelyeknédl a szdmegyenes azon szakasza,
ahol f(x;a}) 0 nem fiigg az a paramétertél, a vdlaszt az dn.
Cramér-Rao egyenldtlenség adja meg.
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Tétel. .
{H. Cramér-C.R.Rao). Ha az dh (X1, X2,..., Xn) statisz-

tika torzitatlan becslés a-ra vagy dltaldnosabban annak
valamely gl(a) figgvényére, akkor

, ’ )
2 ( «) 2 (g (2)]
n

A nevezbben 1év8 I_ mennyiség (n a minta elemszamdra
utal) a kdvetkezd varhaté érték:

. 1 af .27 _ d 1n f 2
e SRRl

ahol a vdrhatd érték dgy értendd, hogy a mintaelemek

n
f(x1, x2,...,xn;a) =LE1 f(xi;a) egylittes slrlségfliggvényének
képletébe az X.,, X., .

10 Xor ey Xn‘véltozékat helyettesitiik.

Ha o magédnak az 0 paraméternek torzitatlan becslése,
akkor

2 1
D2 e ) > —T
n
Finfcid. 5
Definicid [q'(a)}
A Cramér-Rac egyenlétlenségben a I mennyi-
n

séget informdcids hatdrnak nevezziik.
Ha az 'mn statisztika szdérdsnégyzete az informdcids

hatdrt eléri, akkor tehdt nincs ndla kisebb szdérdsnégyzet(
torzitatlan becslése g(a)-nak. El8fordul, hogy van ugyan
legkisebb szdrdsnégyzetd torzitatlan becslés valamely para-
méterre, de az informdcids hatdrt ez nem &ri el. Megemlit-
jiik, hogy ha a szdban forgd paraméterre vonatkozdlag léte-
zik "elégséges™ becslés (ldsd:e) pont), akkor ennek szdrds-—
négyzete eléri az informdcids hatdrt.

Nem foglalkozunk itt a Cramér-Rao egyenl8tlenség bi-
zonyitésdval, mind&ssze annak megjegyzésére szoritkozzunk,
hogy ez az egyenl&tlenség olyan folytonos eloszldsokra vo-
natkozik, amelyeknél az f(x;a) slr@ségfiiggvény értelmezési
tartoménydnak minden pontjdban pozit{iv - mint pl. a normi-
lis és az exponencidlis eloszlds -, tovdbbi olyan diszkrét
eloszldsokra, amelyeknél a valészinségi v4ltozd minden le-
hetséges értékét pozitiv valdszinlséggel veszi fel, mint pl.
a binomidlis és a Poisson-eloszlds. Nem vonatkozik a Cramér-
"Rac egyenlétlenség pl. az egyenletes eloszldsra.

156



Ugyancsak rdmutatunk arra, hogy a Cramér-Rao egyenlét-

lenség n elem minta esetén &dltaldban —%— nagysdgrend{i ha-

tdrt ad a torzitatlan becslés szdérdsnégyzetére, miként azt
a kdvetkezd példdkbdl ldtni fogijuk.

Bizonyi{tds nélkiil megemlitjlik, hogy olyan eloszldsok
esetében, amelyekre a Cramér-Rao egyenldtlenség nem érvé-
nyes, valamely paraméterre vonatkozdlag létezhet lényegesen
kisebb szdérdsnégyzetl becslés, mint az informdcids hatédr.
Pl. egyenletes eloszléds esetében az

M(X) = —E—%—E— vdrhaté értéknek torzitatlan becslése a

legkisebb é€s legnagyobb rendezett mintaelem szdmtani kdzepe:

—i—~——2, és ennek szdrdsnégyzete

* %
2(X1+Xn-)= (b - a)?
2 2(n+1) (n+2) '

12 nagysdgrendd.
n
A kdvetkez8kben néhdny fontos eloszldsra vonatkozdlag

szemléltetjiik az informdcidés hatdr kiszdmitdsdnak médjat.

1. Példa.
Legyen X normdlis eloszldsd ismeretlen M(X) = a vdrhaté
értékkel és ismert D(X) =‘60 szérdssal. Szdmitsuk ki a tor-

amely

zitatlian becslései szdrdsnégyzeteinek alsé hatdrdat, az 1

I
mennyiséget!
Megoldés. )
A mintaelemek egylittes slr(iségfiiggvénye:
n
_ 1 Ly 2
] 262 L (X5-a)
g e i=1
o= flxyr Xy0eeey X5 @ o) = (e
n
1 1 2
1 = - _ _
n f n 1ln 5. VoT > E (xi a)® ;
0 20 .
0 i=1
n
d 1n £ 1
= ) Z (x, - @}
da 5 i
0 &= 157



Ha itt az X vdltozdk helyébe az Xi mintaelemeket helyette-
sitjik:

d
'f(X;‘r er-"l XnF a16)=( ;Zf)z
n n
= [ 12 (xi—a,)]Z_—j4 x, -a)?] -
60 i=1 5* i=1
2 -
- l(nx—na)2=n4 X -a)’ .
67 6
0
Tehdt
dlnf]2)__ n = _.12, _
In"M([ da = P X -a]) -
0
n2 2 ,= n2 _ 6JOZ _ n
Ry B ey S I
0 60 0
Kovetkezdleg, ha mn torzitatlan becslése a-nak, akkor
2
5]
2 _ 1 _ 0
D™ an) I - n
n
2 .,= 662
Mivel D" (X)= e tehdt a mintakdzép olyan torzitatlan

becslése a normédlis eloszlds vdrhaté értékének, amelynek
szérdsnégyzete éppen az alsd hatdrral egyezd, vagyis a nor-
milis eloszlds vdrhatdé &rtékére enndl kisebb szdrdsndgy-
zetd torzitatlan becslés nem létezhet.

2. Példa.

Legyen X exponencidlis eloszldsid, ekkor slrlségfiliggvénye:
-Ax

£(x; 1) = A°® , x €R

Ismeretes, hogy az exponencidlis eloszlds vAdrhatd értéke:

M (X) =—;\— )

Keressiik a g( A ) = —%— torzitatlan becsléseire a szdrds-
négyzetek alsé hatérét.
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Megoldds.
Az X1, XZ""’ Xn mintaelemek egylittes srliségfiiggvénye:

- l %1: Xi
N £=1
f = f(xq,xz,...,xn; Ay =2 e :
n
In £ =1n A- XA & x.;
i=1
n
d in £ n n
= .Z1 Xy - nx ;
ax A 1= A

H
jn}
[}
=
—_—
—
o]
=
:C:; =]
h
| IS )
~
I
=
e
[ —]
sl
1
=]
e
[ SP——1
b
S
It

2 2 _
= n2 - %; M(X) + nzM(X2).
A
Mivel exponencidlis eloszlds esetén:
M(x) = ——, pi(x) = ——— ;
A 12
Ty = 1o
M(X) = i
p?®) = 2= w@)-i® - u@d - 1
nA A
ezért
2
n 2 1 1 n
I = - + n ( + ) =
n 2 2 2 2
A n A A A
Figyelembe véve, hogy [g’(_l)}z = —[ ;2 ] , kapjuk, hogy
1 2
{(— )
2
Dz(mn) _ A - 12 - 02 (%)
n n A
A 2
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Eredményiink azt mutatja, hogy exponencidlis eloszlds eseté-
ben a vdrhaté értékre a legjobb hatdsfoki torzitatlan becs-
1és, a mintak&zép.

Diszkrét eloszlds esetében a mintaelemek egyiittes slri-
sége helyett azok egyilittes valdszinfiségével kell szémolnunk
az informdcids hatdr kiszdmitdsdhogz.

Tétel.
Valamely A esemény P{A) = p valdszinliségére a legjobb
hatdsfokd torzitatlan becslés a relativ gyakorisdg.

Bizonyitds.
Legyen n fiiggetlen kisérletiink, és mindegyiknél regisz-

trdljuk, hogy az A vagy az A esemény kdvetkezett be. Az i-edik
kisérletnél leayen

1, ha A bekOvetkezett

Xi = _ {(i=1,2,...,n).
0, ha A k8vetkezett be

Tehdt Xi az A esemény indikdtorvdltozdja az i-edik kisérlet-
nél.

Ha n kisérlet sordn az A esemény k-szor kovetkezett be,
akkor

f=P(X1=1,X2=O, Xy, = 1,004, X =1, X_=0) =

k —_
p(1 - pTE

{(fliggetleniil attdl, hogy melyik k darab kisérlet eredménye-
zett t-est}). :

Inf =% 1lnp+ (n-Xk) In (1 = p);

d ln f _ k n -k _ k -np

= - ’

dp p 1-p pll -p)
X - n 23 1 2
I =M ([————tfll—} = —————— M([k - np]°) =
n p(1T - p 021 - p)?
_ _np(i - p) n
p(1 - p)2 p(1 - p)

Az informdcids hatdr tehdt:

1 _ _pll - p)

In n
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Ismeretes, hogy a relativ gyakorisdg szdrédsnégyzete:

2, k., -1 2 _np(1l - p) _pQl - p)
D(n)—n2D(k)— > = .

A relatfv gyakorisdg szdrdsnégyzete tehdt eléri az informd-
ciés hatdrt, vagyis a relativ gyakorisdg az ismeretlen p
valészinliség legjobb hatdsfokd torzitatlan becslése.

e.) Elégséges becslések

A matematikai statisztikdban .arra toreksziink, hogy a
vizsgdlt X valdszinliségl vdltozd eloszlédsdra és annak para-
métereire vonatkozdlag az X1ir xz,..., Xn mintaelemekbd8l min-

den informdcidét kiolvassunk, amit a mintaelemek az eloszlést
illet8leg tartalmaznak. A becsléselmélet szempontjdbdél ezt
a tdrekvést a kdvetkezbdképpen fogalmazhatjuk meg:

Ha az «, = xn(X1, X2,...,Xn) statisztikai fiiggvény

(becslés) a becsiilt o paraméterre vonatkozdélag minden infor-
micidét magdban foglal, ami a mintaelemekben volt, akkor az ®

statisztikdt elégséges statisztikdnak vagy elégséges becslés-
nek nevezziik. Ez a "definicid" a lényeget fejezi ki, de egy-
részt nem pontos, masrészt matematikai szempontbdl még nem

ad tdmpontot arra, hogyan ddntsiik el adott eloszlédsiisszesség
esetén, hogy létezik-e egydltaldn elégséges statisztika, ill.,
hogy egy adott statisztika elégeséges-e. A kérdést a kdvet-~
kez6 meggondoldssal vildgitjuk meg.

Példa.

Legyen az X valdszinlségi vdltozd normdlis eloszlésd
M(X) = m vdrhatdé értékkel és D(X) =6 szbrdssal; vagyis
N(m, 6 ) eloszlasy.

Tegyiik fel, hogy az m paramétert az

2 2! n n
statisztikai mintdbhdél az
X X + +X X + X + . * X
X = 1+ 72 n > 1 2 n = X
n n

mintakdzéppel becsiiljiik. Kimutathaté, hogy az_X valdészin(-
ségi vdltozd ugyancsak normdlis eloszldsd, M(X) = m, D(X) =

= ﬁ%- paraméterekkel; azaz X slriségfiiggvénye:

_ ni{x - m)2

2
96
£ = — o

s V21t °©
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Minthogy az egyes X, mintaelemek fiiggetlenek, és egyenként

N{m, 6 ) eloszldsdak, a mintaelemek egyiittes sdrlségfiliggvé-
nye az egyes vdltozdk slrdségfiiggvényeinek szorzata:

n
- ———1——5——-2: (Xi—m)2
3 26 i=1
f(x1,x2,...,x ;m) = =5 ©
n ( 6 Yam)
Figyelembe véve, hogy
n 2 & - = 2
> %, -m)° =Y Ix, -~ X + X -m}“ =
, i . i
i=1 i=1
n n
=Z(x.—§)2+2(§—m)>:(xi—§)+n(§_—m)2=
=1t i=1

i=1 i=1

a mintaelemek egyiittes slriiségfiiggvénye a kdvetkezd alakban
irhatd:

_ .n(x - mLE
I 5 62

f(x1,x2,...,xn;m) = — \

|
—
™1
I
>
1
Ll
o

]

1 2 62 i
(e 2™ ¥

Vegylik észre, hogy a mintaelemek egylittes siiriiségfliggvénye
két tényezédre bomlik. Az elsd tényezd éppen a mintakdzép fn

1
—

sriségfiiggvénye, a madsodik tényezd pedig olyan fliggvény,
amelyben az m paraméter szerepel.
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Az X1,X2,..
fliggvénye azon feltétel mellett, hogy az X mintakdzép adott

.Xn_mintaelemek egylittes feltételes si{irliség-

X értékkel egyenld:
f(x1,X2,..., X _:X)

f(x.]rxzr-‘-r n ?

£ ()

1 26

( 627 ™ ya

0, egyébként.

A feltételes sOrlségfiiggvény értéke nem fiigg m~t&l. Ez azt

jelenti, hogy amikor az X1 = Xqv X2 = Xpreeoy Xn = X, minta-

elemekb&l az X mintakdzepet meghatdroztuk, ezzel az m vdrhatd
értékre vonatkozdélag a mintdbél minden informdciét kimeritet-
tiink, az egyes Xi mintaelemek megvalésult értékei nem adnak

tovdbbi informéciét m-re vonatkozdlag. Az X mintakdzép tehdt
elégséges becslés a normdlis eloszlds m varhatd drtékére vo-
natkozélag. Az elégséges statisztika a k&vetkezé mddon jelle-
mezhetd matematikailag:
Definicidé. .
Az K =Xy (X1, Xz,..., Xn) statisztika elégséges sta-

tisztika az a paraméterre vonatkozdlag, ha az X1, X2,..., Xn

mintaelemek egyilittes sﬁrﬁségfﬁggvénYe két olyan tényezdre
bonthaté, amelyek egyike az % statisztika slirliségfliggvénye,

a mdsik tényez8 pedig nem fligg az a paramétertsl, azaz

f(x..]rxzr---rxnf a) = fn(Kn;a)f(x1,x2,...,xn[p<n = ).

Megjegyezziik, hogy a miﬁtakézép pl. a Poisson-eloszléds

paraméterére, valamint az exponencidlis eloszldsnil —%— -ra
elégséges becslés. Ugyancsak elégséges becslés a relativ gva-
korisdg valamely A esemény P(A) = p valdsziniségére.

3.2.3 A becslés médszerei

a) A legnagyobb valdszin@ség (maximum-likelihood) elve

Megismertiik a becslés kiildnbdz8 "jé&" tulajdonsdgait, és
egy-két statisztikai fiiggvényrél megmutattuk, hogy rendelke-
zik ezekkel a tulajdonsdgokkal. T8bb helyen emlitettiik, hogy
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valamely valdszinlségeloszlds varhatd értékének becslésére

a mintakdzepet, a szdérdsnégyzet becslésére a korrigdlt empi-
‘rikus szdrédsnégyzetet, valamely esemény ismeretlen valészinfi-
ségének becslésére a relativ gyakorisdgot haszndljuk. A gya-
korlatban legt8bbszdr ezek azok az ismeretlen paraméterek,
amelyeket becsililnlink kell.

Nyitva hagytuk eddig azt a kérdést, hogy valamely adott
eloszlds paramétereire vonatkozdélag hogyan "taldlhaté" jé
becslés. Més szdéval van-e olyan 4ltaldnos matematikai méd-

szer, amely megmutatja, hogy milyen o« = mhtx1, Koreens Xn)

statisztikdt szdmitsunk a mintaelemekb&l ahhoz, hogy adott
a paraméterre 36 becslést kapjunk.

A legfontosabb 4ltaldnos médszer a becslésre az Un. maxi-
‘mum likelihood médszer, amely magyarra fordftva a legnagyobb
valdszinliség médszerének nevezhetd8. A médszer R.A. Flshertél
szdrmazik, lényegét az aldbbiakban ismertetijiik.

Tegylk fel, hogy X folytonos eloszldsd valdszinliségi
véltozd, sﬁrﬁségfuggvénye f(x; }, ahol & ismeretlen paramé-
ter. Legyen az X-re vonatkozd statisztikai minta:

-1’ 2=X2,...,'Xn=xn,

ahol az X, szdmok a megfigyelések elvégzése sordn a minta-

elemek észlelt értdkei.
Minthogy a mintaelemek fliggetlenek és azonos eloszlésdak,
egylttes slrfdségfliggvényiik: .

L(x1,x2,..., xn;a) = f(x1;a}f(x2:aJ...f(xn;a).

Az L(xq,xz,..., X ;a) fliggvényt likelihood-fliggvénynek ne-

vezziik. A llkellhOOd -fliggvény tehdt a mintaelemek egyiittes
slrdségfliggvénye, a vdltozdék helyében azonban befrtuk a minta-
elemek megvaldsult értékeit, az &szlelt {mért) szdmokat.

Ennek k&vetkeztében a likelihood-fliggvény csak az a ismeret-
len paraméter fiiggvénye, amelyet most vdltozénak tekintiink,

és a-val jelsljtik. Mdsrészt az L(x1,x2,..., xn;a:) fiiggvény

az X1, Xyreeer X, minta sriségfiiggvényének értéke az n di-
menzids tér (x,,%,,..., x_) pontidban.
1772 n
Ha az X1, areses X statisztikai mintdt n dimenzids

valdszinlségi véltozénak tekintjiik, akkor annak valdszintisége,
hogy e vektorvdltozd értéke az n dimenzids tér (x1,x2,..., xn)

k&zéppontd, kicsiny A’H' ;&xz,..., .Axn élek 4ltal megha-
tédrozott tégldjdba essék, kdzelit8leg:
f(x1;a)f(x2;a)...f(xn;a) AX,I sz Axn
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Ha a AX AXZ,..., Axn szdmokat, az n dimenzids "tég-

11’
la" éleit rdgzitettiik, akkor ez a valdszinlség akkor maxi-
mdlis, ha a likelihood-fiiggvény a maximumdt veszi fel.

Definicid.

A folytonos eloszldsd X valdszinfiségi vdltozd f{x;a)
sirliségfliggvényében szerepld o paraméter maximum likeli-
hood becslésének azt az a statisztikdt nevezziik, amelyekre
a mintaelemek egylittes silrségfliggvénye maximdlis értéket
vesz fel, azaz

L(XgrXyree, X 30) = f(x1;@kqx2;aJ...f(x;aJ : maximum.

Mivel egy fliggvény ugyanott veszi fel a maximumdt, ahol a
fliggvény logaritmusa, &ltalédban egyszerlibb @ értékét az

n
; a)y = Z:ln f(xi;aJ = maximum

in L(x1,x2,...,x
i=1

n

egyenletbdl meghatdrozni.
Minthogy a likelihood-filiggvény esetiinkben csak az a
paraméter filiggvénye, szélsdértéke csak ott lehet, ahol

d In L
do.

Ha ennek az egyenletnek t8bb gydke van, akkor a lokdlis szél-
s8értékek kdziil kell kivdlasztani az abszol(it maximumhelyet.

Példa.
Legyen X exponencidlis eloszldsd és sfrliségfiiggvénye:

-Ax

fix;A) = A e

~
Keressiik a A paraméter A maximum likelihood becslését,

Megoldas.
A likelihood-fiiggvény:

A

L(XgrXyree s Xyi A

Ae ™ 1X1 .ie -JLXZ... ie _RXO=
~ n

In L =n 1lnA- A 5 x, ;
i=
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n-
d li L. D) x. =B _nx=-o
aa Aoi=1 ?t A
Inne
~
2=
X

A A paraméter maximum likelihood becslése tehdt a mintakd-
zép reciprok értéke. Mivel exponencidlis eloszlds esetén

M(X}) = ; . kivetkezik, hogy a vdrhaté érték maximum likeli-

hood becslése ez esetben az x mintakdzép.

Abban az esetben, ha az X valdszinliségi valtozé elosz-
lisa t8bb ismeretlen paramétert tartalmaz, akkcor a likelihood-
fllggvény mindegyik paraméter szerinti parcidlis derivdltijait
kell zérussal egyenlévé tenni. Nézziink egy példdt erre az
esetre is.

Példa. . .
Legyen X N(m, 6 } eloszldsd. Szdmitsuk ki az m és 6§ para-

~
méterek m és 6 maximum iikelihocd becsléseit!

n
- 1/\2 Z (Xl - ﬁ)z
26 i=1
2 A
L(XqsXpsuoerx i,6) = ——=—— o
1772 n (6 Y27 )
: n
1 1 o~ 2
InL =n 1In - (x, - m)
62T 2 62 i; t

Mivel egy fliggvény logaritmusdnak ugyanazon a helyen van maxi-
muma, ahol parcidlis derivdltjai nullédval egyenldk, nézzik

elészdr a L(xq,xz,...,xn;ﬁ,ﬁ ) fliggvény M szerinti parcidlis
derivdltjdt:
n
21n L ‘X x, - m
— i -
—/\ = A2 - 0’
am i=1 6
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n N

v X - nm =0,

i=1

azaz

-— ~

nx =‘nm = 0,
~ -—
m=x .

~
Tekintsik most az L fliggvény 6 szerinti derivdltijdt:

n
21n L n 1 Z
- -2
+ 6 i=1 (Xi m) 0

o =

26 5

m helyébe az x értéket helyettesitve:

n
-6 2 x, -0?% = 0;

i=1

n

= 2

) &y =%
~2 _ _i=1 o2
6% = n = 5n

A maximum likelihood médszer tehdt normdlis eloszldsd eseté-
ben a vdrhatd érték becslésére a mintakdzepet, a szdrdsnégy-
zet becslésére az empirikus szdrdsnégyzetet szolgdltatja.

Ez utébbi becslés, mint a (3.2.2) pontban mdr ldttuk, asszimp-
totikus torzitatlan. .

A maximum likelihood mdédszer diszkrét valdszinfiségelosz-
14s0ok esetében lényegében ugyanigy alkalmazhatd, mint foly-
tonos eloszldsok esetében, ekkor azonban a likelihood-fiigg-
véry nem a mintaelemek egyiittes slrlségfliggvénye, hanem azok
egylittes valészinliséoe.

Ha X diszkrét eloszldst és eloszldsa az a ismeretlen
paraméter maximum likelihood becslését P(X = Xi) = pi(xi;a),

i=1,2,..., akkor az a paraméter maximum likelihood becslé-
sét a kodvetkezd mddon nyerjik. Ha az

Xa s Xoreor X
pre2r ettty

mintabeli értékek gyakorisdgai rendre

k1'k2""kr
167



akkor a likelihocod-fiiggvény:
k k k
L(x1,x2,..,xn;a) = p(x1,a) 1. p{xz,a) 2 ... p(xr,a) r

Példa.
Legven X Poisson-eloszldsd ismeretlen A paraméterrel,
amelyet az XT’ X2,..., Xn statisztikai mintdb4l a maximum

likelihood médszerrel kivdnunk becsiilni.

Megoldds.

A mintaelemek mindegyike elvileg a 0,1,2,... nem negativ
egész szdmok bdrmelyikét felveheti, a mintdban azonban csak
véges szamd érték fordul els.

Jelblje r a legnagyobb megfigyelt értéket, és legyenek
a 0,1,2,... r szdmok gyakorisdgai rendre ko'ka'kz""'kr'

n
aholfgo ki = n, mivel n elemd mintdnk wvan.

Annak valészinfisége, hogy valamelyik mintaelem az i &r-
téket veszi fel:

i
A _A

- e
il

P(Xj = i? =

A likelihood~fliggvény tehdt

r k
AR o~
L = 1l { A~ eh]L ) t
T i=0 il !
r r
G 3 A A
In L = z: k; In (-7~ e )Z: k;(1 In2 - 1n i!) - nd ;
i=0 i=0
r
d 1In L 1
— = iki - n .
ai A i=1

Maximum csak ott lehet, ahol ez a derivdlt 0, azaz

15

r
”~
3 - Ziki= 1
i=1

n n

u
>
|

j=1
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(Azt, hogy a - 2 = ¥ helyen L-nek valdban maximuma van a

2 n
d“1ln L 1

—— =~ =3 E: iki mésodik derivdlt mutatija.)
ai AT i

A maximum likelihood mdédszer tehdt a A paraméter becs-
1éseként a mintakBzepet szolgdltatija, amely a vdrhatd érték
torzitatlan becslése.

Vizsgdljuk most meg, milyen statisztikdhoz vezet a maxi-
mum likelihood médszer valamely A esemény ismeretlen P (A)=p
valészinlségének becslésekor!

Tegylik fel, hogy n kisérlet sordn az A esemény k-szor
k&vetkezett be. Legyen X, az i-edik kisérletnél az A esemény
indikdtorvdltozdja, azaz

1, ha A bekdvetkezett

0, ha A kdvetkezett be.

Az X1, XZ""’ X minta most indikd&torvdltozdk sorozata.

Ha az A esemény k-szor kdvetkezett be, akkor a mintédban k
darab 1-es és (n-k) darab 0 szerepel. A minta valészinifisége:

L=pc0 - B

InL =k InP + (n-k) 1In (1 - B) ;

a5 F 1.8 Bu-®
Tehdt
k - nﬁ = 0,
A _ X
P=n

A valészintiség maximum likelihood becslése a relativ
gyakorisdg, amely mint a 3.2.2. a)-e) pontokban l&ttuk, egy-
ben torzitatlan, konzisztens, efficiens és elégséges becslés.

A maximum likelihood médszer elég dltaldnos feltételek
mellett "j&" becsléshez vezet: konzisztens becsléshez, amely
nagy h esetén kdzelitéleg normdlis eloszldsi. A maximum like-
lihood becslés torzitatlan vagy aszimptotikus torzitatlan
{(miként a szdrasnégyzet becslése esetében). Ha a becsiilt
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paraméterre létezik elégséges statisztika, akkor a maximum
likelihood médszer ezt szolgdltatja. Ezek azok a tulajdon-
sdgok, amelyek a maximum likelihood médszert a t8bbi becs-
"lési médszerek koziil kitiintetik.

b) A momentumok mddszere

A momentumok mddszere abban 411, hogy ha k szdmi para-
métert akarunk becsiilni, akkor az eloszlds elsd k szdmd el-
méleti momentumdt egyenlévé tesszitk a mintdbél szadmlitott ta-
pasztalati momentumokkal; ily médon az ismeretlen paraméte=~
rekre egyenletrendszert nyertiink, amely kedvezd esetben meg-
oldhaté. A momentumck médszerének elméleti alapjdt Glivenkd
tétele adja, amely szerint az Fn(x) empirikus eloszlédsfiigg-

vény - a minta eloszldsfiiggvénye - n névekedésével konver-
gdl az F(x) elméleti eloszldsfiiggvényhez. EbbSl k&vetkezik,
hogy a mintdbdl szdmitott empirikus momentumok az elméleti
momentumokhoz konvergdlnak.

Ha az X valészinliségi v4dltozdéra vonatkozd n elemfi minta
Xy = Xy X, e CYRRRY X, = X,r akkor a tapasztalati momen-

tumok:

n n 2 n K
Z xi Z xi 2— Xi
0 = i=1 m = —i=] = _i=1
1 s 2 = e e e g Kk
n n n
Példa.
Legyen X N(m, 6§ ) eloszldsd, ahol m = M(X) = Mg

M(XZ) = Mg Ekkor 62 = Dz(x) ) M(Xz) - Mz(x) =y = }&2.

Legyen.
2

X,
1

Y M

1

n

/(,(,1=m1=x’ #2=m2=

Ekkor az m és 62 paraméterek becslésére az aldbbiakat kap-
juk:

n n

2 - 2

L IR

;ﬂ\ - ;{-' '82 - i=1 - 224= i=1 = g
m n

2
n

A maximum likelihood médszerrel ugyanezt az eredményt kaptuk.
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3.2.4 A becslés megbizhatosaga. Konfidenciaintervallumok

A becslésrdl szb81l6 eddigi fejtegetéseink sordn az el-
oszlds valamely ismeretlen a paraméterét egyetlen mennyiség-
gel, a mintaelemekbd8l szdmitott “n statisztika numerikus

értékével, tehdt eagyetlen szdmadattal becsiiltilk, azaz pont-
becslést alkalmaztunk. Mivel o valészinliségi vdltozd, ak-

tudlis értéke 4ltaldban eltér a becsiilt a paramétertdl.
Ha sokszor (sok n-es mintdbdl) végezzilk a becslést, akkor
oy értékei - torzitatlan becslés. esetén - az a paraméter

k8riil szdérédnak. A szérédds mériéke természetesen fligg a
minta nagysdgatdél. Bar egyetlen Xevo Xprewos Xn mintdbdl nem

tudjuk megmondani a pontos értékét, az xy statisztika el-

oszldsdnak ismeretében sokszor meg tudunk adni egy olyan
(c1,c2) intervallumot, amely az ismeretlen paramétert nagy

- pl. 0,95 - valészinliséggel tartalmazza. Az ilyen intter-
.vallumot az a paraméterre vonatkozdé 25 %-os konfidencia-
intervallumnak (megbfzhatésdgi intervallumnak) nevezziik.

A tovébbiakban az intervallumbecsléssel foglalkozunk.

a) Konfidenciaintervallum a normdlis eloszléds
varhatd értékére

Tegyiik fel, hogy az X valdszinfiségi vAltozd N(m, 50)

eloszl4sd, ahol a 50 szér4s ismert. Az m paramétert az

Xqr Xype.., X statisztikai mintdbél becsiiljtik az X mita-
k&zéppel. Kimutathatd, hogy az X statisztika ugyancsak nor-

mélis eloszldsd M{X) = m vdrhaté értékkel és D(X) =
= —2 gzdérédssal. A normdlis eloszlds ismert tulajdonsdga az

n _ .
dn. 2 -szabdly alapjédn X értéke kb. 0,95 valdszinliséggel az
6q 69 . .
m=-2 —=, m+ 2 = } intervallumba esik, azaz
Vo n
& _ & '
Pm -2 —2 < X <m+2-—==2) 0,95

Vo fn

A formula valészin@iségelméleti értelmezése vildgos. Ha is-

mernénk az m vdrhatd értéket, és a szdmedyenesen megrajzol-
6 6

nédnk az (m - 2 ———g——, m+ 2 ———————il—) intervallumot, akkor

{n {n

az X-re vonatkozé sok, pl. 100 darab n elem minta mindegyi-
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kének szdmtani kbzepét kiszdmitva kb. 95 db mintakdzép ebbe
az intervallumba esik. (38. dbra}

Y

38. &bra

Minthogy m értékét nem ismerijlik, a fenti intervallumot nem
tudjuk megrajzolni.

Rendezzitk 4t ezért Osszefiiggésiinket a kbvetkezd formé-
ra:

28 _ &
0 <m< X+ 2 0

Vn n

Ezen Osszefiliggés valészinliségelméleti értelme a kdvet-
kezd: Az m ismeretlen paraméter nem valdszinfiségi viltozd,
hanem d4llandd, a szdmegyenes egy pontja. Viszont wvalédszini-

— 6 64
ségi vdltozd az (X - 2'{_ 0 ;s X+ 2 0 ) intervallum k&zép-
n n
pontja. Annak valdszinfisége, hogy ez a véletlen helyzetd
intervallum tartalmazza {lefedi) az m pontot, kézelfitbéleg

0,95. ‘
= 6JO e 6'0 .
A (X - 2 T X + 2 oy ) véletlen helyzetfi inter-

vallumot a normdlis eloszlds m vdrhatd értékére vonatkozd

95 %-os konfidenciaintervallumnak nevezziik. Ez az inverval-

lum anndl r&videbb, minél nagycbb n értéke, a minta nagysdga.
Természetesen nemcsak 95 $-os konfidenciaintervallumot

tudunk konstrudlni az Nim, 60) eloszldsd X valdszinlségi

vAltozd vdrhatd értékére. Ha Sb ismert, akkor mint az kimu-

P(X -

) «~ 0,95 .

— 5]
tathaté, az X mintakézép N {m, 0) eloszldsi, igy tetszd-
: n
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leges kicsiny € >0 szdmhoz meghatdrozhaté olyan U, mennyi-
ség, hogy a
6 _ 6
0 < X < m+u —20

e e fm

P{m - Ug y =1 -§&

teljesiil.
Fz az dsszefiiggés ekvivalens a

P(- <\(— <u£)—2¢(u -1=1-¢
0

8sszefiiggéssel, amibdl ldathaté, hogy a f§ standard normdlis
eloszléasfiliggvény tdblédzata segitségével (Fliggelék IV. tdbé-
zat) ug meghatdrozhaté.

&
Normdlis eloszlds esetén tehdt az (X + u e ——1§L—-,
: Vn
_ 6o
X + Ug —= intervallum (1 - £ ) szintl konfidenciainter-

vallum az m vdrhatd értéke. Adott eloszlds esetén minél na-
gyobb az (1 - & } szint, anndl hosszabb konfidenciainterval-
lumot nveriink. Nagy biztonsdggal csak viszonylag hosszabb
intervallumrdél &llithatjuk, hogy valéban tartalmazza az is-
meretlen paramétert.

b) Konfidenciaintervallum ismeretlen valdsziniségre

Valamely A esemény P{(A) = p valészinliségére kétféle mé-
don szerkeszthetlink konfidenciaintervallumot annak megfeleld-
en, hogy nagy elemsz&mi minta vagy csupdn kis szdmi megfi-
gyelés 41l-e rendelkezéslinkre.

a.) Ha a kisérletek szdma, az n nagy szdm €s az A esemény
gyakorisdga k, akkor (mivel k binomidlis eloszldsd) M(k) = np,
€s D(k) = np(1 - p), a

k - np
Vnpg

Un. standardizdlt binomidlis eloszldst valészinliségi vdltozd
kdzelit8leg standard normdlis eloszldsd, ezért:

(1 - p) gt ™ -1

e)

Innen

. e % ue .
Pl - —= fp1 - < £ -p< e thifp))m
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(1 = £ ) valészinliséggel fenndll tehdt az

k
n{—— - p)2 < ugp(1 - p}
n

Osszefiiggés. EbbSl némi szd&molds utédn az aldbbi konfidencia-
intervallumot kapjuk:

2
ko, ui _ % kg ok, ,
n 2n ' n n 4n
ui :
1 + "
2 2
k Ue Ue k k Ue
+ + {1 - ) +
n 2n VE- n n 4dn
u2
£
T

Az intervallum megbfzhatésdgi szintje kbzelit8leg (1 - € ).

Ha n nagy, dgy hogy —%— mdr elhanyagolhatd -hez képest,
: n
akkor a konfidenciaintervallum egyszer(bb alakot 31lt:
. . u .
{ - (1 k), + —£ ];(1———]{)

n V;; n n n v;; n

b} Ha n nem nagy szdm, akkor a binomidlis eloszlds tabldzat
segitségével konstrudlhatunk konfidenciaintervallumot. Tegyiik
fel, hogy n kisérlet sordn az A esemény k-szor kdvetkezett
be. A k valdszinliségi vdltozd binomidlis eloszlisd ismeret-
len P(A) = p paraméterrel.

Ha p a paraméter igazi értéke és ezt ismernénk, akkor
adott (1- € )-hoz a binomidlis eloszléds tdbl&zata segitségé-
vel taldlndnk olyan ¢4 és Cy szamokat, hogy teljesiilidn (jé

ktzelitéssel) a

k Ye k

c7t
1Sk <ey) =) (et -p

i=c1

VRN B

Itt természetesen mind Cqr mind <, fligg € -t81 és p-tSl:

cy = c1( £.,p) ; ¢, = ¢, €,p)
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Adott p esetén a c, és c, szdmokat dgy védlasztjuk, hogy c

a legnagyobb és c, 2 legkisebb olyan egész szdm legyen,
amelyekre :

1

c,=1
1 . . .
n i n-i £ n i _ n-i £
> et - p) < —5- 6 ) (D) pt(1 - p) s-—-2
i=0 i=c

2

teljesliljdn. Adott p esetén nyvilvdn c., < €y -
Mivel p akutdlis értékét nem ismerjiik, “elég slrin egy-
mdsra kdvetkezd PqsPoresesPy értékek mindegyikére meghatédroz-

zuk a c:l), él), hatérokat. Ezeket &dbrédzolva egy (p;c) koor-

dindta-rendszerben két monoton filiggvényt kapunk, amely pl.

n=250¢és &= 0,01 esetén sematikusan az alébbl médon 4b-
rdzolhatdé (39. éhra)

cll

50
40
30

20 + {
i

€,
€4

10

I NN N NUGHR BURE N E——t =

of o1 0 2'{0,3 040506070809 1 P
Py ﬁa

39. dbra

A ¢ tengelyen 1év8 ¢ = k helyhez a p tengelyen vetftés-
sel eqgy (pT,pz) intervallumot kapunk (p.I < pz), amely az is-

meretlen p valdszinliségre k&zelitéleg (1 - &£) 521ntu konfi-
denciaintervallum.

c.) Konfidenciaintervallum a normdlis eloszlds szdérds-

négyzetére

Ha az X valészinfiségi v4ltozé N(m, 6 ) eloszlést és a
8 “ szérdsnégyzetre akarunk adott (1 - €) szint konfiden=
ciaintervallumot konstrudlni, akkor adott n elemfl mintdbdl

elészbr kiszdmitjuk az Si empirikus szdérdsnégyzetet Az Si
statisztika természetesen va%észinﬁségi vdltozdé. Ugyancsak

valdszinliségi vdltozd az n gZ statisztika, amelyr8l ki-
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mutathaté, hogy (n - 1) szabadsdgfoki % 2—eloszlésﬁ. A 252—
eloszlds tédbldzata (Fiiggelék V. tédbldzat) segitségével meg
tudunk hatdrozni olyan Cq és c, 41landdkat, amelyekre

g2 o2
Pin -8 <) = 5~ ésPn—-B <c,) =1 - &
52 1 2 6'2 2 2
azaz
< Si '
P(CT—H_EZ_<C2)=1-€'

Ebben az egyehletben a zadrdjelen beliili egyenlétlenség ekvi-
valens a i

S S
E n é 6<E In
Ve, 2

reldcidval, amely 6 -ra (1 - £ ) szint{ konfidenciainter-
vallum.

3.3 A statisztikai hipotézisek (feltevések) vizsgalata

3.3.1 Elvi megjegyzések

Definicid.

Statisztikai hipotézisen egy vagy t8bb valészinlség el-
oszldsra vonatkozs valamilyen feltevést értiink.

Ha a vizsgdlt valészinlségl vdltozd eloszlédsdnak filgg-
vénytipusa ismert és ismeretlen paraméterecket tartalmaz, ak-
kor a statisztikal hipotézis a paraméterekre vonatkozik. Ha
az eloszlds filiggvénytipusa nem ismert, akkor a feltevés ma-
gdra az eloszldsra vonatkozik. Gyakran az érdekel benniinket,
hogy két vagy t8bb valészinlségi vdltozd eloszldsa megegye-
zik-e (homogentdsvizsgdlat). Olykor azt kell elddnteniink, hogy
két (vagy tobb) valdszinliségi vdltozd vdrhatd értéke (vagy
szérdsa) megegyezik-e vagy sem.

Az aldbbiakban felsorolunk néhdny gyvakorlati problémdt,
amelyek érzékeltetik a statisztikai hipotézis fogalmat.

Példak:

1. Valamely folyd esetében adott ¢ vizdllasértékre vo-
natkozdlag el kell ddntetnilink, hogy annak valdszinlsége, hogy
az évi maximdlis viz41lds meghaladja a ¢ értéket, kisebb-e
mint 2 %. -
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2. Adott technoldgidval gydrtott panel mérete normdlis
eloszldst kdvet, ismert szdrdssal. Kérdés, hogy az adott mé-
ret az eldirt 300 cm mint vdrhatd érték koriil ingadozik-e.

3. Rét kiildnbdzd keverddgéppel késziilt aszfaltkeverékben
a bitumentartalom szdrdsa megegyezik-e?

4. Két kiilénbdz8 gvédrban készﬁlt'azonos tipusd beton.
Megegyezik-e ezek tdrési szildrdsdgdnak eloszlisa?

5. Adott folyd évi kbzépvizhozama mint valdszinliségi
vdltozd normdlis eloszlést kdvet-e?

A felsorolt kérdések mindegyikében szerepel egy vagy két
valészinfiségi vdltozd. A kérdédsek a valdszinliségi vdltozdk
ismeretlen eloszlésdra vagy azok valamely paraméterére vonat-
koznak. A kérdések mindegyikére igenld vagy tagadd vdlaszt
kell adnunk, ddntenlink kell.

A feltett kérdések a valdszinliségelmélet termlnoléglé—
jédval a kdvetkezd médon fogalmazhatdk meg:

1. Ha valamely folydé évi maximdlis viz4dlldsdt az X
valészinliségi vdltozéval jeldljiik és ¢ adott érték, igaz-e,
hogy

P(X 2 ¢y < 0,02,

2. Ha X N{m, 60) eloszldsd ismert 60széréssal; igaz-e,
hogy

M(X) = 300.

3. Jeldlje X, ill. Y az els8, ill. a mdsodik aszfalt-
keverd gépen el8llitott aszfaltkeverdk bitumentartalmit.
Igaz-e, hogy

D(X) = D(Y}?

4. Legyen X, ill. Y a két kiilonb8z8 gyvdrban el84llitott
beton t8rési szildrdsdga. Legyen X eloszlasfiiggvénye F(x);
Y eloszldsfliggvénye G(x). Megyezik-e a két eloszldsfiliggvény
vagyis igaz-e hogy

F(x}) = G(x).

5. Jelblje az X valdszinlségi vdltozd a szdban forgd
folyé évi ktzépvizhozamdt. Igaz-e, hogy

P(X < x) =40 (x;m, 6 )

valamely {(m, 6§ } értékpdrra.

Az emlitett problémdkkal kapcsoclatban a statisztika
hipotézisvizsgdlat abbd6l indul ki, hogy a fenti médon meg-
fogalmazott 41litdst igaznak tételezi fel.
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Ez a feltételezés az Un. nullhipotézis, amelyet H_-val je-

0
18link. Az eloszlds vagy paraméter szdmdra a nullhipotézis-
t8l eltérd mds lehetéségek bizonyos halmazdt, esetleg az
Osszes mds lehetdségek egylittesét ellenhipotézisnek vagy al-
ternativ hipotézisnek nevezzdk, és H1—gyel jeldljik.

A feltevésvizsgélatban megkildnbdztetliink egyszerid és
Osszetett hipotézist. Egyszerd hipotézisre példa a 2. prob-
léma, ahol

H

M(X) = m, = 300.

oF 0
Ez egyszer( hipotézis, mert a szdérédst ismerjik, &s igy mg
értéke az eloszldst egyértelmfen meghatdrozza, normdlis el-
08z1ldsrdl 1lévén szd. Ha ellenben dgy tettilk volna fel a kér-
dést, igaz-e, hogy

Hé : 299 < M{X) =m < 301

akkor Osszetett hipotézisrél van szdé, mert a Hé
mindazon 60 szérdsi normdlis eloszldsok kielégitik, ame-

lyek védrhaté értéke a 299 és 301 hatdrok kzé esik. Ekkor
tehdt az eloszldsok bizonyos Osszességére vonatkozik a null-
hipotézis.

A matematikai statisztika elméletében megkiildnbdztetiink
paraméteres és nemparaméteres problémékat.

Ha a vizsgdlt X valdszinflségi vdltozd F(x;@1,82,...,8k)

eloszldsfliggvényének tipusa ismert, akkor - ha a 81,@2,...,

hipotézist

Bk, véges sok paraméter értékét ismernénk - teljes egészé-

ben ismert lenne az eloszlds. Altaldban, ha eloszlésdt véges
sok paraméter egyértelmlien meghatdrozza, amit dgy fejeziink
ki, hogy a paraméter valamely véges (k) dimenzids t&r vagy
annak egy részhalmaza, akkor paraméteres problém&rdél beszé-
liink. .

Vannak statisztikai problémdk, amelyeknél véges szdmd
paraméter értékének ismerete nem teszi egyértelmien megha-
tdrozottd az eloszldst. Ha a 4. példdban a beton t8rési szi-
lardssdgdrdél csak annyit tudunk, hogy az mint valészinliség-
eloszlds folytonos, akkor szdba jdhet az Ysszes olyan foly-
tonos eloszlds, amely a (0, oo ) intervallumon értelmezett.

A HO: F = G feltevés ekkor sokkal t8bbet jelent, mint az F,

ill. G eloszlédsfliggvényben szerepld egy-két paraméter értéké-
nek megegyezése. A (0, o0} intervallumon értelmezett foly-
tonos eloszldsck halmazdnak bdrmely eleme szdba jShet, csak
arra vagyunk kifvdncsiak, hogy a két beton esetében a fenti
halmaz ugyanazon elemér8l van-e szé. Ilyen esetben nem para-
méteres problémidrdl beszéliink. A paraméteres problémdkra
vonatkozd statisztikai hipotézisek ellenérzésére az Bn. nem
paraméteres médszerek szolgdlnak, amelyeket a 3.5 pontban
ismertetiink.
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3.3.2 A statisztikai proba fogalma. Paraméteres probék

Az eldz8 pontban felsorolt 1-5. gyakorlati problémék
mindegyikével kapcsolatban feltettiink egy kérdést, amelyre
igenld vagy tagadd vAlasz adhatd. Mindegyik feltett kérdés-
sel kapcsolatban megfogalmaztunk egy feltevést. Amikor pl.
azt kérdezzik a panel hosszdt jeldld X valdsziniliségi vdlto-
zbéval kapcsolatban: igaz-e, hogy M(X}) = 300 (cm) akkor ezt
igy is fogalmazhatjuk: igaz-e, helytdllé-e a

HO: M(X) = 300 {cm)
hipotézis, az dn. nullhipotézis? Amikor a kérdésre vdlaszt
adunk, minthogy vdlaszunk itt is statisztikai minta alapjén
t8rténik, nem vdrhatunk biztos vdlaszt, d&ntiink tehdt arrdl,
hogy a HO hipotézist elfogadjuk, wvagy visszautasitjuk. (Meg-

ngyeézﬁk, hogy a kérdéssel kapcsolatban abbdél indultunk ki:
tapasztalatbdél tudjuk, hogy X normdlis eloszldsiy,  ismert 60

szdérdassal. Ez, mint l1dtni fogjuk, a vdlaszadds szempontjdbdl
igen lényeges). i
Az adott H0

utasitdsdrdl ldtatlanban nem tudunk db6nteni. Meg kell vizs-
gdlnunk, hogy feltevésiinket mennyire igazolja a tapasztalat.
A példdban szerepld hipotézis ellenfrzésére gy Jjdrunk el,
hogy megmérjiik minél t8bb taldlomra vdlasztott panel hosszit,
statisztikai terminoldégidt haszndlva X-~re vonatkozdé n elemd

hipotézisrél, annak elfogaddsdrdél vagy el-

mintdt vesziink. Legyen ennek kimenetele X1 = Xqr X2 = x2,...,
X, = X . A mintdbdl kiszdmitjuk az X mintak&zepet, amely az
M(X) = m vdrhatd érték torzitatlan becslése, és X numerikus

értéke, valamint az X valészinliségi vdltozdé eloszldsdnak is-
merete alapjdn dontiink arrdél, hogy elfogadijuk a Hy hipotézist,
vagy pedig elvetjlk azt. _

Nyilvédn inkdbb elfogadjuk Ho-t, ha x értéke kdzel van

az M(X)} = m értékhez, mintha tdvolt esik téle.
Az adott példdban ddntésiink tehdt attsél fligg, hogy a H

hipotézisben szerepld M{X) = m értékhez kdzel van vagy jelen-
t8sen (szignifikdnsan) eltér az m vdrhaté érték becslésére
haszndlt X statisztika aktudlis értéke. -

Minden olyan esetben, amikor a hipotézis az eloszlés
valamely paraméterére vonatkozik, a ddntéslinket annak alap-
jdn hozzuk meg, hogy az illetd paraméter becslésére haszndlt
statisztika aktudlis értéke kdzel van vagy tavol esik a Hy

hipotézisben szerepld értéktsl. Azt, hogy a statisztika ér-
téke a feltdtelezett értékez eléa kdzel van-e, vagy tdvol
esik t8le, a szdéban forgd statisztika eloszlédsa (elsbsorban
a szdrasa) alapjén itélhetjiik meg, miként azt a tovdbbiakban
részletesen ldtni fogjuk.
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Definicid.

Azt az eljdrdst, amelynek alapjdn egy statisztikai hi-
~potézisrél dontlink, statisztikai prdébédnak nevezziik. Amennyi-
ben a Hy hipotézist véges sok paraméter hatdrozza meq, és igy

a kérdés az eloszlés valamely paraméterére vonatkozik, akkor
ennek ellenérzését paraméteres prébanak nevezzik.

Minthogy a statisztikai prdéba alkalmazdsakor déntésiinket
azg X1, X2,..., Xn mintdra, illetve a mintdbdl konstrudlt

valamely “5=t£(¥1, Rgreuns Xn) fliiggvényre, tehat ﬁalészinﬁ—

ségi vdltozdra alapozzuk, a véletlen j4téka folytdn hibds
ddntést is hozhatunk. D&ntésiink sordn kétféle hibidt kdvet-
“hetiink el. '

PDefinicid.
Elsdfajd hibdt k&vetiink el, ha elvetjik a HO hipotézist,
holott H, igaz (a felhaszndlt statisztika értéke a véletlen

folytdn tdvol esik az elméleti paraméter valddi értékétdsl).
Mésodfajd hibdt kovetiink el, ha elfogadjuk a H0 hipotézist,

holeott nem igaz (a Hy alternativ hipotézis igaz, azonban

statisztikdnk értéke k&zel esik a Hp—ban szerepld paraméters=-

értékhez) . A logikailag lehetséges dontéseket az aldbbi tab-
ldzat tartalmazza:

Ha a H, hipotézist

0
elfogadjuk elutasitijuk
H0 fenndll helyes dtntés elséfajd hiba
H, nem 411 fenn mdsodfajd hiba helyes ddntés

A statisztikai prébdt Ugy konstrudljuk, hogy sokszori
alkalmazdskor ritkdn eredményezzen téves ddntédst.

A tovdbbiakban néhdny konkrét paraméteres prébat ismer-
tetiink, amelyek kapcsdn szemléltetjiik a statisztikai prdéba
konstrudldsdnak és konkrét végrehajtdsdnak médszerét.

A prébdkkal kapcsolatos elvi, elméleti kérddseket f&leg az
elsdnek ismertetendd u-préba tédrgyaldsa soran fejtiik ki.

3.3.3 Az u-proba

Azt a H0 hipotézist vizsgdljuk, hogy a normdlis elosz-
lisd X valdszinfiségi vdltozd M(X) varhatd értéke adott g
szdmmal egyenld, vagyis nullhipotézisiink:

HO: M({X) = mO .
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Itt most az uUn. kétoldali ellenhipotézissel szemben fogjuk
Ho—t vizsgdlni, amikor is az ellenhipotézis (alternativa)

H.] H M(X) iémo ’

tehdt vagy m < Mgr Vagy m > m-

Tekintsiik az X valdszinliségi vdltozdra vonatkozé, n
fliggetlen megfigyvelésbdl 41168

X‘I’ X2,..., Xn
statisztikai mintdt és szdmitsuk ki az X mintakdzepet, amely
a vdrhaté érték torzitatlan becslése. A Hy hipotézis fenn-

Ty L ie Ty L 20 _
411l4sa esetén M(X) = m,.és D(X) = = ahol Go_az X vald

szinliségi vdltozd ismertnek tekintett szdérdsa. Mint mdr emli-
tettiik, X ugyvancsak normdlis eloszldsi.

A normdlis eloszl&as ismert tulaidonsdga, az dn. 2 6
szabdly alapjén:

P{mo-z ——— < X <m, + 2 —m—) =~ 0,95 .

T "o I

Ezt dtrendezve:

X - m,
P({ - 2 <ZVH.———————— < 2) ~ 0,95
0
X - my
Az u = {E'—_______ valdszinliségi vdltozd (statisztika),

0 _
amelyet u-statisztikdénak neveziink, az X mintakdzép standar-
dizdltja. Amennyiben HO igaz, az u-statisztika N(0;1) elosz-

14sd, tehd&t a (~2,2) intervallumon 95 $-0s konfidenciainter-

vallum szdmdra. Ez azt jelenti, hogy HO fenndlldsa esetében

u értéke nagy - 95 %$~0s - valdszin(séggel a (-2,2) inter-
vallumba esik; és csak kicsiny - 5 $-os - valészin(iséggel
esik az intervallumon kiviilre. Fzért kézenfekvd, hogy ha u
akutdlis értékét a (=2,2) intervallumon kiwiil taldlijuk, ak-
kor a HO hipotézist elvetjiik. Ugy is kifejezzilk magunkat,

hogy ez esetben az X mintakdzép megfigyelt értéke {x) 95 %-os

szinten szignifikdnsan ({lényegesen) eltér a H_ hipotdzisben

0

szerepld my értéktél. Ha pedig a (-2 < u < 2) esemény kdvet-
kezik be, nincs semmi indok a HD hipotézis elvetésére, nincs

ellentmondds a HO hipotézis és a konkrét minta adatai kdzdtt.
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Az u-prdéba alapja tehdt az

X =-m

we fm—To

6o

statisztika, amelyet prébastatisztikdnak nevezlink.
A Hy M(X) = m, hipotézis u-préba segitségével tor-

téné ellenérzésekor természetesen nemcsak 95 %-os, hanem
pl. 0,99 vagy akdr 0,999 szinteken is ddnthetiink. Altaldban
tetsz8leges (1 - « ) szinthez ( « > 0) meghatdrozhatunk a
normdlis eloszl4sfiiggvény tdbldzata alapjdn olyan u, szd-
mot, amelyre:

I
]
R

P(-u, £ u < wlH) =26, ) -1

ahol ¢ a standard normdlis eloszldsfiiggvény.

Definfcid. )

A ddntés szintjét jelentd (1 - « ) szdmot a prdédba szig-
nifikanciaszintjének, vady r&viden a préba szintjének nevez-
zilk. A préba szintjét mdr a mintavétel el&tt meghatdrozzuk,
majd a mintdbdl kiszdmitjuk a megfigyelt értékek alapjén az
u-statisztika aktudlis értékét.

Ezek utédn két eset van. Vagy |ul > u, , vagy lu] £ ux .
a.) Az lu|l > u, esemény valészinlisége HO fenndlldsa esetén

mindéssze o« ({amely kicsiny, pl. 0,05; 0,01; 0,001).
Ha mégis az [ul > u_esemény kdvetkezik be, akkor arra kdvet-
keztethetiink, hogy helytelen a kiinduld H0 hipotézis, tehdt

elvetjiik a H.-t, mégpedig (1 - « ) szignifikanciaszinten.

0]
Definicid.
Valamely statisztikai prdéba kritikus tartomdnya a préba-
statisztika mindazon értékeinek halmaza, amely értékek esetén
a vizsgdlt H, hipotézist elvetjlik.

Az u-préba esetében a kritikus tartomdny - a H1 :m #
# m, alternativa - a szdmegyenesnek az - U, szdmtdl balra
esé és az u, szdmtdl jobbra esd részeli, vagyis a
{u : fua] )?ux} halmaz (l4sd: 40. &bra)

182



)
o« oL
2 =<
U u

‘———r——"’-u‘
kritikus hritikug
tartomany tartomany
"40. é4bra

A statisztikai préba lényege a kritikus tartomdny meg-
vélasztdsa. Ha ez megtdrtént, és az u-statisztika aktudlis

értéke a kritikus tartomdnyba esik, akkor Ho—t elvetjik.

Amennyiben H,. igaz, és az u-statisztika aktudlis érté-

0
ke mégis kritikus tartomdnyba esik, aminek kdvetkeztében Ho-t

elvetjiik, akkor elsd8faji hibdt kdvetiink el. Az u, érték
fenti megvédlasztdsdbsl kévetkezik, hogy kétoldali u-prdba
esetében az els6fajd hiba valdszindsége « -val egyenld.
b.} Amennyiben az |u} <€ u, esemény kévetke21k be, akkor
a HO hipotézist elfogadjuk (1 - « ) szignifikanciaszinten.

Definicid.
A prdbastatisztika mindazon értékeinek halmazét, amelyek
a vizsgdlt HO hipotézis elfogaddsdt eredményezik, elfogadéasi

tartomdnynak nevezzik.
Az u-préba alkalmazdsakor eldfordulhat, hogy az X vald-
szinliségi vAdltozd varhaté értéke M(X) = m, # Wy mégis az

jlul € uyx esemény x8vetkezik be, azaz a prébastatisztika
értéke az elfogaddsi tartomdnyba esik. Ekkor Ho—t elfogadijuk,

holott nem igaz, hanem a H1 : M(X) = m
igaz.

1 alternativ hipotézis

H,. elfogaddsdval ekkor mdsodfajui hibdt kdvetiink el,
amelynek valdészinliségét £ -val jeldljilkk. A kdvetkezd tétel
a midsodfajui hiba valdsziniiségének kiszdmitdsdra vonatkozdlag

ad dtmutatédst.

Tétel.
Ha a Hy : M(X) = m, hipotézis ellenbrzésére o elséfaid

hibdjd u-prébdt alkalmazunk, és H1 : M(X) = m, alternativ hi-
potézis igaz, akkor a mdscdfajd hiba valdszinlisége:

mo—m.l
{5=P(Iu1<um}H1)=¢(ﬁ~——a—0———+uM)—
- m _

m
- —2—L -, .
6o o

ahol § a standard normdlis eloszldsfiggvényt jeldli.
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Bizonyitds.
Plul <u, | H) =P(-u <u<u | H

—r
]

n:

X-m
P(—u(x<fr—1-—-—‘-——o< uoclH»]').:
0

6 _ ]
0 < X < m, +u 0

0 (48 {; 0 ol ﬁ;

Ez a valdszinliség nem vdltozik, ha az utolsd zdrdjelen be-
1iil az egyenlétlenség min%gn tagjdbdl levonunk m,-et, és

n
J
3
!
=1

H1).

minden tagot elosztunk 20 -nel, amelynek végrehajtd-
sdval: n
My — ™
P(lu] < u, | H1) =P( yn ————86—~— - UM’<
X - m m. - m
<fn—1— < o 2T su |u).
0 0 X !

Mivel a jobb oldalon 1lévé egyenldtlenség kdzépsd tagja H1

fenndlldsa esetén N(0;1) eloszldsid, 4llitdsunkat igazoltuk.

Ha n — oo , akkor fn — o= , és m, - m, < 0 esetén
limP(lu!<uD(!H1)=ﬂ(-0°)'ﬂ(-0°)=0-0'=
n— co
m0 - m1>esetén
lim P{|u| < ux.l Hy) = 8(e) = f@lec) =1 -1 = 0;

n ~» co

Tehdt akér m, 0’
fajd hiba wvalészin(isége nulldhoz tart.

> mo, akar m1 < m ha n— o , akkor a mdsod-

Definfcid.

Az olyan prébdt, amelynél a minta elemszdmdnak minden
hatdron tdl tdrténd ndvekedésével a mdsodfajd hiba minden
régzitett alternativ hipotézis esetén 0-hoz tart, konzisz-
tens prdébdnak nevezziik.

Az u-préba tehdt konzisztens préba. Ugyanezzel a tulaj-
donsdggal rendelkezik a k&nyviinkben tdrgyalt t8bbi paramé-
teres prdba is.
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Megjegyezziik, hogy az X statisztika sﬁrﬁségfﬁggvénye
segitségével adott H1 T M(X) = m, alternativa hipotézis ese-
tében a mdsodfajd hiba jél szemléltethetd, miként azt a 41.
dbra mutatja.

Gy S
Mo=Upeyps m, MgtU.ge= iy

41. &bra

Az eddigiekben az u-prébit egyszerd nullhipotézis és
egyszerd alternativ hipotézis esetében vizsgdltuk. Vizsgdl-
juk most az Osszetett hipotézisek esetét. Legyen X normdlis
eloszldsi valdszinilségi vdltozd, ismert 60 szdrdssal.
Allitsuk fel a

: = <
H0 M (X) m < mo 0
Ekkor az u kritikus érték megvdlasztdsakor a legrosszabb ese-

tet kell figyelembe venni, vagyis az m = moesethez szabjuk

az u > u kritikus tartomdnyt {1dsd. 42. &bra).
o i

hipotézist, és legyen H1 :m > m

[————
Mo u“lvﬂmu§
tartemany

42. &bra

Ez az adott esetre azt fogja eredményezni, hogy m < m, fenn-
411ldsa esetén az elsd8fajd hiba valdszinfisége, vagyis H0 téves

elutasitdsdnak valészinlisége, kisebb lesz, mint « . Osszetett
hipotézis esetében tehédt az elséfajli hiba valészinfsége mas
és mds, aszerint, hogy mennyi M(X) igazl értéke. '
Definicié.
Osszetett hipotézis esetén az elsdfaji hiba elkbvetésé-
nek legnagyobb valdészin(ségét a préba terjedelmének nevezziik.
A fenti Bsszetett hipotézispdrra az Un. egyoldali u-pré-
ba esetében kritikus tartomdnynak az u tengely (szdmedyenes)

{u:u > ‘H{} tartomdnydt vdlasztjuk.
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Meg lehet mutatni, hogy az o -terjedelmii kritikus tar-
tomdny ily mdédon t8rténd vdlasztdsa mellett legkisebb a ma-
sodfaji hiba elk&vetésének valdszinfisége, bdrmely m > m,

paraméterértékre, vagyis a fenti hipotézispdrra az Ssszes

o —terjedelmi u-préb&k kéziil ez a "legjobb" préba.
Az u-prdéba kétmintds vdltozatdt akkor alkalmazzuk, ha
tudjuk, hogy az X és Y valdszin(iségi valtozdk normdlis el-

oszldsiak D(X) = 51 és D(Y) = 62 ismert szdrdsokkal, és
vizsgdljuk a
HO s M(X) = MA{Y)

hipotézist a

H M(X) # M(Y)

1
alternativ hipotézissel szemben.

Tegylk fel, hogy az X valtozdra vonatkozdlag a X1,X2,...
Xn az Y-ra az Y1,Y2,..., Ym fliggetlen mintdkkal réndelkeziink.
(A két minta elemszdma kiilonb8z8 lehet). Mindkét mintdbdl
kiszdmitjuk a mintakdzepet és megalkotijuk az

prdébastatisztikdt. Ebben az esetben a fenti u-statisztika un.
kétmintds u-statisztika.
Ha a HO hipotézis igaz, akkor prdébastatisztikank N{0,1)

eloszldsi. Az (1 - o« ) szinten tdrténd dontéshez a normdlis
eloszldsfiiggvény tdbldzata alapjdn meghatdrozzuk azt az u
szdmot, amelyre

P({ - <u <u

u, = Yy =2gu, ) -1 =1-«

o
Megmutathatsé, hogy ha kritikus tartomdnynak az [— U,

U, J intervallum komplementer halmazdt vdlasztjuk, akkor ez

az origdéra szimmetrikus helyzet( tartomdny adija a legjobb

(1 - & ) szintd prdbéat.

Példa.

Tegylk fel, hogy hdzgyvdrban gydrtanak azonos tipusi pa-
nelt, melyr&l tudjuk, hogy bizonyvos mérete - mondjuk a hosz-
szabbik cldaldnak a hossza - normdlis eloszldsd. Az egyik
gydrban gydrtott panel hosszabbik oldaldnak hosszdt jeldljiik
X-szel, a mdsik gydrban gyartottakét ¥-nal. Tudjuk, hogy

D(X} = 61 = 0,6 {cm), D(Y) = 6‘2,= 0,8 (cm).
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Vizsgdlijuk a H0 M{X) = M(Y) hipotézist a H1 M(X) #

M(Y) # M(Y) ellenhipotézissel szemben, 1 -« = 0,95 szigni-
fikanciaszinten. Minthogy & = 0,05; a normdlis eloszlds
tdbldzata alapidn Uy g5 = 1,96 addédik.

r

Megmérjik az elsd gydrban - taldlomra vdlasztva - 100
db panel hosszat, és kiszdmftjuk a mintak®zepet, amelyre

x = 300,171 {cm) addédik. A masodik gydrban is kivdlasztunk
100 db panelt, ezek hosszdnak mintakdzepe legyen y = 299,8
{cm) . '

Kiszdmitjuk az

300,1 - 299,8 _ 0,3

q'o,36 ,_ 0,64 v 1

100 100 100

statisztikdt. Minthogy az u-statisztika numerikus értéke ki-
viilesik a [- 1,96, 1,96] intervallumon, vagyis a kritikus
tartomdnyba esik, Ho—t 95 %-0os szinten el kell wvetniink.

3.3.4 A prdba ereje. Az erGfiiggvény

Az el8zbkben l&attuk, hogy a midsodfaji hiba valdszinid-
ségét nem tudjuk egyszerlien meghatdrozni, mert ez a valdszin(-
ség

=Pl-u, < u 2 u,|H),

a kritikus tartomdny megvdlasztdsa utdn attsl fligg, hogy mi-
lyen H, alternativ hipotézis igaz, mds széval, ha megmondjuk,

hogy mennyi a szdban forgd normdlis eloszlisu valdszinliségi
vdltozdé M(X) = m tényleges vdrhatd értéke. Vizsgdlhatjuk a
mdsodfajd hiba helyett a kiegészitd esemény valdszinfisdgét,
vagyis annak valdsziniliségét, hegy az u-statisztika értéke a
kritikus tartomdnyba esik - tehdt nem k&vetiink el mdsodfaijud

hibdt, feltéve, hogy a H1 : M{X) = m hipopézis igaz. Ez a
valdszinlség '
1T-p = P{lul 2 u | Hy) = P(|u} 2 u, | m,

amely nyilvdn ugyancsak m-t8l, a tényleges vdrhatd értéktsl
fligg.

Pefinfcids.

Az 1 -/ =P(lul > ugim) valdészin@séget mint m fliag-
vényét a prdéba erdéfiggvényének nevezziik. Az erdfiiggvény értéke
mindig régz{tett m-re megadja a prdba erejét.
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Jelsljik az erdéfiiggvényt-E(m)-mel. Ezek szerint:
E{m) = 1 - ﬂ = P(ful >'Jx | m).

Kénnyen beldthatd, hogy ha o« terjedelmd prébdt alkalmazunk,
akkor

E(mg) = Plut 2w, | mg)l =oc

hiszen annak valdészinfisége, hogy az u-statisztika értéke a
kritikus tartomdnyba esik, vagyis Ho—t elutasitjuk, feltéve,

hogy H0 : M(X) = mg igaz, éppen az els8fajdi hiba valdszind-
sége.

Valamely préba alkalmazdsakor természetesen az lenne
az idedlis, ha mind az elséfajd hiba «& valdszinlsége, mind
a mésodfajd hiba B valészin@sége nagyon kicsi lenne. Sajnos
ilyen idedlis prdbdk dltaldban csak igen nagy mintanagysédgra
vdrhatdék. '

Az elsdfajd hiba valdsziniiségét, a préba terjedelmét

o —nak vdlasztva nyilvén az a kivdnatos, hogy A minél

kisebb, illetve az 1- A = E(m) valészinliség minél nagyobb
legyen, hiszen ha m # L akkor E(m) éppen a helyes déntés
valészinlsége.

Lattuk, hogy a préba « terjedelmének megvdlasztéisa
egyben meghatdrozza az erb8fliggvény értékét az m = my pont-

ban, mivel E(mo} = , ezt pedig &ltaldban kicsinek (pl.

x = (,05) vdlasztjuk.
Az u-préba esetében az E(m) eréfiiggvény explicit alak~
ban megadhatd:

mo-m

p=Plulgu,|m =g ( \frT——s—o—w‘uoC ) -

mo—m
'gtﬁ 6.0 -uOC)'
tehdt
mo—m
E(m)=1-/5=1—[¢(\[ﬁ 5 fu, ) -
mo—m

-8 ( fn = -u, )]
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A formuldbdl lithatd, hogy E az m-nek folytonos fiiggvénve,
ennélfogva értéke az mo—nak nem nagy kdrnyezetében &ltald-

ban kicsi (1.43. dbra). Az erdfiggvénnyel szemben azt a k-
vetelményt szoktuk tdmasztani, hogy értéke valamely
(m0 - A my + A ) intervallumon kiviil érjen el a konkrét

feladatnak megfeleld eldg nagy értéket. Ezt n elég nagy ér-
tékben vald megvdlasztdsdval érhetjiik el vagy 60 csbkken-
tésével.

T
1-Elm)=p |

Y

3.3.5 A t-préba (Student-préba)

A 3.3.3 pontban ismertetett u-prdéba abban az esetben al-
kalmazhatd, amikor a normdlis eloszldsi valdszin(iségi vdlto-
zé vagy valtozdk szdrdsa ismert, &s a vdarhatd értékre vonat-
kozd hipotézist akarjuk ellendrizni. Minthogy a gyakorlatban
a szdérdst legtdbbszdr nem ismerjiik, ezért az u-prdéba-alkal-
mazdsdra viszonylag ritkdn keriilhet sor. Ha a vdrhatdé érték-
re vonatkozdé egyszer( hipotézist akarjuk ellendrizni, és csak
annyit tudunk, hogy az X valdszinlségi vdltozd normdlis el-
oszldsl, de szdérdsdt nem ismerjilik, akkor a szdérdsnégyzetet

az X-re vonatkozd X1, X2,..., Xn statisztikai mint&bdl becsiil-
jtik az

n
o, 2
Z:(Xi - X}
Sx2 _ i=1

n -1

korrigdlt empirikus szdrdsnégyzettel.
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AH, 6 : M{X) = mo nullhipotézis vizsgdlatdra konstrudl-

juk a 0
X-m
6 v
tn-1 =T n
%4
n

prébastatisztikdt, amelyet t-statisztikdnak neveziink.
Kimutathatdé, hogy a t-statisztika eloszlAdsfliggvénye:

Vx R, Sn_1(x) = P(tn_1 < X} =
n X
1 M ; ) du
V- nx r s u? n '
2 e —8
o« n - 1
siriségfiiggvénye pedig:
1 P(—f“) 2 -5
5 _.(x) = (1 + ———
n-1 Vin-1)% pnsl n - 1
2

A Sn_1(x) eloszlédsfiiggvényd, 1ill1. Sn_1{x) sliriségfliggvényi
valdszinliségeloszlést (n-1) paraméterdi Student-eloszlidsnak
nevezzilk.Ha ellenhipotézisiink a

H M{X} = m #m

1 f ¢’
akkor a t-prébdndl is szimmetrikus tartomdnyt alkalmazunk.

A Fiiggelék VI. tédbldzatdbdsl tetszéleges £ » 0 szdmhoz taldl-
haté olyan t¢ érték, amelyre:

PO-tg <t 4 <t JH) =1-¢£
(A gyakorlatban € = 0,05, £= 0,01 vagy £ = 0,001).

Ha pl. a mintaelemszdm n = 11, vagyis n - 1 = 10 és

€= 0,05, akkor a Fiiggelék VI. tdblédzata alapjéan te = 2,228,

P(- 2,228 <t;, < 2,228 | Hy) = 0,95

Ha viszont a mintaelemszdm n = 31, tehdt n - 1 = 30 és
€= 0,05, akkor a VI. tdbl4zat alapiédn

P{- 2,042 <ty < 2,042|HO) = 0,95
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A tn_1 statisztika n - 1 paraméterét (eggyel csdkkentett min-

taelemszdmot) szabadsdgfoknak is szokds nevezni.

A t-eloszlds slrlségfiiggvényének grafikonja nagy n-re
a normélis eloszlds siiriségfiiggvényét kdzeliti, &s n+»oo ese-
tén meg is egyezik vele. Kimutathatdé ugyanis, hogy

n
P(_E_) 1 1
lim = H
n-» oo P4(n ; 1) n~ 1 {E-
tovdbbd
x2
%2 -2
Iim {1 + ) = e '
Il —» oo n - 1
tehdt
- 52
lim s (x) = S e 2 R

——roon—1 92%

vagyis a végtelen szabadsdgfokd Student-eloszlds a normdlis
eloszldssal egyezik meg. Ezért ha n > 80, akkor a Student-
eloszlds tdbldzata helyett mdr a normdlis eloszlds tdbldzata
haszndlhatd a t-prébdhoz; ekkor tehdt mdr nem t-prdba, hanem
u-préba, de mdr n > 30 esetén sem nagy az eltérés.

. H0 : M(X) = Mg nullhipotézissel szembeni egyoldali

alternativa:

! ' = Y
H1 : M(X) m > mo
Erre az alternativ hipotézisre vonatkozdlag a kritikus tarto
many a {t >t }részhalmaza a szdmegyenesnek, ahol t ér-
P n-1 £ £
tékét a

P(tn_1 < tE ] HO) =1 ~ &
tsszefliggés adja. A tg értéket adott £ >0 vdlasztds mel-
let ugyancsak a VI. tdbl&zatbdl hatdrozhatjuk meq.

Ha két normdlis eloszldsid valdszinliségi vdltozd véarhatéd
értékét akarijuk Osszehasonlitani, és feltehetjiik, hogy a két
vdltozd szdrdsa megegyezik (de egyébként a szdrds ismeretlen
szdmunkra), akkor az un. kétmintds t-prdéba alkalmazhatd. (Ha
a két szdrds egyezésére vonatkozdlag nincs eldzetes tapasz-—
talatunk, akkor a szdrdsok egyezését F-prdébdval kell ellen-
Srizniink, amelyet a 3.3.6 pontban ismertetink).
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Legyen X és Y normdlis eloszldsd filiggetlen valdszin(i-
ségi vdltozdk, amelyek egyvforma szdrasdak, azaz D(X) = D(Y)
és vizsgdljuk a

H, = M{X) = M(Y}

0
nullhipotézist.
Legyenek az X, ill. Y véltozdkra vonatkozd mintdk:
X1, X2,..., Xn ill. Y1, YZ,..., Yn
Képezziik az aldbbi statisztikdt:
£ _ X - ¥ v nm{n + m - 1)
n+m-2 %2 %2
Yin 1se + (m-1)sk n o+ m
A tn+m-2 statisztika eloszldsdra vonatkozdélag kimutathatd,

hogy amennyiben a HO hipotézis igaz, vagyis a két normdlis

eloszlasd valészinliségi vdltozd egyforma vdrhatd érték(,
akkor a tn+m-2 statisztika n + m - 2 paraméterd (szabadsdg-

foki} Student-eloszldst kdvet.
Ha az ellenhipotézisiink

H M(X) # MY),

1
akkor - az egymintds esethez hasonldan - szimmetrikus kriti-~
jus tartomdnyt vdlasztunk, azaz a VI. tdbldzatbdl megkeres-
siik az adott £ -hoz agt a te értéket, amelyre

t < & =1 - &

Pl=te = t o £ &)

Ha a kiszdmitott t sm-p Statisztika értéke nem esik a

[-te , ¢ E] intervallumba, akkor a H, hipotézist 1 - € szin-
ten elvetjiik. Ha ellenhipotézisiink a H% : M(X)}) > M{Y} al-

ternativ hipotézis, akkor a kritikus tartomdny az egymintds
t-prébdhoz hasonléan a {t_ , _, 2 t/ halmaz, ahol t, az a

szdm, amelyre P({t < t& 1 HO) =1 =&

n+m-2

3.3.6 Az F-proba
Annak elddntésére, hogy két normdlis eloszldsd vald-

szin(iségi vdltozdé szdrdsa megegyezik-e, az F-prébat alkal-
mazzuk.
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Legyenek % és Y fliggetlen normdlis eloszldsu valészind-
ségi vAaltozék, amelyek vdrhaté értékét most figyelmen kivil
hagyjuk. A vdrhaté értékek tehdt kiilonbdzbk lehetnek.

Vizsgdlijuk a

HO 1 D(X)Y = D{(Y)

nullhipotézist a két vdltozdéra vonatkozd X1, Xz,..., Xn,

ill. Y1, Yz,..., YP1 figgetlen mintdk alapjédn. A prdbasta-

tisztika, amelynek alapjan ddntést hozunk, az empirikus
{(korrigdlt) szdrésnégyzetek hdnyadosa:

sﬁz
F =F f. =
f1’ 2 %2
m
ahol f. = n~-1, £, = m~%. Az I"'_ , , statisztika tn. F-el-
1 P f,1 f2
oszlast kovet (n¥1), (m-1) szabadsdgfokkal. AZ eloszlds sfrd-

ségfiiggvényét a 44. dbra érzékelteti.

A
f(x)

Fre X
44. abra
Egyoldali ellenhipotézisiink:

H1 : D(X) > D(Y).

Ha sz < SXZ, akkor a H

n m 1

juk, hiszen az X-re vonatkozd minta empirikus szdrdsnégyzete

kisebb, mint az Y~ra vonatkozd minta empirikus szdérdsnéayze-
te, ez tehdt nem tdmasztja ald H1—et.

Ha Siz > Siz' vagyis F > 1, akkor az 1 - & szint megva-

ellenhipotézist mdr elutasit-

lasztésa utén az F-eloszlds tdbldzatdbdsl (ldsd. Fliggelék

VII. tdbldzatat) az f,I =n - 1, f2 = m - 1 szabadsdgfokhoz
tartozd F1-E: értékkel hasonlitjuk Ossze F értékét, és
F :>F1_£ esetén elutasitjuk Ho—t, ellenkez8 esetben HO el-

vetésére nincs okunk {(de csak nagy minta esetében ajénlatos
elfogadni) . 193



Kétoldali ellenhipotézis esetén, amikor tehdt az alter-
nativa: b

H1 : D(X) # D(Y) .,

dgy jdrunk el, hogy a nagyobb empirikus szdrdsnégyzetet oszt-
juk a kisebbel, vagyis képezzik az

F* = max { S:Z Siz )y > 01
I - 14

sz Sx2

m n

statisztikdt. Az 1 - € szint megvdlasztdsa utdn F® artékét

hasonlitjuk &ssze az F, . értékkel. A tébldzat haszndlata

soran iligyelni kell arra, hogy f1 mindfig a szdmldldhoz, f2
pedig a nevezdh®z (kisebb empirikus szdérdsu} tartozd minta

elemszdmdnak edgyel csBkkentett értéke. F* > F 1€ esetén

-

Ho_y elutasitjuk (1 - £} szinten. Ellenkezd esetben és nagy

minta esetén HO—t elfogadijuk.

3.3.7 A Welch-préba

Ha két normdlis eloszldsd fliggetlen valdsziniségi val-
tozd, X és Y vdrhatd értékét akarjuk Osszehasonlitani, ame-
lyek ismeretlen, de kiillénb®z8 szdérdsiiak (pl. Az F-prdba a
D(X) # D(Y) eredményre vezetett), akkor kétmintéds t-prdba
nem alkalmazhatd.

A H0 : M(X) = M(Y) hipotézis ellenSrzésére B.L. Welch

a kovetkezd prdbastatisztikdt- javasolta:

X-3

t = ’_—ﬁ_—=
£ ‘i S 32
b n + m
4 n m

ahol X és ¥ az X;, X,,..n, X o 111, ¥y, Yo, .., ¥, mintdbol
szdnitott mintak&zepek; Si, il1. S, 22 empirikus szérdsnégy-

zetekl
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.-
i

Az f paraméter értékét a kévetkezd médon szdmitjuk ki.
Legyen

SZ
m
c = n
- 2 2
Sn . Sn
n m
akkor
_ (n - 1) (m - 1}
£ = 2 2
{in -~ 1)c® + m - 1) (1 - c™}
Ha a HO hipotézis igaz, akkor a tf statisztika kbzeli-

t&8leg f szabadsdgfokd Student-eloszldsy, vagyis adott £>0
szinthez a VI. tdbl4zat f-edik sordban taldlhaté a megfeleld
t, kritikus érték.

= Ha mindkét minta elemszdma elég nagy {(pl. n,m > 40),
akkor a tg statisztika kdzelit8leg normdlis eloszlésd, vagy-

is a megfeleld to értékek normdlis eloszlds tdbldzata alap-
jdn kereshetdk ki.

3.3.8 A Bartlett-proba

Mint a 3.3.6 pontban ldttuk, azt a kérdést, hogy két
normdlis eloszldsd valészinliségi vdltozd szdrdsa megegyezik-e
az F-prdba segitségével ddnthetjiik el. A gyakorlatban sok-
szor felmeriil annak sziikségessége, hogy egyideijlileg kettd-
nél t&bb normélis eloszldsd valdszinfiségi vdltozdé szdrasat
hasonlitsuk Ossze, erre haszndljuk a Bartlett-prdbat.

Legyenek X(1), X(z),..., X(k) tsszesen k darab normdlis
eloszldsi valdszinlségi vdltozd, és vizsgdljuk a
{k)
0 )

nullhipotézist a

H. : D(X(j)) = D(X(z)) = ... = D{X

X(1): -rx

’

X , X
1 1

11 aree in

(2),
X + X X ,in

'
21 2

Y I

X(k):

Xyqs Xk2""'xknk

statisztikai mintdk alapjén.



Az egyes valdszinlségi vdltozdkra vonatkozd nagysdga tehdt
kiilonbéz8 lehet, de kikdtijilk, hogy n, 2 4 legyen, és
{i=1,2,...%k).

A H1 ellenhipotézis most abbdl 411, hogy nem mindegyik

széban forgé védltozd szdrdsa egyezik meq.

A prdéba végrehajtdsdt azzal kezdjiik, hogy mindegyik
mintdbdl kiszdmitjuk a korrigdlt empirikus szérdsnégyzetet,
legyenek ezek:

Ezutdn kiszdmitjuk a nyert empirikus szérdsnégyzetek sutlyo-
zott szdmtani kdzepét a kdvetkezd mddon: Vezessilk be az

k
£, = n;, - 1 jelslést (i=1,2,...,k), és képezzik ai; £, = £
Osszeget. Szdmitsuk ki az sz = ; % fisfl2 sdlyozott k&-
zepet, i=1 i
M.S.Bartlett kimutatta, hogy a
k
c ) i n,
i=1 i
statisztika k&zelitéleg ﬂiz—eloszlést kévet k - 1 paraméter-
rel. A ¢ 4llanddét az aldbbi mdédon szdmitjuk:
k
. 1 1 _ 1
¢c =1+ 3T ‘E £, )
i=1 i

Bzutdn vdlasztunk egy £ > 0 szintet (pl. £ = 0,05) és
amennyiben a K2 mennyiség nagyobb, mint a % 2—eloszlés tdb-
ldzatdnak (Fliggelék V. tdbldzat) k - 1-edik sordban az (1 - £)
szinthez tartozd ;ti—i kritikus érték, akkor a H

{1 - £} szinten elvetjiik.

0 hipotézist

3.3.9 Szekvencialis médszer hipotézisvizsgalatra

A becslésrél és hipotézisvizsgdlatrdl szdls eddigi fejte-
getéseinkben dltaldban feltételeztiik, hogy a mintaelemek n
szdma régzitett. Az egyes becslési és hipotézisvizsgdlati
médszerek dltaldban annal pontosabbak, minél tdbb elemfi min-
tdval dolgozhatunk. Az idd és a k&ltségek azonban majdnem
mindig korldtoet szabnak a megfigyelések szdma ndveldsének.
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Wald Abrahdm &ltal kidolgozott szekvencidlis médszer lehe-
t6vé teszi, hogy amikor becsléselméleti vagy hipotézis-
vizsgdlati problémdkrél van szd, lényegesen kevesebb minta-
elembdl ugyanolyan biztonsdggal vonhassunk le a statisztikail
kovetkeztetéseket, mint a legjobb fix mintaelemszdmon ala-
pulé eljdrdsok alkalméval.

Az eddigi eljdrdsok folyamdn eay RprXgseoor X, mintd-

bsél, mint szdmadatokbdl készitettiink valamilyen statiszti-
kdt, néhdny szdmadatba témoritettiik a mintaelemek szdmérté-
keit és csakis ezeket a szdmértékeket vettiik figyelembe.
Nem érdekelt benniinket, hogvan vdltoztak ezek az értékek
id8rendben, s igy a mintdban tilkrdzddd valdszinliségi val-
tozdt tekintve értékes informdcidt hagytunk kihaszndlatlanul.
Megjegyezziik, hogy kiildnbdzé megfigyelédsek, kisérletek sordn
sokszor igen fontos lehet a mintaelemek értékén kivil az ér-
tékek iddébeli alakuldsa, védltakozdsa is.

Az alabbiakban a szekvencidlis mdédszert hipotézisvizs-
gdlat esetére ismertetijlik, amikor mind a HO null-hipotézis,

mind a H4 alternativ hipotézis egyszerd feltevés.
Tételezzlik fel, hogy valamely X valészinl(ségi vdltozd
eloszldsdt az f(x;8) sldrdségfiiggvény jellemzi.
Legyen a HO null-hipotézis: 8 = 60, tovdbbd a

H1 alternativ hipotézis: 8 = 81 .
A szekvencidlis médszer lényege, hogy egymist.kdvetd
megfigyeléseket végezve, minden egyes mintaelem megfigyelése
utdn a kovetkezd ddntések valamelyikét hozzuk:
a) a H, hipotézist elfogadjuk

b) a H0 hipotézist elvetjiik

c) folytatjuk a kisérletet, Ujabb megfigyelést végziink.

Az a) és b) dontéseket, vagyis a H, hipotézis elfoga-
ddsdt vagy elvetését végsd ddntésnek nevezzik.

A szekvencidlis hipotézisvizsgdlat alkalmdval eldzete-
sen megadjuk, hogy mekkora elsé -, illetve madosfajd hib4t’
(tévedési valészinliséget) engediink meg. Legyen az elséfajd
hiba valdszinlisége « , a mdsodfajd hibdé A . Szdmitsuk ki
az

mennyiségeket. Az A és B szdmok a szekvencidlis prdéba szem-
pontjdbél alapvetd hatdrmennyiségek lesznek, nevezetesen ezek
a szdmok a szdmegyenest hdrom szakaszra, tartomdnyra osztjdk.

elfogaddsi tartomdny indifferens tart. kritikus. tart.

B A
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A szdmegyenesnek az A ponittdl jobbra esd részét kritikus
vagy elutasitdsi tartomdnynak, mig a szdmegyenesnek B pont-
tS81 balra esé részét elfogaddsi tartomdnynak nevezziik.
A B és A pontok kdzé esd szakasz az indifferens tartomény.
Magdt a szekvencidlis prdébdt az aldbbi mdédon hajtijuk
végre; az X valdszinlségi vdltozdra egymds utdn végziink meg-
figyeléseket. Legyen az elsd megfigyelés eredménye, az elsd
mintaelem Xy Kiszdmitjuk az f(xi;eo) és az f(x1;81) értéket

és képezziik az
f(x1 ; 81)
l1 = ——
f(x1 H 80}

hdnyadost.

Ha pl. X normdlis eloszldsd valdszin(ségi vdltozd is-
mert szdérdssal és H, : M(X) = 0, H, : M{X) = 1, akkor

0 1
i (x, - 1?
1 2
r__ e
1, = —2% 2
1 x1
V2 e 2
Amennyiben
f(x,:0,)
]_1=__—...1__.1__ EA'
f(x1;80)

a H0 hipotézist mdris elvetijiik, mert l1 értéke az elvetési
tartomdnyba esett. Ha

f(x,:0.)
1 1 1

I
o

1 -
f(x1,80)

akkor a Hﬂ-t elfogadjuk, mert az l1 értéke az elfogaddsi
tartomdnyba esett. Ha viszont
f(x1;81)

B <l1=-—-——~—-—<A
f(x1;90)
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aakor Ujabb megfigyelést végziink, mert az l1 értéke az in-

differens tartomdnyba esett. Tegyiik fel, hogy az utébbi ered-
ményt kaptuk, vagyis az elsé mintaelem X4+ mem eredményezett

végs8 déntést. Ekkor Gjabb megfigyelést végziink, legyen ez
'xz, és kiszdmitjuk az

f{x2;6 )

1
f(xz;eo)

l =
2

hédnyadost, majd képezzilk az

f(x1;81) f(xz;eq)

L=1,1, =
f(x1;80) f(xz;BO)

mennyiséget és a ddntést illetden ugyanuigy jdrunk el, mint
az elébb. Ha az L értéke ismét az indifferens tartomidnyba
esik, akkor tGjabbmegfigyelést végzlink, legyen ez Xq és ismét
kiszdmitjuk az

f(x1;91} f(x2;81) f(x3;81)

f(x1;90) f(xz:eo) f(x3;80)

f(xi;81)

f(x;:64)

0

hényadost, amelyet likelihood-hdnyadosnak neveglink.
Altaldban a k-adik mintaelem megfigyelése utdn (ha az
elsd k-1 szédmd megfigyelés nem vezetett végsd ddntéshez), az

k
II f(xi;01) P
_ - i=1 _ k
L_l1l2"'lk " = Py
JI; f(xi;BO) k

likelihood alapjan

L 2 A
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esetén elvetijiik a Ho—t,
L £ B

esetén elfogadjuk a Hy-t,
B < L < A

esetén pedig djabb k+i-edik mintaelemet vesziink. A mintavé-
telt mindaddig folytatjuk, amig L értéke az A vagy a B ha-
tdrokat nem 1lépi 4t.

Vegyik kissé szemligyre az

k

f(xi;O }

~ ﬁ

f(xi;O )

0
i=1

likelihood hdnyadost.
Bzt az elsd k megfigvelés eredménveként kapott

Ky eXgpeo Xy

minta alapjdn szamitottuk, ahol az X, mintaelemek fiiggetlen

azonos eloszldsd valdszinlségi vdltozdk.

Ha a X diszkrét eloszlédst, akkor az f(xi;81) jelentése
a P(X = x, lﬂi)’ az f(x;;8,) pedig a P(X = xil HO) valészi~
niséget.

k

Ekkorl |f(xi;81) az egyes mintaelemek egyiittes bekOvetkezésé-
i=1
nek, vagyis az adott mintdnak a valdszinisége azzal a felté-

k

tellel, hogy a H1 feltevés igaz, a ’ f(xi;eg) pedig a minta
i=1 P
valdszinlisége azzal, hogy a HO feltevés igaz. Az L = 1k

p

0k
hényados tehdt azt fejezi ki, hdnyszorta valdszinlbb az adott
minta eldforduldsa a H1, mint a H0 feltevéssel.
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Ugyanez a helyzet akkor is, amikor az X folytonos el-
oszlasd. Ez esetben a kérdéses valédszinliségek hdnyadosdt
(mivel P(X = x, [ H1) 2 f(xi;ej) Ax,)

TTf(xi;G1) Axy

ﬂf(x,';BO) Ax,

alakban kellene irnunk, azonban a z&xi tényezdkt8l el szok-

tunk tekinteni. Az L jelentése alapjdn a fent leirt prdbédt
valdszinfiségi hdnyadosprdébdnak nevezzik.

fi{x,:6,)
A prdéba végrehajtdsa alkalmdval az egyes li S S A

f(Xi:GO)

menny iségek helyett ezek logaritmusait haszndljuk, mert
ekkor szorzds helyett Osszeaddssal dolgozhatunk.

f(xi;81)
Az, = log 1i = log ———————— vdltozdk bevezetésével
f(x,;8.)
i’"0
k
Jj; £(x;:8,)
log L = log A 2, Fzy ot oean + I
iT:T1 £(x,50,)
Minden egyes mintaelemre kiszdmitjuk a
fix.;0.)
z; = log it
f(xi;eg)

mennyiséget, és ha a log B <z1 ToZg b e ¥ 2y < log, A,
akkor a mintavételt folytatjuk, viszont
N P = -
z, * oz, ..tz 2 log A esetén elvet]jik a HO t
Z, *t 2z, o oz £ log B esetén elfogadjuk a Ho—t

E két utdbbi esetben tehdt végsd ddntést hoztunk. Az egyes
mennyiségek pozitiv vagy negativ értéket vesznek fel asgze~ -

rint, hogy az
f(x1;81)

f(xigeo}

értéke 1-nél nagyobb vagy kisebb.
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Az elmondottak jobb megvildgitdsdra ldssuk a normdlis
eloszlds esetét. Tegylik fel, hogy az X normdlis eloszldsd

vidltozé 62 = 1 szdrdsnégyzettel, ismeretlen B vdrhatd ér-

tékkel. Legyen tovdbbi

0 0 1 1
{ahol 81 > BO)
Ekkor
(x-8) °
1 2
fi{x;8) = e
V2I
k
1 2
W ‘T(Xi—@)
p _.©
L = 1k - 1;1
Pox : ;
-3 x;-0)
e
i=1
1 2 1 2 2
- (%78 T[(Xi"@o) - x;=8)) ]
z, = log = = log e
1 .
S T
2 i 0
e
1 2. .2
2z, = log e % (8=8) + —— (87— @)
1 2 2 _
—— (85 = B]) + (B, Byl %y

A z, vdltozdk OGsszegét képezve:

Zg+ zy v e bz = (B - B [(xg o oxy 4ol w X))

2
k
- 5 0+ o)

/5 i -P
log B log —f~— z_  + z. + ... + z. < log — = =

1 -

log A
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egyenlétlenséo tehdt most ekvivalens az

k
1 log — L, K (e1+@0)<z x, <
8, - @ 1 - o 1
1 0
1T -p
< —1 16 + £ (g, v 0,
6, - 8, % .

Konkrét esetben tegylk fel, hogy o« = 0,05, A= 0,10
elsé-, illetve mdsodfajd hibdt engedtiink meg (gyakorlati
megfontoldsok alapjdn, a vizsgdlt ismérv természetétdl és
a klilonféle fajtdju hibdk okozta kdrtdl fliggben) és legyen

8y = 95 81 = 10

Ekkor a
- 4,50 + 9,75 k < in < 5,78 + 9,75 k

egyenl8tlenséghez jutunk.
Amennyiben in < - 4,50 + 9,75 k, (I.) elfogadjuk a
a Ho-t: = 9,5 ,
ha viszont in 2 5,78 + 9,75 k, (II.) elvetiiik a

HO—t és a

H1 : 8 =10 feltevést fogadjuk el. Ha az (I) vagy a (II)

esetek egyike sem fordul el8, akkor folytatjuk a megfigyelés=
soroczatot.

Mdsik példaként nézziik meg a binomidlis eloszlds esetét.
Az X legyen binomidlis eloszldsd valdsziniségi vdltozd isme-
retlen paraméterrel. Itt tehdt a kisérletek olyan sorozatd~
rél van szd, amelyben minden egyes kisérletnek csak kétféle
kimenetele lehet. Jel8ljlik az egyik kimenetelt 1-gyel, a md-
sokat 0-val, vagyis az X mintaelemek mindegyike az 1 vagy

a 0 értéket veheti csak fel. Ekkor

P(X=1) = £(1, p) =p, P(X=0) =£(0, p)

1l
i
T

Legyen a HO hipotézis: p = Pyr @ H1 hipotézis: p = P,
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Erre az esetre

P

[ 1og — , ha x, = 1
Py 1

) £(x,:p,) _J
%z, = log —————— =
1
£x;ipg) 1-p
lo U , ha x, =0
g 1

1 - pO

Ha Kn-nel jeldlijlik az elsd n szdmd mintaelem koziil az l1-esek

szamdt, akkor

P 1-01
z, + Z, E z, = hn log 5 + {n ~ hn) log Lo =
0 Y
1_p1 1_p1
=n log ———— + K_ {log - log ) =
L -p, Py T - pg
- P 1 -p
' =Py 4K {log —— . 0
= n log — n P 1 - p
1 - Py 0 1

A kisérletsorozatot mindaddig folytathatjuk, amig fenndll,
hogy
log B Zg oz, telt oz < log A

mids szdval amig

1T ~-p
log 0
1 -
log B + n P1 < K <
P 1T -p P 1 -p
log 1 ] _ log 1 . 0
1-p
log 0
. T - py
< 1og & + n
Py T - pg p
log 1 1 - Py
P 1-p log
0 1 0 1 -p
0 1
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Ez az egyenlétlenség

c, + nd < Kn < ¢ + nd

1 2
alakban frhaté, ahol Cqr c2 és d jelentése a fenti reldcidk

Ssszehasonl{tdsa alapjdn nyilvdnvalsé. Az utolsd egyenldtlen—

ség els8 és utolsd tagja egy-egy egyenes egyenenletre, ame-

lyek pdrhuzamosak, a d irdnytangens pedig pozitiv eldjeld.
Ezek utdn az (n, Kn) értékpdrokat egy derékszdgl koor-

dindta~rendszerben &brdzolva, az utdbbi egyenlétlenség dltal
meghatdrozott tartomdny a sik mindazon egész koordindtdijd

pontjaibdél dn. rédcspontjaibél 411, amelyek a c1+nd és cz+nd

parhuzamos egyenesek kdzdtt vannak (45. dbra.)

B szekvericidlis préba lefolydsdt olyan bolyongdsként is
drtelmezhetjitk, amelyben a mozgd pont a P valdszintliségtdl
figg8en P valdszinliséggel 1ép egyet filiggéleges irdnyban.

Ha a mozgd pont Utja az alsé c1+nd egyenest metszi &t, akkor

a Ho-t elfogadjuk, ha pedig a felsd c2+nd egyenest metszi,
a Ho—t elutasitjuk.

AKn C2+nyq
!, r
elvetesi zona Indifferens
zona
)
A a0y
1 1
etfogadasi
,// zana
= ]
o ~
45. &bra

3.4 Késztermékek minGségellendrzésének matematikai
statisztikai modszerei
A statisztikai hipotézisvizsgdlat tdrgyalds sordn meg-
ismert fogalmak gyakorlati Jjelent&ségérdl képet kapunk, ha

megismerkediink ezeknek a fogalmaknak alkalmazdsdval készdruk
mindségének ellendrzésére.
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Tomegcikkek minbségét nem mindig lehet minden egyes
darab megvizsgdldsdval ellendrizni. Roncsoldssal j4rd miné-
ségellendrzésnél, élettartam-vizsgdlatokndl és mds esetekben
ez elvileg is lehetetlen, mdskor gazdasdgossdgi okok szdélnak
ellene. Ilyenkor adott N darabszdmd tétel mindségellenbrzé~
sét n elemi véletlen minta alapjén végezzilk. A kivdlasztott
n mintaelem k&z&tt taldlt selejtes darabok szdmibdl kdvet-
keztethetlink a teljes tétel selejtardnydra. (A tétel selejt-
ardnya a tételben levé selejtes darabok szdma osztva N-nel,
a tétel elemszdmdval).

A mintavétel Utjdn megvizsgdlt darabok n sz&ma - a minta
terjedelme - dltaldban csak néhdny {5-10)} szdzaléka a té-
tel darabszdmdnak, N-nek.

A mintavételes mindségellendrzdésre 5z0lgdld matemati-
kai statisztikaieljdrdst mintavételi tervnek nevezziik.

Az ilyen terveket a mintavétel médja, a minta nagysdga, a
mindségi kdvetelmények és a statisztikai jellemz8k adta szem-
pontok szerint tervtédbldzatokba szokds foglalni, amelyek a
kiildénbtzd8 szabvdnyokban talidlhatdk meg. Az alédbbiakban azo-
kat a matematikai statisztikai alapelveket ismertetijiik, ame-
lyek a mintavételi tervek konstrukciéjdndl alkalmazdsra ke-
riilnek.

A mintavételi terv elkészitésekor régziteni kell, hogy
mi a tétellel szembeni mingségi kévetelmény. A mindségellen-
érzés sordn mindenekeldtt feltessziik, hogy a tétel minden
darabjdrél elddnthetd, hogy megfeleld vagy seleijtes.

bDefinfcid.

Valamely tételllel szembeni mindségi kdvetelményen

olyan px selejtardny megaddsdt értjiik, amelynél alacsonyabb
selejtardnyyd tételt elfogadhatdnak, a nédla nagyobb selejt-
ardnyd tételt meg nem felelSnek tartunk. ’

A fenti mindségi kdvetelmény a kévetkezé formiban fo-
galmazhaté meg hipotézisvizsgdlati feladatként.
Vizsgdlijuk a

Hy :.p <P,
hipotézist a
HT : p > px

alternativ hipotézissel szemben. .

E két hipotézis k&zdtti megnyugtatd déntéshez igen
nagy mintaelemszdmra lenne sziikség. A ninta alapjdn t8rténd
ddntés a kdvetkezd ismert hibalehet&ségekkel jdr: elsbéfajd

hibdt kSvetink el, ha "j6" tételt p™-ndl (kisebb seleit-
ardnyd tételt) visszautasitunk, mdsodfaji hibdt vétiink, ha

"rossz" tételt (px-nél nagyobb selejtardnyd tételt) elfo-
gadunk.
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Tekintsiik 4t a szemben 4116 felek érdekeit.

A mindségellendrzés sordn az 4dtadé (gyartd) és az &t-
vevd (felhaszndld) érdekei ellentétesek. Az 4tadd érdeke,
hogy a kis selejtardnyd tételeket nagy valdszinliséggel el-
fogadjuk (azaz csak kis valdészinlséggel utasitsuk el), az
dtvevd érdeke, hogy a nagy selejtardnyd tételeket nagy valéd-
szinliséggel elutasitsuk (azaz csak kis valdszinliséggel fogad-
juk el}. Ezért sajat érdekének védelmére az dtvevd kikdti:z
a mintavételi terv olyan legyen, hogy a legaldbb p1( > px)
selejtardnyli tételeket kicsiny - legfeljebb 81 - valészi-
nliséggel kelljen elfogadnia, az &dtadd viszont kikéti, hogy a
legfeljebb po( < px) selejtardnyd tételeket az dtvevd leg-

feljebb "valészinliséggel utasithasson el.
A fengi kikdtéseknek megfelelden a kdvetkezd hipotézi-
seket vizsgdljuk:

Hy + P £ Py
Hy =P 2 Py

Definicid.

A mintavételi terv olyan statisztikai prdéba, amelynek
alkalmazdsakor az n elemli mintdban taldlt selejtes darabok
k szdma alapjdn dtvesszilk a tételt (a HO hipotézist fogad-

juk el), ha k nem nagyobb, mint bizonyos c¢ kiisz8bszdm; ha
viszont a k (prébastatisztika) értéke nagyobb, mint ¢, akkor
a tételt elutasitjuk {a H1 hipotézist fogadjuk el). Az n és

¢ szdmokat Ugy kell meghatdrozni, hogy a (po, Pyi EO' 81)

szdmokkal jellemezhetd kdvetelmény teljesiiljtn. Az ilyen
mintavételi tervet (n,c)-tervnek nevezziik.

Példa.
Egy csavargydrbél a csavarok 2000 db-os tételekben ér-
keznek. Legyen Py = 0,02; Py = 0,08; & = 0,05; & = 0,10,

Tehdt azt kivdnjuk, hogy a 2 % vagy kevesebb selejtes darabot
tartalmazd tételeknek legaldbb 95 %-a elfogaddsra keriiljon,
viszont a 8 %-ndl nagyobb selejtardnyid tételeknek legfeljebb
10 3-a menien 4t az ellendrzésen. Kérdés: Mekkora legyen n,

a megvizsgdlandé csavarok szdma, minden egyes tételbdl, és
mekkora legyen ¢, az elfogaddskor megengedhetd selejtes da-
rabok minimélis szdma a mintdban?

<Megoldés.
A kérdésre vdlaszolandd, vizsgdljuk meg elészdr elmé-
letileg, hogyan kell az (n,c}-tervet megkonstrudlini.
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Ha az N darabszdmi tételben M selejtes darab van (azaz

a telijes selejtardny —%— = p}, akkor annak valészinlsége,
hogy egy n elemid mintdban k selejtes darabot taldljunk:

M, N -

M
G -

N
n

()

tehdt a mintdban 1év& selejtes darabok szdma hipergecometri-
kus eloszldst kdvet.

Kimutathaté, hogy ha N igen nagy n-hez képest (N >10n),
akkor a hipergeometrikus eloszlds binomidlis eloszldssal jdél
kdzelithetd, azaz

k n-k

P y (2) p {1 - p)

k

Ennek alapjdn annak valdészinlsége, hogy a definicidban
vazolt eljdrds alkalmazdsakor az dtvevd egy p selejtardnyd
tételt elfogadjon:

C
Li{pin,c) = Z (ﬁ}pkﬂ - p)n—k
k=0

Sorozatos parcidlis integrdldssal igazolhatd, hogy

1 - —
Lipin,e) = (n - c) () [ S0 - 0)" % lae
P

Ez utdbbi formuldbdél lithatd, hogy L(p;n,c) a p selejtardny
monoton csBkkend folytonos fliggvénye.

Az &tvétel valbszinilisége p = Py esetén (kézelitBleg)
1 - 80 kell legyen, azaz

Lipyin,c) ~ 1 - €y +

tovdbbd, ha p = Py akkor az dtvétel valdsziniiségére

L{p,in,c) = &,

kell, hogy teljesiiljdn.
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Ha a 1p0,p1, Egr 51) kovetelmény adott, akkor e két

egyenlet az ismeretlen n és c értékeket egyértelmien megha-
tdrozza.

Ha p kicsiny, akkor a binomidlis eloszlds Poisson-el-
oszldssal kdzelithetd (ld4sd: 2.2.5). A mindségellenérzésnél
mint Py mind P, kis valészinliségek, ezért jé kdzelitéssel:

-np

]

C
L{p;n,c} E: (n )

A megoldandd egyenletrendszer tehdt:

C

(npo)k - n
L(p;in,c) =Z e P £ 4 - €,
k=0 k!
c
k

"~ (np,) -~

1 - Li{p,sn,c}) = 1 - 2* R e NPy L€ .
1 oo K 1

A példdban feltett kérdésre vélaszolandd, eljdrdsunk a ko-
vetkezé. Ha n = 100, 10 = np, = 100 . 0,02 = 2, ﬁ1 = np,

= 100. 0,08 = 8, akkor a Poisson-eloszléds t&blazatdbsl meg-
dllapithatjuk:

4 k

2 -2
Z e = 0,947 ~ 0,95 = 1 - &,
k=0
Si 8 -8 = 0,099 ~ 0,1 = £
/_ kt € = R
k=0

4, akkor a (0,02; 0,08; 0,05; 0,1)

Ha tehdt n = 100 és ¢
kdvetelmény teljesiil:

Definicid.
Az Lip;n,c) fliggvényt a mindségellenSrzési terv karak-
terlsztlkajénak nevezzik.

Nyilvédnvalé, hogy L{0;n,c)} = 1, L(1;n,c) = 0; tovdbbd,
mint l4ttuk, L(p;n,c) p-nek monoton csdkkend fiiggvénye.
A mintavételi terv kdvetelményei alapjén L(po,n ,c) =1 - 50
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L (p1;n,c) = 61 kell legyven. Ezek alapjan a terv karak-

terisztikdjédnak g&rbéje megrajzolhatd. A példdban vizsgdlt
terv karakterisztikdjdnak gdrbéjét a 46. &brdn vazoltuk.

0,8
06
04
02

46. &bra

Megjegyezziik, hogy 1 - L{p:n,c) mint p flggvénye a pré-
ba erdéfiiggvénye arra a hipotézisre nézve, hogy a tétel se-
lejtardnya p.

Definicié. )
A mintavételi tervnél az els6fajd hiba valdszinlségét
(Ho—t elvetjlik, holott igaz), azaz elutasitjuk a tételt, jél-

lehet a tétel selejtardnya nem nagyobb po-ndl, az 4taddé koc-
kdzatdnak nevezziik. A mdsodfajd hiba valdszinliségét (elfogad-
juk Ho—t holott H, igaz)}, azaz annak.valdészinl(ségét, hogy

p1—nél nagyobb selejtardnyid tétel dtcsiszik az ellendrzésen,
az Atvevd kockdzatdnak nevezziik.

A mintavétellel t&rténd mindségellendrzés esetén dlta-
ldnos gyakorlat, hogy a visszautasitott tételeket telies
egészében &tvizsgdljdk, és a selejtes darabokat megfeleld
minéséglt darabokkal pdétoljdk. A mintavételi terv alkalmazdsa
sordn 4tvett tételek azonban dltaldban bizonyos mennyiségi
-selejtet tartalmaznak. Sorozatosan alkalmazott mintavételi
eljédréds folyamdn kialakul egy bizonyos Py dtlagos selejt-

ardny, amelyet dtvettiink, Ha a ﬁeljes gydrtmidnytdmeg selejt-
ardnya p, akkor p = 0 értékre Py = 0, tovdbbd p = 1 értékre

ugyaricsak Py = 0, hiszen ekkor a tételt visszautasftjuk, és

minden selejtes darabot kicserélnek megfelelére.
Vizsgdljuk meg, hogy a teljes gvdrtmdnytdmeg milyen p
selejtardnya esetében veszi fel a Py dtlagosan dtengedett

selejtardny maximdlis értékét Ppax Ot Ha ezt meg tudijuk

dllapitani adott mintavételi terv esetébhen, akkor ayakorlati
szempontbdél ez nagyon fontos tdjékoztatdst nydit szdmunkra,
hiszen ha semmit sem tudunk a gydrtmdnytdmeg valddi p seleit-
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ardnydrdl, akkor is tudjuk, hogy az &dtvett gydrtmdnyok At-
lagos selejtardnya ennél a pmax—nél nem nagyobb. Megmutat-

juk, hogy Prax értéke_kﬁzelitéleg meghatdrozhatd grafikus

dton a tervkarakterisztika gbrbéije alapjan. Ehhez gondol-
juk meg a k&dvetkezdket.

Ha a teljes gydrtmanytSmeg selejtarénya p, akkor N ele-
mi tételben Adtlagosan Np selejtes darab-van. Mivel minden

tételt L(p} valészinliséggel vesziink 4t {a selejttel egylitt),
1 - L(p) valdszinliséggel pedig selejtmentes tételt kapunk
(mert ilyen valészinfliséggel a tételt elutasitjuk, és a se-
lejtet megsziintetik), az dtvett selejtes darabok vdrhatd
szdma: NpL(p). A keresett dtlagos selejtardny:

P. = pL(p) .

s

A pL(p) figgvény maximumdt csak ott veheti fel, ahol p sze-
rinti derivdltja zérus:

dp

= L{p) + pL'{p) = 0 .
dp

Az egyenlet gydke, grafikusan (durva) kdzelitéssel, az aldbbi
médon hatdrozhatd meg: pL(p) annak a téglalapnak a teriilete,
amelyet a (p;L(p) koordindtarendszerben a (p;L(p) pont koor-
dindtdi a koordindtatengelyekkel bezdrnak. A Prax érték az-

zal a p-vel egyenld, amelyre a pL(p) teriilet maximdlis. Ezen
a helyen a g6rbe érint8jének irdnytangense:

L' (p) = - 2B}
P

r

amely megegyezik a kérdéses téglalap negativ lejtésd &tls-
jéval.

Példa.
Az elézb példédban ismertetett (po = 0,02; Py = 0,08;

80 = 0,05; 81 = 0,1) kbvetelményt kielégitd (n,c) = {100;4)
terv esetében a Poisson-eloszlds tdblédzata alapjén kiszdmit-

juk a p, Li{p),p = pL{p) értékeket az aldbbi selejtardnyokra:
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P L(p) Py = PL(p)
0,02 0,95 0,0190
0,03 0,82 0,0246
0,04 . 0,63 0,0252
0,05 0,44 0,0220
0,06 0,29 0,0174
0,07 0,17 0,011¢9
0,08 0,10 0,0080

Az adatokbdl léthatd, hogy 4 %~os selejtardny esetében kap-
juk a maximdlis dtengedett selejtardnyt, és ez 2,52 3. Ez
azt jelenti, hogy ha minden tétel 4 3% selejtet tartalmazna,
akkor dtlagosan 2,52 % selejtet vesziink 4t a terv alapjén
térténd ellendrzésnél. Minden mds esetben ennél kisebb lesz
az Atengedett dtlagos selejtardny.

A tdblédzat adatai alapjdn heurisztikusan megrajzolt terv-
karakterisztika gdrbéje és a grafikus szerkesztés menete a
47. &brdn l4dthatés.

T
Lt

Lip)

08
06
04
0,2

|||]l/'lll

3.5 Nem paraméteres prébak

Az eddigiekben ismertetett statisztikai prébdk normalis
eloszldsd valészinfiségi vdltozdk vdrhatd értékére vagy szdé-
rdsdra vonatkozé hipotdzisek ellendrzésére szolgdltak. Mind-
egyik prébdndl feltételeztiik, hogy a szdban forgd valészinii-
ségil vdltozd normdlis eloszldsd.

N
-
2]



A miiszaki gyakorlatban sokszor elsfordial, hogy nem is-
merjiik a vizsgdlt valészinfiségi vdltozé eloszldsdt, nem tud-
juk, hogy normdlis eloszldssal vagy valamely més eloszlédssal
Z1lunk szemben. Ilyenkor azt kell elddntetiink, hogy milyen el-
eloszlésrél van szd. Azt dltaldban kénnyi elddnteni - a ml-
szaki h&ttér alapjdn - , hogy a vizsgdlt vdltozd diszkrét
vagy folytonos eloszldsi.

Diszkrét eloszlds esetén, ha valamely esemény bekdvet-
kezése vagy be nem kovetkezése érdekel benniinket, amely ese-
mény valészindisége &llandd lehet, binomidlis eloszlédsra gon-
dolunk. Bizonyos megszdmldléasi probémdkndl, mint pl. adott
idéintervallumban érkezd telefonhivdsck szdma, kivdlasztott
Utszakaszon meghatdrozott idd alatt dthaladd gépkocsik szdma,
szdvégépen adott idétartam alatti fonalszakaddsck széma,
bizonyos id&tartamban bekdvetkezd drvizek szdma stb. Polisson-
eloszlas léphet fel. :

Ha folytonos valészinidségi vdltozd eloszlasdt vizsgdl-
juk, akkor a kérdés miszaki hatterének vizsgdlata alapjédn
lehetéleg elméleti dton igyekszink az eloszldsra.kdvetkez-
tetni. Ha a vizsgdlt vdltozé ingadozdsdt sok kisebb, fiigget-
leniil haté tényezd hozza létre, indokolt lehet a normalitdés
feltételezdse. Ha semmiféle tdmpontunk nincs az eloszlés
jellegére vonatkozdélag, akkor viszonylag nagy (150-300) elem-
. szdmd mintabdl kiindulva ajdnlatos eldszdr a sfirliségl __
hisztogramot megszerkeszteni. Ennek alakja utalhat valami-
lyen elméleti eloszldsra, amely a mintdhoz vald illeszkedé-
sét alkalmas statisztikai eljdrdssal (prdébdval) ellendrizzik.

Definicid.

Az olyan statisztikai prébdt, amelynek alapjdn arrdl
ddntiink, hogy valamely X valészinliségl vdltozd F(x) elosz~
14sa lehet-e adott Fg (x) gloszlésfﬁggvénnyel jellemzett el-
oszlds, illeszkedésvizsgdlatnak nevezzik.

Ilyenkor tehdt a Hj nullhipotézis:

HO r F{x) = Fo(x) .
Ha a nullhipotézis az eloszlds paramétereinek ismeretét is.
feltételezi, akkor tiszta illeszkedésvizsgdlatrdél beszéllink.
Ha viszont hipotézisiink csak az eloszlds jellegét (normalités,
exponencialitds, stb.) tételezi fel, és a paramétereket a
mintdbsdl kell becsiilniink, akkor becsléses illeszkedésvizsgd-
latot végzlink.

Az 1lleszkedésvizsgdlatra szolgdld prébdk alkotjdk a
nem paraméteres prébdk egyik nagy csoportjdt. E prébédk kozil

legelterjedtebb a xz-préba és a Kolmogorov-prdéba. A xz—
préba mind diszkrét, mind folytonos eloszldsok esetében al-
kalmazhatdé, de nagy mintaelemszdmot igényel. A Kolmogorov-
préba folytonos eloszldsok esetében alkalmazhatd illeszkedés-
vizsgdlatra. Lényegében ez a préba is nagy mintdkra alkalmas,
biér vannak tdbldzatok kismintds esetre is. Els&dleges ta-
jékozédédsra normdlis eloszlds feltételezése esetén haszna-
latos grafikus illeszkedésvizsgdlat is.

213



A nemparaméteres eljdrdsock mdsik nagy osztdlyat az un.
homogenitdsvizsgdlati médszerek képezik.

Definicid.

A homogenitdsvizsgdlat tdrgya annak elddntése, hogy
két valdszinliségi vdltozd, X és Y egyforma eloszldst-e vagy
. sem.
Ilyenkor tehdt a nullhipotézis:

H P(X < x) = P(Y < x).

0 :
A kozOsnek feltételezett eloszldsfiiggvény nem is szerepel a
prébdban.

Mind diszkrét, mind folytonos eloszldsok esetében hasz-

ndlatos homogenitdsvizsgdlatra a xz—préba; folytonos elosz-
ldsok esetére vonatkozdlag a Kolmogorov-Szmirnov-féle két-
mintds prébit (nagy mintdkra), a Gnyegyenko-Koroljuk prébédt,
valamint a Wilcoxon-prébdt ismertetijiik.

3.5.1 Iieszkedésvizsgalat
a.) A %2—préba

A xz-préba mind diszkrét-, mind folytonos eloszléds
esetében alkalmazhaté illeszkedésvizsgdlatra, ha elég nagy
statisztikai mintdval rendelkeziink. A préba elvi alapjdt az
aldbbiakban vdzoljuk.

Tekintslink egy olyan kisérletet, amelynek sordn az
AprByre e A események k&ziil egy és csakis egy k&vetkezik be,

n
tehdt az Ai események egymdst kizdrijdk, és ng Ai = 0

Ez azt jelenti, hogy A1,A -rBy események teljes esemény-

277
rendszert alkotnak, amelyre vonatkozdélag feldllitjuk a

n
H0 : P(Ai) =Py {(i=1,2,...,n; 551 p; = 1}

hipotézist.

A kisérletet N-szer megismételve (feltételezve, hogy
az egyes kisérletek eredményei fiiggetlenek egymdstsl), az
A1 esemény Yy -szer, az A2 esemény vz-szér,..., az A

n
esemény v, ~szer k&vetkezik be { Vi > O,E: Vi = N).
i=1
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Mindegyik vy valészinliségi vdltozé binomidlis eloszlést
kdvet, hiszen egy kisérletnédl az Ai esemény vagy bekﬁvetf
kezik, vagy nem, mig a (vi, v2,..., vn) vdltozdk egyiittes
eloszldsa multinomidlis eloszlds. Ha HO igaz, akkor M(vi)=

= Npi (i=1,2,...,n). Az xz-préba alkalmazdsakor N olyan
nagy legyven, hogy vi> 5-10, vagy egyesitsiink eseményeket.

Képezzik a kdvetkezd, dn. %2—statisztikét:

( v, - Npi)2

2 & i
xX=7
i=1 NPy
A Hy hipotézis fenndlldsa esetén M({ vy - Mp) = 0, vagyis

a szdmldléban 0 vdrhatd értékl valdszinfségi vAltozdk 411-
nak; igy ha H0 igaz, a %,z-statisztika aktudlis értéke nem
lesz tidl nagy. Ximutathaté, hogy a fenti statisztika N-—s> oo
esetén (n - 1) paraméterd %2—eloszlést kdvet. A %z—elosz—
ldst kdvet. A ,%z—eloszlés tédrgyaldsa sordn l&ttuk, hogy
MOEE_ ) =n -1, 0022 ) = V2n - 1). Adott £ >0 szint
vdlasztdsa mellett a ~eloszlds tédbldzatdbdl kikereshetd
olyan ZXi_1 (€) kritikus érték, amelyre

p( 2%z 2% _ (e = €

2 . (£)-t81 jobb-
ra esf részét vdlasztjuk (48. 4bra). Amennyiben a szdmitott

2-statisztika értéke a kritikus tartomdnyba esik, Hy-t
(1 - £€) szinten elvetijiik.

Kritikus tartomdnyak a szdmegyenes %

| x)

E=p(RZ X2, (€))

Xy 4 (E) X

48. dbra



Illeszkedésvizsgdlat xz-prébéval diszkrét eloszlds
esetében. Elf8szdr mutatunk egy példat tiszta illeszkedés-
vizsgdlatra diszkrét eloszlds esetében.

Példa.

Tegyik fel, hogy egy jdtékkockdrdél el akarjuk ddnteni,
1 - £ = 0,95 szinten, hogy szabdlyos-e. A kockaval 600
dobdst végezve az aldbbi eredményeket kaptuk:

A1 1~-es V1 = 98 ,

A2 : 2-es VZ =109 ,

A3 : 3-as v3 = 90 ,

A4 : 4-es v4 = 102 ,

A5 5-8s v5 = 103 ,

A6 6-08 v6 = 98 ,

600
. o _ _ 1 . - -
A HO hipotézis most P(Ai) =P; T % (i=1,2,...6); Npi = 100.
2 1 2 2 2 2 2 2, 202 _
e = —gg— (27 + 97 + 10° + 2% + 37 + 2%) = - = 2,02.

Minthogy a xz—eloszlés t4blédzatdban (Fiiggelék V. tdblazat)

az n = 5 sorban a 0,05 szdzglékos oszlopban taldlhatd kriti-
kus érték 11,07, és az adott $tatisztikdnak ennél jéval kisebb,
nincs okunk a Hb hipotézis elvetésére.

(A ﬁz—eloszlés tdbldzatdnak 5. sordt figyelembe véve az is
l4thaté, hogy annak valédszinilisége, hogy H0 fenndlldsa, tehédt

szabdlyos kocka esetén a szdmitott %2~statisztika értéke a
véletlen jétéka folytdn nagyobb legyen, mint a kapott 2,02,
nagyobb mint 0,80.)
Mutatunk egy péld4t becsléses illeszkedésvizsgdlatra
AL “-prébdval diszkrét eloszlds esetében.

Példa.

A Tisza folydra vonatkozélag feljegyezték, hogy Tokaj-
ndl a ¢ = 600 cm szintet meghaladd drhulldmok szdma az egyes
évek elsd negyedéveiben (jan.-mdrc.) az 1903-1971 id&szakban,
tehdt 68 év sordn a kdvetkezd médon alakult:

30 olyan év volt, amikor nem volt Arhulldm (a kérdé-
ses negyedévben) ;

25 olyan év volt, amikor 1 drhulldm volt;

9 olyan év volt, amikor 2 &rhulldm jott;

4 olyan év volt, amikor 3 vagy tobb drhulldm kdvetke-
zett be.
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Jeldlje az X valészinfiségi vdltozd az 4drhulldmok szé&-
madt Tokajndl az elsé negyedévben. Mivel a kérdéses id&szak-
ban az elsd negyedévekben 8sszesen 55 &rhulldm volt,

55

M(X) = %3

~ 0,8.

Legyen a H0 hipotézis, hogy X Poisson-eloszldsdy 1= 0,8

paraméterrel. Az 1. tdbldzat tartalmazza a megfelelds Poisson~-
valészinlségeket (Pk) is.

K Ve P, NP,
A, 0 30 0,4493 30,55
A, 1 25 0,3595 24,45
A, 2 0,1438 9,78
A, 3 0,0474 3,22

(vagy t8&bb)
A xz—statisztika aktudlis értéke:
.2 - 0,55 , 0,35% _ 0,78 | o,78% _ ...
3 30, 55 24,45 9,78 3,22~ O

Minthogy a A paramétert a mintdbdél becsiiltiik, a %2—elosz-
léds szabadsdgfokdt 1-gyel csdkkenteni kell, igy a X 2-elosz-
14s tdbldzatdnak mdsodik sordban kell a megfeleld kritikus
értéket keresnitink. Ha 0,95 szinten kivdnunk ddnteni, akkor a
tdbldzat 2. sordnak 0,05 oszlopdban a kritikus &rték: 5,99.
Minthogy statisztikdnk aktudlis értéke a kritikus értéknél
sokkal kisebb, nincs okunk a H, hipotézis elvetdsére.

Tiszta illeszkedésvizsgdlat xz—prébéval folytonos el-
oszlds esetében. Tételezzilk fel, hogy a folytonos eloszlds
X valészinliségi véltozdra vonatkozédlag a i

Hyg : P(X < x) = F(x)
nullhipotézist kivdnjuk vizsgdlni, aheol F{x) adott eloszlds-

fliggvény, amelyben a paramétereket is ismertnek tételezziik
fel.
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Legyen az X-re vonatkozdé mintédnk X1, "Xn’ ahol

n nagy szdm {(pl. n & 100 - 300). Osszuk fel X vdltozdsi
‘tartomdnydt {pl. normdlis eloszlds feltételezése

Ay Ay, .- Ay . A,
A Ay 1 — emm—
Xy Xz Xs Xi-1 X Xr-q
49, &bra

esetén az egész szidmegyenest, exponencidlis eloszldsnidl a
pozitiv félegyenest) az x,,%Xp,...,X osztépontokkal r szd-
mi részintervallumra (49. 4bra).
= < i= =
Legyen-.Ai {Xi-1 S X < Xy }, i=t,2,...,r (ahol X

= o3 } . Ekkor HO fenndlldsa esetén igaz a

H6 : P(Ai) = F(xi) - F(xi_1)

hipotééis, ami az eredeti nullhipotézisnek kissé mddositott
alakja, az osztdépontok Bnkénves megvdlasztdsa miatt.

r-1

(i=1,2,...,r)

Tegyiik fel, hogy az Ay esemény V,-szer, az A2 esemény
v2~szbr,...,/az Ar esemény vr-szer kévetkezett be, ahol
r
Z: Y. = n.
i=1 +

(Ez azt jelenti, hogy [x 1,x ) 1ntervallumba vi darab minta-

elem esik (i=1,2,...,r). )
Ezutdn az F(x) eloszldsfiliggvény téblézata alapjdn meg-
hatdrozzuk a . -

P(A;) = F(x;) - Flx,_ ;) = py

valészinliséget és az np; vérhaté értékeket, majd képezzik a

2 x V., - np,)?

xr—1 - Z - (' L npl)
i=1

np,

statisztikdt, amely (r - 1) paraméter( %z—eloszlést kdvet
nagy n esetén. A prdéba végrehajtdsa ezutdn az eldz8kben is-
meretett médon tdrténik. MNézziink .erre egy példdt.
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Példa.
Azt a H, hipotézist akarjuk ellendrizni 1 - & = 0,95

‘'szinten, hogy adott technoldégidval gydrtott hd&zgydri panel
hosszabbik oldaldt jel8ld X valdszinfiségi v4ltozd normdlis
eloszldsd m.= 300 cm vdrhatd értékkel és & = 0,5 cm sz6-
rdssal.

Megmértiik taldlomra 100 db panel hosszat. Az i-ediknek
mért X, hosszméretb8l levonjuk az m = 300 (cm) vdrhatd érté-
ket, é85 osztjuk a 6 = 0,5 fcm) szdérdssal, azaz standardi-
zdljuk az adatokat:

X, = 300
N S
i 6,5

A 100 db standardizdlt adatot a 2. té&bldzatban foglaltuk

ossze. Osszuk fel ezutdn a szdmegyenest az Xy = -1;
X, = = 0,5; Xy = 0:.x4 = 0,5; Xg = 1 osztépontokkal hat rész-
intervallumra; azaz legyen

Ay il=eo,=T); A, : [-1, - 0,5); Ay o+ [-0,5, 0);

Ay :[0, 0,5); A. = [o,5, 1); Ay i [1, 0.

Az egyes részhalmazokba esé mintaeclemek szama a kovetkezd:

v, o= 10;»5 = 10;V3 = 20;\2 = 22;¥% = 14;»% = 24.

Az egyes részhalmazok valdszin(iségi mértékét a standard nor-
mdlis eloszlds §(x) eloszldsfiiggvénye tdbldzata (Fliggelék
IV. t&bldzat) segitségével kdnnyen meghatdrozhatjuk.
Szimmetria meggondoldsck alapijdn csak a-

g(1) = 0,8413; ¢#(0,5) = 0,6915 &és @(0) = 0,5
értékekre van szilkség. Az egyes halmazok valdészinliségei (2

tizedesre kerekitve) az 50. dbrén ldthatdk, amelyekbdl az
np, vdrhatd értékek r&gtdn adédnak, mivel n = 100.

A

pix)
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Ezutdn kiszdmitjuk a Xz-statisztikét:

2 2 2 2 2 2 2
6 5 1 3 1 8°
e =g *—15 * 79 * 99 * 5 * g - 8r49.
Legyen = 0,05; 0,95 szinten kivdnunk a Ho,hipotézis elfo-

gaddsardl vagy elutas{itdsdrdél donteni. A %z—eloszlés tdb-

lédzaténak 5. sordban taldlhaté xg g5 Kkritikus érték: 11,07
r

alapjdn nincs okunk arra, hogy a HO hipotézist elutasitsuk.

Becsléses illeszkedésvizsgdlat esetén, amikor a paramé-
tereket a mintdhdél becsliljiik, a prébdt a fenti mdédon hajt-

juk végre, de a lz—eloszlés paraméterét a becslilt para-
méterek szdmdval cs8kkentjiik. Meg kell jegyezniink, hogy

becsléses illeszkedésvizsgdlat esetén a x2—préba meghiz~
hatdésdga kisebb.

b} A Kolmogorov-préba

A Kolmogorov-préba is annak ellendrzésére szolgdl, hogy
valamely folvtonos eloszlédsdi X valészinfiségi vdltozd elosz-—
ldsfiiggvénye adott F{x) fiiggvény-e. A nullhipotézis tehdat
ebben az esetben is

Hy : P(X < x) = F{x)

A Kolmogorov-préba elméleti alapjdt az aldbbiakban védzoljuk.
Glivenkd tétele szerint az

rendezett minta segitségével konstrudlt Fn(x) tapasztalati

eloszlasfiiggvény nagy n esetén kdzeliti az F(x) elméleti el-
oszldsfiiggvényt. Ez a fontos tétel azonban semmit sem mond
arrél, hogy véges n esetén mekkora valdszinfiséggel 1ép fel
az F{x) elméleti és Fn(x) tapasztalati eloszldsfiiggvény

k&zott adott nagysdgd eltérés. A Kolmogorov-prdbdval az
Fn(x) és F(x) fliggvények k&zbtti eltérést (tdvolsdgot) a

két fiiggvény kdzdtti abszolut eltérés maximumdval mérjiik.
A H0 hipotézis ellendrzéséhez eldszdr meghatdrozzuk a

D, = mix | Fo(x) - F(x) ]

mennyliséget. Tiszta illeszkedésvizsgdlat esetén D, megha-

tarozdsa tdrténhet grafikusan is, dgy, hogy megrajzolijuk az
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F(x) elméleti eloszldsfliggvény gdrbéjét, és ugyanazon &bridn
megrajzoliuk agz Fn(x) tapasztalati eloszlédsfliggvényt ({(51.
dbra) .

A
1 Flx)
A Fix)
Dh
X
51. &bra

Amennyiben D, értéke nagy, akkor a feltételezett F(xX)
eloszldsfiliggvény nem illeszkedik a tapasztalati adatokhoz,
tehdt Ho—t kell utasitanunk. A kérdés csak az, hogy mikor
tekinthetd Dn értéke nagynak vagy kicsinek. Mivel az elmé-
leti eloszldsfliggvény értéke, F(x) az {X < x} esemény vald-

szinliségét jelenti adott x helyen, az empirikus eloszlésfiigg-
vénynél pedig F (x} ugyanezen esemény relativ gyakorisdgit

adja megq, ezért a Csebisev-egyenlétlenség alapjdn

POIF () - Py > af BRI -FGD, —;\2—
n

Minthogy VF(x) [1 - F(x)] é’—%—, l4thatd, hogy an(x} -
bidrmely x helyen. Ennek alapjdn a

F (x}| nagysdgrendije
n
maximdlis eltérést is ilyen nagysdgrendiinek vdrjuk. A Dn

mennyiség maga is valdszinliségi vdltozd, hiszen értéke az
X1, Xy,..., Xn mintaelemektd&l fligg. Glivenkd tétele alapidn

1 valészinliséggel Dn—+ 0, ha n-—> o=, midrpedig olvan gyorsan

mint az {Vér} sorozat. Ha a Dn mennyiséget megszorozzuk n-
n

nel, azaz képezziik a Vﬁhn statisztikdt, akkor ez mdr nem 0-
hoz, ha n ~»o¢ -hez. A V_D statisztika - mivel valdszin(-

ségl vdltozd - valamilyen eloszléssal rendelkezik, ennek ba—
tdreloszl4dsdt hatdrozza meg, A.N.Kolmogorov.



Tétel.

{Kolmogorov) . H0 fenndlldsa esetén tehdt ha a szdban

forgé eloszléds valédban F(x) akkor

P( ynD, <2) = K(z) =

A K(z) fiiggvény értékeit a Filiggelék VIII. tdbldzata
tartalmazza. Ennek alapjdn a Rolmogorov-prébdt a kdvetkezdb-
képpen hajthatjuk végre:

Ha Hp hipotégzisrél 1 - £€ = 0,95 szinten kivénunk ddn-
teni, akkor a VIII. tdbldzatbdl megkeressiik azt a z, szdmot,
amelyre K(z,) = 0,95. Azt taldljuk, hogy z, = 1,35

0 0
Tehdt

P( ynp <1,35) =~ 0,95
ha n nagy szdm. Ez azt jelenti, hogy
P( VnD, ,21,35) = 0,05

Ha most az adott minta esetében a VﬁDn statisztika értéke
nagycbb, mint 1,35, akkor HO fennéllédsa esetén igen kis vals-
szinfiségl esemény kdvetkezne be. Ekkora eltérést Fh{x) és

F(x) kozdtt nem tekinthetiink a véletlen jadték&nak, inkdbb
arra kovetkeztetlink, hogy a nagy eltérés annak kSvetkezménye,
hogy a sokasdg tényleges eloszldsfliggvénye kiilonbdzik F(x)-
t81, ezért H,.-t elutasitjuk.

A Kolmogorov-préba tetszdleges eloszlds esetében alkal-
mazhatd, mert a VHDn statisztika eloszldsa nem fiigg attdl,

hogy milyen eloszldsrél van szdé, csak attél, hogy a minta
eloszldsfiiggvényét, Fn(x)—et,annakaa sokasdgnak ténvyleges:

F(x) eloszldsfliggvényéhez illesztjilk-e, amelybdl a minta
szdrmazik. o ,

Becsléses illeszkedésvizsgdlatot Kolmogorov-prdbédval
elvileg ugyanigy hajthatunk végre, mint tiszta illeszkedés-
vizsgédlatot, ez azonban bizonyos évatossdgot igényel. Ha
pl. normalitésvizsgdlatot végzlink, és feltessziik, hogy F(x)
valamely N(m, 6 ) (normdlis) eloszlds eloszldsfliggvénye,
ahol m és 6 ismeretlenenek, akkor az m vdrhatd értékét az

X mintakdzéppel, a 6 szdrdsit az Sﬁ empirikus szdérdssal
becsiiljiik. Az Fn(x} tapasztalati eloszléasfiiggvényt ezek utéan
az N(X, Sﬁ)'normélis eloszldsfiligvényéhez illesztjiik.
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A Kolmogorov-proéba kecsléses illeszkedésvizsgdlatra t8rténd

alkalmazdsakor célszerd alacsonyabb kritikus értéket alkal-
mazni, mint a tiszta illeszkedésvizsgdlatndl. A 3. tdblézat
ban néhény ddntési szintre megadunk ilyen értékeket.

o ‘ . Kritikus érték becslé-].
1 =& Kiitlkzsdzrsfkst;igtsél ses illeszkedésvizsgd-
illeszkedésvizsg 1atnsl

0,9 zy = 1,23 zé = 0,82

_ r
0,95 Z2y = 1,36 zO = 0,90

p— r
0,99 zy = 1,63 z0 = 1,04

Becsléses illeszkedésvizsgdlatra megbizhatdébb médszerek a
mintaelemek transzformdciéjdn alapuld prébdk. Ezek elméleti
megvildgitdsa és ‘tdbldzatigénye meghaladja kdnyviink kereteit.

c} Grafikus mdédszer normalitdsvizsgdlata

A miszaki gyakorlatban igen sckszor indokolt normdlis
eloszldsl sokasdg feltételezése. Annak elddntésére, hogy
adott statisztikai minta valdban normdlis eloszldsd sokasdg-
bél szédrmazik—-e, igen egyszeril grafikus médszer ismeretes,
amely ugyan kevésbé megbfizhatd, mint az elSz8kben. ismerte-
tett nem paraméteres prébdk, de elsédleges tdjékozéddsra igen
alkalmas.

Grafikus normalitdsvizsgdlatra az dn. Gauss-papir szol-
gdl. A Gauss-papir filigg8leges skdldja a standard normdlis

eloszlds @ (x) eloszldsfliggvényének inverze, a §§ 1(x) 100~-zal
vannak szorozva, 1igy 0,01-t81l 99,99-ig vannak a szdmok fel-
tiintetve (52. &4bra).

A vizszintes tengely egyenletes beosztdsd, de nincs
skdlézva. A Gauss-hdldézat jobb szélén a fligg8leges skdla
kdzepére a 0,5 = 50 3 értéket irjuk, ettd8l lefeld valamilyen
egységlil vdlasztott ¢ tdvolsdgra a f@(-1) = 0,1587 = 15,87 g,
felfelé a §(1) = 0,8413 = 84,13 % &érték keriil. A k&zéptél
lefelé és felfelé 2c¢c tavolsdgra a @(-2) = 0,0228 = 2,28 g,
ill. a #(2) = 0,9772 = 97,72 % értékeket irjuk s.i.t.

Ha most az X valdszinlségi vdltozdra vonatkozdlag -
amelyrél feltételezzilk, hogy normdlis eloszldsd - az X1,X2,

..,Xn mintdnk wvan, akkor osszuk fel a mintdt a

-00=x0<x1<x2< ...-<xr=0°
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52. dbra

osztépontokkal r részre, és mérjiik fel az osztdpontokat a
hdlézat vizszintes tengelyére. Ezutdn az X4 abszcisszédhoz

mérjik fel a ndla kisebb mintaelemek Fn(xi) relativ gyakori-
sdgdt, az X, ponthoz Fn(xz) értékét, s.i.t. Amennyiben valéd-

ban normdlis eloszldsid, az (xi;Fn(xi)) pontok kdzelitéleg
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egyenes mentén helyezkednek el, ugyanis a Gauss-hdldzaton a
normdlis eloszléds

y = TF(x) =g (F
eloszldsfliggvényének képe egyenes, és nagy n esetén
Fn(x} =~ F(x).

Ha a kapott pontok jelent8sen eltérnek az egyenestdl,
akkor elvetjiik a normalitds hipotézisét, kétes esetben -
prébdval vagy Kolmogorov-prdébival végziink illeszkedésvizs-
gdlatot.

3.5.2 Homogenit&svizsgalat

A homogenitdsvizsgdlat célja annak eldbntése, hogy két
valészinfiségi vdltozd, X és Y egyforma eloszldsltak-e vagy
sem. Ha az X vdltozd eloszldsfiiggvényét F{x), az Y vdltozd
eloszldsfliggvényét G(x) jeldli, akkor a nullhipotézis:

H F(x) = G(x).

0

A HO hipotézis elfogaddsdrdl vagy elvetésérdl a szdban

forgé vizsgdlat tdrgydt képezd valészinlségi vdltozdkra vo-
natkozd

statisztikal mintdk alapjdn déntiink. A H0 hipotézis azt fe-

jezi ki, hogy a két minta azonos eloszlAsd statisztikai soka-
sdgbdl szdrmazik.

A miszaki gyakorlatban homogenitdsvizsgdlatra sokszor
szlikségiink lehet. Ha pl. két kiildnbHzd kever8gépen 4ll{itanak
eld aszfaltkeveréket, akkor homegintdsvizsgdlattal ddnthet jiik
el, hogy pl. az A gépen elB&llitott keverék X bitumentartal-
ma és B gépbdl kikeriild keverdk Y bitumentartalma egyforma
eloszldsdak-e. Ugyancsak homogenitdsvizsgdlatta ddntiink arrol,
hogy pl adott folydé adott helyen mért &vi maximdlis vizdllésa
mondjuk 1940-1960 és 1960-1980 kdzdtt egyforma eloszlédsi-e,
vagy pl. meder feltdlt&dés lehet ktvetkeztetni, vagy eset-
leg egy tdrozé megépitése utdn vdltozott az drvizi viz4dllds
sthb.
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Homogentisdvizsgdlatra nagy mintdk esetdében a 12—

préba és a Kolmogorov-Szmirnov-féle kétmintds prdéba, kisebb
nintédk esetére a Gnyegyenko-Koroljuk-préba, valamint a
Wilcoxon-préba ajdnlhatdé. Ez utdbbi nagy mintdk esetében is
igen célszerd. '

a) Homegitdsvizsgdlat %z—prébéval.

% %-prébéval az {x] ¢s {Ym} statisztikai mintdk

alapjdn a homogenitdsvizsgdlatot a k&vetkezd mdédon végezziik.
Osszuk fel a szdmegyenest a - o0 = zg < z, < e <zr = oo

osztdpontokkal r szdmd részintervallumra.
Jeldlje Vv, a [Zi~1’zi) intervallumba esé X; minta-

elemek szdmdt, tovdbbd legyen My ugyanezen intervallumba

esd Yi értékek szdma (i=1,2,...,r). Ekkor

r
E Y, = n, Z U-i=m

i
i=1 i=1

Képezziik a

r ( Vi Hi )2
12 - pm Q. — D n
i=1 Vit M

statisztikdt, amely n-+» oo, m—owesetén (r-1) paraméterd

12-eloszlést k&vet. Tehdt ha n és m elég nagyok, a %2-
préba alkalmazhatd, a kapott statisztika értékét £ > 0 eld-
zetes megvdlasztdsa utdn a Filggeldk V. tdbldzatdnak (r-1)-
edik sordban az & -nak megfeleld oszlopban 4116 kritikus
értékkel hasonlitjuk Bssze.

b) A Kolmogorov-Szmirnov-féle kétmintds prdba

Ha a folytonos eloszldsd X valdszinlségi valtozd elosz-
ldasfliggvénye F(x), az ugyancsak folytonos Y v4ltozd elosz-~
lasfliggvénye G{x), akkor a

H F(x} = G(x)

0

nullhipotézis fenndlldsa esetén nagy mintdkndl - Glivenkd té-
tele alapjdn - a wegfeleld empirikus eloszldsfiiggvények sem
nagyon térhetnek el egymdstdl,
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E préba végrehajtdsdhoz rendezziik az {Xi} és {Yﬂ sta-

tisztikai mintdk elemeit nagysdg szerint ndvekvéd sorrend-
ben, azaz képezzilk az

X< K < e, <8

és az

= ® N
Y,|,< Y2,< ey < ‘xm

rendezett mintdkat.

Y

53. 4bra

A rendezett mintdk alapjdn rajzoljuk meg az Fn(x) és

Gm(x) empirikus eloszldsfliggvényeket, és 4dllapitsuk meqg ezek
maximdlis. eltérését (53. &bra).
Ha a H, nullhipotézissel szemben a

H, : F(x) > G(x)

egyoldali alternativ hipotézist &dllitjuk, akkor prdébastatisz-
tikdnak a -

+
Dn,m = mix [Fn(x) - Gm(xﬂ

mennyiséget vdlasztjuk maximdlis eltérés az F (x) fliggvény
g n
javara .

Ha viszont alternativ hipotézisilink a

H% : F(x) = G{(x)

kétoldali ellenhipotézis, akkor a megfeleld prdébastatisztika

Dn’m = mix | Fo(x) - Gm(x)

228



valdsziniségi vdltozd, amely tehdt két empirikus eloszldés-
fliggvény k6zdtti abszolit eltérés maximuma.
A D' és a D statisztikdk hatdreloszldsdt N.V.
n,m n,m
Szmirnov hatdrozta meq.

Tétel.
(N.V.Szmirnov). A HO: F(x) = G(x) nullhipotézis fenn-
dlldsa esetén

2
lim P(&——lﬁl~— D+ < z) = 1-e 2z
‘ o+ n,m

n — oo

m — o<

A 2_2

| -

(=20 p <y =) (ke K
n +m ~ “k=-oo

n-—-— oo

m — oo
A prdba végrehajtdsa a HT : F({x} > G(x) egyocldali
ellenhipotézis esetében a kdvetkezd médon tdrténik:

nm + =
= 2z aktu-

+ s . P
Dn,m megdllapitdsa utdn kiszdmitjuk a - Dn,m

4lis értéket.
Ha most 1 - & = 0,95 szdzalédkos szinten kivdnunk ddn-

teni H0 elfogaddsdrdl vagy elutasitdsdrdél, akkor meg kell

hatdroznunk azt a 24 kritikus értéket, amelyre - nagy n és
m esetén -

nm
__—D
n + m n,m

[ (S

P <zy) = e = 0,05
Ez utdbbi Osszefliggésbdl:

= In 0,05 =~ - 3.
Z %111-——%-—— ~ 1,22

Amennyiben 2%>1,22, a H0 hipotézist 0,95 szinten elutasft-
juk. Hasonld egyszerl szdmitdssal kapijuk a Zg kritikus érté-

ket tetszdleges € > 0 vdlasztdsa esetén:

N
z2g = 5 in &
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Ha prébastatisztikdnak a

Do = mzx |F (x) - 6 _(x)]

maximdlis abszolut eltérést vdlasztjuk, akkor Szmirnov té-
tele értelmében a statisztika hatdreloszlésa a Kolmogorov-
féle eloszlédssal egyezik meq; vagyis ez esetben a kritikus
érték adott € >0 vdlasztdsa mellett a K(z) fiiggvény tdbla-
zatdbdl kereshetd ki (Fliggelék VIII. tdbldzat) a Kolmogorov-
prdébdndl leirtakkal azonos mddon.

c) Homogenitdsvizsgdlat a Gnyegyenko-Korolijuk
prébaval

Mivel a Kolmogorov-Szmirnov prdéba elméleti alapjat ha-
tdreloszldsok képezik, ezért kisebb mintdk (pl. n,m=30) ese-
tén a préba nem alkalmazhatd. Egyenld mintaelemszdm (azaz
n=m}) esetében véges n-re a

D; = max [Fo(x) - 6 (x)], ill. D = mixan(x) - G, (x)]

statisztikdk pontos eloszldsdt B.V.Gnyegyenko és V.Sz.Korol-
juk hatédroztdk meg. Eredményiiket tétel formd&jdban mondjuk ki.

Tétel.
(Cnyegyenko-Koroljuk). A H0 : F(x) = G(x) hipotézis
fenndllésa esetén
2n
. . (m+k)
P(D 2 ) = (2n) {k=0,1,2,...,n).
n
2n
P (D >L) =>Oi(_‘])i (n——lk) (k= 1,2 ne
n - n L (21'1) NIt Y
i==-o0 n
Bizonyitds.

Ismertetjiik az els$ formula szdrmaztatdsédnak gondolat-
menetét, mikdzben a prdéba végrehajtdsdra egyszerl grafikus
mddszert nyerink. Az

® =
X1 <X < ... < Xn

és az
= ®
Y1 <Y2 <Yn
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rendezett mintaelemek mindegyikét nagysdg szerint mérjiik
fel a szdmegyenesre, ami 4ltal balrsl jobbra haladva eqgy

X b3 H
&7 < 23 <87

2n elemili nagysdg szerint rendezett mintdt nyeriink (54. &bra).
Az ily mdédon kapott egyesitett, rendezett minta mindegyik
eleme ald irjuk oda, hogy az melyik mintdbdl szadrmazik, még-
pedig dgy, hogy ha ;T, = X?, akkor (+1)-et irunk, ha ’Qi =

= Yi, akkor pedig (-1)-et. Ez&ltal egy (+1) és (-1)~-ekbdl

4116 2n elem sorozatot nyeriink, amelyben n db (+1}-es és
n db {-1)-es van.

§E% 1 g

%
x

54. &bra

Jeldljik ezt a sorozatot fgy:

h

h L]
Vie  Rgeeees Vo,

ahol

A= 21, (i=1,2,...,2n) ,

A 'Jh sorczatot grafikusan dbrdzoljuk a k&vetkezd mdédon: eqgy

deréksztgli koordindta-rendszerben a origdébdl indulva (+1)
esetén jobbra felfeld, (-1) esetén jobbra lefelé rajzolunk
egy Y2 hosszisdgid vektort (55. dbra.)
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55. ébra
Képezzik most a {Uh}sorozat elemeinek részletlsszegeit:
So = 0, 8y = oy, 5, = Sy Sy 8y = VY r
+ qﬁi""’szn =0

Az i-edik részlettsszeq, Si éppen a megrajzolt trajektdria
.-t S sorozat

0751757 2n
legnagyobb eleme atrajektdriamaximdlis ordindtdja amely éppen
az Fn(x) és Gn(x) fliggvények koz8tti maximdlis eltéxrés n-

ordindtdja az i-edik 1lépésnél. Az S

szeresével egyenld [az Fn(x) fliggvény Jjavdra szdmitottuk az
eltérést]:

+
max 8, = n D
1 i n,m

Mivel a {ﬂf } sorozat n db (+1)-est és n db (-1)}- est tartal-
maz, az Osszes lehetséges ilyen sorozatok szdma ( ), hiszen

2n szdmi helyen n db (+1)-es ennyiféle mddon helyezhpto el.
Ugyanennyl a sorozatnak megfeleld lehetséges trajektéridk

szama.
Szamitsuk ki, hogy a kérdéses trajektdridk kdzlil néhdny

olyan van, amely eléri vagy meghaladja az y = k egyenest!



Ha egy olyan trajektdéridt, amely az y = k egyenest el-
éri az elsé elérési ponttél kezdve tilkkrdzziink erre az egye-
nesre akkor olyan trajektéridt nyeriink, amely a {2n;2k) pont-
pontban végzddik. Tehdt azon trajektdridk szdma, amelyek a
sorozatnak felelnek meg, és az y = k egyenest elérik, meg-
egyezik az origdbdl induld azon trajektdridk szdméval, ame-
lyek a (2n;2k) pontban végz&dnek. Az ilyen trajektSridk sza-
ma pedig

2n
(n+k)

Ugyanis, ha egy ilyan ({tiikr&zdtt} trajektdria a-szor lépett .
felfelé és b-szer lefelé, akkor

a+ b= 2n ,
a-b =2k ,
2a = 2(n + k)
a=n+k
b=n-%k

Mdrpedig (n+k) darab felfelé mutatd nyifl a 2n lépés sordn
(’R)-féle médon helyezheté el (a t8bbi nyfl pedig lefelé

mutat). Tehdt ha F{x} = G(x), akkor a két minta minden k&1~
csénds sorrendije, azaz minden 0-dkbdl és 1-esekbd8l 4116 so-

1 PR .
rozat azonos >n valdszinliség, és igy

(20
i (Zn}
n
Ha a H, F{x) = G(x) hipotézisr&l a Gnyegyenko-Korol-

juk prébdval 1- € sgzinten akarunk ddnteni, akkor az y = k
egyenest Ugy kell megvdlasztanunk, hogy a fenti valdszini-
ség & legyen. Minthogy a kombinatorikus formuldk kezelése
nehézkes, alkalmazzuk a

2n 2
{ ) _ _k
n+k a

Ne

2n

()
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aszimptotikus formuldt. Ennek segitségével mdr kdnnyen meg-
hatdrozhatjuk az adott €& szinthez tartozd y = k értéket.
.Ha pl. £ = 0,05, akkor

2
kn = 0,05

T
2
k

-E -imo5s v -3,

x % {3n .

Ha tehdt mindkét elemszdma n, akkor V;H magassdgban meg-
rajzolva az y = k egyenest, a prébdt a 46. &bra mint4djéra
grafikusan végrehajthatjuk. Amennyiben a trajektéria a k =
= 3n magassdgl egyenest elédri, a H0 : F(x) G{(x) hipotézist
0,95 szinten elutasitjuk.

A grafikus médszert a préba elméleti alapjainak kdnnyebb
megértése céljdbdl vdzoltuk. Maga a préba grafikus 4brézo-
14s nélkill is végrehajthatd, hiszen az SO,S1,...,Sn részlet~

Osszeg-sorozatot kiszdmfitva max Si meghatdrozhatd.
7 i

Ez a mddszer csak viszonylag kisebb mintdk esetén cél-
szerfi. Hasonldan végezhetd a Gnyegyenko-Koroljuk tételben
szerepld mdsik egyenldség igazoldsa. Ehhez a max $; mennyi-

: i

séget kell szem elétt tartani, és a tilikrbzési elvet sokszor
egymds utdn kell alkalmazni. Ennek részletezésétdl itt el-
tekintiink.

Tétel.
Nagy n esetén a Gnyegyenko-Koroljuk prdéba a Kolmogorov-
Szmirnov-féle kétmintds prébdval azonos.

Bizonyitds.

Ha a
(2n k2
n+k ~ n
—_—— -3 e
(20
n

Osszefiiggésben k = z V2n helyettesitést alkalmazunk, akkor
figyelembe véve, hogy max Si = D; m kapjuk a
i [

P(max S, = k) — P(nD’ _ 2 2 |2n) —= o ~22
1 n,n
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Osszefliggést, tehdt

lim P(nD n <z VEH) = lim P(v D n,n < z)

N— o0 n— oo

—2z2

=1-e
ami Szmirnov formuldjdval egyezik meq.

d.} A Wilcoxon-prdéba

Ez a prdéba is a HO: F(x) = G(x) nullhipotézis ellenér-

zésére szolgdl, de féként a G(x) = F(x - A ) Un. eltolési
alternativédval szemben.

A prdba a mintaelemek rangszdmai segitségével hajthaté
végre. Ismerkedjiink meg a rangszdm fogalmdval. Tegyiik fel,
hogy az F(x) eloszldsfliggvényld X valdsziniiségi vdltozdra és
a G(x) eloszlédsfliggvényl Y valdszinfiségi vdltozdra vonatko-
zdlag az

rendezett mintdkkal rendelkeziink. Rendezziik a két minta ele-
meit egyilitt nagysdg szerint névekvd sorrendbe (szemléletes-
ség kedvéért mérjtik fel a mintaelemeket a szdmegyenesre),
ezutdn 4dllapitsuk meg, hogy Xf hdnyadik helyre keriilt az

egyesitett sorozatban. Legyen ez a szdm Tyr ekkor azt mond-
juk, hogy X, rangja r

7°
Xg, Xg,..., X: hadnyadik helyre keriilt az egyesitett rende-

Ezutdn rendre megéllapfitjuk, hogy

zett mintdban. Ha Xg ar,

ja Tos s.i.t. Ily médon az X-re vonatkozdé rendezett minta

—-ik helyre keriilt; akkor X, rang-

elemeinek rangszdmait az LW .,rﬁ szdmok képviselik.

g1

Az egyesitett mintdban a fennmaradd Yq, e ceny Y: elemek

21

rangjai legyenek S11Syr.0248 A két sorozat nyilvédn kiadja

n
az egész szdmokat 1-t61l (n+m)-ig.
Konnyen beldthaté, hogy r, < r, < e <:rn, tovdbbd

~ , > 5.
r, = i, valamint Sy < 52‘< vee < Su és sj =3
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Az T, és Sj szdmok valédszinlségi vdltozdk. Ha igaz a

HO hipotézis, hogy a két minta azonos eloszldsbdl szdrmazik,

akkor a mintaelemek bdrmely egymds k&zti elhelyezkedése

egyvforma valészinlségii. Minthogy (n+m) helyre n db Xi( nEm

n
féle médon helyezhetd el, ezért egy meghatdrozott sorrend

)...

1 indsé
valészindsége e

n

}

A Wilcoxon-prdbdndl prdbastatisztikdnak a

n n
_Z - i) = - .nm+ 1)
Wn,m T (ry i) o= 2; Ty 2

i=1q i=1
statisztikdt haszndljuk, amely additiv 4llandétdl eltekint-
ve az X? mintaelemek rangszdmainak 8sszege. Ldthatd, hogy
az X? mintaelemek rangszdmainak Bsszegéb8l azok lehetséges
minimdlis rangszdmdsszegét vontuk le. Ha ugyanis az X?,
Xg,..., X§ mintaelemek rangjai ry = 1, r, = 2,... r =n
lennének - vagyis az {Xi} minta minden eleme kisebb lenne,

a {Y;}minta legkisebb eleme -, akkor

n
Z r, =1 + 2 + c.. + n :M
i 2

i=1
lenne.

A Wn - Statisztika értéke 0 és nm kdzdtt vAltozhat, el-

r
0szldsdrdl az aldbbi tétel informdl benniinket, amelyet bi-
zonyitds né&lkiil k&zliink.

Tétel.
H0 fenndlldsa esetén Wn - vdrhaté értékét és szdrds-~

r
négyzetét a

_ _nm
M(Wn,m) D
2 _ _nm(n + m + 1)
b (Wn,m) - 12
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formuldk szolgdltatijdk. A wn m hatdreloszldsa normdlis el-

I
oszlds, azaz n,m — oo esetén:

X
W - M(W. ) ot
P{ n’g(w )n,m <x HO) = 1 f e 2 dt
n,m VZI Zoo
Ha most a H, hipotézis feldl 95 %-0s szinten akarunk

0

ddénteni, akkor Wn n meghatdrozdsa utdn kiszdmitjuk annak

1]

standardizdltjdt, a
W - M(W_ )
3% _ n,m n,m

n,m D (W )
n,m

mennyiséget, amelyre tehdt nagy n és m esetén:

P(-2 < w:m < 2} =~ 0,95 .

r

Ha wﬁ - > 2, akkor az adott szinten elvetijiik Ho—t és a
I

H1 : T{x) # G(x)

alternativ hipotézist fogadjuk el.

Példa.

Vizsgdliuk meg, hogy -Szegednél a Tisza évi maximdlis
vizdlldsa ndvekedett-e az 1941-1978 idédszakban az 1901-1940
idészakhoz képest!

Jel&lijlk X-szel az 1901-1940 iddszakban az évi maximdlis
vizdlldst, és X eloszldsfiiggvénye legyen F(x), tovdbbd jelsl-
juk Y-szal az évi maximdlis vizdlldst az 1941-1978 id&szak-
ban, az Y eloszldsfiliggvénye legyen G, (x).

Vizsgdljuk Wilcoxon-prébidval a

HO : F(x) = G(x)

hullhipotézist a

H

.

1t Gix) = F(x - &)

ellenhipotézissel szemben.

Az X-re vonatkozd n = 40 elemd mintédt, valamint az Y-ra
vonatkozd m = 38 elemd mintdt a 4. tdbldzat tartalmazza.
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Az X-re vonatkozd mintaelemek rangjainak Osszege:
40

Zj r; = 1558.

i=1

A prdébastatisztika:

40
) _ _ n(m+1) 40 . 41
W= Wy g = e TR ELT B, R
i=1
= 1558 - 820 = 738 .
M(W) = —‘l—o—éi = 760
2y - . nm{n +m+ 1) _ 40 . 38 . 79 _
p2 W) = L - 35 = 1006 .
D(W) = Y1006 = 32
® _ W - M(W) _ _738 - 760 _ 22
Yoo 5w = 37 =3 20,7

Mivel W™ aszimptotikus standard normdlis eloszldstd:

P(-2 ¢ W* < 2) « 0,95,

ezért W akutdlis értéke alapjén nincs okunk a Hy hipotézis

elvetésére. Ugy ddntilink, hogy a Tisza évi maximilis viz&dll&sa
Szegednél a két vizsgdlt idé&szakban egyforma eloszléstzkévet.
Végezziik el ugyanezt a homogenitdsvizsgdlatot 47 pré-
bdval is! Ha a Tisza évi maximélis viz&dlldsdnak vdltozdsi
tartoménydt az A, = [301 cm, 600 cm], A, = [601 em, 700

cm o, A, = [701 cm, 800], Ay = [801 cm, 1000 cm] részinter-

vallumokra osztjuk, akkor az X, ill., Y vdltozdk értékei
alapjén az A1,A2,A3,A4 teljes eseményrendszer tagjainak

aldbbi gyakorisdgait kapjuk:

<,

- = = . = . \) = . =
X2 vy =17, V, =95 Yy=9; YV, =5 / v =40
{1

=
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3.1 tédblizat

Bv {cm) r Ev n {cm)
1901 680 47 1941 855
1902 668 46 1942 780
1903 508 15 1943 366
1904 450 6 1944 654
1905 518 17 1945 560
1906 550 23 1946 525
1907 758 59 1947 602
1908 585 30 1948 714
1909 642 40 1949 495
1910 496 13 1950 517
1911 563 25 1951 550
1912 753 58 1952 648
1913 802 70 1953 706
1914 778 64 1954 454
1915 791 67 1955 657
1916 791 68 1956 689
1917 614 36 1957 604
1918 349 2 1958 730
1919 916 76 1959 436
1920 708 54 1960 582
1921 325 1 1961 394
1922 774 63 1962 820
1923 637 38 1963 587
1924 870 75 1964 764
1925 681 48 1965 748
1926 759 60 1966 799
1927 488 11 1967 790
1928 542 21 1968 600
1929 458 8 1969 626
1930 496 14 1970 961
1931 603 33 1971 521
1932 923 77 1972 606
1933 660 45 1972 475
1934 526 20 1974 807
1935 594 29 1975 692
1936 472 9 1976 654
1937 703 52 1977 767
1938 638 39 1978 684
1939 579 26
1940 817 73
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4
Tt = T py = 1 g = 90y = 4 £§

. = 38
1/"1
Képezzilk a
4 ( Vi o Yy 2
2 n m
A% = nm -
Vi M
i=1
statisztikdt:
17 14,2 9 __ 11 2
%2 = 40 38 40 . 38 + 40 38 R
17 + 14 9 o+ 11
2 . 942 (5 4 .2
. .40 ~ 38’ 40 " "38 - 0,26
S + 5 + 4

A fenti xz—statisztika 3 szabadsdgfokd % 2_eloszlast k-
vet. Ha a HO hipotézisrdl 0,95 szinten kivanunk dénteni,

akkor a Figgelék V. tdbldzatdnak 3. sordban az &£ = 0,05 osz-
lopban a kiritikus érték: 7,82. Nincs tehdt okunk a H2 hi-

potézis elvetésére.

Ugyanezt a hipotézisvizsgdlatot elvégezhetiiik a
Gnyeayvenko-Koroljuk-prébdval is. Ha az elsd iddészak adatai-
bdl taldlomra kettdt elhagyunk {(pl. sorsolds eredményeként
a 325 cm és 349 cm adatokat), akkor mind X-re, mind Y-ra
vonatkozdélag n = m = 38 adatunk van. Ezekb8l egyetlen 76
elemd nagysdg szerint névekvd sorrendd rendezett mintédt

® . . ®o_ % . ,
{;n} képezve, és + 1-et irva ha 91 = X . {(-1}-et irva ha

? = Y. , az aldbbi sorozatot nyerjlik.
"11 —11 "11 11—1r 1! 1, =1, 1, =1, 1, 1, 1, -1, 1, -1, -1,
-1, -t 1: 11 —1' 11—11 11 i, 1,1, 1, 1, =1, 1, =1, 1,

1, -1, -1, 1, =1, 1, 1, 1,-1, -1,-1,-1,-1, -1, 1, 1, 1,
-1, =1, =1, 1, -1, 1__1_11 -1,-1, 1, 1, 1, 1, =1,=-1, =1,

1, 1, -1,-1, 1, 11-11 11"1.- =1, t:=1,

1, 1, 1,-1.
A 80,51,...,82n részletdsszegeket képezve azt kapiuk, hogy
max 8, = 3
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Ha £ = 0,05 értéket vdlasztjuk, akkor a kritikus ha-
tdr mﬁx 5 -ra a k = {55 = V114 ~ 10, tehdt Hy-t nem vehet-
Jjik el.

3.5.3 Filggetlenségvizsgalat x>-probaval

A miiszaki gyakorlatban a fiiggetlenségvizsgdlat sziliksé-
gessége . sokszor felmeriil. Miként a 2.1.3 pontban lattuk,
ha két valészinliségi vdltozd, X és Y fiiggetlenek, akkor egylit-
tes eloszlAsfiiggvényiik az egyes valtozdk eloszldsfiiggvényei-
nek szorzata:

Hix,y) = P(X <x, ¥Yy) = P(X < x) P(Y <y) = F(x)G(y).

Két valészinliségi valtozd fliggetlensége nagymértékben meg-
kdnnyiti egyiittes bekdvetkezésiik valdszinliségének kiszdmi-
tasdt, ugyancsak egyszer(bb kiszémitani a két vdltozd Ossze-
gének, kiilldnbségének, szorzatdnak és hanyadosdnak eloszléds-
fiiggvényét. Ugyanakkor, ha két valészinfiségi vdltozd flgget-
len egymdstél - vagyls nincs kdzsttilk sztochasztikus kap-
csolat -, akkor egyik védltozd megfigyelt értékébél semmi in-
form&cidét nem nyeriink a mdsik vdltozé aktudlis értékére vo-
natkozdlag.

Fiiggetlenségvizsgdlatot ﬂz—prébéval a kdvetkezd mddon
végezhetilink. A siknak az 56. dbrdn 1l4thatd felosztdsa az A,,
A2""An és B?’Bz""Bm teljes eseményrendszereket szolgdl-

tatja.
l\rrl
Bm{ .
B8, T
B ([ |
A’ —— — -
Ay Ay Ai A,
56. abra
A
Hy - (PX < x; ¥ < y) = P(X <x) P(¥ < v} =F{x}) G(y)
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nullhipotézis ellenérzésénél tegyiik fel elészidr, hoay az
F{x) és G(x) vetiileteloszldsokat (X, ill. Y egydimenzids
eloszldsdt) ismerjilk. Legyen

P(xi_1 L X < ;)

p, {i=1,2,...,n),

P(Ai) i

g, (i=1,2,...,m).

. < v .
P(yj_1 < < yj) .

P(Bj)

Mivel az AiBj események (1 « i < n, 1=« J £m) is teljes

eseményrendszert alkotnak, HO fenndlldsa esetén

;|
Tegylk fel, hogy az (x5 43 yj_1), (xi_1:yj). (xi:yj_1)
és {xi;yj) cslcspontok dltal meghatdrozott téglalapba \&j

szdmd mintaelem esik.

n m 5
12 =.§: E: ( Vis ~ piqj)

i=1 j=1 Np,a

statisztikdt, amely nagy N esetén {ahol N a minta elemszdma)

kézelit8leq xz-eloszlést kdvet (n-1) (m-1) szabadsdgfokkal.
Az {1- £) A¥ntési szint megvdlasztdsa utdn tehdt a kritikus

értéket a xz-eloszlés tédblédzatdban az (n-1} (m-1)-edik sor-
ban, € oszlopdban taldljuk. Ha statisztikdnk aktudlis értéke
nagyobb, mint a kritikus érték, a fliggetlenség hipotézisét
{(1- €) szinten elvetjiik.

A gyakorlatban sckszor a Py és qj szdmokat sem ismerjiik,

tehdt az egydimenzids eloszldsok sem ismertek. Ha az A, ese-
mény &sszesen 1

m
vi. = E: vij—szer
j=1

fordult eld, a Bj esemény gyakorisdga pedig

n
V. = E: Yi5

i=1
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(az i-edik oszlopba, 1ll. a j-edik sorba esé mintapontok
gyakorisdgai), akkor a

N — 4 N 3
Py N T, qy M ———
M N

kdzelités alapjdn a prébastatisztika:

Vi_ Vj- )

n m (v
-
P N S

i=1 j=t Vi, V.5

amely ugyancsak %2—eloszlésﬂ (n-1) {m-1) szabadsdgfokkal.
Ebben az esetben tehdt a filiggetlenségvizsgdlathoz az elosz—
l14sck ismeretére nincs sziikség.

Amennyiben a fliggetlenségvizsgdlat a Hy hipotézis el-

utasitédsdhoz vezet, akkor a két vdltozd kdzdtt korreldcid-
és regresszidelemzést kell végezniink, amellyel a kivetkezdk-
ben foglalkozunk.

3.6 A dontésfiiggvények elméletének elemei

Amit ldttunk, mindenstatisztikai eljdrds valamilyen dén-
téssel végzddik. Becslési problémdndl a déntés abbsl Al11,
hogy elfogadunk valamilyen értéket a praméter igazi értéke
helyett. Valamely hipotézis elfogaddsa vagy elvetdse tipikus
ddntés két alternativa kdzdtt. Egy konfidenciaintervallum
meghatdrozdsa sordn a ddntés arra vonatkozik, hogy az ipari
paraméterérték adott intervallumba esik. Mindezek a ddntések
statisztikail mintdn alapulnak, azért azokat statisztikai d¥n-
téseknek nevezzilkk. Mindegyik esetben a mintaelemekbdl alko-
tott fliggvény, tehdt egy statisztika a déntés eszkBze. Az al-
kalmas statisztika alapvetd feladata. Példdul egy valdszinfi-
ségi vdltozd szdrdsnégyzetének becslésére az sgz korrigélt

empirikus szdérédsnégyzetet javasoltuk, amely torzitatlan és -
erdsen konzisztens becslése a szdérdsnégyzetnek, viszont Xi -
XT mintaterjedelem segitségével sokkal egyszer@bben és mini-
mdlis szdmoldssal tudjuk becsiilni a széridsnégyzetet. Hipo-
tézisvizsgdlatndl kicsiny elsé- és mdsodfajt hibdkat ads
prébdkat javasoltunk, amelyek viszont néha igen nagy megfi-
gyelésszdmot kdvetelnek. Szdmos esetben a statisztikai el~
jdrds megvdlasztdsakor gazdasdgi kdvetelményeket és figye-
lembe kell venni. A miiszaki gyakorlatban a paraméterbecslési
vagy hipotézisvizsgdlati eljérds sordn hozott ddntés egyben
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meghatdrozhat bizonyos gyakorlati intézkedéseket, "dSntése-
ket" amelyek helyesek vagy hibdsak lehetnek a véletlen j&-
téka kOvetkeztében. A hibds ddntés jelentds gazdasdgi kart,
veszteséget okozhat. A ddntéds alapjdul valamely megfigyelt
valdszinlségi vdltozd aktudlis értéke (vagy értékeibdl ké-
pezett statisztika) szolgdl, ezért dontéseink bizonyos koc-
kdzattal jdrnak. Hogyan kell egy d8ntés kockdzatdt kiszdmi-
tani? Hogyan lehet olyan ddntést vdlasztani, amely a lehetd
legkisebb kockdzatidi? Ezekre a kérdésekre a statisztikai 4ddn-
téselmélet segitségével vdlaszolhatunk.

3.6.1 A statisztikai dontési eljaras

A statisztikai ddntés fogalmdt és a ddntési eljdrds
menetét egy példdn keresztiil mutatjuk be. Kordbbi vizsgdla-
taink alapjdn ismeretes, hogy valamely folydé &rhulldmainak
tetdzési értéke exponencidlis eloszldsi:

fi{x) = Qfe‘d’ x =2 0) ,

ahol A sz&munkra ismeretlen, tehit becsﬁlendé.paraméter,
azaz +/' numerikus értékére déntést kell hoznunk. A becslés
eredménye valamely = 3 valés szam. Amikor a becslés ered-

ményeként a V= d {téletet hozzuk, akkor statisztikai dén-
tést végzilink., Példdnkban & a pozitiv félegyenes bdrmely pont-
ja lehet. Az Osszes lehetséges d ddntések halmaza tehdt:

D= {0 £ d £o}. AD halmazt ddntéstérnek nevezziik. Vizs-
gdljuk meg, hogy milyen alapon hozhatjuk a AP= d déntést.

a paraméter értékét kidzvetleniil nem lehet megfigyelni,
azonban t8bbszdr is mérhetd X vallszinlségi vdltozé (pl. a
tetbzés) értéke. Legyen az X valdszinfiségi vdltozdra vonat-
kozé statisztikai minta: X = (X1,X2,...,Xn). X valdszinfiségi

védltozd eloszldsa a f paramétertdl, ezért X minden megfi-
gyelt értéke informdcidt hordoz 1! -ra. Természetesen X vek-
torvdltozd, tehdt a minta 4dltaldban még t8bb informdcidt hor-
doz W -ra, mint egyetlen megfigyelés. Ezt az informdciét

haszndljuk fel a " -ra vonatkozé ddntéshez, azaz X &rtéké-
té1 tessziik fliggdvé, hogy melyik /= a asntést hezzuk, azaz

d= J(X). A J(X) szabdlyt - teha&t azon eldirdst, hogy X
észlelt értékéhez melyik d szdmot rendeljiik - déntésfliggvény-
nek nevezziik. Minthogy példdnkban 4’ az exponencidlis elosz-
1l4s vdrhaté értékének recipokdval egyenld, ezédrt esetiinkben
ésszerli ddntési szabily lehet pl.

J;(x) = -

-~

W M
»
'—I
5|
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n
Iy} = e, § Py
2_ plxl i="1
i=1
a (X) = 2
3 Xx + XX

A tovdbbiakban a jeldlés egyszerlisége kedvéért a ddntés
alapjdul szolgdlé valdszinfiségi vdltozdkat X-szel fogjuk je-
181lni akkor is, ha X vektorvdltozd. Amikor X = (X1,X2,...,Xn)

statisztikai minta, akkor a benne foglalt informédcidét vala-
mely t(X) = t(X1,...,Xn) statisztikdba tdmdritjiik (lehetd-

leg elégséges statisztikdt haszndlva), amely ugyancsak vald-
szinliségi véltozd, és ez szolgdl a v paraméterre vonatkozd
dtntés alapjdul. ’

A fenti példa alapjdn a statisztikai déntési eljérds
kissé absztrakt médon - de igen 4ltaldnos érvénylien - a ko-
vetkez8képpen fogalmazhaté: adott az M mintatér, megfigyel-
jiik ennek egy X € .M elemét, és ennek alapjén vélasztunk egy
d ddntést a lehetséges ddntések D halmazdbdl, amelyet a gya-
korlati probléma hatdroz meqg. A D halmazt ddntéstérnek nevez-
ziitk. A déntés megvdlasztdsa bizonyos szabdly alapjén térté-
nik. Ezt a szabdly déntésfiiggvénynek nevezzikk, és d (X)-szel
jeldljik. A dJ(X) ddntési szabdly értelmében tehdt azt a
d € D ddntést vdlasztijuk, amely az X megfigyelési eredményhez
tartozik, azaz d = FX) .

3.6.2 Veszteségfiiggvény és kockazatfiiggvény

Kiildnbdz8 J ({X) ddntésfiliggvények adott X esetén &lta-
14ban kiildnbdz&8 4 numerikus értéket szolgdltatnak, ezért
felmeriil a kérdés, hogy melyiket wvdlasszuk kozliliik. A védlasz-
adads érdekében meg kell vizsgdlnunk ddntésiink kdvetkezményeit.
Bizonyos esetekben megitélhetd a rossz ddntésb8l (azaz ha

' nem egyenlé d-vel) szdrmazé k&r vagy veszteség. Minél job~
ban eltér a déntés d numerikus értéke 1P igazi értékétél,
anndl nagyobb veszteséget okozhat a rossz ddntés. A W ='a
déntés numerikus értéke X ismeretében csak attél fligg, hogy
melyik dJ(X) ddntésfiiggvényt haszndljuk, igy a ddntés 4ltal
okozott vesztesdyg a d(xX) L[, J(X)]-szel, ha V' a pa-
raméter igazi értéke és a d'(X) dontésfiiggvényt haszndljuk
(a tovdbbiakban legyen X = x). :

-
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Ilyen veszteség lehet pl:

L[, §x) = [V- & )] 2.

vagy
L [+, d(x)] [+h - dx).

Mivel X valdszinliségi vdltozd, ugyanazon ddntésfiigg-
vény a véletlen jidtéka kdvetkeztében kiildSnbdzd d numerikus
értékeket szolgdltat, tehdt adott ddntésfiiggvény haszndlata
esetén kiilénbdz8 veszteségek 4llnak eld. Eppen ezért adott

d(X) déntésfliggvény 4ltal eldidézett dtlagos veszteséget kell
tekintenlink ahhoz, hogy meg tudjuk ftélni a dontésfiiggvény

hatékonysdgat ) igazi értékének megkdzelitése szempontjsbsl.

Az adott d(X) ddntésfliggvény 4ltal okozott dtlagos
veszteséget az

=LY, dx)arEx, )

fliggvény (mint 2D fiiggvényét) a o (x) ddntésfliggvény koc-
kdzatfiiggvényének nevezziik. A kockdzatfliggvény tehdt a vesz-
teségfiiggvény feltételes vdrhatd értéke, azon feltétel mel-
lett, hogy U¥a paraméter igazi értéke. F(x, ' ) az X vald-
szinliségi vdltozd azon eloszldsfliggvénye, amelynél 4 &rté-
két feltételezziik. A paraméterbecslés problémdja tehdt a
Statisztikai dbntés egyik esete.

Vizsgdljuk meg most a hipotézisvizsgdlat esetét mint
ddntési problémdt! Legyen pl. valamely folyd évi maximdlis

vizdlldsa N{ ), 6,) normélis eloszldsd. Ekkor a 50 ismert,
és a paraméterre a HO: 1fé‘Ub és H1 : fJ“>%% hipotézig*
sek k&zbtt kivdnunk ddnteni. Jeldlje Ho‘elfogadését a d1 dén-
tés és H, elfogaddsat d2 ddntés. A D d&ntéstér tehdt kit
pontbdl 411, azaz D = {d1,d2}. Az M mintatér [amehnyiben

= (XyrXy, ...
szolgél]az Rn n-dimenzids euklideszi tér. a ) paraméter le-

a déntés alapjdul az X ,Xn) statisztikai minta

hetséges értékeinek halmaza @& {(dn. paramétertér}: 6 =

(- >, o). A lehetséges d(X) ddntésfliggvények halmaza
mindazon filiggvényekb8l 411, amelyek az M mintateret leképezik
ab-= {d1, dz}halmazra, és amelyek tulajdonségai olyanok,

hogy Pd;[d(x) = d1]egyértelmﬁen meghatdrozott minden !¢ f-ra.
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Legyen a veszteségfiiggvény:

;
1, . ha d‘nf‘o

L{ 1d)

|
A

¢ , ha 1]14«}*0

(0, ha 1T>1ﬁ0

L(’J‘r dz) =4

1, , ha 175qﬁ0

~

ahol l1 és l2 pozitiv szdmok. (A veszteségfiliggvényt rendsze-

rint dgy vdlasztjuk, hogy helyes ddntés esetén a veszteséqg
zérus legyen.) A kockédzatfiiggvény ekkor:

1, B, [d(x) =a,], ha 1)*21)‘0
R [, d(x)] =

Lep [ =a] , na s

A dbntés sordn kétféle hibdt k&vethetiink el. Amikor 1?70%
akkor Pmﬁ [ d{x)= 61] annak valédszinlsége, hogy a d1 ddntést
vdlasztva kdvetiink el hibit, mivel a d2 ddntést kellene vé-
lasztanunk (feltéve, hogy 1 a paraméter igazi értéke). Ha-
sonldan 1fé1% esetén.

Py [ I(x) =d2] =1-Pp, [dx) =d,|]

annak a valdészinlsége, hogy a d2 déntés vdlasztdsdval ko-
vetiink el hibdt, mivel a d.I dontést kellene vdlasztanunk

{(feltéve, hogy <) a paraméter igazi értéke).

A fenti példdval érzékeltetni kivéntuk, hogy a hipotézis-
vizsgdlat problémdja is tdrgyalhatd a statisztikai ddntés-
elmélet keretében,

3.6.3 A Bayes-féle dontési elv
Az eléz8ekben vdzoltuk, hogy ha Fix, i } eloszlédsfiligg-
vényll X valészinliségi valtozé eloszldsdnak 1" paraméterére

kivdnunk dénteni, és a d (%) ddntésfliggvényt haszndljuk, ak-
kor a kockdzatfiliggvény:

Rey (V) = B [L A, d(x) =£Lw. Ix)]d Fx, o)
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a 1+ paraméter filiggvénye, ami azt jelenti, hogy b igazi
értékétdl fiiggBen egy adott d{x) déntésfiiggvény kockizata igen
kiilénbtzd& lehet.

Amikor két kiilénbdzd déntésfiiggvény, pl. da(x) és

d}(x) kockdzatdt kiszdmitjuk, és azt taldljuk, hogy egy
adott '* esetében

X X
@) R & U <R g O

akkor ugy itélink, hogy ' ¥ esetén db{x) jobb becslés,
mint JH(X). A db(x) dontésfliggvényt egyenletesen jobbnak

nevezzik d}(x}-nél, ha

(d,) R d‘o(x)“}’) £ R (;1(x)( )

minden '-ra fenndll és legaldbb egy +f paraméterértékre
teljestil a (d4,) 6sszefﬁ?gés. () )
Amjikor R JO(X) {4 = R (;1(x)

akkor a d.(x) és d}(x) ddntésfiggvényveket ekvivalenseknek
nevezzik.
Amennyiben egy adott ddntési problémdndl létezik egy

olyan db{x} ddntésfliggvény, amelyre a (dq) és (d2) reld-

cidk teljeslilnek bdrmilyen mds d}(x) déntésfiggvényre, akkor

minden 1} értékre,

db(x) az egyenletesen legjobb déntésfliggvény.
Amikor egy adott déntési problémdndl azt taldljuk, hogy
db(x) egyenletesen jobb dontésfiiggvény, mint d}{x), akkor

a d}(x) dsntésfiiggvény alkalmazdsa nem jdhet szdba, tehdt
ekkor d}(x) megengedhetetlen ddntésfiiggvény.

Amennyiben viszont az adott ddntési problémdra nem lé-
tezik egyenletesen legjobb dontésfiliggvény, akkor nem tehetiink
jobbat, minthogy egy megengedhetd dontésfliggvényt haszndlunk.
Amikor mind d}(x) mind dé(x) megengedhetd ddntésfiiggvények,

" akkor ez azt jelenti, hogy d}(x) bizonyos ) értékekre jobb,
mint d}(x) (azaz kisebb kockdzaty), mds 1 értékekre vi-
szont dé(x) a jobb. Melyiket vdlasszuk tehdt a két ddntés-
fliggvény (57. &dbra} kozil?
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57. dbra
Amennyiben ismernénk 4} igazi értékét, akkor kdnnyl
lenne vdlasztani d%(x) és dé(x) k6zbtt, de akkor nen is

kellene ddnteniink. Amikor legaldbb azt ismernénk, hogy 'ér-
téke milyen valdszinlséguel esik adott intervallumba, akkor
is k&nnyebb lenne a dbntés.

Tekintsiik a af paramétert valdszinlségi vdltozdnak, €Es

tegylik fel, hogy ' a priori eloszldsdt ismerjiik {(pl. kordb-
bi tapasztalatok alapjdn).

Legyen a 4" valésziniségi vdltozdé eloszlédsfiliggvénye a

@ paramétertéren T (+'). Adott T(+') a priori eloszléds
mellett keressiik most olyan d(x) ddntésfiiggvényt, amelyre
az

(T, d) =IR d'(x)(qﬂ aT (M
e

Un. Bayes-féle kockdzat minimdlis lesz, ahol az integrandus-
ban szerepld kockdzatfiiggvény:

(£} R gy () = MILW’, Fx)]a Fix|d).

Azt a d{x) = d d8ntést, amelyre a (r1) kockdzat minimdlis,

a T(4") a priori eloszldsdhoz tartozd Bayes-ddnitésnek ne-
vezziik. A Bayes—dbntés tehdt minimdlis Bayes-kockdzatd dén-
tés.

Az (r1) Bayes-kockézat kiszdmitdsdhoz vegyllkk figyelembe

a teljes valdszin(iség tételének kdvetkezd folytonos analogon-
jait:
F(x) = fF(x|d°)dT (V)
8
valamint

T{ar) = f"c(m)’lx)d F(x).
M

Vv

249



Ezek alapijéan:

(T, V) =[{f1. v, S(x) d F(x | o)} dT(H) =
, g

=f{f L[+, J(x)]dat (Q}'IX}} dF(x).
. Y )

a minimalizdland$ Bayes—kockdzat (feltételezziik, hogy a
fenti kettds integrdlban az integrdlds sorrendje felcserél-
hetd) . B .

A fenti Stieltjes-integrdlos jeldlés helyett szokdso-
sabb a Riemann-integrdlds jeldlés a slrdségfiiggvények se--
" gitségével. Legyen

dT () d T (+]x)

= g(), = g{v | x) ,-
d i dah
“dF (x)  _
S5 = ),

ekkor '

r(T, 8y =[{[Llv Jx)]g(rIxdv ) £(x)ax.

M 8

A kettds integrdllal kifejezett r( T, +') mennyiség minimali-
zdsdhoz tehdt az

fL [V Fix)]g(a)| x)ar = E [L(,d) | X = x]

8
belsd integrdl értékét kell minimalizdlni.

A g(ah |'x) feltételes sfirtiségfiiggvényt a ' valészind-
ségl vdltozd a posteriori slr@ségfiiggvényének nevezziik.
A Bayes-ddntés tehdt az a d (x) déntésfligavény, amely mini-
malizdlja az a posteriori (feltételes) vdrhatd vesztesdégeket.
Tekintsiik most azt az esetet, amikor

L[4 dx] = (F- @ a= ),
ha X = x .

Ekkor A Bayes-ddntés az a d(x) = 4 déntés, amelyre

B, L(S,Q [x =x]=[(- @)% g(v|x)aV = min
3
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Ekkor.

Ep L, @) [x=x] _ _, J'w-_ Q) glah]x)ad= 0
?d 8

Innen:

gfu“g(q}"lx)cw
) érg(n./"lx)d'l)'

= f‘ij'g(’lﬂx)d'lf‘r
8 )

Tehdt d(x) =d = E(#| X = x) a+ paraméter feltételes
vadrhaté értéke az adott a posteriori slriliséggel szdmitva.
Amennyiben paraméterbecslés esetén a veszteségfiiggvény

L{v, dix)] = IV- dx)|,

akkor a Bayes-ddntés a W} paraméter a posteriori eloszldsé-
nak medidnja. Ekkor ugyanis az

B, L(v,a) [ X = x] =[ &-algt|x) av
C]
kifejezést kell minimalizdlni, ahol 4 = d(x).
Tegyiik fel, hogy 8= (-0, o}, ekkor:

(r,) fird‘—digw]x)dx - j (a- ) g W x)ad + [ @-a)
e i

a a
g{dix)dd= 4 f g{+h I x)dd - j}g(wl xpdah+ -
' -0 - 00 )

=) o0 .
+fngWxMO -da fﬂ@lmaﬂ = min
0 d

Vezessiik be az fﬁfg(d‘lx) dv = m jelslést 4 a posteriori

vdrhatd értékéng tovdbbd vegyik figyelembe, hogy

oo .

fg(m?lx)dt? = 1, ekkor a ( ) Bsszefliggés 1gy frhatd:
oo d

-~ O

d
(r3) [Iv-algwixad = afgixiav- [ig@tx)
-0 Bl | - oo
aw +rn-f¢gWWm av-4a [ 1=

)

—fd@hﬂx)dﬁq = min
oo
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Az (r3) Osszefliggés d szerinti minimuma csak ott lehet,

ahol a d szerinti derivdlt zérus. Képezziik ezért a kifeie-
zés d szerinti derivdltija:

d
fg('d“lx)dv +d gldlx) - d g(dlx) - dg(dix) - 1 +
- 0
a
+f g | x)d+" + dg(alx) = 0
-0
Innen:
d
f g{rlx) dd = ——%~
-

Tehdt 4 a ' paraméter a posteriori eloszld&sdnak medi-
anja.

Megjegyezziik, hogy a Bayes-féle kockdzat kiszdm{itdsa és
a Bayes-ddntés megtaldldsa a 4 -ra vonatkozd a priori elosz-—
lds ismeretében akkor is lehetséges, ha " nem X valdészinfiségi
vdltozd eloszldsdnak paramétere. Amennyiben X és 4} két olyan
valdszinliségi vdltozd, amelyek k&zdtt fliggdség, sztochasz-
tikus kapcsclat van és ismerjilk egymdsra vonatkozd feltéte-
les eloszldsaikat, valamint az egyik vdltozd eloszldsdt, ak-
kor a fentebb ismertetett eljdrds alkalmazhatd.

r

3.7 Korrelacio- és regresszidelmélet

3.7.1 A valoszinliségi valtozok kozotti sztochasztikus
kapcsolatokrol

A miszaki gyakorlatban és kutatdsban a korreldcid és
regresszidelmélet igen fontos segédeszkdz kiildnbdzd mennyi-
ségek kozbtti Ssszefliggések vizsgdlatdra.

A korreldcidelmélet tédrgya valészinliségi vdltozdk k&-
z0tti kapcsolat szorossdgdnak vizsgalata, a kapcsolat szoros-
sdgdnak mérése alkalmas mér&szdmok konstruédldsa, azok statist-
tikai mintdbdl tdrténd becslése, és a becslés tulajdonsdgai-
nak vizsgdlata. )

A valdszinliségi vdltozdk kdzdtti kapcsolat mérdszdmai
kdzil megismerkediink az dn. korreldcids egyiitthatdéval és annak
.néhény tulajdonsdgdval. Mds mér&szdmot is ismertetiink a kap-
csolat jellemzésére, tovdbb4d foglalkozunk az ismertetett mérd-
szdrnok statisztikai becslésével.
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A regresszidelmélet tdrgya valdszinlségi vdltozdk ko-
zo0tti kapcsolat fliggvényalakidnak vizsgdlata. Az ide tar-
tozd gyakorlati problémdk kiilonbdz& jellegfiek lehetnek.

A leggyakrabban felmeriild feladatokat dltaldban a kovetkezd
kategdéridk valamelyikébe sorolhatjuk:

1. Két vagy t&bb valdszinliségi vadltozd kdzdtti sztoc-
hasztikus kapcsolat vizsgdlata. Ilyen feladatot kell megol-
danunk, amikor meg akarjuk hatdrozni, milyen kapcsclat van
adott méretd acélrid maximdlis teherbirdsa, valamint a ruid
kezdeti gbrbesége, a rudban 1évé fesziiltségek stb. kozdtt.
Vizsgdlhatjuk adott betonkockan dthaladd ultrahang terjedé-
si sebessége és a kockdk tirési szildrdsdga kdzdtti kapcso-
latot {roncsoldsmentes szildrdsdgvizsgdlat céljdbdl). Ke-
reshetjiik valamely folyd vizgyljtdteriiletén adott idéinter-
vallamumban lehullot csapadék mennyisége és a folyé vizdlla-
sa vagy vizhozama k&zdtti kapcsolatot stb. E feladatok kdz8s
jellemz&éje, hogy a bennilk szerepld vdltozdk mindegyike vald-
szinliségi vdltozdé, s a fliggetleneknek tekintett vdltozdk ér-
tékei &ltaldban nem hatdrozzdk megegyértelmfien a fiiggd vdl-
tozé értékeit (nem tudjuk azt kiszdmitani a fiiggetlen v4l-
tozdék aktudlis értékeib8l). Ha két valdszinliségi valtozd X
és Y kbzbtti kapcsoclatot vizsgdlijuk, akkor - a mért 8ssze-
tartozd (x1;y1), {x2;y2)..., (xn;yn) értékpdrokat sikbeli

ponthalmazként dbrdzolva - a "pontfelhd" alakja utalhat a
vdltozdk kozdtti kdzds - pl. monoton ndvekvd vagy csdBkkend -
tendencidra, amint azt az 58.a.) és b.) &bra mutatja. Ilven-
kor a pontfelhd alakjdtsél filiggben igyeksziink valamilyen jél
kezelhetd fliggvény (pl. egyenes vagy alacsony fokszdmd poli-
nom) segitségével kifejezni a kdzds tendencidt. El&fordul-
hat, hogy a pontfelh& alakja azt sugallija, hogy semmiféle
kapcsolat nincs a két valdszin(iségi vdltozd. kdzdtt (1l&sd:
50.c.) 4dbré4t), ilyenkor célszer( fliggetlenségvizsgdlatot
végezni.

2. Egy valdésziniliségi vé&ltozdnak egy vagy tobb.funkcio-
ndlis vdltozdtdl valsd fliggésének vizsgdlata. Ez az eset for-
dul el$ pl. ha vizsgdljuk egy jdrmd féktdvolsdgdnak a sebes-
ségtdl vald fliggését, amelynél a sebességet "bedllitjuk", .a
féktdvolsdg adott dtviszonyok mellett is valdszin(ségi vdl-
toz6, amelynek értékét nyilvdn nem tudjuk eldirni. Hasonld
a helyzet, ha textilgépen a fonalszakaddsok szdmdt vizsg4l-
juk a motorfordulatszdm filggvényében. Ilyenkor tehdt a flig~-
getlen vdltozé (vagy vdltozdk) nem valdszintiségi vdltozdk,
hanem bedllitott értékek (amelyek meghatdrozdsa kisérlet-
tervezési feladat); a filiggd vdltozd valdszinliségi valtozd,
amelynek eloszldsdrdl a filiggetlen vdltozdk rigzitett Srté-
ke esetén beszélhetiink.
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a) ~b) <)

‘58. &abra
3. Ismert, egzakt fizikai tbrvényszerlséget kifejezd

; 31,a2,...,ar)

y = f(x1,x2,...,)’<S

egyenletben az ismeretlen paraméterek meghatdrozdsa. Az ebbe
a kategdridba tartozd feladatokndl sem az KyreoosX fiigget-

len vdltozdk, sem az y fiiggvénydérték nem valdszinlisdégi v4l-
tozdk, s a paraméterek ismeretében a filiggetlen vdltozdk adott
értékeihez tartozd y érték kiszdmithatd. A paraméterek azon-
ban rendszerint esetrdél esetre meghatdrozanddk a fliggetlen
vdltozdk és a fliggd vdltozd Ssszetartozd mért értékei alap-
jén, tehdt mérési eredményekb8l. A paraméterek meghatdrozdsédt
éppen az ismert f filggvénykapcsclatra tdmaszkodds teszi lehe-
tévé. Kilildn probléma annak elddntése, hogy a fliggetlen v4lto-
z6k mely értékeit irjuk eld mérési helynek, valamint hény mé-
rést kell végezni, hogy adott szdmi ismeretlen paramétert meg-
hatdrozhassunk. E problémakdrrel nem foglalkozunk kdnyvilink-
ben. .

A felsorolt problématipusok k8z8s vondsa; hogy mennyisé-
gek k6zbtti Osszefiiggéseket vizsgdlunk kvalitativ és kvanti-
tativ szempontbdél. E vizsgdlat f6 médszere a "legkisebb négy-
zetek elvének" alkalmazdsa, amelyet a pontban ismertetiink.

3.7.2 Korrelacid- és regresszidelmélet két valdszindségi
valtoz6 esetén

Két valészinlségi védltozd - X és Y - sztochasztikus kap-
csolatdt illetéleg legteljesebb informdcidt a két valtozd
egylittes eloszldsdbdl nyeriink. Az aldbbiakban tehat a kétdi-
menzidés folytonos eloszldst vizsgdljuk. Megmutatjuk, hogy a
folytonos eloszldsi X és Y valészin(ségi vdltozdk h(x,y) egylit-
tes silrliségfliggvénye segitségével néhdny mennyiséget kell ki-
szamitani ahhoz, hogy a két vdltozd kapcsolatdt elméletileg
jellemezhessiik.
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A korédbbiakban lidttuk (14sd:2.1.2 pont), hogy az X vald-
szinfliségl vdltozdé £ (x) slrdségfiiggvényét, ill az Y vdltozé

gly) slrlségfliggvényét a h(x,y) egylittes slrlségfiiggvénybdl
megkaphatjuk a kdvetkezd mddon:

o o
[htxyday = £, 111, [nix,yldx = g(y)

— 03

Ugyancsak kiszdmithatdk h(x,y) segitségével az aldbbi momen-
tumok:

oo o

M(x) = [[xhix,y)dx dy = [ x( [h(x,y)dy)dx =
-3~ 00 - -
= f{x)dx = .
_i;x {x)dx fH
m(Y) = fyhtx,y)ax dy = [ y([n(x,y)ay)ax =
- 00 —00 .y, -0
=fyg(y)dy = o
-co
M(x%) =ffx2h(x‘,y)dx dy = f %2 ( Ih{x,y)dy)dx -
== 00 -0 - oo

00

2 2 2 2
= | x“f(x)dx = M(X“) = 6 +
_L 1 M1

r

o oo o0 oo
M(v?) = [ [¥neuyiax ay = [ v [ nixopaniay -
() -0 ) -0 -0
o o]
= [YPomay = m?) = 6,7+ p?,
- 0O ‘
® o )
M{X . Y) = xy hix,y)dx dy = .
IWIOOY yldx dy = [y,
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Definicid.
Az X és Y valdésziniliségi vdltozdk kdzotti korreldcids
egylitthatd

Mlx - me0)] [ Y - m(v)] M(X . Y) - M(X)M(Y)
$ D(X) D(Y) D(X) D(Y)
M2 - Moo
6, 6,

A szédmldldban 1évé mennyiséget az X és Y kHz6tti kovariancid-—
nak nevezzik, a nevezdben pedig a szdrdsok szorzata van.
A korreldcids egylitthatéra vonatkezdlag kimutathaté, hogy

ha o= _ ¥ 1, akkor Y = a X + b, vagyis linedris kapcsolat 411

fenn a két vdltozé kzdtt, azaz X értéke egyértelmiien megha-
tdrozza y értékét; ez esetben ha a >» 0, akkor r =.1, ha a<g,
akkor r = -1.

Definfcié. Amennyiben ¢ = 0, akkor az X és Y valészini-
ségi vdltozdkat korreldtlancknak nevezziik.

Ha két valdszinliségi vdltozé fliggetlen, akkor korreld-
latlan is, hiszen flggetlen valdszinliségi vdltozdk szorzatd-
nak vdrhatdé értéke a varhatd értékek szorzatidval egyenld, te-
hdt fliggetlenség esetén a korreldcids egyutthaté szdmldldéia
zérus.,

Abbdl a ténybd&l viszont, hogy p = 0, dltaldban még nem
kdvetkezik a két vdltozd filiggetlensége. Litni fogjuk, hogy a
gyakorlati szempontbél fontos kétdimenzids normdlis eloszlds
esetén a korreldtlansdg maga utdn vonja a két vdltozd fuaget—
lenségét. Mds eloszldsok esetében eldfordulhat, hogy ¢ =
a két vadltozd k¥zott mégis szoros kapcesolat (sét az is lehet
hogy figgvénykapcsolat) &1l fenn. Ha értéke k&zel van 1-hez
vagy (-1)-hez, akkor mindenesetre azt mondhatjuk, hogy a vizs-
gdlt valdszinlségi vdltozdk kHzdtt szoros linedris sztochasz-
tikus kapcsolat van.

Ahhoz, hogy az X és Y valdszinlségi vdltozdk kapcsolatot
megbizhatdan jellemezhessiik, és a kapcsolat filiggvényalakijéd-
rél is képet kapjunk, a h(x,y) egylittes silrliségfiiggvény se~
gitségével tovdbbi mennyiséget is ki kell szdmitanunk.

Definicid.
A hix,y) kétdimenzids slrlségfiiggvény lsmereteben az Y
valészinliségi vdltozd feltételes vdrhatd értéke az X = x fel-

tétel mellett:

[ ]
fyh(x,y)dy
-0
M(Y|X = x) = = = gy (x)
Lh(x,y)dy ‘
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Az M(Y|X = x) feltételes vdrhatd értéket mint x fliggvényét
az Y vdltozé X-re vonatkozé regresszids gdrbéjének nevezziik.
Az M{Y|X = x) = }Lz(x) regresszidés gorbe az X és Y valdszinf-

ségi vdltozdk k&z&tti kapesolat fiiogvényalakjit, a két vdl-
tozd kézotti kdzds tendencidt fedjezi ki; mivel azt tiikrézi
vissza, hogyan fiigg az Y vdltozd védrhatd értéke X megfigyelt
értékéts8l. Hasonldéan értelimezhetd az M(X]Y = y)=/L1(y) fel-

tételes vdrhatd érték mint y fiiggvénye. A gyakorlati problé-
ma dénti el, hogy melyiket vizsgdljuk a két fliggvény kdziil.

A regresszidés gbrbének fontos optimumtulajdonsdga van,
amelyet a ktvetkezd tétel fejez ki:

Tétel. .
Ha VY= y{X) tetszdleges fliggvénye az X vdltozdénak, ak-
kor tetszéleges X = x értékre:

M[y - /,Lz(x)}zé Mly - y}(x)]2 .

azaz minden gbrbe kdzlil a regresszids gbrbe az, amelytdl Y
értékeinek négyzetes dtlageltérése a legkisebb.

Bizonyités.
A szdrésnégyzetre wvonatkozd Steiner—-formula szerint,

ha M(Y) = }Lz, akkor tetszdleges a szdmra
2
M(Y - ,u'2)2 < M(Y -a)” ,

és egyenliség csakis az o= Ho esetben 411 fenn.

Legyen Y= ¥ (X) tetszdleges fiiggvénye X-nek, akkor rdg-
zitett X = x értékre /Lz(x) = M{Y|X = x) az Y feltételes vdr-

haté értéke, pix) =a valamely szé&m, tehdt minden x-re:

uly - /.(/(X)]z MYy - y)]? .

Az M{Y|X = x) feltételes vdrhatd érték valdszinlségi
vdltozdénak tekinthetd, hiszen értéke attdl fligg, hogy X me-
lyik lehetséges x értékét vette fel, amennyiben Y nem fligget-
len X-t8l. Ez utdébbi esetben ugyanis M(Y|X = x) = M(Y) = const.
Ilyenformén, ha az M(¥|{X = x) = pz(x) fiiggvény nem az x ten-

gellyel parhuzamos egyenes, akkor mdris az X és Y vdltozdk
kdzdtti fiiggésre kdvetkeztethetiink. E fliggés szorossidgdt a
kdvetkezd médon is mérhetjlik.
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Szdmitsuk ki az M{¥|X = %) feltételes vdrhaté értékének
nint valdszinlségi vdltozdénak a vdrhatd értékét és a szdérés-
;négyzetét' Minthogy

| _Lyntyray ©  h(x,y)
M(YIX = x) = o = [y —— ay ,
Lhxypay 0 7% £x)
ezért
M M(Y|X = x) = J-(ff ——Eé%§¥—— dy ) £(x)dx =

oo o0 o0
= [y ([ neyian ay = [ygly)dy = ny) = p,.
B - -

Ez utdbbi osszefuggés alapjén a k&vetkezd tételt mondhatjuk
ki.

Tétel. .

Az Y vdltozd M(Y]X = x) feltételes vdrhatd értékének
vdrhatd értéke az Y vdltozd (feltétel nélkiili) vdrhatd érté-
kével egyenlf. Az M(Y|X = x) valdsziniségi vdltozd szbrds-
négyzete:

p?M(vix)] = ™ 728 (x) ax.

Az Y valdszinliségi vdltozd feltételes vdrhatd értékének szd-
rédsnégyzete és Y szdérdsnégyzete segitségével az X és Y v4l- -
tozdk kapcsolata szorossdgdnak mérésére igen j6 mérSszdmot
konstrudlt K. Pearson.

Definficid. : '

Ha ez Y vdltozdé X-re vonatkozé feltételes vdrhatd érté-
kének szdrdsnégyzetét elosztjuk Y szdrdsnégyzetével, vagyis
képezzilk a .

2 _ DAMMY|XY] _ 1
Oyx = 2 = T3
D (Y) o]

o
f[/lbz(x) - py 128 () ax
-
mennyiséget akkor olyan:szdmot kapunk, amelyre teljesiil a
0 = @2 <1

Xy
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egyenétlenség. Ennek a mennyiségnek a pozitiv négyzetgydkét
a ay X szdmot az X és Y vdltozdk kdzbtti korreldcidhdnyados-

r
hak nevezziik. A korreldcidhédnyados fontos tulajdonsdgét feje-
zi ki az aldbbi tétel, amelyet bizonyitds nélkiil kdzliink.

Tétel.
A ey’x kprreléciéhényados értéke akkor és csak akkor

0, ha X és Y fliggetlenek, tovébbi By - értéke akkor és csak
r

akkor 1, ha X és Y k&zdtt fliggvénykapcsolat van.

A korreldcidhdnyados tehdt két valédszinfiségi vdltozd
kapcsolata szorossdgdnak igen jé mérSszdma, .elbnydsebb tulaj-
donsdgai vannak, mint a korreldcids egyiitthatdnak, amelynek
bevezetése ugyancsak K. Pearson nevéhez fdzédik.

3.7.3 A regresszi0s egyenes meghatarozisa a legkisebb négyzetek
mobdszerével ‘

A legkisebb néyzetek médszere a valdszinfiségszdmitdsnak
és a matematikai statisztikdnak Jjelentds technikai segédesz-
kéze. Haszndlatdnak jogosultsdgdt az eredmények matematikai
statisztikai vizsgdlata tdmasztja ald. A médszer alkalmazédsédt
eldszdr két valdszinliségi vdltozd kdzdtti kapcsolatot kife-
jez8 kdzelitd fliggvény keresésére vonatkozélag mutatjuk be.
Ilyen kdzelit8 fliggvény keresését indokolhatja, hogy az egyik
valtozé értékei kdnnyebben mérhetdk, mint a mdsiké, vagy pl.
egyik vdltozé aktudlis értéke kordbban megfigyelhetd, mint a
masik vdltozdéé.

Tekintsiik a folytonos eloszldsd X és Y valdszinlségi
vdltozdkat, amelyek Osszetartozd mért értékeit tartalmazd

(XT:Y1)_; (X2'Y2)l D) (Xn,yn)

kétdimenzids mintdval rendelkeziink. A mintdt sikbeli ponthal-
mazként 4brdzolva, a pontok elhelyezkedése sokszor arra utal,
hogy megelégedhetiink a két vdltozé kbzBtti kdzbs tendencid-
nak valamely Y = aX + & egyenessel vald kifejezésére. Ilyen
pontelhelyezkedést ldthattunk a 50.a.)} 4brdn. Amikor az ¥
véltozd értékét a X vdltozéd aX + & linedris filiggvényével
k&dzel{itlink, akkor feladatunk az oaés & dllanddk meghatdrozédsa.
E kdzelités esetében tényleges értéke és a linedris kdzelités
kdzdtti eltését az ,

Y - {a X + b}

kiildnbség adja.
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Definicid. .

Linedris k&zelités esetén a legkisebb négyzetek médszere
szerint a és b értékét dgy kell meghatdroznunk, hogy az elté-
rés négyzetének vdrhaté értéke a lehetS legkisebb legyen, az-
az fenndlljon:

M[Y - (aXx+ b)]2 = minimum.

Hatdrozzuk meg mely a, b értékre 411 fenn ez a minimum.
A fenti Osszefliggésben szereplé kifejezés a és b fliggvénye

f(a,b} =M[Y - (a X + b)]2 .

Az f(a,b) kétvdltozdés filggvény szélsdértdkét csak ott vehe-
ti fel, ahol mindkét védltozd szerint parcidlis derivdltija
zérussal egyenlé:

2f(a,b) df(a,b)
—_— =0, —— =0
Ya b

Ha az X és Y vdltozdk h(x,y) egylittes sliriségfiiggvényét is-
merjik, akkor az f(a,b) fiiggvény a kdvetkezd:

oo oo

£ta,b) = [ fiy - ax - b)? h(x,y)ax dy .
—0 00
Innen
£ (a,b) o
_— = - 2 ‘f x{y - ax - b) hi{x,y)dx dy =
da Zo Joo
"o0 oo oaoaz
= - 2[[ j.xyh(x,y)dx dy - a f fx hi{x,y}dx dy -
-® -0 -® -m
00 o0
- b fth{x,y)dx dy] =0,
- 00 —p0 .
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3f (a,b) ® o
————=-2 [ fty - ax - b)h(x,y)dx dy =

b -0 =00
oo oo [ I7 o]
= -2 [ffyh(x,y)dx dy - a fth(x,y)dx dy -
-0~ -0 ~00
00 00 :
- b ffh(x,y)dx dy ] = 0.
-0 =po

Figyelembe véve a 260. oldalen szerepld formuldkat, tov&bbd
(-2)vel osztva, a k&vetkezd linedris egyenletrendszert kap-
juk:

2 2 _
My =3l 85+ R b g =0
Moy ~ @y = b =0
Innen b = /u,z—a }L,I , tehét
_ 2 2, _ 2
fap 3l 87+ ul) Fa Pt @ pyg =0,
azZaz

P12 =M P _. 6, Mia ™ M1 M

2
6J1 0J‘l 6J1 6‘2

Ha most figyelembe vessziik a §J korreldcids egyiitthatdéra
vonatkozd Ysszefliggést, akkor

) 5y b - B 6,
a= ?‘6—"' =My T—/ﬂ
1 7

Kénnyd beldtni, hogy a kapott {a,b) értékpdrra f(a,b) vald-
ban minimudt veszi fel. A keresett egyenes egyenlete:

5, : 5,
S T A T - O
= 9—62 (x - U,) + W |
§] o1 2T
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A regressziés egyenes irdnytangensét, az a = [ ——EE—— mennyi-
’ 1

séget az Y vdltozd X-re vonatkozd regresszids egylitthatdjd-

nak nevezzilkk. A kdzelitd egyenes egyenlete a k&vetkezd alak-

ban {rhaté:

Y~ My X = M
—_— = g) - .
62 oy
Ebb&l az alakbdél 1ldthatéd, hogy x = M1 esetén y = sz addé-

dik, vagyis a regresszids egyenes dtmegy a (qu,/bz) ponton,

az eloszlds sdlypontjdn. Ha ¢ = 0, vagyis X és Y korreldt-
lanck, akkor y = }Lz az x tengellyel pa&rhuzamos egyenes.

A fenti egyvenlet azt is mutatja, hogy ha az X és Y vald-
szinliségi vdltozdk

e M At N
6‘] ! 62

standardizdlt vdltozdit képezzilkk, akkor Y*-nak az X"-ra vo-
natkozdé redresszids egyenese az origén &tmend egyenes amely-
nek irdnytangense éppen a korreldcids egyiitthatd.

Hasonldé médon hatdrozhatd meg a legkisebb négyzetek
médszerével az X valészinfiségi vdltozd Y-ra vonatkozd reg-
resszidés egyenese, amelynek egyenlete:

6y 64
X2 T ¥ Py T Fa® T T
2 2
61
=Y e 0 pg)
2
Az X vdltozd Y-ra vonatkozd regresszids egylitthatdja tehdt:
61
a’ = ¢
6‘2
A két regresszids egyiitthatd szorzata:
& 6
‘ 2 1 2
aa’ = ¢ 6.9 . = 9
1 2

Lithatjuk, hogy a legkisebb négyzetek mdédszere az X és Y
valészinliségi vdltozdk k&zdtti linedris kapcsolatdnak kdze-
litésére két egyenest szolgdltat.
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Amennyiben X értéke pontosabban mérheté (vagy bedllit-
haté) mint ¥ értéke, akkor X-et tekintjilk fliggetlen véltozd-
nak &és Y-nak X-re vonatkozd regresszids egyenesét hatdrozzuk
meg. ~

3.7.4 A regresszi6s egyenes paramétereinek becslése.
A korrelécios egyiitthaté becslése

A gyakorlatban az (X ; Y) valészinfiségi vdltozd pér
egylittes eloszldsdt rendszerint nem ismerjlik, figy a regresz-
szids egyeneseket az el&zd pontban ismertetett mddszerrel
nem tudjuk meghatdrozni. Ilyenkor a (X ; ¥) pdrra vonatkozd
{xq;y1), (xz;yz),,..,(xn;yn) kétdimenzids mintdbdl indulunk

ki, amelyet rendszerint egy (x,y) derékszdgll koordindta-
rendszerben dbrdzolunk. Ha a pontelhelyezkedés linedris kd-
zel{tés célszer(iségét sugallja, .akkor keressiik azt az y =
=ax + b egyenest, amely a legkisebb négyzetek elve értelmé-
ben legjobban illeszkedik a pontfelh6hdz (ldsd: 59. dbra).

A
vl Iy tax+ 0’

Az egylitthatdkat a

n
yla,b) = Z:[yi - (ax, + b}]2 = minimum
' i=1 ,

feltétel alapjdn becsiiljliik. A y(a,b) kétvdltozés figgvény
szélsdértékhelyének megkeresése célidbsl- az elbéz6 pontban
ismertetett elijirdssal teljesen analég médon eljdrva a par-
cidlis derivdltakat kell zérussal egyenldévé tenni, majd a

af(a,b) =0, ﬁf(a,b) = 0
2a b

egyenleteket kell megoldani.
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n

9v{a,b) —
J——-——:-zL (y, - ax, - b) x;, =0 ,
Ja . i i ) i
i=1
n
? yla,b)
—L—=-2Z_ (y. - ax, - b) =0
Ib i=1 + 1

Ezek alapjédn a kdvetkezd lineéris egyenletréndszert nyerjiik:

n n n
a.z: x2 + b Xj X, = E: X.Y
i i ity
i=1 i=1 i=1
n n
a X, 0t bn = Yy -
i=1 i=1

a megolddsrendszer:

~ i=1 1 i=1
a = n n
5
n Z Xy - ( Z xl):2
i=1 i=1
n n n n
x2 - X X
E: 1 ¥ 1 i¥4
~ i=1 i=1 i=1 i=1
b = n n
2 2
n Z X, - (X Xl)
i=1 i=1

Eziel.gyakorlatilag megoldottuk a feladatunkat. Figyelembe

kell venni, hogy az a, ill. b mennyiségek valdszinfiségi v4l-
tozdk mivel az (xi,yi)_mintaelemek fiiggvényei (i=1,2,...,n).
fgy a, ill b az
6J2
b1

6 !
a =p , ill. b = o, - _g_z__ pq elméleti para-
1
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méterek becslései. Ha a képletében a szdml4lét és nevezbt

nz—tel osztjuk, akkor

n n n n
DIERFEDEE DR IR
i=1 4 i=1

A i=1 i=1 - - % 7
n 5 n 5 n -
n x5 - x,) 2 -
E: i E: 1 S1
i=1 i=1
. n
s
i=1 - =
- n Ty S2
S,] 52 S.]
ahol S$ az X vdltozd empirikus szdrdsnégyzete, Sg pedig ¥
empirikus szdrdsnégyzete. Bevezetve az
n
Z *3¥y
i=1 o
n T XY
r =
51 52

jeléléstrkapjuk:

~ Sz
a=r
S1.
6)2
Usszehasonlitva az a = ¢ 3 elméleti regresszids egylitt-
S 1

hatét a = r ——gg—— becslésével, indokolt az r mennyiséget a

1
Q¢ korreldcids egyiitthatd becslésének tekinteni. Az X és Y

valészinliségi vdltozdk kdzdtti

M(X . ¥Y) - M(X) M({Y)

P

D (X} b(Y)
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“korreldcids egylitthaté becslése az

n
E: Xi¥3
i=1

_;i}'

empirikus korreldcids egyiitthaté. Az r empirikus (tapasz=<
talati) korreldciés egylitthaté maga is valészinliségi val-
tozé, amelynek vdrhaté értékére és szdrdsnégyzetére vonat-
kozdélag eléggé enyhe feltételek mellett a kdvetkezd aszimp-—
totikus formuldk érvényesek:-
M+ ohH?
r) = +0( 3/2) !
n n

24

M(x) = @ + 0(——) ; D

ahol 0(——), ill. 0(—3}74) olyan mennyiségeket jel®lnek,
’ n

amelyek n — oo esetén legaldbb olyan gyorsan tartanak O-hoz

. 1 . 1 .
nmint a— ill. ;§7§— . Ez azt jelenti, hogy r a ¢ -nak

asszimptotikus torzftatlan és konzisztens becslése. A beve-
zetett jelBlésekkel némi szdmolédssal beldthatd, hogy a reg-
ressziés egyenes b elméleti paraméterének b becslése az alédb-

bi alakban irhaté:
-5
Y S

oo
1

1

vagyis a keresett egyenes egyenlete:

s _ s,  _ 5,
y =r-—J|—ZX*%YyY - X =
s, 5, oS,

Az Osszefiliggés étrendezheté

X

Y - ¥y oy XX
S2 Sq
alakra, amely Osszhangban van az elméleti
y - M X -
2 . p —————Jﬁl— formuldval, csak itt a megfe-
oF; ’ 6 1

leld empirikus mennyiségek {becslések) szerepelnek.
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3.7.5 Regresszios parabolik

Tekintsiik ismét a folytonos eloszldsd (X, Y} valdszind-
ségi vdltozd pédrt, amelyr8l feltételezzilk, hogy egylittes
hix,y) slrlségfiggvényét ismeriiik.

Ha az (X, Y) pdrra vonatkozdé statisztikai minta sikbeli
ponthalmazként dbrdzolva szemldtomdst nem teszi lehetévé az
Y vdltozdénak az ¥X linedris fliggvényével vald kdzelitését,
akkor {(lehetdleg alalcsony fokszdml) polinom segitségével
ktzelitiink. ;

Tegyiik fel, hogy Y értékeit az X vdltozd k-adfokd poli-
nomja segitségével kivdnjuk kdzeliteni:

+ a, X + a X2 + ... + a Xk

Y 2 a 2

0

akkor a legkisebb négyzetek elvét alkalmazva az ao,a1,...,a
egylitthatdkat udgy kell meghatdroznunk, hogy

My - (ag + a; X + ... + a Xk)]2 = minimum

legyen. Ez a védrhatd értéke az Agraqseessay ismeretlenek
fliggvénye:

So(aora}r---rak) = ff(y-ao-a.l x—a,)xz—'...

- akxk)?

Mivel a ¢ fliggvénynek szélsé8értéke csak ott lehet, ahol az
a, vdltozdk szerinti parcidlis derivdltak zérussal egyenldk,

a keresett egylitthatdkra az aldbbi egyenletrendszer adddik:

hi{x,y)dx dy

1 %y f (—a—axaz— _
o [ g -y kel -
i —co-00
k i ,
= apx ) Xx"h{x,y)dx dy = 0 (i=0,1%1,2,...,k%).
Innen:
00 0
a j‘j\xlh(x,y)dx dy + a, ]‘ h{x,y)dx dy + ...
-0 - —oo-oo

+oay f.f X h(x,y)dx dy ~[]iyx h(x,y)dx dy

~00 -0 ~00 - 00

{i=0,1,2,...,k).
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Bevezetve a momentumokra szokdsos

ot )
Moo= Ve oy o= [ [¥pmymaxay

-0 =00
0o oo
/Li,1 = f f xlyh{x,y)dx ay
R ~C =00

. jeltlést, egyenletrendszeriink az aldbbi alakd lesz:

M0 %0 THaer,0 1t Maaz,0 22 ot My o ¥ T M
(1=0,1,2,...,k).

Mivel (k+1) linedris egyenletiink és (k+1) ismeretlen
egylitthatdé van, az egyenletrendszer megolddsa megadja a ke-
resett poclinom egyiitthatdit. Be lehet bizonyftani, hogy a
nyert megolddsrendszer ¥ -nek minimumhelye.

A gyakorlatban az X és Y vdltozdk egyiittes eloszlédsét
dltaldban nem ismeriiik. Ha az {X, Y) vdltozdpdr Osszetartozd
értékeire mérések dtjdn az (x1y1), (x2,y2),...,(xn,yn) sta-

tisztikai mintdt nyerjilkk, akkor a legkisebb négyzetek mséd-
szerével a k&zelit8 polinom egyiitthatdinak becslését a

k
- - s - 2 _
Yi@geagreai,a) = z [yi (ag + ayx, - ayxi = ...
. i=1 :
vee - kxt)}Z = minimum

feltétel mellett keressiik. A parcidlis derivdltakra most a

Iy

3aj

n
= - 22: (yi - a0 - a1xi Toeee T ogx
i=1

(3=0,1,2,...,k)

feltételnek kell teljesiilnie.
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{ Tnnen a megoldandé egyenletrendszer:
n n n

3 ) g L
a, E: X3 t 4, xj |t 2, x; O #

i=1 i=1 i=1

n n
ceas T akz Xi-}k =Z in]]'. (j=011r2:-.-1k).
i=1 i=1

Az egyenlet mindkét oldaldt n-nel végigosztva és a tapasz-
talati momentumokra szokdsos

n :] n j
2. %1 ) ¥iX3
i=1 i=1

:1 . = m_ =
" r N T

jelslés bevezetésével megoldandd egyenletfendszer:

+ + = m,

M0 ¥ Mye,0%1 T Pye2,0%2 T oot T Pyak, 0% T My,

(j=0r112r---1k)

amely analdég az elméleti momentumckat tartalmazd egyenlet-
rendszerrel, csak benne az elméleti momentumok helyett a
tapasztalati (empirikus) momentumok szerepelnek. A fenti
egyenletrendszert k kicsiny értékeire (k=2,3) a Cramér-sza-.
b4ly segitségével megoldhatjuk. Ha magasabb fokszdmi polinom-
mal kdzelitiink, akkor dltaldban szamitségép alkalmazdsa szilk-
séges. A kapott ao,a1,...,ak megolddsrendszer az elméleti

egyenletrendszer'megoldés’?endszerénekstatisztikai becslése.

3.7.6 Korreldcio és regresszid kétdimenziés normalis eloszlas
esetében

A mfiszaki gyakorlatban bet#ltétt fontos szerepe miatt
kiildn is vizsgdliuk a korreldcids és regressziés viszonyok
szempontidbdl a kétdimenzids normédlis eloszlés esetét, ami-
kor az X &s Y valdszinlségi vdltozdk egylttes slrlségfiigg-
vénye a

(x-m1)2

1
2

1
2(1- p?)

=]

1
hix,y) = >
2T 6, 6, -9

(x-m ) (x-m))  (y-m,)

29878, 8, ’ 63
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ahol m1 = M({X) , m2 = M(Y), 51 = D(X) ,
62 = DY), p=¢ (X, Y) pedig a korreldcids

egylitthatd.
Ha a ©= 0, azaz X és Y korreldtlanok, akkor

(x—m1 ) 2 (y—mz) 2

S e 0 e 6
61 T 1 62{7ﬁ' 2

h(x,y)

It

f(x)g(y)

Minthogy ez esetben a X és Y egylittes strliségfiiggvénye az
egyes vdltozdk slridségfiiggvényeinek szorzata, kdvetkezik,
hogy X és Y filggetlenek, teh&t igaz az alédbbi tétel.

Tétel.

Kétdimenzids normdlis eloszlds esetében a két valészindg~
s€gi vdltozd korreldlatlansdgdbdl a vdltozdk fliggetlensége
kdvetkezik. Szdmitsuk ki az Y vdltozd X-re vonatkozd regresz-
szids gbrbéjét, az M(Y|X = x) = Mo (%) fliggvényt!

Mint ismeretes

oo o
mrlx = x) = [y BEA ay - [ygy nyay ,
-0 . -0
ahol a ——?%%i{l— = g(y|x) fliggvény az Y valdszinfségi vdl-

tozd feltételes sdr(ségfiiggvénye az X = x feltdtel mellett.
Ha a h(x,y) egyiittes slrfiségfiiggvényét eleszjuk az X vdltozs
f{x) slrdségfliggvényével, akkor

1

) ~ 2 2
gly|x ) = h{x,y) - 1 e 2 02(1— o )

wa) 622IV” _?2)
_ _ 2 - 2
[ymy - ¢ 5+ & m)]

Ebbdl a formdbdl kdzvetleniil kiolvashatd, hogy az valdszinii-
ségi vdltozd feltételes varhatd értéke:

6

MOPIX = %) = o0 =9 =2 (x = mp) +om,

Ez utdbbi formula egy egyenes egyenlete. Ennek alapjdn a k&-
vetkez$ tételt mondhatjuk ki.
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Tétel.

Ha az X és Y valészinlségi vdltozdk egyiittes eloszlédsa
kétdimenzids normdlis eloszlds, akkor az Y vdltozdé X-re vo-
natkozé regresszids gdrbéje az

6,2
Yy = ¢ G (x - m1) + m, egyenes.
1

Léthaté,_hogy X = m,

egyenes Atmegy az (m1;m2) ponton, az eloszlds sulypontjén.

esetén y = Moy vagyis a regresszids

A regresszids egyenes egyenlete

B T
62 61
® X - m!
alakban is f{rhatd, ami mutatia, hogy az X = ———Ef——— és
Y -m 1
» 2

¥* = standardizdlt vdltozdk esetén Y -nak az X

6J2
vdltozdéra vonatkozd regresszidja az origdn dtmend egyenes,
amelynek irdnytangense a ¢ korreldcids egyiitthatd.
Analég médon szdmithatd az X valdszinlségi vdltozd Y-ra

vonatkozé regresszids gdrbéje. A szdmitds az

6
% = ?__L(y—m)+m

62 2 1

egyenest szolgdltatija.
A gyakorlatban dltaldban mintdbdl kell becsulnunk a regresz-
szids egyenes paramétereit.

Minthogy normdlis eloszlds esetében a vdrhatd érték leg-
jobb becslése a mintak®zép, a szdrdsnégyzetek torzitatlan
becslései a korrigdlt empirikus szdrdsnégyzetek, ezért az
aldbbi becsléseket alkalmazzuk:

n : n
)M 2
i=1 1=1

n n
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n

%2 1 =2
557 = Tr—1—i§1 vy =¥

¢ korreldciés egylitthatd becslésére az

n — —
Z (x, - x){y; - v)
i=1
r n n
Yok -0ty - w?
i=1 i=1

empirikus korreldcids egyiitthatdt haszndljuk, amelynek két-
vdltozdés normdlis eloszlds esetébena sdridségfiiggvénye is is-
mert és ne elem minta esetén a kdvetkezd:

ot S
o 2 2

. .n -2 _ a2 I
(2 p) = (1 - 9% (1 - 2%
1

n-2

X dx - -
f (1 _ )n_—] v‘] _ pi (— 1 = Z2 = 1) r
0 O %2 b4

ahol o az elméleti korreldcids egylitthatd.
Az r statisztikdbdl R. A. Fisher a k&vetkezd statisz-
tikdt képezte:

1
7z = > n

1 +r
1 - r

Megmutathatd, hogy ha n nagy, akkor Z elég dltaldnos felté-
telek mellett normdlis eloszldsd

[&]

1 3
2{n - 1)

M(zZ) ~ > in

+
+

“ |0

1
1
vdrhatd értékkel és

1

p%(z) v ol

szdérdsnégyzettel.
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Ezen formuldk segitségével kétdimenzids normidlis eloszlds
esetében vizsgdlhatjuk az X és Y valdszinlségi vdltozdk fiig-
getlenségét. Ekkor ugvanis a

HO : P{X < x, Y < y) =P({X <x})P(Y < v¥)
hipotézis ekvivalens a H6 : =10 hipotézissel, mivel ez

esetben a korreldtlansdga maga utdn vonja a filiggetlenséget.

H6 fenndlldsa esetén pedig

P(.._i__éz<_____2____.
in - 3 Vn -3

nagy {n »>30).

) 2 0,95, ha n elég

3.7.7 Korrelacios és regresszios tobb valtozé esetén

A miszaki gyakorlatban sokszor tisztdznunk kell, hogy
bizonyos mennyiség{ek} hogyan fiigg(nek) mds mennyiségektél,
ezek koziil melyvektdl fligg(nek) erdsen és melyekt8l lényeg-
teleniil. Sokszor vizsgdlnunk kell olvan kérdést is, hogy
két mennviség erds Osszefliggése valdban okszerli-e vagy csak
tovdbbi mennyiségek okozzdk a szoros kapcsolat ldtszatét.
Tegyik fel, hogy egy adott gyakorlati vizsgdlatndl n szdmi
mennyiség jdtszik szerepet, ezek mindegyike valészinfiségi
vdltozd, igy egylitteslik - egy n dimenzids vektor - ugyan-
csak valészinliségi valtozd:.

Az n szdmd vdltozd bdrmelyikét vizsgdlhatjuk a t&bbi
n-1 vdltozé figgvényeként, esetleyg 2 (vagy hédrom) kivdlasz-
tott vdltozdét a t8bbi n - 2 vagy n - 3 vdltozé fliggvényeként.
(Természetesen n megvidlasztdsa bizonyos fokig Snkényes, min-
denesetre igyeksziink a vizsgdlt jelenség alakuldsdban lénye-
ges szerepet jdtszd valamennyi komponenst figyelembe venni).

Jeldljlik a szdéban forgd valdszinliségi vdltozdk egylitte-
sét az (X1, Xz,..., Xn) véletlen vektorral, s ennek n dimen-

zids slrliségfiiggvénye legven f(x1,x2,...,xn). Vizsgdlhatjuk,
hogy az X, vdltozé értékeit az X,, XB,.}., X, véltozdk mely
fliggvényének értékei kdzelitik legjobban. A legkisebb négy-
zetek mdédszere most is a feltételes vdrhatd értékhez vezet,
amely most n - 1 vdltozés fliggvény:

g(x1|x2 = x X, = Xypeoos X = xn) = g(xz,x3,...,xn} =

n

-rx f(x1,x2,...,xn)dx1

oo
f f(x1,x2,...,xn)dx1
-x
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A g(xz,...,xn} fliggvényt X1-nek, az (X2,..., Xn)—re vonat-~

koztatott regresszids feliiletének nevezziik.
Adott régzitett (megfigyelt) XyrXareea X, értékrendszer

mellett g(xz,x3,...,xn) képviseli a legjobb becslést X

megfigyelendd értékre wvonatkozdlag. A regresszids feliilet
viszonvlag egyszerd n dimenzids normdlis eloszlds esetében,
amint az alédbbi tételb&l ladthatd, amelyet bizonyitds nélkiil
kozliink. f

Tétel.
Abban az esetben, ha az (X1, X2,..., Xn) vadltozdk egylit-

tes eloszldsa n-dimenzids normdlis eloszléds, akkor a regresz-
szids feliilet sik, vagyis

X, + a

X =x) =a 5

L n n 12 Xy teaat

Xq= M(X,ll){2 = X 3

13
*oAp%¥ntey

Az X1 vdltozd helyett természetesen az Xy véltozéi bérmelyi-

két kifejezhetjiik a tobbi vdltozd fliggvényeként, esetleg nem
is mindegyik vdltozdét vesszik az Ryroowr X vdltozdk kozil.

Annak kifejezésre juttatdsa, hogy melyik vdltozdt emeljiik
ki, és mely t&bbi vdltozd fliggvényeként kSzelitijiik, meglehe-
t8sen bonyolult jel8lésméddal lehetséges, amelyet nem kivé-
nunk bevezetni, inkdbb meg&llapodunk, hogy mindig az aktud-
lis kivdlasztott vdltozdét jeldljik X,-gyel.

Hasonldan a két valészinlségi vdltozdt kdzdtti regresz-
szids gbrbe egyenessel vald kdzelitéséhez, t&bb valdszini-
ségi vdltozd esetében is gyakran megelégsziink egy kivdlasz-
tott X, vdltozénak linedris fiiggvénnyel vald kbzelitésével

akkor is, ha az egylittes eloszlds nem n-dimenzids normdlis
eloszlds. Meghatdrozzuk azt a regresszids "sikot" (valdjé-
ban n - 1 dimenzids dn. hipersikot), amelyt8l X1 értékei

a legkisebb négyzetek médszere alapjdn a legkevésbé térnek
el. Egyszeriség kedvéért feltessziik, hogy

M(Xi} =0 (i=1,2,...,n).
Ezt mindig elérhetjiik azdltal, hogy mindegyik valészinliségi
valtozdbél levonijuk a vadrhatd értékét.

Keressiik tehdt azt a

Xy = agy Xyt a5y Xa b wee +oay, Xy

in - 1) vdltozdés linedris flggvényt, amelyre

2 L,
574 M(X1 - a4, Xz - a4, X3 = e ToAag, Xn) = minimum.



Feltételezve, hogy a szdéban forgd védltozdk folytonos el-
oszldsdak, a fenti &sszefliggést integrdl alakban is frhat-
juk:

o

o
2
f... f (x1 T oA ,Xy T a1nxn) f(x1,x2,...,xn)dx1dx2...

— OO

.dxn = minimum.

A vegyes momentumcok jeiblésére {kovariancidk) bhevezetjik a

o0
bij = bji = j~xixj f(x1,x2,...,xn)dx1dx2...dxn
-oQ
jeltlést. Specidlisan
_ 2, _ L2 .
bii = M(Xi) = D {Xi) (1—1,2{...,n).

Differencidldssal az ismeretlen aij egylitthatdékra a kdvetke-—
z8 linedris egyenletrendszert kapjuk:

b12a12 + bi3a13 L bina1n = bi1 {(i=2,2,...,n).
Feltéve, hogy
biy byy e-e byy
byg  Pay --e My
B = :
bn1 bn2 et bnm

kovarianciamdtrix nem szinguldris (azaz determindnsa nem
zérus), megolddsként - ha B11 # 0 - az

B N
aqy = —1K  (x=2,...,1) ,
B4
kifejezést nyerjiik, ahol B1k’ iil. B11 a b1k' ill. b11.ele—

mekhez tartozd aldetermindnsokat jeldlik.
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Az Xi és X. valdsziniiségi vdltozdk korreldcids egylitt-
hatéja J

Pi5 = i S LU (i,9=1,2,...,n).
Y pixp)px) Vb b
Képezziik most az
Y1 = X1 - a12 X2 - 313 X3 ~ e aTn Xn =

n
1
o By L s 3
j=1
Un. maradékot, amelyet tehdt Ggy nyeriink, hogy X? értékbsl

levonjuk a linedris k&zelités &rtékét. Kénnyen beldthatjuk,
hogy Y1 korreldlatlan az X2, X3,..., Xn vdltozdkkal, viszont

X1—gyel pozitivan korrelilt. Ugyanis:

MY, X)) = M(Y, X,) - fjaijM(Xj X)) =
i=1
RS L. 7% TN [
Bry §op 13743 B11
0 ha i # 1 .

(Itt 1Bl a B kovarianciamdtrix determindnsédt jelsli). Mint-

hogy az X1, X2,..., Xn vdltozdk mindegyikének viarhatd értéke
zérus, a vdrhatd érték tulajdonsdgai alapjén k&vetkezik, hogy
M{Y.) =0 .

1 Megjegyezziik, hogy abbdl a ténybdl, hogy a
ciamdtrix szimmetrikus, kdvetkezik, hogy |B| és

kovarian-
nem ne-
11

gativ értékek, s abban az esetben, ha az X1, X2,..., Xn val-

B
B

tozdk k&zdtt nem 411 fenn linedris figgés, a fenti determi-
nédnsck értéke pozitiv. Az Y1 és X, vdltozdk kbz8tti korre-
ldcids egyiitthatd: ’

M(x1 . Y1) \{ |B]
b1

P(Y1 X1) = =
D(X1)D(Y1)



Ha az (X1, X2,..., xn) véletlen vektoreloszldsa n dimenzids
normdlis eloszlds, akkor Y1 fliggetlen az Xyreners Xn vdlto-

zdéktdsl, X1—gyel pedig pozitivan korreldlt. Ebben az esetben
azt mondhatjuk, hogy Y1—ben az X2, X3,...,Xn valtozdk hatd-

sdt teljesen kikliszbboltiik.

3.7.8 Parcidlis korrelacio
Tekintsiik ismét az X1, Xz,..
zdékat.

Definicid.
A

-+ X valdszinliségi vadlto-

M[Xi - M(Xi}] [xk = M(X )] <

fix = , =
D(Xi)D(Xk)

-1 &

korreldcids egylitthatdt totdlis korreldcids eqyﬁtthatéﬁak
nevezzik. .
Ha Pik abszolut értéke kzel van 1-hez, akkor azt mond-

juk, hogy Xy és Xy kdzdtt szoros korreldcid 411 fenn. Szoros
korreldcié mutatkozhat annak k&vetkeztében is, hogy mind Xi’
mind Xy értékeinek alakulédsdt a t8bbi valdsziniiségi vdlto-

26k értékeitdl vals filggés irdnyitja, egymdssal pedig nin-~-
csenek is okozati Osszefiiggésben. Ilyen esetben, ha a t&bbi
vdltozd hatdsait kikilisz8bd1lnénk, nem is taldlndnk k&zdttik
szoros korreldcidt. A tBbbi vdltozd hatdsdnak kikliszbbdlése
céljdbdél dgy jdrunk el, hogy tekintsilk most az X, és X,

vdltozdkat - mind Xq—et, mind Xz-t kifejezzik az X3,...,Xn

vdltozdkra vonatkozd legjobb k&zelitd regresszids felille- |
tekkel:

n
X1% a1j Xj H x2 = E: a2j Xj
j=3 =3

Ezutdn képezzik az



maradékokat, amelyekr81 tudjuk, hogy az X3,..., X, vdltozdk-

kal korreldtlanok, egyiittes normdlis eloszlds esetén pedig
figgetlenenk is t8liik, vizsont az Y1 pozitivan korreldlt
X,-gyel, ¥, pedig pozitivan korreldlt Xz—vel. Az Y, és Y,

maradékok k&zdtti korreldcids egyﬁtthatét az X, és X2 valto-

28k kBzdtti parcidlis egyiitthatdnak nevezziik. Ugy tekintjik,
hogy a parcidlis korreldcids egyiitthatd X, és X, kapcsolatdt

tlkrdzi, megtisztitva ezt a kapcsolatot az X e ey Xn valé-

: 3
szinliségi vdltozdk hatdsdtél.
A parcidlis korrelédciés egyiitthatéra bevezetjik a k&-
vetkezd jeldlést:

(1,2) M(Y1 . Y2)

0 - = - ;i___
3,4,...,n
rRrees D{Y,} DIY,) VB11B2,

ahol B,, a B korreldcids métrix b,, eleméhez tartozé algeb-

rai aldetermindst jel®sli.

A korreldcidé- és regresszidelmélettel kapcsolatos mon-
danivalénk befejezéséiil még egy megjegyzést tesziink. Fejte-
getéseink sordn a linedris modell jétszott kdzponti szere-
pet mind a kétvdltozés, mind a t8bbvdltozds regresszid ese-
tében, mivel ennek kezelédse egyszerli, a szdmitdsok keresztiil-
vihetlk és elsd kdzelftésre, a tendenciidk megé&llapitdsdra a
gyakorlatban sok esetben kielégit8 a linedris kdzelités.

278



FUGGELEK
Tablazatok






. . rye r
Binomialis eloszlas I. tdblézat
10 10
P
nf ok 0,01 0,02 0,04 5,n5 0,08 0.t 0,2 0,2 0,4 0,5
P
s al] 0,95099 | n,90392 ] 0,81537| 0,77378 | 0,65908 | 0,59042 | 0,32768 | 0,16007 0,07776| 0,03125§ -5 | 5
v]o.01803 | 0l09224 | 0,16987| 0, 20363 | 0,28656 | a,32805 | 0,40960 | 0,36015 0,25920] n,15625] ¢
2| o'00097 | 0,00376 | 0,61416{0,02143 | 0,0498¢ | 0,07290 | 0,20480 | 0,30870 0,34560( 0,3%250 | 3
5| o' 00001 | o,00008 | 0,00059]0,00113 [ 0,00433 | 0,00810 { 0,05120§ 0,13230 0,23040) 0,31250} 2
4 0, 0000%] 0,00003 | 0,00019 | 0,00045 | 0,00640 | 0,028357 0,07680 0,13625 [
5 o,0000) | 0,00032 | #,00243] 0,01024} 0,03125| ©
19 o]o0,902381 0.81707 | 0,66482} 0, 50874 | ,43439 | 0,348 | 0,10727 ¢,02825| 0,00605| 0,00908] 10 10
vl a'o0135 | 6. 16675 | 0,27701]0,315523 0,37773 | 0,38742 | 1, 26844 0,12106 | n,0403t| 0,00977 9
2| 600415 | 0,01531 | 0,05194|0,07463 | 0,14781 | 0,19371 | 0,30193 0,23347| 0,12093| 0,04395| 8
5| a'ooo11 | 0,00083 ] 0,00577{0,0804A | 8,03427 ] 0,0574D 0,20133 } a,26683| 0,2149%| 0, 15719} 7
4 0,00003 | n,00042]0,00096 | 0,00522 | 0,811¢6.] 0,08808, 0,20012, 0,25082) 0,20508,] &
5 ¢,00002| 0, 00008 0,00054 | ¢,00149 | 0,02642 | 0,%02927 0,20066 0,24603 ] S
6 0,00004 | ©,00014 | 0,00551]0,03676| 0,11148| 0,20588] 4
7 p,00001 | 0,00079 | 0,00900( 0,04247[ 0,11719( 3
a $,00007 | 0,a0145| 6,01062] 0,04395 | 2
9 0,00014 f 0,00157| ©,00977 | 1
10 0,00001,| 0,00010§ 0,000984{ O.
15 o | 0,86006 | 0,73857 | 0,54209]0,46329 | 0,28630 | 0,205R9 | &,03510 o,00475°| 6,00047 ] 0,00003°] 15 |15
1 ba,1303t | o,22609 | 0,33880]|0,36576 | 0,37343 | 0,34315 | 0,13194 0,03052 | 0,00470-| ,00046 | 14
210l00921 1 0,03230 | 0,0988210,13475 ] 0,22731 [ 0,26690 | 0,23090 0,09156 | 0,02194 | 0,00320 | 13
1| o, 00040 { 0, 00286 | 0,01784]0,03073 | 0,08565 | 0,32851 § 0,25014 0,17004 § 0,06339 | 0,01389 [ 12
1.| 000001 | 0,00017.| 0,00223f0, 00485 [ 0,02234 | 0,04284 | 0,18760 0,21862.] 0,92678;] 0,04166 ¢ 11¢
5 0,00001 | 0,0002070,00056 | 0,00427 ] 0,01047 0,10318 {0,20613 | 0,185947] 0,09164 |10
6 0.00001 |0,00005 §0,00062 | 0,00194 | 0,04299 [0,14724 [ 0,20660 0,15214 | 9
7 o,00007 | 0,00028 | 0,04382 [0,08113 | 0,17708 [ 0,19638.1 8
8 p.op0ns | 0,00003 Y 0,00345 }0,03477 §0,11806 { 0,19638 | 7
9 0,00067 [0,01459 | 0,01621 0,15274.5 6:
10 0,00010 |0,00298°] 0,02449 | 9,09164 | 5
1" 0,00001 {0,00058 | 0,00742 | D, 04166 | 4
12 0,00008 | 0,00165 [ 0,01389 | 3
13 0,0000% | 0,00025 [ 0,00320 | 2
14 : 0,00002 § 0,00046 | 1
15. @,00003 § O
20 ol 0,879t | n,66761} 0,44200 0,35849 | 0,18869 ] 0,32158 | 0,01153 } 0,00080 | 0,00DP4 20 {20
51 pii6523 | 0,27249 1 0,36834]10,37735 p,328t6 | 0,27017 | o,p5765 | 0.00684 | 0,00049 | 0,00002 | 19
21 001586 | 0,05283 | 0,14580| 0, 13868 0,27109 | o,28518 | 0,13691 [ 0,02785| 0,00309 | 0,00018 | 18
3| o.00096 | 0.00647 | 0,03645]| 0,05958 9,14144 | 0,19012 | 0,20536 | 0,07160} 0,01235[ 0,00109 [ 17
4| o,o00004 | ©,00056 0,00645]0,01333,] 0,05227 0,08978 | 0,21820, 0,13042) ©,03499,f ¢,00462,3 16,
5 0,00004 | &,00086]|0,00224'| 0,01454 | 0,03192 ¢, $17456°| 0,17885 " 0,07465] 0,01479 i5
6 0,00009{0,00030 | 0,00316 | 0,00887 | 0,10910 0,19164 | 0,12441 | 0,03696 [ 14
7 0.00001|0,00063 | 0,00055 | 0,0D197 | 0,05455 | 0,16426 0,16588 § 0,07393 { 13
B ¢.00008 | 0,000% | 0,02216 }0,11440]0,17971 1 0,42013 12
9 0,g0061 | 0,00005 | 0,00739,0,06537,] 0,159744 0,16018,] 11
n a,00001 | 0,002037|a,030827 0, 11714 1 0,17620°] i¢
1t 0,00046 |0,01201 |[©,07099 | 0,16018 [ 9
12 . a,00009 | 0,00306 | 0,03550 | 0,12013 | &
13 0,00001 [0,00102 [ 0,01456 f0,07393 3 7
14 0,00022,] 0,00485¢] 0,03696 | &
0,00004 {0,00129 {0,01479 |5
‘i 0°00001 | 0580027 | M,00462 | 4
17 ¢,00004 | 0,00109 [ 3
18 0,00018 1 2
19 0,00002 | 3
i [
20 N R N i o . i |
0,99 0,98 0,96 6,95 0.92 0,9 0.8 n,7 0,6 0,5 kK 1m
A - J
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I. téblézat folytatdsa

o N
n k - -
0,01 0,02 0,04 0,05 0,08 0,1 0,2 0,3 0,4 0.5
25 [0 {0,77782 { 0,60346 | 0,36040 | 0,2773% | 0,12435 { 0,07179 | 0,00378 | ¢,00093 25 |25
1 | 0,19642 | 0,3078% | 0,37541 | 0,36499 {0,27024 | 0,19942 | 0,0236% | 0,00144 | 0,00005 24
7 | 0,02381 | 0,07540 | 0,18771 | 0,23052 {0,28211 | 0,26589 | 0,07084 | 0,00739 | 0,00038 | 0,00001 | 23
3 | 0,00184 { 0,04180 | 0,05996 | 0,09302 | 0,18807 | 6,22650 | 0,13577 { 0,02428 | 0,00194 | 0,00007 | 22
4 | 0.00010,4.0,00132,(.0,01374 | 0.02A93 | N.08995 | 0,13842 | 0,18668 | 0.0572) | 0.00710 | 0,00038: | .27,
571 9,00000lt 0, 00011 "} 0,00240% 6,00395%) 5,53285 7| 0,06459'] 0, 19402 7] 0,10302"]0,01989 fo, 00158 ] 20
6 ©,00001 | 0,00033 [0,00104 |0,00952 | 0,02392 |0,16335 | ©0,14717 |0,04420 [0,00528 |19
7 0,00004 | 6,00015 | 0,00225 | 0,00722 |0,11084 | 0,17119 [0,07999 |0,01431 |18
] 0,00002 | 0,00044 | 0,00180 [0,06235 { 0,16508 [0,11998 |o,03223 |17
9 L0,R0002 | ¢.00038-| 0,029444] 0,13364,}0,15109.]0,060831] 16
10 0,000014f 0,00097Y 0,81178 | 6.69184 [0,16116°) 0,09742 | 15
1t 0,00001 1 0,00401 | 0,0535540,14651 [o0,93204 |13
12 0,060117 | 0,02678 [0,11395 [ 0,15498 | 13
13 0,00029 | 0,01148 [0,07597 [ 0,15498 | t2
L e .0,00006 | 0,004224D,04341 7 0,13284, | it
15 0,00001 | 0,up132 {0,02122 | 0,097d2 | 10
16 ¢,00035 { 0,00884 | 0,06089 9
17 6,00008 {0,00312 | 0,03223 8
18 ©,00002 | 0,00092 | 0,01433 7
19 0,000234| 0,00528 6.
20 . 0,06005 [ 6,0015A 5°
21 . ©,00001 | 0,00038 L]
22 0,00007 3
23. 0, 00091 2
0] 0 ] 0,73970 } 0,54548 [ 0,29386 [ 0,21464 |0,08197 | 0,04239 [ 0,00124 | 0.00002 n |30
1| 0,22415} 9,33397 | 0,36732 [ 0,338%0 |0,29382 1 0,14¢30 | 0,00928 | 0,00029 29
2 | 0,03283 ) 0,098831 | 0,22192| 0,25864 {0,26961 [ 0,22766 | 0,03366 | ©,001B0 | 0,00004 28
3 | e,oe3t0{ 0,01t82 | 0,08630 | 0,42705 {0,21881 | 0,23609 | 0,07853 | ©,00720 | 0,00027 27
4| 0.00021.4 0,00259 ¢ 0,02427¢]0,04514 10,12043.} 0,17707 | 0,13252 | ©0,02084(] 0,00120 0,00001 | 36
5 | o,000061°f 0,00028*| 0,00526'[ 0,01235 | 0,05807 | 0,102301 0,17228 | 0,048447} 0,060415Y 0,/0013 | 25
6 0,060002 | 0,0009% | 0,00271 | 0,02164 | 0,04736] 0,17946 | 0,08293 | 0,01152 | 0,00055 f 24
7 *{ o,00012 | 0,00049 { 0,00627 | 0,01804 1 0,15382 | 0,12185 [ 0,02634 | 0,00190 | 23
8 0,00002 | 0,00007 §0,00157 | 0,00576 | 0,11056 | 0,15014 | 0,05049 | 0,00545 | 22
El .0,00001 | 0,00033 | 0,00152[ 0,.96756 | 0,15729 | 2,.08228 | 9,01332 | 21
10 0,00006 § 0,00037 | 0,03547 | 0,14156° 0,11549 { 0,02798 [ 20
13 0,00006t |} 0,00007f 0,01612 [*0,11031 | 0,13962 | 0,85088 [ 9
12 4 0,00061 | 0,00638 | 0,07485 | 0,14738 { 0,08055 [ 18
13 0,00228 | 0,nd4442 [ 0,13604 | 0,11154 | 17
14, 0,00067 | 0,02312 [.0,11013.4.0,43544" | 16-
15 . 0,000§8 | ©,01057 | 0,07831 |0,14446 |15
16 0,00004 | ©,00425 [ 0,04895 | 0,13544 {14
17 0,00001 | ©,00i50 | 0,02687 | 0,11154 {§3
18 0,00046 | 0,01294 | 0,08055 | f2
19 0,00013 | 0.005451( 0,05088 | i1
20 n,08003 | 0,00200 f0,02798 |10
21 ©,00001 |0,00063 |0,n1332 9
22 ¢,00017.§0,00545 8
23 ¢,00004 {0,00190 7
24 ©,00001 {0, 00055 6
25 0,00013 5
26 0,00003 4
0,99 0,98 0,96 0,95 0,92 0,0 0,8 0,7 0,6 0,5 -
P
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Poisson-eloszlas

II. téblézat
A 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0 0,90484 | 0,81873 | 0,74082 | 0,67032 | 0,60653
1 0,09048 | 0,16375 | 0,22225 | 0,26813 | 0,30327
2 0,00452 | 0,01637 | 0,03334 | 0,05362 | 0,07581
3 0,00015 | 0,00109 | 0,00333 | 0,00715 | 0,01263
4 0,00005 | 0,00025 | 0,00071 0,00158
5 0,00001 | 0,00005 | 0,00016
6 0,00001

A 0,6 0,7 0,8 0,9

0 0,54881 | 0,49659 | 0,44933 | 0,40657

1 0,32929 | 0,34761 | 0,35946 | 0,36591

2 0,09878 | 0,12166 | 0,14379 | 0,16466

3 0,01976 | 0,02838 | 0,03834 | 0,04939

4 0,00296 | 0,00496 | 0,00766 | 0,01111

5 0,00035 | 0,00069 | 0,00123 | 0,00200

6 0,00003 | 0,00008 | 0,00016 | 0,00030

7 " | o0,00001 | 0,00003

4 1 2 3 4 5

0 0,36788 | 0,13534 | 0,04978 | 0,01831 0,00673 .
1 0,36788 | 0,27067 | 0,14936 | 0,07326 | 0,03369
2 0,18394 | 0,27067 | 0,22404 | 0,14653 | 0,08422
3 0,06131 | 0,18045 | 0,22404 | 0,19537 | 0,14037
4 0,01532 | 0,09022 | 0,16803 | 0,19537 | 0,17547
5 0,00306 | 0,03609 | 0,10082 | 0,15629 | '0,17547
6 0,00051 | 0,01203 | 0,05040 | 0,10420 | 0,14622
7 0,00007 | 0,00343 |. 0,02160 | 0,05954 | 0,10444
8 0,00085 | 0,00810 | 0,02977 | 0,06527
9 0,00019 | 0,00270 | 0,01322 | 0,03626
10 0,00003 | 0,00081 | 0,00529 | 0,01813
11 0,00022 | 0,00192 | 0,00824
12 0,00005 | 0,00064 | 0,00343
13 0,00001 | 0,00019 | 0,00132
14 0,00005 | ©0,00047
15 0,00001 0,00015
16 0,00004
17 0,00001
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II. tédbldzat folytatdsa

o

X 6 7 8 9 10
0 - 0,00247 0,000917 | 0,00033 0,00012 0,00004
1 0,01487 0,00638 | 0,00268 0,00111 0,00045
2 0,04461 0,02234 10,01073 0,00499 0,00227
3 0,08923 0,05212 [ 0,02862 0,01499 0,00756
4 0,13385 0,09122 | 0,05725 0,03373 0,01891
5 0,16062 0,12772 1 0,09160 0,06072 6,03783
6 0,16062 0,14900 | 0,12214 0,09109 0,06305
7 0,13768 0,14900 ; 0,13959 0,11712 0,09007
8 0,10326 0,13038 | 0,13959 0,13176 0,11260
9 0,06883 0,10140 [ 0,72408 0,13176 0,12511

10 0,04130 0,07098 { 0,09926 0,11858 0,15511
11 0,02252 0,04517 [ 0,07219 0,09702 0,11374
i2 0,01126 0,02635 [ 0,04812 6,07276 0,09478
i3 0,00519 0,01418 | 0,02961 0,05037 0,07290
14 0,00222 0,00709 | 0,01692 0,03238 0,05207
15 6,00089 0,00331 | 0,00902 0,01943 0,03471
16 0,00033 0,00144 1 0,00451 0,01093 0,02169
17 0,00011 0,00059 | 0,00121 0,00578 0,01276
18 0,00003 0,00023 [ 0,00094 0,00289 0,00709
19 0,00001 0,00008 | 0,00039 0,00137 0,00373

20 0,00003 | 0,00015 0,00061 0,00183
21 0,00006 0,00026 0,00088
22 0,00002 0,00010 0,00040
23 0,00004 0,00017
24 0,00001 0,00007
25 ©0,00002
26 0,00001
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A nem teljes gammafiiggvény

ITII. tdblézat

n x=0,001 x=0,002 %x=0,003 x=0,004
1 0,000999 0,001988 0,002995 0,003992
2 000001 000002 000005 _ 000008
n x=0,005 x=0,006 x=0,007 x=0,008
1 0,004987 0,005982 0,006976 0,0079¢68
2 000013 000018 000024 000032
n %x=0,009 x=0,01 x=0,02 x=0,03

1 0,0089¢60 0,009950 0,019801 0,029555
2 000040 000050 000187 000441
3 000002 000004
n x=0,04 x=0,05 x=0,06 x=0,07

1 0,039211 0,048771 0,058236 0,067606
2 000779 0012089 001730 002339
3 000010 000020 000034 000054
4 000001
n x=0,08 x=0,09 x=0,10 x=0,11

1 0,976884 0,086669 0,095163 0,104166
2 003034 003815 004679 005624
3 000080 000114 000155 000204
4 000002 000002 000003 000006
n x=0,12 x=0,13 x=0,14 x=0,15

1 0,11308¢0 0,121905 0,130642 0,139292
2 006649 007752 008932 010186
3 000263 000332 000412 000503
4 000008 000011 000014 000018
5 000001
n x=0,16 x=0,17 x=0,18 x=0,19

1 0,147856 0,156335 0,164730 0,173041
2 011513 012912 014381 015915
3 000606 000721 000850 000962
4 000024 000031 000038 000047
5 000001 000001 000001 000001
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TII. t&bldzat folytatdsa

n x=0,20 x=0,22 " x=0,24 x=0,26
1 0,181269 0,197481 0,213372 0,228948
2 017523 020927 024581 028475
3 001149 001506 001927 002414
4 000057 000082 . 000114 000154
5 000002 000004 000006 000008
6 000001
n x=0,28 x=0,30 x=0,40 x=0,50
1 0,244216 0,259182 0,320680 0,393469
2 032597 036936 061551 090204
3 002970 003600 007926 014388
4 000205 000266 000776 001752
5 000011 000015 000061 000173
6 000001 000001 000004 000014
7 000001 000001
n x=1,0 x=,15 x=2,0 Xx=2,5
1 ¢,63212 0,77687 0,86466 0,91792
2 26424 44218 59399 71270
3 08030 19115 32332 45619
4 01899 06564 14288 24242
5 00366 01858 05265 10882
6 00059 00446 01656 04202
7 00008 00093 00453 01419
8 00001 00017 00110 00425
9 00001 00002 00024 00114
10 00005 00028
71 00001 000086
12 00001
n x=3,0 x=3,5 x=4,0 x=4,5
1 0,95021 0,96980 0,98168 0,98889
2 80085 86411 90842 93890
3 57681 67915 76190 82642
4 35277 46338 56653 65770
5 18474 27456 37116 46789
6 08392 14239 21487 29708
7 03351 06529 11067 16895
8 01191 02674 05113 08659
9 00380 00987 02137 04026
10 00110 00331 00813 01709
a1 00029 00102 00284 00667
12 00007 00029 00092 002490

N
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ITI. t&dblézat folytatdsa

n x=3,0 X=3,5 x=4,0 x=4,5
13 00002 00008 00027 00081
14 00001 00008 00025
15 00002 00007
i6 00001 00002
17 00001

n x=5,0 x=5,5 X=6,0 X=6,5

1 0,99326 0,99591 0,99752 0,99850

2 959857 97345 98265 98872

3 87535 91162 93804 95696

4 73497 79830 84880 88816

5 55951 64248 71494 77633

6 38404 47108 55433 63096

7 23782 31396 39370 47347

8 13337 19051 25603 32724

9 06809 10564 15276 20843
10 03183 05378 08392 12262
11 01369 02525 04262 06684
12 00545 01099 02009 03389
13 00202 00445 00883 01603
14 00070 00169 00363 00710
15 00023 00060 00140 00296
16 00007 00020 00051 00116
17 00002 00006 ¢0017 00044
18 00001 00002 - 00006 00015
19 00001 00002 00005
20 00001 00001
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III. tdblazat folytatdsa

n x=7,0 %x=7,5 x=§,0 x=8,5 %=9,0 x=9,5 ®x=10,0
1 0,99909 0,99945 0,99966 0,99980 0,99988 0,99993 0,99996
2 29271 99530 99698 99807 95877 99921 99950
3 97036 97975 98625 99072 99377 99584 99724
4 91823 94085 95762 96989 97877 38514 98966
5 82701 86794 90037 92564 94504 95974 97075
6 69929 75856 80876 85040 88431 91147 93291
7 55029 62184 ‘68663 74382 79322 83505 86986
8 40129 47536 54704 61440 67610 73134 77978
9 27091 33803 40745 47689 54435 60818 66719

10 16950 22359 28338 34703 41259 47817 54207

11 09852 13776 18412 23664 29401 35467 41696

12 05335 067924 11192 15134 19699 24801 390322

13 02700 04267 06380 09092 12423 16338 20844

14 01281 02157 03418 05141 07385 10186 13554

15 00572 01026 01726 02743 04147 05999 08346

16 00241 00461 00823 01383 02204 03347 04874

17 00096 00196 00372 00661 g1111 01773 02704

18 00036 00079 00160 00300 00533 00893 01428

19 00013 00031 | 00065 00130 00243 00428 00719

20 00005 00011 00025 00054 00106 00196 00345

21 00004 00010 00020 00044 Q00086 00159

22 000061 00003 00008 00018 00036~ 00070

23 00001 00003 00006 00015 00030

24 00001 00003 00006 00012

25 0c002 00004

26 00001 00001
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Normalis eloszlas

IV. tdblédzat

x ¢ (x) X $ix) X $(x) X d(x)
6,00 0,5000 (0,35 0,6368 |0,70 00,7580 | 1,05 0,8531
01 5040 36 6406 71 7611 06 8554
02 5080 37 6443 72 7642 07 8577
03 5120 38 6480 73 7673 08 8599
04 5160 39 6517 74 7703 09 8621
05 5199 0,40 0,6554 75 7734 1,10 0,8643
06 5239 41 6591 76 7764 11 8665
07 5279 a2 6628 77 7794 12 8686
08 5319 43 6664 78 7823 13 8708
09 5359 44 6700 79 7853 14 8729
0,10 0,5398 45 6736 | 0,80 7881 15 8749
11 5438 | . 46 6772 81 7910 16 8770
12 5478 47 6808 82 7939 17 8790
13 5517 48 6844 83 7967 18 8810
14 5557 49 6879 84 7995 19 8830
15 5596 | 0,50 0,6915 85 8023 {1,204  0,8849
16 5636 51 6950 86 8051 21 8869
17 5575 52 6985 87 8078 22 8888
i8 5714 53 7019 88 8106 23 8907
19 5753 54 7054 89 8133 24 8925
0,20 0,5793 55 7088 | 0,90 0,8159 25 8944
21 5832 56 7123 91 8186 26 8962
22 5871 57 7157 92 8212 27 8980
23 5910 58 7190 93 8238 28 8997
24 ‘5948 59 7224 94 8264 29 9015
25 5987 | 0,60 7257 95 8289 [ 1,30 0,9032
26 6026 61 7291 96 8315 31 - 9049
27 6064 62 7324 97 8340 32 9066
28 6103 63 7357 98 8365 33 9082
29 6141 64 7389 99 8389 34 9099
0,30 0,6179 65 7422 1,00 0,8413 35 9115
31 6217 66 7454 01 8438 36 9131
32 6255 67 7486 02 8461 37 9147
33 6293 68 7517 03 8485 38 9162
34 6331 69 7549 04 8508 39 9177
1,40 00,9192 {1,76 0,9608 |2,24 0,9875 | 2,96 0,9985
41 9207 77 9616 26 9881 98 9986
42 9222 78 9625 28 9887 | 3,00 0,99865
43 9236 79 9633 30 9893 10 99903
44 9251 | 1,80 0,9641 32 9898 20 99931
45 9265 81 9649 34 9904 30 99951
46 9279 82 9656 36 9909 40 99966
47 9292 83 9664 38 9913 50 99976
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IV. téAblazat folytatdsa

x P (x) X P{x) X $(x) X $(x)
48 9306 84 9671 | 2,40 0,9918 60 99984
49 9319 85 9678 42 9922 70 99989
1,50 0,9332 86 9686 44 9927 80 99993
51 9345 87 9693 46 9931 90 99995
52 9357 88 9699 48 9934 | 4,00 0,999968
53 9370 89 9706 50 9938 50 99997
54 9382 1,90 0,9713 52 9941 ] 5,00 99997
55 9394 91 9719 54 9945
56 9406 92 9726 56 9948
57 9418 93 9732 58 9951
58 9429 94 9738 |2,60 0,9953
59 9441 95 9744 62 9956
1,60 0,9452 96 9750 64 9959
61 9463 97 9756 66 9961
62 9474 98 9761 68 9963
63 9484 99 9767 70 9965
64 9495 2,00 00,9772 72 9967
65 9505 02 9783 74 9969
66 9515 04 9793 76 9971
67 9525 06 9803 78 9973
68 9535 08 9812 | 2,80 0,9974
69 9545 10 9821 82 9976
1,70 0,9554 12 9830 84 9977
71 9564 14 9838 86 9979
72 9572 16 9846 88 99890
73 ‘9582 18 9854 950 9981
74 9591 2,20 0,9861 92 9982
75 9599 22 9868 94 9984




x 2-eloszlds

V. tédbldzat

iy 0,99 0,98 0,95 0,90 0,80 0,70 0,50
1 0,000 0,000{ 0,003 0,016 0,064 0,148 0,455
2 0,020 0,040f 0,103 0,211 0,446 0,713 1,386
3 0,115 0,185] 7,352 0,584 1,005 1,424 2,366
4 0,297 0,429} 03,711 1,964 1,649 2,195 3,357
5 0,554 0,752{ 1,145 1,610 2,343 3,000 4,351
6 0,872 1,134 1,635 2,204 3,070 3,828 5,348
7 1,239 1,564 2,167 2,833 3,822 4,671 6,346
8 1,646 2,032{ 2,733 3,490 4,594 5,527 7,344
9 2,088 2,532 3,325 4,168 5,380 6,393 8,343

10 2,558 3,05%9{ 3,940 4,865 6,179 7,267 9,342

11 3,053 3,609} 4,575 5,578 6,989 8,148 | 10,341

12 3,57 4,178{ 5.226 6,304 7,807 9,034 | 11,340

13 4,107 4,765{ 5,892 7,042 8,634 9,926 | 12.340

14 4,660 5,368 6,571 7,790 9:467 110,821 | 13,339

15 5,229 5,985 7,26t 8,547 | 10,307 {11,721 | 14,339

16 5,812 6,614] 7,962 9,312 | 11,152 { 12,624 | 15,338

17 6,408 7,255} 8,672 110,085 | 12,002 | 13,531 16,338

18 7,015 7,906) 9,390 {10,865 | 12,857 | 14,440 | 17,338

19 7,633 8,567{10,117 | 11,651 | 13,716 | 15,352 | 18,338

20 8,260 9,237110,851 | 12,443 | 14,578 | 16,266 | 19,337 -

21 8,897 9,915(11,591 13,240 [ 15,445 | 17,182 | 20,337

22 9,542 |10,600(12,338 | 14,041 {16,314 | 18,101 | 21,337

23 110,196 | 11,293(13,091 [ 14,848 | 17,187 [ 19,021 | 22,337

24 110,856 |11,992,13,848 | 15,659 | 18,062 | 19,943 | 23,337

25 {11,524 {12,697|14,611 | 16,473 | 18,940 | 20,867 | 24,337

26 {12,198 113,409|15,379 | 17,292 [ 19,820 | 21,792 | 25,336

27 {12,879 | 14,125(16,151 | 18,114 | 20,703 | 22,719 | 26,336

28 113,565 | 14,847|16,928 | 18,939 | 21,588 | 23,647 | 27,336

29 114,256 | 15,574(17,708 | 19,768 | 22,475 | 24,577 | 28,336

30 14,953 }16,306|18,493 | 20,599 | 23,364 | 25,508 | 29,336

n 0,30 0,20 0,10 ¢,05 0,02 0,01 0,001
1 1,074 1,642| 2,706 3,841 5,412 6,635 110,827
2 2,408 3,219 4,605 5,991 7,824 9,210 | 13,815
3 3,665 4,642 6,251 7,815 9,837 | 11,345 | 16,268
4 4,878 5,989} 7,779 9,488 | 11,668 | 13,277 | 18,465
5 6,064 7,289 9,236 (11,070 | 13,388 | 15,086 | 20,517
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V. tdblédzat folytatdsa

292

N 0,30 0,20 0,10 | 0,05 0,02 0,01 0,001
6 7,231 ] 8,558 | 10,645(12,592 | 15,033 | 16,812 | 22,457
7 8,383 | 9,803 |12,0t7|14,067 | 16,622 | 18,475 | 24,322
8 9,524 | 11,030 | 13,362|15,507 | 18,168 | 20,090 | 26,125
o | 10,656 | 12,242 | t4,684[16,919 | 19,679 | 21,666 | 27,877

10 | 11,781 | 13,442 | 15,987|18,307 | 21,161 | 23,209 | 29,588
11 | 12,899 | 14,631 17,275|19,675 | 22,618 | 24,725 | 31,264
12 | 14,011 | 15,812 | 18,549|21,026 | 24,054 | 26,217 | 32,909
13 | 15,119 | 16,985 | 19,812|22,362 | 25,472 | 27,688 | 34,528
14 | 16,222 | 18,151 | 21,064|23,685 | 26,873 | 29,141 | 36,123
15 | 17,322 | 19,311 | 22,307|24,996 | 28,259 | 30,578 | 37,697
16 | 18,418 | 20,465 | 23,542|26,296 | 29,633 | 32,000 | 39,252
17 | 19,511 | 21,615 | 24,769|27,587 | 30,995 | 32,409 | 40,790
18 | 20,601 | 22,760°| 25,989(28,869 | 32,346 | 34,805 | 42,312
19 | 21,689 | 23,900 | 27,204(30,144 | 33,687 [ 36,191 | 43,820
20 | 22,775 125,038 | 28,412(31,410 | 35,020 | 37,566 | 45,315
21 | 23,858 126,171 | 29,615(32,671 | 36,343 | 38,932 | 46,797
22 | 24,939 | 27,301 | 30,813(33,924 | 37,659 | 40,289 | 48,268
23 | 26,018 | 28,429 | 32,007{35,172 | 38,968 | 41,638 | 49,728
24 | 27,096 | 29,553 | 33,196(36,415 | 40,270 | 42,980 | 51,179
25 | 28,172 | 30,675 | 34,382137,652 | 41,566 | 44,314 | 52,620
26 | 29,246 | 31,795 | 35,563(38,885 | 42,856 | 45,642 | 54,052
27 | 30,319 | 32,912 | 36,74140,113 | 44,140 | 46,963 | 55,476
28 | 31,391 | 34,027 | 37,916141,337 | 45,419 | 48,278 | 56,793
29 | 32,461 | 35,139 | 39,08742,557 | 46,693 | 49,588 | 58,302
30 | 33,530 | 36,250 | 40,256(43,773 | 47,962 | 50,892 | 59,703



Student- vagy t-eloszlas (t-prébahoz)

VI. tdblé&zat

;\E\ 0,90 0,80{ 0,70 0,60 0,50 0,40 0,30
110,158 0,325 | 0,510 | 0,727 | 1,000 1,376 1,963
2|0,142 0,289 | 0,445 | 0,617 | 0,816} 1,061 1,386
310,137 0,277 | 0,424 | 0,584 | 0,765} 0,978 1,250
410,134 0,271 | 9,414 | 0,569 | 0,741 0,941 1,190
510,132 0,267 | 0,408 | 0,559 | 0,727 | 0,920 1,156
60,131 0,265 | 0,404 | 0,553 | 0,718 0,906 1,134
710,130 0,263 | 0,402 | 0,549 | 0,711} 0,896 1,119
8| 0,130 0,262 | 0,399 | 0,546 | 0,706 | 0,889 1,108
90,129 0,261 | 0,398 | 0,543 | 0,703 | 0,883 1,100

10 | 0,129 0,260 | 0,397 | 0,542 | 0,700 | 0,879 1,093
11 | 0,129 0,260 { 0,396 | 0,540 | 0,697 | 0,876 1,088
12 | 0,128 0,259 { 0,395 | 0,539 | 0,695} 0,873 1,083
13| 0,128 0,259 | 0,394 | 0,538 | 0,694 0,870 1,079
14 | 0,128 0,258 | 0,393 | 0,537 | 0,692 0,868 1,076
15| 0,128 0,258 | 0,393 | 0,536 | 0,691 | 0,866 1,974
16 | 0,128 0,258 | 0,392 | 0,535 | 0,690 0,865 1,971
17 | 0,128 0,257 | 0,392 | 0,534 | 0,689 0,863 1,069
18 | 0,127 0,257 | 0,392 | 0,534 | 0,688 0,862 1,067
19 ] 0,127 0,257 | 0,391 | 0,533 | 0,688 | 0,861 1,066
20 | 0,127 0,257 | 0,391 { 0,533 | 0,687 | 0,860 1,064
210,127 0,257 | 0,391 | 0,532 | 0,686 | 0,859 1,063
220,127 0,256 | 0,390 | 0,532 | 0,686/ 0,858 1,061
23| 0,127 | 0,256 | 0,390 | 0,532 | 0,685 0,858 1,060
24 {0,127 0,256 | 0,390 | 0,531 | 0,685 0,857 1,059
25 | 0,127 0,256 | 0,390 | 0,531 | 0,684/ 0,856 1,058
26 | 0,127 0,256 | 0,39 | 0,531 | 0,684 0,856 1,058
27| 0,127 0,256 | 0,389 | 0,531 | 0,684 0,856 1,057
28 | 0,127 0,256 | 0,389 | 0,530 | 0,683/ 0,855 1,056
290,127 | 0,256 | 0,389 | 0,530 | 0,683| 0,854 1,055
30| 0,127 0,256 | 0,389 | 0,530 | 0,683} 0,854 1,055
40 | 0,126 0,255 | 0,388 | 0,529 | 0,681 0,851 1,050
60 | 0,126 0,254 | 0,387 | 0,527 | 0,679 0,848 1,046

120 | 0,126 0,254 | 0,386 | 0,526 | 0,677 | 0,845 1,041

0,126 0,253 | 0,385 | 0,524 | 0,674 0,842 1,036
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VI. tébldzat folytatésa

n p 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,001
1 3,078 | 6,314 | 12,706 | 31,821 {63,657 | 636,619
2 1,886 | 2,920 4,303 6,965 | 9,925 | 31,598
3 1,638 | 2,353 3,182 4,541 | 5,841 | 12,941
4 1,553 | 2,132.{ 2,776 3,747 | 4,604 8,610
5 1,476 | 2,015 2,571 3,365 | 4,032 6,859.
6 1,440 | 1,943 | 2,447 3,143 | 3,707 5,959
7 1,415 | 1,895 2,365 2,998 | 3,499 5,405
8 1,397 | 1,860 2,306 2,896 | 3,355 5,041

.9 1,383 | 1,833 | 2,262 2,821 | 3,250 4,781

10 1,372 | 1,812 | 2,228 2,764 | 3,169 4,578
11 1,363 | 1,796 2,201 2,718 | 3,106 4,437
12 1,356 | 1,782 2,179 2,681 | 3,055 4,318
13 1,350 | 1,771 2,160 | 1,650 | 3,012 | . 4,221
14 1,345 | 1,761 | 2,145 2,624 | 2,977 | 4,140 .
15 1,341 | 1,753 | 2,131 2,602 | 2,947 4,073
16 1,337 | 1,746 2,120 2,583 | 2,291 4,015
17 1,333 | 1,740 2,110 | 2,567 | 2,898 3,965
18 1,330 | 1,734 2,101 | 2,552 | 2,878 3,922
19 1,328 | 1,729 2,093 .| 2,539 | 2,861 3,883
20 1,325 | 1,725 2,086 2,528 | 2,845 3,850
21 1,323 | 1,721 2,080 2,518 |- 2,831 3,819
22 1,321 | 1,717 2,074 2,508 | 2,819 3,792
23 1,319 | 1,714 2,069 2,500 | 2,807 3,767
24 1,318 [-1,711 2,064 2,492 | 2,797 3,745
25 1,316 | 1,708 2,060 2,485 | 2,787 3,725
26 1,315 | 1,706 2,056 2,479 | 2,779 3,707
27 1,314 | 1,703 2,052 2,473 | 2,771 3,690
28 1,313 | 1,701 2,048 2,467 | 2,763 3,674
29 1,311 | 1,699 2,045 2,462 | 2,756 3,659
30 1,310 | 1,697 2,042 2,457 | 2,750 3,646
40 1,303 | 1,684 2,021 2,423 | 2,704 3,551
60 1,296 | 1,671 2,000 2,390 | 2,660 3,460
120 1,289 | 1,658 1,980 2,358 | 2,617 3,373
oo 1,282 | 1,645 1,960 2,326 | 2,576 3,291
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Az F-préba_kritikus értékei 99%-0s egyoldali, ill.
98%-0s kétoldali szintre

VII. tédbldzat

A azdnldlé srabadsdgfoka:f,

IERE [ <1 s [ ¢ ] s |9 1w |n{u T o] e ! N

Az slad :orbmtti-lb s1dnckat Y0-rel meg kell szorozmi.

05 500 540 563 576 586 593 593 602 £06 s08 £1t 51 514 676 617 618 519
5 L

§9,3 99,3 99,4 99,4 9,4 93,4  9%,.4 99,4 39,4 95,4 99,4 89,4 9.4 95,4
18,2 27,9 7.7 27,8 2,3 2%.2 2T 2t 27.0 26,9 26,9 16,8 5.6 26,8
15.5 15,2 85,0 14,8 14,7 14,8 4 148 . 14020 1,2 w2 ) 14,
1,0 10,7 0.5 10,3 10,2 18,1 9,96 9.89 5.82 9.77 8,72 9g.68 .64 9,61
0,75 8,47 8,26 8,10 7,95 71,87 1,99 7,32 L6 7,60 1,56 752 148 148
1,48 7,19 6,99 6,80 &,72 6,62 6.5 5,47 §41 6,36 6,31 6,27 & €,21
6,63 §,37 6,18 6,03 6,81 581 5,73 5,67 5,61 5.5 5,52 5,48 5.4 541
§,06 5,80 5,61 5.47 © 5,35 %,26 35,18 5.1 5,05 3,00 <.96 4,92 K89 €.86
5,64 5,19 5,20  $.06 4,94 - 485 4,77 LT €65 %50 4,56 4,52 .49 46
5.32 5,01 "4.89 £, 4,61 4,50 4,45 4,40 6,30 4,23 4.25 4,23 48 418
P08 4081 €4 5,50 4,39 4,30 4,22 £,16 4,70 05 4,01 3,97 L3 L9
4,86 4,62 4,4 4,30 5,19 4,10 4,02 3,56 3.9y 3,86 3.52 1,18 375 .7
470 446 4,30 4,14 4,03 394 1,85 3,80 3.75 3,20 3,66 3,62 3.%9 1,58
56 4031 404 400 1,89 330 VLTI 3,67 3,61 3,56 3,52 349 345 L4
A 4,20 403 3,89 3,78 .69 2,62 3,55 3,50 345 341 3,37 a0 A3
3 e 293 378 368 389 3,82 dE 110 3,35 33y 327 LA A2

A nevezd siabadndgl [oknt {2

60 3,34 1,72 2.%5 2,82 2,72 2,63 2,56 2,50 A4 2,39 2,35 2,31 2,28 2,2%
65 3,3 2.09 2,33 2,80 2,69 2,61 2,53 2.4 2,42 2037 2,33 2,29 2,26 2,21
70 3.29 1,91 w1 .18 .67 2.59 2,51 2,45 2,40 425 2,3 2,27 .23 2,20
an 3,26 3,08 2,37 2,94 2, -2.55 2,48 2,42 2,36 2.1 2,27 2.33 2,20 2,17
90 3,23 3.0 2,84 2,72 2,61 2,52 2.45 2,29 3,33 2,39 2,1 2,1 .87 2,14
100 L 2,99 2.82 2,89 2,59 2,50 2,4 2,37 2,31 2,16 2,22 2,19 .35 2,12
125 3,17 2,95 2,79,  1.66 2,55 2,47 2,39 2.33 i 28 2,23 2,19 2,15 .1 2,08
150 1,74 2.9 2,76 7,83 1,53 2,43 1,37 &1 3,25 2,20 2,18 2,31 1,09 2.06
200 wn 2,89 2,73 z,60 7.50 .41 .34 .27 22 .1 2,9 2,08 2,06 2,02
390 3.08 z.86 2,70 2,51 2,47 2,38 2.1 2,24 T.19 3t 2,10 2.06 2,01 1,59
300 3,05 2,84 .68 2,55 2,44 2,36 7,28 2.7 3,17 Fe17 1,07 7,00 2,00 1,57
1C00 3,04 2,82 2.56 2,53 2,43 2,34 2,27 .20 .15 1.10 2,06 7,02 1,98 1,95

3,02 2.8C 2,64 2.5 2,41 1,32 2,25 2,18 L3 3,08 B0 2,00 .97 1.83
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VII. tdbldzat folytatdsa

k s2£cli3¢ s2akadsdgfeka: f,

[

[ e

[s0 ] &

[0 [ 60 | 80 [ioo Jaoe ]soo

]

hz elfzd n::banl!z-i) széptkat 13-1a) peg kell azorozni

€35

628

€25

90,5
26,4
43,7

8,28

T4

€30
85.%
5.4
13,7
9,19

63D
95,5
2.4
13,7
§.24

T.08

631
25,5
s

1,58
1,55

o
1.47

£33

ppRid

€35

3 1mi0y thpuprquia gzoaou

T

296



A Kolmogorov-féle K(z) fiiggvény

VIII. tdblizat

b4 K(z) z K(z) 2 XK(z)
0,28 0,000001 0,71 0,305471 1,14 0,851394
0,29 0,000004 0,72 0,322265 1,15 0,858038
0,30 0,000009 0,73 0,339113 1,16 0,864442
0,31 0,000021 0,74 0,355981 1,17 0,870612
0,32 0,000046 0,75 0,372833 1,18 0,876548
0,33 0,000091 0,76 0,389640 1,19 0,882258
0,34 0,000171 0,77 0,406372 1,20 0,887750
0,35 0,000303 0,78 0,423002 1,21 0,893030
0,36 0,000511 0,79 0,439505 1,22 0,898104
0,37 0,00082¢6 0,80 0,455857 1,23 0,902972
0,38 0,001285 0,81 0,472041 1,24 0,907648
0,39 0,001929 0,82 0,488030 1,25 0,912132
0,40 0,002808 0,83 0,503808 1,26 0,916432
0,41 0,003972 0,84 0,5192366 1,27 0,920556
0,42 0,005476 0,85 0,534682 1,28 0,924505
0,43 0,007377 0,86 0,549744 1,29 0,928288
0,44 0,009730 0,87 0,564546 1,30 0,931908
0,45 0,012590 0,88 0,579070 1,31 0.,935370
0,46 0,016005 0,89 0,593316 1,32 0,938682
0,47 0,020022 0,90 0,607270 1,33 0,941848
0,48 0,024683 0,91 0,620928 1,34 0,944872
0,49 0,030017 0,92 0,634286 1,35 0,947756
0,50 0,36055 0,93 0,647338 1,36 0,950512
0,51 0,042814 0,94 0,660082 1,37 0,953142
0,52 0,50306 0,95 0,672516 1,38 0,955650
0,53 0,058534 0,96 0,684636 1,39 -0,958040
0,54 0,067497 0,97 0,696444 1,40 0,960318
0,55 0,077183 0,98 0,707940 1,41 0,962486
0,56 0,087577 0,99 0,719126 1,42 0,254552
0,57 0,098656 1,00 0,730000 1,43 0,966516
0,58 0,110395 1,01 0,740566 1,44 0,968382
0,59 0,122760 1,02 0,750825 1,45 0,970158
0,60 0,135718 1,03 0,760780" 1,46 0,971846
0,61 0,149223 1,04 0,770434 1,47 0,973448
0,62 0,163225 1,05 0,779794 1,48 0,974970
0,63 0,177753 1,06 0,788860 1,49 0,976412
0,64 0,192677 1,07 0,797636 1,50 0,977782
0,65 0,207987 1,08 0,806128 1,51 0,979080
0,66 0,223637 1,09 0,814342 1,52 0,980310
0,67 0,239582 1,170 0,822282 1,53 0,981476
0,68 0,255780 1,11 0,829950 1,54 0,982578
0,69 0,272189 1,12 0,837356 1,55 0,983622
0,70 0,288765 1,13 0,844502 1,56 0,984610
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VIII. tébldzat folytatdsa

z K{z). z K(z) z K(z)
1,57 0,985544 1,93 0,998837 2,29 0,999944
1,58 0,986426 1,94 0,998924 2,30 0,999949
1,59 0,987260 1,95 0,999004 2,31 0,999954
1,60 0,988043 1,96 0,999079 2,32 0,999958
1,861 0,988791 1,97 0,999149 2,33 0,999962
1,62 0,989492 1,98 0,999213 2,34 0,999965
1,63 0,990154 1,99 0,999273 2,35 0,999968
1,64 0,990777 2,00 0,999329 2,36 0,999870
1,65 0,991364 2,01 0,999380 2,37 0,9999
1,66 0,991917 2,02 0,999428 2,38 0,999976
1,67 0,992438 2,03 0,999474 2,39 ~ 0,999978
1,68 0,992928 2,04 0,999516 2,40 0,999980
1,69 0,993389 2,05 0,999552 2,41 0,999982
1,70 0,993828 2,06 0,999588 2,42 0,999984
1,71 0,994230 2,07 0,999620 2,43 0,9992986
1,72 0,994612 2,08 0,999650 2,44 0,999987
1,73 0,994972 - 2,09  0,999680 2,45 0,999688
1,74 0,995309 | 2,10 0,999705 2,46 0,999989
1,75 0,995625 2,11 0,999723 2,47 0,99990
1,76 - 0,995922 2,12 0,999750 2,48 0,999991
1,77 0,996200 2,13 0,999770 2,49 0,999992
1,78 0,996460 2,14 0,999790 2,50 0,999925
1,79 0,996704 2,15 0,999806 2,55 0,999956
1,80 0,99693 2,16  0,999822 2,60 0,999974
1,81 0,997146 2,17 0,999838 2,65 0,999984
1,82 0,9973486 2,18 ° 0,999852 2,70 © 0,9999990
1,83 0,997533 2,19 0,999864 2,75 0,999994
1,84, 0,997707 2,20 0,999874 2,80 0,999997
1,85 -~ 0,997870. | 2,21 0,999886 2,85 0,99958982
1,86 0,998023 2,22 0,999896 2,90 0,9999990
1,87 0,998145 2,23 0,999904 2,95 0,9999994
-1,88 0,998297" 2,24 0,999912 3,00 0,9999997
1,89 0,998421 2,25 0,999920 '
1,90 0,998536 2,26 0,999926
1,91 0,998644 2,27 0,999934
1,92 0,998744 2,28 0,999940
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