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IV 6 1 Bmomlahs eloszlas

Végezzdnk n dggetlen kisérletet ugy, hogy valamely A esemény he- B

.kﬁvetkezését vizsgiljuk,, vagyis azt, hogy. az n klsérlet kbzdl az A ‘ese-

L mény hényszor kovetkezett be,

_ Pl Dobjunk fel egy kockét 10;-szer és nézzuk meg, hény izben dob- S
tunk "6 -ost, Itt az ‘A esemnény a"6" -os dob4s, ‘Ha nem doburik 6-ost, ‘ak- -

* rkora A esemény kbvetkezett be, A kisérlet elinditdsa elbtt feltehetjuk a

"' kérdést: mi a valészinisége annak, hogy a 10 dobds: kﬁzul pontosan 8db -
. 6-08 dobés lesz?- Kés6bb, vélaszt adunk a kérdésre, : .
L ' Altalénosan azt mondhatjuk Hogy egyszeri kisérlet esetén vagy az _‘

A vagy az-A esemény kovetkezik. be, Tnnen kapta a géma az- eInevezést

o mert 2 esemény 1éphet fel:: A, vagy A; a A esemény vaIamer P(A) = p. va-  et

i Iészmdséggel és 2 A esemény 1- P(A) P (A) q valészimiséggel

- L <p<LL)

Egymis utén végezve a kisérletet A vagy A esemény kbvetkezik be,

' ij‘ﬁvel a kvetkez§ eredményt 8z €16z6 eredmény nem befoiyésolja, az eser - . :

mények. egyméstél figgetlenek; amint mir emlitettk, A'és A komplemen--

- """Vf-ter események ‘egymést kizérjék és kbzdluk az egyik és csak az egyik he- e
: kbvetkezik egy -egy kisérletnél,. S

: ‘Most méx fel tudjuk vézolni az n dohésbol élld kisérlet séméjét
’ Példéul egy lehetséges kirnenetel :

_/

w

Qz u Vu v
A A B A, .'-.;.;'_A'«.'

.

>i ,Ez a séma egy elemi eseményt mufat be, Kérdes, hany ktﬂtjnbﬁz6 elemi -
esemény van? Ahédnyféleképpen az A és K jeleket n helyre ismétléssel el -
:tudunk helyezm, a sorrend flgyelembevetelevel Eza tanultak alapjén

‘ (Isméflésés'fVariéciéi;rol vai s?d.- ) :




y _,'(ahol 0:£ £kgn) .

: 8 db "6" '65 dobast kaptu.uk egyen16 a :

;-,_'mények széma 2 Vélasszuk szét az elemi eseményeket annak alapjé.n

. ghel

Most mér feltehetjuk a kérdést ‘mi'a valészmtisege annak hogy oo

= .’szému Kisérlet: kyzil a vizsgélt A esemény pontosa.n k-szor kbvetkezik be o

- Egy elemi esemény bektjvetkezésének valdszimlsége az. A és A-ra
-.vonatkozo gellemzdk alapjédn: - : RS e

R A AL é, & & 4,, @;, @,
. _P(AAAA..._T,...A) P(A)P(A)P(A)P(A)..._ J_T&).‘..P(A) p q k-_‘j-.:_

Mivel a.zon elemi események szé.ma amelyekben a A esemeny pon- .

V'; tosan I; esetben kﬁvetkezik be ( ), a kérdezett vaioszmuség értéke RS

A kockét Io-szer feldobva a.nnak a valdszinllsége, hogy pontosan -

’

| g P(A10 8) .:( )( ) ( )
'értékkel Sl T e ot
S Nézzuk megmt éltalancsan az n k1ser1etb51 éllo egyetlen elemi eSe-

"',,ményt és alkossuk meg az n eseményteret. Léttuk hogy ezen elemi ese- -

" hogy azn kisérlethﬁl 4116 sorozatban az A’ eserx{ény hényszor kﬁvetkezett

S .Lbe, vagyis klehe;:séges éItékEl szerint R L REE
S St A A

k O 1 2, “'1 ,,

_--'ﬁ"ennelfogva osszesen (n+1) csoportba soroltuk -az elem:L esemenyeket,
'7€0Y~69Y CSOPOItban (k) —-szamu _esemény- van. Jeloljuk nu_ndazon elemi. eseme

. .' -nyek ‘halmizat = (tehdt azt a veletlen es_emenyt) . amelylkben pontosan
L ",k_—szamu A (és 1qy n—k szamu A) van,-_An. k—val Akkor T R
' ﬂ= An,(] + An,_'l"’f‘Anr‘,' 2 + "t :'An;k '+ 'A_n,n! .;

L



"Kolmogorovl axioméja szerint _
,,lf(Q'_._)=P(Anoi-n.%l_l.+7...+A» ) P(A )+P(A -)...:P(A ) '
e f....+P(A ) ( )p q +( )pq _+...,:(_k) .q’?: +...+( )pq-l-

LA kﬁvetkezﬁkben a P (A ) b 3e161ést hasznél]uk rov1d1tés végett e A
:'Tetelezzuk fel hogy adott n kisérletbdl élld sorozatr61 van szd itt is. Te-*'
. y . k n= k
by -( )p q

: az un,: bmomiahs valész;nuség A kdvetkezﬁkbén ennek monotomtasét 1 L :
' vizsgél,]uk Nézzik tehét a0, S » St

"bk ;,-‘

kl

,..},_

hényadost és éliapitsuk meg, meiy "k" ertékekre igaz hogy ; ‘ :

- _Mi’_v_él' .
P pk q“ * ke _mektl g

. .- ez akovetelés - :
’-k,<{(’n‘;+-1f> p‘_ .

".:_-esetén 41 fenn, e S : - S
. Bz azt- jelenti hog'y ha k értéke klsebb mmt (n + 1) p, akkor a mo-r_. S L
- ,_noton nbvekedés fennéll ha pedig ‘ L

k>(n+1)p,.

CoeMse o T




' ‘akkor az el6bbihez teljesen hasonld szdmoldssal kapjik, hogy
| _;-—-b.?_ <1,

'-k.-l'

N ami a monoton csﬁkkenést jelenti, ,

Hatérozzuk meg max bk-t Ket eset van:

- 1 : (n+ I)p : ]‘_ .- nem egész szém,_"- o

7‘ : 2 ; , » (n+ l)p e ' _" egész szém

Az 1 esetben vegyuk n+ 1) P: egész reszét, az - {(n + 1) p} szémot.-
o -'::Az elmondottakbél vilég-os, hogy a : . :

i(n+1)P]

- -valdszinuSég maximélis az. Usszes bk valoszindség kdzﬁtt .

S A 2, esetben (n+1) p egész szém, tehét valamely k- érték éppen Lo
‘g(n+1)p-ve1 egyen16 B s v
) Fennill, hqu_‘ e :

R b_-_"'-;’?ub' O
Ekkor két ma.ximum van,
Ugyanis ' -
( (n'+ 1p- 1)p(n+l)p -1 a- (n+1)p+1
(n+ 1) p) p(n-!-l}p - (n+1)p

n(n-l)...... (n (n+1) p+2) [(n+1)p] (g -~ _f'f

_@tDp. g "f"-'npq+pq ,. '/-"_-"- ap
(n (n+1)p+1)p (n np-p+l)p - (n+1)qp ;
. L~ e ant - S A

nq +q B

-6



_téhét-:té:ilyleg'; - AP

eSezamaximumLf . Do /. B
' Az elmondottakat az alébbi ébrék szemléltetik. (37 a ébra)- o

T
l' PR . - A - . -
- : . IR = : /-(’n#/),o]#/ S ~L
> :
/I’m‘f)ﬁJ fm‘f)/o
37 a ébra o

-

gha (n+1) p nem egész, akkor egy maximurn va.n,

[( +1)] érték

"_(3}_'7.15:51;;;&) .
.

s 2_1&58{ :;_ : - B S o “

B R N Oy SO Sy Y A

37.b gbra = -




- IV 6 2 Peldak a bmomlahs eloszlasra

o ,ttibbsziir, mint Pél 'na vagy 3 vagy 4 ]atszmat megnyer Ennek valdszmd-

.7 hogy 1/2 valﬁszindséggel adjék mind a helyes, mind a heiytelen vélaszt

selnek-e egy bmonyos javaglatot, “amélyet az embereknek ¢csak 30° % a he- .

" " ha pedig (n+1) p egész szém, akkor két maximélis éreék van:
"’?”(n+1)‘p41~ - -p(necl'-)?'p"

o ‘ Akbvetkezﬁ példak Kemeny Snell Thompson A modern matematika -
S _aIap]ai C. kﬁnyvbﬁl valok,, : : : S

L 1. Peter és Pal ping‘pongoz1k Aki nyer ‘egy jétszmét 1 Ft-ot kap._ o
° ‘:Ha n,egy jétszmdt ]étszanak mi annak a valészmusége hogy Peter tobbet :
E nyer, mint P417 - ' : : : S

Megoldés' Mindkét jatékos ——valészindséggel nyer Peter akkor nyer

_’Vrsége e T DT e e e ‘_»_
(3) (2) 2 -+ (4) (2)

. 2 Egy tiz kerdesh(ﬂ 3116 teszt-vizsgén mi- a valészinusége, hogy ta-f_r
! Iélgatassal legaldbb a kérdések 70 %- ra a- helyes vélaszt adjik, felteve,

- (Igennel vagy nemmel kell valaszohu. Yo

MegoldaS' A kérdezett. esemeny pontosan akkor kovetkezik be, ha vagy
'.'pontosan 7, vagy pontosan 8, . vagy. pontosan 9, vagy pontosan 10 kérdésre
.a helyes valaszt adjék, - Ennek valészindsege . s SRS
7.3 8 .2 9 0-
1011-101 '1011101 11
€ )(2) (2) HP G (5) (PG 7% (G

3 Talalomra kivélasztunk Ut embert és megkerdezzuk 6ket helye-."

s ‘.Iyesel Mia valészin[isége hog'y a kivalasztott ot ‘ember tobbsége ezek
kbzé tartozik? . o L

SR Megoldés Itt s bmom-eloszlésrél van sz() ésn= 5 ‘p= 0 3. A kér-:_

- 'déses esemény a k= -3, illetve k=4, 1lletve k=5 ertékekre kﬁvetkemk be ;'
A keresett valoszindség tehat’ " » 7 B o

)o 3.0, 72+(4)o 3t o, 7+(5)o 359 70

S48 -



Sy - , R

4 Egy torpedo I /3 valdszjmiséggel talal el: egy ha_]o Lelg’a'lﬁ'ﬁﬁrha'iny
; torpedd kell ahhoz, hogy }egalébb egy. torpedé 0 9-né1 nagyobb valészinu-"'

’ ' -'séggel ;alélja el ahajér? . . o

Megeldas A torpedok ismeretlen széma legyen n, a talélat valésm-_j-

- "7_',ndsege p= L €8 lgy q _-Z_ A keresett esemeny valoszmuségé a binom—el-
37 7 =

-_.oszlés formulaja szerint :
- (g)

L U annak a valészinds ge, hngy Iegaxéhb 1 torpedé i3 torpedé kﬁzdi

N eitaiélga a hajét egyenlﬁ a kﬁvet ez& éSsszeggeL U
e 1 k 2 n- k S
k—l Lo

B A kompleme'lter esemenynek vagyls annak a valdszmdsége, hogy az
- 2. torpedé kbzdl egyetleneg‘y sem talélja el a hajdt egyerlﬁ 2 e

R * (ﬂ> <3 (2, -_“ neli Pl
- Ennélfogva annak a valdszmusége, hogy a torpedé kbzul 1egalé.bb egy talél
1 - (—)

fe A feladat szennt enuek az értéknek nagyohbnak keIl lemue 0 9 nél
Cazaz.. L : . ‘ : : :

| (g—)“> 0;'9.7;.. S

_:4‘Ebb51 0 1 > ( ) ; lg 0 1 > n lg 3 \ ugyhogy n- > 5 6 s mmthogy n- egész
: ‘-ﬁszém kell hogy Iegyen, adédik n 2 6 . ‘ : ’

5 Egy pénzdarabbal 8- szor dobunk

’ S a) Mi a fe;dobésok széménak legvalészmubb érte‘:ce, : R
o b) Mi 8 legval6szinilbb szamérték ha az. elsd négy dobas ered- o
- menye mér fe] volt? - S o




: szinu.tség pedig' .’
o van, igy figyelembe wéve a kisérletek nggetlensegét is, kell, hogy

: ’_ Iegyen’ ebbs}' pedig )

2 ,-nyés rétes van, . 10 vendég érkezik a vendégk’ibe -

v o Iénnie a vendégl&ben ahhoz, hogy a vendégek a 1e‘net6 legnagyobh valészi-.

Megoldés a)( ) =5 maxxmélis, ha [(n+1)p] k [ ] [4 5] 4'1
A fé]dobésok széménak legvaloszindbb értéke k 4—né1 van, maga a valé-

-\ wne

L b) Az elsG négy dobés eredménye rﬁgz1tett, tehét caak négy dobasunk

4

i Osszesen tehét 6 dobés az eredmeny A megfe1e16 valészindség ktiny-
; nyen’kiszamithatd LR e T Lo

: 6 Egy vendégl&ba.u 743- valészindséggel kérnek almas rétest és -—' - )

valﬁszinuséggei cseresznyés Tétest.. A vendéglﬁben 5 almés és 5 cseresz- o

RS a) Mi a vaIészindsége annak 'nogy mind a 10 vendég olyan rétest
R -kap, amilyent kér?
.1 b) Tiz réfes: kﬁzul hény almés és hény cseresznyés rétesnek kell

: ‘._:ndséggel olyan. rétest, kap_;anak am11yent kértek?.

o Megoldés a) Tula]donkeppen annak az eseménynek a valdszindségét B

L keresstk, hogy 5 vendég kér almés és 5 vendég kéxr cseresznyés rétest, .

. M4skiilonben & vendégek kérését nem, lehet kielég1teni Mivel a retesek

i ésa vendégek széma egyenl6, mmdig csak azt a kérégt lehet kielegiteni,

- amelynél anmyi Vendég kér almds, és annyi vendég kér cseresznyés retest,r

. amennyi-ezekb8l a rétesekbﬁl a vendéglﬁban van, akkor is ha a 10 rétes '
" 'megoszlésa més, mint az-el4bbi 5-5.

< A keresett esemeny valészinusége az elmondottak alapjén

10 3 T _‘

o150~ .



] b) k db alm4s rétest és (10 k) db cseresznyés rétest kérnek A fel-
. adat szerint , . L
A 10,3k 1101:"‘
K k) @@ = maximum

- .‘:"--kell hogy legyen Ez akkor teljesul ha

s [11 ][”] Eszs] |

S 7 Mi a valdszinﬁsége aunak hogy 100 urnéba egymés uté.n talélom- e
ra 20 golyét bedobva, a goly6kbél pontosan 5 db valamelyik konkrét (egyéb- -

';«"ként tetszdleges) urnéba kerlﬁ]ﬁn? (Az egyes urnék egyméskbzt teljesen

e egyenranguak )

Megoldés

0 A 99 S

T

8 Mi a vanszindsége annak hogy egy 8 gyermekes csalédban tﬁbb Sk

K a fiu, rnint a lec’my, ha a fiuszdletések valészindsége 0 51?
Megoldés ‘ : '

5 3.8 " 6 : ' 8’

)0 51 049 +(6)0 51 049 +(7)0 51 049+(8)0 51

(5

o -9, Kockét dobunk fel. 10-szer egymésuté.n Mi a valészmdsége an- L
"lnak hogy a1l dobés kﬁzdl pontosan 7 izben dobunk 6-osat? ' :

Megoldés SR e e e T , »

53
(13)(2) (6

- : - P

cerl 10 Egy urnéboi amelyben 20 fehér és 2 fekete gclyo van, golyékat_'- SRR
- -huzunk K ugy, hogy a kihuzott golydt mindig visszatesszuk Legalébb

- . 'hanyszor kell huznunk hogy = -nél nagyobb 1egyen annak az eseménynek- S

e a valdszmdsége hogy legalé.bb egyszar feketét huzunk? ‘_j vl

L Megoldés. It is komplementer eseménn’yel dolgozva kapjuk hogy
E akeresett valdszi.ndség IS A S

TR A
.-1..-;<ﬁ>“ -

' —151- Sl




T 0, 8-nél nagyobb vaIdszinUséggel 1egyen a dobésok kozt fej?

B talélatos sem lesz kbztuk egyenlﬁ

| Ittn jelentia siﬁliséé'_e's hu?és»quszé‘_rﬂé'_t.‘ A ’_fellé('i'étis'zérivnt;"- S |
R
(22) > 7

[P

amelybﬁl egyszerd szémoléssal kap}uk ‘nogy n 2 8

11 Legaiébb hényszor kell dohmmk a szabélycs pénzérmével hogy”.

, Megoldés A dohésok ktizt van fej, ha l-szer 2-sze1‘, seey - szer
fordul e16 a fej‘ Ennek valdszinllsége, ha n dobést teszdnk i o

CugayL L z Hiolugcl ot

Sa-i>08

| ’-_f}l,-inneﬁ“oﬂ,zi&Zl#., Lo azaz?Ss es a3

' 12 Legalébb hény Iottdszelvényt kell kittﬂtenunk ha azt akarjuk
hogy 0,75-n4l nagyobb valészmdséggel legyen kdzttik negytalalatos'? ‘

Megcldés' ?A négytalalatos valdszinusége I 7; L : ‘

(5) (85) 425'

PeT '90
'-__._(45, ¢ ’

Ha n szelvérryt ttilttink kl, annak valészmtisége, hogy egyetlen négy- o

(O)P (1 ‘-p)n—nel el
Tehétamiesetunk valészindsége
Ckaetson.

a2



. -mindegyxkbﬁl 0,8 valoszindség el tud levizagéni; ha 6t térgyat -akkor 0,7

»;“>ii);§ it{ SRR .

: 43949268 43949268

- ugyhogy adddik -
| C1-0,9999" 078,
LD t-,»lg-O‘,éS'§n_lg'0;99999 . P

1g0,25 L0 60206

> 1go 9999 4 10 5

- 15052 db

13 Egy vastag pénzdarab feldobva 1; valdszindséggel esnk "fe]re . _'
12 valoszindséggel "irésr és %-—‘ I% vaIészinuséggel az éiére. . i

‘ “'Hatszor dobunk, Mi a valészinusége hogy a pénzdarab pontosan két- S
- szer esik az élére? -

Megoldés p 3- annak valészindsége, hogy az élére e31k

i q = -g—annak valészmusége, hogy nem az élére esik

A keresett valészinuség eszermt.

‘aizs
776~ 2009

5’.
"5
(g) =

Np—l A

5
() {) =)
et k3 ._6‘?,

Nr-.-'ﬁ
|

14 Eg'y hallgaté ugy gondolja, hogy ha negy targyat vesz fel akkor o ,

‘\.valdszindséggel,‘ ha hatot akkor 0,5 valészinuseggel tud kiilon- kitlan. mmd— R
+ egyikbdl levizsgélni :Célja az, hogy‘ legaldbb’ négy ‘targybol: lev1zsgazzék TR
- Hény el8addst kell felvennie ahhoz‘,’hogy a 1ehet6 legnagyohb valdszmuség— s
o geI ér]e el celjét? ' : _ :

Megoldés a)4 térgyat vesz fel Hogy mmd a négthI levizsgézzék
o annak a valdszmdsége : . . .

""d‘-;-s‘_‘ = 0, 40‘96"'. |

s




. e ben'a A A ieed A eseményrendszer és az. ehhez tartozo Pl: P2 P-
R valc::szindségek egyiitt egy’ va165zindségeioszlést képeznek e

L o b) 5 targyat vesz fel Hogy legalébb négy térgybél levizsgézzék an-'.
o nak a. vaioszinusége most: RIS
(4)07 03+(5)075 507 03+07 0,7, 15+o 7---""

.t-‘

.;’f | ‘=0, 2401 2 2 o 52822

_ B c) 6 térgyat vesz fel Hogy legalébb négy térgybol levizsgézzék an-?:
‘e nak a valoszindsége most o ' ,

( )0 5 o 5 +(5)0 5 o 5+(6)a 5 = (175 +6+1)=

22 1
"EI' 2.03437.7

IV 6 3 Valos.zmusegeloszlas

i (Egyelﬁre diszkrét valészindségeloszlésrol beszélunk ) Legyen az VQ'
: eseménytér a A1 A jieee A halmazok egyesitése, é- bérmely I # ] index-

S pérra teljesiljsn. dz

AﬂAjﬂ

£ -:'relécio tovébbé legyenek ismertek aP (A ) p1 vaIOszmuségek Ez eset~

Szoké.sos a valdszinuségeloszlést megadni a kﬁvetkezﬁ ind&oxf

A Az." I."

: pl. pz

Mivel n Al A2+...+A ésA ﬂA G, Kolmogorovl axmmé]a
o s_zerint.;.— R IR

R S e
S P(Q) P(A +A2+...+A)- z P(A)-l



e szernek nevezzuk

- gélt esemény pontcsan k 1zben kﬁvetkezett be az.n izben ttirtént kisérietbdl

Az ilyen Al, A2, vaes A eseményrendszert teljes eseményrend- BUREREE

S . -A mér ismertetett’ binomiélis eIoszlés is természetesen egyfa]ta va-
lcszmdségeloszlés giad A.k azon. eseményeket jelenti amelyeknél a vizs—

1tt is fenndll, Togy AN A =9, 17, tovébbd a P(A )=, (“) Nl LR
™

- értékeket meghataroztuk (k 0 1 2, e k e ;) /A té_blézat ekkor:. FRE

.;_-.:- A A A Ak % RS

—._p plpz...pk (") »J...‘p

_'; Ha az 0 eseménytér megszémlélhatéan végtelen sok egymést péronkent
kizérd esemény egyesitése, azaz:’. o G .

Q A +A2 +...+A + ey
.'r,i"és’ B

" A n A —g (1;:1:) | L

tovabbé iSmertek a P(A ) pjL valdszinuségek akkor ebben az esetben is ;f

. valoSzindségeloszléstx adunk meg a.z alé,bbi téblézattai.

| P1 211 |

“ahol termiészetesen L

A kovetkez6kben egy' elég nagy gyakorlati Jelentﬁséggel rendelkez(i e
eloszlést ismerunk meg, neve: Poisson—eloszlés. A Poisson—eloszlés Qo :
o eseménytere is végtelen sok egymdst péronként kizér6: -esemény egyesi- .- ST
- tese Bevezetését tbbbek kozdtt a binomiélis eloszlésnél szerep16 vald- R

&




o '-‘mulét amelyet célszeru hasznélni az ( ) erték kﬁzelltéSéffe

. n- et minden hatdron tul; de’ ugy» hogy azn-p érték éllande maradjm, Az

' _;.kifejezés hatérértéket ha n ———*—oa Ezzel a haxérértékkei kﬁzelitﬂc pk
értékét Mivel : . O :

pk T

e :szlnuségek nehéz"es kiszémltés& indokol;a Tanul:uk ugyan a St:rling-for

n! m e

A

Ko )-
k k! (n-k)l : m kmm k)z;lk (n k)

Co Logaritmus segirségév=-1 eleg gyorsan szamolhatunk Nézzdk most
‘a. Poisson -eloszldesal vals kozelitést, A binomlalis eloazl4snél szerep15
" n & kisérlatek szaméat, ppediga vlzsgélt esemen; bekuvetkezésének val6-
-gzihuségée jelentd valamely. klsérlet esetén) ndveljik 2 kigérletek szémét

- ilyen bmum-eloszlésomél ap alapvaloszindség figg az. g 2z n-t8l, tehé‘c nem:
- fiA érték mint gzt a bionrhr;-eloszlésokné £ltaldban megszoktuk,
]eltiljuk np értéké; 2 -vai, széw;l"suk ki a bincmiélis eioszlésné.l
_:szereplﬁ : , B T L :
L E

pk-() [ .q

.np J\ ezértp-—-' és q—l-‘& kpedigrﬁgitettérték Igy

n(n 1)(n—2),.. [n (k 1)] A (1 n (1 _.,_)

'»1’1

R (1 -—) (1 - -—),.. _(1 -~---) n ' k

K

- Epbéle fejurl;shgt 4thato, hogy .
lim pk;=.‘-:.2‘;—='.' N

,ZS"

' 'amelyre a V ]eltﬂést szoktak haszné}m Ennek alapjan a Poisson EIOS'Z.-::

: 1és tablézatét 1gy 1rhat}uk fel EXRRE Lo ’.,
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. '_mér az anahzlsbﬁl tudruk hogy

o azonosség a mér tanultakat 1gazolja T

| : Iésnél szereplﬁ S

R Veloszlasnél max k = lim [(n—i—l) p]' = lim [np + p] =[)\+ lim. 3]

. b - (s 0] m |

A a-‘Pdi”s'soﬁ_-'quszlﬁé'pé'if.ai'm'éte:e; _Te:r:iééiéteS;e,_tr. az el6zdek

X V'—1 T
k=0 ke IR E

' Ha a bal cldalon szerep16 végtelen sor. dsszegét nem. ismernénk bizonyité- > {
“-sul is szolgélhatna a sordsszeg meghatérozéséra az a tény, hogy a balol-: "
_dalon a 2 -nak 1<nek'kell lennie valészinuségu szémuésokbol Mi azonban

) 1gy tehdt '

k ki

-A _ . .
E A =e { Z &—)E'V‘?‘,ﬁ'e?\f;l’
-Ic--._() ST i AN

A gyakorlatban, haa kisérletek 'széma nagy (gondoljunk pl egy gyér )
lazonos. feltételek mellett tortén6 termelésére) akkor a bmomiélis elosz- SElE

~ ‘nk J\e ‘

o kﬁieﬁtéé _j‘énak r:r'iohdhétb., Mi\i‘el a- Z Vk =1 egyenldség fennall kell
’ ,hogy hm ’ -V 0 1egyen,
U k-»oo
Ennek alap]an V

K] maxunumara 1s kovetkeztethetdnk Ui, max pk A

= binomlélis eloszlis esetén a’ )k = [(n+1) :] értekre adodott Pmsson-

n-roo o n-—oo = - n-—oo e




' ;'JL '2 45, akkor max V, = V,.

Ha /\ egész szém akkor- max k= )\ ha A nem egesz szém, pl
Poissun-eloszlé.s ébrézolésa A 2 45 esetében. (38 ébra)

38 ébra

Meg]egyzéS' Han p nem konstans, de hm n p =X teljesul akkor is _' i
i mee e RS
) igazak az elmondottak Vagyis 'j I
“lim p = Hm (“) P (1 p) P e
: k- kLo
.1.1"95 “"°° - . R r
ahol k rﬁgzitett értek o I - e
Ui legyen most is k fix n p A ugyhogy o
" tovbb4 fé_l{é,téléﬁ;ﬂk.f hogy _
S L lmoa_=A és 0 <k<Hoo. v

” n-*oo

0’;< _nE<1 :niatt egyuttal . 0 < 1'?-_—-53- < b

R R



. Akker

= -rmatt e16bb1 limesz-egyenlﬁségunk vllégos o T

2o n(n-1) m-2),, .-~(n-—k+1») e ,_‘_ﬁ k.
: R&T',[ '>¢3;ni;_5 T )
’--'—(1"')(1"_)”- (1'—) T(l -—')(1 -——). Co el

e "L;_éw'r.é’n_ln _korlé’;os és k;:rbgzi{:ett’, _‘azéx_'_t\ o
) lim (1 -—-—) s UM e =
L n-*OO RS e ERtE n*ook! -
"7£béébbé{r o
R N T U S
P UmA e Qe BT =R

,-Z’Mésr,ééﬁ B SR SR - SUR

o Ugyanis Iegyen ——-—_’— h 3h01-»§¢h=’1t hn""" 0, han —=+co. Ezzelaje-
o lslesser SRR f"}lf Ry
: "(]?"—_)f (l—h) .

n.

W

,l'_‘
Ty

Ismeretes hogy (1 —h) ——r-el' hah —>—0 és A —»A !

- ?.15,‘5’-'1.55; o




IV 6 4 Peldak a POISSOII elosziashoz

_ ‘ 1 Legyen adva N szému, teljesen egyforma urna és n szému, telje-" .
" sen egyforma ‘golyé6.: Bérmely urnéba egyen16 valOszimiséggel keruihet gO- -

" 1y, ha a-golyoskat. taldlomra. elosztjuk az urndk kozott, Mi annak'a valé- - -

A szinllsége, hogy egy konkrét de. egyébként tetsz(SIeges urnéba pontosan
L koszému golyo keriil?.

Felelet Legyen az N szému urna ul, ,“2’.- v, uN’ gz n szému go-

b -";:’1y6 sorszéma pedig 1, 2, vien n. Mindegyik golyé: széma ftile n']uk azt az

; ru umat amelybe a golyo ‘a szétosztésnél belekerult pl

BR EQN Vegylik el a.z urnék kbzul a széban forgd urnét, pl az’ u1 -et, s te- :

' SO B szé,mu golyé Ezeket az N.- 1. urnéba az’ e16bb1ek szerint

e .keH szorozni (n )= val mert n golyo kbziﬂ a kivélasztott uméba (u -be)

,‘;,_ u1 ul |16 u2 u2"' u s |
St 12 s 5 n e
-'egy lehetséges hozzarendeiés. _Az 6sszes hozzérendelesek széma nyilvan

= gytink ebbe pontosan Kk szérnu gol-ydt' visszamarad N-- l szému urna és PR

",r(-N = 1) -féleképpen lehet elhelyezm de ezt az utobbi szémot meg meg :

ak ,szému golyét (k) féleképpen vélaszthat}uk ki Igy a kedvez6 esetek
- "széma arra az eseményre nézve, hogy az ul urnéba pontosan k szamu -
“’a‘golyo kerdljdn SRR R AR B T

(k) - 1)

’ ,tehét a keresett valészinﬂség egyen16 az

L (k) <N 1)

B tﬁrttel R R
(- 1) L k
-._'(I’l) ,_-,_——,_—**—-() (1——)

-0




o '_mazsa dvegmassza. atlag X szédmu’ szemcsét tartalmaz," ‘teh4t tsszesen .-

’fonamén §zemese jut, a palack: seEeJtes lesz. Mia valoszinusége annak,’

Ndveljiik most az urnék és a golyék szémét mmden hatéron tul ugy, hogy
: *ﬁ = 7L éllando maradjon . '_ L
- Akkor az elﬁbb kiszémitott"’ ST
oemlo 5 n- k
t jv}é‘lész-ini}s_égé e e
| ')LN(?\N-I)()\N 3. (;w (k 1)) (1 ;[(1';_ L ] o
e k!Nk SN oL N e

: —E‘ (_L- ‘ N) (1 _JL—I—\I} .- .'( _‘, 2 N) (1 - »)-, [(1 - —) ]

C '.étalakités kapcsén rogzltett k és N — +oo esetén, a.mikor 1s n = ?\ N
- szintén oo-hez tart konvergél a o - :

- g har.érvaloszinljséghez. C R : : »
' .': Tehét nagyon nagy szamu N urna és n golyo esetén (feltéve, hogy az’

- " egy urnéba juté golyok étlagos 7\ = n_ﬁ széma véltozatlan) annak az, ese- a0

menynek ‘a valdszmllsége, hogy- vala.melyik konkrét de egyébként tetsz(S*—
Ieges urnéba Eontosan k szému golyo jut egyenl(i a o

':'szorzattai LY

. Egy alkalma.zés.‘ Uveggyértésnél M. metermézsa dvegmaSSZébol T
1 kg os palackokat gydrtunk, igy N =100 M palackunk lesz, ‘Minden méter-

n= ‘M:-x §zemcsé vanaz M. mizsa masszaban Ha egy palackba a: gyértés

A: ?hogy tbmeggyértés esetén (M igen nagy) valamely talalomra kivalasztott
uvegpalack selejtes Iesz‘? - ; : :

, oy 161 ':‘-7- ‘




a selejtszézalék CSupén 7,22 % lesz. (Ekkor ui, N=400M, .

o .és a palack selejtességének valoszmﬁsége 1 - ami ~0 0722 -

g kénk) ahol N egész szdm, Ha minden'l dm3 -es térrészbe egyenld valé~

SR Léthato, hogy 1tt az: elﬁbbi urna—golyé-feladatrél van szd csup;in ur-"
- ‘na helyett palackot, golyd helyett szemcsét kell monda.nl Esetilnkben SR

7

’;.ﬁ'_-'MX _for' .
o A'T'Nf,lGO.M_" 55 p»l.-_ x= 30 mellett 1 o 3

' lg-y annak a valdszindsége, hogy egy palack anyagéban pontosan k szemcse
Covamo - e

o 0,3‘?’ 70,3
P Thr S :
s e
= By 20,32 -0,3_ _-0,3
FoZTor *

RS .

"mmak a valdszinUsége, hogy egy palackban nincs szemcse, vagyis, hogy ‘
a palack selejtmentes. . Igy annak a valészindsége, hogy eg‘y palack selejtes,

-',(i‘; )”0 2592 azaz 25, 92%, I I o
O Ha az-€16bbi példénkban csak 1/4 kg-os. palackokat gyartunk akkor

' x--M=' : x , 3'o=. : -3-- :

B et T i 52

.'ZI!'J
]
=1
=]
.;;
[
c:
;h
=
g
nh-
c:>

e

3 
T@0

T

- Bzaz leeggyértém alkalmazés Rényi Alfréd Valészinllségszémltas
c tankﬁnyvébﬁl valo : . Co

2 Legyen N dm3 -e8 térreszdnk és n szé.mu tbmegpontunk (részecs-.

szinﬂséggel jut részecske, mi avalészmtisége annak _hogy igen nagy N
. ésn ésetén egy 1 dm3 ~es térrészben pontosan k szému részecske van je-
K ,,len, feltéve, hogy a tdmegeloszlés étlagos surlIsége, tehat az o

f—\; —_A_ széméllando? R P

Létha.to hogy ismét az elﬁbbx uma-golyo problémarol van szo Ha .
o adott a tdmegeloszlés = j-.?\ sdrdsége (pontosabban szolva, ha egy re- o
;szecske tomege m, az TIE_ mA szam az étlagsurdség, de ez a dolog le-

o :nyeget nem er1nt1),akkor a keresett valészimiség’
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%‘kie',ﬁr~r~‘ :

'3, ’I‘egydk fel hogy valamely orszégon beldl 3 csalédok Poisson-el- '

| -oszldst kivetriek gyermekeik 1étszdma: tekinteteben. Vagyis annak a valo-, :

- szmdsége, hogy egy csalédban pontosan k gyermek van, egyenlﬂ
k!

L

.'-val alkalmasan vélasztott )\>0 pa.raméter meliett (k 0, 1 2 3 3,.. ) -

S AZ 1smert ]elﬁléseket hasznélva: <

A Jelentse azt az. eseményt, hogy egy- csaléd gyermektelen ‘
; ,A jelentse azt az eseményt, hogy egy csalédban by gyermek va.n,'f
» 2 Jelentse azt az eseményt, hogy egy csalédban 2, gyermek vam, o

o »Akrje_l\én'tsé azt az eée'ményf,_"h_oéy"egj.:-.“c::sa‘lédban' k gyermek van, - S

AZ D _'eseménytér tehét:; SRR

;z_ kL_J Ko AN AIO0

O

: :‘tovébbé
o N

= _......{_\_..
p(Ak) kb

0 Ataz 111et6 orszég statlsztikéja alap]én hatérozzéE meg', Ieggyakoribb '
'-az1<7\<2eset o S
A fiuszdletés valésziudsége hazénkhan az utolso ev‘tizedekben'* =
0 516, Igy (1 - p=q= 0,484 a lednysziiletés valdszindsége),

Ezen hevezetes utdn feltehetS a kovetkezs kérdés, Ha tudjuk; A hogy e

‘a ésalédok gyermekeik szdma tekintetében Po1sson-elosz1ast kévetnek, .
" mi annak a valgsziniisége, hogy egy talélomra klvélasztott csalédban _-2
pontosan k szému flugyermek van? S : SRR
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_ _ Feladatunk kiszémxtasévai igaze]ni. fogjuk hogy egy u33bb Po1sso
eloszlés‘noz jutunk -amely’ eloszlés paramétere - Ap érték lesz, Szokésos

ezt az ujonnan kapott Pmsson-eloszlést ossze-
< tett eloszlésnak nevezni;
A fmgye"mekek széma k (ahol k valaml-
lyen nem-negativ egész szém) (F= k) jelents
"azt az eseményt, hogy egy csalédban pontosan'
k szému fiu van, (39. 4dbra,) ‘ :
Az (F 3] eseményt feltﬂntetff halmaz azo
két a- csalédokat 4brézol6 halmazokba nyulik
bele, amerekben ponptosan k szdrau-fiu van, -
A teljes valészinﬂség tételét hasznaljhk

(F k) (F k)n(A +A +A + +A +,..')"

(F »kj)-.- nL-%) [(F k)ﬂA]

- »:"'39" ébra ahol n véltozik k pedig rdgzitett és A ﬂA a
(i #k). - : T

Kolmogorov I axloméja szerint: o

B 'n"O

P(F k)— Z P[(F k)nA] z [(F k)lA] ..?iiAﬁ").?—}
S0 T Bt RS
el bR

" 'Han<k; akkor (}) = 0, tehdt: "




o adni:

P(F 0= E ()p S GBI G
: n“k: . L : S

=,e.~,7\ k - z “al - -an e
TS P & W) T W

_et Ak Stk

E Az n-k U jelﬁlest hasznélva

P(F k) _.R—_ Z (qz\)l;_:: e kfp;\) el

-‘»»-:ls,l Pt

Ig'y a:k,érdéSes ,_véiqéz'ini.fSég’i“ S . , o
: 7\p k.

_.e . (7\9)

Vk = P (F | k) k[ o

T .Ennek a Poisson -elcszlasnak a téhlézatét a kﬁvetkezﬁ alakban lehet meg- _' L

: ahol 7\, S = }(p az tisszetett eloszlés parametere ‘




. IV.7 A VALOSZINUSEGI VALTOZO FOGALMA - ©

| «_ 5 IV 7 1 Alapfogalmak Def1n1c10k

Lattunk mar blzonyos eloszlasokat Vegydk ezek kozul a bmomlahs
eloszlast amelynek tablazata. ' : :

. 0~, AI,Az' ... .. Akl 0--0‘01 .—'..7'..7..,‘7"' An )

por pll pz: “eey pk"kp . q s ,.1,.», ’pﬂ' A

o Rendeljuk o az A esemenyhez a 0 érteket
o Caz Al. eseményhez- az 1 erteket e
az ,Azre_seményherz_a 2 éljteket,',

e
-

. az Ak eseményhez a k értéket -

- az "A eseményhez'az‘:ﬁ értékét e

a
e

Igy mmden reahzalhatd esemenyhez egy szamot rendeltunk tehat |
- egy fug'gvényt letesn:etttmk ez a fuggvény az itt szereplo események alap- '

S - jdn van ertelmezve es felvehen a0,1,2,,,,, n értékeket, Szokds ezt | v
- afuggventh -szel is jeldlni: neve:. valészmuseg1 viltozs., Ha csak véges, | |

- vagy megszémlélhatéan végtelen sok kiilonboz8 értéket vehet fel (mlnt ploo,
]eIen esetben 1), diszkrét val6sziniis égl eloszldshoz tartozs, diszkrét va-
‘16sziniségi vltozorel beszélink; A véletlentdl figg, hogy a X valbszinid- . -
. ségl viltoz6 valamely kisérletsorozamal me1y1k értéket veszi fel. Ha azon- |

. ban nagyon sok esetben hajtjuk végre a kisérletsorozatokat, .azt" tapasztal-

< juk, hogy a valdszmusegi viltozs valamely értékét az esemenyhez tartozé
. val6sziniiség ardnyiban veszi fel. Tehdt a. val6sziniségt valtozé minden .
egyes értékehez egy szam tartozxk amely azt ]eldli mﬂyen vaiészmu- '

Pl

; 416.6'}_; '




4

' -séggel veszi fel ] valﬁszmuségx véltozo ezt a.z értéket PI a bmorméhs el—_ Lt

s oszlasoknai annak a vaIészinusége, hogy X=k Iegyen egyenlﬁ’ a
&“af"'“
T P(x k)-()p
"l-_ertekkel -'  a D : L e,
Altalaban a P(X k) pk ]elolest szokas hasznalni ‘

. Egy masik példa a kockadobas esete Az it szerep16 esemenyekhez
az 1, 2 -3, 4 5 6 szamokat rendelhet_]dk a- .

;f

2

fw*—>
: U‘_‘_ :>

;séma szerint a RO IR
‘ Most a valoszindségx valtozo Iehetséges érteker» S

‘X—-123456

: 8 -.a hozzé;uk tartozo valészmdsegek pedlg

; . ’;

I."‘

P(X-l): P(X 2)=% P(X 6)=;—- _ _ E

.Q\‘

"-.',‘=Ha 3zt kerdezzuk mi a vaIészmusége annak hogy 2 X 4 legyen a va- FNRE

:lasz

P(24X‘4) %_ L

= Ez azt ]elenn ho —-annak a valcszmusé €, ho a valészmuség'x valtozo
. S'Y 2 g S'Y

vagy a. 2—es vagy a 3~ as vagy a 4-es erteket vesz1 fel. - T
SR Legyen a kovetkezo peldankhan egy umaban 6 fekete és 4 pxros go- S
L 1yé, v1sszatevesse1 ‘huzzunk ki egymis utdn egy golyét de csak addig, -
- anug elszor piresat nem huzunk. Nézzik meg, milyen: értékeket vehet .

fel a valdszmusegi viltozo és ‘hatirozziik meg; hogy X az egyes en:ekelt
.mxlyen vaIészmuséggel veszi fei Az X vaIﬁsszisegl valtozd értelme az L

S al: ébb1akb01 v11agos

'Ha az els6: huzaéra piros golyot huzunk ez az A esemény., az A f 7.- s

" ) ‘:eseményhez rendelt szam 1, azaz X = 1, , o i S
' Ha a mésodik ‘huzdsra huzunk elSszor p1ros golyét ez & A2 ese- o

‘;= [mény, az Az eseményhez rendelt szdm 2 ‘azaz X 2 T o

.




Ha a k ik huzésra huzunk elﬁszﬁr piros golyét ez.a

o A esemény; az A eseményhez rendelt szam k azazX k

2, ey k, *edy

Az esemenyek A _ A e ,A‘nt,": N ST .
az esemenyekhez rendelt szamok rendre : -

.X" 1 2, -.o’ k, »e .7,:_-71:]:,77'..'-_‘. L

Ezek soxozata sehol sem & véget mert elﬁfordulhat, hogy nem huzunk :
egyszer sem. piros golyét Ttt i diszkrét eloszlésrél van sz6. Annak a valo
szindsége, hogy a valészindségi valtozs a k. érteket veszi feI S

P(x k)“(()k-_l-: 1?)' L

K A fent emlitett példék alapjén azt- mondhatjuk hogy a valdszindsegi 1
- véltbzo olyan mennyiség, amely kultinbbzﬁ értekeket vehet fel altaléban
i més és més vaidszinllséggel s . , _

ke L

Nem diszkret valészinllségi véltozé fogalma L

L A vizsgélt esemenyek Q: halmaza nem minden esetben véges vagy
o megszamlélhatoan végtelen sok esewénybﬁl a11 El6forduthat pl. ,“hogy -
‘az ) eéseménytér a.valos szamok valamely nem —megszémlélhaté rész-
: ~ha1mazéva1 reprezentélhats. (Pl az Q eseménytér a vales szémegyenes
valamely [a b] interyallumdban levs val6és szdmok halmaza, ) SR
» ~'Ilyen tov4bb4, ‘ha a Duna gsszes 1ehetséges yiz4lldsaihoz, mlnt ele—
. mi: eseményekhez (ezek most nem. megszamlalhato sokan vannak), a viz— 3
éllas nagysagét rendeljuk hozza. : o C S
)
maximélis vizéllés X M _
R elemi esemenyek az N 'X =a mért érték nagységa
e egyes v1zé11asok : ____

y véletlen események pl B L
o av1zéllésnak valamely‘ 1 R
~_intervallumba vagy bi-. § N
.4 zonyos' mtervallumok-

ba valé esése N

s

i

"';_miniméli_s 'v_i_zéués el o x=



» Ebben az. esethen az elemi események halmaz'in egy elyan valés .
'-Vfliggvényt definidltunk, amely értékeit a [m, M] Iitervallumban veszi -,
- fel."Ezt a nggvényt (hasonldan a diszkrét esethez) vaiészinuségl véltozo—- :
‘nak nevezzik. Nem diszkxét. vaIOSzimIségi véltoz6val tallkozunk akkor -

/is; haa statisztikai adatok alapjdn arra akarunk vélaszt adni, mi a valo- B

- szinusége annak; hogy valamely- 1zz6 ldmpa bizonyos élettartamot megér? :
: Most 4 X valésziniségl véltoz6 értéket dz 1zz61ampak életkoréval ,
' egyenlﬁk X ‘minden nem-negativ valés szdmértéket felvehet, természete- .

.. sen més és més valészinliséggel.- Nem digzkrét val6sziniségl véltozéval

; "talélkozunl\ a méresnél elkovetett hibdk esetében is, Itt X az elkdvetett
',_-hiba értékeit veszi fel tehat’ minden valos, szamértéket felvehet, )
" Mint az el6bbi példékhdl mdr 14ttuk, -a. valészintiségl Véltoz6- fogalma’-

S akkor 1ép fel; amikor a szdban forgo kisérlet egyes kimenetelei (az elemi R
- ,események) sz4mok, vagy szdmokkal I’apcsolatosak Mint pl, 14tni ngjuk SO

“ha egy penzérmet n izben feldobunk, akkor az elemi esemén]rek: a "fej"

' ill, "irds" dobds, ‘Mégis célszerd az egyik elemi eseménytpl. -afejet.az o

"1 szémmal, a mésik elemi eseményt (az irds) a 0 szdmmal jellemezni, -

A valészinﬂségi vltozs: matematikai fogalménak megalkotésénél el: kell )

" tekinteniink a konkrét kisérletekt6l, teh4t att6l, hogy mikor milyen SZém- .
- értékek lépnek fel az egyes’ k1menetelekné1 és csak olyan tulajdonségokbol o
.. gzabad Kitndulnunk, ‘amelyek’] matematikai szempontbol lenyegesek Ezek

‘;_"‘,a tuiajdonsagok a kovetkezﬁk

1. Az elemi események mindegyikehez egy konkret szé.mértek tar- :_ :_‘ . -

"tozik Ebb61 latjuk, hogy a vaidszinuségl viltozé egy. fl.lggvényt jelent az-
'-eseménytérben, ‘hiszen az egyes-elemi eseményekhez jaz: eseményter

pontJalhoz szémokat rendeltink, s
P "2, Véletlen esemenynek szémit 'ha a valdszzndségi véltozd érteke B
- 'valamilyen konkrét sz4mmal egyenl6, vagy pedig valamilyen megadott

.. szdmndl kisebb, vagy nagyobb vagy két megadott SZam ktizé esik Azaz T
: 'pl a szokésos jelblessel . , : B

.

(X y), (Y<y), ( <X<y2)

: véletlen események bérmely valés y, iIletve yl és y2 szam esetén

Mmdezen szemleletes elﬁzmény utan most mér megadjuk a valdsz1- o

-niIségi véltozé pontos definicicjat. « .
o Mint-a va165z1ndségszamitas megalapozasanal emlitettdk az aIapul ,

_”szolgalé matematikal modell a kbvetkez8: Adva van'az elemi esemenyek-

nek egy halmaza, az un,. esemenytér -Adva van'tovibbd az eseménytér .

bizonyos részhalmazainak, az un, véletlen esemenzeknek egy A csalad]a S

‘Ez a halma.zcsalad a kovetkez§ tulajdonsdgokkal rendelkezik, Ha.

A € A A2 € A e véletlen eseményeknek egy veges vagy meg- o

Sl lea s




g * yalamint metszete A ﬂ A ﬂ s s az A halma,zcsaladba tal'tOZik

‘halmazcsaléd két tetszﬁleges veletien esemenye ‘akkor A-B szintén az .A,

halmazcsaladba tartozik, tovdbbd a Q -0 = @ eseményis,

- -‘lad neve: 6- algbra. A it tehat az esemenytér veletien eseményeinek

) _tula;donsagokkal ‘Mindezeket' ‘ugy szoktak osszefoglalm hogy adva van
fa "egy (0, A, P) valészmdsegl mez8,. .-

£V, g stb, ‘betilkkel is jelslni), amelyre birmely y vaiés szdm eseten :

Kszémlélhathn végtelen sorozata akkor ezek egyesitése A U A U

A esernenytér az: A halmazcsalédba tartozﬂ( Ha A és Baz .A

_ :;halmazcsaléd véletlen eseménye “Ebb&1 kdvetkemk pl., hogy harmely ,
- A véletlen esemennyel egylitta N -A=A4A komplementer esemeny 1s az .A.

Mint mér a regebblek folvaman emlitestiik, az- 11yen A, halmazcsa— {;;

6 -algebrdja. . - g

Adva van vegLil az J"c halmazcsalad eIemem azaz a véletlen eseme—f'."
: ’nyeken definialt P valdszmdségx mérték, amely mmden A € A véletlen T
- esemenyhez epgy 0 €P(A)EL valészmus éget rendel a mér jol rneg-1smert o

P Minden olyan,. a {1 eseménytér eIerm esemenyein ertelmezett valés-"
L ertékd X nggvényt (ezeketa- fuggvenyeket szokdas még Y, 'Z stb., vagy

mindazon elemi esemenyek halmaza, -amelyeken X<y, az /4 haimazcsa-» = )
'lédba tartozd véletlen esemenyt Jelent valészmdsegi viltozénak nevezink,

‘8zokds rov1d irdsmeddal az elébbi eleml eseniények ‘halmazér (X< y)
"»]ellel is 1eltilm Tehat. X< y) az a véletlen esemeny, hogy X valoszmzisegx
valtozd érteke az.y vales szamn4l. kisebb; - . !
Tekmtettel az A halmazcsalad tdbbszbr emhtett tula]donsagalra a

[

(X 5 y) » \ 1
“:""_‘:;‘esemény szmten az A halma.zcsalad eleme, tehét véletlen esemeny U1
m w~ﬁ-m<w :

' .Konnyen belathato hogy mmdazon eleml esemenyek halmaza arnelyeken :
| tetszéleges y valés szdmra X € =Yy elﬁalhthatd a kbvetkezﬁ veletlen ese- .
' '»'.‘rnények metszeteként L L ST .

C e

'?12 @? i @<Y+ﬂ'; ’

n-l' ’

SO n=1,2,8 .0



o ,7 'Minthogy az: (X < y + —) események minden pozitiv egész n-—re az f’c hal-

e mazcsaladba tartozo veletlen események azért (X y) is az A halmaz- _ ',
- .csalédba tartozo veletlen esemeny. RN o s L

Q (X‘Y) (X>Y)

- 'Usszefdggés mlatt ugya.ncsak a.z .A halmazcsalédba tartozik a (X > y) ese-.- B

'-V'ményxs.Tovébba az ST T , R
( < X < yz)

: véletlen esemeny, egyenld levén SRR

(X(< yz) (X yl)

o kdiﬁnbséggel barmely y1< y2 szémpan'a szmtén azA halma.zcsalédnak
f._véletlen eseménye. Hasonlo okoskodassal kﬁnnyen beléthato hogy az

(YI-X‘YZ)-(X y2) (X< Yl)

.fesemeny bérmely yl< YZ szampér meIlett szmten az A halma.zcsaladba e

: l-tartozo véletlen esemény e ‘ T
A PX=x), 111etve P (X < y), P (y1< K yz) stb Jelﬁlesek a P mti~ LT

) fgottl zaré;elben allo ese enz valészmﬂseget JeIentik i -,
: Meg]egzzesek (csak a ma.tematlka 1rant melyebben erdeklé’dﬁknek)

Az imént. felsorolt veletlen esemenyeknel a valgésziniségi valtozé gr-.
Y teke a valds szamegyenes vaIamer (vl, y2 ) iIIetve (-oo,y), illetve (y, +oo) ’

"szammtervallumalba esﬁc Ezeken a szammtervallumokon kiviil (amelyek !

- f“._.Iehetnek nylltak ‘zirtak vagy félig nyﬂtak) léteznek sokkal dltaldnesabb. -
. jellegl szdmhalmazok is (az un. Borel-fele halmazok), amelyek rendel- L
- keznek azzal a tula]donsaggal hogy an eseménytér minddzon elemi ese- -
o ményeinek 4 halmaza; amely elemi esemenyeken a'X valosziniiségi vélto- . o
- z6.szdmértéke a valos szdmoknak egy ilyen Borel-hahnazaha esﬁc szmten/ S

az A halmazcsalérd egyik véletlen eseménye,

" Aivalés szémegyenes Borel—halmazau a kovetkezﬁ modon Iehet meg-'-'_‘, "_ SN

o , konstruélni Induljtmk ki a valds szémegyenes vala.mennyi (yl, yz)

-;nyill: intervalluméboel, Alkaimazzuk ‘az egyesites (Lmlo kepzés), metszes S
L4 komplementer-képzes miveletét az alapul vett kiinduls nyilt mterval- PR

g lumok veges sokszor 111etve megszamlalhardan végtelen sokszor

Bl




L _menter-kepzés mﬁveletet ismételten véges, illetve megszamlélhatdan vég
" telen sok izben, Minda.zok a halmazok amelyek ezzel a szerkesztésméd—" ;

tetiink arra, hogy X diszkrét el,oszlésu, ha X lehetséges szémertékei 7
" megszdml4lhaté sokan vannak, ). PR

& val6szinlségl véltozo lehetséges értékeit, a miésodik sorba pedig rendre

- P1 a kockadobés tébiézata.

F

g .Az igy kapott halmazokra alkalmazzuk az egyesités, metszés és komple-
dal megkaphatok a valés szémegyenes Borel-halmazai

IV 7 2 Varhato ertek
(Diszkrét eloszlésu valdszinuségi véltozﬁ vérhato értéke. Emlékgz—
Ll A vdészintﬁségl vziitozo értelmezése utén valamely valészindségi el-—
Ly oszléat megadhatunk egy -olyan t4bldzattal is, amelynek éls6 sorsban az.

“események helyett az eseményekhez tartozs szdmértékeket irjuk, tehdt

‘a valosziniségi véltozo megfele16 értékeihez tartozé valészinllségeket

A b1nom1ahs eloszlés téblazata. _ :
, 0'1 '_  -‘ ’k o -.-1.: RS n \
i L E P = (n) k n-k SRRy
) 'PO”PI,‘ '{..f!':pk- : k' P -q s -- -v pn i R
o Alvaldban: S R L
1 x2 "2' ...,_x e )
plg pzppap o-u, p" o--_" ,‘... . .
',ahol X Iehetséges értékei az xl, x2, Ky e xn, N szémok és
o Egy ;llyen tablézamak az. az. értelme, hogy a valészinliségl valtozd

. ’.gff vdszes lehetséges értekét amelyeket az elsé sorba irtunk a-mésodik aor
B ulzozza A sulyozéson azt ert]ﬂk hogy bizonyos valOs ertekekhez (itt

’ '. ,‘:' 17z -



T valészinuségeket) rendellnk,
& " helyzet; példduk a legnagyobb "suly‘ ak= [(n + 1) p] valdszindségi vél- o

S : tozd fefvehet{i értekeinek mi ‘az 4tlaga. (ez- lehet természetesen: olyan -

_ valé, ‘hogy a valészinuségi véltozé sulyozott étlagénzak meghatérozasa bir '
o 3elent69égge1

»1egfontosabb adat, amint ezt a kés(?bbiekben ldtni fog]uk
faga a mechanikdb6l j61 ismert sulypont-meghatarozés alapjan torténik, -

~ ‘ugyanigy a valosziniségi viltozs sulyozott 4tlaga 1s a nagy valészinllseggel T

B :a X vérhatd ertékén a. Z pi % sorﬁsszeget ért]uk feltéve, hog!

,r,;
ox

'X ertékeihez) kisebb nagyobb esetleg egyen16 szamertékeket (a megfele-l o :

. “Pl-a kockadobésnél a valdszjmjéégl véltozé mmden Iehetséges érte— e
© - ke ugyanakkora sullyal van ellétva, 2 binomi4lis eloszldsndl nemez a™ -, . .

© toz6- -értékhez tartozik,” _
‘Ha arra a kérdésre akaru,uk valaszt adni hogy a valészmﬁségl vél-

E 'erték 15, mnelyet a. valészimiségi véltoz6 nem is.vesz fel),: akkor: nyilvén- o

- Rz a valészinuségi véltozé eloszlésénak ]ellemzésére Szo]_gélé egyik =

A sulyozott 4tlag (sulyozott szdmtani kozépnek is’ nevezik) kiszérqi- e
- ‘Amint a tdmegkﬁzéppont anagy. ttjmegekkel Tendelkez6 tbmegpontok felé

- bektvetkez§ eseményeket jelentd valdszinuségi véltoz6 értékek felé tolo=- -
- dik el, Kockadobds esetén a sulyozott 4tlag (a valosziniségi valtoze leg= 3 e

o j‘kisebb és’ le’gnagyobb ertékének szémtani kﬁzepe-) a megfe1e16 valdszimi- ,' -
T '-ségek egyeniﬁsége mlatt I S

LEO0 55,

-’, A biuomiéhs eloszlésnéi ez természetesen nem 1gy van :
A Valdszinuség'x véltozé ertekkészletében centrilis helyet elfoglald

e értékre, amelyet ezutén vérhaté értéknek nevezdnk a kbvetkezﬁ definicidt-’
' {adjuk : : >

Ha X valdszindségl valtozo diszkret eloszlésu és az xl 12

. 2”--:
eees xl, - ‘értékeket rendre apl, pz, _p3, coioy pi mee : RO

C A

"-J—',’»;"valdszinuseggel veszi fel. P (X x) pi, tovébbé Z pi = 1 akkor ‘ o

oo

s 1—1,
' - '-..a sor abszolut konvergens (Ellenkezfi esetben nem letemk X varhaté
) "'ertéké )}eltslese : . s :

M(X)-j Z pi SR

Sl




: A' z pi xi sor abszolut konvergenciéjét ami a. z pi]x ] sor
i"' ,_,.\ 5 : — i"‘ L . i
konvergenciéjét jelenti azért ktjveteljuk meg, ,mert minden valészimiség-

o szémitési probléma egy kisérletsorozattal van dsszekapcsolva, a.mibﬁl az

e végtelen SOrozatban valdsulhamak meg, a kisérletekt6l fuggﬁen, nem fel-:

, azx

L s megvalosithatjuk )

E k

. ktvetkezik,.hogy a valdszimiségi véltozo értékel més és ‘més gorrendi -

‘:.tétlendl az xl, Xyy Kgy aeo i' P sofrendben, hanem ezek’ :itrendezése

'-”,».ﬂ;al elﬁéﬂo va1ame1y mésx ER G X sorrendben Ezért -
LTy n3 ,.“i o * : '

‘ 2, 3, “ .l, xn,‘ oy sorozathol alkothato barmelyik végtelen soro-"

' _'zathoz rendeif B RN

: ';."_'sor konvergenciéjét megkbveteljﬂk és természetesen azt is, hogy a sor‘—

- dsszeg birmely esetben: ugyanaz Iegyen. Csak ezen kikﬁtesek mellett van

-nek vArhat6 ertéke | ;

(E16z6 tanulményaink alapjén tudjuk hogy a feItéteIesen konvergens :

g sorok az itt ktvetelt tula]donséggal nem rendelkeéznek, 4trendezéssel’ di-
' —-.vergenciéjukat ﬂletve tetszés*szerinti dsszeghez valé konvergélésukat

o A tomegkbzéppont meghatc”u:ozasa modellként szolgal a M(X) szem= ?i_"'
_’jléltetéséhez Helyezzuk ela pl, pz, caiy pi eos gramm tﬁmegu tdmeg- T

,’ B _ : pontokat as xl’ x2’ e xi’ e koordinétéju pontokba és. legyen

R R

Lo . ) '. o

Hatérozzuk meg ezen tbrnegek tﬁmegkbzéppont]anak x koordinété;ét

A mechanikébdl 1smertek alapjan ez a sulyozott quep,‘, azaz: .- . o

s =Y » :



§ P X S - :
= G e e

S =
i=1 1 SRR

lesz mivel z P = 1 A tbmegpontok koordlnétéi aX valészinuségl
R S .
valtozo 1ehetséges értekeit, az. egyes pontok tomegei pedig a megfele16

valoszinllségeket jelentik M (X) definicidjénél kikstot ik, hogy

' E p = l Iegyen Igy azt mondhatjuk hogy valamely valdsziniiségi vél- '

1—1 -
' toz6 vérhato ertéke a valdszinuség1 véltozo sulyozott szémtani kﬁzepe, az-

- a8z sulyozott szémtam 4tlaga, (Régehben a valésziﬁljségi véltozé vérhato
' ertékét "matematikai reménynek” is nevezték; ) .

Eléfordul a gyakorlati életben, hogy a valdszinllségi vélt0zo vérhaté
értékét az igen nagy szdmu kisérletnél torténé megﬁgyelések azaz a ta-

- pasztalati adatok alapjén szémnjék ki, ‘ugyanugy, _ahogyan nagyon sok -

b}

. relativ gyakorisaga valamely valés értékre nézve stabilnak mutatkoziks .

“esetben az. események valdszinuségét a relatiy gyakorlséggal adjdk’ meg
A vaiészinaségszémitas csak olyan jelenségekkel foglalkozik amelyeknek

"~ Ha nagyszdmu kisérletsorozatbél szamitlmk vérhat6 ertéket, akkor a valo—

! sziniigégi véltozo um. emplrikus kizepével, azaz a valészinuségi véltozo

megtgeit értekemek szamtani kdzepével kozelittnk, - b
:Mivel-azokndl az eseményeknéi a.melyek a valoszinuségszémités

' szempontjabél sz6ba johetnek; a valészindsegi valtoz6 egyes értékeihiez -

-tartoz¢ relativ gyakorisdgok stabilak _ebb6l kbvetkezﬁen a valoszindségi
" véltozg megfigyelt - értekeinek szémtani kozepe is az, -

S AItalaban ha aX. valdszmdsegi vAltoz6 1ehetséges ertékei

1, x2 Xas ewe Ky, tovabbé n szamu kisérletet ha]tottu.nk végre és azt '

tapasztaltuk hogy k esetben az xl —hez tartozo esemény s.i t. ) ieaa _knj" )

esetben. az. x -hez tartozo esemeny ktivetkezett be

N ER :
(k + Ky +k+ .., = n), akkor a valoszmuségi valtozé megﬂgyelt érté-

27737 -N

' keinek szémtani kbzepe, az.un. empirikus kozép az alébbl tbrttel egyenlﬁ'

L e

Mivelk +k, +...+k_=n, ezért

SR AR

L oamse e




;:’f; amint ezt mér jeleztdk 1s

azempirikus kﬁzép —l-x +k2 x2+ --3—x +,.. —I-I-I\-I N . '-:_: ’ :

'Ebb61 a felirésbél jol léthaté hogy a valoszindségi valtozo egyes értekei
X -'fa hozzéjuk tanozo relativ gyakonséggal vannak beszorozva, és m1ve1

o 51_";; - fz_N Sk ~;

s
’_.N

-
)

< 'éll fenn,. ) S

’,Peldék a valészinﬂsegl véltozo vérhato értekenek kiszamltasara

L Kockadobés esetén SRS W :" R o

st 45,6

M(X) 1 +2 2+3 6+4 6+ 5 6+6—'_,?_>_' s 6—3.5

L 2 Egy muszer ﬁsszeszerelésénél egy alkaxrész beiliesztese -az elsﬁ
' :f’mésodik harmadik, negyedik vagy otodik probélkozasra sikerlil A beil-

v lesztések valészindségei rendre pl,, 92, P3, P4 és’ PS,

o l.a megfelelﬁ valészindsegek

i‘x"l % 3 s

S .'-,n‘p_‘ =0, 07, . py= o is, - ‘-p_f3.'= c,»s’sj,' ; .;:'_'p4z‘;150';21, p'&-’,:‘o,_dl

R

Az ﬁsszeszereles olyan termeszetli hogy ha a széban forgé alkatresz

: beillesztése nem sikerult akkor az alkatreszt el kell’ dobnl

iy

- 176 ’,




: ' Hany alkan esszel kell a szerelﬁt ellatni hogy 20 darab mﬂszert
r.éjssze tudjon szerelni? :

Ez.a példa az. 1paa‘i termelésnél el(Sfordqu 1gen gyakori esetet mu-— 7 _' e

’ta.tja. ul. az ebben a példéban szexeplﬁ pl, Py Py D, €5 Py beillesztési -

h "valészinuségek kbzeiitﬁen a gyér alkatrész =-termékeiné!. mutatkozé beillesz -
~ tési relativ gyakoriségokkal egyenlﬁk A megoldas ezen meggondclés alap- S
- {4n a kKbvetkez8i = L
“A ¥érhato ertek az. a szém ahényszor a szerelﬁnek egy mdszer ese—-:-—

e 'tében atlagosan prﬁbélkozma kell a7, alkatrész behelyezésével Ez defini- :'
: cionk értelméhen- - R ' RS

LI

M(X)-l 007+2 016+3 055+4 021+5 001-2 93

o Ha biztositani akarjuk 29 muszer esetében a sikeres beszereléseket
’akkor a vérhat6 erték 20—szoroséva1 egyenlﬁ alkatrészt kell magéval vin- i
: nie a 3zere16nek azaz . : .

n%ZO 2 93 58 60"’59

','.'j"&lkatrészt e S ¢

‘E16bbi eseménylmket a szere16 munkéjénak elméleti végiggondoiésa
_‘_Vis .aldtdmasztja, Ha N szé_mu milszer javitését kell elvegeznie a szereld- L
- nek kiszallésa folyamén, akkor ezek kbzlﬂ 5 :

'kl } - szému mdszernél az elsﬁ beillesztésre sikerul az alkatrészt elhe- .
o ,,lyeznie,. sl T s T
o k2 ‘- szému muszernél a mésodik beillesztésre sikerlil az’ alkatxészt el-
ST -,helyeznie ST T e T L LT T
) .'kS:' szému muszemél a harmadik beillesztésre sikerlﬂ az. alkatreszt el- L
T _'__helyeznie, S T - e -
k4 : ‘szamu musge}'néi a ﬁegzedik beillesztésre sikerul az aikatrészt e1-. - L
o i_-helyeznie oo Sy ; o T
8 kS - sZAmu’ mﬁszernél az btﬁdik beillesztésre sikerul az alkatrészt el- -
A 'helyeznie I ;
LA példa szerint a szukséges alkatrésZek darabszama. o [
fo - d k +2 k2+3 k3 +4‘k4 +5 ks

Nk ek

R AL SRS b DR R




I, széma)?

- Végigosziva egyenlségunket ;':N'-nel;k.és fﬁigyeiembe_ véved
ok i~ B ;_4_ TR e
N'pl' SN ""’2' N -f"i‘ps N TP WEBs oo

""‘Vf"»ktszelitﬁ egyenl&ségeket, azt kapjuk hogy ,

~;:l5_ le p1 +2 p2 +3 p3+4~ 94"‘5 ps- M (X)
' »_amihﬁl a szukséges alkatrészek darabszéma

T :‘Feladatlmhlél N= 20, tehait d~2[} M (X), amint mér ezt kiszémoltuk

3 Legyen p= §- annak a valésvinusége, hogy gy’ 11zem vizfogyaszté—‘ :

: "-ﬂsa normélis, ‘azaz nem halad meg. egy bizonyos vizmennyiséget naponta.
Mia valdszinusége annak hogy a vizfogyasztés pontosan 'k Szdmu napon -
’"normélis ahol k 0, 1,2, 3 4 5 6 (a hét lehetséges mtmkanapjainak

Mivel binomiélis eloszlésrol van szd, ezért

' ' ) k' 6—k
P(x k) "R (k)(4)..(4)

i

G Feltehetjuk azt a kérdést mennyl a normalis vizfogyasztésu napok -
o széménak vérhaté értéke, azaz étlagosan mennyi hetente a normélis viz—
\;fogyasztésu napok széma? ) - T
»,:'Mivel Lo el : —\;._- B S R
g | Cox= o 1, 23,14, s 6

. ',7;‘.-7_ ‘es __" .
p pi, pz! ps! p4t psr 136, 3’ <

_‘:a megfelelfi valOszinlisegek értéke tovabbé

e S 6k

.1 3 1 R

y

CelzE e



M(X)— Z k. ()<4) (4) =6
H = A R

‘_f}hlm. SR

= '4 5 nap
Késﬁbb igazolni fogjuk hogy binomiélis eloszlis esetén a va!dszinu- »
) ségl véltozo vérhatd érteke :
S M(?_(")" z k (Ic) q-, .= "11 p.

4, Korlétlan szémban dobjunk fel pénzt és azt nézzuk hényadik

- E '}dobésra dobunk elezﬁr fejet, Feltehets az a kérdés ‘mi a valoszinusége e
o annak ‘hogy pontosan az n-ik dobédsra dobunk el6szbr fejet? e

A valdszinuségl véitozd X lehetséges értékei
X —A}-pzp 73',_-0-!’.“- "...-’,‘::-“‘.‘-

| _ o | PL, 'Pz“s_‘ p3"’p13’ ---, o
 rmemen gL
- .P(X n) P = ("‘) (f)
_ "~'Tanu1tuk hogy azy—'l— fuggvénya Okﬁriﬂi Taylor-sora ]x|<1
o ';_esetén abszolut konvergens és a kﬁvetkezfi Eometriai sor '
‘y=I—-—=l+x+X +...x+ Z (IXi<1)
: ' : e n-O 7

A Taylor-sor (hatvénysor) tula]donsagai alapjén igaz, hogy a végte- :

s 'len sor tagonkinti differenciélaséval nyert sor az y (x)-nek az a= 0 kord- L

»_11 Taylor—sora igy

P

Y (X)— ek 3 —1+ZX+3x2+ . fll z nx (!x|<1y,.’-_‘-_._ T

amt o T T
:',*'és.etmikh'enz's;ﬁrz—' btgy e ._j
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ra dobésszém étlaga 2

o 1’2’ :.-.‘.D.’ Il., . éS

o :.‘ahol természetesen p>0 q >0 es p+q I. akkor Emetriai elosvlésréi
'beszéllink Ebben s.zesetben P R _ _ s

R lemk és ezzel & jarék véget ér, P4l fizet Péternek 1 rubelt ha'a fej az els
e dobésnél fellép, 2. rubellt ha’ csak a mésedik dobésnél adédik fej. elstS iz-
S ben, 4 rubslt, ha csak a harmadik dob#snél ad6dik fej els6 izben stb,; .~

Vélta.l:iban ha a fej elsé 1zben csak az n-ik dobésné}. ]elenik meg," P4l fizet"

o ':Péteruek 2 1 rubelt Hany rubelt fizessen Péter a jéték kezdetén Pélnak
részvéteii dijként, hogy a- jéték igazsigos. legyen? Egy jéték igazségos, ha
Sila nyeremeny virhaté értéke egyenl6 a. részvételi dijjal.” Més. szoval,
. -_:__'-‘-.'bmivel egyen16 Péter, nyeresegének vérhato ertéke? Ez nyilvan egyenlﬁ lesz
az. alébbi dsszeggel S . o 2 K

B Emiatt Poisson igy fogaima.zta ét a’ problémét

B -4 teljes vagyonét, de attél az n—tﬁl kezdve, amelynéi 2" n-l mér eppén na-_i

o »‘gyobb mint az egész vagyona csak a te‘ljes vagyo;nét fizeti Peternek Ha‘
. pl. P4l vagyona 10 000 zubel, akkor levén z <10 0eo<z neis

L -_Ekkor Péter nyereségének vérhato értéke = e e

vl S b kAt
' 5 2' 2 ‘1 )
Lm=l L 1 '") S

Aitalé.ban, _ha \'ralamel'y valdszinuségi véltezé, X lehetséges értékei

RS n) L

M(X" 2 nd = Z B R ek i
FEE= R e Pl 2R

5. A “pétervéri jété »

. ’ F 7: , .
Peter egy pénzérmét annyiszor dob fel amig csak a fej meg nem je

M z ?1_;_2;1,-.1‘ =z ;‘= +00., .

Pél fizet 2 rube'it mmdaddig, amig ez a szém meg nem haiadja -

14

S 1.1 R



an M=2L2n'1+ z}; 10 000 = 7+10 000 . A

o2t n=15 2 L
IR, S N _10 000< 8
O P S L ) s
REE S ':'z-- : S 20 S

. :Ha Pél teljes vagyona 109 rubel meg akkor is- Péter reszvételi dija kisebb

i 16 Tibelnél, S6t; Ha P4l vagyona 10 rubel Péter nyereségének vérhato ?-‘ S

értéke nein nagyobb 26 xubelnél

6 ABanach-féIe gyufasdobozok

S Banach professzor szenvedelyes dohényos minden nap egy dohoz
- gyufdt tesz a bal és egy’ doboz gyufit a jobb. zgebébe, Mindegyik doboz.

N eredetileg N szl gyufét tartalmaz. A szorakozott professzor minden ré- -

R gyujtéskor talélomra henyul az egyik vagy a-mésik zsehébe és kihuz R

e dobozbol egy szél gyufét “Abban’-a pillanatban, amikor észrevesz1 .hogy
Cam egyik ‘zaebe. kiuriﬂt (téh4t belenyulva ebbe’ a, zsebbe ‘nem. tal4l benne -

gyufst); a mésik zsebében Tehet még 0, 1, 2, cier N sz4l gyufa. Szémitsuk':'f i
ki annak a valészinusegét,hogy ‘a'm4sik zsebében még pontosan k sz4l gyufa

van Az egyes benyulasok egyméstol teljesen fuggetlen események
' }elbljuk ezt.a kiszémitando valészinuséget Uk-val Legyen Aazaz .

- _;_‘?--'esemény, hogy a professzor a baI zsebébe nyul A te‘nét az az esemény, .
e hogy a ]obb zsebébe nyul nyilvan T S S :
P(A> P(A)"'f e

5 Amikor eppen észreveszi hogy a bal zsabe dres, és a ]obb zsebe
‘-mégr pontosan k sz4l gyufat tartalmaz akkor ‘éppen’ (l\H-l) edszer nyul .-

®

g " a bal zsebébe, tehat ez az (N+1)-ik A esemény é5 ez elftt pontosan (N-k)

< szému'A esemény és N szdmu A esemény kovetkezett be minden lehetséges . - g

,sorrendben. Tekintettel az egyes események nggetIenségére , annak a va-.

_, 16szintisége, ‘hogy a. jobb, zsébében pontosan k szl gyufa van ‘abban a.pilla- e

. ‘natban amikor eszreveszi hogy a bal zsebe kidrult a kﬁvetkezﬁvel

(ZN k) AL l,...
N 2Nk ZN 27

j

(A legutolsé % szorzo az (N+l) ik A esemeny valdszinusege )

e 181 i i»' ST




U hat

f',.’Minthogy akeresett U valdszinliségnél csupén arrol van 826, hogy az .

' .egyik zsebériek drességét tapaszta,l}a, de ez lehet egyformé.n a bal vagy
a jobb zsebe, az eiﬁbbl eredményunket még 2-vel meg kell szorozni, te- _:

3 U (ZN k) 1 @N-K) i'-_»z‘r'-f.2N+'k_ . Lo
kTN 22N-k 'NI’(N’-.k')l T R

. ,Szémitsuk ki a nem feltétlemil ures zsebben 1ev6 gyufaszélak ’u varhato
Lo értékét* Nyilvén ' S o

z ’k.Uk = - Z K (ZNI\; k).>_2—2-N7 +k A

'p. értékének meghatérozéséra szémitsuk ki Uk 1 R SR

U=(2Nk1) 2-2N+k+1 (2N oLy 1 RNk
Lok NN SN (NkpE T T

(Q'N KLN-K) 2‘—2N+k CrmNew
(2N N (N k)I CooRTaANGR R

7",;5(N k)U = o [(2 N- k) U (2N+1) U

o

k+1] 2 -

k+1 2 (k+1)U

k+1

Vegy uk figyelembe hogy

k~0
-a- probléma valdszinllségelmeleti ertelme alapjén, ésa nyert egyenwseg

. mindkét oldalén ﬁsszegezzd.nk k = 0-t6l: k= N- ig Azt is vegydk figyelembe
. hogy U =0 k >N esetén Igy k&p;uk .
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e ‘esetén

o N NS g
N p'-—(2N+1) 3.oU =z z (k+1)U
| k0 .g' _27 0 k+1
ENAER)Y U -x Y vU =(N+ ) Z U -U)-.—P.
R T T )
: k= Coy=El R,
o mert -
p=3 v Z V. U
_ 'i.\’_=(')'=,‘; ‘ ",‘1\,: ;
Az el6bblek szerint: | e
7 ,u = (2: ri_#ﬁl) U' I

A Stirlmg-formula felhasznéléséval ;.L kﬁzelltd értéke eleg nagy N"' | '

2N

eNy 1 |/4T'N (2N)‘iNe 2”. SO s
T3 TN l = ZN N — :.‘ —2— '_1.—> o
(M[) 2N 2aN N2 C

™

N 'f'-_' :":j. :
">2 "i-f "_1'{ __ ’

—HaN 50 akkor ,.L A (w Feller nyomén)

Poxssom eloszlas vérhato erteke

1 APoisson- eloszléshoz tartozo tablézatot mér ismer]uk ha a téblézat L S
o elsd soré.ban alle A Al’ e A'k’ ces eseményeket a valészinuségi vél- '

. ' tozo megfe1e16 értekeivel helyettesit]uk akkor a ktivetkezﬁ téblézatot
. kapjuk P : - :

_ ah@l e

__‘-:183 IR




B . ez ismert definicio alapjén

A>0é§ z __Vk-_=, 1
c k"ﬂ : :

SN Szé.mitsuk ki a Poissoﬂ-eloszlés valcsziniiségi véltozdjénak vérhatd értékét

M(xr' E k ——e B

© Ennek ’az‘_asgzég_ﬁegélsﬁ:t,a'gjg','o,. v S0.d e A sb, tendt.

a-—.s-\ Noakel
M(X)- Z k h e =e/lz ST LA
k-l S e el

o Vezessuk be a k - 1 = v jeldlést akkor

vovl

-alakban irhatjuk avérhato értéket Tanultuk hogy z——=eﬂ

I8 -'j._ezt be kifejezés{mkbe- S

M(X>-e A3 -,\

' ,"Ezen eredménybﬁl lathato ‘nogy a valdszinuségi véltozo sulyozott étlaga -_; '_'-'-

' 2 valdszinliségi véltozo Iegvaldszinubb értekének kUzelébe esik

e




IV 7 3 Peldak tovabb1 valoszmusegeloszlasokra -

: ' (Oivasmany) o
';f’j':-ﬂ"/73 7 A Pascal fele (vagy negatw bmamzalzs}
R elaszlas s

el

- Egy kisérletsorozat kimenetelei legyenek az A és az A események

) Legyenek a kigérlet kimeneteled (akérhényszor is: végezzuk eI a kisérletet)-. : '
egyméstdl teljesen nggetlen események legyen tmrébb:i ‘ =

P(A) p>0 P(A) l-p q>0

v

: Nevezzuk az A eseményt “sikernek" az A eseményt "balsiker -nek Le-' e

- ogyenaz X valﬁszln{iségl véltoz6 értékea sikerek»széma az (1"’1) -k bal- N
. :l.:i__‘_"siker utén és az r-=1k balsiker eIGtt' ' o '

SR N - J

(r-l)-ik ) X szému A ' 7_ —ik.

Igy pl X }elenti -az egymésra kbvetkez(i sikerek szémét az elsﬁ

;;'balsiker e16tt Xz az egymésra kﬁvetkezﬁ sikerek széma az eiss balsiker T

2

. :utén és a mésodik balsiker elﬁtt Tekintsuk a X1 + X +. B .+ X -—.X valo-- i
- :_f'szindségl véltozét, AX =k esemény 2 Kvetkez6t jelenti L

. ak+v-ik Kisérlet exedménye balsiker: &, és a tbl_abi Ky -1 ki-

l':',sérlet ‘kozdet k siker (A esemény) ésv-1 balsiker van
' Ez utdbbi esemeny valészintlsége S

k+v 1 'k"v-fl,'_',:, _ :

a k + v-ik kisérlet A kimenetelenek pedig qa valészindsége, igy a.z ‘ese- ot

- menyek emlitett nggetlensége miatt

Uy

P (X k) (k +kv: 1). pk q_ = v (v+1) k! (v+krrrl) ‘ k v - e

S LD t::qv

(ko= —0.1-_ L 2) .




Tegyuk fel hogy mlnden v. esetén (v 1, 2, soe ) fennéll a v . 2- c= aillan—f}
- dé egyenlﬂség-. akkor rbgzltett K mellett B

k!

. minthogy -

a PoAsson eloszlésba.
IV 7 3 2 A Polya fele eloszlas

talélomra kivélasztunk’ ‘egy golydt Mielﬁtt a kﬁvetkezﬁ goiyot kihuznénk,

. & kivett. golyot visszatesszuk és ezenkivul ‘még s sza.mu, a kihuzott golyo-—'

- val azonos szinu golyot is tesziink az urnéba, Ezt.a kisérletet n izben = .
me,gismeteljuk ]eltsljdk X- szel azt a valdszmﬂségi valtozot, amelynek er—

»'Jnm P(X = k)= 1im ".(" +__” ;ﬂ' ("‘“‘ ” k (1 : p)

C vedoo V‘>+oo

coaR K m ,(1'_+71;)1;,.-.' a +,‘f‘—.vl—)'q‘-'+"'
: k - st E

=L
kl

Iim 1(1+—) (1+ )... (1 +k

Lya-n™
11m1(1+—)(1+ ).,. (1+

)(l-p)

+C

Iim (1+—) (1 + )... (1 +
V00 ‘

“vg'o"_

| TR

S owte! LT

PR

U’ lim'

Tehét ¥ — + oo esetén az. adott feltételek meilett a Pascal eloszi:is étmegy’ja
Egy urnéba.n Iegyen b. fehér ésc fekete golyo, b +c'= N.: Az umébdl

—186-—-




. jelent..

= 'téke egyenM az n szému huzés folyamén kihuzott fehér golyok széméval
= _:_(X lehetséges értékei tehét 0 1y 2, wers n) Kiszémitandﬁ a .

‘ P(X k) - - o
fvaldszinﬂség! Az’ egyes golyok kihuzésa egymdstdl fllggetlen eseményeket

! Annak a ‘valoszinlisége, hogy egymés utén k izben fehér golyét hu- -5 '

: 'zunk egyean :

' b b+'sb+2s _i_'_-b ;+"(1:'-'1’)'"5 '
N N+ s N+ 28777 -~'N+'(k-1)'s

B —sei Hasonldan annaka valOszln!lsége, hogy elﬁszbr k-szor egymés utﬁn’ _
- fehér golyst, azutdn (n—k)-szor egymés utén fekete golydt huzunk egyenlﬁ -
: L-‘_a kﬁvetkez Gvel: : B

b b+s 7- b-!-(k-;l’)‘s"-r, c ' : _ c.g.s - "c.g.izs_ ¢ *‘(,n,—i;l)_‘s
NN Nk (e)s RS NeeeDs © Wiz ©C Ne ) s 0

azaz

b qi»"zén")" . (b+(k-1) 5) é’ﬁ(c&;‘) ""(c'+'({1-‘k-1') é)"“'
' NN+ (N+2s) .. NE@-De)

= Ugyanennyi a valdszinﬂsége annak 1s hogy k szému fehér és (n-k)

o szadmu fekete goly6t huzunk ki valamﬂyen sorrendben, A fehér és fekete

. polyck huzdsdnak a sorrendje ugyanis csak a szémlélo tenyezoinek a sor- - .
’ 'rend;ét véItoztatja meg,de magukat a tényez6ket nem, Minthogy k fehér és =

: (n-k) fekete golyot ( )-féle sorrendhen rakhatunk egymés mellé ennélfogva -

b (b-l-s). . (b+(k l)s) c (c+s) (c+(n-k 1) s)

o P(X k) (“) N(N+s),.-. (N+(k 1)s) . (N+(a- 1)s)"

o "Kissé egyszerlisithet]{lk jeltﬂesemkei;, ‘na bevezetjuk az _'

.-Nﬁ,=b, Nq—c, ",".I,'Qa:?fs AR

L jeleket Nyilvan p annak a valészinUSége hogy az'els6 ‘nuzasra fehér go- .-~ P
 lyét huzunk, g pedig, hogy 4z els6 huzdsra feketet huzunk. Elﬁbbl formu- L
- 57 'lankbél Iesz tehat o i . _ .

o BRa) .. (bt (1) a) (q'+a)‘.'."-. (q+<n—1<—17)'a-f’
P=- () L) A F e 8. (D

f;.Nyilvén_:‘ R
R -187-




:_iM (x,'np z (ngx, @)  (pHta)q (@+a) .. (q+(g *-2){&'_)

“ - P (p+a).=.[p+ (k 1)aJ q(q+a) [q+ (n-k-l)a] :
z P.(X_ k) %(n) (1+a)... [1+(k l)a] {1+ (n-l)a] ,1-

R ‘Utelsd eredménydnk seg‘ltségével kﬁnnyen kiazémithat;uk x vérhatd értékét

i kw | = i kP(;X k)=
k—O k—l LT

C _ 2-1 (P+a) ..[Pi' (k 1) a] q (q+a) LQ+(n'k“1)a3
=mp kzl (k R (1+a)... El + (n-1) a3 T T

SN -_

:_Legyen k 1 L, akkor TN

(1+a) e (L (- 1)a)

SR A Z jel mﬁgdtti kife]ezés annak a valﬁszinusége, hogy (n 1) ‘nuzast
' -.végefzve, { szdmu fehér és. (n - f ‘1) szdmu fekete golyét huzupk, ha a -

. Pelya-féle séra szerint huzunk és kezdetben az urna bis fehér éa cfekete
. golyet tartalmaz, vsszesen tehét N+s golyot Ennelfogva a legutolso O
' dsszeg értéke 1 azaz R S e -

M(X) np o .
Ha 5 —'- 1 a hipergeometriai eloszlést nyerjuk Ennél tehat a kivett»"

' i'golyot egyszerlien nem tesszllk vissza az urnéba.
T Akkor ’ : :

oo b (b 1)..,,7(b-k+l)c (c-'l).., (c-n+k+1)
_-j;”x k) (n)N(N SRS RN CEEESVE

¥ (Np) 'i(,Nq )5'1} -
(n) Np (Np 1) (NP k+1)Nq (Nq*l)... (Nq-n+k+1) k' T ek
o N(N- 1) (N n-!-l) S F) '

km K lehetséges értékei. ‘max (0 a- c} £ k £ min (n b)

,;»"»-'1.8:8'_-, L
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CIVi7 4 Valoszmusegl valtozo szOrasa - N
(Dlszkret Valoszmuseg1 valtqzo eseten) '

A valﬁszinliségi véltozo egyik jellemzﬁ adatét a vérhaté értéket az’

: elﬁzéekben mAr megismertuk ‘most a valdszinﬁségi vAltozo6 mésik fontos . :

jeilemzﬁjét a szorast vildgitjuk meg. Ez olyan mennyiség, amely & va16-~ Iy
- 'sziniségl yéltozénak a vérhat6 értéke ksruli ingadoz4sat méri o
‘Ha pl a valoszinuségl véltozo két értéket vehet fel: x=1 és 6, és

P(X-l)--—; valamintP(X 6)—— akkorM(X) 3 5 deugyanigy, ha

X 3és4ésP(X 3) P(X 4)-—=,akkorisM(X) 35 _ _
Lathatc az emlitett két példébal hogy a vérhato értékek egyenldek

: . ugy&n de az elsf esethen a valésziniségl véltozs nagyobb eltéréseket mu-

‘tat a v&rhat6 értékt6l, minta mésodik esetben, Ezt a tényt ugy fejezzuk
“ki, ‘hogy az els8 esetben a valészinuségl véltozonak nagyobb a szdrésa

s mint a migodtk’ esethen.

A szémunkra igen. fontos gyakorlati esetek mint pl a mérés vagy »

pl az ipari termelés esetei azt a kérdést vetlk fel milyen meréssoroza- s

“tot, 1lletve milyen tendenciéju iparj termelést ‘nevezzink: jobbnak illetve
'_ megbizhatdbbnak "A’dolgok. természetéb6l ad6dik,: hogy mindkét esetben
-8 nagyobb ingadozés -mentességet szeretnénk megvaldsitani A valszi- -

‘ ndségszémités nyelvén ezt ugy fogalmazzuk meg, hogy az itt szerep16 vaio- :

szinﬁségl véltoz6 értékeinek a vdrhaté érték korili minél kisebb 1nterva1- :
. lumban val6 keriléaét. 1gyekszﬂnk elérni, Az elmondottakat az aldbbi 4b- -
_rék szemléltetik: 40/a, ‘dbrdban arénylag nagy a. valdszindségi viltoz6 sz6~ |
résa (ingadozésa), a40/b,. ébréban pedig arénylag kicsi a valészinﬂségl
véltozé szdrésa (mgadozésa)




U a vArhat6 értékt6l felfelé ugyanannyival tér el, mint lefelé,

L 40/b P

: MiVel most a valdszin!iségi véltom vérhaté értéke ktjxdli 1ngadozé- :
-~ sénak mértékét szeretnénk megadni arra is gondolhatunk hogy a valoszi-'
~ nigégi véltozo egyes értékeinek a. vérhaté értéktSl vals eltérését kiszvetle-

. ndl: figyelembe vesszlik és erre a valészintigégi: véltozéra szémitunk vérha-
: 23 értéket Ha ez a szém mérné az ingadoz.'ist azaz a . ;

' M(x M(X»

kifejezést keHene mérﬁszémnak tekinteni akkor ezt kiszémitva kapjuk
) "hogy T o . . )

R M(X M(X»— Z (xk M(X)pk Zxkpk MO Zpg;,i»f{
:;j ;-;"Mivel e - R 7
P -M(X) és p.—l
-k__..xkk' 'k—o L
I  =7 Ly
R M(X M(X)) M(X) M(X) 0.

Ebhﬁl 2z eredményb(ﬂ léthatd hogy az ingadozés mértekere més de-
- ;finiciot kell ‘adni, de az is 14thate; ‘hogy a valosziniiségl vaItozé tlagban

: ‘Ha a valcszinliségi valtozonak -a virhaté értéktbl vals eltéréseit ab— g
' ,szolut értékben vennénk, és'ézen értekekbﬁl szémolna_nk vérhaté értéket,
jo mérﬁszémot kapnénk az mgédpzésra '

e M(|X - M(X)l) .
Ezt szoktak is hasznalni és vérhato elteresnek nevezik
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- 6' (X) +[/6 (X) szém pedlg a X valdszini!ségi véltozé sz6résa

L ~,hogy minden k-ra fennéll

_ Mivel azonban az. abszolut értékkel va16 szémolés az esetek tulnyo- SR
g -6 részében nehézségekkel jér ezért az ingadozés mértékének megélla-}_ BRER
f,g_".podés szerint R R .
& (X) M [(x M (xn ]

- _.;-‘szémot tekintik 6' (X) neve szdrésnégyzet (X szdrésnégyzete), '

A definici6bsl l4thats, hogy'a. valésziniségl viltoz6 virhato éx‘tékéw:=:,' L

" ‘nek a létezését feltételezziik,- ‘vagyis ha valamely eloszlés. valdszmﬂségl Sa e
: -véltozdjénak vérham értéke nem létezik akkor szdrésirol sem’ beszél‘ne-~ :

tdnk S L
Szémitsuk ki a szérést 111etve a szorésnégyzetét

+M2(X) }-_ pl z pkxk Mz(x) i

A 6 (X) részletes kiszémitésa azt is mutatja hogy a Z pk i kI
€8 a z pk k sorok konvergencia]a szukséges és elégséges feltétele a

. -'6 (X) létezésének Nezzuk meg a 6 (X) 0 esetet mi a szérésnégyzet
“_eltdnésének a va103z1ndségszémitasi tartalma? Lo

Legyentehét: Ll Ly i
CdwS oy, [ ] |
(X)-— >y -M(X)
& Pk "k

,Mivei minden k értékre pk E 0 es [x_k- (X)] 0 ez az 6sszes csak Lo

"akkor lehet zérus ha minden tag’ kdlﬁn kulbn zérus, ami azt ]eienti

o Egy szorzat akkor és csak akkor nulla ‘na valamelyik tenyezdje

FAE
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S ;-'den pk nulla legyen, azaz minden elsﬁ tényez6 az S Pk = 1 miatt nem, o

kiek, Ez azonban csgk- egyetlen k érték qsetében 4llhat fenn, mert a vald- &
- rszindségi véltozo definicicjénak értelmében minden 19’ k -Ta x #: xk kell

ne lévén és x, =; M (X) miatt p= 0

e E mﬁiden ‘értékét, amely a v4rhat6, éxtéktol eltér, 0 vaIdszinUséggel veszi

s r--,a;iunk meg; Az adatok keét helyr6l kikerult 1zz6l4mpdk élettartamédra. (égés-

et pitsuk meg, hogy az I vag‘y a 11. ‘kateg6risba’ tartozo lémpatEnnelés
L _a biztonségosabh azaz.a vev6 széméra a kedvezfibb S

o :-nulla. Ez azt ]elenti hogy az Usszegnek olyan tagokbol kell kivétel nélkul'_ 5 §
' ='é11nia, amelyekben vagy az elsﬁ vagy a mésodik tényez6 nulla Hogy min—_ S

]

: K SRR <1 R e
: lehetséges. Kell tehét hogy a mésodﬂc tényez6k kﬁzﬁtt Iegyenek 0 érté—

o hogy legyen. Tegyuk fel,. hogy valamely k érték esetén xk M(X) 0
’ , B e k-ra szdkségképp pk = 1 mert minden i 7! k-ra ' S

e

pi [x M(X)]

Ez azt jelenti hogy hh 6 (X) 0 akkor a X valdszinuségi véltozd «ﬂ

o fel, ‘a'vdrhat6 értéket pedig 1 valoszinUSéggel P[X M- (X)] = 1
‘ P1 ilyen akbvetkezﬁ eloszlés ' ‘ :

ol

J'lgz M(X) 01+1 2+03+04 2 S
6 (X) 0(1-2) +1(2-2) +o (3 2) + 0(4-2) ~0

f

A kbvetkezﬁ feladatban izzdlémpékra vonatkozo statisztikai adatokat 3

‘ .tarta.méfa) vonatkoznak A szérés definiciojénak értelmezése alapjn 4lla-

Sl



\,

o

S fIzzé 1ampék statisztikéja I{JGO db izzdlémpa kbzul

I Iémpa—kategdria. ,i -

' darab szém

90 T
"~'130'. —-'_
100
250 )
2200 -]

i ‘-100

s

égéstarta.m Gréhan

. 2000 -

S 1600 G
1500

L1200

900

t.";:

“1100+ »

oo

relativ ggakoriség o
009, -
o

0, 08

’

¥

5

REA
-cp—mmp-

A valészin[lségi valtozd ertekei. e
| X 20{]0 1600 15{]0 i200 1100 9{]{! 800 700

i:.a megfelel(i valdszinllségek renda:e*r,:r : k AEPER TR 7
S ,_»P-_g;x x) 0, 09 o, 13 0, os o, 1, o_’;;j2'5,; 6,"27,_7'(.):;1_,".'(-):,1005.,:i.f

'--;;-;'1_1 2 3,4, 5 6 7 s

‘_,.

) -»_M (X)— 0 09 2000+0 13 1600+0 08 1500+O 1 1200+0 25

1100 + 0 2 990 + 0 1 800 -!- 0 05 700,';_1-1,98_ OI_a 1200 éra

x ingadozési intervalluma.(?ﬂ(] 2000), .
' ’*6 (X)xo 09 800+0 013 400+e 08 300 +o+o 25 1"9{)’{'?_:?

[

-,A+o 2 300 +0 1 400 *0, 05 500~ 174600

' '-'.f_:e (X) ” 524




0 jén MAT: léthatd. hogy all, 1émpa~kateg6ria szdrésnegyzete és, ebb6l ko~

II 1émpa-kateg6ria S

darab szém R égéstartam*ﬁréban  -relativ gyakorisdg .- .
S90- o ools L1400 L L 0,09°
.130 oo eoTo300c ] 0,180
o0 o b 1250 -4 70,08
cooroo oo f - 12000 S0,
o280 - f"€1100’ S 6,25
200 950 o ol 2
LS00 = L9000,
50 800 0,0

;_ = 1400 1300 1250 1200 1100 950 900 soo RSN
P(X x) 0, 09 o, xs o os o Lo, 25 ‘0, 2 o 1 o, 05 gt.if

-

1—12345678

B .f jMivel az I, Iémpa kategériéra az M(X) és 6'(X) kiszémitését részleteztuk' :
‘:_{'.itt csak utalunk T4, '
SMX)= 1110 Ora X ingadozési interva!luma (800 1400); ennek alap -

'vetkezﬁleg szérésa kisebb Szémitéssal adddlk hogy 6 (X) 29 OOU
'.-;:--'6(X)~170 , , Lo

- 1
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IV 8 TOBB VALOSZINUSEGI VALTOZO
EGYUTTES ELOSZLASA

2

IV 8 1 Defm1c10k peldak '- .

Elﬂl}éréban megjegyezzuk hogy a kdvetkezﬁkben ¢gye16re csak

o diszkrét eloszlésu valészinliségl véltozdkkal foglalkozunk ugy mint: eddig' S -

- tettuk,

- idejuleg ttbh valésziniségl viltoz6 is fellép, amelyek tehdt e egyszerre -

Gyakran elﬁfordul hogy valdszinl!ségi problémék térgyaIéSénél egy-A' LT

» " vesznek-fel'a véletlent 8l fiigglen kultsnbﬁzﬁ szémértékeket Az alabbi né—-,_ ) R

T hany példéban feisorolunk ilyen eseteket

- 1 Emberelcnél az. éietkor &s. atestsuly valdsziniiségi véltozék Ha L
.4 testsulynél példéul csak egész és 4] kilokat szdmitunk, az éléetkorndl

... caak egész, éveket, diszkrét eloszlésy valészinuségi véltozskat kapu.nk -
. 2,°Két kockéval dobunk; X je];entse az 9156 kockéval Ya mésodik '

kockéval dobott szdmot. . | ,

' - 3. K{inyvek oldalﬂzéma és éra X az oldalszém Y-az ér)

: -4, Egy tltbtollbo] és’ egy tst6ceruzdbsl 4116 irdkészletnél az egyeS' ’

o irdszerszémok élettartama, Altalsban, ha- egy csomagba n db-drucikket ,
-:frteszunk és minden egyes érucikk valamelyik Jellemzﬁ adata egy X valé—. S

szinljségi véltozé, akkor egy csomagot az (X 2, ces K- )valészindségi

: véltozok egydttesével tudunk jellemezni Ilyenelcnél egy elemi esemeny az, ‘
 Hogy az egyes valGszintségt véltozsk egyidejitleg konkret szamértékeket 7
vesznek fel, Han: gzimu valdsszimiségi véltozdnk VaIL X 2, Vees Koy

”-"Ylehetséges éreékeik az - | : L

1 { 1’ Xy { z} {xi}i

_n n‘ o

_ gzAmok (ahol a { } zarﬁjelbe tett kis X betdvel ]eIzett szémek az 111et6
' _valészimiségl v4ltozo lehetséges értékeit szunbohzéljak roviditve, s'az .-
: 2, eon indexek befut]ak a megfelelﬁ index- értékeket), _akkor egy :

o elemi esemérryt az




ellel a megfelelﬁ valészinuségeket a o

‘ PG‘ %, x =x >-p NI e
, 1 11._ :2”»- 12 S il 233 1n _

jeltﬂéssel szimbolizélunk Egészen pontosan'-' a -

. ‘7? (Xl‘ ’511’;??{2 T e Bps x_in.)- S

n

@, ’éixi' ) 0{2“1) g fﬁi %’,_@i;_}‘ Yoo

s események gzlltte (egyideju) bekﬁvetkezésével azonos. i e T
: CPL oA két kockéval valé dobés esetén a.z X £ 2 X2 =4 azt az ese-,

N ményt jelenti hogy az e156 }to:.kéval 2—t, a mésodik kockéval 4—et dobunk*
D |« : _ _ R SR

2-—1 2 3 4 5 6

B

1 .iz.»

Y haté egyméssal vagyis két
B L S ;,olyan gsemérnyt reprezentél—

- “'nak, amelyek egyiitt nem
; ﬁkbvetkezhetnek be' akkor

- - Természetesen eiﬁfordulhat hogy valamely X, és X, nem kombinﬂ-’

: ,:;P &; '*"i %, '=,jx»i, >~ |

RS | egyen16 részre felcsztott
A egységsugaru kor keriletén
o '»»'.;végez ug'résokat és minden

o e _:"vaiészindséggel ugorhax :
o4l dbra oo T '(41 ébra ) ' o




Mivel minden osztépontnak két koordinétéja van. két valésziniisegi

[ f.véltozo Iép fel a X és a Y A j-ik osztéponthoz tartorzo szbg

j-g—-—- AR igy az. erreaz osztdpontra vonatkozé koordinaték azazX ésY S
= __“ezen pontra vonatkozé értéke:L ' -
X x —cas(gij) és Y y -sin(—z-—&j)
i j- 0, 1,2, (n-l)és minden pontra fentdll, hogyX +Y2— L

£ X és Y fiem fdggetlenek ) A valészin[lségi véltozék értekei

| x =1 cos[-z—fi 1] B cos [% 2] r. Vcos [31 h - 1)]
. Y 0, st [zn’t ] [zr } sin[?‘—’L (n-l)]

Elemi esemény, ha a bolygo pont valamelyik osztdpontban van, a va- e

a '1‘:» ldszmuségi véltozokra nézve ez azt Jelenti, hogy X-nek és Y-nak csak azon_-_ :
~ -&itékei kombindlhatok egyméssal (és ezeket kombindljuk is egyméssal L

" hpgy minden elemi eseményt megkapjlmk), amelyeknél a.szbgek nagységa
‘megegyezik, A tobbi pirositdst pedig: tekintsik olyan elemi eseményeknek
o amelyek nolta val(mzinliséggel kﬁvetkeznek he Igy bérmely lehetséges j

e _értékre a vaidszinuség

| P(x— ;oS[ ] ' — sin[ ]=I1{ e

A kt}vetkezﬁkben két valészinﬂségl véltozo esetével foglalkozunk.
]elblguk ezeket X-szel és Y-nal lehetséges értékeiket {x } 1 vel és

{yk} val ahol az i és k indexek egymastél ftlggetlenul hefut]ék a Iehet-r

S ;séges index értékeket Az eiemi eseményeket a kbvetkezﬁ érfékpér-téb—
- dzat tdnteti fek - . = L

SEPU




o -véltozék egyuttes eloszldsst teljesen ismerjuk

i ivaldszinllségeket ismerjuk Megjegyezzuk hogy természetesen S : Ve T

- ,yl), (xl, yz). ("1' y3>. ("1» A ). T
B (xz yl), (xz Yz)l (xz’ Ys); ‘peey (x > Y )s ---3 L :

Y y1~)' "‘3g vk (55, Ys)' (xs, v, e
'."'""“"'-------------;--.o--n--o--.a L f

.--.----,-‘a-------1-.-.--

’-------..--7-. ,c_-o.-ooaoco-_ ’

(X » Yl), (x .: yz)s(x Ys)s ey (X ¥ Y )s ...-.:,{:::

.-..-.....,...ﬁ..«..............-....,. .

: j-,‘-nUBég—elosz’lést, vagy ahogyan ilyen esetekben mondani szoktuk a X és Y

“Ha n szému valészinﬂségi véltozonk: van: Xl’ X2, ) Xn' akkor

-ezek egylittes eloszlését teijesen ismerjuk ha minden Iehetséges
2,.;.,1 1ndexrea R _ .

EMR O

P(Xf ’511 . Xz‘" "12’ s x‘in-); "ii"iz;,f‘ﬂil'i; O

R se

azaz két valdszinuségl valtozo eseteben

Z Zpﬂ( . RO




© . bbz6ek, zérusok 18 lehetnek kﬁzbttuk de > 2 pik = 1ell, hogy le- =
wogyen;) i -

- - esemeny valoszinllségéé hogy az X véltozo érteke az X szémérték

3 * (921 * "22 -";_'_?" Pznf. -_._-:) oo

................... £9 o .0 4 8 i ae
4 e rie s e e e e e e . e .
f ve £ * s si8 8 8.6 ¢ P S NI I AN e

_ Természetesen lehet:nek a tagok kﬁzdtt zéx:us elemek 1s amikor le- AR
-‘hetetlen eseményrﬂl van SZ6,; ilyenkor x yk Iehetetlen pérositést jelent

Térpink vissza a X és Y-ra vonatkozo {x yk} értékpérté.blézatra

ehben a szemléltetésben geometriaﬂag az. xy sik egy-egy pontjét jelentsék
:;"ezek az. {xi, yk} dsﬂzetartozo értékek és minden egyes - (x yk) pontban Lo

. 'pik wmeget gondoljunk elhelyezve. (Ezek a pik értékek tbbhnyire kdltin-

Gyakra.n szukséges a P (X- X )valészinuség ismerete, vagyis azon 5 S

- ;’Ekkor Y értéke kuzumhzss, tehét X = xi

V_Tertéket felvehet azaz R “ '. AR _‘ R

(X x) (x x)ﬂ[U(Y Yk] Lg[(x xm‘Y Yk’]‘r

mellett Y bérmilyen lehetséges Yk

ey -Mggjegjqzz&k, hogy X'=‘xi"-.6$,szeteﬁ;, ééém'é‘ny-;, ,A

s

[




e 1=~"‘

Attérve a megfe1e16 valdszinﬂségekre

P(x xi>=P[(x x)U(Y yk)]—-P[U - xi.Y yk)]

ZP(X, xi'Y Yk _zpik p11“’12‘“ +pin ';"1‘5;’,']'

-Ennek a p1 mennyiségnek hszerinti peremvaldszinuség a neve S

Hasonldan a Y valoszinuség'k véltozdra.

BRI .

- ‘ A (Y yk) természetesen szintén véletlen bsszetett eseményt jelent :
: - ' A megfelelﬁ valﬁszinﬁségek 7 RN '_ L
P(Y yk) P[U ®=x) = yk)] P[u (x x, Y= vk)]
‘ -_-Zp (X =xi,Y =yk)-.-. Zpﬂ( = plk +p2k + + pﬂk+=pok -

Ez a p érték a k-szerinti peremvaldszinllség.

Definicia. X illetve Y vérhato értékét a kﬁvetkezﬁképpen értelmez =

M(X)"* Z Zx p zx 2 pik Zx pio
: ha '

Z Efx] 13 <°°

Ez umbbi sorelméleti kdvetelmeny oka hasonlo az __gz valészimisegi vél—-"
tozo esetében emlitett okhoz, : . .

a0




o Tovéihh:i/hasonld modon S el L
7 Megjegyzés a Z z a.
: i k ,.- i.k .

' Irjuk fel a kett&s végtelen sor elemeit végtelen négyzetes métrix aiakban

usszeg konvergencia-problémé;éhﬁz

'---o--.--c-cpooaac- R
B e . oA

- i Ha az 1tt szerep16 elemeket (szémokat) tssszegezni akarjuk ezt tiibb- :
; ,_.féle ‘médon tehetjuk meg; pl. ugy, hogy elészor; egy sor- tagjait ﬁsszegez— o
, ,zUk vaia.mely i 1ndex mellett (i rdgzitett)' :

- (Ezt tettuk a’ peremvalészindségek kiszémitasénél ) . '
' Léthaté hogy csak akkor van értelme a tova.bbi bs%egezésnek ha

' minden i-re z aﬂo_ A iétezik Uténa kepezzdk a. -

o dsszeget Ha ez a sor 1s konvergens akkoz: a kettﬁs szumma

T

a0




o - sités" esetén, mis és mds sordsszeget kaphatunk ‘esetlegegy ilyen sor’ |,

o “kiegyenesitéssel" is kapn{mk egy tjsszeget S -at.’

o "-létezik az itt kuvetett usszegezési sorrendben. De természetesen ugy 1s :
"“Usszegezhetnénk a métrix elemelt, hogy elﬁsztir egy- oszlop bsszegét ké— _{:i

; I pezzﬂk
, z .
i , Ha_-ihigqe;; fix_,l;-:é;ték rpjel;ett Ak 1§tezi§:~, akkor ikégiguk‘ - o
I EA: e
: ﬁsszeget Ha u 1s konvergens sort ad, akkor a

':k_

. "‘,6sﬂzeget kapjuk. L ' ; '
SR Ha S és S Iétezik nem- biztos, hogy egyenlﬁek Még més sorrend-l
" ben 13 bsszegezhetnénk az elemeket ‘um, métrixkiegyenesitéssel" :

"Métrix-kiegyenesités" -r6l beszélunk, ha valamilyen médon a végtelen ;o

',méxrix aik elemeit. egyetlen végtelen sorozatba rendezzuk Természetesen"

- sokféleképpen meg lehet ezt tenni, ﬁltaléban més és més: 11yen "kiegyene-

E " divergens is lehet (feltételes konvergencia), Tegyik fel hogy egy ﬂyen

Igazolhaté a kﬁvetkezé tétel

i

jHa :S__ la ! = A létezik minden 1-re, tovébba ha Z ~Ai‘<+'o’5j‘
T '-akkor a 2 Z " = S _gyértelmden létezlk barmilyen dsszegezési

.'sorrendet hasznélunk is Vagyls ilyenkor ’

3 3w 3 z;

L
’lt

i 'tehét az mdexek sorrendjet felcsereihet;uk és bérmely’ "kiegyenesutes ;:
' 'sel nyert végtelen sor Usszege ls S lesz. Ebben az. esetben nevezzuk a :




iz gak

kettﬁs sort abszolut konve;gensnek amit ig'y is jelﬁlljnk.

2 zia !<+oo

IV 8 2 A felteteles varhato ertek S
. ' " .
Deﬂnicio Az M(X 1 Y yk) mennyiségen az X valﬁsziniiség’i vélto'zo
o vérhato értékét értjuk azon feltétel mellett, hogy Y a konkrét yk értéket
S veszi fel Tehét . S . ,

Y-

M(XIY yk)—Zx P(X X, IY yk)_,_
Z P(X-xi, Y-yk) 51: % pik Z X, "ﬂ; ,
o= X, - . s
TRy P(Y-yk) Ok

- ;'L»Ez a szém tehét az. X valészinuségl vaItozénak Y= y ,ra vonatkozo felté-

’teles virhat6 értéke, (Feltételezzdk hogyP(X-yk)—p >0) -
B Hasonléan P _ _ .

M(th x>—-2 YkP(Y yle X)""j

. P{X—xi, Y—-yk Zyk pik % Vi pik

- 0,,> b)

R Az M (X | Y Yk) feltételes vérhatﬁ érték akkor letezﬂ( ha j_ . |
P (Y Yk) p > 0 és értéke fugg az (Y Yk) eseménytél RendeI]dk hoz-
ik a M (X ] Y = yk) valds szémot az (Y yk) eseményhez feltéve hogy

',y >o Lévén(Y y)n(Y yk) -0, ha]#kés Z P(Y yk)—'—

SR

e 2,’63‘

T

p “— 1 11yen médon egy u Y valészindség1 valtozdt értelmeztdnk L
ok - "8y Ul ) _




o gey nem tartmik az Y* valészinis égi véltozﬁnak érteke, de ez nem: is Ié—
. nyeges 3 vaIOSzinuségi véltozé értelméhBl kifolyslag, - :

= f:befhlyésolja a X-gzel. vaio tovébbi szémolést nincs befolyéssal X vérhaté g

;‘amelvnek lehetséges értékei a M (Xl Y= yk) feltételes varham értékek ‘63
' definicidnk értelmében nyilvén B R S .,
SR (e M(XIY vk» by

Azokhoz az (Y yk) eseményekhez ameiyeknek nulla a valésﬂnﬁsé

(Haegy Q eseménytérben egy valos értéki X nggvény, azaz egy’ va-
o IOSZimiség‘l viltozo nincs értelmezve 4z elemi eseményelmek egy nulla’
' ‘lészinlségi mértékd halmaz4n, . de mésutt éxtelmezve van, ez gemmit sen

' . értékére, #z6r4s4ra sth. )~ y
; Szémitsuk ki most az Y vérhaio értékét M (Y )~ot! Megjegyezzuk
: 7 hogy éltaléban nem is szokték kulbn meg]elﬂlni Y -gaI az. M(X I Y yk)

" .vérhat6. értékb61 szérmazo valdszindségl véltozét hanem azt mond;ék
‘ ?:"hogy a M (X ! Y= yk) feltételes vérhaté érték maga is valészindségl val—

e tozé és ennek megfelelﬁen aM (’Yx) vérh&t(: érteket egyszeruen
,'M [M (6 ; Y yk)] -val jeldlik _ [

'-'-f'Mor) M[M(xiY yk)] EM(}ciY yk)p

| EM(X!ka}PcY*—M(xI %z:’f_’;‘z'k'_)).': R

E "kz"”x "iIY "k Z"ikz’_" s .s}).

<5 2 xi By = M(X)

Dl veslMe,



tiekhez hasonléan kapjuk hogy e u,’

RO menyhez hozzérendeltuk aM & ! Y= yk) feltételes: vérhaté éx;téket Ez S
" i szokatle.n minthogy a valdszinliség‘l vé.ltozét eredetileg olyan valés fuggf- 1"1' v

- nyek halmaza amint az i index befutja Iehetséges értékeit {tendeljuk

: mag M (X Y = y ) szamertéket és 11y modon nyerjuk gz Y vaiészinuségi_ '

Az elmondott@kat szérdl szora meg-lsmetelve, csupén az X és Y 11- ! .
letve az.x; é8 Yy jeleket felcserélve, értelrnezhet6 aM (Y I X=x ) felté- =

- teles vérhaté érték-és a vele k&pcsolatos X valdszinllségl véltozo A fen- -

M[me x)] M(Y)

7 Az Q eseménytér a (X Y Yk) elem1 esemenyek halma.za Az )
Y valészlnﬁségi véltozﬁt ugy- értelmeztuk hogy a = yk) véletlen ese-'"

vényként definiéltuk amelynel all eseménytér elemi eseményeihez (pont- : :, 3
Jjaihoz) rendeltink valds szdmértékeKet. Fentl definicionkat a ktvetkez6= -~ -~ -
képpen tesszuk pontqssé az: (Y y )-— U (Y x Y yk) egyenldségbdl PR

Iét;uk hogy a (Y Yk) véletlen esemény a (X xi, Y yk) elemi esemé-._ ST

f(lggvényértekként mindezekhez az elemi eseményekhez aM (X 1Y = yk) e

" feltételes: vérhato értéket (kﬁzbs fuggvényértékként) Ilyen modon afl
eseménytér minden egyes elemi: eseményéhez hozzarendeitunk egy alkai-}' o

ol

véltozét . j_. e SR PRRNENER S

IV 8.3 Valoszmuseg1 valtozok fuggetlensege
(Dlszkret valosz1nﬁseg1 valtozok eseten)

Defi.nicm' . L T D .
z}z X és Y valészintiségi véltozék fdggetlenek ha bérmely x és Yk: A

értékpérra, ] i
SR ‘defw TR DR B
. pik P (X xi, Y Yk) P (X? xi).lf‘_.(.Y f"y;k')'fﬂidi pok
]el definiaid egyenldséget szimbolizél

Tovabba bérmely X < x és y1< yz valés szémpérokra.
P (x <X<x y Y<y2) P (x<X<x2) p (Y1<Y<y2)

205




- fuggetlenségét

M(x;Y vk)- Ex PG‘ "‘Y Yk"§‘ FOEYY

ﬁltalénosan igy leheme fogalmazni a X és Y valdszinuségi valtozok
o Xé&Y fuggétlenek ha az az esemény, hogy X értékei valamilyen : :
H valds szémhalm:zha mek és az 8z esemény hogy Y- értékei valamely L
H2 valds szé.mhalmm elnek egymé.stdl fuggetlen események bérmely ey
szoba javﬁ H és Hz vdo: szémhalmaz atet&: :
Hasonldm: azX 2, evey X val&nzinunégi véltazok egyméstdl

teljesen fuggetlenek (vagy rUViden fu;getlemek), ha' a ku\vetkaza események:
gyméstol teljesen fuggetlmk: R PR _

3

'4X értékei egy H valds szémha]mazha eﬁnek
" _-'-"Xz ertékei ey I-I2 vnlds szémhalmazba esnek

;.,X értékei egy H valos szdmhahnazha esnek

_?:bérmely szdbajﬁvd Hl Hz.... H vaioiu szém- g
 halmazek esetés.’ |

; valoszinuségi viltczdk egy végtelen Xl, Xz, e ﬁn’ sorozata ‘
egyméstdl (teljesen) ngxetlcn‘  ha kozuluk bdrmely végesszimu _ SO
an. X g e Xn._,_ valénzinuségl viltazé egyméﬁtdl (teljesen) nggetIen,_-“;i,;
(Az n1< n, < X < indexeket tetszéa azerint vélaszthatjuk ) :

HaX és Y nggetlenek akkor ‘ BERA
P (X xi, Y= yk) ;

z P(X X)P(Y Yk
1 PFY yk)

Z %/ P(X x)—M(X(

minden yk ra, és hasonldan SN



M(le x)—zykP(Y yk[x x)_:ﬁ :

SR

L P(X xi,Y yk R P(X-x)P(Y yk) "; o

_._' minden x re _ o Lo . . PR :
hi " Ha M (X) = mx M (Y ) ‘m -t irunk akkor a szdrésnéggze definicio-' W
ja a kbvetkez& R 4 .Y_ . A R

¢’ (X)~ Z 2 (x -m) pik z S m) z Pn: =

X

R E(Ki—snx) Pio .
tovébba teljesen hasonloan
6 W= Z (vk »_,5,);; B

amennyiben az itt szerep16 sorok konvergensek, - .

IV 8 4 Valoszmus'egl valtozok osszegenek
es szorzatanak varhato erteke .

. \i'. L
o HaxX 1ehetsézes értékei {x }1 & Y le’ﬂetﬂéges érté“ei {Yk} koo g
%kkorX+Y Iehetségs-ﬂ éﬂém {‘ ”'k} 1, k -

)

M(X+Y )‘ Z Z (x +yk)P(x xi, Y yk)' z z ("1*’79?&

2 z e p1k”xc pik) z Z x pik+ z z Yk ij

Tk

=§ xipio+ z Yk ok M(X)-E-M(Y),.»_ SR

-

: —207- L




o _:"a M (X +‘Y) = z (x + yk) pik esetében is feltételezzuk a

%

" K lenségét. -

Teljes indukcidval kapjuk ' hogy az X e X valészindségl

’ 1 ) 2’ o0y
o véltozdk dsszegének vérhat() ertéke a vérhaté értekek USSZege

M(X +X

.;‘ﬁ:'\:'wr 2+...—+X ) M(X1}+M(x2)"' +M(X )

"Kiegészitﬁ megjegyzés

L A vérhaté értek definicidjéban szereplé

- 6sszegnél feltételeztiik as Z ];;11 lx | sor konvergenmé]at Hasonlékeppen i
-

.‘ 1,k
= z ] x +yk| pik kettfis sor konvergenciéjét ‘Ha' a.zonban M (X) és M(Y )

- e

__rlétezik- azaz a Z pi ixi ésa Z p. k!y[ sorok konvergensek akkor"
f.-a z . Ix +y I kettGS soris Ui _' L
E 1le+Yk Z Z piklx +ykl-z Z piklxi+

+§ Zpﬂ( |—§ 1x|+z pkiyk]<+oo

Hasonloan' ha az X XZ’ cees »_X vaIészinUségi véltozok mindegyi-: ‘
kének letez1k a vérhaté érteke, akkor létezik a X +X + ves + X bsz-
fszegnek is. Figyel]uk meg, hogy a = L : o

M(X1+X +...-E-X ) M(X )+M(X2)+...+M(X )

. 'egyenlﬁség igazolasanal nem teteleztuk fel a valészinuségl valtozok fugget-_rh

‘ ‘Haa X véiészindségi vaItozot megszorozzuk egy c szammal akkor
: xC is valﬁszindségi valtozé és ha X ertékkészlete { } cX ertékkeszle-

‘te. {cx} . tovébba ﬁ-

e208-



S

A 'i?,.‘(iX"=;c.}:i)‘,=-,_1"(k=3si');= pi-.“
B _Ennélfogva x - DR :

M(cX)- z cx p cz p b4 —cM(X)
13, - ii N

3 _le-Ennek alapjén ha ci, '- 2, v ey c tetszﬁleges szémok és X
o "valészintlségl véltozdk akkor ._” s o

™ (c X+ p A +i:"-'x.)="~‘
Mo;1<>_+.\¢ ﬁ'.Mr'(Xg'>+.‘...-'+'c'£ M) L

7 .
AT

Lét]uk tehét hcgy a varhaté értek mint muvelet (operécié) lineéris . B
Mi lesz az M(x) virhaté értéke egy c szémnak (konstanlnak)? R

1| 2,-.-, Xn

272 Fe X =

i Az M(c) esatet'ugy. értelmezzitk, hogy olyan X valészintségl vé&o- .1,"
.. z6nk van, amely azonosan egyenlfs c-vel. (Az. Q es,eménytér minden elemi -
o eseményéhez ac szém tartozik, ) Ekkor P (X = g)= 1ésP (X #c)=0, en-.

"nélfogva M(c)= c,1 = ¢, Konstans vérhsio értéke maga a. konstans. G
K Ebh(ﬂ mér k@vetkezik hogy konstans szérésa zérus B e

»ié."

6(c) M[(c-M(c))] M(O) 0

3 Keressdk meg az X és Y valoszinﬁségi vaItozék szorzaténak Varhato ért é-: SO

'két ,
> Ha X lehetséges ertékei {x } Y Iehetséges értékei {yk} k’ akkor .
= VJX Y lehetséges értekei {x yk} i, k : -

"":M'.(X‘I‘Y)ﬁ:' z E % YkP(X X Y Yk)— E 2 x yk. pi# :

Ha X és Y. nggetIenek akkor pik p p 1gy tehat

.'7}-!.M(XY)— z z Xy Ykpm ok z i IGZ Ykpkr_M(X)M(Y)

| '-_'Ittls belathaté hogyha z pi ]x I<oa & z P, IYkI<°°
) . :'; - i ] X )

‘

- 'gkkor




5

"e‘iz Ek!x_mp <o

e ».}HaX Y Z egymastol tei;esen fuggetlen valészmusegL valtozdk akkor

M(XYZ) M[(XY)Z] M(XY)M(Z) M(X)M(Y)M(Z)

Tel;es indukciéval igazolhato, hogy ha X XZ’ sales X tel]esen fdggetlen
IvaloszinUSégi vé.ltozék akkor oL . '

M(X xz...x )-M(X )M(Xz)...M(X)

IV 8 5 Fuggetlen valoszmusé’g"i. Valtozok = ;;_  )
osszegenek szorasa Ll A

R Legyenek X és Y fuggetlen valészinuségi v&ltozok értékkészletdk
_.{ } és. {yk}k Akkor L :
L __.,—-'5 P Y = e e
R (X Xy, y) Pk piopok

Még mie}.ﬁtt tovébb mennénk egyetlen valdszmdség1 véltozd szérasénak
- ‘,‘definicioléhoz fulenk megjegyzést. Definicmnk szerint o S

L7

6? (X> > (x -M(X)) pi M[(x M(X»J
S 7 '_i .

.7\-~

| .'f}G (X) M[(x M(x»] M(x )-ZM(X>+M<X> M(X) M2<X)

' 'Négzilk mpst_. 6 : (X {.Y)'-._t',r ‘.ahol— X',és Y:fﬂgg'etl_enék. e



% (x+Y) M{[X+Y M(X+Y)]2} M({[x M(X)1+
;+[Y M(Y)]}Z) M{[x M(X)'_] +2[x M(X)][Y M(Y)] + |
-l.'-._-+[Y M(Y)]z} M([x M(X)] )+2M([x M(X)] [Y-M(Y)]+

‘--+M([Y M(Y)]2)=5 (x)+2M<[x M(X)][Y um]>+6’ .

_Eddig nem hasznéltuk ki azt a feltevést hogy X és Y ftlggetlenek tshét

.. el&bbi egyenlﬁségunk igaz. bérmely kétX é8Y valdszlnllségi véltozora,
= HaX ésY fuggetlenek akkor fumetlenek aX-MX)ésaY -M ) -

o vah‘jszinuségi véltozok is, hiszen csak egy-egy konstanst vmtuk le hel&- -
,~=-=_--1L1k tehét egyik e16z6 eredményunk szerint PR e L

M([x M(X)][Y M(Y)]) M[x M(X)]M[Y M(Y)]= -

| -[Moc) -M<X)][Mm - M(Y)]= 0. L |
M[M<X)] M(X) M[M(Y)] M(Y) A '

':mert M(X) és M(Y) konstansok (sz:imok) R
: Ennélfogva fdggetlen X és Y esetében. c

»6 (X+Y)—6' (X)+6 (Y)

Tel]es 1ndukc16val 1gazolhat6, hogy ha Xl' X2. X teljesen fdggetle—“_-g;" :
| mek, akkor : e _ o i ’
_4 “f Meg]egyezzuk hcgy teljesen forméhsa.u is ,
M ([x M(X)][Y M(Y)]) =M [XY M(X)Y x M(Y)+ M(X) M(Y)]
o M v - M(X) Mm - M(X> M(Y)+ ME) M(Y)— M oY) - M(X) M(Y)
. ‘ Lévén X és Y nggetlenek fennéll M(XY) M(X) M(Y ), tehét veg-
-f‘feredmenyként nullait kapunk T . S N
X _ji._ _ 211 N B !
A ' S




Ennelngva

Ha X X X telgesen fdggetlen valcszinuségi valtozdk és

“ méval az. A esemeny bekbvetkezﬂc es Iegyen X

U let alkalmaval A kﬁvetkez1k be, _ahol j=1, 2. .‘, n Nyilvén az i S
j_X X

S valészmdsegl véltozét, Z lehetséges erteke1 a 0 1 2, Seis n szémok
'_"Keressuka R : o Sl e

e \'ialozéz_i_r\ils:éget. Zn ‘ﬁck"pgﬁtdsan ékkbf,;ha éixs'#aldsz'inus__égi vﬁ'l‘f‘oz:i_j_k_g

Meg megnezziﬁc mi lesz a szdrasnegyzete az: aX +b valﬁszmdségl_ :
véltozonak ahol ‘a-és b éllarfdok Mmt mér lattuk : . EXN

l R

' M (a X * b) a M(X)+ b R

K (ax+b)—f {[ax+b M(aX+b)] }

‘—M{a (x M(X» }—a M[(x M(X))]-a 6 (X)

)

2, , LA ' , E
€ 2, '... 3 c tetszﬁleges szémok akkor Lk

6 (x X +c2X2+...+c X )—czes (X )+c 6 (X )+..,+c6’ (X"*

IV 8 6 Peldak es tovabb1 fogalmak

IVB 6 1 A bmommlzs eloszlas varhata erteke es szorasa

Legyen adva egy n szému k1sérlelb61 éllé klsérletsorozat az egyes
klsérletek kimenetelei az A, illetve az’ A események P (A) p, S e
|p(A}-1-p q; ahol 0<p<l. e R

Legyenek az- egyes kzsérle,tek kzmeneteiex egyméstol tel;esen ngget' :
len esemenyek = ;

Legyen a X valdszmusegl véltoz() értéke 1 ha a ]~1k kisérlet alkal-

5 értéke 0 ha a} 1k k1ser-:>

g1 wenn X valoszmdsegi valtozok egyméstol teljesen mggetlenek ] -
Tekmtsuk a RN ) j,.‘ T R

Xt
no- . 2 ! R 7 | .

AP



i A mér ismert mddon kapjuk tehét

. Ezért

' kdzul pontosa.n k szémunak 1 az erteke, a ttsbbi (n-—k) szdmu értéke pedlg )
' nulla, “azaz ha az n kisérlet Kozul. pontosan k izben. bekbvetkezik az ‘A'ese-
: -,_meny és. pontosan (n -k) 1zben nem kovetkezik be A (az A kbvetkemk be)

ey ,P,‘_(Z. ,:.-. 1;_)=__ (2);p_,’,»q; t,
": 'vagyxs a Z valoszmdség1 véltozo binomiéhs eioszlasu. Szém1tsuk ki az -
egyes X] valdszmﬁségi véltozék vérhat6- értékét ers szérésnégyzetét.
. ."'-;Mindegyik x} Iehetséges értekei a és 1, tovébbé :

s

P(X )pés P(X_O)—-rl-p—.;i' :

M (X) 0 q+ 1 p p
"!':minden j indexre

6(X) M[(X -p)] M[x -2pX+p]--.~=
"-M(X) sz<x )+p

MgX) o q+1 psb..,:i'«’“

L rmmthogy X2 lehetséges értékei szintén 0 és. 1 a megfelel(i q és p valo-'

szinﬂsegekkel tovabbaM (X ) p, zgy tehét L . = ,  AT

6 ,"(XJ =P '_\_;?_P -+:P...=EP‘P =papra

_mmden j —‘1 2, Juuy I indexre
Mindezek alap]an

M(Z )"M(X )+M(X )+... +M(X ) np
3 , t:dvébit)é:a- fiigge_tl_epSé;g miatt'_: .

¢




e : ;11— valészindseggel teve valamelylk urnaba, mennyi a nem ires umak

. : tovébbé a fliggetlenség miatt: 7

6 (Z) 6 (x1)+6 (X2)+...+6 (X) npq

IV86 2 Egy pelda afelteteles varkato ertekre

' Egy munkahelyen liftek kdzlekednek amelyek kuldntisen a reggeii és
- délutdni csucsforgalom idején a sok‘megéllds miatt igen: lassuak,. Gyakor--“"'
L latd szempontbol fontos probléma “hogy meghatérozzuk a lift egy meneté-- "
- nél a megéllisok szdmdnak virhaté értékét,. Tegyik. fel, hogy a lift n- eme-”f o
~ leten- kozlekedﬁ( a fbldszintrﬁl indul el és ott k személy szall be, mmden

L szemely a to?:bztﬁl nggetlemﬂ - valészmdseggel széll ki az egyes emelete-

ken, és u;abb szemelyek a lift menete ‘Kozben nem: széllnak be.:
* Kérdés, hogy ‘ekkor mennyi a megallésok széménak vérhato értéke?
S A problemat igy'is fogalmazhat]uk van k szfmu golydnk amelyeket :
.n urnaba helyezunk el, egyméstdl fdggetlendl mindegyik golydt ‘ -

- szémanak varhats erteke? 3 :
(Urnék ~ emeletek golyok ~ utazo emberek ) :
]elentse az Xk valdszmijsegl valtozo k golyd eseten anem -tires urnak

» szamat 1 € Xk £mn,- Tekmtsuk a X valészmdség1 véttozdt! Nyllvan L

" Xk+ L. erteke ngg X -tél és

B mégpedlg - o .7-_:1; . SR
: - - : 'P.O_{—kﬂ - i};"_'?(g='i.>-=_3-; -
| PO, =i+t x=n="l=i- b
.-Igy'ce;lat-“ . : JER _ .
| M(Xk+llx —!3) J—+<J+1)(1 -'—)—1+Ju -_)

]

B R



tehét éltaléban Cedon

P

+(1 —-) +M

B _ "Lé,vérn. -

gy’ f;‘; -; BRI

MO X=X 0o

N A RS S
B L L

Mk M(Xk),

. >_k;bj;uli< az- e L S -'_- __f'% - S

R P - - N

1S':_l<_+1*"'_'_p1 1"Mk (1, ‘:n'), L

reicfn'z’ios fbrrﬁtﬁ,éf.f'

Ebb61

M —1+M (i-—)—l+[1+Mk1(1 )] (1-—)-1+(1-—)+

o kil

'M
1. -—) _.1+(1 -—)+(1 -—) +.'..+M (1 -—)

k2(

s T

M=M=

S T e
LT ke -0 RN SRR FEE
<;Mmm).4_ﬂ e LRt i DERRRP

PR

M(Xk) n[l - (1 . —)k] ST

e

Tehat a 11ftne1 a megéllésok szémanak vérhato ertéke n. emelet es i3 mdulo
utas eseten . ‘ : e T .

. 1( ) _i+(1 -_)+(1 -._) [1+Mk2(1 -—)] 1+(1 -—)+‘ .‘
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 leven ME¥)=. JL

i E k R [lul)“] o

Ha nagyon sok az utas az emeletek széméhoz képest akkor ez kdzel n. ' '

lesz‘ vagyis-a lift ‘minden emeléten megéll
Ez a targyalés Rényi Alfredtol szarmazik

: JVB 63 A Pa:ssan eloszlas szaramegyzete

' LegyenX Poisson eloszlésu, azaz R

P(X k)=—-e (7\>0) ,‘,. '

X szdrésnégyzete

6 (X)le“Z—(k m)

~mivel A

Ctovabbd T

¢

. .




“Eﬁnélf,b’gvé"._f SR .
- &%w- A
o mert az, e136 Z —nél k 0-ra az elsﬁ tag. zérus Iesz (k -tel kell szoroz-.

:ni) A z-banlegyenk v+1 akkor adOdlk. I T P

"‘AZ ("+1>“—=?\. 2 Z 2 i= Aeal

B~

. »'»._minthog'y ' ‘ 71 
' ')‘ zv M(X) A és

Sy SO

0.

n

e (X) A ea-at=a

L 'A Poisson-eloszlés szOrésa tehét 6' (X) F o
A Poisson-eloszlasnél a vérhato érték és a szdrésnégyzet egyarént .7&

£

o IV8 64 I{et fuggetlen Pmsson eloszlasu _
“ valaszmusegz valtazo osszege .~ e

Legyenek X és Y egymastél nggetlen valészindség'l valtozﬁk mmd- ‘ -
" ketten Poisscn- eloszlésuak legyen X paramétere )L Y parametere pe-‘
dlgp a.zaz T R M SRR G Lo

S Tekin‘téuk a
rERaY

. 'valtés,zinuségi'ivélto'zét:és hatdrozzuk meg eloszldsat!

“

it




B & lehetséges értékei szintén a nem-neganv egész szémok KI kell
L szémita.ni a - I ,

| "P(Z' k) =01, 2)
..'valoszinuséget Nézzuk hogy a(Z= k) esemény milyen mddon kbvetkez-_'r
‘-hEt be, ViléSOS hOg‘YZ kpontosan akkor, ha o :
| x 0 P k- vagy x-1 és Y= kll vagy. X = 2 és.;‘:{

Y/:k-2-,.._.‘,. " vagy 'X*:j és Y k—], R vagy
x ‘kl'és‘Yr=r"1-‘vagy x Lk & Y= o R
azaz a (Z k) eseméﬂY unidja (6sszege) az- imént felsorolt eserﬁényeknelr |
(z k)"-U (X—j és. _Y k j)

o 1-0 .

e KUlﬁnbﬁzS i ertékekre az egyes (X = 3 és 'Y k j) események diszjunktak
- (egymést kizérjék), azért :

o P(Z k)= ) P;(X_: jooo és . Y = 'k', N j) . .

o i Minthogy tovabbé (X j) és’ (Y X- j) egyméstol fuggetlen események ir-

p(X j és Y= kj) P(X—.))P(Y k-,)-}

=_7_l_ 2 p_tkj ¢ -(l+.u) ;@ ',}‘_‘1 :‘f,;}

W Gt jl | _(k-'j’)\!;""”-’

Ennéifogva .
- 0k |
(HM) B
P(Z k) e A B
N JZ, SR (ki)

A binomisHs tétel szerint:
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R

e

: 'TK'apjuk'j:gtfét‘, ‘hogy o e
e ' o (z k) E Q"‘P)“_*E)_.
- g minden nem-negativ egész k-ra . o :
Vagyls Z=X+Y'is Poisson-eloszlésu és paramétere }\ + p. X
, Ez az eredmény teljes indukeioval tetsz6leges végesszdmu, Poisson-
- “eloszldsu,” egyméstﬁl tel;esen fuggetlen valészmuség‘i véltozo esetére ki- -
-.terjeszthetd Ve L T T S

o IV865 I{et valoszmusegz ualtozo korrelacws egyutthata]a

Legyen X és Y valdszinllség’l valtozok egydttes eloszlésa.

o . ‘:' ' P (X x : Y Yk) P
i rmnden szobajbhetﬁi és k indexre azaz az ismert szﬁbajovﬁ { 1}.7 s
{yk} ) szémokra megadott : ' SRS DR

Letezzenek tovébbé a.z

Varhatd ertekek Az .

M[(x mxm my)]

o -

L szamot aXésayY valdszmﬂsegl valtozdk kovar1anc1ajanak nevezmdk és - -
_ 'U'XY nal ]eloljuk Ha 1etez1k mlnd X mmd Y szdrasnegyzete, akkor

- l’eteZIk a kovana.nma;uk is. Ugyanls

. Y N
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px —M[(x mx)(Y “'v)] E Z x -mx)(vk "’Y) pik

E Z(x mx’“—m@k mY)Vpi—k

Legutolso ﬁsszegunk tagjainak abszolut értékeibﬁl éllo sorra, azaz. a

Z E ux mxiqmyk mxl rp;)

! -

"i sorra alka]mazva a Cauchy -Bunjakovszki] -egyenlﬁtlenseget' R

2 Z ax, mxw;p(wk in ﬁa;)é

-‘1'/2 e .. 1/2 :
{Z Z X3 mx) B, } {z Z(Yk my) Pik} Ll
G '-6(x)6(Y) PR R

B Az el&bbiekbﬁl Iéthato. hogy P’X)Y £ 6 (X)6 (Y ), ha tehét 6'()() 0 vagy
pedig 6(Y) 0; akkor egyuttal it XY = 0 ' : :
Amennyiben 6(X) a‘ 0 és 6(Y) # 0 a

Ml mpe ] gy
'9—”',, EmEMm ' 6’(X)6‘(Y)

szém az X ésY valogzinliségl véltozok korreléclds egydtthaté;a .
L Kiegészltésul kbzblluk k] Cauchy —Bunkakovsqu -egyenlﬁtlenseg
igazolését .

Mint 1smeretes, eszerint hérmely { a } {b} szémsorozatra

Zaltbi (E ”2 Ebz)l/z .

- _Kettﬁs s_zummak:esete,re az »egyex_]l(St'lensé‘g bizoﬁyitz_isa a':_'kﬁvetkezlfif»"




Tekmts le az '

f(t)= z z(tlaikl ij_kl) _tzz z a '2t E Zlaikl'bikl+

o1k

+z 5_- b

I R

: 'masodfoku nggvenyt, ahol az aik’ fbik valds szémos tetsleegesek Levén - ;

N .minden valOs t-re f(t) 2 0 a

K (Z Eaik) 2t(§ Elaikllb I)+§ zb

. mésodfoku egyenletnek vagy nlncs valés gydke vagy gzetlen val6s. gyﬁke
. vam csak, Ekkor-az egyenlet megoldo képletéhen a diszkriminéns nem po-
: _zitlv .

(z zl ||b I) (z zaik)(z Z bik)‘ 0 * )

ami’ eppen bizonyitando egyenlétlenséglmk : :
' Most a @ korrelé.cids egyiltthato legfontosabb tulajdonségaival is- -
‘merkedink meg, . I
Fennéll mindig, hogy '

_1&9&1

Tekintsﬂk ugyams az alébbl masodfoku kétvéltozos nggyényt S

/-

Q(x.t) M{[s(x mX)+t0’ ’“Y)]} 6? (X)s +

+2 st ’J.XY +6 (Y)t _{.'*, _

- :Definiciénk szerint minden valos s és t nggetIen véltozé értékekre

Q(S t)— 0 . . <_,» Lo

'.:/-"V 221‘ - R




sy

ez csak ugy lehet 2 0 minden valés 8 és t ertekre, ha'_'

Meg]eg}lzés o '. R \

T eseten

Irhat]uk .
12 .
V‘xy -

Q0= [6<X) + 6(,(, ] 2[6 (8

TN

[6(X)s+ Z’g)t +6—(;{-)[6 (X).G ) P’XY]

- et -l 0

azaz [EE T -
L Pxe

6 (X)6 (Y)

BTN
-

Innen rbgton lathato alhtasunk ervenyessege L '

:1 Ha 6 (X)6 (Y) JU'XY<0 lenne akkor pl t= 1‘ ess-'_'-—-i)-(—Y—

SQ —-—-1)= 6’ (X) 6 (Y) ;_1 <0
- 62(X) 6 (X) [ e XYI -

kbvetkeznek
A PXY kovarlancia zerus “ha’ X és Y egymastél fuggetlenek

Tenyleg, ekkor

.'="'M_(:X-Y')‘—’ m, . m, - :

'.}’LXY—M[XY my, Y - Xm +mX mY]\g Ay My
meY+m m —M(XY)- XmY
és’ afuggetlenseg mlatt - » K
| M(XY)«M(X) M(Y)*meY o
., e

s




L sugaru kir kerdletet ‘0szt6--

L az els§ oszt6pont legyen az’

- H’a" PXY 0 akkor (6’(X)# 0 ¢ és 6'(Y)-T‘ 0 eseten) g) 0 szinten _
. ,'Ez azonban meg nem- ]eientl szuksegkepp X es Y fuggetlenseget A HXY 0 '

o esetben azt mondjuk, hogy " L _
~ X és.Y korreldlatlan valo—' Lo Y
‘sziniiségi valtozok. . R
) Az aidbbi példa két -
‘ korrelalatlan, de nemr ng-—'
’getlen vaIGszm:isegl valto-
Zot. mutat be, . :
‘Osszuk fel az egység-

~pontokkal 4n egyenld részre, v
. ahol n tetszés szerinti; ‘de - -~
" fix-pozitiv egész szdm, és-

- »(1 0)pont(42 dbra), _ N
o S AJ-ik osztdponthoz o 42.:.- __éb’ra' e
e huzott radlusz a pozmv L B . e
-tengellyel ;4—— ] wmerteku szﬁget zér be A 3 futo mdex j= O-t‘o‘f
. j=(4n - 1) -ig megy, mert 3 = 4n-re 1smet az’ (1 0). pontet kapjuk Bar-
- mely osztopontnak mlnd az x- mind az y—tengelyre vonatkozo tdkbrkepe
?szinten osztépont . :

. I"\

Peldaul a ] = n, 2 n illetve 3n- re rendre a i— ;T "illet‘ve % s'ib'g’-' o

allasu osztépontokat kap]uk Az egységnyl valészmusegl tomeget osszul: R
el az osztdpontok kozott egyenletesen, tehat minden egyes osztépontba o

B Z}E valdszmuségl tomeg 3usson. .

Legyenek most mar a X valészindseg1 valtozo 1ehetséges ertekei az.

| egyes. osztdpontok x-koordmatai az Y valdszmdsegi véltoz6 lehetséges er- ’

tékei. € pontok y-koordlnatal Ugy fogbat]uk fel'a dolgot ‘hogy egy bolygé.

S 'pmt az egysegkor keruletenek ezekben az osztépont]alban tartozkodhat

: ,.mmdetryikben 1 valészmdseggel

Tehdt: ‘-.4“
):('.__,cqs:(4n_]),
es - . . o
- Y: Sm( J), i
Cahol e y=0,1,2, L0, (4n-,1).'-'




M(X) M(Y ) 0 az osztdpontoknak mindket koordinétatengelyhez vi—'('
szonyitott szimmetrikus elhelyezkedése és az egyenletes valészindség-el- '

oszlés miatt, Az is v1légos, hogy 6 >0 & 6 (Y)> o

-M[(x M(X))(Y M(Y»] M[XY] E E ”k pik:

o ‘ W 21:. % SR R R o 2K 9%
,— 32_ cosé J) sm (4nj 411 TR jZO Zsin §4n\ i} cos._‘4_n. )=

" Ugyanis tekintsuk a ktivetkez(i osszeget:

el ;
z cos(—2—~])+1 zsm( J)“‘

7'4n1 4n1 21\.}»_{_’

PRI (—])+1 i (""'1) ey
Z {cos-z o | } _ j%e e

]-0
ahol i= I/__ A mi kérdéses o

Cdn g

~ AR
. : -si’n»(—i.—j), -

'.ﬁsszegunk a legutolsd, expongnciélis osszes imagméa:xus része Leven az’ -
: T S :
: 'exponencmhs dsszeg egy e 2“ kvéciensu mertam sor dsszege ezert

N 12J")4n B A R S

e e R R T I T (Y

= s 15__ 1—'-’ L E
o rLe M de e B

,rriert’e B ‘(n =1, 2, 3, ) .

S T



B 'ﬁerh nggetlenek hiszen fennéll az -

"Hasonléan ST

o Emélfogvaa o im0

-_6sszegnek mind a valos mind az, imaglnérius része nulla s S
L AzX ésY valdszmtlségi véltozok tehét korrelélatlanok de nyilv:’m T

X2 -i-Y2

. <_egyen165ég. : | Co R
o Egyebkent egyszeru en belathatjuk hogy a valdszinijségek szorzés- 7' o
s tétele nem ervényes Példéul . , R .

P(XOYO)O

' mert X és Y egyszerre nem lehet nulla

Mésreszt =
PE=0=2. 0" »

C mert X 0 ha a% végy'é'-gi szﬁgéllésu oéiztopb/ntba_‘n’_vaﬁ ‘é:bo'lygb*po'nt. el o

PEEDZ.

'mert Y 0 ha a 0 vagy a JL szﬁgallésu osztépontban van a bongo pont
Igy tehét S ’ ; . ,

P(X 0) P(Y 0)—-— ;—;%#0
- ; 41],

, Erdekes megemhtem meg ‘a ktivetkezd tételt

A 0 korreiacxés egyutthaté abszolut érteke pontosan akkor 1, ha az
' ‘,X és Y valesziniségi véltozék kozott 1 valészinitséggel Imearis fuggveny =
L kapcsolat all fenn, azaz Q =. 1 akkor es csak akkor ha

e P(Y-‘aX+b)—1

Lol

“ahol a és b 4llandok, S

L 22_5.-_ 5




. TételUnk geometrial ]elentése a kbvetkez6 . '
Az xy-siiron dbrizolva a X és Y valtozok Iehetséges {x yk}

S ertékpérjait a teljes I valdszmdségx ttimeg olyan (x yk) pontok kbzﬁtt,
van elosztva amely (x,, yk) pontok egy egyenesen fekusznek »
<A tétei b1zonyitasa P :
Tegvdk fel e16szor hogy " Lo
P (Y =a X + b) 1.

'Ekkor a X véltozd Iehetséges x ertékeihez Y-nak csak oiyan yk ertekelt-i :
. kell flgyelembe venni amelyekre : '
Lygmakab L
- "Jél_b’l_»j.uk ezt az y'k‘ értéket: yk —vel, Akker

i

5 »' :Nézzuk a M(\ ) es 6 (Y) értekeketi

'_"'-;;,:M(Y)- z_ yk P(Y- yk)— z (ax +b)P(X—x)—_

i

= - 2 x iP (X= xi)+ b ;P (X= ) '
M'qé_t:-‘-, ' . i
g

> P (X.= xi)-fii :

|

to\_r_'ébbé :

226 -




S x P =)= M)
L ME=aME) b
e irhét'j'ﬁk;:‘ | SR
6 m M[(Y M(Y))] M[(aX+b—aM(X) b)J
'—M[a (x M(X»"*J-a m[ex - M(X» ]- a 6 (X) .

' mert most csak az yk = a.x + b ertekeket kell fxgyelembe vennﬂnk

e Tovabba ezek alapjan

gy —M[(X M(X)) (¥:- M(Y‘)] M[(x M(X)(aX+b-aM(X) b)]-

- - aM[(x M(X))z] = aGZ(X)
gy tent

fJ‘XY (X) ‘="1 
6 SLEGN 62(X) a 6,0;)— o

.'Tegydk fel most hogy

 Lévén

ST
o “fe_—l‘t'e*.'{ésuﬁ'l.c szérint B R ‘:. | L
LSSt m ey

a.z-éz.,-' . | 3

T BB )y =0

mr




- vagyis

'-V'Tér]unk vissza az. eIdeekben bevezetett

Q(x, o= M{[s(x mx>+t(Y mYﬂ}

[6<X)s+ e} ]2 6;2 [6 6’ ) - pxy]

(X)

j-fuggvényhez. ]elen esetben '

P‘xv

Q(S. 9= [aoq)s+ )

VMindazon 8 és t értékekre, amelyekre 6(X) s F—_— G(X) =0, Q (s t) 0."
, Legyen pl t= 1 akkor az 8 . - Lxy értékelcreQ (s . 1) XN azaz .
: ,'62‘(X) - °

{[s (X mx)+(Y mY)]} 0
':._:Az [s, - mx)-!- « - mY)] nem - negati x.faloszinuség'i véltozo Vér'::»'r“

" hat6’ értéke csak ugy lehet nulla, hogy értéke 1 valdszmuséggel nulla, és
o nullétol kuwnbﬁzﬁ értékeket csak nulla valoszmdséggel vesz fel Tehdt :

[s (x mx)+(Y “’v) o]'-l

P[Y-(-*s )X+s mx+mY]- T
- amit bizonyitani akartunk

. /




IV.8.6.6. Kzeqészzzes a valoszmusegt valtozok osszegenek
szomsnequetehez o w S

AzX X va165z1ndség1 valtozékX +X + +}'(n R

' : ﬁsszegenek szdrasnégyzetére kapott
et +x2+ +X) 6 (x )+6(x2)+ +6 (Xp, ‘

e egyenléseg 1gazolaséna1 eredetileg feltételeztuk e valészznliségi va]tozdk

: l_teljes fuggetlenségét. Az 'aldbbiakban. megmutatjuk hogy a teljes nggetlen-
" séghelyett ‘elegendf feltenni e ‘yalészintségl véltozok péronkénti korrelé,- o

1 latlansdgdt, vagyis azt, hogy bérmely i# j 1ndexparra
| M[(x M(X))(xj M(xn] 0.
- ,Ugyanis" ' S ' e

. :i'6 o Xy +X ) M{[(XIH( £oo X ok (M(X1)+M(X2)+ L

+ *M(X )ﬂ} {[(X M(X ))+(X2 M(xz))+ R

,' +<x M(x ))] } {2 (x MK, » P2 E (x -M(xi)xx MK, ))}

l‘i < 1"n

}: M[(x —M(x » ]+2 E M[<X-Mo<i))o¢-Mo< »]
Eo - 1‘1<J‘n : - _

_ _5 (x) -‘ '. . ‘- =0 i:-_

- (a pé.ronkénti korrelélatlanség mlatt)

- -6 (x )+6 (x }h. +6 (X)

i
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| IV:9 A NAGY SZAMOK TORVENYE

IV 9 1 A Cseblsev egyenlotlenseg

A ktivetkezﬁkben kiszém1tjuk hogy mekkora valészindséggel tér el L

_a valdszinliségi véltoz6 a vé:rhaté értékt(ﬁ egy eléirt, egyebkent tetszﬁle-;. o

- ges poz1t1v szdmndl jobban. ) o

% Legyen € tetszﬁleges pozitlv szarn k1szam1t3uk annak a valdszind—_ L
; ségét hogy : : : e

"'Ix—"M(X)'I.é”’e:"

legyen : o ‘
' - Jeldljuk a rﬁwdseg kedveért az X valdszmuségi valtozo M(X) var‘nato
értéket m-mel,

A PYX - mPE) valészindseg meghatarozasa végethémnguk ki

6 (X) szérasnégyzetet

6 (X)— §<x i-m) D,

ahol az x —k az X valéSzindsegi valtozé lehetseges érteke1 ‘a pi—k ped1g

a megfe1e16 valdszindségek A fenti ssszegben hagy;uk el azokat az ossze-‘; ;
- adandé6kat, amelyekre |x - m l < 8 ‘Ezéltal osszegdnk erteke altalaban
'“:csokken ' » . S

6‘ (X)— z (x -m) P2 Z (x —m) p-._/ ‘

| % m| 2

2 > elyee? D peefraxemze),
omize L lxmize’

ahol a > -]el alatti ]x —m]‘-‘ £ azt Jelenn hogy az osszegezest azokra

- .azi mdexekre kell mér csak klterjesztendnk amelyekre az Ix ’mP £

_'-'2,30_ -



- -’,‘ 7 Ez a Csehisev-féle egyenlﬁtlenség

egyenl(ﬁtlenségunk fennéli Az utolso dsszeg, azaz’ z pi ’iépi)en a :
: : o 1x -ml‘ e

£ lele

_esemény valészindsége R o
‘ Ennélfogva o :

CP(X-m e e,

Ha E=d.6(X), akkor aCseblsev-egyenlﬁtlenség a kdvetkezﬁ alakot R
veszx fel . '

:

o 46 (x) f1"
P(;x m] >d‘6(X) 4 —,
5262(}() 62,

©Legyen pl..'6-=-3; akkb.r L e

P(|X mi 3, G(X))é =o';7117|_;,'.f"

“?l"‘

Tehat bémely valﬁszindségi véltozdraé -nél nem nagyobb ‘annek -

-a valészindsége, hogy a valészin[lségi véltozé a vérhaté értékt61 a szdras
haromszorosénal 3obban eltér]en _ , . _

IV 9. 2 A nagy szamok gyenge torvenye

Alkalmazzuk a Cseblsev-egyeniﬁtienséget a blnomiélis esemény ~gé<
- méra, szaz végezzink n szdmu egyméstél fuggetlen kiserletet Legyen
valamely A esemény bekivetkezésének valosziniisége P, legyen tovabb4 -
8% X valdszinﬂség‘l véltozg értéke 1, haa J-edik kisérlet alkalméival az .

A esemény beknvetkezﬂ\ 65X, =0, ha a j-ed1k kisérlet alkalméval A nem ,’

}
kﬁvetkezik be (j =1,.2, 3, s n) Tekintsuk a
R & +x2+...+x
' 1 A = - — .

no n. -

) 'valéézinﬁs‘égi vél_tdzét.;- Mint mér tudjuk, Zn‘véfﬁata'énéké p,'_ézdréS'é L

o231 -




o ndségi vAltozo ertéke tehédt az A ésemény relatly gyakorlséga azn ‘szérou

| X R X egyméstél tel;esen filggetlen : valészmdsegl véltozék sza—‘

- : tetszfleges (de fix)-£>0 szamnél, jobban eltérjen, & zérus felé konvergil. -

n £

B valészmuségi véltozét Mint mar tud]uk Z varhatd erteke p, szé_reis—'r '

‘ négyzete pedig a X,k nggetlensége miatt p q: Ui

6 ('z —{6 (X )+6 (X )+...+6 (X )}

:"1 N » o Hn:" .
= 3 (PQ+P€1+ +--pq)=——§-_g.=.gl—?-.
_ n con T
' AA Csebisev-egyenl(itlenség szerint
X+ X+ x”. - R
[ EXg e o o
_P(___,_____,__,__ ] >e)‘ P
nE,

N

Az X + AZ . X t}sszeg értéke megad]a, hogy az n szému k1—

sérlet alkalmaval az A esemeny hany izben kovetkezeti; be AZ Z valésm-" o

-kigérleten belll,. Rugzitstk az £ >0 szam értékér €8 ndveljiik a kiserletek_,_.
b szamat n-et minden hatdron tul, (Természetesen ekkor az. :

ais minden hataron tul nﬁveksmk ) A Csebisev egyenlﬁtlenseg most a
o kbvetkez(it mond]a. > : . LT _

“p (] a A esemény relativ gyakorisaga - P( A) ]gg) é__ P!_i__z oy 0' h a> > oo

. -azaz @ klserletek szamanak mmden hataron tul valo ndvélése esetén aﬁnak"'-:,
-a valgsziniisége, ‘hogy a relativ, gyakorisig az esemény valészm'isegetdl

Az £>0 szamot “tetsz6leges kicsinynek. valasztva, de azutdn rogmt{
ve, meg tudunk adm oiyan N- kUSzobmdexet hogy n > N esetén a . g

il E% ertek tetszoleges k1csmy ‘legyen, azaz a

R (|z Lol s-)’-

’ valészmuseg tetszoleges kthmy 1egyen
A most elmondottak kepezak a nagy szamok un, gyenge torvenyet _

‘!. -



: ,((Jsak a matemauka 1rant erdek16d6knek )

_ Az eldbbi eg'ymastol teljesen fuggetlen kiserletek sorozatahoz .
. amelynel most M&r & kisérletek n: gz4mAt sem korlatozzuk, megkonstrual- o
jukaz {1 eseményteret. EgY kisérletsorozatot a 0 és 1 szdmok végtelen :
" sorozatdval ¢ szimbolizélunk:” A sorozat ]-edik helyén 1.411, ha a j-edik ki-

' sérletnel az A esemény, bekovetkezik és 0 411, ha a ]v-ed1k kisérletnél az -
_. A esemény nemr kovetkezik be. Az Q- esemenytér az Bsszes ilyen 0 -b6l és -

7_1 b51 4116 végtelen sorozatok halmaza ' -
Egy 11yen sorozatot a (j, 32 13 Ve j B ) alakban 1rhatunk fel ahol o

- —3 ertéke +1.vagy 0.aszerint, hogy az i-edlk kisérlet eredménye A vagy A

: Rendeljﬂk hOZZ& a (;l1 Iy 13 e ﬁ wee B sorozathoz a[0,11 intervallumnak 'f s

- agt: a valés szamét, amelynek diadxkus (2-es szamrendszerheli) el(iallitasa )
-.eppen ez a sorozat. Ez a-szim tehét a kﬁvetkezé’ '

Lo,

: ]1 }2 3 : jn S 4 :
. ——f+—2-+-§-+ vas +r-I—1f+ ves e e
Lathato ebb61 a hozzarendelésbol hogy az Q. eseménytér elemi ese- .
'ményeinek a halmaza nem megszémlalhaté, hiszen ezen elemi’ ‘események -
_halmaza olyan szamossagu, mint a valés szamok halmaza, 1gaz, hogy az
‘elemi események és-a[0,1] valés szAmainak az itt. bemutatott egyméshoz B

rendelése csak a d1adikus racionalw szdmok egy reszét61 eltekintve kblcso- S

>~',nosen egyértelmd ui. pl a. S .?I

31 ]2.4._. ]kO 1111,
R csupal:

]1]2... jkIQUGO.

" csupa nulla, _
jsérozéfiokjﬁgyénazrt a -
O S

~ 2. _ 22;5. = ’4,21( -2k+1._-_

o valés szamot jelenuk mlg mmt sorozatok nyllvan kdldnboznek egymastél

'h[SZEIl az els6 sorozatnal a (k + 1) —edlk klserletné‘l a.z A esemeny nem -

1
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- ndl ellenben a (k + 1) edik kisérlet eredmenye A és uténa az bsszes tobbi

- mu diadike s szamjegy utdn csupa zérus szdmjegy 411 a diadikus tort: el

F ., az utol3é l-est 0-val helyettasit]dk és utdrfe csupa 1 -€s szémjegyet n:unk

'+ ‘a val6sziniig £gl mértéke. Ezen elemi. esemenyek halmaza ui, megszémlai-=

: : lronkrét de egyébkeﬁt tetsz(SIeges elemi esemény, azaz a.0 és az 1 (vagy B

(A-jel) van Az e -sorozat elsfS n _]ele kiszott legyen k szému l-es es n lc

kbvetkezik he és azutén mmden kisérlet klmenetele A a mésodik sorozat-

S \kisérlet eredménye A, -
g “Igptekédta [0,1] valés szémai és a végtelen esémenysorozatok ko- ¥
'zﬁtt kolcscngen egyértelmu kapcsolatot 1étesitettiink, kivéve a fenti alaku
dladikus raciondlia gz§mokat, amelyek mindegyikenek két killonboz6 ese =,
',_menysoro'?ct felel meg, (Ezek a diadikus raciondlis’ szamok pontosan azok,
_amelyek #zlirhatdk véges diadikus tért gyandnt, azaz ugy, hogy. véges sz~

‘41litdsvkban, . A tegitolss értékes szAmjegy nyilvénvaléan az 1-es, ha ezt:

. ugyanazt ‘a gnémot kapjuk, ) "
- Ez a kétérteimiség nem okoz semmilyen problemat mert az bsszes
"'ilyen elemi essmények halmazénak, ahol tehdt'ez a kett6sség fenndll, nulla

_hatéan végtelen, 1évén a racionilis szédmok halmaza megszamlélhato ég-

caz ) esemﬂnytﬁr minden elemi esemenye -zérus. valdszinuségu Ennelfogva
~ ezen megszamlél‘latéma végtelen sok elemi esemény halmszénak is nulla™

. -a valgszinlisége; (Lésdla vaidszinﬂségszémités osszenrtételét megszémiél- ,
'hathn végiclen sok- pércrnként diszjunkt eseményre. ). - '

0 Ahmak beldtdsa, togy az Q eseménytér minden egyes elemi esemé- :

- >nyének nulla a valﬁsziniisége, a kdvetxezﬁképp tbrténhet Legyen e egy '

L8 Ads A) jeleknek egy konkrét, de egyébxént tetszGleges vegtelen sorozata‘
- _Minthogy végtelen sorozatrol van 8z6, az e, sorozat vagy az 1’ je1b61 :

_ '(a A jelbﬁl), vagy a 0 jelb(ﬂ (az A Jelbfil), esetleg mindkettébﬁi végtelen -
' sokat tartalmaz Tegyuk fel, hogy az eo-soroz‘ztban végtelen sok 1 -es.

‘ szamu 0 jel 'I’ekintsuk mindazon elem1 események E halmazat (azt a E

) 'véletien eseményt), amely eiemi események végtelen sorozat elﬁéﬂitésabant:
az els8n jel azonos az eo—sorozat eisﬁ n-]elevel Lévén P(A) p, '

L P(A) 1-p q és figyelembe véve az egyes kisérletek nggetlensegét az
E esemény valdszmusége . o

' .P.{E W 'p’ q .

Minthogy minden n-re e € E azért az egyetlen e elembé’l élld
:—"-{e } véletlen esemenyre {e }CE . lgy s .

L R



® "n—k'."i”ich ‘
?{ }<P(E) P g Ep”

A O< p<1 és 4. 0< q<1 egyenlﬁtlenségek miatt Feltételeinek szerint

» k
B Iimk j'—+oo igy tehét Ilm p" = o Kunnyen beléthato. hogy

' n->+oo R n++00-

,k -&-+oo monoton nﬁvekvd’en, azaz k ‘ k +1 ‘ .' .

Fentiek eredmenyekent tehét P {e } 0 adodik

Teljesen hasonloan okoskodunk akkor 1s, ha az e0 sorozat végtelen

. g0k’ 0 Jelet (A. jelet) tartalmaz Az XJ valdszindségi valtozét az Q esemeny— : o

. :’téren a ktivetkezfikeppen deﬂnidljuk Az Q) esemenyteret 1r]uk ;el két- -

N ".-diszjunkt halmaz osszegekent Q H(])+ H(]) (j) (j) =0, ahol a I-I(])

. halmaz mmdazon elemi- esemenyekbél all ame yek sorozateloallitasanal

= a sorozat J—edik helyen 1 -es 811, a H(]) halmaz mindazon elemi esemenyek— :

o2
fbdl aIl amel rek sorozar-elé’éllitasaban a g-edlk helyen 0 él -(Ez megfelel.
annal;, hogy a j-edik klserietnel a A, 111etve a A eserneny kﬁvetkezik be Y

B Leg'yen XJ érteke a H‘} ) haimaz °1em1 esemenyem l a H(j) halmaz

e eieml eseményem 0. Ez a defmicic minden egy es j=1, 2, PR indexre }
, vonatkozik Ezzel. mi.ndegyﬂc X i valészinuségi vaitozé* az Q -esemenyter-

ben eredeti ertelmenek megfeleiden defrualtuk

_— , ,X_1+X-2~+..,.}+X T : :
: _Az eldbb bevezetett Z = — A vaIGSZIHusegl valtozok

(n = 1 2, AP 11 nagy szamok 1mént targyalt gyenge torvenye értelmehen
. Iatszélag az esetnénytér pontjaiban (efemi esemenyem) ap hatdrértékhez

: _',konvergalnak E=z pontosabb megfigyelésnél altalaban nem- blzonyul helyén- ' o
) valdnak es most nehany sorban szeretnénk erre a kerdesre részletesebben L

* rétérni, , ' -
A Z valdszmdsegl valtozé akkor kcnvergal ap hatarertekhez az-

'Q:-esemenytér valamely pont;aban (elemi esemenyen), ha tetszé’leges
e >O szdmhoz bizonyos N kuszob~1ndext61 kezdfe mmden n>N 1ndexre
: IZ - pl <E fennall ' . .

' Az Q esemenytér valarn.ely halmazan (veietlen esemenyen)
Z — p, ‘ha-az elobbl egyenlétlenseg az ﬂleto veletlen esemeny minden




IS 'zok sorozata konvergél a p sz

¢

egyes elemi esemenyére fennall ahol altalaban a N kuszob index az egyes.

<. elemi eseményektﬁl figg, -

' “ Ha tehét egye € O elerni eseményen 4 {Z } valészindségl vélto-

‘ athZ, akkor tetszﬁleges 8 >0 szémhoz 1é -

;- tezik olyan N kuszdbindex, hogy mmden k21 természetes szémra fennéll'
Iz k{e) p| < a

egyenlﬁtlenség, azaz a i (e) p\ |Z 2(e) - p| | (e) p|r
v szémok felsﬁ hatéra, szupremuma nem lehet nagyobb E -nél o
R &k ‘

>(Z (e) jelenti a Z valdszinilsegi véltozo értékét az e elemi esemenyen,

o 'az .(1 eseménytér e pontjéban. ):
: Ha bevezetjuk e .

§(e)—suplz (e)—'pl
TN e ,‘7“‘*‘

E 'valoszinuségi véltozét, akkor az Q. eseménytér valamely e E Q pontjéb‘a

G

Z (e) ——-Bv p
o SA . e T ]
. ‘pontosan gkkor, ha - »
| ' i“ o lim § (e) 0:=‘
| s N-—+oo - |

Az Q) :é's'eirliénytér valamely A Q véletien esemenyén Z —"—-F"-p >pbﬁ.t.0_sa

. alkk.éf, haA minden egyes e€ A elemi eseményen o
7 ' lim 5 (e)
N++co

- Kdnnyu belatm, hogy a- {5 (e)} nggvénysorozat monoton fogyé
L ; (e) 2 § (e) minden N-re; Ha ol megnézzdk a nagy szamok gye
em a most elmondottakat tapasztaljuk. )

' torvényét akkor éltaléban n
8 kbvetkezﬁt mond]a

o ‘szémok gyenge ttirvénye ul.

- ‘_7.-236 )



Annak az eseménynek ay aldszinusége, hog'y |Z - pl ag legyen A

‘ tetszdlegesen eléirt € > 0 szdmra, az n index +oo felé tortené’ novekedé-i' e
- seveI zérushoz tart,. vagyis megadva egy tetsz61egesen klcsmy 5 >0 szd-
. ".mot, ehhez letez1k olyan N kdszobindex hogy az alébbl egyenlﬁtlenségek '
~mind igazak 7 SR
L N - a . .
P(lZ pl E)<c5 P(ZN+2 P _6__)<d",_» :

P(|z -p|=e)<5,,..,P<]z V—p|>3)<6,...",,

és persze a.mmt J 3 0 az N. kdszb_bmdex tart -I-OO -hez. A nagy szfl- |
‘mok gyenge torvenye szerint tehét a : : ,

5""(121;1;'1-P| € (IZN+2:-p!>€) (lzm'—pl a)

"'...,(]Z -p|>£),..”>'.r f_;___,.-f'_;‘,

Ntk

- -veletlen események mmdegyakének igen kicsiny « J ) a vaIészinUsége de

. azok az e elemi események, amelyek ezeket a veletlen eseményeket re-
ahzéljék az N + k index viltozdsival mindig mésok’ és mésok lehetnek
o Eleordthat példéul ‘hogy az e elemi események egy halmazén 4
o |Z 1(6) p| h8 de mér]Z 2(e) p|<£ és meg sok k-ra . -

: ] ZN+k(e) p|< € ugyanezen a halmazon

. Vilégosabb a dolog a konvergencia kerdesét illetéen, ha -a
4 |Z - p| 2 £) esemenyek helyett a komplementer (| 7 - p|<£) eseménye- :

. ketis figyelembe vessziik Természetesen ha

» ,_ P(lz -p|>6)<d" T

'<

: Pd'z. - pl’<_"e.)>'; d’ o "

,,A nagy s7émok gyenge torvénye szermt tehat tetszﬁleges pozitw £ -ra ‘.

im. P(|Z -p|<s)— 1

«_ n->+oo

- azaz tetszc’ilegesen Kkicsiny 6 > 0 szamot e161rva ehhez van oly'an N kd-rﬂ -
- szbbmdex hogy mmdegylk o . . . : ‘




_:‘_"»;P'{'IZV p|<£)>1 c5 P([ZN+2 p|<e)>1 -d'

_‘ ' egyenldtlenseg igaz. Elﬁfordulhat azonban, hogy b1zonyos e €0 elerm ese- .
‘ményeken, -amelyeken |ZN+l(e) “p]< €, mar IZN NOE p]>£ fltalaban =

s nagy szémok gyenge torvénye nem zar]a ki annak a lehetﬁséget Hogy a g

; - egyenlﬁség hérmely E > O—ra vaio fennallasa mellett az esemenytér akér .
. minden e elemi eseményén végteien sok nk mdexre ' :

o igaz ahol az { {-{}-indéxéoi‘oz’ét az égyés_é elemi eseményektsl fugg, Més
"r‘,szovaia S T T e

; hogy az Q esemenytér akdr mmden e E Q eIemi esemenyere a

. -nggvények értéke mmden N mdexre egy fix pozltw szamnél nagyobb marad, ;
s6t olyan eset Is elﬁfordulhat hogy : _ o g

‘ minden e€Q elemi eseményre és minden N mdexre Ez azt jelentl tehat '
. hogy a kisérletek sz4mat nem korldtozva, minden egyes elemi: eseménynek, .
. azazaz Aés A jelek minden egyes végtelen sorozatdndl lehetséges az a je-"
- lenség, hogy végtelen sok izben fog az A esemény relativ gyakorisaga ge-
- Ientﬁs mértékben eltérm az, Aesemény valdsz1ndségét51 a e

P(lz pl<8)>1 J,....,f'?

kY

lim P(Iz - ,|é£)£="fb< L

|Z (e)-pl

m P (2 - ',gg*:_.a;v_. o
n->+oc 0T o

gyenlﬁségnek bérmely pozitiv [ -ra vald fennallasa mellett ei6fordulhat

: ‘f€ (é)‘=ff.s'nb'lz ) 1(e)’,—'—pl T

5‘5' '(e) = +°°
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hm P(IZ - |§'€')
n—>+oo R L

egyenlﬁség ellenére A 8 ’ ’
o - Mielétt ilyen jelenségre konkrét példét ac!nénk megadjuk a nagy szi-
: -__mok gyenge torvényében fogialt un, sztochaaztﬂms kunversencia ﬂtali:ws
) deﬁnicmjét. -
‘ Azt mondjuk hogy a Z

Zys oees z’“L valdlzinuségl valtazok S0

rozata. sztochasztikuaan konvergél valamely Y valdszin{!ségj vé!tozdhoz ,‘., e

(amely Ichat azonossan konstans is) az (2 eseménytérben, ha tetszfleges. -

€ > 0és.d >0 szémokat (dltalfban egymdste] fuggetlenitl) elbirva, -

. Létezik olyan (€ -tol és- cS' -tél éitalé.ban f@&) N klisztibindex, hogy minden
'¢n> N mdexre ‘ :

soer .
i

2 =érven2es : o -
“ Ez azt ]elenti pontosa.n hogy mindazon elerm esemenyek halmazénak
' valésziniiségi mértéke k1sebb a & szdmnil, amely élemi eseményeken a Z

>valosszlségi véltozo az 'Y hatérfuggvénytﬁl E-nél johban eltér Ezekn!ek
~ az elemi esemenyelmek a halmaza azonban, amelyekre ez az £ “-n4l nagyobb
*eltérés bekﬁvetkezik az n'index valtozdsdval az-Q esemenytérben 4ltaldban’
maga is véltozhat, az n index véltozéséval més és més halmaz lehet, ha =

> Ofixésé'—>0 akkor

B

lm P(Z “Ylre)=0.: .
n->+oo R
Sl 'Léthaxé hogy a sztochasznkus konvergencia fogalméval a nagy szémok

. _-'eddig megismert gyenge tdrvénye 1gy is fogalmazhato a {Z } valészi.nu—-

ségl valtozdk sorozata a esemenytérben sztochasztikusan konvergal
. ap valészmdség értékéher,

Elofordulhax az az. érdekes Jelenség is, hogy a {Z } valészimiségi

'valtozdk sorozata a Q esemenytér egyetlen elemi’ eseményén sem konver- = *

o gal az ¥ vaIészindsegi véltoz6- értékéhez a sztochasztlkus konvergencxa o
;ellenere Szolgaljon erre a kovetkezﬁ példa

Legyen az Q eseménytér a szamegyenes [0 11 intervalluma, legye- -
‘nek elemi események a ‘0 £ x £ 1 valgs szdmok, a véletlen események
a [0; 1] <intervallum Borel-halmazai (Ez utobbi egyébkent peldénk meg- -
'ertéset nem ermti ) : : - b ]




: Egy (a b)c [0 1} intervallum mint véletlen esemeny valészindsege

. -legyen egyenld az intervallum b - a hosszusagéval {Egy tetszébleges Borel-

- halmaznak mint: véletlen esemenynek a valﬁszindsége legyen-egyenls a h.stl--_E

. maz Lebesgué-fele mértékével, amely korilmény szintén nem. befolyasol;af

:-peldénk megértését, )Bevezetjuk a kovetkezﬁ fuggvenyeket mint valészi- o
e ndségivakozékat — o

' --Legyen
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0, ha'Oé;"c( -

v

Folytassuk ezt az eIJarast b nﬁvelesével minden hatéron tul, Iétjuk,' :

- hogy az X( )(x) t1pusu nggvenyek = - 1, Y ) csak egy. ——=— hosz-‘.
’ B 2"

,'szusagu intervallumban kuldnboznek nullatél de ez az intervallum mindig

masutt és masuIt van, a [_'o ) Kiindulé helyzetbﬁl eltoiédik jobbra és

r',%régs_é__p,ozicioja 2 '{2 2 1] méeﬁailum,'
o Az X( ny fi!ggvényeket valészmdség‘l valtozékﬂak tekintve létjuk
p 7 hogy annak a veletlen esemenynek a valdszinusége hogy IX(H) I = 1

1 -gyel egyenl(:’ és 1gy n —+-+oo esetén zérushoz tart _]ollehet a . :

. zn ,, o
"-X(l),'i;x(z)_, X(,Z_),, 'X(3;),; X(S),] "f'X(3) (3)’ s »(n) (n),__. , X(n)

1 ; 4 2 RIS T 1
' -,valoszinuségi véltozék sorozata mint fdggvénysorozat a [0 1] mterval-
" lum, ‘azaz az £ eseménytér egyetIen pontjéban sem konvergél hiszen
barmelyik x pontot tekintstk is, akdrmilyen nagy N- mdexen tul is. Iesz
- (megpedig végteien sok) olyan n>N, és I index; hogy : : :

_243-




- egyre nagyobb eltéréseket a nuHétol

o la, hiszen

lng"oa I"=. .
_ T : - # 7
B _Tehat az {X( )(x)} valdszmdségl valtozdk sorozata sztochasztikusan kon—:":-:.
: vergl az Y = 0 ftlggvényhez, de Q egyetlen pontjaban sem konvergél En- . '_
z‘nek okét példénk vilégosan megmutaxja. Az IX( n) ] =1 veletlen eseméﬂy |

i az i index i = 1"t61 i = 2' '-1g tbrtén6 véltozasakor mas és mis interval—

~ lum lesz, ezek az intervallumok vegig futnak a [o;1] mtervallumon majd 4
az n index nbvekedésével ez a folyamat megxsmétl&dﬂc ‘dé most mér az .

: | X(n) I- 1 eseményt abrazolé intervallum megrﬁwdul A0, 1] intervallum‘-;_"
' minden x pontja végtelen sok izben pontja lesz |X( )l- 1 véletlen eseményt .
abrézold 1ntervallumnak ezért egyetlen x pontban sem konvergél a

. {X§ )} nggvénysoroza: R ( )
Példénkat még élemthet]uk azzal ha az, X (x) f(iggvények nullatdl

B k!llﬁnbbzﬁ értékeit nerm + 1‘nek és (- 1)- nek vélasztguk hanem pl +2 -nek: S
&g 2" —nek “Ekkor végtelen sok nési _indexre kapunk minden b 4 pontban

Példankban az egyes X( n). valdszintiségi véltozok varhaté értéke nul- _

: 1'

ey o
/- ; p (Xi. = 1) —;;,
N NS U

' ‘, es ugyancsak nulla minden X( ) vérhato értéke ha X( )+ 1 és - 1 értékei

_ heiyett az eiﬁbb emlitett + 2" és - 2" értékeket vesz:lnk
’ Nezzdk meg példdnknil a :

g (x)-suplx (x)l

) N (n-- N’ i__-:]-: '00;' '2n 1)
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f\ nggvénytt Tetszﬁleges x E[O 1] szémnél (elemi eseménynél) végtelen sok
) ‘n és 1 indexre lesz |X (x)l =1, illetve ,X( )(x)l =2 \n’ _ezért minden '
o N indexre & bérmely xE [0 1] pontra. .

' ;:;h'}(x;-'- sﬁ;b ‘I xg‘_‘"(i:) =1,
. lletbleg .~ - o
S 5 (x)' suplx( )(X)| =+ co.
omENL _

S Akirmilyen nagy M>D szémot adjunk is meg, ui elég nagy n-re’ ,': -

-

: es bérmely X pontra lesz az X( )(x) ftlggvények kbzbtt egy, amernek ab-
c szoblut értéke az x helyen 2, Sl L : o
A ,{g (x)} _ valészindségi véltozokbél éllo sorozatnak mind -

e egyik ;N(x) fuggvénye tehét az Q esemenytér minden elemi eseményén 7 :
’_'.7+1 111etve +oo annak ellenére hogy a {X( )(x)} valdszinuségi véltozok

sorozata sztochasztikusan konvergél nulléhoz .
R Megjegyezzuk hogy a nagy. szémok gyenge tbrvénye éltalénosal)b
, ._'jellegu ‘mint az itt kimondott tﬁrvény. Egy . élt&lénosabb feltételek mellett R
- kimondott aiakja Markov 0rosz matematikustoi ered. és a. kﬁvatkez6képp
4 hangzik:

, “Ha az Xl’ X X3, ,’- Xn - valdszinliség'l véltozék sorozatéra
: :',_‘fennéua R L T
S L dim .—26 ( Z X)-O

' n—>+o<> no k—l

égjenléség,‘akkor-a-':" _

ﬁl'—‘

T ".,»- o ‘—n ‘n' - :.- B ' ’..“7.,.
e Zo== Y X- Z M(Xk)(n 12 )
C ) Skl k—l BT
o valészinﬂségl véltozék sorozata sztochasztikusan konvergél a nullahoz.
= 245 < '




Valoban az-— Z X

K valészindségl valtozd varhato erteke az egyes
k—l A
M (Xk) vérhato értékek szamtani kﬁzepe, és tudjuk hogy

6 (—Z Xk)~.——6 (Z X
S PR =l

e

Emlekeztetlmk arra hogy ha o tetszéleges szam, ac X valészindsegi

véltozo szdrasnegyzete ¢ 6 (X) Ennéifogva aCsebisev-egyenlé"tIenseg
szerint tetszéleges 8 >0 szémra : L

Z X, -= 3 (X) e o A
{’ Pt nk— kl }‘_22

n g€
" iltetve -.j?_ o

Adatvan £ > 0 és cf > 0 tetsz61egesen valasszuk azn szamot olyamnagy—

o ra; hogy R ST e
- k;l. -2:. ~" .<) g

legyen arni (*) feltételllnk miatt Iehetseges

Ha specialisan a valdSZmUSégi valtozék {X } soi‘ozrat’a péronként
k .
o korrelalatlan akkor - mint tud]uk minden n-re fennail a.

.- A,—

(Z Xk ZG(X) '
k=1

T U -
(LAsd1V.8.6.6.) . o

L

L



g . Ha tehét a péronkent korrelélatlan xk}k—l valdszindsegi véltozék
_sorozatanél i _ S B i ) .
o At —*—*—2-—-0 : SRR

‘n-roo oW

akkor a (&) alatti valészmuségi valtozok sorozata sztochasztikuaa.n konver-
gal a nulldhoz. _
.. Ha mindegylk X valészindség‘l véltozo azonos eloszlésu‘ kdztis v:ir -

. ‘naté értékuk M (X ) m, kdzos szorésnégyzetuk 6 (Xk) 6 és avalo- SR
. .'  'i.szmuségi valtozﬁk egymastdl teljesen nggetlenek, akkor :

3 K

. L LI
A A e - — -'m,
.Il‘ n ) S
o -1—6 ( Z xk) 622=%———»o

- ,Ha n— 400, és ekkor lenyegében a nagy szamok gyenge tbrvényének
- eredetileg kimondott alak]éhoz ]utunk amely tehét specxalis esete a.

" Markov-féle tételnek, -
- Haa sztochasztlkus konvergencia deflmcwjénﬁl nem a

| Z - Y’I,Vé.»_ﬁ )

' véletlen eseményt hanem a komplementer

' _. ]z -Yl<£

.

: veletlen esemenyt tekmt]uk akkor a o

P(|Z ~<-Y| >£)<J

B egyenib’tlenseg helyett a

-

P(tz .-Y1<£)>1 S i . |
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7 egyenlﬁtlenséget kapjuk Ha most a tetszﬁleges E, > 0 szémot rogzit]ﬁk és -
‘ad>0 sz4dmot csokkentjik a nulla fele, akkor a sztochasznkus konver-
' gencia defmiciﬁjénak kovetkez6 alak]ét kapjuk :

Valoszmijségi v:iltozéknak egy {Z } . sorozata sztochaszukusan )
' - n=l s
konve jél az Y va«lﬁszinus(égl valtozdhoz, |ha tetszﬁleges 8 > 0 szamra
fennéll a - s , . . .

U s

Tim . P (12 - Y|<€) 1
= 4»+oo SR ,
hmeszrelécid Alkalmazva ezt a nagy szémok eredetileg kimondott gyenge‘
tdrvenyére, azt mondhatjuk,;’ hogy ‘annak a valésziniisége, hogy valamely - .
A esemény relativ gyakorisaga adott’ (tetszdleges) £>0 szimnAal keveSeb—‘
: beI kiilsnbozzék az A esemény p valoszinllségétd]; a fliggetlen kiserletek
“n széménak tminden hatéfon tuI vaIG novelesével 1 hez konvergal :

£

lim P (| A relativ gyakoriséga ~ A valészindsége] < E) = 1,
n -»+oo : T

Alhtésunkat j61 szemlélteti az {X( )(x)} ﬂiggvenysomzat pelda]a B

amelynél azX( )(x) nggvények nullaval egyenldek eg'y 1 - '%— hasszu- 7
2 X
ségu intervallumon illetve 1nterva11umosszegen (mmdegllk

i_ = 1 2, es 211" T mdexre); azaz 1 -hez konvergal annak az esemenynek
. a valészinilsége hogy X( )(x) az azonosan nulla nggvenythl E -nél ke-‘j- _
e ;vésbé kulbnbﬁzzék ha méro < E,< 1 s .  SO SE AR ;“‘;., R

IV 9 3 A nagy szamok eros torvenye -

L FelvetSdik a kérdés vajon nern igaz ~é ttsbb a nagy szamok gyenge :
tﬁrvényénél pontosabban vajon egy fuggetlen klmeneteiekbél 4116 kisér-
- letsorozatndl mindig el lehetiink-e késziilve arra, hogy akarmﬂyen nagy.
. 8zému kisérlet erégzése utdn még mindig- bekﬁvetkezhet a relativ gyako-
risagnak jelent8s eltérése a sz6ban forgés A esemény P valészmdséget&? _
Vagy ez m4r nings igy, és esetleg a relativ gyakorisé.g minden egyes, : N
“korlatlanul folytatott kisérletsorozat esetén g széban: forgé A esemény P
. valészinuségehez konvergél? Erre a kérdesre felel pozuiv értelemben.
ez edd;ginél jéval tohbet mondd tetel a nagy szdmok un er6s tbrvenye

1

'.':,.248‘.?-'-..',' LT ,



. f'__’Még mie16tt megfogalmaznénk a tételt egy Kolmogorovtdl szérmazo-- S ;;:'I o
- eléggé ltaldnos alakjéban, bevezetjuk az: l valdszintiséggel tﬁrténﬁ kon- S

o vergencia fogalmét

Definicio Azt rﬁondjuk hogy a Q eseménytér € E Q eiemi esemé-"_-

L yein az X (e), (e)  eaes . X (e) s valdszinuségi véltozdk sorozata - R

. - véletlen eseménynek hivjuk

s 1 valészindséggel (vagy mésképpen ki.fejezve az Q eseménytérben majd-”"' .
nem mindendtt) konvergél a Y{e) valdsziniiségi véltozdhoz (amely Iehet B o

‘ 'azonosan konstans is Q -ban), ]elben
n->+°° LT el
: ,7 ha mindazon e € .O_ elemi események halmazénak nulla a vaidszinuségi
; '&mértéke, amelyekre ez a konvergencia nem kovetkezik be, .. .
o ‘Ha' (1 -b6l elhagyunk égy nulla val6sziniségi mértékil véletlen lese-
: menyt, a visszamarado 1 valdszintiségu véletlen eseményt majdnem biztos

HaX (e) ——>—Y (e} majdnerh biztosan azaz ha S

| P(lim |X (e) - Y(e)\ ' 1 e |
N %_:égp_(rl ?‘n(?’.f{Y (ge")':.-l_)‘r: RS {N= ' ;;‘ '_2,_’»: e ) ::' e

_ L valészinllségi véltozok sorozata minden olyan e E Q pontban N —-oo " -
- jesetén zerushcz tart, amely g€ Q- pcmtban X (e) ——>Y(e), te‘nét ]elen: Vil

'f}esetben ma;dnem biztosan gN(e) — G ammt N —v-rx:, azaz

oy ',:: : _p(um ; (e} 0) i

N 00 j
.'j Léttuk hogy a {X (e)} valdszinﬂségi véltozok sztochasznkus kon-

_,vergenciala esetén éltaléban ﬁefn ez a.helyzet" :

S et




y : -'rasnégyzetdk 6 (X ) 6 és Iegyen a

i-'szmﬂségelmélet vagy Rényi:. Val6szinliségszamitds ¢, ktinyvében 3

Beb;zonyithatd hogy ha az {Xn} °° sorozat 1 valoszmuséggel kon-
: e n=1 ’ :
.f-f--rvergal az Y—hoz akkor sztochasztlkusan is kcnvergal Y=-hoz, de altaiaban—'
‘nem meg‘forditva amint azt konkrét példdnkkal megmutattuk, A "majdnem
‘biztos", azaz "1 vaIészmungd konvergencia tehit szitkekb fogalom;, tob-
o het kdvetel az {X } sorozattél rnint ‘a sztochasztlkus konvergencia :

‘? -

£

e Most megfogalmazzuk a nagy szémok erds td;:vényének Kolmogorov-, ‘
‘ thlszérmazéalakjat T RSP

A nagy szémok erﬁs tﬁrvénye legyenek a X 'Xn, ced vald-

- 1 2’ . ' l ]
- 'szimiségi véitozok teljesen fiiggetlenek varhato értékuk M (X )= m. , szo-

ﬁi
[0

. végtelen sor konvergens Akkor igaz, hogx

’X1+X2+...+X m1+m2+...+_mn el

UK e )+ (X, cm ) L+ (X m ) R
Pl - i i v B S i AP

A B

Az els§n valﬁszinuéégl_'véltdzo szdmtani kdzepének az elsS n virhato ér-
. ték szédmtani kézepétsl vals eltérése majdnermn biztosan (az Q eseménytér-’ '
ben majdnem mindeniitt) zérushoz konvergél, han—=oo, - . - L
Ezt a tételt nem bizonyitjuk, (A bizonyitdst 14sd pl. .Prékopa: Vaio-

_ _Ha spec;ahsan minden egyes X valészindségl valtozé azoqos elosz-
: lc’tsu és egyméstél teljesen fuggetlenf, M (X ) p, 6 (x )= 5 mmden n

' mdexre akkor teijesul Kolmogorov feltétele, mert a '

Lt

R 4



NlmN
W, heo
N

i z L
e =L n=l 1'12
‘végtelen sor konvergens és ekkor tehat
X1+X2+...+X ERTT O
: Pmm’i_w AR I T

.n->oc___ ... B

Ha pl az. X 2, caies Xn' P fl.tggvények azok a }dlismert valé-i ‘
‘*'A-.j!lszinuSégi véltozdk amelyeknél Xj = 1 ha a j= 1k klsérlet alkalméval va1a~ .
_mely p valoszmuségu A esemény bekovetkezik es XJ =0, ha A a j-ik ki~ .
sérlet alkalmaval nem kﬁvetkemk be, tovabba a kisérletek egyméstol tel- o

-X1+X2+...+X-.' S T

- _»3esen fuggetlenek akkor ——— a egyeniﬁ az A esemény rela-- S

n.
tiy gyakorxsagaval -az eIsG n kisérletre vonatkozéan Ez esetben a nagy szé- -
. 'mok erfs tbrvén;e azt rnondja ‘hegy az A esemény relatiy gyakonségwl va-

loszinélséggnl (az. Q eéeményterben ma]dnem mmdenutt) konvergél az’ A ese- AL -

‘mény p valészinigégéhez,
-“Ha tehat az A és A Jelekbn‘)’l allo végtelen sorezatok teI]es halmazébol

-‘ i »azaz ‘a'széban forgs Q esemen‘ytérbﬁl ezen: végtelen sorozatok egy alkal--'

_mas, nulla valdsmndségu részhalmez4t kn:ekeszt]uk -akkor a tobbi.sorozat .

: ) ~"_te1]es, 1 valészmusegu H halmaza a kovetkezd tula]donsagu. al halmaz .
.. barmelyik végtelen sorozata (elem1 esemenye) olyan szerkezetll, tehat

gz A és K jelek ugy kovetkeznek a sorozatban, hogy az A esemény 1'e1atuﬁr
: gyakonsaga konvergél ‘A-nak p valosmndségéhez ‘amint a- kisérletek szd-

" mdt korldtlanul novel]uk ‘A H halmaz végtelen sorozatainéi tehdt nem -

B ‘kivetkezhet be az a ]elenség, hogy akérmﬂyen nagy-kisérletszdm. utén is '
a relatw gyakorisag Jelentr’)'s mértékben eltér a p valész1ndségtol ami .

- ‘anagy’ szAmok. gyenge torvénye szerint 'nincs kizdrva,

R Vegezetul megemht;ﬂk hogy a sztochasztikus konvergencmt szoktak
. :még 'valésziniségi mértékben vals konvergenmanak" 1is nevezni, Maga '
- ez a'konvergericiafogalom Riesz anges magyar matematikustél ered, -
S ak1 a valés fuggvénytanban vezette be és mertékben vald konvergenménak
.nevezte : R S o




- o :maximélis értékig folytonosan véltozhat, egy izzélémpa élettartama 0 Ori-f |
o t6l (lényegében korlétlanul) folytonosan valtozhat, - valamely mérésnél elku‘ :

R ‘természetesen- célszeruségk okokbol csak bizonyos lehetséges értékeket .

- ‘nyek valészinﬁsége zérussal egyenld - eltekintve elemi eseményeknek egy -
. ’esetleges legfeljebb megszémlélhatdan végtelen haimazétol ‘Pontosabban -
- igaz a kivetkeéz6 4llitds: Ha az Q eséménytér nem megszdmlalhatoan vég-
.. telen sok elemi. eseménybdl 411, akkor azoknak azelemi- eseményeknek o

" a'halmaza; amely elemi események pozitiv valoszinliségi mértékkel bir- -

7 5 ‘jukbe'

V.10 AZ ELOSZLAS- ES SURUSEGFUGGVENY

IV 1{) 1 Valoszmuseg1 val‘-t,dZé‘ eloszlésfu ggvénye
IV 70 1 7 A nem folytonos elaszlas fogalma

, Tabb példét lé,ttunk arra vonatkozélag, hogy a valdsziullségi véltozo B
" lehetséges értékel egy valos szdminteryallumot teljesen kitslthetnek, il-.

" letve a valészinitségi véltozo bérmely valés értéket felvehet, Pl ‘egy folyo .
vizéllésa bizonyos elvileg lehetséges minim4le értékt6l egy Iehetséges '

. vetett hiba értéke minden valés szmérték lehet, - Az emberi életkor mint
. valgszinils égl véltoz6 szintén folytonosan véltozik A gyakorlati életben - o

- regisztrilunk, ami azonban a szoban forgo valdszinuségi véltozok folyto- o
. _mos természetét nem ériptl, o
o ‘A fenti esetekben az elemi események halmaza pl valamely valos »,'f'
C szémintervalh:m vagy akér az egész szémegyenes tssszes valés szémabdl :
SR 1| PO R _ _
' E példék utén bevezetjtik a kﬁvetkezG definicidt : ‘ s
_ “ Definici6, - Ha a;valoszintiségi valtozo lehetséges ‘értékeinek halmaza,';'
o '_ nem megszémlélhatd akkor azt mondguk hogy a valdszinuségi véltozé :
o nem-diszkrét eloszlésu. A
- . Megjegyezzik, hogy a nem-diszk:rét eloszlés netn m,indig azonos
‘a késbe definidlands folytonos eloszlés fogalm:ival 4 :
Az. eseménytérben szemlélve a. dolgokat nem-diszkrét eloszlésu
'vaIOSzinUségi véltoz6 esetében az ‘Q’ eseménytér elemi ese‘ményeinek
a hdlinaza nem megszémlélhatd. Ityen esetekben az egyes.elemi esemé- .-

o -, nak, legfeljebb megszémlé.lhatoan végtelen Ezta kﬁvetkez&képpen léthat- -




B fjly%n élémi‘ és‘éiné'ny, amelynek valoSszISége 2 ¥ legfel_]ebb ng van,

- __.'olyan elemi semenye, amelynek valészinusége > T legfeljebb kett6 van,

» i_‘,olyan elemi esemeny, amelynek valdszinusége > Ie_g‘fel'jrebb hémm:v_an;

. .8th, : I . . :
- ; ' Mindezekbﬁl lathato hogy az. emiitett elerm események halmaza

o : legfeIJebb megszémlélhatdan végtelen sok elembdl 41l és tartalmazza az ,;

dsszes, pozitiv ‘val6szintiségl elemi esemenyt (Ha. ti, valamely e eIemi

esemeny valdszmﬂsége P (e) > 0; -akkor letezik olyan természetes n:

. 'szém hogy P (e) > - ) Szokasos az ilyen pozltiv valdszinﬂségu elemi

- L"eseményeket "atomo " nak. nevezni. (Az "atom” altalanos fogalmat Iasd:
o ,Rényx Alfréd Valdszinuségszamltés c kUanében ) SRR

" ».»IV 70 7 2 Az eloszlasfugqvenv deﬁnrcw;a er tula;danmgar

: Tekintsunk egy tetszéleges X vaIOssztségi valtozdt, tekintsuk l;o-'--"'

" xAbb4 azt a véletlen eseményt, hogy X értéke kisebb egy tetszﬁleges X’

3 .Vvalos szémnal (X< x),- Ennek az esemenynek P (X< X)- valészinﬂsegére
igaz a kbvetkezé’ ha X. < XZ’ akkor P (X< % ) P (’X< 32 ), minthogy

' olya.n elemi. esemeny, ame_'lypek va_IQ's;zi-nrﬁség'e ‘>' —. legfeljebb (n 1) van s

1 (X< xl) C (X< xz), azaz & (X< X )véletlen esemeny m1nd1g bekﬁvetkezik : S

; "-ffha a (X< x2) véletlen esemény bekﬁvetkezik

- Az F(x) = b (X< x) nggvényt az’X’ valdszinﬂségi valtozc eloszlés— .
,__ggvényenek nevezzilk, Definicionk szerint a F(x) figgvény monoton no-.

Yokt nem-megatly. F(x) éxtelmébsl Hifolyslag igazak a kbvetkezs dllivd- SRR

. '. ‘4 Sok: 7 : : /
lim F(x) 0 j lim F(x) = 1 ;- '

'x-- oo : x-»+oc> T

S : Az eloszIastggvény tehat az egész bzémegyenesen ertelmezett nulla -ér -' :
__tékt(il mdulo + 1 1g monoton ndvekvfi fuggveny ‘ ST ]

e "




. L 4, Néhény ismert diszkrét—eloszléshoz tartozd eloszlés-fuggveny"?-t,
D 'Két-pont eloszlés (44 ébra) B _ Y

E

ket pontefoszlas o \Fg)y L i L T e

3

_ L '

-
]
i
Q‘ L:\“'._..- . e
o~

S a4, ab'ra"

Az X vaIészinuségi vﬁm@ csak két értéket vehet fel
e atésb P(a) pP(b) 1 - p —:q

F(x)=0 ha ‘x— a - F(x) p ha a<x —-b

',‘_F(x) 1, ha x>5 e

Kockadobés (45 ébra) o . o -
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. j&moﬂ7a®szkm S ",m ;&’r;f\ B

V"BLnom-eloszlés (4-6 ébra) EE i.- ,

N . {—;—————————————— f*f~;-—_;frfr-'—fff— - —-p——-—-—-

e

I

- '?

:l_____'.v'_.l_,.___-__:':..__.

) S

46, ébra '
Megjegyezzuk hogy a Poisson eloszlésnél F(z) nem-pozitiv x-ekre

A?e-ﬁ

L 'jzérus, és minden nem—negativ k egész szémnélT— nég;ységu ugrésa SR R

. van,
“ igaz, hogy

' ‘F'('x)'-' 'nr'n' - F(x-h) F(x-O) -
h>0,h->o L

- azaz az eloszIésfﬁggvény mmden X helyen balrol folytonos. B

Az eloszlésfuggvény néha’my tovébbi tula]donséga. Minden valés x-re_ B s

B Legyen E = (X<x o m —), ahol X, tetszéleges, -de rdgzitett valés L
E — _ szém {n=1; 2, ).r

Legyen még E =4, Léthaté hogy E C E 1. minden n-re Az

o ,(X < x )véletlen esemény egyesltése a kﬁvetkezG péronként diszjunkt

EEEN [
iH

‘véletlen eseményeknek
| <X<x) B +(E E)+(E _‘ ~)"_+‘.-.'."+j(’E,.-‘3'_,*)'.,+.f,;j'%f€i

A vaIdszinﬁségszémués 6sszegtétele, valamint F(x) definicioja sze- o
: rint , : ' , R

‘f@."

Ce2s5-




e R

B z e, > z— PE B
‘='-"I,i:i'1‘ p_j(E 3 ), 1even p(E ) P(E ) P(E )mmdenn re
Definicmnk szerint P(E ) P(X<x ")_'-=‘F’(3t_;,:-.‘§)-,;ezvéft -  S

S hme P(E )= lim. F(x ‘-*)- F(x - 0)

B N

o N->DO N+oo s L

és ezzel igazoltuk hogy i .

F G, )— F “)'"i"-::,‘;' e

Bizony1tésunk ervényes a 11m i F (x h) esetre is amikor a h
- “ho, h-»o : ‘ -
folytonosan valtozik minthogy miniden Tnonoton. nggvénynek mmden X he -f
lyen létezik- mind bal oldalf, mind. ]obb oldali hatirértéke. - - »  © e

o Nézzuk F (x +0) Jelenteset ahol > S mint elﬁbb -*tetszﬁleges
valds szam R i : _ .

.r,' co

_ Evéget:t tekintsuk az. A = (X< x + ) véletlen eseményeket
(n = 1 2, R ) Defimcmnk szerint A C A mmden n re

Vilagos, hﬂgY az (X < X )véletlen esemeny metszete a e

1 A2 A3. e 7 " .. esemenyek végtelen sgozatana? o =

Az 1& vilagos hogy

A 'Va‘lQSZi?u'Ség'Sﬁ.Zrémi’té‘s;» Gészggtétele' sZeri_nt-‘ g
P(A)—-Z P(A A )+P(x4x)




—diszjtmkt Leévén.

o ,_‘.a lrmeszjel mﬁgdtti 6sszeg pedig nem mas, mint

‘ _.'.fminthcgy az egyes (A - A )halmazok paronként dlszjunktak tovébbé

A A2A3...; n... (X x)',-.lj' :

réS minthogy az A1 AZ A s An $i3 halmaz r_pin;lex_;: (An- ‘An_'_l)hahnazzal L

E S VP EX),
Al) I\]u_f;on ,P(A -ﬁ+1.-)t.Pj,(x'.' Xg).

V'P (A ) P(A )+P(A ) P(A )+... ‘+P(A ) P(A )—(11';‘(_}1"1':)7'.-7:P(A'1'\J+1')
,-".rAttérve a limeszre, kap]uk E kdvetkezﬁ eredmenyt‘ ) ,‘ S

P(A) P(A)—lim P(A
N»oo N+

1)+P(X x), :

S illetve. f

(X >$_) hm ,P(AN-I-I) L T
N->oo AL

' _‘De'flinicribnkr szer'int -

P(AN_H) P(X<x + ———) F (x + ) v ‘f

ezért' :

P(X xo)—hmF(x + ) F(x +0)
. N—»oo B —————

i .E16bbi eredrnenyeink szermt az eloszlastggveny ugrasaxra fennall hogy

F(x +0) F(x -0) F(x +0) F(x) P(Xéx)-

B

E -P(X<x ) P{(X‘x )-(X<x )} x=x)

s 3 o




ez “atomok“ halmaza: 1egfeljebb megszémiélhatd. E
" lyen ugorhat, ég minthogy minden monotor- nggvény‘nek minden x helyen :
-+ . 1étezik mind a bal oldali, mind & jobb. oldali hat4rértéke, azért minden .
) '-'l.tekintve mindeniitt folytonos.

e ‘zonyos valés szémhalmazai.nak a valoszinﬂség’i méftékét Eza k“"e‘:keZG'
'képpen turténik: . '

- ._‘ﬁyilt halmazal véges vagy megszénﬂélhatdan végtelen sok egymésba pa- L

: ‘telmezve 'van) egy A Borel-halmaz, :Fedjuk be ezt a A halmazt minden .
- lehet6 médon nyilt halmazokkal Tekintslmk egy konkrét ilyen befed6

-P(a<X<b)

>

Az F(x) ugrésai legfeljebb megszé.mlélhaté sokan lehetnek Vagyis
‘. 8z, x-tengeiyen azoknak az x pontoknak a halmaza, amelyekben R
 F(x+0) = F(x)>0, legfeljebb egy megszdml4lhatsan végtelen halmazt al- g
. kot. Ezt ugyanugy l4thatjuk be, mint azt a tényt, hogy: az eseménytérben &

: A matematika ir4nt jobban érdekl8d6k széméra'r-negjegyezzuk hogy_:
-minden monoton figgvény legfeljebb megszdmlélhatéan végtelen sok.x he- B

- monoton nggvény egy Tegfeljebb megszémlélhatoan végteien halmaztol el-

Az eloszlésfﬂggvény seglt:sééével szokés bevezetni az x-tengely bi- g

Az 1. éves. elﬁadésok folyamén megtanultuk hOgy a szémegyenes ,' e
B ~ ronként 4t nem nyul6 nyilt intervallim egyesitéseként '‘4brdzolhatok. Le-
. gyen: adva a- szémegyenesen (amelyen valamely F(x) eIoszlésfuggvény ér- -
e B p_yil_t halmazt, amely tehét unioja (a b )nyxlt intervallumoknai(
ERURCE bi)[#’.é—b.éfe'dﬁ ny,ﬂt'halmaz.-f
o Teklntsuka | : : PR o

L Freprasel

S 6sszeget, ezt: az Usszeget az F(x) eloszlésfl!ggvény Jadozésﬁsszegének

: =nevezzuk -a U (a h )nyilt halmazon ahol F (b ) F (a ¥ 0)—

- Az A halmaz minden egyes llyen nyilt befedéséhez tartozik tehét
. "az F(x) eIoszléstggvénynek egy ingadozdsdsszege. Tekintstk az Osszes
lehetséges nyilt befedését az A halrmaznak és tekintsuk a hozzajuk tartozd-'
.. ingadozésusszegeket,- Ezen ingadozésﬁsszegek als6 hatdrdt a A Borel- i

halmaz valdszinliségl mértékének nevezzuk a F(x) f!iggvényre vonatkozolag-

Py (A)- : Z[F ®,) - F o +0)]
u(ai.w A et e



Ha a szémegyenes valamely A Borel -halmazénak P (A )valoszi-' Lo

: : nl.lségi mértéke 1, aiékor azt- mondjuk hogy az F(x) eloszlésﬂlggvény az A
- jhalmazra koncentrdlt, -

. Pl;. a két-pont elosziés esetén ‘az A halmaz az a és a b pantbol éll és

S az eloszléstggvérry e két pontbol éllo halmazra koncentrélt A kockadobés , L

" egetében az A¥ halmaz az 1, 2,3, 4, 5,6 pontokbol all; a megfe1e16 el- -

-oszlésﬂfggvény € pontokbol 116 halmazra koncentrélt A binom—eloszlési"' i

o esetében az A halmaz 20,1, 2, evs 1 pontokbol éll és a széban forgé

R :‘_ “F(x) eloszlésff.lggvény e pontokbdl éllé halmazra koncentrélt A Poisson—“: o

i eloszlés esetében az A halmaz a nem-negativ egész szémok halmaza R
~A'kBvetkezbkben égy egyszeru példit mutatunk olyan eIoszlésfligg- o

R .,vényre, ‘amely a raciondlis szdmok halmazira koncentrélt T
‘Még miel6tt erre. rétérunk megjegyezzuk ‘hogy minden olyan (nem

>_’_ szukségképp szigoruan) moinoton ngvekvs figgvény, amely 2 -co-ben " -
‘nulla a 400 -ben pedig1, eloszlésfuggvény (Ezt be lehet egyszerten bi- :

v_zonyitani ) Tovébbi- e16zetes észrevételek: minden valdszinllségl véltozo -

| példakat e
' Most rétérllnk az emlitett eloszlésfilggvény megszerkesztésére. o

o ‘egyértelmilen definisljaa sajét eloszlésfuggvényét de egy'adott konkrét

.:eloszléstggvén,yhez 4ltaldban tobb kuibnbozﬁ valdszlnllségi v4ltoz6 tartoz =~ 52_ -

hat, Az ilyen valészinl.lségi véltozﬁkat az eleGek folyamén mér Iéttunk

T irjuk fel a szémegyenes dsszes. racjonélis szdmdt egy végtelen sorozatbi

r 1, Torives rn, oo Legyen —— annak a valészinttsége, hogy az X valo- o -

. 2
szinﬁségi véltozﬁ ertéke ril s s
pn = P(X =rn) 7
. . ' f- ' t"’ l.

o 'tehat az X valészi.nuségi véltozd az 1rracionélis szémok teljes halmazét

e - nuIIa valdszinuséggel Veszi fel A megfelelﬁ elosziésfuggvény a kbvetkezﬁ?" »

F@= "Z P(x-r>-_= E v,

W TRxo T rgx

5 -ahol az Usszegezés miudazokra azn indexekre kiterjesztend6 amelyekneki _ "7 o

| _-megfelelﬁ racionélis szémok az X szémél kisebbek

= zsg;-j‘ff e




L _icentrélt ‘Konnyu belétni, - hogy ‘az F(x) nggvény minden x 1rracionélis he-"

R legkisebb tévolség negyedrészével mint sugérra! irjunk az x. pont kbre

-_-Z;F(b) F(a)a:. S5l = <E, és IévénF (x+0) F(x o) € F(b) F(a),_

s ta kiv{mt folytoﬂosségot az Ji pontba.n bebizonyitottuk

:; - véges vagy megszémlélhatdan végtelen szédmhalmazra koncentralt; Legye-»
- nek ezek a szémok 85 855 oo an, e (sZokés ezeket a szémokat a F(x) -

: atomos eloszlés esetén. o

S ":,',»1--né1 klsebb : -

- E példéban az A halmaz szemmel 1athat6an a racmnahs szamok
. halmaza, az F(x) eloszlésfﬂggvény a racionélis szdinok halmazéra kon-

o Iyen folytonos, Legyen ul, x. tetsz&nges 1rracionalis szdm és legyen adva{
'€ > 0 tetszblegesen. Megmutatjuk ‘hogy F (x+ 0y~ F(x V)< E;, az.

gD tetszdleges volta miatt’ teh:it F (x + 0) F (x 0) 0. Legyen ui Y
N olyan nagy természetes szém, hogy : P

Elp>1 e

racionélis szémok mindegyike pozitiv tavolsagra leven u

. ijAz rl, T, , :..a, N

= ,je tekjntett x irracionélis szémtol ‘e tavoisagok kbzstt van egy legkisebb

E '-""egy (a, b) kbrnyezetet (b a —-%— min,’ T ,‘ - x[)
' 1€nEN T

Az ri, s SR r racionélis szémok mindegyike kivul esuk az

UL N.
: ‘x szémot kﬁzrefagd (a, b) intervallumon. Ennélfogva.
© N2

- Fenti példa: alapjan egy uj fogalmat vezetiink he Azt mondjuk hogy g
",‘:2";valaxnely F(x) elmzlésfuggvény‘ tiszta "atomos'! eloszl4su, ha. F(x)egy

; -'jeloszlésfﬁ,,gvénv atomjainak is nevezni), legyen tovibbé '-.,

F(d -I-G) F(a) P(X-a) p>0

Ha azonba.n az eiﬁbbi al, : 2, .;,.'.;', : a;l',a' R szémok az F(x) eIoszlas -
I '_'ngovépy ﬁsszes ugréshelyel ugyan, de a megfelelﬁ z p = p ﬁsszeg
g ) 5 : n—l» R ‘




e _' ¥ ahol az 6sszegezés mindazon n mdexre klterjesztendd amelyekre a < x :

n=1

} 0 <§ », -p<l
.,"_'(ugyhogy az F(x) eloszlésfuggvény nincs koncentrélva az al az, i i.'a_g.: . . R
‘ j'_szémok halmazéra) akkor legyen ‘ _' SRR S N

%

A

F(x ='

-= l"-

7 EKanyen beléthatjyk hogy F (x) egy eloszlésfllggvény, megpedig tiszta o B
atomos eloszlésu. Tek!ntsuk a kdvetkezﬁ e!oszlésfﬂggvényt . .

: F(X) pF (x) PR

a<x’-
T @0
”‘tovéhbé -

T oo)- 0 F(+oo) —P——

o ; aml F (x) ertelmezéséhﬁl kdzvetlenui leolvashato F (x) monoton nUvek-.‘ o

' v6 mert ha xl < x akkor

) "-'»’-,F_(i*)"- piF":f(xf )éF(x2)“PP ("2)’ RS
f_mfﬁié* S aw,;-w
p[F (xz) F, (x )Jé F(x,) F(x )

-~‘-?«61 - ‘ ST




ez pedig nyilvénvalo mert az. egyenl6t1enség hal nldala annak az esemény
S nek a valdszinusége, hogy aX vaIészint{ségi véltozé az X, -é8 %y ktizé esG

' nagyobb mint annak: az eseménynek a valdszmiisége, hogy X. az :ir.2 €8s x2

o ségunkbﬁl visszafelé azonnal ktsvetkezik hogy

F (x) folytonos, mert F(x) ugrésai azonosak p_ F (x) ugrésaival Igy tehétr"' '

e : feltéve, hogy

" 'ahol F (x) a X valészinuségi véltozo elo.c.zlésf[iggvénye. (Az e15bbi

a X valdszin[lségi véltoz6 esetén, régebbi definiciénkkal megegyezik,

valamelyik a szé.mértéket veszl fel, ez a valdsziniis ég pedig nyilvé.n nem s

: szémok ktizé es8 valamelyik szdmértéket felveszi Legutolsd egyenlﬁtler ‘

{ T )‘F (xz)

e

F(x) pF (x)+qF (X) e (pwﬁq=1).-"

. Ve s
N s

‘Minden el°SZI§SnggV ény felirhato tehé.t eg fiszta dtomos eloszlésu
és egy folytonos eloszlésfllggvény sulyozott Usszegeként. o

I V 70 13 4 varhat ertek és. szomsnegyzef sze]ezese
az eloszlasfuggvennyel T o

Tetszﬁleges X valoszimiségl véltozo M(X) vérhaté ertékét a ktjvet-‘ -
‘ kez(S formuléval definiéljuk '

M(X)- F(x)- lim - : /xdF(x) = .

a++oo:"'
-a

8‘\8

,‘“- : o B -

Stieltjes -mtegrélokra vonatkozélag l4sd, a Matematika I, jegyzetet, Y
‘Kunnyd belétni, ‘hogy a vérhat6 értéknek az a “definici6ja diszkrét

UL aStielt]es-integrél deﬂnicidjébol kovetkezik; - hogy diszkrét
eloszlés esetén amikor is S



o "integrélokat kell venni,

fels6 hatéra 1 -nél kisebb 1egyen. ur.. 4bra, )

Lo P(X=xi)= pi ész ;pi"‘"-;llf o

| M<X> : 2 e fx dFE.

- ST A R S
S OO.>

E Ixil Pi jmd F(x)

g Hasonlﬁan az X valdszinﬂségi véltozd szérésnégyzetét a_ DR

L e S N
f(x M(X)) dF (x) _' ’

| ',Stieltjes-integrél definiélja. o -, R & : R
' Megjegyezzuk hogy a vérhatd értékekre, valamint a szdr:isnégyze-. Ll

tekre,kimondott Ysszes tétel érvényben marad tetszdleges X valészinisé~ -
. gi véltozokra, mindbssze a bizonyitésokban a szummék helyett Stieitjes- R

Ca A vérhato érték elﬁbbi deﬁnicidjét a kﬁvatkezd szemléletes mag-ya- o
S rézattal probéljuk kézenfekvﬁvé tenni Osszuk fel az x. - tengelyt vas _x i B
'(i- I)' P x 2’ x 1: x Xl xz’ seuy xi 1’ xi; ...Vosztdpontokkal . ,,

: részintervallmnokra ngY. hogy az tuszes részi.ntervallutnok hosszainak T

->,i X Cee oy

f _-'_, -' o , By

'{I X'.(g-l) n’- .'-_'tz';' X’ i >XO ‘X', XZ.'{!' Xﬂlh ‘ t-l [N

ébra :

= Ezt afelsG korlétot jeiﬁljuk cf-val azaz legyen e : e _ ;

: --oo<i<oo
. Tudjuk, Wogy . < |
. : R B . ;

F(xi)-F(x ) 3 (x:1 1 f X<x ),‘




o ézémértékkel,

Iéssal. annak a valdszinliségét hogy Xa § szémot vegye. fel egyenl&nek L

E : '_.tartozo vérhatd érték egyenlﬁ Iesz a- T ':_ T

L _Usszeggel Ha az elﬁbbi ielosztést minden hatéron tuI ﬂnomitjuk abban az

l“

az. X valﬁszinllségi véltozdnak T

: ‘intervallumba esﬁ szémértékeit reprezentéljuk valamilyen_ B
. _ ‘ § < x,

».j _' -

7 Ilyen médon X tényleges eloszlését megkﬁzelitjﬂk egy diszkret elosz- :

_vessz[lk az F (x y-F (x 1) kultinbséggel Ennélfogva a kbzelitﬁ eloszléshoz

| ZEEF(x) F(x”)]
: --qockoo

B

:'értelemben, hogy d' — -0, akkor eldbbi ﬁsszegeink ‘sorozata az

- -OO
- _> . Stieltjes-integrélhoz tart S R PP PR SR
' Hasonldan Iehet érzékeltetni a Szdrasnegyzet definiciéjat is. y
) II/ 70 74 Nebanv kzeqetzztes az elm‘zlasfquvenyhez

A medté.n Ha az F(x) == egyenletnek egyetien xo megoldasa létezik N

s ekkor ezt az, xo megoldast a meg‘felelﬁ X valészindségl véltozo medlénjénak .
.-‘nevezzuk RN LT , , S . R

" .7

48 abra '



“Ha az F(x) =5 egyenletnek van megoldésa akkor vagy egyetlen meg-f B

oldés van, yagy pedlg a mpgoldésok egy egész intervallumot kitbltenek

Ebhen az esetben ennek az intervallumnak az x kbzéppontjét nevezzuk me-; i
diénnak (49 ébra) ‘ : ‘

P

1 S
R A

i 1 . 2

49 éb,ra» -

Az F(x) = 7 egyenletnek azonban nincs mindig megoldésa, ekkor - |
F(x) az 5 -3 magassagnt étugorja. Ez akkor fordul e16 ‘ha van olyan x0
szém hogy SN '

’

. * ‘ : P(X(x )<_ éS P(X>xo)<1
am1b61 kbvetkezik hogy
- 1 - -

©. (5072, b, ¢ gbrak),




50/c ébra

- Ezekben az esetekben ezt az X, szémot nevezzuk a X valészinuségi

' véltoz6 mediénjénak Szokés a medién jelﬁlésére a m szlmbdlumot hasz-'
nélni, ;
“ -~ ,HaX véges sok értéket felvev6 valdszinuségl véltoza, leheitséges ér-‘-':
- tékel az x <x2< ies <x lzémok és mindegyik szdmot 8 kﬁzbs = valdszi- :

- ';"_nuséggel veszi fel akkor a medlén meghatérozésénél két esetet kell meg-

lnpératlan(n lk 1) o o
. X lehetséges értékei ekkor xl xz x3, ceoy x2k 1, F(x) minden R

‘ l.',’.egyes ugrésa Zk T gyel egyenlﬁ Esetllnkben F(x) étugorja az 7 értéket, o

mert hiszen Iehetséges értékei ii—f alakuak aholj 0 1 2 e ; qul :

. «Ezek kﬁziﬂ egyik sem egyenIG 5" del mert hiszen a 1 egyenlet

_J_._
R .2k-1
: nem éllhat fenn semmilyen 1 egész értékre sem. Kﬁnnyen kiszémithaté

N

' -,.-266- ’



o ;hogy melyik x érték a medién -azaz hol ugorja ét az értéket az: elosz-fi
: ""léstggvény. L ‘ A R

A keresett E indexre nyllvén
. = ’ T . aelr )71 S.
& & 2 "1< E i

. Ezekb61 -2"1‘6 kap]uk hogy
S o k-—<£<k

(k 1)—-—<£<k 'E

. tehét az egész sz:im (k - 1) gyel egyen16

' 2 np:iros(n-Zk) _ e .

L Teljesen hasonld okoskodz‘issal Iéthatjuk hogy most F(x) felveszi az.

- ""-—- ért:éket F(x) Iehetséges értékei k . ahol j 0 1 2 _21:'4.-‘}'.’; .
e -

-Az E-E=5 -b51 léthaté hogy 'E k . ‘ . r :

' Kva.ntilisek terjedelem o

o A p-—edrendu kvantllis az eloszlést p/ 13 —p a:cényban osztja ketté

N 'Ugyanaz a hirom eset fordul e16 mint; a mediénnél Egyszeruség kedvéért
. tegyuk fel, hogya BT R .
: e F(x) "'p 7
. egyenlemek egyetlen xo megoldésa van akkor az x = Qp szém a. X valo- R
szinuségi véltozo p-edrendu kvantilise. ' v

Ha p = 2-— s a mediént kap]uk

A O és Q3 szémokaz aIso, ﬂletve felsﬁ kvantiliseknek nevezzuk

: Sy
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e

az interkvantilis*felterjedelern, a szdrédés egyik mérteke e ,"-5\' o
‘Ha egy X- valdszmuségi valtozd korlétos és (t t ) az a Iegszukebb
intervallum, amelyre .

4 .é‘
P_(t X_tz) 1

Voo

' akkor a ’t'j- (t - t )intervallumhossz a X valdszinﬂségi véltozé erjedelme.

I V 10: 1. 5 A valoszznusegz valtaza karaktemztzkus fuggvenye |

.

Az X valdszinuségi véltozo karakterisztikus nggvényén értjuk a '

CPX(t)-xf dF() T Rt
_ minden valos t-re- értelmegett nggvényt ahol F(x)az X valdszinuségi
) véltozo e!oszlésfuggvénye Mmthogy \” B :

..|.

qu(r)|< f[ i”‘I d F(x)- ."j"’ F(x)=1

-oo . .C-oo

: -‘a karakterisztikUS ftlggvény abszolut értékben l-né! nem nagyobb komplex f
I -értéku minden va!ds t-re érteImezett fuggvény Deﬁniclonk alap]an |

Lo T

CFX(O)- i fd F(x) 1, X
KUnnyen beléthaté hogy a cpx(t) karakterisztlkus fuggveny minden

e -"valos t ertékre folytonos, sGt egyenletesen folytonos az egesz valés t-ten-"_ o
e gelye“' iyl '
oo e cBzcast jeienti hogy tetszé'leges 8 > 0 szamhoz 1etez1k olyan cf > 0
‘ :«jﬁszam hogy minden |h] <. J esetén R Sk



Ly

lq?x (t+h) q?x(t)l <E

%

minden valés t-re Legyen ux. A > 0 olya,n nagy szam, hogy

fﬁ F(x)+ f’d_Fp{)"_«( . L
SO I D S

S legyen Ez az improprius Stlelt]es-integrél letezese miatt mmdlg megva- '
e :»ldsu:hato LD , R

: Tovébha fennéll hogy

'q’ “‘”‘" ‘Px“" ﬁ L | gy Sl

: ﬂ—co

“" olt%. 1)|dF(x) [Ie“"lie 1| dF(x)-" ﬁe“‘f I’dF(x) ,'

B -o0 -

8\8. "

.E_;éven ie I- 1 Tud}uk hogy :
SRS -,‘EI 11<th|

i ;Felbontjuk legutolso integralunkat a kdvetkezﬁképpen

:-}f|e““‘-1| d F(x)+ fle“”‘-ﬂ d F(x)+f|e“‘"—1| dF(x) 1+ 12 + I

E Mf"fﬂ ‘

| eihx - 1 Ié!eihx | +1=‘2’

B
e ;1'_-AzI integral érteket%ala szo‘rithat]uk ‘ha

77-269 - : ,




s

Ihi < _A S |

Ekkor ui minden ]x[‘ Aesetén ]hx} %— és levén Ie —1|<ihx[.-‘_-§_-::
<'—"-"‘ezért KR " .

f!e“’?‘dl dF( )<—-»‘f dF(x)é- ~jd F(x;)=;§,;'ie2%;;"" '

-A L 1'-- .5. -OO-"'
: A karaktenszukus fuggvénnyel a. kdvetkezﬁkhen nem foglalkozunk s
de megemlitjuk -hogy--a karakterlszukus figgvény és az eloszlasfﬂggveny
koztitt kilestngs és egyértelmil kapcsolat 411 fenn, Azt 14tjuk a définici6-
bol, hogy az F(x) eloszlasfﬂggveny egyértelmden meghatarozza a karak-
“terisztikus' fuggvenyt és beblzonylthato Thogy'a karakterisztikus fuggvény g
szintén egyertelmden meghatérozza az eloszlésfﬂggvenyt T hE
“(Exre vonatkozdlag 14sd a jegyzet végen felsorolt irodalmat )
A karaktensztlkus fuggvény fogalmdk azért emlitettilk-meg, mert a vaIO- L
szinuségszémltésban fontos szerepe van, és sok olyan az e!oszlésfugg-' L
- vényre vonatkozé tétel blzonyitasanal hasznal;ak fel,. amely tételek: igazo-
" lisa-a karakterisztikus fiiggvény fogalma nélkil igen nehéz volna,” P1 ilyen
tétel a kesﬁbblekben szoba kerulé’ un, centrahs hatarelosziastétel 1s

t"‘

IV 10 2 Valoszmusegi valtozo surusegfuggvenye

sz 7 Deﬁmczo ;o )
SRR - Sokszor a F(x) elosziasfﬂggvényt fel Iehet irm egy az egész szam-
L egyenesen értelmezett f()\:)5 0 nggvény ’ PR

B T
P I - R '_,'. X
N R : N e .. B .

L T S

mtegral]akent (minden x- re) ’ IR :
5 Ezt a f(x) fuggvenyt a megfelelfi X valdszmdsegi valtozo sdrdsééﬂg ;
venzenek nevezzuk (szokas f(x) et a valészmuségeloszlas sdrdsegfdggve- '
nyének is’ nevczm) SR SO T SR

DY

a0 o



S

. ami a definiciohél azonnal belathato s ' L .
- "Haa (i)-tula;donségu fi(x) sdrllség nggvény létezik akkor azt: mond- e T
o juk; hogy a F(x) eloszlésfﬁggvényhez tartozo valdszindségi valtozo folzto- - ‘f '
"~ nos eloszlédsu, . - T

- A definiciébel ﬂlﬁgoé,ﬁ.fhogy_xi( x2 szémra.

/ (0 dt = Fix,) - Fx)=P(x < X<x). -

: Ha az f(x) sﬂrl!ségfﬂggvény folytonos az [ 1, X ] 1ntervallumban akkor
o Vakbzépertéktétel szerint S . : R S

- /.-::fts)rat?e;feenxz wrEEeRey L

S ’.’51,,- |

» 'ahol X, < § < Xy egy alkalmas szém, Ha meg az x2 - x intervailumhossz
- 'elég kicsiny, Vakkor f(x) (x )kdzelitﬁleg megadja annak az. esemenynek

o fa valosszSégét hogy X érteke az [xl, X, ) intervallumban esik bérmely

x x2 értékre, levén itt f(x) folytcnos R _ - -
- Minden f(x) sﬁr&ségfﬂggvenyre igaz, hogy TR

" .

Megjegyezzi.tk hogy a folytonos eloszlésnak ez a defmicié]a szukehb

"¢ mint ha a F(x) eloszlasfﬂggvény folytonosségahoz kétnénk a valosziniiségl

valtozo folytonos eloszlase’mak a fogalmat, (A (at). defmicioban a f(x) suru-

ségfiiggireny folytonossaga nmcs feltételezvel) - SR
o Ha 1étezik ilyen siiriségfiggvény, akkor a F(x) eloszlasfuggvény foly- S
7 tonos,. de nem megforditva “ugyhogy ‘elgfordulhat; hogy mindeniitt folyto=
T nos F(x) eloszlasfdggvenynek nincs sllrliségfuggvénye. (Ilyenre példdkat: .
e talalhat az érdeklé’d6 olvaso spec1élis valésfdggvénytam tankonyvekben. ). e




it _'_Csak a matematika ir:int Jobban érdeklﬁdﬁknek R

: ' annak megemlitjuk a: ktjvetkezfi tényeket SR oL

differenciélhanyadosa RS

e lafneretu halmauétél eltekintve mindeniitt nulla a differenciélhényadosa

= szé’leges €:> 0'szdmhoz Ie tud]uk fedni aH halmazt véges vagy megszém- o

Akt a (Lehesgue -értelemben) nullameretd halmaz fogalmat lsmeri

U

, a) Minden monoton fdggvénynek létezik defmiciomtervalluménak egy
nullamérety részhalmaz4t6l eltekmtve minden pontban a (veges érteku)

b) Van olyan folytonos monoton nbvekvﬁ fliggvény, amelynek egy nul—_

:Ennek alapjdn lehet szerkesztem olyan F(x) eloszlasfﬂggvényt, amely min- E
.. den - pontban folytmcs, és - mégeem eg}renlﬁ differenc;alhanyadosanak
“-00 -t61 x-ig vett hatdrozott integriljdval. -

Megjegyezzuk még tovébbd," hogy a szamegyenes valamely H ponthal-' "
' mazét akkor nevezzlk Lebesgue-féle értelemben nullaméretunek hatéet-. =

4 -lélhatoan végtelen sok iy im. e nyilt mtervallummal ugy

2’ B 3l ..0' L A e
(tehat HCU i ), hogy ezen befed6 nyllt mtervallumok egyﬁtt.es hosszu- L

'saga £ -nél flem nagyohb Pl A szamegyenes racaonahs pontlainak halma-‘”- 8

L ZA nulla.méretu Lévéna szémegyenes raciondlis. pontjainak halmaza meg-. ¢

e f‘szémlalhato fehrhat]uk e halmaz elemelt egy rl, Toiness rn,' .o soro- .

" ‘:~"'::,:sagu intervallumot (n =1, ~2' see ) b

o ‘ nye, akkor bebizonyithato hogy az F(x) eloszlasfuggvenynek ma;dnem -
- ‘Tninden x helyen, azaz egy nullameretu ponthafmaztél eltekmtve létezik -

:zatba Irjunk azi r racionéhs szam mm.t kbzéppontl ktjre egy §- hosszu- ,

S . Az igy fajzolt intervallumok befedik a racionéhs pentok halmazat és -
egyuttes hosszusédguk £ . Meg]egyezzuk meég, - hogy 1étezik neny megszém-
rlélhatdan vegtelen sok pontb61 4116 nullaméret ponthalmaz is,". &
' ‘Haaz X valdszindseg1 valtozénak létezik a f(x) 2 0 sdruségfﬂggve-

o a differencialhényadosa és ez egyenl6 f(k)-szel. Ilyen esetben az tisszes
" .’f,F(X) re vonatkozé Stielt]es integralok tehat az .

| f() d F(x)

F

,. alaku integralok a rnegfele16 hatarok kﬁzdtt vett kozbnseges e

- _f(...)f(x)dx-'

v

":_': integ’ralokkal egyenldk (a zarojelben valamilyen fuggveny all) ;

P




_ -.-* Ennek 313PJan ValaiTIEIY X valészinuségq vaitozo va’u:hato ertékét 1IIetve
. szérasnegyzetét a, - . : : = : : :
: fx f{x) dx (felteve, ho x] f(x) dx<po) ,

illetve a L
i : RTINS S
. . f(x = MOOY 1) dx

mtegralok értelmezﬂc o i ' —

Megemluji!k még I(iegészitdleg, hogy valamely F(x) eloszlésfllggvény— L

. nek pontosan akkor létezik f(x) suruségfliggvenye ha F(x) abszolut folytonos. . :
C Az aoszolui: folytonossig 1ém; jegesen erésebb kﬁvetelmeny, mint a k-

o zﬁnséges felytonosség. Valemely G{x) nggvenyt defmiciomtervalluméban '

_ . abszolut folytonosnak neveziink, ha igaz a kovet! kezs: tetszﬁleges E>0- .

- “szamhoz-1étezik olyan-d& >0 szdm; hcvy a defimcmintervailumban akér- =

: ‘hogyan is vegyunk fel véges sz4dmu; v agy megszémlalhatéan végtelen. sok

paronkent egymésba at nem nyulo d -nél kisebb. bsszhosszuségu :

B (al, b, ), (a b, ), (a , b ), intervallumot aG(x) fl.{ggvenynek -

i ezeken vett

. ingadozésosszege E-nal klsebb ha : | - 1 : _. .

o

z (b ’— & )<5 ( S > O altalaban ngg e -tol )
: Konnyen beléthato hogy mmden abszolut folytonos fdggvény defini- & »
: mciéintervalluménak minden pont]aban egyuttal folytonos is, ‘de 4ltaldban

: " nem’ megforditva Ha pl, "a G(x) filggvénynek 1étezik korlatos dlfferencial-"-'
s hanyadosa a defmxcmmterva!lumban, azaz Lo Sl

IG (x)l
-~ akkor G(x) abSZolut folytonos Legyen ui. az e_l(’)’llrre'megé&0§t‘j,tété26lége$_ » -»f et
€>@ szamhoz,- : L T T
N
_'273 &
\v - b




P _'.- "‘fﬂggvénynek egy. nullaméreti halmaztol eltekintve minden x helyen’ létezik
Ca G (x) differenciélhényadosa és mlnden szdba ]pvé X, < X, szémpérra '

- Ekkor ) BTN .
e EIG(b) G(a)l EIG’(?)I(b —a), .
" ahol f egy alkalmas hely a és b kzjzbtt a, dlfferenciélszémités kUZép- 2
' értéktétele szerint Elﬁbbi Usszegl!nk tehét nem nagyobb mint
M Z ® -2 ), |

‘és ha a z (b -a )intervallumﬁsszeg kisebb mint .E.. akkor a G(x)

gfenti ingadozésbSSzege kisebb mint €. el
. A valés fuggvénytanban bebizonyitjék hogy abszolut folytonos G(x)

o fennéll a | 2
[ ewmamsapce

B -‘-‘egyenldség. o -
Ez utobbi tula]donség 3ellernz6 az a.bszol'ut folytonos fuggvényekre. __

Il

' '.I V. 70 2 2 Peldak surt’tsegfuggvenyekre

) 1 A normélis vagy Gauss—eloszlés slirUségfuggvénYe' [N

SR (x m)
f(x)_ ____1_e 7 25
V_rie ‘
" astritségfuggvény, - 'j_ : |
_Konnyen belithatéa . -° '
f e =%
S274 - :




L Ennek a surdséngggvenye a kﬁvetkez6

- 7 formula alapjén hogy a Gauss eloszlasu valdszinﬂségl véltozo vérhatd ér-

“téke m, szorésnégyzete pedig 6 Ha m=0 és 6 1, akkor az un,
' standardizalt normilis eloszlasrél van- szo :

Ennek az eloszldsnak igen nagy szerepe van a hibaszémltésban és g

S a valdszinﬁségszémité;s, valammt a matematikai statisztika szémos é- -

' szeben : : : LT “ : SRR

2 Az ngenletes eloszlas - B i'. e b
Ekkor a valoszimiségi véltozo lehetséges értékei (egyméskozt telje- .
“sen egyenlﬁ valdszinliségi sullyal).egy (2, b) intervallumba 256 szémok

PR

Oha x<a és x>b

1. 51— - < <b

az. a és b po.nto‘k‘ban f(x) def1n1c103a.ienyegtelen._

| 3. E-}.tﬁo;leﬁcialis eloszlas _ o _ R _
Ennek sdrdségfuggvenye a kdvetkezﬁ : R -- o
o e--x ha x’(} es - :

b

f(x) =
oo, ha x<0

. Tovabblakat suruségfllggvényekre vonatkozolag lasd pl Prekopa.
: Valdszmdségelmelet c. tﬁbbsztsr ldezett kbnyvét

IV 10 2 3 A Gauss fele elaszlas “és surusegfuggveny

L Az 1tt szereplﬁ valdszmuségi véltozo slirusegfﬂggvenye a mar emh- 3
: tett : R i S

f(x)— -<2_6

fuggveny A varhato erteket megadd

75 Ty




L 'f -‘_.integrél adja, eredményként 6 -et kapjuk

b ‘:métereinek nevezzik, Léthatd a Gayss-elogzlds. slirﬁségfﬂggvényébﬁl _
.*. hogy e két paraméter a suruségfuggvényt és igy az eioszlésfiiggvényt zs " :

. '-ja sﬂri.iségﬂiggvényt

o .;"a vérhaté érték 0, a szérds pedigl, “ennélfogva a standardizélt Gauss-el-r

o suadbray .

(x-m)
'. 26’, ;
e SR

.[ﬁs't's

o :’.,integréi kiszémitésival kapjuk hogy e vé,rhato érték a kitevdben szerep!ﬁ.
e m. (Az integrél kiszémitésénél alkalmazzuk a S R

(x m)

f‘ 6

K helyettesitést. és vegyuk figyelembe a mér emiitett o

<'t.1 :

t-

el [ dt ﬁf integrélt, ) g '

e

. Aszordsmégyzeteta o 0T

S ﬁx-m) e 0 ‘?‘-"

. Az m virhat6 értéket; ‘valaminta € szdrést a Gauss -eloszlés par.';t--i "

L eljesen meghatérozza.
: Megjegyezzﬁk hogy a legtﬁbb eloszlésnal az eloszlés vérhato értéke
&8 szdrésa dltaléban ; nem hatérozza meg az eloszlésftiggvényt illetve 'f ;

-M4r emlitettllk az un. standardizélt Gauss-eloszlés fogalmét. Enné'

L oszlésu valﬁszim.lség1 véltozo S“I“Séw én!e

!

d o

.'-12‘_ AT e e T




51 aébra IR

+

9 A standardizélt elmzlésfgggvény kulﬁn elnevezést is kap, hibafug _
‘végEek -angol nevén error-functlon-nnk nevezzuk €3 dngol neve utén az

- erf(x) -el jelbljuk

Tehét

" Ez a nggvény szigoruan monoton nﬁvekvﬂ (ahszolut) folytonos fuggvény,
grafikonja a kuvetkezd: (51 b abra) R ST

51 b é.bra

. A sﬁrdségfllggvény péros jellege miatt az AR o

erf(0)=

VNI"."“




| ; 7: J‘ -

P

‘ ugyancsak f (x) paros ]ellege mlatt minden X. > 0 -ra 1gaz az
» erf (-x) = l. - erf (x)

~egyenlﬁség (51 c ébra )

- Blicédbra -

hatérozott integrél megadja annak a valészmdsegét hogy a standardlzalt
Gauss-eloszlasu valdszmllségl valtozé erteke -X és X koze essek ' o

Az e16bbiek alapjén lathato

N{"

dt =1- erf( x) : ['_1 - erf(x)] 1 -2 [1 - erf (x)]

e

L= 2 erf (x)'- 1

Az erf (x) nggvenynek elegend6 pozmv x-ekre ismerni az erteke1t hzszen <

erf (.-x) S= - erf (x)

Ay

- B alapjan negatlv x-ekre mar adédlk a fdggvényertek Az erf (x) re vonaj:ko—‘:
L zdlag a logaritmustablazathoz hasonld fiiggvenytablazatok vannak 7

Coeami



i

.Ha valamely Gauss -eloszlésu X valészmdségi valtozo nern- sta.ndardi-;,‘

Y ‘z4lt, akkor. egyszerl transzformacioval kiszdmithatck az eloszlésfuggvény )

o 'utobbi élhtést a kﬁvetkez(ﬁképpen léthat]uk be:

e értéke1 az erf{x) nggv ény seg1tségével Ui, vezessuk be X helyett a.

L ; -_X-m»“'-"

6

N valdszmdségl valtozét Kﬁnnyen beléthato, hogy U vérhaté ortéke 0 szo-‘ S
‘r4sal, tehdt U standardizélt Gauss -eloszldsu. valészmdségi véltozo Ez ’

]eldl]uk az U valészinuség‘l véitozo eloszlasfug‘gvényet F (u)-val

U(“) P(U<u) P( <U)- P(x<6u+m)—

B 6u+m ; (t-m‘)z _ AR

: - l f e 2."6‘..j"dt IR s
;A v= -—6—— helyettesitéssel kap]uk hogy ‘:- O T
'y -"2" ) w gt

f 2 | \ erf(u)

F (u)— : f Tédv—-;"

Az M (U) 0 & & (U) =1 alhtasokat a varhaté értekre és a szo- SRR

"

o résra vonatkoz6 ismert mitveletekkel kapjuk, - < A

. : :mlthaté

Az elmom}ottak felhasznaléséval a-
2) P( 5. U_»,< o )

P(x <X<x

- vaidszindsegek egyenloséget nyer]uk bérmely x < x2 szamparra Az U ra.:' -

7 , vonatkozo vaIészmuség ertéke pedxg az erf(x) téblazat segxtségével kisz:i-i L

A G‘éuss —eloszlas a. valOsszségszémltém gyakorlatban az egyik »
legfontosabb eloszlas. ) : . _ .

-279-
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IV 70 2. 4 A centmlzs /mlarelo 9z[a ftetel

o A valdszindségszémitésban fontos szerepet jatszanak bizonyos kon- .
Do vergencia-tételek “amelyeknél bizonyos valdsszIségi vAltozok végtelen | .-
" sorozatdnak’ eloszlésfuggvényei konvergilnak egy hatéreloszlésfﬂgggény-
_’,hez Réviden ezt ugy szoktuk mondani, hogy bizonyos valdszimtségi el--
",oszlésoknak egy sorozata konvergél egy hatdreloszldshoz. Mi csupdn’
L egyetlen ilyen nagyfontpssagu tételt mondunk most ki bizonyftas nelkul

v

A centréhs hatéreloszlastétel
HaX Xy

2, wees Xn. e azonos eloszlasu, teijesen fuggetlen valo—;

’ ,szmdségi valtozék tovabba

' M(X) m, (5 (xk)—6
mindenk- 1 2, ...,‘esetén akkor minden valdsxszémra 1gaz hog'y
X +X +..._+X 7 o ‘
i P (L2 “ <x)— SE
n-boO :—"“ GY_ :
: '.‘k t

AzX +X2

g szorésnégyzete pedig n 6 tehét szorésa 6' Y_n‘. Az e16bbi formulénkban
_,szereplﬁ . : S

+., ¥ X valdszinﬂségi véltozé vérhaté értéke nm

Ry +X2+... +x -nm S
’,--Z; ' S @=1,2,...)

X
'_ '.,valoSzinuségi valtozék mind un, standardizélt valdsszSégx valtozék az-,
{'azmindenn-l 2, ...indexre B TR
_?..'M»(Z'“>=i0' 6 (z )——-—— z & (X) L.
RIS : LA

SRR g R R

J



: ]eloljlik a\ valészinuségl valtozo eloszlésﬂ_ggvényet F (x)-szel

_Akkor az e16bbi formulé.nkban szereplﬁ cul e

x +x2+...,+x f¥nm_ £ L
,;‘ - '<,x)j SRR S

. -'P‘(

&alészinllség éppen F (x) el egyen16 Kimondott hatérelosziéstételﬂnk te- o

R

_hét azt éllit}&, hogy az

F (x), ! (x), PR F (x), fer .

"x

R éloszlésfuggvények sorOZata konvergél az erf (x) eloszlésfl!ggvényhez -

- ’minden val6s x-Te;

Y :esetén

1A tétel bizonyitésﬁt a karakterisztikus ng‘gvények segitségével vég-:'-

© - zik, t4maszkodva a karakterisztikus figgvények és az eloszlésfuggvények AN
s kbztstti ‘4ltalunk m4r emlitett szoros kapcsolatokra, SR
= “Kimondott' hatéreloszléstétellink egy: speciélis esete a. binomi:ilis e1—~ e
E ':oszlésra vonatkozik, Ha egy végtelen teljesen figgetlen. kisérletekbﬁl 1 CHU
- 16 kisérletsorozamél valamely A esemény P vaIOBZmUBéggel az A (komp- )

. lementer) esemérry pedig 1-p =g valészinlséggel kovetkezik be (p>0 és"
1 q>0), akkor. legyen az Xk valdszinllség-i ‘'véltoz6 értéke a tﬁbbszbr efmli-

.tett médon 1, ha A-ak-ik klsérletnél bekﬁvetkezik 680, ha: A a, k-ik ki--

: .3'§ér1etnel nem kbvetkezik be. Minb tudjuk ‘ebben az. esetben

Ean '.7 E

\ M(Xk) p, 6 (Xk) pq,

:‘tehét hatéreloszléstétellink ebben az esethen a kﬁvetkezﬁ

S . .'.’_I - ’ -
SR X1+X2 +...~1~Xn np L lx_%_ o
.o lim P( —————— ' X) = — j-/-e : dt- erf (x)

‘-.'t'

Mint tud}uk X, + X2 +_ e v X vaIOszinllségi véltozo értéke S

B egyen16 az A esemény bekbvetkezéseinek a szémé.val n nggetlen kiserlet R

VA véldszinuségekre vonatkozﬁ 1smert szémltésok alap;én kap}uk

- hogy'barmely valds x1< X, szémpérra.




: ’f‘ahol F (x) a Z valoszindségi valtozo eloszlasfllggvénye Minthogy n —-b-co

. ségével klfejezve 1rhat]uk hogy

L eseten

PR

XN

x1+X2+ +X -np -% o
. 4lim P(x 1.2 _.n <x2)=-_—- ' dt—erf(xz) erf(x)

_'n-vco \ ; Y mpa -

O H '.é_nz}e'lisbbi'-z - jefltilésf 1sr'nét;|§hsz‘n41v;§£ R

P(z <x2) ¥ (xz),,, "_’-1'=,('z;-'<f.:é,'),=‘if'-' (g.f),;;a .

Ty i

j esetén F. (x) —_ erf (x), tova.bba -
VE;P (xl'zn< XZ) Fn (#2,)' Fn (’Flj)f"r SR

| P(x -_Z <x2)—~ [erf (xz) erf (x )]
EredményUnket még a kﬁvetkez& alakban is feiirhat]uk: Ha k val je-' .

S -Iﬁlpik az A esemény bekﬁvetkezéseinek a szamét n fliggetlen kxsérlet ai-;
. kalméval akkor R C

P(x V +np‘k<x2\! +np) erf(xz) erf(x)

_ha n elég nagy. Az ut6bbi valﬁszimiséget a binomialis eloszlés valészinu--:{_

,,,.P(:; Vnpq-f-np k<x2V +np)-’= 'V -

T --’ x1 ’_—"pq+npfk< xz !/——-+. np e : '.'v L

7 ) _ahol az tisszegezés az egyenlétlenséget kielegit(i mmden k szarnra kiter- o
g Jesztend(i (k nem -negatlv egész) Igy tehat 1rhat]uk hogy eiég nagy "



S DERE ()p ¢ kzerf(xz)erf(xl)
xlrﬁﬂpcqur—mp T S LR

A binom -eloszlést tehét a normélis eloszléssal lehet. ktizeliteni Bz

utdbbi éllités abban is megnyilvanul hogy elkészitve a bmom-eloszlas T

pk (k)p q - (k 0 1, 2,.:.,n)

o valészinuségeloszlasnak a graflkonjét, a kapott lépcsﬁs nggveny alakja n - ’

‘novekedésével egyre jobban meghdzeliti a normdlis eloszlds siiriségfigg~ o

venyének harang-alaku goTbéjét, A fenti valészinusegeknel a <, 111etve
az 2 jelek 1s helyénvaldak Ievén a hatéreloszlas folytonos.. G

IV 702 5 A hzbatorueny levzarmaztalasa egy bolvongasz -
' feladatbol ' '

a) Egy mozgé pont mdul]on ki a szamegyenes 0- pontjabol es tegyen e

mindig egységnyi 1épéseket jobbra, illetve balra egymastdl fuggetlentl; -

- ~mégpedig jobbra -azaz +1-et 1ép 0< p<. 1 valészmdséggel és balra, azaz o -
=l-et1ép l-p=q valészindséggel Mi a valdsszsége hogy n Iépes utan R

Ca pont a szamegyenes {a, b) intervallumaban lesz‘7 R E
Megoldés A mozgé pont herét meg‘natarozza a’ '

"_-X +X + ,..+X'
n .

ﬁ' vaIészmuségl véltozé ahol az egyes X (k = 1 2, RS n) valdszmdségi
valtozdk egymastél tel;esen fuggetlenek mmdegylk Xk értéke Iegyen L,
ha a mozgo pont a k-ik lepésnel Jobbra 1ép, es legyen X értéke 1 ha
a k—1k lepésnel a mozgé pont balra lep Tehat minden k indexre ‘

P (x )=‘:p o ,é's P_(xk-;_ - 1)- a= - p S
Irhatjuk -

L | M(X )— 1 . p+( 1) p": 15-54_'(1,;?)'%'-2 _ﬁ ~1 B

-283 -




"—;'i_P(aéY <h) P(—-—LL—“ 2 1’LY<""“2"J>'""' .} [ ota,

' _ ahol rbvlditésként e . o

:  : r_ﬂletve( d), mégpedig-

Aty Rl R R

"':'fi=1‘P+p 4[) +4p-1-4p(1'P) 4'1!!

g ‘A standardizélt valdszinllségi vé!tozo _
AT v E M(Y ) £ _-_nr(z‘pq_) -

- A centrélis hatéreloszlés -téte! szerint:

Viwe " faew R

‘ oc _ ‘a-n gzg-q és fS = .1;,-'.1; (2p-1) et e
g ‘-} ".’_Q:*_VV.j_%l,-pgn: . R T I ;.f B

- h) Legyen 6 >, 0 egy kicsiny, kés&bb meghatérozandd szém, legye- '"
" ‘,nek az el6bbi X valdszinuségi véltozék értékei +1,; 1lletve (- 1) helyett d~

P(Xk='5) p=-}.’_' P(x 5)=§

» (Tehét most a bolyongé pont minden lépésnéH— é' -t lép, egyformén
’ -2— valdszlnuséggel ) ‘ IR
Akkor minden k 1ndexre

| M (Yn) = 0’ : ,. J 62 (Y)=n62, 5(Yn) =5}r’_n— L




FE _uténjé_bo]_ all. A mérendﬁ mennytséget egy bolyongs ponttal szimbolizaljuk;- :

o _’i den egyes mérési mozzanatnﬂ a holyungo pont teljesen véletlenszerl.(en egy

o helyezete a szé.megyenesen a‘mérésnél elkbvetett ‘hiba értékés adjs meg,

B d"- Lo
{‘ﬁ .
' f‘ ahol n abolygo pont lépesemek a széma Akkor a standardizélt Y "y'alo-_j‘wjr_" g
: -_szimlségi valtozo ' S B .
Imsgym S
" ol mine elobh, < - | |
BRSBTS

c'
NI""

P (a dt = erf(b) - erf(a)

ahol a< b tetszﬁleges, rdgz1tett szamok Yo

) Fenti bolyongém feladatunk alkalmas arra, hogy plauzibﬂissé te- RO
gyllk-azt a tényt, hogy a hibaszémitésban szerepld hibafiggvény a Gauss- R
féle: siirys égfuggvény. UL, ‘egy mennyigég értékének meghatérozasanél .

a mérési folyamat igen sok; nagyon révid ideig tarts. mozzanat egymés-' SR

amely a mérési folyanvat sordn a szimegyenesam bolyongést végez, Min~:

. kulss Iiskést kap & — vazosmuaéggel a valod szémértéieol jobbra vagy

" j.balra egy kicslt eltoldcuk ‘A sok mérésl mozzmut végeredményeként - te- Py
~ hét a mérési folylmat végén a bolyongo pont a szémegyenes vaIamely -
, -helyén megﬂl B
C ~E16bbi . (+¢5) és holymgési modellllnk tehit jdl ébrézolja a méresi e
- 'folyamatot magét, Az ‘egyszeriség kedvéért feltételezhetjik, hogy a mé-" -
rendd mennylaég pontos értéke nulla, Ennélfogva & bolyong6 pont végss -

. Miutén 'a mérési folyamat nagyon nagy ezdmu. elemi mérési miozzanath6l - T
- tevédik Yssze, alkalmazza a centréliy hatﬁraloszlés “tételt, és-limeszre = . - o SR
~ | '4ttéive mondhatjuk: annek a valoszinuM valamely mérés hibé]a o
-+ egyla b] -intervallumha essék éppen erf (h) erf (a) val egyenlﬁ o




“' - a szokdsos. eltolést alkalmazzuk. Minél pontosabb ‘a mérési eI]érésunk an-
. .nél kisebb annak a valészinlisege, hogy a hiba értéke a O-ponttél messze
- ressék; . Az ilyen mérések’ hibagtirbéje tehat kicsiny - © —szérésu Gauss- L

7 ' arrol hogy a. 0 vérhato erteku

. L " Gauss-féle suruségfuggvény inﬂexids pont;amak a tavolséga (két inﬂexios
o 'pontja van, amelyek az y-tengelyre. szimmetrikusan helyezkednek el) 26",

; sunul azx-tengelyhez (52 53 Abra, )

Ha a merend6 mennyiseg pontos erteke nem nulla akkor a szémegyenesen '

- 7'_f-gorbe, azaz meglehetfsen meredek sovdny harang- gorbe, arnely igen. gyor-
' san gimul az x-tengelyhez, Differencidldssal kﬁnnyen meggyﬁz()’dhetijnk o

B f(x)_.' L2t

- - Ha 6 értéke -arinylag nagy, a stUségfuggvény lapos (elnyult) Ha--
l‘rang gorbe Ha pedig 6 értéke kicsiny, akkor a gorbe meredek és gyorsan '

b2, gbra

A



"-IV 70 2 6 A centmhs hatareloszlastetelnek egy maszk . 'f oy
) alkalmazasa - L

L Elﬁirt pontosségg kbzelitéshez szuks ﬁges kiserletszém meg;té.ro- s
- zésa o e T

L Legyenek a { k} k—l valészintlségx véltozok azonos eloszlésuak és -
3’—'-j-'.'“'ftIgget1enek R S : ‘_ - ,; : '_ (RO
L ”M(X) m,_ 62 (xk) 62<+oo.f'f'-f

ez 'Kérdés, hogy adott £> o és d" > o mellett legalébb mekkorénak kell 1en-* o

" “f" '-:,nie n-nek ahhoz, (hogy

x1+x2+...+x
C P TT

R Iegyen A centréhs hatéreloszlas tétele szerint' S

x i e A t
=00 .

P <7‘)"’




B f frnuaé11

C 0 Léven

X +---.+X sam o [ Ei"
P(‘ L Sl

és G SR et
' d‘ 2 [1 - erf (J\)] :

: .EbbGI visszakeresessel meghatarozzuk }\- -t majd behelyettesmdk az

; -'2'38 -




el

..nz'a,,f

- egyenlﬁséghe ahonnan n-re megkapjuk &z also hatirt Még n—et myira -
- kell novelni, amennyire & centrélig hatdreloszldstétel megkivénja, = -
S ]egyzetimk befejezéseképpen megjegyezzuk hogyanemdinzkrét el-

R oszl4gokndl is el6fordul tébb val6szintiségt véltozé egylittes eloszlésa, L S
» valamint az ezekkel uuazeﬂlggﬂ tsbb més fogalom: vdrheto értékek, felté~

" teles vArhato értékek, szorisok, korreldciés egytitthatok stb, Mindezen
‘esetekben ugyanugy szdmolunk, mint a diszkrét eloszlésoknsl, csupén Az -

Cott- szerep16 tsszegek. (szummék) helyett most tﬁhbszurﬁs (Stieltjes- vagy L

0 'kdzbnséges) im‘.egrélok szerepelnek

IV TO 2 7 cmggelek

BefeJezésul hérom feladatot térgyalunk amelyek kﬁzul az e156 kettﬁ " N

e Kombmatonka c. részben térgyalt bolyongésokkal kﬁnnyen megoldhato

L 1, feladat Egy mozipénztér el6tt 2n ember A1 jegyekén egy jegy
" 4ra 5-Ft,: Mindegyikik pontosan egy jegyet akar véltaniy n serban4llén4l
‘csak egy -egy otforintos.érme van, a t8bbi n-nél ceak egy-egy.: tizforintos

A penztarosnal nyitéskor. semmi pénz sincs, Mi a ‘valészinigége egy olyan . . “:
. sorbanéllasnak amelynél egyetlen sorbanélldnak.sem kell vérnia pénzval-,‘ PR

:tasra‘? Lo T R

Y

! > 'Megaidas

_ Nem kell varni a pénzvaitésra az oiorintos érmével rendelkezﬁknek;:- L

-L,nem kell vérnia egy. tizforintossal rendelkezének az esetben, ha a pénztd-
- rosnél. éppen van- legalabb egy tforintos, Rogton 14thats, hogy kedvez8 -

.- esetben az els§ serbana,llé gtforintossal fizet§, ha a mésodik tizforintos- B
 gal fizet, ugy neki nem kell vérnia, A problemat v1sszavezetjdk egy bo- TR

lyongésra a szamegyenesen. Tekintsuk a (t x) cferekszogﬁ koordméta-
- rendszert, (55. dbra, ). ’

o Az orig6bel mdulgtmk ki és- minden egyes soréIIdnak a pénztérhoz _:': b
' érkezésekor Ieptdnk egy egységgel jobbra a. t-tengeren. Lépjlnk egy egy— L

'f_séggel felfelé az x-tengellyel pérhuzamosan, ha egy btforintossal fizet§ -
: _uember 1ép a pénztar elé, és lépjlink egy. egységgel lefelé az x-tengellyel
-pérhuzamosan ha- egy tizforintossal fizettS ember lep a pénztér elé,: gy

. minden egyes embernél lépunk egyet Jobbra és egyet vagy felfelé, vagy 1e— :

. Telg, OSszesen 2n 1épést teszimk, a penztaros ‘elad 2n. ‘mozijegyet és -
o a végén lesz néla 10k forint, azaz mind az n tizforintos néla lesz,
" ‘Minden sorallasnak megfelel egy €gy: ‘tértvorial; amely az origébo6l mdul

' :.‘_;ki és 2n lepes utan a t tengelyen, tehét a (2m,’ 0) pontban vegzﬁdik Az is S

-;_-239- .




.- megadja a bolyong6 pont x-ordinita értéke, Ha a bolyong6 pont a t-tenge- -

" tosan olyar bolyongést palyskkal dbrdzolhats, amelyek az orig6b6l kiindul-~:
. ya'hem mennek a t-tengely ald és 2n 1épés utdn a t-tengely (2n, 0) pontjé-"-

L

" vilgos az elmondottakbol, hogy & pénztérosnél levé stforintosok szdmat -

. Iyen'van, a pénztirosndl nincs stforintos és.csak ugy tudjuk elkerilni .~
- a pénzviltdsra valé virakozdst a kivetkezd sorbanéllénal, ha ez ttforintos-
sal fizet, Mindezekbél l4thaté, hogy a jegyvéltss zavartalan folyamata pon-.

" ban végzbdnek, -
. \ . X ’g R

Cgfemdy
L.l .ss,dbra

© .- Minden ilyen ;’aﬂyg-_e1s_6fsz'a1;'aszg,ijvektqiéaz'or,iéabéll_aiz AQL)
.. 'pont felé irdnyul és ebbfl folytat6dik ugy, hogy nem metszl és-nemis érin-
* ti az x = -1 egyenest, ami pontosan megfelel annak a kikétésnek, hogy nem -

,_ * megy e t-tengely ald; Mint tudjuk (148d a bolyongésokat a Kombinatorika .-
¢, -észben),.az A (1, ‘1)'pontb6l kiinduls, az x.= -1 ‘egyenest ném metsz6 -

* * és nem is érint§, .a (2n, 0) pontban végz8d6 pélydk szdmat megkapjuk, ha
az A'(1, 1) pontnak-az x-= -1 egyenesre vett tukbrképébsl, vagyis az- - -
- A’ (1, +3) pontbél kiindul6 és & (2n,0) pontban végz6dS ssszes palydk - .-
- sz&mdt kivonjuk az A.(1, 1) pentb6l kiindul6 és a (2n, 0) pontban végz8d6-- -
. " ysszes pilydk szdm4bel. A Kombinatorika c, részben Tészletesen targyalt
! bolyong4soknal 14ttuk, hogy az A (1, 1).pontbél a (2n, Q) portban vezet6 -
palydk szdma egyeni§ T L T T e e

~ -



andl o
(Zn 1—1) (2n 1)_ @n-1) |
S 72 tj n-1 (n'—’l)l’n‘l

: -sal, Az A’ @, —3) pontbdl kiindulo ésa (2n 0) pontba vezetrS palyak sza—i'. SR

- 'ma pedig:

. 1+3) (2nl) @)1
:.( 27 e (n-!-l)! (n-2)1

Ugyeljunk a kiindulo pont és a végpont relativ helyzetére! Tehét a felada-
o tunknak megfe1e15 kedvezfi pélyék széma. ’ . . S

v

 1"7' N (’Zn-l)! R T |

| 'f-_(z ne1)i .

((573)" m (n+1) a1 )' (n-2)! ol ST T
: LU 2(211-1)1 :

(n-l) 1 (n+1) I

e Az origébél kiinduld és a (2n 0) pontban vegzﬁdﬁ 6sszes pélyék széma pe-“'f S
S odig . . s

.'(2: )= (2n)

= n . nt n!
- Igy a széban forgd soréllés valészinu.sége L

S 2 (2n- 1)1 ~al'nl (2n) 1.: ’.
Py (n-l)l(n+1)1 (Zn)! (n+1><2“’ -

: 2 feladat Egy urnéban f ‘szému fehér és- p szému piros golyd van
- ahol f>p. Egymis utdn kihuzzuk egyenként a golyckat visszateyés nélkﬂl

. mig ¢sak mindet ki nem huztuk, Mi a valésziniisége annak, hogy az f+p.

o szému huzés folyamén- mindvégig. legfeljebb annyi a kihuzott piros golydk

- - széma, mint & ! kihuzott fehéreké, de sohasem ttibb?

M_eﬁﬂ_dai

S Az €l16bbi: feladat alap;én itt mér nem szukséges reszletes magyaré- '
 zat; minden egyes goly6 huzdsakor 1épjink egy egységet a t:x-sikon ‘jobb- -

" ra, tovAbbd’ ‘egy .egységet felfelé, ha fehér golyst huztunk és. egy egységet o

o lefelé, ha piros golyét huztunk, Kiindulunk az origobol és eljutunk f4p

lepes utan az. (f+p, f-p) pontba, hiszen a- t-tengely feletti egész ‘s_zému S




" at-tengely al4, azaz melyek nem metszik és nem {8 érintik.az x = -1 viz-’

ordinéta értéke egyen16 a8 kihuzott feher és. plros golyok szamanak kultinb--
5 }ségéve! Az ﬁsszes .az; origébél az (f+p, £- -p) vegpontba vezet6 utak szama.

f+p (f+p):-7“’
( )‘- flpi ’

- -A kedvez6 utak azok lesznek amelyek az. f-i-p lépes folyaman fiem mennek

. szintes egyenest, Az elsé huzasnak fehérnek kell lennie, azaz: az elso

- 1épés igmét, mint el6bb; az A (1, 1) pontba vezet, Az x'= -1 egyenesre o

L '_ -"'(f-l-p, f p) végpontba vezet6 6sszes utak széma‘.

/A feladat szempontjébél kedvezd utak széma.

n Igg akeresett vaIOSzmuség i_ B

* . tikrozziik az A (L1, 1) pontoti 2 A’ (L3 —3)tukbrkepb61 knnduld ésaz

f+ p -1 R B

o 1+f- )_(f+p 1) (f+gz-"f)'1":
7 f41 (f+1)1(p-2)!

R f+p 1 RS S CE A ST,
» (figﬁf_u, (f+p 1) RIS
B R I S o
AzA(l l)pontbol LA (1,5-3).-1:61 az
-az (f+p, -p) pontba '-(f+‘p;f'p)' ‘p'onrba” .
vezet6 tSsszes utak vezet6 ﬁsszes
5’1 széma S utak széma

Cfepel f+p 1 R SR
(f-l_ ) (f+1 ) “*p 1“((15 1)IpI (f+1)t(p-2)l ) _4

Erplyl S ) rf(f+1) p(p-m (f+p-1>t
(f l)l (p-Z}l = "("'\4-’1) p ',3 f (f+1) (f+1) I pl :

Ef(f+1) p(p—l)J (f+p-1)t g B L@ =p i) fzp atep
(f+1)1p! E (f+p)l (f+1)(f+p) ) (1) e

(f+p)(f-p+1) g - “p 1"_—;,*'

@) (Frp) TR T EI




#

e 3 feladat, Eltﬁrdnk egy ngSég'nyi hosszusagu pélcat talélomra vala— N .
‘melyik pontjdban (mindegyik pont egyformén valészinii), majd ezutdn a ket

- pélcarész kozil-az e gzxket kivdlasztva, azt ujbél eltsriik taldlomra vala-

- és az egyenletes eloszlés miatt annak a valoszindsége, hogy x X é
; Iegyen, S . - .

melylk pont]aban (ennel is ‘minden pont- egyform& valdszmtlséggel lehet to6-

“rési pont). Mi annzk a vaIészmiisege, hogy az 1gy kapott harom palcaresz— ,' : '

b61 héromszbg szerkeszthetﬁ? o :
(Megjegyezzuk hogy ezzel a feladattal kissé egyszerubb forméba.n :

mix foglalkozturik jegyzetnk els6 részében;  ahol is a pilcét eggszerre -

“tortik. el két pontban véletlenszeruen Azr ott kapott valdszinuség R

L volt )

4

Megoldés ?. _ o L
' Az els(S tdrespont tavolségat a hozza kazelebb esﬁ vegponttdl jeltil- e
Sjuk x-szel Ez azx szém egy egyenletes eloszlésu X, valészinuségi véltozo T

érteke N

v — — aholisO<Xé%'
o %

e ‘x-fxz) 2<x2 1.).".,: :

]elﬁljuk a.zt az eseményt hogy lehetséges a pélcarészekbﬁl hérom- -

i lzﬁget szerkeszteni, S-sel, hogy az els torés utina hosszabblk pélca-

- a pélcét els(iizben csak ezekben a § v f
ei megpedig a '§ pontban 2 (x

reszt vélasztjuk H- va! hogy a rﬁvidebbet R-rel (R= H)

. . QOsszuk fel az els6 ttjrespont helyet ta.rtalmazo (0. -) 1nte‘rvallumot '
1 szému részintervailumra a 0 X < x1< x2< . st < X 1='%- osztépontok-
kal mindegyik (x ,x ) részintervallmnba.n vegylmk fel egy (x < § <X, )»-.'
pontot tetszélegesen (i= 1 2, o n) és tételezzuk fel egyelﬁre, hogy §
g e ee, f pontokhan turhet]uk

X, X, 1) valdszinuséggel (i =1, 2, vies n)

(X f )y Je[iﬂje azt a véletlen esemenyt, hogy a pélca az e136 tﬁresnél
ag, h pontban tdrik el Akkor fennall hogy ' : o

El

203




' S—U S(X f)H+U S(X f)R

11

,_"tehétHR §és(x= g)(x §) 3 (i#j)folytanP(S) ZP[S(X ESH
R LS R EE o

i-l ’ s ' ' e
7 . Ha masodik tﬁres céljébﬁl a rbvidebb részt valasztjuk (ha aR ese- :
- mény kdvetkezik be), héromszﬁg nem szerkeszthet6 tehét :

P[S(X g)R]—o

‘minden i-re. Akkor gem szerkeszthetéi héromszog, ha az elsfi tdrésnel
a palcét két egyenls részre tbr;tik azaz ha X= 1/2. ot =
Mmdezek aIap]an tehdt . .

P(S)- Z P[S(x f ) H_‘]
: 1— §

. Tud]uk hogy bérmely hérom A ‘B, C esemenyre
P (ABC) P (A( P (B/A) P (C/AB)

" —(felteve persze, hogy P (A)>0 és P (AB)>0) EmléIngva, R

»

Pf,(s) =’_’ | z‘f'_‘P; cx ,=.§i>'» Pf‘tHj/’ 'oi_'=_' fi»ﬁ P/ X ‘=’f‘i)')'._.',
o TudJuk hogy P('X § ) 2 (x ) Kzszamltjuk a

P(S/H(X f))

. = valdszinusegeket. Azt vizsgéI]uk tehét hogy mekkora valdszinllséggel tu-
dunk héromszdget szerkeszteni a hdrom palcadarabbol ha az els§ térés- -
T pont a E i abszcisszaju pont, t‘ovabbé mésodﬁc tores celja,bdl a hosszabb

- “részt valasztottuk : ‘ R - =
: FeItesszuk hogy az’ 1 § hosszuségu hosszabb palcarész minden S

: pont]éban egyenlﬁ va!észinliséggel torhet el; igy a mésodik tores esemenyét
- egy Y valoszinuségl véltozoval irhatjuk le, amely felveheti a - . :

'_-294-




_"0<1y"<.1 = fi

- értékeket, Y srlségfliggvénye az elmondottak alapjdn:

-, Ha0<y<1-§, ésmindenmés
i yera i G

Héromszdg akkor szerkesztheth a hérom, egyenként
;'_f v b l-y- Ei
'_ hosszuségu részb61 ha fennéllanak a kdvetkez6 egyenldtlenségek
f+y>l-y f azaz:y>_-gi ’)...
f +1 Y'-§ ->v, azaz y<r5:.,
y+ y §>‘§i, ‘azaz - fi<2 ,
_ amit méir eleve ugyis feltételeztﬂnk Tehét y az Lo
o 1 |
3. f < y<
- _feltételnek keIl hogy eleget tegyen. EnnéIfogva

1/2 | ﬁ' ‘f"'
: 1

V\6|

‘ P (S/H (x £, )) "
. 'A P (H/ (X § )) valOszinuségre hérom érdekesebb esetet térgyaiunk

1 eset:” Ha mér a bot eltbrt a fi pontban, ugy - mésodik tbrés céI-_' o
' ‘jéra mindig a hosszabb részt vélasztjuk ez esetben » ;

P(H,|:_(X‘=f‘i))‘=>1- . ,_(17=-__1, 2, ..., ).

2295




S pott legutolsé "téglénytjssze konvergél a

B S

Ha rnost a X valészinuségi véltozo (0, 3 ) intervalluménak felosztését‘

minden hatéron tul: finomitjuk (max (x 1) —_— 0), akkor a P(S) re ka-

a1

B : 1nteg1:élhoz. Igy ebben az 1 esetben a szerkeszthetéség valészinllsége 4

I

c 1/2 : :‘. 1/2 _ 1/2 : :
o P(S)—»f- %u: (2) / : "x"l dx _~(-2)f {1 ————}dx—

= (':-.2)— x"ir,ln (1 -%) ] . ‘,=_~,(‘_-2_){ %-%'hr(.;—)‘}: 2 In 2}’-‘1;6{38.; o

2________eset Ha mér 2 bOt eltbrt 2 fi pontban a mésodzk tdrés celjara

'egyenkent % valdszinﬂséggel vélaszthat]uk mind a hosszabb ‘mind a rdv1-

o

o debb reszt tehét maost
P(H / (X f ) =§- =12, em) )
Esetlinkben tehat
n 2 '§ T &
=3




G Ebben az esetben .

, Ha most ismét mmden hatéron tul ﬁnomit]uk ax (0 —) valtozém in-
- ::,tervallumét ugy Iimeszként a .y :

R , x x
S P(S f R
N R
1nteg-ralhoz ]utunk Ez fele az I, eset eredményének tehét most

- P(S)—ln 2 -‘--zol,19. .

L 3 “eget: Az els(S ttirés utén vélasszuk az _egyes pélcarészeket e ré-i-_' '
g szek hosszuségéval egyen16 valés7inuséggel. B ,

P(H/(X ‘§))-1 ? P(R/(X §)) Ei =1, 2,...‘.,)

P(S)-z 2(x x“)(l f’lg 2§i(x )
az ’utdbbi_ﬁsszeg Iimes_zg p_e.dig‘ az s
e R 7. S PRRIES
,, f;Zxdxji-._
: ','in'i:egré_ll'él' egyenif'S._ Igy !iehét ;ﬁo_s-t_} Lo
Copgy= [ 2xdx [x ]__ =7
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